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Tamén tutkimuksen tarkoituksena on muodostaa aiempien tutkimusten (mm. Harel &
Sowder, 2007; Marrades & Gutiérrez, 2000) pohjalta matemaattisen paéttelyn muotojen
luokittelu sekd saada aineiston pohjalta kuvailevaa tietoa siitd, millaisia pdittelyn
muotoja opiskelijat kdyttavat tutkivan matematiikan (Hahkidoniemi, 2011) oppitunneilla.
Tutkiva matematiikka korostaa oppilaslédhtoisyyttd ja wvuorovaikutusta perinteisen
opettajajohtoisen matematiikan opetuksen sijaan. Kéytinndssd oppitunneilla opiskelijat
ratkaisevat tehtivid, joihin heilld ei ole valmiita ratkaisumenetelmid ja rakentavat sitd
kautta itse matemaattista tietoa. Matemaattinen péattely luokitellaan tutkivan
matematiikan oppitunneilla neljdén padluokkaan: ulkopuoliseen l&hteeseen vetoavaan,
empiiriseen, geneeriseen sekd deduktiiviseen pdittelyyn. Opiskelijoiden matemaattista
paittelyd tutkittaessa on havaittu opiskelijoiden perustelevan véitteitdén yleisimmin
empiirisesti eli perustamalla pédttelynsd havaintoon. Tdssd tutkimuksessa kéytetddn
tutkivan oppimisen tukena dynaamista matematiikkaohjelmaa, GeoGebraa, joka
mahdollistaa mm. kuvaajien sekd geometristen kuvioiden piirtdmisen ja niiden
litkuttelun sekd kuvion alojen laskemisen.

Tutkimuksessa seurataan lukio-opiskelijoiden matemaattista paittelyd kuuden tutkivan
matematiikan oppitunnin aikana, joilla opiskelijat kdyttavét tehtdvien ratkaisussa apuna
GeoGebraa. Paittelyiden analysointi perustuu suurimmaksi osin videotallenteisiin,
joissa on kuvattu yhden, satunnaisesti valitun, opiskelijaparin toimintaa heiddn
ratkaistessaan tutkivan matematiikan tehtavia.

Tutkivan matematiikan oppitunneilla esiintyi eniten empiiristd pédittelyd, jota oli
kaikista paittelyistd 55,1 %. Toiseksi eniten esiintyi ulkopuoliseen ldhteeseen vetoavaa
sekd geneeristd padttelyd, kumpaakin 19,1 %. Vihiten opiskelijat kdyttivét oppitunneilla
deduktiivista paittelyd, 6,7 %. Dynaamisen geometriaohjelman kéytto tekee
esimerkkien kayton paéttelyn apuna helpoksi, mikd lisdd empiiristd ja geneeristi
padttelyd. GeoGebralla onkin erittdin helppo tutkia annetun kuvion ominaisuuksia
esimerkiksi raahaamalla pisteitd ja katsomalla kuvasta tehtdvéin ratkaisu. Opiskelijat
saivat kuitenkin viidelld tunnilla kuudesta aikaiseksi teoriaan pohjautuvia geneerisié tai
deduktiivisia pdittelyitd. M4&drdd voidaan pitdd hyvdnd, silldi usein opiskelijat
hahmottivat tilannetta empiirisesti ennen deduktiivista pééttelyd ja kayttivit siten useita
eri pdittelyn muotoja saman tehtdvén sisdlld. Liséksi opiskelijat saattoivat testata
geneerisesti tai deduktiivisesti konstruoimaansa viitettd empiirisesti vakuuttuakseen
viitteensd paikkansa pitdvyydestid. Namai seikat lisddvit empiiristen péittelyiden osuutta
kaikista paittelyista.

Opettajan tulisi painottaa opiskelijoille perustelun tirkeyttd ja motivoida opiskelijoita
perustelemaan viitteensd teoriaan nojaten. Tutkimuksessa havaittiinkin opettajan
ohjauksen positiivinen vaikutus opiskelijan muodostamiin pééttelyihin. Useissa
tapauksissa opettaja sai opiskelijoiden kanssa keskustelemalla heiddt pohtimaan
uudelleen paittelyédén ja yleensd my0s parantamaan sitd patevammaksi.

Asiasanat: Matemaattinen paéttely, tutkiva matematiikka, GeoGebra
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JOHDANTO

Lukion opetussuunnitelman perusteissa (Opetushallitus, 2003) matematiikan osalta
korostetaan opiskelijan rohkaisemista kokeilevaan ja tutkivaan toimintaan, ratkaisujen
keksimiseen ja niiden kriittiseen arviointiin. Matematiikan opetuksen ja oppimisen
tutkijat ovatkin jo pitkddn pitdneet tehokkaina oppilasldhtoisid, vuorovaikutusta
korostavia tyOskentelytapoja perinteisen matematiikan opetuksen sijaan. Téllaisilla
tutkivan matematiikan (Hahkioniemi, 2011) oppitunneilla opiskelijat ratkaisevat
tehtdvid, joihin heilld ei ole valmiita ratkaisumenetelmid. Battistan (2002) mukaan
opiskelijoiden ratkaistessa ongelmia tutkivan matematiikan avulla heiddn oppimansa
tiedot ovat pysyvid perinteisen matematiikan opetuksen pintapuolisen oppimisen ja
asioiden nopean unohtamisen sijaan. Lisdksi Goos (2004) ja Keranto (1997) ovat
havainneet opiskelijoiden oppivan muiden kanssa keskustellessaan kayttiméan

matemaattisia késitteitd oikein seki perustelemaan viitteitdan.

Opetussuunnitelmassa on asetettu tavoitteeksi myos lausekkeiden késittely-, pattely- ja
ongelmanratkaisutaitojen  kehittdiminen.  Lukio-opiskelijoiden  oletetaan liséksi
harjaantuvan tekemédidn otaksumia sekd tutkimaan niiden oikeellisuutta ja laatimaan
perusteluja. Opiskelijoiden matemaattista pééttelya tutkittaessa (mm. Cafiadas & Castro,
2007; Jones, 2000; Choi-Koh, 1999; Schoenfeld, 1986) on huomattu opiskelijoiden

perustelevan viitteitd yleisimmin empiirisesti eli perustamalla péattelynsad havaintoon.

Tieto- ja viestintdtekniikka on koko ajan kehittyvd osa koulujen arkipéivaa.
Tietotekniikka tarjoaakin lukuisia wuusia vilineitd ja tyotapoja kéytettdvéksi
oppitunneilla. Myo6s lukion opetussuunnitelman perusteissa esitetddn liséksi tavoite
opiskelijoiden teknisten apuvélineiden kéyton osaamisesta. Téssd tutkimuksessa
kaytetddn tutkivan oppimisen tukena dynaamista matematiikkaohjelmaa, GeoGebraa,
joka mahdollistaa mm. kuvaajien sekd geometristen kuvioiden piirtdmisen ja niiden
liikuttelun, kulman mittaamisen ja kuvioiden alojen laskemisen. Useat tutkijat (mm.
McCoy, 1991; Gordon 1990) ovat saaneet rohkaisevia tuloksia geometriaohjelmistojen
kdytostd matematiikan opetuksessa. Ohjelmistoa oppimisen apuna kéyttidneet opiskelijat
mm. muistivat oppimansa paremmin sekd pérjasivit vertailuryhmdd paremmin

geometrian kokeissa (McCoy, 1991).



Tamén tutkimuksen tavoitteena on luoda aiempien tutkimusten (mm. Harel & Sowder,
2007; Marrades & Gutiérrez, 2000) pohjalta matemaattisen pédttelyn muotojen
luokittelu, joka sopii myds tyoskentelyn vaiheeseen, jossa opiskelijat etsivét ratkaisua
annettuun tehtdvaan eikd ainoastaan véitteiden perusteluun. Lisdksi tavoitteena on saada
kuvailevaa tietoa siitd, millaisia padttelyn muotoja opiskelijat kayttivit tutkivan
matematiikan oppitunneilla ja mitd paéttelyn muodoilla tarkoitetaan. Tutkimuksessa
pyritddn ennen kaikkea lisddmaddn ymmarrystd paittelyiden muodoista ja siitd, kuinka

opiskelijoiden paittelyt kdytanndssa rakentuvat tutkivan matematiikan oppitunneilla.

Aiemmissa tutkimuksissa (mm. Arzarello, Olivero, Paola & Robutti, 2002; Choi-Koh,
1999) on huomattu opettajan ohjauksella olevan merkitystd opiskelijoiden
tyoskentelyyn ja heiddn kiyttdmidnsd paittelyyn tutkivan matematiikan oppitunneilla.
Siten tutkimuksessa kiinnitetd&in huomiota myds opettajan ohjaukseen ja siithen, miten

se vaikuttaa opiskelijoiden péittelyihin.

Tutkimus on luonteeltaan laadullinen tutkimus, jossa seurataan lukio-opiskelijoiden
matemaattista pdittelyd tutkivan matematiikan oppituntien aikana. Tutkimuksessa
analysoidaan kuutta lukiossa pidettyd oppituntia, joilla kaikilla opiskelijat kéyttivét
GeoGebraa. Péittelyiden analysointi perustuu suurimmaksi osin videotallenteisiin,
joissa on kuvattu oppitunnilta satunnaisesti valitun opiskelijaparin toimintaa heidén

ratkaistessaan tutkivan matematiikan tehtavia.
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1 TUTKIVA MATEMATIIKKA

’

” For the things we have to learn before we can do them, we learn by doing them.’

Aristoteles

Perinteinen matematiikan tunti koostuu kolmesta vaiheesta. Aluksi tarkistetaan
edelliselld tunnilla annetut kotitehtdvit ja kerrataan mahdollisesti aiemmin opetettua
asiaa, jonka jélkeen opettaja opettaa opiskelijoille uuden asian kdymaélld l4pi teoriaa ja
aiheeseen liittyvid esimerkkejd. Téssd vaiheessa opiskelijat ovat yleensd melko
passiivisia kuunnellessaan opettajaa ja pyrkiessdin omaksumaan tietoa. Opetusosiota
seuraa vaihe, jossa opiskelijat ratkaisevat itse tehtdvid ja pyrkivét niissd soveltamaan
opettajan edelld esittelemdd ratkaisumallia tunnilla kdydyn esimerkin kaltaisiin
tehtéviin. Goosin (2004) mukaan matematiikan tunneilla, joilla kdytetddn perinteistd,
kirjaan nojaavaa ldhestymistapaa, opiskelijoiden menestyksekds osallistuminen tunnin
kulkuun edellyttdé heiltd opettajan opetuksen seuraamista ja sen jilkeen kirjan tehtdvien
ratkaisemista opettajan esittelemdn ratkaisumallin avulla. Hinen mukaansa tunneilla
myds korostetaan ulkoa opettelua ja opettajan esimerkkien kopiointia. Myds Battista
(2002) yhtyy hédnen ajatuksiinsa ulkoa opettelun suuresta roolista perinteisilld
matematiikan oppitunneilla. Vaikka perinteinen opetus Battistan mielestd yrittddkin
edistdd ymmaértamistd, opiskelijat eivit ymmarrd késitteitd ja ideoita, koska ne ovat

heille liian abstrakteja ja formaaleja.

Tutkijat ovatkin jo pitkddn olleet sitd mieltd, ettd perinteinen opettajalédhtdinen
matematiikan opetus ei ole tehokkainta matematiikan oppimisen kannalta. Keranto
(1997) esittéd, ettd perinteisen matematiikan opetuksen puitteissa opiskelijoilta vieddén
mahdollisuus kyselld ja keskustella asioista sekd epdilld ja haastaa muiden
opiskelijoiden ajattelua. Oppitunteja tulisi hénen mielestdin muuttaa niin, ettd
keskustelu ja argumentointi nostettaisiin  opetus-oppimisprosessin  keskeiseksi
metodiksi. Lisdksi Kerannon mukaan oppitunnilla esitettdvien kysymysten tulisi vaatia

autonomista ajattelua, jotta opiskelijat saataisiin ohjattua kriittiseen ajatteluun.

Tutkijat ovat vastanneet tarpeeseen kehittimélld oppilasléhtoisii, vuorovaikutusta

korostavia oppimismenetelmid. N&istd kiytetddn muun muassa nimityksid tutkiva
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matematiikka (Cobb, Wood, Yackel & McNeal, 1992), tutkiva oppiminen (Goos, 2004),
avoin ldhestymistapa (Pehkonen, 1997) sekd eldmyksellinen matematiikan opetus

(Portaankorva-Koivisto, 2010).

1.1 Mita tutkiva matematiikka on?

Tutkivassa matematiikassa oppiminen tapahtuu ongelmanratkaisua vaativien tehtivien,
nithin liittyvien kysymysten seké kriittisen ajattelun kautta (10 Tips for Inquiry-Based
Learning). Héhkioniemen (2011) mukaan oppitunneilla opiskelijat tutkivat jotakin
matematiikan ilmiotd tehtdvissd, joihin heilld ei ole valmiita ratkaisumenetelmid. Inoue
ja Buczynski (2011) kuvaavat tutkivan oppimisen keskeiseksi ajatukseksi sen, ettd
opiskelijat kehittdvét ja reflektoivat ongelmanratkaisutaitojaan péadstikseen oikeaan
vastaukseen, jonka he todella ymmaértivét, sen sijaan, ettd he hyvéksyisivit opettajan

kertoman oikean vastauksen sisdistimatta sita.

Battistan (2002) mukaan tutkivan matematiikan hengessd opiskelijat rohkaistuvat
keksiméédn, testaamaan ja jalostamaan omia ideoitaan sen sijaan, ettd kopioisivat
kyseenalaistamatta muiden antamia esimerkkejd. Hihkioniemi (2011) tarkentaa, ettd
opiskelijat voivat kiyttdd péaittelyssddn omia epastandardeja merkintdjd ja heidin
keksiménsi idea saattaa olla puutteellinen, mutta tirkeinté tutkivassa oppimisessa on se,
ettd opiskelijat ovat itse pohtineet opettajan antamaa ongelmaa ja kehittéineet idean sen
ratkaisemiseksi. Opettajan rooli tutkivassa oppimisessa onkin rohkaista opiskelijoita
tuomaan esille omia ideoitaan ja auttaa opiskelijoita kehittdmédn keksiméénsd teoriaa.
Héahkioniemi korostaa, ettd tunnin lopuksi opettajan on térkedd yhdistdd opiskelijoiden
tulokset ja merkinnét standardeihin merkintoihin ja huolehtia, ettei opiskelijoille jai

harhakésityksid tunnilla késitellysté aiheesta.

Franciscon ja Maherin (2005) mielestd tutkivan matematiikan oppitunneilla tulisi pyrkid
sithen, ettd opiskelijalle kehittyy matematiikan omistajuus. T&ll4 tarkoitetaan sité, ettéd
opiskelijoiden matemaattisia ideoita, vditteitd ja todistuksia painotetaan opettajan
mallien sijaan. Pitkittdistutkimuksissa (mm. Francisco & Maher, 2005) onkin huomattu,
ettd matematiikan omistajuus on keskeinen ongelmanratkaisua edistdva tekijd. Battistan

(2002) mukaan ongelmakeskeisessd opetuksessa opiskelijoille muodostuu yhtenéinen ja
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pitkdkestoinen matemaattinen tietous, kun taas perinteissd matematiikan opetuksessa
opiskelijat oppivat asiat vain pintapuolisesti ja siten unohtavat ne, jolloin asiat vaativat

jatkuvaa uudelleen opettamista.

Goosin  (2004) mukaan tutkivassa matematiikassa arvostetaan keskustelua ja
yhteistoiminnallisuutta, joiden avulla pyritdan luomaan oppitunneille élyllisesti haastava
ilmapiiri. Hidnen mukaansa tunneilla ei luoteta opettajan kyseenalaistamattomaan
auktoriteettiin  vaan opiskelijoita rohkaistaan ehdottamaan ja perustelemaan
matemaattisia ideoita ja viitteitd. Myos Keranto (1997) painottaa, ettd matematiikan
opiskelusta voidaan ja siitd tulisi saada keskustelevampaa. Opiskelijat oppivat
keskustellessaan kéyttimdidn matemaattisia késitteitd oikein sekd perustelemaan
viitteitddn. Samalla opettaja voi tarkkailla sitd, ovatko opiskelijat oikeasti ymmaérténeet
juuri opetetun asian. Jos opiskelija osaa selittdd asian luokkatoverilleen omin sanoin,
hén on luultavasti sisdistdnyt kdsitteen. Goosin (2004) mukaan tutkivan matematiikan
tunneilla opiskelijat oppivatkin puhumaan ja toimimaan matemaattisesti osallistuessaan

matemaattiseen keskusteluun ja ratkaistessaan ennalta tuntemattomia ongelmia.

1.2 Tutkivan matematiikan tunnin rakenne

Tutkivan matematiikan tunti muodostuu alustus-, tutkimus- ja koontivaiheesta (Stein,
Engle, Smith & Hughes, 2008). Tarkastellaan seuraavassa tunnin vaiheita seké
opiskelijan ettd opettajan ndkokulmasta. Opettajan toiminnan kuvaus oppitunnin eri
vaiheissa perustuu Hahkioniemen (2011) ohjeisiin opettajan toiminnasta tutkivan

matematiikan tunneilla.

1.2.1 Alustusvaihe

Alustusvaiheessa opettaja esittelee tunnilla kisiteltdvdn matemaattisen ongelman
opiskelijoille. Ongelma on valittu siten, ettd se voidaan ratkaista usealla eri tavalla.
Alustusvaiheessa opettaja my0s esittelee opiskelijoille heiddn kaytdssddn olevat
vélineet, mutta ei kuitenkaan anna opiskelijoille valmiita ratkaisumenetelmid ongelman
ratkaisemiseksi. Motivoinnin kannalta alustusvaiheen ongelman esittely on tarkedi.

Inouen ja Buczynskin (2011) mukaan ongelman tulisi liittyd opiskelijoiden arkipdivadin
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tai heidén kiinnostuksen kohteisiinsa, jos vain mahdollista. Alustusvaiheessa opettajan
on motivoinnin liséksi tidrkedd rohkaista oppilaita kokeilemaan tunnin aikana luovasti

erilaisia ratkaisumenetelmii ja keskustelemaan keskenéén.
1.2.2 Tutkimusvaihe

Tutkivan matematiikan oppitunnin toisessa vaiheessa opiskelijat tyOskentelevit
ongelman parissa pareittain tai pienissd ryhmissd. Opettaja kiertelee luokassa ohjaten
opiskelijoiden toimintaa ja rohkaisten heitd kehittdmddn omia ratkaisujaan annettuun

ongelmaan.

Inoue & Buczynski (2011) huomauttavat, ettd kysymysten, joihin opiskelijat etsivét
vastauksia, tulisi olla avoimia, jotta opiskelijoilla on mahdollisuus yhdistda uutta tietoa
heiddn ennalta tuntemaansa matemaattiseen tietoon. Avoimilla kysymyksilld
tarkoitetaan kysymyksid, joihin ei ole yksiselitteistd vastausta ja joihin ei voi vastata
pelkdstdan kylld tai ei. Inouen ym. mukaan avoimet kysymykset myos antavat
opiskelijoille mahdollisuuden ajatella luovasti, kun perinteisilld oppitunneilla opettajan
kysymykset ovat usein ldhinnd suljettuja ja vaativat opiskelijoilta yhtd ainoaa oikeaa

vastausta.

Tutkimusvaiheessa opettajan on tirkeintd kannustaa ja rohkaista opiskelijoita, seké olla
aidosti kiinnostunut opiskelijoiden ajattelusta ja kuunnella heitd. Kannustamisen ja
rohkaisun tarkoituksena on motivoida opiskelijoita tutkivaan tyOskentelyyn, joten
kannustuksen tulisi keskittyd oikeiden vastausten sijaan ennemminkin opiskelijoiden
paittelyyn, yrittimiseen ja tyOskentelyyn. Samalla opettaja luo luokkaan kulttuuria,
jossa oikeiden vastausten sijaan keskitytddn perusteluihin ja matemaattiseen paittelyyn.
Opettajan tulisikin  muistuttaa opiskelijoita siitd, ettd tutkivan matematiikan
oppitunneilla oikea vastaus ei ole pddasia, ja sen sijaan korostaa ajattelun ja péittelyn
merkitystd. Tdma onnistuu esimerkiksi kysymalld opiskelijoilta, miten he ovat paityneet
saamaansa ratkaisuun. Erityisesti opiskelijoiden kysyessd vastauksensa oikeellisuutta,
opettajan on tarkoituksenmukaista olla vastaamatta ja tiedustella sen sijaan sitd,

millaisella paittelylld opiskelijat paatyivéit kyseiseen tulokseen.
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1.2.3 Koontivaihe

Tunti paittyy koontivaiheeseen, jossa kdydddn ldpi luokan kanssa useita erilaisia
ratkaisuja opiskelijoiden ty0ostdméén ongelmaan. Opiskelijat esittelevét itse ratkaisujaan
ja perustelevat ldhestymistapojaan muulle luokalle. Opettajan roolina on johtaa luokan
yhteistd keskustelua sekd nostaa oppilaiden ratkaisuista oleelliset asiat esiin luokan

keskusteltavaksi.

Opettajan on térkedd tehdd tunnin lopuksi yhteenveto tunnilla opituista asioista sekd
korostaa, mitd tunnilla on opittu. Opettajan tulee myds opiskelijoiden ratkaisujen
pohjalta esitelld standardit merkinnét tutkittuun aiheeseen liittyen, jottei opiskelijoille
jaé harhakésityksid. Kun opettaja kirjoituttaa tunnin lopuksi opiskelijoilla vihkoon vield
virallisen miéritelmén kisitellylle asialle, oppilaat varmistuvat tutkimustensa ja luokan
yhteisen keskustelun oikeellisuudesta ja tutkimalla saavutetusta tiedosta tulee virallista

matemaattista tietoa.

1.3 GeoGebran kaytto tutkivassa matematiikassa

Dynaamisten geometriaohjelmien kéaytostd matematiikan opetuksessa on saatu
rohkaisevia tuloksia. McCoy (1991) tutki geometriaohjelman kayton vaikutusta lukio-
opiskelijoiden geometrian osaamiseen. Tutkimuksessa seurattiin vuoden ajan kahta
ryhmaé4, joista toinen kéytti opiskelussaan jaksoittain dynaamista geometriaohjelmaa.
Loppukokeessa tutkimusryhméd pérjdsi huomattavasti paremmin kuin ilman
tietokoneavusteista opetusta opiskellut vertailuryhmd. McCoy paitteli  téten
geometriaohjelmaa oppimisen apuna kiyttineen ryhméin muodostaneen syvemmaéin
ymmaérryksen geometriasta. Myods Gordon (1990) on havainnut, etti dynaamista
geometriaohjelmaa opiskelussaan hyddynténeet opiskelijat menestyvdt hyvin
geometrian kokeissa ja muodostavat intuitiivisemman ymmaérryksen aiheesta. Nayttiisi
siis siltd, ettd opiskelijat oppivat, ja muistavat paremmin oppimansa, kun he paisevit

itse kiytinnossé tutkimaan geometrian ilmidité.

Téssd tutkimuksessa kéytetddn dynaamisena geometriaohjelmana GeoGebraa, joka

perustuu avoimeen ldhdekoodiin ja on siten tiysin ilmainen kéyttda. Ohjelmaa voidaan
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kiyttdd joko verkon yli tai se voidaan ladata omalle koneelle. GeoGebran keskeinen
idea on se, ettd opiskelija voi tarkastella samanaikaisesti yhdessd nidkyméssid seké
algebrallista etti geometrista esitystd ja manipuloida niitd. Tdm& mahdollistaa eri
objektien vélisten riippuvuuksien tarkastelun muuttamalla objektia algebraikkunassa ja

tarkastelemalla muutosta geometriaikkunassa tai pdinvastoin.

GeoGebra mahdollistaa muun muassa kuvaajien sekd geometristen kuvioiden
piirtimisen ja niiden liikuttelun, kulman mittaamisen ja kuvioiden alojen laskemisen.
Opiskelija voi esimerkiksi muuttaa jotakin pistettd tai parametria ja tutkailla sen
vaikutusta kuvioon. Ohjelman kayttdé on helppo oppia kokeilemalla, joten GeoGebraa
voidaan kéyttdd tunneilla ilman, ettd opiskelijoiden tarvitsisi ennen varsinaista

oppimista kayttii tunteja ohjelman kayton opetteluun.

Opettaja voi laatia tutkivan matematiikan oppitunneille etukéteen opiskelijoiden
kdyttoon GeoGebra-tiedoston, johon on esimerkiksi tehty valmiiksi muutettavat
parametrit. Talloin opiskelijoiden ei tarvitse tehtdvén suorittamiseksi hallita kaikkia
GeoGebran toimintoja, vaan he pédsevit heti ratkaisemaan ongelmaa. Hahkioniemen ja
Leppdahon (2010) mukaan GeoGebra antaakin opiskelijoille mahdollisuuden kokeilla
erilaisia ideoita nopeasti ja vaivattomasti, kun samaan tehtdvéan kuluisi pelkilld kynéalla
ja paperilla huomattavasti enemmén aikaa. Myos Korhonen (2007) on samaa mieltd
Hahkioniemen ym. kanssa siind, ettd opiskelija voi saada tuloksia aikaan késin
piirtdmistd huomattavasti vihemmalld tyolld. Lisdksi hdn huomauttaa, etti myds
heikommat piirtdjdt voivat saada aikaan hienoja piirroksia ilman useita yrityksid ja

pyyhkimistd sekéd uudelleen piirtdmista.

Valmiita tiedostoja 10ytyy runsaasti GeoGebra —tubesta (http://www.geogebratube.org)
ja GeoGebra —wikistd (http://www.geogebra.org/en/wiki). Mateariaaleja on saatavilla
useilla eri kielilli, my6s suomeksi. Sivustoille voi lisdtd omia tuotoksiaan ja sinne
liséttyjéd tiedostoja voi kdyttdd apuna omassa opetuksessaan. Tamé helpottaa opettajan
tunnin valmistelua, kun hénen ei tarvitse vélttaiméattd tehdd kaikkia oppitunnilla
tutkittavia tehtivid alusta asti itse. Sivustolta voi myds 16ytdd vinkkeji omaan
opetukseen ja saada ideoita siitd, mitd aiheita olisi mahdollista kisitelld GeoGebran

avulla.
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GeoGebra soveltuu kaytettdviksi sekd ylidkoulun ettd lukion oppisisiltdihin.
Ylékoulussa aiheet liittyvdt luontevimmin geometriaan, esimerkiksi kulmien
yhtenevyyksiin, ympyréddn liittyviin lauseisiin tai pisteiden peilaukseen. Geometria ei
kuitenkaan ole ainut matematiikan osa-alue, jonka opiskelussa GeoGebraa voidaan
hyddyntdd, vaan silld voidaan tutkia monimutkaisempiakin matemaattisia ilmidita.
GeoGebran avulla voidaan esimerkiksi havainnollistaa erotusosaméérin raja-arvoa,
Riemannin integraalin méérittelyd porrasfunktioiden avulla sekd numeerista derivointia
ja integrointia. Tarkastellaan seuraavassa tutkivan matematiikan tehtivéa, joka voitaisiin
antaa esimerkiksi lukion pitkdn matematiikan Trigonometriset funktiot ja lukujonot -

kurssin opiskelijoiden suoritettavaksi.

Seuraavassa opiskelijoiden tehtivdnd on tarkastella funktion f(x) = a sin (kx)
parametrien a ja k vaikutusta funktion kuvaajaan. Opiskelijoilla on kiytossdén valmis
GeoGebra-tiedosto (Kuva 1, Luoma-aho, 2008), jossa on kaksi funktiota, muutettavissa
oleva funktio f(x) = a sin (kx) sekd funktio g(x) = sinx, jonka avulla opiskelija voi
paitelld tekemiensd muutosten vaikutusta kuvaajaan. Opiskelija voi muuttaa funktion f
parametreja a ja k helposti liukujen avulla ja seurata, miten niiden muuttaminen

vaikuttaa funktion kuvaajan muotoon.
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10 |

Funktion f(x) = a sin (kx) parametrien a ja k vaikutus funktion kuvaajaan.

g | .
Suunnattu kulma radiaaneina g(x)=sin x

a=1

f(x) = 1sin (1x)

k=1 8

Kuva 1: Funktion f{x) = a sin (kx) parametrien a ja k vaikutuksen tutkiminen valmiin
GeoGebra-tiedoston avulla. Alkutilanteessa molemmat funktiot ovat samat ja nikyvit

siten pédllekkdin kuvassa.

Opiskelijan tutkiessa parametrin a vaikutusta, hin voi muuttaa parametrin a arvoa
liu"usta ja huomata funktion “korkeuden” muuttuvan. Kun alkutilanteessa parametri a
saa arvon /, funktio saa arvoja vililtd /-1,1/. Kun parametrin a arvoa kasvatetaan,
funktion vaihteluvéli suurenee. Esimerkiksi kun a=3 (Kuva 2), funktio saa arvoja vililtd
[-3,3]. Tastd opiskelija voi péitelld, ettd parametri ¢ méiardd funktion maksimi- ja

minimiarvon ja siten funktion arvojen vaihteluvélin.
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10|
Funktion f{x) = a sin (kx) parametrien a ja k vaikutus funktion kuvaajaan.

Suunnattu kulma radiaaneina g(x)=sin x

. f(x) = 3sin (1x)

Kuva 2: Funktion f(x) = a sin (kx) kuvaaja, kun a=3 ja k=1. Vertailufunktiona g(x) =

Sinx.

Kun opiskelija on havainnut empiirisesti parametrin a vaikutuksen funktion muotoon,
hin voi tutkia ilmi6td myos teoreettisesti. Koska funktio g(x) = sinx saa arvoja véliltd

[-1,1] eli
—1 <sinx <1,
saadaan haluttu funktio f{x) = a sinx kertomalla kaksoisepayhtdloa luvulla a > 0, jolloin
—a<asinx <a.
Negatiivisille luvuille a pétee
a<asinx <-—a.
Siis esimerkiksi opiskelijan tutkimassa tilanteessa a = 3, funktion arvot ovat valilla

—3 < 3sinx < 3.
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Talloin opiskelija on osoittanut GeoGebralla tekeminsd havainnon my0s teoriaan
pohjautuen ja lisdksi pééttely on tehty yleisessd tilanteessa esimerkin hyddyntdmisen

sijaan.

Tutkiessaan parametrin & vaikutusta sinifunktion muotoon, opiskelija voi muuttaa liuun
avulla parametrin £ arvoa ja huomata funktion ’tihentyvén”. Alkutilanteessa funktio

leikkaa x-akselin m:n vilein, mutta kun parametrin £ arvoa kasvatetaan kaksinkertaiseksi

(Kuva 3), funktio leikkaakin x-akselin g:n vilein. Parametrin £ muuttaminen vaikuttaa

siis funktion jakson pituuteen.

10 |
Funktion f{x) = a sin (kx) parametrien a ja k vaikutus funktion kuvaajaan.

Suunnattu kuima radiaaneina i g(x)=sin x

: f(x) = 3sin (2x)

Kuva 3: Funktion f(x) = a sin (kx) kuvaaja, kun a=3 ja k=2. Vertailufunktiona g(x) =

Sinx.

Parametrin & vaikutusta voidaan tutkia teoreettisesti ldhtemailld litkkeelle sinifunktion
nollakohdista. Kuten opiskelija havaitsi, funktio g(x) = sinx leikkaa x-akselin m:n vélein.

Siis
sinx = 0,kunx = nm,n € Z.

20

et



Tarkasteltaessa funktiota f{x) = sin(kx) saadaan edellisen nojalla
sin(kx) = 0, kun kx = nm,n e Z.

Ehto kulmalle x voidaan sieventdd muotoon x = %, n e Z, jolloin

nm
sin(kx) = 0, kunx = % e Z.

Opiskelijan GeoGebralla tarkastelemalle funktiolle f{x) = 3sin(2x) saadaan siten

edellisen nojalla

T
3sin(2x) = 0, kun x = n-E,neZ.

Saman huomattiin myds GeoGebran avulla, silld kuvasta néhtiin, ettd funktio leikkaa x-

akselin g:n vilein eli funktion nollakohdat ovat muotoa x = n - g, missi n € Z.

Opiskelijat voisivat tutkia samaa ilmiotd myos laskimen avulla piirtdmailla sinifunktion
kuvaajia laskimeen useilla parametrien a ja k arvoilla. GeoGebra kuitenkin nopeuttaa ja
helpottaa tehtdvén ratkaisemista, kun suurin osa oppitunnin ajasta ei kulu funktioiden
piirtdimiseen. Kun opiskelija ndkee jatkuvan muutoksen funktion kuvaajassa
muuttaessaan parametrin arvoa liu’usta, hdnen on helpompi havaita parametrin vaikutus

funktion kuvaajaan.

Arzarellon, Oliveron, Paolan ja Robuttin (2002) mukaan opettajalla on tirked rooli
dynaamisen geometriaohjelman tuomiseksi osaksi luokan kulttuuria. Ei siis riitd, ettd
teknologiaa on saatavilla, vaan opettajan tdytyy aktiivisesti ohjata opiskelijoita
hyddyntdméédn sen mahdollisuuksia, jotta oppilaat tottuisivat kdyttdméin teknologiaa
opiskelun apuna. Arzarellon ym. tutkimuksessa kévi ilmi, ettd opiskelijalle riittdd, etti
hin huomaa véitteen pitdvan paikkansa geometriaohjelmalla testattuna. Jos opettaja ei
motivoi opiskelijoita selittimddn, miksi véite on tosi, he tyytyvdt empiiriseen
perusteluun. Siksi opettajan on tidrkedd korostaa opiskelijoille perusteluiden tdrkeyttd

paittelyissa.
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Téssé tutkimuksessa kiinnitetdén huomiota erityisesti sithen, miten opiskelijat etsivét ja
perustelevat  ratkaisujaan =~ matemaattisiin =~ ongelmiin.  Erityisesti  ratkaisun
etsimisvaiheessa GeoGebra on erittdin hyddyllinen apuviline opiskelijoille. He voivat
ohjelman avulla nopeasti testata erilaisia olettamuksia ja etsid ratkaisua annettuun
kysymykseen. Kun opiskelijat ovat Idytineet jonkin uuden sdfdnnonmukaisuuden
annetusta tehtdviastd, heiddn on mielekkddmpéd ryhtyd etsimiin syytd sithen, misté
loydetty sddnnénmukaisuus johtuu, kun he ovat aluksi vakuuttuneet viitteen
paikkansapitidvyydestd GeoGebran avulla (Hahkioniemi & Leppidaho, 2010). Opiskelijat
voivat esimerkiksi huomata GeoGebran avulla kahden kulman olevan kuviossa yhtd

suuret ja ldhted sitten pohtimaan matemaattista perustelua kulmien yhtéasuuruudelle.

22



2 MATEMAATTINEN PAATTELY

Tutkivan matematiikan tunneilla tehtdvdt ovat pddsddntdisesti kahta eri tyyppia.
Opiskelijoiden tdytyy joko muodostaa yleinen viite ja perustella se, esimerkiksi kuvan
avulla méérittdd ympyran kehidkulman ja keskuskulman suhde, tai pelkdstddn ratkaista

yksittdinen tehtéva, esimerkiksi tietyn kulman suuruus annetusta kuviosta.

Opiskelijoiden tydskentely tutkivan matematiikan tunneilla voidaan H&hkiGniemen,
Leppdahon ja Franciscon (ldhetetty) mukaan jakaa viiteen vaiheeseen: ongelman
rajaaminen, ratkaisun etsiminen, konjektuurin muodostaminen, konjektuurin tutkiminen
ja perusteleminen. Muokataan luokittelua hieman ja siséllytetddn ongelman rajaaminen
ratkaisun etsimisvaiheeseen sekd yhdistetddn konjektuurin tutkiminen ja perusteleminen
yhdeksi vaiheeksi. Ensimmdiiseen vaiheeseen kuuluu lisdksi tehtdvdnannon

ymmaértiminen. Tydskentelyn vaiheet ovat siis seuraavat:

1. Tehtdvinannon ymmaértdminen ja ratkaisun etsiminen
2. Konjektuurin muodostaminen

3. Perusteleminen

Ensimmdiisessd vaiheessa opiskelijat lukevat tehtdvdnannon ja pohtivat, mitd heidin
tulee tehdd sekéd alkavat etsid ongelmaan ratkaisua. Jos opiskelijoiden tehtdvénid on
yleisen viitteen perusteleminen, he muodostavat toisessa vaiheessa konjektuurin eli
matemaattisen viitteen, jonka he arvelevat pitdvan paikkansa. Kolmannessa ja
viimeisessd vaiheessa opiskelijat pyrkivdt perustelemaan edelli muodostamansa

viitteen.

Mikéli tavoitteena on yksittdisen ongelman ratkaiseminen, opiskelijat etsivét
ensimmadisessd vaiheessa vastausta kysymykseen samalla perustellen ja kirjaavat
toisessa vaiheessa vastauksen annettuun ongelmaan. Usein kolmannen vaiheen
perustelua ei endd esiinny, silld oppilaat ovat perustelleet ratkaisunsa jo ratkaisun

etsintdvaiheessa.

Opiskelijoiden perustelemisen muodoista on tehty useita luokitteluja (esim. Harel &

Sowder, 2007; Marrades & Gutiérrez, 2000, Sowder & Harel, 1998). Seuraavassa
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muodostamme nédiden pohjalta luokittelun, joka sopii perustelemisen lisdksi myds

ratkaisun etsimisvaiheeseen.

2.1 Ulkopuoliseen lahteeseen vetoaminen

Ulkopuoliseen ldhteeseen vetoavassa pédttelyssd opiskelijat etsivédt ja perustelevat
ratkaisuaan jonkin ennalta oikeaksi tunnetun tiedon perusteella. Ldhde voi olla
esimerkiksi kirja tai opettaja, jolloin opiskelija vetoaa auktoriteettiin, tai paittely voi
koostua  merkityksettoméstd symbolien késittelystd, jolloin  kyseessd on

manipulatiivinen paittely. (Sowder & Harel, 1998.)
2.1.1 Auktoriteettiin vetoaminen

Auktoriteettiin vetoavassa paittelyssid opiskelijat uskovat Sowderin ja Harelin (1998)
mukaan siihen, ettd he voivat luottaa oppikirjaan, opettajaan tai perustella viitteensi
asioista perilldi olevan luokkakaverin sanan perusteella. Lisdksi ratkaisun
perusteleminen laskimen tai GeoGebran toiminnon avulla on auktoriteettiin vetoavaa
paittelyd. Opiskelija voi esimerkiksi mitata jonkin kulman tai laskea kuvion alan
GeoGebran toiminnon avulla pohtimatta sen tarkemmin mitd tekee. Télldin opiskelija
luottaa sokeasti GeoGebran antamaan vastaukseen eli vetoaa auktoriteettiin.
Auktoriteettiin vetoaminen ei ole yksinomaan huono asia, kunhan opiskelijalla on
kaytossddan my0s muita pééttelyn keinoja, eikd péattely ole vain valmiin tiedon etsimisti

kirjasta.
2.1.2 Manipulatiivinen paattely

Manipulatiivista pééttelyad kiytetddn usein algebrassa, kun pyritdén osoittamaan kahden
lausekkeen yhtdpitivyys (Reid & Knipping, 2010). Sowderin ja Harelin (1998) mukaan
paittely on manipulatiivista silloin, kun opiskelija manipuloi lausekkeita ajattelematta
symboleiden merkitystd ja riippuvuuksia muihin symboleihin nidhden. Opiskelija voi
muokata lausekkeita esimerkiksi kdyttimélld tuntemiaan matemaattisia saéntoja tai

kaavoja.
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Manipulatiivista pééttelyd voidaan kayttdd esimerkiksi osoitettaessa summan ja
erotuksen tulon muistikaavaa (a + b) (a — b) = a’ — b°. Todistuksessa manipuloidaan
vasemmanpuoleista lauseketta ja osoitetaan siten sen yhtdpitdvyys oikeanpuoleisen

lausekkeen kanssa.
(a+b)(a—b)=d’—ab+ba-b"=d -V
(Reid & Knipping, 2010.)

Luokittelemme tutkivan matematiikan tunneilla manipulatiiviseksi pééttelyksi myos
pisteiden syottdmisen GeoGebraan sekd arvojen sijoittamisen lausekkeeseen. Jos
tehtdvénd on esimerkiksi piirtdd ympyrd GeoGebraan, kun sen yhtdlé on annettu, ei

opiskelijalta vaadita kuin manipulatiivista paittelya.
2.2 Empiirinen péattely

Empiirisessd pdittelyssd opiskelija etsii ja perustelee vditteitd esimerkkien avulla.
Perusteluissa kaytettavét esimerkit edustavat vain kyseessé olevaa tapausta, eivit yleistd
tilannetta. Tdstd johtuen esimerkeissé kéytettdvad paittelyd ei voida yleistdd koskemaan
yleistd tilannetta ja sitd kautta muita samantapaisia tehtdvid. Empiirinen péaéttely

voidaan jakaa kahteen alaluokkaan sen mukaan, miten esimerkki valitaan.

Havainnollistetaan alaluokkien eroa yleisen viitteen perustelemisen yhteydessi
esimerkilld, jossa opiskelijan tulee osoittaa, ettd kahden parittoman luvun summa on
parillinen. Yksittdisen tehtévén ratkaisemisen yhteydessé tarkastellaan esimerkkid, jossa
opiskelijan on ratkaistava ympyrén sdteen ja tangentin vidlinen kulma, kun ympyrén
keskuskulman ja tangenttikulman suuruudet tiedetdan. Opiskelija voi kayttdd tehtdvin
ratkaisussa apuna GeoGebraa, joka mahdollistaa esimerkiksi kulmien suuruuden

muutoksen seuraamisen pisteitd liikuteltaessa.
2.2.1 Havainto yksittaisestd/satunnaisesta esimerkista

Téassd pdittelyn muodossa opiskelija osoittaa véitteen todenmukaisuuden yhden tai
muutaman satunnaisesti valitun esimerkin avulla. Opiskelija siis valitsee perusteluna

kayttdimansad esimerkin satunnaisesti ja yleistdd sitten tuloksen koskemaan kaikkia
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samanlaisia tapauksia (Reid & Knipping, 2010). Marradesin ja Gutiérrezin (2000)
mukaan esimerkkien tarkastelu voi perustua pelkéstdén ndkdhavaintoihin tai opiskelija
voi kiyttdd perustelussaan my0s esimerkeistd 10ytyneitd lainalaisuuksia. Téastéd
empiirisestd padttelystd kdytetddn nimityksid “naive empiricism” (Balacheff, 1988) ja

”simple enumereation” (Reid & Knipping, 2010).

Opiskelijan osoittaessa kahden parittoman luvun summan olevan aina parillinen, hin
laskee yhteen useita eri parittomia lukuja ja huomaa viitteen pitevian kaikilla

lukupareilla.

"Summasin yhteen useita eri parittomia lukuja ja summa oli aina
parillinen: 7 + 9 = 16, 15 + 21 = 36, 25 + 27 = 52. Siten kahden

parittoman luvun summa on aina parillinen.” (Sylianides, 2009.)

Jos opiskelijan tehtdvdnd on ratkaista yksittdinen tehtdvd, hén tekee empiirisen
havainnon ongelmasta piirretystd yksittdisestd kuviosta tarkastelematta muita
mahdollisia tilanteita. Esimerkkitilanteessa opiskelija ei muuta valmista tehtidvassi
annettua mallikuvaa (Kuva 4), vaan paéttelee vastauksen katsomalla kuviota ja

havaitsemalla, ettd tangentin ja janan AC vilinen kulma néyttéisi olevan suora.

Kuva 4: Ympyrin séteen ja tangentin vilisen kulman ratkaiseminen.
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2.2.2 Yleistys tarkoin valitusta esimerkista

Tarkoin valittuun esimerkkiin perustuvassa empiirisessd paittelyssd opiskelija osoittaa
véitteen pitdvin paikkansa tietyn, huolellisesti valitun esimerkin tai esimerkkien avulla.
Marradesin ja Gutiérrezin (2000) mukaan esimerkit pyritddn valitsemaan siten, etti
paittelyssd kéytdisiin 1dpi mahdollisimman kattavasti kyseiseen ongelmaan liittyvit
tapaukset. Jos vdite pitdd paikkansa kaikilla késitellyilld tapauksilla, tulos voidaan
yleistdd. Esimerkit valitaan siis siten, ettd ne edustavat mahdollisimman hyvin kyseessé
olevaa ongelmaa, mutta ratkaisussa kiaytettyd pdittelyd ei voi kuitenkaan yleistda
koskemaan muita samantapaisia ongelmia. Téstd pdittelysti Marrades ja Gutiérrez

kayttévit nimitystd ’crucial experiment”.

Toisin kuin edelld, tdlld kertaa opiskelija valitsee pédttelyssddn kéiyttdiménsd esimerkit

tarkasti, jotta niiden avulla kdytéisiin kattavasti 1dpi mahdolliset tapaukset.

"Summasin yhteen erilaisia parittomia lukupareja: pienid lukuja 1 + 9 =
10, suuria lukuja 213 + 399 = 612, samoja lukuja 25 +25 = 50 ja
alkulukuja 17 + 31 = 48. Koska mikddn ndistd ei antanut vastaesimerkkid

vditteelle, kahden parittoman luvun summan tdytyy olla aina parillinen.’

(Sylianides, 2009.)

Yksittdisen tehtdvdn ratkaisun tapauksessa opiskelija tekee kuvasta empiirisen
havainnon kuten edelld, mutta tdlld kertaa hén testaa, voiko havainnon tehdd muissakin
tilanteissa. Esimerkin valitseminen tarkoin voi tarkoittaa esimerkiksi tilanteen
muokkaamista ja havainnon testaamista eri tilanteissa. Esimerkkitilanteessa opiskelija
muokkaa valmista kuvaa siirtdmilld pistettd B ja tarkastelemalla, piteekd hédnen
véitteensd kaikissa tilanteissa. Opiskelija pyrkii testaamaan kaikki mahdolliset tilanteet
ja siirtdd pistettd B ldhemmads ja kauemmas ympyrin kehéstd (Kuva 5a) ja tarkkailee
samalla ympyrén siteen ja tangentin vilistd kulmaa, joka néyttdisi olevan tilanteesta
riippumatta suora kulma. Opiskelija siirtdd pistettd B myos eri puolille ympyrad, sen
yldpuolelle (Kuva 5b), vasemmalle puolelle (Kuva 5c) ja alapuolelle (Kuva 5d), ja
huomaa kulman pysyvdn koko ajan samansuuruisena. Opiskelija piittelee siten

ympyrén siteen ja tangentin véilisen kulman olevan suora kulma.
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Kuva 5: Ympyrin sdteen ja tangentin vélisen kulman ratkaiseminen empiirisesti

yleistdmailld tarkoin valituista esimerkeista.

2.3 Geneerinen paattely

Geneerinen paittely perustuu yleistettdvissid olevien esimerkkien kdyttoon. Reidin ja
Knippingin (2010) mukaan perusteluissa kdytettavét esimerkit valitaan siten, etti ne
edustavat yleistd tilannetta. Marrades ja Gutiérrez (2000) muistuttavat, ettd vaikka
paittelyssd voidaan viitata luokan yleisiin ominaisuuksiin, paittely perustuu kuitenkin
selvisti esimerkkiin. Erona empiiriseen pééttelyyn on kuitenkin se, ettd tdysin sama
paéttely voidaan tehdd my0s yleisessd tilanteessa. Siis geneerisesséd paittelysséd vditteen
todistamiseen kéytettdvd pdédttely on siirrettdvissd yleiseen tilanteeseen. Myos
geneerisestd paittelystd voidaan erottaa alaluokkia sen mukaan, miten esimerkkid

kaytetdan paattelyssa.

28



2.3.1 Esimerkin ominaisuuksiin perustuva paattely

Tassd padttelyn muodossa kéytetddn Marradesin ja Gutiérrezin (2000) mukaan
empiirisesti havaittavia esimerkin ominaisuuksia. Opiskelija hyddyntdd siis kyseessd
olevaa tilannetta tai esimerkkis, mutta siten, ettd samanlainen péittely on tehtévissd

yleisessi tilanteessa.

Opiskelijan ldhtiessd osoittamaan kahden parittoman luvun summan olevan parillinen,
hén tarkastelee esimerkeiksi valitsemiensa lukujen ominaisuuksia. Esimerkiksi luku 7
voidaan esittdd parillisen luvun 6 ja luvun 1 summana ja luku 9 parillisen luvun 8 ja

luvun 1 summana.
7+9 =6+1)+@8+1)

=6+8+2

Koska opiskelija saa muokattua parittomien lukujen yhteenlaskun tilanteeksi, jossa
lasketaan yhteen parillisia lukuja, hidn péittelee, ettd summan on oltava parillinen.
Taysin samanlainen pééttely voidaan tdmin jdlkeen tehdd myos kaikille muille
parittomille luvuille, joten tehtdvén ratkaisu ei pade ainoastaan esimerkkinid oleville

luvuille, vaan se on yleistettdvissé kaikille parittomille luvuille.

Edell4 tarkasteltua tehtdvad ympyrén séteen ja tangentin vilisen kulman ratkaisemisesta
ei ole mahdollista ratkaista geneerisesti ainoastaan esimerkin ominaisuuksien
perusteella. Tarkastellaan sen sijaan esimerkkid, jossa opiskelijan tulee etsid
sadnnollisen viisikulmion piste, joka on yhtd kaukana kaikista viisikulmion sivuista.
Opiskelija keksii piirtdd GeoGebran avulla jokaiselle sivulle keskinormaalin ja huomaa
suorien leikkaavan samassa pisteessd viisikulmion keskelld (Kuva 6). Opiskelija toteaa

keskinormaalien leikkauspisteen olevan viisikulmion keskipiste.

Péittely on geneerinen, silld opiskelija voi kdyttdd samanlaista péddttelyd myods muiden
sadnnollisten monikulmioiden yhteydessd. Esimerkiksi séddnnollisestd kuusikulmiosta
16ydetdén kaikista sivuista yhtd kaukana oleva piste tdsmilleen samalla tavalla.
Opiskelijan piittely perustuu kuitenkin vield esimerkkiin eik& hén perustele pisteen
loytymisti teoriatiedon avulla, joten kyseessd on geneerinen, esimerkin ominaisuuksiin

perustuva paéttely.
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Kuva 6: Yhté kaukana kaikista viisikulmion sivuista olevan pisteen etsiminen

piirtdmaélla viisikulmion sivujanoille keskinormaalit.

2.3.2 Osittain esimerkin ominaisuuksiin ja osittain teoriaan perustuva

paattely

Geneerisessd pdittelyssd esimerkin ominaisuuksien liséksi voidaan hyddyntdd myds
tunnettua teoriatietoa. Marrades ja Gutiérrez (2000) kuvaavat toisen geneerisen
paittelyn luokan siten, ettd paittelysséd ratkaisun etsintd ja perustelu pohjautuvat osin
empiirisesti havaittuihin esimerkin ominaisuuksiin, mutta pédttelyssd kéytetddn
pédasiassa esimerkin taustalla olevaa tunnettua teoriatietoa. Pdittely on siis jo osaksi
siirretty yleiseen tilanteeseen, mutta paéttelyssd kiytetddn edelleen apuna esimerkin

ominaisuuksia.

Opiskelijan osoittaessa kahden parittoman luvun summan olevan parillinen, hin ldhtee
liikkkeelle samalla lailla kuten edelld, mutta vie lukujen ominaisuuksiin perustuvan
paittelyn vield pidemmélle kuin edelld sekd perustelee muunnokset teoriaan nojaten.
Hén voi esimerkiksi mainita, etti jokainen pariton luku voidaan esittdé parillisen luvun

jaluvun 1 summana seka parilliset luvut luvun 2 ja jonkin toisen kokonaisluvun tulona.
7+9 =(6+1)+@E+1)

=@23+1)+ @24+ 1)
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=23+24+21

=2(3+4+1)

Opiskelija pddtyy tulokseen, jossa parittomien lukujen summa voidaan esittdd
muodossa, jossa jokin luku kerrotaan kahdella. Siten opiskelija pééttelee, ettd lukujen
summan tdytyy olla parillinen. Opiskelija myds huomaa, ettd samaa péittelyd voidaan
kayttdd minké tahansa samanlaisen esimerkin kohdalla. Siis luvut voidaan aina hajottaa
samalla tavalla, olivatpa kyseessd mitkd luvut tahansa. Juuri timi huomio on oleellinen

siirryttdessd kohti esimerkeistd riippumatonta pééttelya.

Tarkastellaan jélleen tehtdvdd, jossa opiskelijan tulee osoittaa ympyrdn séteen ja
tangentin vélisen kulman olevan suora kulma. Tehtdvadad ratkaistessaan opiskelija
hyddyntid kuvan liséksi myds tuntemaansa teoriatietoa nelikulmion kulmien summasta.
Opiskelija havaitsee aluksi kuvasta katsomalla, ettd kulmat a ja f ovat yhteensd 180°.
Opiskelija muistaa, ettd nelikulmion kulmien summa on 360°, joten kulmien ACB ja
ADB summan on oltava 360° - 180° = 180°. Opiskelija péittelee téstd, ettd molempien
kulmien suuruuden on oltava 90°. Siis ympyrén séteen ja tangentin vélinen kulma on
suora kulma. Opiskelijan geneerinen perustelu nojaa vield vahvasti esimerkkiin, koska
hén olettaa kuvan perusteella kulmien ACB ja ADB olevan yhtd suuria. Tama tulisi
kuitenkin osoittaa tdsmdllisesti, jolloin tormaéttéisiin  kehédpadtelméddn. Siispd
deduktiiviseen pdittelyyn siirryttdessd on kehitettédva jokin muu tapa perustella annettu

viite.

2.4 Deduktiivinen péaattely

Toisin kuin edelld esittelyt paittelyn muodot, deduktiivinen pééttely on riippumatonta
esimerkeistd. Marradesin ja Gutiérrezin (2000) mukaan paittely perustuu mentaalisiin
operaatioihin seké loogisiin pdételmiin. Jos esimerkkejd kuitenkin hyddynnetdén, niitd
kaytetdén vain paittelyn askelten jérjestelyyn eikd esimerkkien ominaisuuksia késitelld

ongelman ratkaisussa.
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2.4.1 Ajatuskoe

Deduktiivisessa péaittelyssd on kyse ajatuskokeesta, kun tarkoin valittua esimerkkid
kiytetddn jasentdmaidin todistusta. Esimerkkien rooli ajatuskokeessa onkin Marradesin ja
Gutiérrezin (2000) mukaan auttaa jirjestimédn pééttelyn askeleet mahdollisimman
helppolukuiseen ja ymmaérrettivdidn muotoon. Péittelyssd voidaan viitata kuvaan tai

muuhun esimerkkiin, mutta paittely tapahtuu kuitenkin yleisessd tilanteessa.

Ajatuskoe on ikddn kuin malli siitd, miten formaali todistus tulee rakentumaan.
Merkinndt voivat vield viitata esimerkkiin ja todistuksen muoto ei ole formaali, mutta

paittely tapahtuu kuitenkin tiysin yleisessé tilanteessa.
Opiskelijan todistaessa parittomien lukujen summan ongelmaa, geneerisessi pééttelyssi
kiytetty esimerkki 7 + 9 = 16 voi olla apuna taustalla, mutta pééttely esitetddn yleisesti:

Jokainen pariton luku voidaan esittid parillisen luvun ja luvun 1
summana. Jos nyt laskemme yhteen kaksi paritonta lukua, saamme

edellisen nojalla
pariton luku + pariton luku
= parillinen luku + 1 + parillinen luku + 1
= parillinen luku + parillinen luku + 2
jonka tdiytyy olla parillinen luku, silld parillisten lukujen summa on

parillinen.

Opiskelija paityy ajatuskokeessa samaan ratkaisuun kuin geneerisessékin paéttelyssa,
mutta nyt hin ei kiytd pdittelyssddn satunnaisia esimerkeiksi valitsemiaan numeroita,
vaan hin kéyttdd yleisesti paritonta ja parillista lukua, jolloin péittely tapahtuu yleisessa

tilanteessa.

Oppilaan ratkaistessa ympyrén tangentin ja sidteen vilistd kulmaa, hin kéyttd4 annettua
kuvaa apuna jisentdmiidn todistusta, mutta todistus tapahtuu kuitenkin yleisessi

tilanteessa. Opiskelija voi perustella véitteen esimerkiksi antiteesin avulla.

32



Jos ympyrdn sdteen ja tangentin vilinen kulma ei olisikaan suora kulma,
loytyisi tangentilta piste P (Kuva 7), joka on Idhempdnd ympyrdn
keskipistettd kuin alkuperdinen sivuamispiste. Pisteen P etdisyys ympyrdn
keskipisteestd on siis lyhyempi kuin alkuperdisen sivuamispisteen etdisyys,
joka on sama kuin ympyrdn sdde. Siis pisteen P on oltava ympyrdn sisdlld,
jolloin ympyrd ja tangentti leikkaavat kahdessa pisteessd. Tdmd on
kuitenkin ristiriita tangentin mddritelmdn kanssa, joten ympyrdn sdteen ja

tangentin vdlisen kulman on oltava suora kulma.

\

4

Kuva 7: Ympyrén siteen ja tangentin vélisen kulman ratkaiseminen ajatuskokeella.
2.4.2 Formaali paattely

Formaali péittely on tdsméllisin ja muodollisin paittelyn muoto. Marrades ja Gutiérrez
(2000) midrittelevit sen paittelynd, jossa ei kdytetd apuna lainkaan esimerkkejd, vaan
paittely perustuu kokonaan mentaalisiin operaatioihin. Reid ja Knipping (2010)
muistuttavat, ettd todistuksissa olevat symbolit eivit kuvaa mitddn konkreettista asiaa ja
matemaattiset sdannot kuvataan merkkijonoina. Heiddn mukaansa todistuksiin voidaan

kuitenkin lisdtd kuvaavia sanoja, tosin ne ovat vain apuna lukijalle, eivét osa todistusta.
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Kuvia tai esimerkkeji voidaan siis kdyttdd todistuksen apuna havainnollistamaan

paittelyd, mutta todistus on ymmaérrettivissd myos ilman niité.

Formaalissa péittelyssa kaytettaviat kisitteet madritellddn tarkasti ja todistus kirjoitetaan
tasmillisesti. Jotta edelld ajatuskokeessa esimerkkind kdyttimdmme todistus kahden
parittoman luvun summasta tdyttdisi formaalin pééttelyn kriteerit, ennen pééttelyn
aloittamista tulisi maéritelld parittomille luvuille kéytettdvdt symbolit ja liséksi

kiinnittdd huomiota todistuksen aukottomuuteen.

Jokainen pariton luku on muotoa 2k+1, missd k on kokonaisluku sekd
jokainen parillinen luku muotoa 2n, missd n on kokonaisluku. Olkoon

k,m € Z. Kun nyt laskemme yhteen kaksi paritonta lukua, saamme
k+1)+(2m+1)
= (2k+2m) + (1 +1)
=2k+2m+ 21
=2(k+m+1).

Koska k,m € Z,myés k+m+ 1 € Z. Siten saatu luku on muotoa 2n,

missd n on kokonaisluku, joten parittomien lukujen summa on parillinen

luku.

Formaalin pédttelyn ympyrén tangentin ja sdteen vilisen kulman ratkaisusta on oltava
lukijan ymmarrettdvissd, vaikka lukija ei nékisi kuvaa tilanteesta. Siispéd todistuksessa
kaytettivat merkinndt on maédriteltivd huolellisesti. Kaikki todistuksessa tehtdvét

padtelmat perustellaan tunnettujen madritelmien ja lauseiden avulla.

Olkoon Y ympyrd, jonka keskipiste on O. Olkoon suora | ympyrin Y
tangentti, joka sivuaa ympyrdd pisteessd P. Osoitetaan, ettd tdlloin

tangentin [ on oltava kohtisuorassa sddettd OP vastaan.

Antiteesi: OP ei ole suoran [ normaali.
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Tdlloin normaalin olemassaolon perusteella l6ytyy piste P € l siten, ettd
LPQO = 90° (Kuva 8). Koska kolmiossa kahden kulman summa on aina

alle kaksi suoraa kulmaa, kolmiossa AOPQ on oltava

LPQO + xQPO < 180°.

Koska <PQO0O = 90°, saadaan <QP0O < 90°. Siis

ZPQO > «QPO.

Koska kolmiossa kulmat ja niiden vastinsivut ovat suuruusjdrjestyksessd
eli suurinta kulmaa vastaa pisin sivu, ja pienintd kulmaa lyhin sivu, on

oltava 0Q < OP = r. Siis piste Q € | on ympyrdn sisdlld.

Tdlloin ympyrd Y ja suora | leikkaavat kahdessa pisteessd, mikd on
ristiriita tangentin mddritelmdn kanssa. Siis sdteen OP on oltava suoran |

normaali eli ympyrdn sdteen ja tangentin vilinen kulma on suora.

Kuva 8: Tehtdvin ratkaiseminen formaalisti antiteesin avulla
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2.5 Aiempia tutkimuksia matemaattisesta paattelysta

Opiskelijjoiden matemaattista péittelyd on tutkittu runsaasti sekd tavallisten
matematiikan oppituntien ettd dynaamisten geometriaohjelmien hyodyntdmisen
yhteydessd. Yhtenevédnd johtopdétoksend tutkimuksille (mm. Cafiadas & Castro, 2007;
Jones, 2000; Choi-Koh, 1999; Schoenfeld, 1986) néyttdisi olevan empiirisen pééttelyn
yleisyys. Esimerkiksi Schoenfeld toteaa ensimmdiisen vuoden Ilukio-opiskelijoiden
olevan geometriaan liittyvissd pééttelyssé tdysin empiiriselld tasolla ja kdyttddkin heisti

nimitysti “naive empiricists”.

Canadas ja Castro (2007) tutkivat toisen asteen opiskelijoiden induktiivista eli
havaintoon perustuvaa pédttelyd haastattelemalla opiskelijoita tilanteissa, joissa he
ratkaisivat matemaattisia ongelmanratkaisutehtévid. Induktiivinen pééttely on
verrattavissa edelld esiteltyyn empiiriseen pééttelyyn, silli myos induktiivisessa
paattelyssd ldhdetddn liikkeelle yksittdisestd tai useammasta empiirisestd havainnosta ja
tehddén niiden pohjalta yleistys. Canadas ym. huomasivat tutkimuksessaan, ettd
opiskelijat turvautuvat yksityiskohtaisiin havaintoihin, kun he yrittdvit keksid yleisen
kaavan ja tulivat sithen tulokseen, ettd induktiivinen pééittely on luontevaa toisen asteen
opiskelijoille. He havaitsivat, ettd opiskelijoilla on taipumus ldhestyd ongelmia
empiirisesti matemaattisen rakenteen tarkastelun sijaan. Myds Choi-Koh (1999) havaitsi
tutkimuksessaan  koehenkilonsd ldhestyvdin geometrian ongelmia empiiristen
havaintojen kautta. H&n huomasi opiskelijan etsivin kuvioista samankaltaisuuksia ja
eroavuuksia muuttamalla kuvioita dynaamisen geometriaohjelman avulla ja
muodostavan empiiristen havaintojen pohjalta viitteen, jota voi ldhted perustelemaan

matemaattisesti.

Jones (2000), Marrades ja Gutiérrez (2000) sekd Choi-Koh (1999) ovat tutkineet
opiskelijoiden péittelyn muotoja dynaamisen geometriaohjelman kidyton yhteydessa.
Jones havaitsi, ettd geometriaohjelman dynaaminen luonne vaikuttaa opiskelijoiden
paittelyyn ja tukee empiiristd pddttelyd. Kuitenkin Jonesin mukaan huolellisesti
suunniteltujen tehtidvien, opettajan ymmairtdvin ohjauksen ja matemaattiseen
perusteluun kannustavan ilmapiirin avulla opiskelijat voivat kehittyd matemaattisten

lausekkeiden muotoilussa ja oppia tulemaan toimeen induktiivisten lausekkeiden

36



kanssa. Jones korostaa, ettd ndmid molemmat taidot ovat oleellisia siirryttdessd
deduktiiviseen pééttelyyn. Marrades ja Gutiérrez (2000) korostavat, ettd opiskelijat
tarvitsevat runsaasti aikaa ja omistautumista tehtdvien tekemiselle dynaamisella
geometriaohjelmalla, jotta he oppivat luottamaan tuottamiinsa deduktiivisiin
paittelyihin. Lisdksi heiddn mukaansa opiskelijoiden paittelytaidot kehittyvit vain,

mikéli samanaikaisesti opiskellaan my0s aiheeseen liittyvid matemaattisia késitteita.

Choi-Koh (1999) tutki yksittdisen toisen asteen opiskelijan ongelmanratkaisua
teknologia-avusteisessa matematiikassa kiinnittden huomiota myds opettajan ohjauksen
vaikutukseen. Tutkija keskusteli opiskelijan kanssa hinen ratkaistessaan tehtdvid ja
huomasi, ettd aktiivisen opettajan (tdssé tapauksessa tutkijan) kanssa keskustelun kautta
opiskelija orientoitui geometriseen ajatteluun. Kun opiskelija sai keskustella opettajan
kanssa geometriaohjelmalla tekemistd havainnoistaan, hdn sai aikaiseksi patevid
paéttelyitd geometrisille ongelmille. Myds Marrades ja Gutiérrez (2000) huomasivat,
ettd silld, millaisia vastauksia opettaja hyviksyy, on merkittdvd rooli opiskelijoiden

edistymisessa.
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3 TUTKIMUS

3.1 Tutkimuksen tavoite

Tédmén tutkimuksen tavoitteena on luoda aiempien tutkimusten (mm. Harel & Sowder,
2007; Marrades & Gutiérrez, 2000) pohjalta matemaattisen péédttelyn muotojen
luokittelu. Edelld esiteltyd kirjallisuuteen pohjaavaa luokittelua on tarkennettu ja
muokattu kerdtyn aineiston perusteella. Tavoitteena on myds saada kuvailevaa tietoa
siitd, millaisia pééttelyn muotoja opiskelijat kayttdvat tutkivan matematiikan
oppitunneilla. Liséksi havainnoidaan sitd, vaikuttavatko tunnin aihe ja tehtévit paattelyn

muodon valintaan.

Aikaisemmissa tutkimuksissa (mm. Arzarello, Olivero, Paola & Robutti, 2002; Choi-
Koh, 1999) on kidynyt ilmi, ettd opettajalla on merkittdvd rooli opiskelijoiden
kiyttdmain paattelyn muotoon vaikuttamisessa. Néiden tutkimusten mukaan opiskelijat
tyytyvitkin helposti empiiriseen perusteluun, ellei opettaja kannusta heitd etsiméédn
idealleen pétevimpdd perustelua. Siten téssd tutkimuksessa analysoidaan myds

opettajan ohjausta oppitunneilla sekd sen vaikutusta oppilaiden paéttelyyn.
Tutkimuskysymykset kiteytyvét seuraavasti:

1. Millaisia matemaattisen pddttelyn muotoja opiskelijat kéyttédvit tutkivan

matematiikan oppitunneilla?

2. Miten opettajan ohjaus tutkimusvaiheessa vaikuttaa opiskelijoiden kéyttdméén

paittelyyn ja viitteiden perusteluun?

Tutkimus on luonteeltaan laadullinen tutkimus, jossa kéytetddn teoriaohjaavaa
sisdllonanalyysid. Tuomi ja Sarajarvi (2006) mdirittelevét teoriaohjaavan analyysin
siten, ettd sitd hyddyntdvassd tutkimuksessa teoreettiset kdsitteet tuodaan esiin valmiina
ja aineiston analyysid ohjaa valmis, tunnetun teoriatiedon perusteella luotu kehys.
Tutkimuksessa timd kidy ilmi aiempien aineistojen pohjalta muodostetun pééttelyn

muotojen luokittelun muokkaamisena aineiston pohjalta.
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Tuomen ja Sarajérven (2006) mukaan empiirisessd analyysissd korostuvat aineiston
kerdédmis- ja analyysimetodit ja empiiristd analyysid hyodyntdville tutkimukselle on
oleellista tutkimukseen osallistuvien yksildiden tunnistettavuuden héivyttdminen.
Tutkimuksen tuloksia esitettdessd on siis huolehdittava siitd, ettd tutkimukseen
osallistuneita yksittiisid oppilaita ei voida tunnistaa esimerkiksi tunneilta poimituista
opiskelijoiden keskusteluista. Tuomen ym. mukaan laadullisessa tutkimuksessa ei pyrita
tekemddn tilastollisia yleistyksid, vaan sen sijaan kuvataan tutkittavaa ilmiotd ja
pyritddn ymmartaimiin yksilon tai ryhmén toimintaa tutkittavassa tilanteessa. Hirsjarvi,
Remes ja Sajavaara (2004) kuvaavatkin laadullista tutkimusta kokonaisvaltaiseksi
tiedon hankinnaksi, milld tarkoitetaan tilan antamista tutkittavien henkil6iden
ndkokulmille ja kokemuksille sekd perehtymistd tutkittavaan ilmidon liittyviin

ajatuksiin ja tunteisiin.

3.2 Tutkimusaineisto

Lukuvuonna 2010-2011 Jyviskyldn yliopiston matematiikan aineenopettajaopiskelijat
suunnittelivat ja toteuttivat opetusharjoittelussa yhteensd 26 tutkivan matematiikan
tuntia yldkoulussa ja lukiossa. Opetustunnit olivat osa Hahkioniemen (2011) johtamaa
Tutkiva matematiikka opetusharjoittelussa -projektia. Aineenopettajaopiskelijat saivat
ennen tuntien suunnittelua opetusta tutkivan matematiikan periaatteista sekd perehtyivét
tutkivaa matematiikkaa késitteleviin tutkimuksiin. Tdmin jdlkeen he suunnittelivat ja
toteuttivat 2-4 hengen ryhmissd tutkivan matematiikan oppitunnit. Kaikki tunnit
pidettiin Jyvdskyldn normaalikoulussa. Ndistd 14 tunnilla oppilaat ratkaisivat tehtavia
GeoGebralla. Téssd tutkimuksessa analysoidaan kuutta lukiossa pidettyd oppituntia,
joilla kaikilla opiskelijat kayttivit GeoGebraa. Tutkimuksessa tarkasteltavien

oppituntien tehtavit 10ytyvat liitteesta 1.

Aineistonkeruumenetelmidnd  tutkimuksessa  kédytettiin  havainnointia  ilman
osallistumista. Hirsjérvi, Remes ja Sajavaara (2004) mainitsevat havainnoinnin hyvéksi
puoleksi sen, ettd verrattuna kyselyihin ja haastatteluihin, havainnoinnin avulla saadaan
tietoa siitd, mitd tilanteessa todella tapahtuu, eikd vain siitd, mitd tutkimukseen
osallistuvat henkilot ajattelevat, tuntevat ja uskovat. He kuitenkin kritisoivat

havainnointia menetelmind siitd, ettd havainnoija saattaa hiiritd tilannetta ja siten
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vidristdd tuloksia. Tutkivan matematiikan oppitunneille osallistuneet opiskelijat olivat

tietoisia osallistumisestaan tutkimukseen ja heilté oli saatu lupa havainnointiin.

Kaytdnnossd havainnointi toteutettiin kuvaamalla oppitunnit videolle. Videointi valittiin
havainnointitavaksi, koska se mahdollistaa oppituntien katsomisen uudelleen ja
uudelleen ja siten tilanteiden tarkan analysoinnin. Oppitunnit videoitiin kahdella
kameralla. Toisella, késivaralla olevalla kameralla seurattiin opettajaa, jolla oli langaton
mikrofoni. Kamera kuvasi luokan periltd, kun opettaja johti koko luokan keskustelua
sekd tallensi opettajan taululle tekemit merkinnit. Kamera myos seurasi opettajan
kiertelyd luokassa. Toinen kamera kuvasi koko tunnin ajan l&heltd yhtd
opiskelijaryhméé, jolla oli myds langaton mikrofoni. Tarkoituksena oli tallentaa
erityisesti opiskelijoiden tietokoneen néytolld tekemé tydskentely. Opiskelijat vastasivat
kysymyksiin tunnin alussa jaetulle monisteelle, joihin he my®s laittoivat oman nimensa.
Opiskelijoiden kirjalliset tuotokset keréttiin tunnin jalkeen. Tdssé tutkimuksessa tuntien
analysoinnissa hyddynnettiin opiskelijaryhméda kuvanneen kameran tallenteita seké

opiskelijoiden kirjallisia ratkaisuja.

3.3 Aineiston analyysi

Ennen aineistoon tutustumista olin tutustunut aiempiin tutkimuksiin opiskelijoiden
paittelyn muodoista sekd tehnyt alustavan luokittelun, jonka toivottaisiin sopivan

perustelun lisdksi myds ratkaisun etsimisvaiheeseen.

Powell, Francisco ja Maher (2003) ovat kehittineet erityisesti matemaattisen ajattelun
tutkimiseen soveltuvan videoanalyysimenetelmin. He ovat ottaneet huomioon muun
muassa videoituun dataan liittyvit erityisseikat ja kehittdneet ndiden pohjalta seitsemén
toisiinsa vaikuttavaa, epélineaarista vaihetta sisdltivin menetelmén. Powellin ym.

menetelmd koostuu seuraavista vaiheista:

1. Tarkkaavainen tutustuminen videomateriaaliin (Viewing attentively the video
data)

2. Videomateriaalin kuvaileminen (Describing the video data)

3. Kiriittisten tapahtumien tunnistaminen (Identifying critical events)

4. Litterointi (Transcribing)
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5. Koodaus (Coding)
6. Juonen kokoaminen (Constructing storyline)

7. Kertomuksen laatiminen (Composing narrative).

Otin tutkimukseeni analyysin pohjaksi Powellin ym. menetelmén ja muokkasin siti
omaan tutkimukseeni sopivaksi. Yksi tutkimuksen tavoitteista on muodostaa aineiston
pohjalta luokittelu opiskelijoiden matemaattisen péittelyn muodoista. Siten aineistoon
tutustumisen jilkeen seuraavaksi vaiheeksi lisdsin teorian pohjalta tehdyn péittelyn
muotojen luokittelun muokkaamisen. Seuraava vaihe on Powellin ym. mukaisesti
videomateriaalin kuvaileminen. Kuvailun yhteydessd merkitddn myos, mitd pééttelyn
muotoa mikékin tilanne edustaa, joten aineiston koodaus suoritetaan jo materiaalin
kuvailun yhteydessd. Koska tutkimuksen tarkoituksena on saada kuvailevaa tietoa
erilaisista pédttelyn muodoista, koko aineistoa ei ole mielekésti litteroida. Siten valitsin
tutkimuksen tavoitteen kannalta kriittiset kohdat ennen litterointia ja litteroin pelkéstién
oleelliset kohdat. Viimeisessd vaiheessa perchdyttiin opettajan ohjaukseen tutkivan
matematiikan oppitunneilla. Aineiston analysointi voidaan siten jakaa viiteen

vaiheeseen:

1. Videoihin tutustuminen
Péittelyn muotojen luokittelun muokkaaminen videoiden pohjalta
Videomateriaalin kuvaileminen ja videoiden koodaus

Pééttelyn muotoja hyvin kuvaavien kohtien etsiminen ja litterointi

A

Opettajan ohjauksen analysointi.

Aineiston analysointi aloitettiin videoihin tutustumalla. Videoita ensimmaéistd kertaa
katsoessani kiinnitin huomiota erityisesti opiskelijoiden paittelyyn ja siihen, pystyisiko
opiskelijoiden péidttelyn tietyssd tilanteessa sijoittamaan johonkin aiemmin

muodostamaani paittelyluokkaan.

Tutustuttuani aineistoon muokkasin alussa tekemdidni luokittelua siten, ettd se vastasi
paremmin oppitunneilla havaittuja pédttelyitd. Pdddyin esimerkiksi lisddméén jokaisen
luokan kuvaukseen esimerkin myos yksittdisen tehtdvin ratkaisusta, silld useissa
tehtdvissd vaaditaan yleisen vditteen perustelun sijaan pditteleméédn jokin yksittdinen

tulos, esimerkiksi tietyn kulman suuruus. Sisdllytin manipulatiiviseen péittelyyn myos

41



sellaiset tilanteet, joissa opiskelijat syottavét pisteiti GeoGebraan tai sijoittavat arvoja

lausekkeisiin, jotta myos téllaiset tilanteet saataisiin luokiteltua.

Kun luokittelu oli saatu valmiiksi, ryhdyin katsomaan videoita tarkemmin ja
merkitsemdén ylos jokaisen tehtdvdn kohdalle sen hetkisen tydskentelyn vaiheen seka
oppilaiden kéyttimén pééttelyn muodon. Lisdksi liitin mukaan kuvauksen, josta kiy

ilmi, mita opiskelijat silld hetkelld tekevit sekd mahdollisen opettajan ohjauksen.

Tyoskentelyn vaiheet koodattiin seuraavasti:
1. Tehtdvinannon ymmaértdminen ja ratkaisun etsiminen
2. Konjektuurin muodostaminen

3. Perusteleminen

Paattelyn muodon luokittelu toteutettiin seuraavasti:
1. Ulkopuoliseen ldhteeseen vetoaminen
1.1. Auktoriteettiin vetoaminen
1.2. Manipulatiivinen pééttely
2. Empiirinen paittely
2.1. Havainto yksittdisesti/satunnaisesta esimerkisti
2.2. Havainto tarkoin valitusta esimerkisti
3. Geneerinen péittely
3.1. Esimerkin ominaisuuksiin perustuva pééttely
3.2. Osittain esimerkin ominaisuuksiin ja osittain teoriaan perustuva pééttely
4. Deduktiivinen pééttely
4.1. Ajatuskoe

4.2. Formaali todistus

Merkitsin ~ tyoskentelyn vaihe -kohtaan pédttelyn muodon lisdksi my0s
lisdthuomautuksen, jos opiskelijoiden pééttely johti virheelliseen lopputulokseen.
Oppitunneilla oli myds muutamia kohtia, joissa opiskelijat eivdt osoittaneet
minkéanlaista paittelyd. Téllaista esiintyi muun muassa silloin, kun oppilaat eivét oikein
ymmairtineet, mitd tehtivdssd haettiin  tai keskustelivat tehtdviin liittyvastd

matematiikan ilmidstd mutta eivét varsinaisesti pohtineet tehtdvén ratkaisua. Néihin
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tyydyin merkitsemddn ei pddttelyd. Taulukossa 1 on esitetty esimerkki tunnin

tapahtumien luokittelusta kdytdnndssa.

Kun kaikki videot oli kéyty ldpi ja koodattu, katsoin videot vield uudelleen ldpi ja
tarkistin, ettd eri tunneilla samanlaiset paittelyt oli koodattu samoiksi. Sen jélkeen

valitsin jokaista paattelyn muotoa hyvin kuvaavan tilanteen aineistosta ja litteroin sen.

Tamin jédlkeen tarkastelin aineistoa vield opettajan ohjauksen ndkokulmasta. Tarkkailin
erityisesti sellaisia aiempien tutkimusten pohjalta esiin nousseita tilanteita, joissa
opettaja ohjauksellaan saa opiskelijat orientoitumaan matemaattiseen ajatteluun,
pohtimaan uudelleen ratkaisuaan tai kehittiméain péaittelyddn. Néiden lisdksi valitsin
lahempéén tarkasteluun yhden tilanteen, jossa voidaan analysoida opettajan roolia
tutkivan matematiikan oppitunneilla. Myo6s kaikki opettajan ohjauksesta tarkempaan
analyysiin valitut tilanteet litteroitiin. Esimerkkeihin opiskelijoiden pééttelystd ja

opettajan ohjauksesta tutustutaan luvussa 4.
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Taulukko 1. Esimerkki tunnin tapahtumien luokittelusta

Ty6sken-
Aika Kuvaus oppilaiden Tehtava tZIOSn en Paattelyn | Opettajan
toiminnasta .y muoto ohjaus
vaihe
Opettaja kysyy,
miten oppilaat
perustelevat
17:53- | Oppilaat perustelevat \(;alttiiearlslfe.rigsat
18:04 | kulman suuruuden sill3, etta 2a 3 2.1 PP
s o kulman
kulma nayttda olevan 90°. e
nayttavan
suoralta, opettaja
pyytaa parempia
perusteluja.
18:05- | Oppilaat huomaavat, etta .
19:52 | kulmien CAD ja DBC summa (k)ephecf’::;z\
on 180°. Koska nelikulmion otsimaan
summa on 360°, kulmien ACB 2a 3 3.2
. . tarkempaa
ja BDC summa taytyy olla erustelua kuin
180°. Tama jaettuna kahdella P ..
. edella.
tekee 90°.
Oppilaat pohtivat suoran ja
janan DA valista kulmaa ja
19:53- R .
paatyvat siihen, etta 2b 2 2.1
20:25 . .
molempien kulmien on
oltava 90°.
20:26- | Oppilaat pohtivat tehtavas 3
21:41 | aluksi miettimalla, mita voisi
t.z.apahtua, kun plﬁt“etta"B 3 1 a1
liilkutetaan. He paatyvat
siihen, etta kulma a voi olla
enintaan 180°
21:4- Oppilaat testaavat edella
muodostamaansa
27:50 . e
konjektuuria liikuttamalla
pistettd B ja tarkkailemalla
kulman a suuruutta. Oppilaat
kokeilevat, saako kulma a
arvoa 180°, jos pistettd B 3 3 2.2
vetda tarpeeksi kauas. He
huomaavat, ettd suorat eivat
enaa leikkaa toisiaan, jos
a=180°. Siten he paatyvat
siihen, etta kulma voi olla
korkeintaan 180°.
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4 TULOKSET

Luvussa késitellddn opiskelijoiden kdyttdmid pééttelyn muotoja tutkivan matematiikan
oppitunneilla. Ensimmdisessd alaluvussa tarkastellaan kiytettyjd pddttelyn muotoja
yleisesti kaikilla kuudella oppitunnilla sekd annetaan esimerkkejd opiskelijoiden
paittelyketjuista. Toisessa alaluvussa keskitytddn opettajan ohjaukseen ja sen

vaikutukseen opiskelijoiden matemaattiseen paittelyyn.

4.1 Paattelyn muotojen esiintyminen oppitunneilla

Tutkivan matematiikan oppitunteja pidettiin lukiossa sekd lyhyen ettd pitkdn
matematiikan kursseilla. Oppitunteihin liittyvét kurssit ja tunneilla késitellyt aiheet

olivat seuraavat:
1. Pitkd matematiikka, Analyyttinen geometria (MAA4): Ympyra
2. Lyhyt matematiikka, Geometria (MAB2): Ympyran tangentti
3. Lyhyt matematiikka, Tilastot ja todenndkdisyys (MABS): Normaalijakauma
4. Pitkd matematiikka, Analyyttinen geometria (MAA4): Paraabeli

5. Pitkd matematiikka, Trigonometriset funktiot ja lukujonot (MAA9): Sini ja
kosini yksikkdympyrassa

6. Pitkd matematiikka, Derivaatta (MAA7): Derivaattafunktio ja derivoimissdanndt

Taulukossa 2 on esitetty opiskelijoiden kéyttimien paittelyn muotojen esiintyminen

edelld esitellyilld oppitunneilla.
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Taulukko 2. Kéytettyjen pédéttelyn muotojen frekvenssit tunneittain.

Oppitunnit

P&attelyn muoto 1 2 3 4 5 6
1. Ulkopuoliseen ldhteeseen vetoaminen

1.1 Auktoriteettiin vetoaminen 1 0 1 0 5 0

1.2 Manipulatiivinen pééttely 3 0 2 3 0 2
2. Empiirinen pééttely

2.1 Havainto yksittdisestd/satunnaisesta 12 6 1 3 3 12
esimerkistd

2.2 Yleistys tarkoin valitusta esimerkisté 0 1 0 1 4 6
3. Geneerinen péaittely

3.1 Esimerkin ominaisuuksiin perustuva 0 0o 2 2 0 0
paittely

3.2 Osittain esimerkin ominaisuuksiin ja 2 2 6 0 0 3
osittain teoriaan perustuva pééttely
4. Deduktiivinen pédttely

4.1. Ajatuskoe 0 2 2 0o o0 2

4.2 Formaali péittely 0 0 0 0O 0 0
Yhteensi 18 11 14 9 12 25

Oppituntikohtaisesta jaottelusta huomataan, etti paéttelyiden jakautuminen eri paattelyn
muotoihin vaihtelee tunneittain. Esimerkiksi tunnilla 1 huomattavan suuri osa
paittelyista (12 paittelyd 18:sta) on empiirisid yksittdiseen havaintoon perustuvia
paattelyité, kun taas tunnilla 3 ldhes puolet pééttelyistd (6 paittelyd 11:sta) on geneerisia
osittain esimerkin ominaisuuksiin ja osittain teoriaan perustuvia pééttelyitd. Nayttdisi
siis, ettd oppitunnin aiheella ja opiskelijoille annetuilla tehtivilli on vaikutusta
kaytettdvddn paittelyn muotoon. Liséksi tarkkailtavat opiskelijat vaihtuvat tunneittain,

miké vaikuttaa myds tuloksiin.
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Tunti 1 on pitkin matematiikan analyyttisen geometrian oppitunti, jolla késitellddn
ympyréadn liittyvid lauseita ja késitteitd. Tunti 3 on lyhyen matematiikan tilastot ja
todennédkoisyys -kurssin oppitunti, jolla késitelldin normaalijakauman ominaisuuksia.
Ympyraidn liittyvalld tunnilla opiskelijat selvittivit mm. vakioiden a, b ja ¢ vaikutusta
ympyradn sekd piirsivit mahdollisimman pienen ympyrin, joka kulkee annettujen
pisteiden kautta. Suuri osa tehtivistd oli sellaisia, joihin opiskelijat pystyivéit saamaan
jonkinlaisen, ei kuitenkaan pétevédn, ratkaisun empiirisesti kuvasta katsomalla ja
opiskelijat tyytyivétkin usein tdhin ratkaisuun. Esimerkiksi selvittdessddn parametrien a
ja b vaikutusta ympyrddn, he muuttivat parametrien arvoja liu'usta ja huomasivat
parametrin ¢ muuttamisen liikuttavan ympyrdd vaakasuunnassa ja parametrin b
muuttamisen siirtdvdn ympyrdd pystysuunnassa. Opiskelijoiden ratkaisu perustui siis
tdysin empiiriseen havaintoon tilanteesta. Empiirinen ldhestymistapa onkin ratkaisun
etsimisvaiheessa hyvin toimiva ja oppilaat saivat tehtdvddn ratkaisun, mutta he olisivat
voineet vield perustella véitteensd sen jilkeen esimerkiksi geneerisesti teoriatiedon

avulla.

Normaalijakaumaa késittelevilld tunnilla opiskelijoille oli annettu valmis GeoGebra-
tiedosto, jossa olevaa normaalijakaumaa pystyi muokkaaman muuttamalla keskiarvoa ja
keskihajontaa. Opiskelijoille esitettiin normaalisti jakautuneesta aineistosta kysymyksié,
kuten ”Kuinka monta prosenttia oppilaista on saanut pistemddrdn neljdn ja kuuden
pisteen vdlilta?”. Opiskelijat pystyivdat midrittdmain kayran alle jadvéin alan helposti
GeoGebran avulla ja hyddynsivét ratkaisuissaan teoriatietoa mm. siitd, ettd koko otoksen
todennékdisyys on 1. He siis kéyttivét ratkaisussaan geneeristd piittelyd, joka nojaa
toisaalta esimerkin ominaisuuksiin ja toisaalta heiddn tuntemaansa teoriatietoon

todennékdisyyden kisitteestd ja normaalijakauman ominaisuuksista.

Oppitunneilla, joilla ei esiinny lainkaan deduktiivista paittelyd (tunnit 1, 4 ja 5), on
kaytetty suurimmaksi osaksi ulkopuoliseen ldhteeseen vetoavaa sekd empiiristd
paattelyd. Sen sijaan deduktiivista padttelyd sisdltdvilld tunneilla (tunnit 2, 3 ja 6)
opiskelijat ovat kiyttdneet monipuolisesti kaikkia pdittelyn muotoja. Esimerkiksi
tunnilta 2 16ytyy 2 deduktiivista paittelyd, mutta my0s runsaasti empiiristd pééttelya.
Talld tunnilla oppilaat tutkivat ympyrén tangenttia ja heitd pyydettiin muun muassa

selvittdméédn, kuinka monta tietyn ympyrdn ulkopuolisen pisteen kautta kulkevaa
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tangenttia ympyrélle voi piirtdd sekd ympyrin keskuskulman ja tangenttikulman vélisti
yhteyttd. Opiskelijat ratkaisivat piirtdmistehtdvin odotetusti empiirisesti ja pohtivat
myOs muita tehtdvid aluksi empiirisesti esimerkin avulla, mutta kehittivét sitten
esimerkiksi ympyrdn keskuskulman ja tangenttikulman véliselle yhteydelle

deduktiivisen perustelun.

Opiskelijat kéyttivit usein saman tehtdvin sisdlld useita eri pééttelyn muotoja.
Ratkaisun etsimisvaiheessa empiirinen paittely oli tyypillisin keino havainnollistaa
tilannetta ja hahmotella ratkaisu annettuun tehtdvddn. Opiskelijoiden vakuututtua
ratkaisustaan empiirisen havainnon avulla, he saattoivat jatkaa tehtdvén pohdiskelua ja
keksid idealleen teoriaan pohjautuvan geneerisen tai deduktiivisen pdittelyn. Toinen
tyypillinen tapa ratkaista tehtdvid oli konstruoida viite geneerisesti tai deduktiivisesti ja
sitten testata muodostamaansa konjektuuria empiirisesti. Siis tuloksia tarkasteltaessa on
otettava huomioon, ettd yhtd geneeristd tai deduktiivista paittelyd saattaa vastata
samaan tehtdvéddn liittyen useampikin empiirinen paittely, mikd nostaa empiiristen
paittelyiden osuutta kaikista pééttelyistd. Téarkeintd on kuitenkin, ettd opiskelijat saivat

viidell4 tunnilla kuudesta aikaiseksi joko geneerisii tai deduktiivisia pééttelyita.

Taulukkoon 3 on koottu péittelyn muotojen esiintymiset alaluokittain yhteensi kaikilla
oppitunneilla sekd niiden prosentuaaliset osuudet kaikista pééttelyistd. Taulukkoon 4 on
laskettu edellisestd alaluokittain jaotellusta taulukosta kunkin pééttelyn muodon

prosentuaalinen osuus kaikista paattelyista.
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Taulukko 3: Kéytettyjen pééttelyn muotojen frekvenssit alaluokittain yhteensé kaikilla

tunneilla seka paittelyiden esiintymisen suhteelliset frekvenssit.

Paattelyn muoto frekvenssi  Suhteellinen
frekvenssi
(%)

1. Ulkopuoliseen lahteeseen vetoaminen
1.1 Auktoriteettiin vetoaminen 7 7,9

1.2 Manipulatiivinen pééttely 10 11,2

b

2. Empiirinen pééttely

2.1 Havainto yksittdisesté/satunnaisesta 37 41,6
esimerkisté
2.2 Yleistys tarkoin valitusta esimerkisté 12 13,5

3. Geneerinen paittely

3.1 Esimerkin ominaisuuksiin perustuva 4 4,5
paittely
3.2 Osittain esimerkin ominaisuuksiin ja 13 14,6

osittain teoriaan perustuva pééttely

4. Deduktiivinen paittely

4.1. Ajatuskoe 6 6,7
4.2 Formaali paittely 0 0
Yhteensi 89 100
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Taulukko 4. Kéytettyjen pédéttelyn muotojen suhteelliset frekvenssit yhteensi kaikilla
tunneilla.

Paattelyn muoto Suhteellinen frekvenssi (%)
1. Ulkopuoliseen ldhteeseen vetoaminen 19,1
2. Empiirinen péittely 55,1
3. Geneerinen paittely 19,1
4. Deduktiivinen paéttely 6,7

Taulukosta 4 huomataan, ettd yli puolet (55,1 %) tutkivan matematiikan oppitunneilla
kéytetyistd padttelyistd olivat empiirisid. Toiseksi eniten (19,1 %) esiintyi ulkopuoliseen
lahteeseen vetoavaa sekéd geneeristi pédttelyd, jossa hyodynnetddn empiirisen paittelyn
lailla esimerkkejd péattelyn apuna. GeoGebran hyddyntdminen tehtdvid ratkaistaessa
ndyttdd ohjaavan oppilaita hydodyntdmédn esimerkkeja pdattelyssién ja kdyttdméadn siten
tehtdvien ratkaisussa empiiristd ja geneeristd pdittelyd. GeoGebralla on helppo tutkia
annetun kuvion ominaisuuksia esimerkiksi raahaamalla pisteitd ja paitella sitten kuvasta
katsomalla tehtidvén ratkaisu. Geneerisesti péittelystd suurin osa oli osittain esimerkin
ominaisuuksiin ja osittain teoriaan perustuvaa paittelyd. Pelkéstddn esimerkin
ominaisuuksiin perustuvaa geneeristd pééttelyd esiintyi tunneilla melko véhin. Jos
opiskelijat kiyttivét paittelyssddn apuna esimerkkié, heididn paéttelynsé liittyi yleensd
juuri tehtdvan esimerkkiin, eikd sitd voinut yleistdd muihin samantapaisiin tehtéviin,

joten néissé tapauksissa paittely oli empiirista.

Oppitunneilla esiintyneestd ulkopuoliseen ldhteeseen vetoavasta péittelystd hieman yli
puolet oli manipulatiivista péittelyd. Kaikki opiskelijoiden tekemét manipulatiiviset
paittelyt olivat joko pisteiden syottdmistdi GeoGebraan tai mekaanista arvojen
sijoittamista lausekkeeseen. Manipulatiiviseen péaittelyyn lukeutuvaa lausekkeiden
manipulointia ei esiintynyt lainkaan tutkivan matematiikan oppitunneilla, silld timén
tyyppisid tehtdvid ei ollut mukana. Auktoriteettiin vetoavaa pédttelyd esiintyi yleisesti

tunneilla melko vdhén, kuitenkin tunnilla 5 titd pééttelyd kéytettiin jopa 5 pééttelyssa
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12:sta. Oppitunnilla 5 késiteltiin sinié ja kosinia yksikkdympyréssd. Opiskelijoiden tuli
selvittdd muun muassa milld kulmalla yhtalo cos x = 0,5 toteutuu sekd mikd muuttujan x
arvo on yhtdlon sin x = 0 ratkaisu. Opiskelijat olivat laskeneet jo aiemmilla tunneilla
trigonometrisiin funktioihin liittyvid tehtdvid, joten GeoGebralla tutkimisen sijaan he
ratkaisivat tehtdvét laskimella. T4lloin he saivat vain yhden ratkaisun, kun GeoGebran

avulla he olisivat voineet huomata myds muita mahdollisia ehdot toteuttavia kulmia.

Deduktiivista pdittelyé esiintyi oppitunneilla hyvin vihén, silld vain 6,7 % paéttelyisti
oli deduktiivisia. Naistd kaikki pééttelyt olivat ajatuskokeita, joten oppilaat eivit
esittdneet yhtddn formaalia pédttelyd. Tutkivan matematiikan tehtivit ja GeoGebran
kayttd tarjoavat mahdollisuuden tehtivien tutkimiseen ja ratkaisun etsimiseen kuvasta
katsomalla ja esimerkin ominaisuuksien avulla, joten opiskelijat tyytyivdt usein
varsinkin ratkaisun etsimisvaiheessa empiirisiin havaintoihin. Usein opettajalla oli suuri
rooli deduktiiviseen paéttelyyn siirtymisessd. Kun opettaja kannusti opiskelijoita
pohtimaan tarkempaa perustelua empiirisesti havaitsemalleen vditteelle, opiskelijat

saattoivat keksid hyvinkin deduktiivisen perustelun.

Tarkastellaan seuraavaksi otteita opiskelijoiden pééttelyketjuista, jotka ilmentévit edelld

esiteltyja paéttelyn muotoja.

4.1.1 Ulkopuoliseen lahteeseen vetoaminen

Auktoriteettiin vetoaminen

Auktoriteettiin vetoavaa pdittelyd ilmeni kolmella oppitunnilla. Tunneilla opiskelijat
perustelivat vditteitdi GeoGebran toimintoon nojaten, vetosivat opettajan juuri

opettamaan asiaan seka kayttivét pelkéstiédn laskinta tehtévin ratkaisemiseen.

Todennékdisyys ja tilastot -kurssiin liittyvalld tutkivan matematiikan tunnilla késiteltiin
normaalijakaumaa. Tunnin alussa opettaja alusti hieman normaalijakauman késitettd ja
sen ominaisuuksia, silld aihe oli oppilaille uusi. Opettaja kévi l4pi, mitd tarkoitetaan
normaalijakauman  keskiarvolla sekd keskihajonnalla ja antoi esimerkin

normaalijakauman tarkastelusta.

51



Lammittelykysymyksessd opiskelijoita pyydetddn pohtimaan, miten keskiarvo ja

keskihajonta vaikuttavat normaalijakauman muotoon.

Taru:  No jos se keskiarvo on niinku, siis jos se keskihajonta on suuri, niin eiks se
sitte ollu sillee leveempi, leveemmall4, niinku tuo on isompi (osoittaa ruudulta
jakauman leveyttd). Ja jos se on pieni, niin se on kapeempi. Ja sit se keskiarvo,
jos se on suuri, niin se on niinku tuola ylhadlld (ndyttad ruudulta, kuinka
jakauma jatkuisi ylospdin). Olikse sillee?

Pilvi:  Joo. Tai et jos niitd on paljon siind tavallaan keskiarvon alueella.

Opiskelijat muistavat opettajan alustuksesta hyvin keskihajonnan vaikutuksen, mutta he
ovat ymmaértineet keskiarvon vaikutuksen jakaumaan védrin. He muistavat, ettd
keskiarvo vaikuttaa jakauman korkeuteen, vaikka tosiasiassa keskiarvon muuttaminen
vaikuttaa jakauman sijaintiin x-akselilla. Opiskelijoiden véérd kisitys tulee kuitenkin

korjaantumaan tunnin edetessa.

Auktoriteettiin vetoavaa paittelyd esiintyl myds trigonometria ja lukujonot -kurssiin
liittyvalld tunnilla, jossa opiskelijat tutkivat sinid ja kosinia yksikkdympyrissd. Koska
sinin ja kosinin arvojen laskeminen laskimella oli tuttua jo aiemmilta tunneilta,
opiskelijat perustelivat ratkaisunsa useassa tehtdvéssi laskimen avulla, eivitké pohtineet
ongelmaa yksikkOympyrdn avulla. Seuraavassa opiskelijat pohtivat ratkaisua

kysymykseen "Milld kulmalla cosx = 0,5? Onko ehdon toteuttavia kulmia enemmdn? .

Essi:  Milléd kulmalla cosx = 0,5? Eiks tié pidé laskee? (ottaa laskimen esiin)

Venla: (tutkii monisteessa annettua mééritelmai ja yksikkdympyréd) cosx = a elikka...

Essi:  (on saanut laskettua kulman arvon laskimella ja keskeyttdd Venlan pohdinnat)
60 astetta.

Venla: Okei.

Essi:  Oisko?

Venla: No joo, laitetaan sithen 60 astetta. (kirjoittavat vastauksen monisteeseen)
Onko ehdon toteuttavia kulmia enemman? Kéyks -60? Jos laitat cos(-60).. No
ei se varmaan kylld kéy.

Essi:  (nédppdilee laskimeen cos(-60)) Joo.
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Opiskelijat luottavat tehtivén ratkaisussa tiysin laskimeen. Videosta ei kdy ilmi, misté
Venla keksii koettaa -60 asteen kulmaa, kun etsitdin muita kulmia, joilla ehto cosx = 0,5
toteutuu. Opiskelijat testaavat Venlan ehdotusta laskemalla kosinin arvon laskimella ja
ovat tyytyvdisid, kun laskin antaa halutun vastauksen. He eivdt pohdi ongelmaa
yksikkdympyrén avulla, jolloin he voisivat keksié selityksen vastauksen oikeellisuudelle

sekd myds muita ratkaisuksi kdyviéd kulmia.

Manipulatiivinen pddttely

Manipulatiivista pééttelyd ilmeni neljalli oppitunnilla joko syOtettdessd pisteitd
GeoGebraan tai sijoitettaessa arvoja lausekkeeseen. Joissakin tehtévissd tarkoituksena
olikin pelkéstidén syottdd pisteitd GeoGebraan ja sitten seuraavassa kohdassa tutkia
syntyneen kappaleen ominaisuuksia. Esimerkiksi analyyttisen geometrian ympyréa-

tunnilla tehtivén a-kohta oli pelkdstadn

Piirrd nelikulmio, jonka kdrjet ovat A=(3%, 3%), B=(3%, -1), C=(-1, 3%) ja
D=(-1, -1).

Tehtivén b-kohdassa opiskelijoiden tuli sitten selvittdd piirtdméansd nelikulmion sisélle

piirretyn, mahdollisimman suuren ympyrén yhtilo.
4.1.2 Empiirinen paattely

Empiirinen pééttely oli tyypillisin padttelyn muoto tutkivan matematiikan tunneilla. Jos
opiskelijoiden oli mahdollista saada tehtdvéédn jonkinlainen vastaus pelkastddn kuvasta
katsomalla, opiskelijat tekivdt havainnon yksittdisestd esimerkistd. Jos taas
opiskelijoiden tuli péételld esimerkiksi jonkin parametrin vaikutusta kuvioon, he
saattoivat muuttaa parametrin arvoa tai liikutella jotakin pistettd kuviossa ja tehda

paitelménsa sitten useamman tarkoin valitun esimerkin pohjalta.

Havainto yksittdisestd/satunnaisesta esimerkistd

Yksittdiseen esimerkkiin perustuvaa havainnointia kdytettiin esimerkiksi analyyttisen

geometrian kurssilla paraabelin ominaisuuksien tarkastelun yhteydessd. Seuraavassa
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opiskelijoiden tehtdvdni on madrittid annetun paraabelin fix) = -2x* + 2x + 4

huippupiste.

Mira:

Roosa:
Mira:

Roosa:

Mira:
Roosa:
Mira:
Roosa:

Mira:

Roosa:

Mira:

Huippupiste on tdmi. (osoittaa paraabelin huippua) Mutta mistd méé tiidn
sen?

Miten téssé piti.. Mikd on pudotusvalikko?

En méa tiid.

Ai ku niin tarkottaako se tota? (osoittaa GeoGebra-ikkunan vasemmassa
laidassa olevaa palkkia, jossa nidkyvit funktiot ja pisteet)

Téatd nédin?

Niin.

(tutkii paraabelin yhtdl64d) No siis se on +4.

Se on se missé kohassa se leikkaa y-akselin.

..y-akselin eli nelosessa. Eli tossa. (ndyttdd kuvasta paraabelin ja y-akselin
leikkauskohdan) Ei se oo se huippu. Se on puoli. Heitetddn siihen etti.. Pistd
a-kohta. Huippupiste, sitte tota tolla. (tarkoittavat pistettd (0,5 ; 4,5)) Elikka
huippupiste on.. Sanotaan nyt vaikka ettd se on nelja.. eiku oota x. Se on
niinku 0,5. Sillee sulkuihin. Pilkku. Miten se muuten merkitddn? Se on
oikeestaan se kirjassa, ainaki matikan kirjassa, merkitdén sillei ettd se on
niinku ettd tdhén tulee puolipiste. Vai tuleeko tdhdn puolipiste? Jos on tdllein
niinku pilkkuja kato. Elikka siithen puolipiste. Sitte 4,5. Me voidaan muuttaa
sitd myohemmin. (naureskelua ratkaisutavalle) Talla keinolla.

Sithenhén vois kirjottaa, ettd miten on laskettu.

Siind ei kysytty sitd. Se vaan piti méérittdd. Niin me maédritettiin se nyt

GeoGebran avulla.

Oppilaiden tekemé paittely on tdysin riippuvaista annetun tehtdvén paraabelista. He

katsovat kuvasta huipun arvon, joten pédttely sopii vain kyseeseen tilanteeseen. Koska

paittelya ei voi yleistdd koskemaan muita samantapaisia tehtdvid, kyse on empiirisesta

paattelysti, tarkemmin yksittdiseen esimerkkiin perustuvasta havainnosta.

Esimerkistdi huomataan my0s opiskelijjoiden taipumus vastausten arvaamiseen.

Opettajan onkin oltava tarkkana, ettd GeoGebraa kiytetddn oppitunneilla oikein eiké
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vastauksia pédtelld pelkdstddn kuvasta katsomalla. Opettaja puuttuukin myShemmin
opiskelijoiden tapaan méiérittdd paraabelin huippu kuvasta katsomalla, jonka jilkeen
opiskelijat saavat aikaiseksi geneerisen ratkaisun samaan tehtidvddn. Tahdn palataan

geneerisen padttelyn yhteydessé luvussa 5.1.3.

Havainto tarkoin valitusta esimerkistd

Samalla tunnilla opiskelijoiden tuli tutkia my®s paraabelin yhtilon ax’ + bx + ¢
parametrien b ja ¢ vaikutusta paraabelin huipun sijaintiin. Parametrin ¢ vaikutuksen
opiskelijat piittelivit satunnaisten esimerkkien perusteella, mutta tutkiessaan
parametrin b vaikutusta, he kédvivit sddnnollisemmin 1dpi eri vaihtoehtoja parametrin b
arvolle ja kiyttivdt siten empiiristd, tarkoin valittuihin esimerkkeihin pohjautuvaa

paattelya.

Mira: b on ykkdnen (syo6ttéé b:lle arvoksi 1 ja tarkkailee, mitd tapahtuu). Se menee
noin. Sitte ku b on nelja se liikkkuu tdnne suuntaan. Tossa se on neljd (osoittaa
kuvaajasta pisteen, jonka x-koordinaatti on neljd).

Roosa:  Miti toi niinku tekis?

Mira: Siis se liikutti sitéd jotenki tdstd tdnnepdin (oikealta vasemmalle).

Roosa:  Jotenki suuntaa silleen.

Mira: Onko se se miten se aukee? Kato, tdnne tuli 4x. Kokeillaanpa vield. ¢ eiku b
on... Ei se mun mielestd sithen (paraabelin leveyteen) vaikuta. Téhén ndin ei
(néyttdd kdsilldén paraabelin aukeamista).

Roosa:  Onko se sitte niinku... Ei...

Mira: Mi haluun niistd semmoset liukuvat (tarkoittaa parametrien arvojen

muuttamista).

Opiskelijat etsivit GeoGebrasta toimintoa, jolla he saisivat liu’ulla muutettua
parametrin b arvoa, jotta he voisivat tutkia parametrin vaikutusta paraabelin muotoon
helpommin useissa eri pisteissd. Opiskelijat saavat GeoGebra-ikkunaan nakyville liu’ut
kaikille parametreille (Kuva 9), mutta he eivét onnistu muuttamaan parametrien arvoja

niistd. Opiskelijat kuitenkin 16ytavét liu’ulle animaatio-ominaisuuden ja kéyttavét sité.
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Kuva 9: Liu'ut pabaabelin ax’ + bx + ¢ parametreille a, b ja c

Sitte t44 animaatio (valitsee parametrin b liu’usta hiiren oikealla ndppéaimella

animaation). Jes!

(Opiskelijat seuraavat tarkkaavaisesti paraabelin liikkkumista.)

Mira:

Roosa:

Mira:

Roosa:

Mira:

Toi ei muutu ollenkaan (osoittaa pistettd (0,1), jossa paraabeli leikkaa y-
akselin). Tai siis tuo y-akseli. Se vaan tota...

Mité ihmetta?

...Se muuttaa sen sijaintia y-akselin suhteen. Koska ku se (parametrin ¢ arvo)
on miinus, niin se (paraabeli) menee tille puolelle (y-akselin oikea puoli) ja
plussaa niin se menee tille puolelle (y-akselin vasen puoli). Onko se ettd se y-
akselin suhteen, eiku x, eiku y? Oota. Katokku se on ndin... Nyt. (lukee
uudelleen tehtivdnannon) Paraabelin huipun sijaintiin. Oho, pitdisk0 nda
lukee nééd tehtivit?

Tutki, miten paraabeli vaikuttaa huipun sijaintiin.

No leikkauspistehén se, sehén on se huippu kuiteski. Tai voijaanhan me vield

kattoa. Mité taa tekee? Huippu.. (seuraa paraabelin liikettd ruudulta) Se...
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Roosa:

Mira:

Roosa:

Mira:

Roosa:

Mira:

Roosa:

Mira:

Roosa:

Mira:

No se vaan vetéd sitd ylos alas. Onko se sillee ettd se liikuttaa sitd niinku x-
akselin suhteen?

x-akselin suhteen?

Ei se kylld voi olla ku toi on niin tdéld (osoittaa koordinaatistosta kohtaa,
jossa sekd x-, ettd y-koordinaatit saavat negatiivisia arvoja).

Seis! (pysdyttdd animaation ja syottdd muuttujalle b arvon 1) b on ykkonen.
Nyt pistetddn tinne ettd b=2.

Kato aina ku laittaa enemmaén niin tuohon (x-akselille) tulee niinku yks ruutu
liséé tolleen.

Elikka... (syottdd seuraavaksi muuttujalle b arvon 3). Niin! Hei!

No mité se hyodyttda?

Ei tdd hyodytd mitenkdén. En maa tiid mité se tekee.

Eiks tuo a vaan niinku levitd sitd?

Sit se tekee niinku niin (ndyttd kisillddn paraabelin aukemista). Mutta mitd
tdd (b) tekee? Se vaan... Se (paraabeli) liikkkuu niin (piirtdd sormella ruudulle
alaspdin aukeavan paraabelin muodon, jota pitkin huippu animaatiossa

liikkui).

Opiskelijat huomaavat siis empiirisesti, miten paraabeli kéyttdytyy parametria b

muutettaessa, mutta he eivit osaa pukea havaintoaan sanoiksi. Parametri b vaikuttaa siis

paraabelin sijaintiin vaakasuunnassa. Voidaan liséksi havaita, ettd paraabelin y = ax? +

bx + ¢ huippupiste siirtyy parametria b muutettaessa paraabelin

y= —ax’+c

kuvaajaa pitkin (Schultz). Tdémé voidaan osoittaa teoreettisesti ottamalla lahtokohdaksi

paraabelin y = ax? 4+ bx + ¢ huipun x-koordinaatti x = — %. Télloin paraabelin huipun

y-koordinaatiksi saadaan
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y=ax’ +bx+c

2
:a.(_ij +b[_ij +c
2a 2a

b> b’
T4 2a
_ b* —4ac
4a
2_
Siis paraabelin huipun koordinaatit ovat (—zb—a,—b 4:“) ja ne toteuttavat yhtélon
y = —ax?+c,silld
b* —4ac 2\?
- =—a-|—-——| +c
4a a
b* —4ac b
-—— =——+c
4a 4a
—b* +4ac =-b* +4ac
0=0.
Siten paraabelin huippu on b:n arvosta riippumatta aina paraabelilla y = —ax? + c.

Juuri tdmén havainnon opiskelijat tekivit GeoGebran animaatio-ominaisuuden avulla.
He myo6s piirsiviat ruudulle paraabelin kuvaajan sormellaan, mutta eivédt osanneet

kuvailla tarkemmin havaintoaan.

4.1.3 Geneerinen paattely

Esimerkin ominaisuuksiin perustuva pddttely

Edelld empiirisesti paraabelin f{x) = -2x° + 2x + 4 huippupisteen ratkaisseet opiskelijat
palasivat opettajan kehotuksesta uudelleen tehtidvéin ja miettivit ratkaisulle patevampad
perustelua aiemman kuvasta katsomisen sijaan. Talloin he kéyttivit geneeristi,
esimerkin ominaisuuksiin perustuvaa péittelyd, jota voitaisiin soveltaa sellaisenaan
my0s muihin samantyylisiin tehtdviin. Opiskelijat keksivét, ettd heidédn tulisi puolittaa
paraabeli, jolloin he saisivat tietdd huippupisteen koordinaatit. He etsivit GeoGebrasta
toimintoa, jolla he péésisivit tavoitteeseensa ja keksivit kayttda paraabelin ja x-akselin
leikkauspisteiden vélisen janan keskinormaalia. Lopputuloksena saatu kuvio nidkyy

kuvassa 10.
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Roosa:

Mira:

Roosa:

Mira:

Roosa:

Mira:

Roosa:

Mira:

Roosa:

Mira:

Roosa:

Mira:

Roosa:

Mira:

Roosa:

Mira:

Roosa:

Mira:

Roosa:

Pystyykd sen tekeen niinku jos laittaa noihin kohtiin, kato, tossa 1 ja 2
(osoittaa paraabelin ja x-akselin leikkauspisteité (-1,0) ja (2,0)). Niin sithén se
menee niinku (ndyttdd sormella kuinka keskinormaali leikkaisi paraabelin

kahtia). Eli -1 ja 2.

Eli jos méé pistén sillee niinku...

Pystyyko téélté laittaan ne pisteet? (osoittaa komentorivid) Jos kirjottaa tohon
-1ja0?

Jos téstd on, se on kolme, niinku tdd (osoittaa nollakohtien etdisyyttd). Silld
tavalla kolme, niinku yksi, kaksi, kolme. Joten se (paraabelin huippu) on téssi
puolivélissa.

Miten siithen pystyy piirtdé niitd pisteiti?

Taalta uusi piste.

Laita se tohon ihan kakkosen kohtaan. Ja sitte laita tohon ykkosen kohtaan.
Sitte ota se puolittajajutska, miké se oli... Keskinormaali. Nyt valitse ne
pisteet.

Nyt se ndyttdd tommosen janan.

Pystyyko tuolta nytte tota niin sen kahden jutun... yhteispisteen? Sield oli
jossain semmonen.

Yhteispiste? Niin jos mé nyt valitsen ton niin toihan on se keskipiste. Eiko
ookki?

Niin, noitten leikkauspiste. Pystyykd sen tuolta jostain kattoon?

Mika leikkauspiste?

Noitten suorien tai mité lie onkaan. Missé se on? (etsii GeoGebran valikosta
kahden objektin leikkauspiste —toimintoa)

Oisko se jossain tdélld? Kahden objektin...(16ytdavat halutun toiminnon
valikosta) Valitse kaksi suoraa tai osoita leikkauskohta. Leikkauskohta on tai
(valitsee hiirelld parabeelin ja keskinormaalin leikkauspisteen).

Se on nyt valinnu ne molemmat (paraabelin ja keskinormaalin).

Se on tdi. Elikkéd C. Leikkauskohta on C.

Se on (0,5; 4,5).

No niin!

Kato mehén onnistuttiin!
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Kuva 10: Paraabelin huipun miérittiminen geneerisesti.

Paittelystd geneerisen tekee se, ettd tdysin samanlainen piittely voidaan tehdd myos
yleisessd tilanteessa. Siis jos opiskelijoille annetaan mikd tahansa paraabeli, joka
leikkaa x-akselin, he pystyvit médrittdiméddn paraabelin huipun koordinaatit edelld
kehittdmalldan ratkaisutavalla. Paittely ei kuitenkaan tdytd deduktiivisen paéttelyn
kriteereitd, silldi oppilaiden pédttely nojaa vield vahvasti esimerkkind olevaan

tilanteeseen, kun taas deduktiivisen pééttelyn tulee olla riippumatonta esimerkeista.
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Osittain esimerkin ominaisuuksiin ja osittain teoriaan perustuva pddttely

Kuten jo aiemmin todettiin, eniten geneeristd, osittain esimerkin ominaisuuksiin ja
osittain teoriaan perustuvaa pééittelyd, esiintyi normaalijakaumaa kisittelevalld lyhyen
matematiikan oppitunnilla. Opiskelijoilla oli kdytossddn valmis GeoGebra-tiedostosto
(Kuva 11), jossa pystyi muuttamaan normaalijakauman muotoa siditdmalld keskiarvoa p

ja keskihajontaa o valmiista liu uista.

Opiskelijoiden ensimmdisend tehtdvdnd on muokata normaalijakauma vastaamaan
annettua aineistoa, kun opiskelijoille on kerrottu: “Erddn oppimistestin tulokset ovat
Jjakautuneet normaalisti siten, ettd keskiarvo on 4 pistettd ja keskihajonta 0,7.”.
Muokattuaan normaalijakauman vastaamaan tehtivdnantoa he siirtyvédt pohtimaan
tehtavéaad “Valitaan satunnaisesti yksi oppilas. Milld todenndkéisyydelld hin on saanut

pistemddrdn, joka poikkeaa keskiarvosta yli 1 pistettd?”.

=4 0.6
—_— -
o=07
—_—
0.4
0.2
Ala=0.843
o & &
f 4 z o 2 4 @ ] 10 1z
-0.24

Kuva 11: Normaalijakauman alle jadvén pinta-alan ratkaiseminen GeoGebran avulla.
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Taru: Okei, valitaan satunnaisesti oppilas. Milld todennidkdisyydelld hén on saanut
pistemiirin, joka poikkeaa keskiarvosta yli 1 pistettd? Eli niinku onko se sitte
kaikki muut paitsi... 1 piste on siis ettd se on saanu vihemmén ku kolme tai
enemman ku viis.

Pilvi: Pitddko siind olla vahintddn yks piste niink6?

Taru: Joo. Poikkeaa yli yks pistettd keskiarvosta.

Pilvi: Aa, okei. No sitte se on joko kolmen alapuolella tai viien yldpuolella.

Taru: Laitetaanko tuohon nyt taas se ala ja miinustetaan siitd (koko alasta) se vai...

Opiskelijat ovat jo aiemmin tunnilla ratkaisseet samantapaisen tehtdvin. He méaarittavét
GeoGebran avulla pisteiden 3 ja 5 vilisen alan (Kuva 11) ja vdhentdvat sen koko pinta-
alasta, jonka he tietdvét teorian nojalla olevan 1. Télldin he saavat vastaukseksi
kysytyn “héntien” alan eli todennékoisyyden, ettd satunnainen oppilas saa yli 1 pisteen

keskiarvosta poikkeavan pistemdéran.

Opiskelijoiden kayttima paittely on siis sovellettavissa yleiseen tilanteeseen. Annettiin
heille minkd tahansa todennékoisyyden laskeminen, he voivat selvittdd sen samalla
keinolla laskemalla aluksi pisteiden viliin jddvin pinta-alan ja vdhentdmaélld sen sitten
teorian nojalla kokonaispinta-alasta 1. Siten opiskelijoiden kdyttima pédittely osin

esimerkin ominaisuuksiin ja osin teoriaan perustuvaa geneeristd pasttelya.

4.1.4 Deduktiivinen paattely

Deduktiivista pdittelyd esiintyi oppitunneilla melko vahédn. Formaalia piittelyd ei
ilmennyt ollenkaan, vaan kaikki deduktiiviset paittelyt olivat ajatuskokeita. Ympyrin
tangenttia késittelevilld oppitunnilla opiskelijat selvittdvit, onko kuvan 12 kulmilla o ja

B jokin yhteys.
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Kuva 12: Ympyrin keskuskulman ja tangenttikulman vélinen yhteys

Terhi: No sitte, onko kulmilla A ja B jokin yhteys?

Opettaja: Se tarkottaa sité, ettd jos te tiidtte toisen niin voitteko te jotenki toista
paatella siita.

Aino: No noi on koko ajan 180 (osoittaa kulmia ACB ja ADB), niin niitten

(osoittaa kulmia a ja ) summaks pitdd tulla kans 180. Eiks vaan?

Opiskelijat kéyttavéit paittelyssd apuna esimerkkind olevaa kuviota, mutta pdittely
tapahtuu kuitenkin tdysin yleisessé tilanteessa. He eivét kdytd kuvassa nékyvid kulmien
astelukuja, vaan léhtevét pdittelyssddn liikkeelle aiemmin osoittamastaan tuloksesta,
jonka mukaan ympyrén siteen ja tangentin vélinen kulma on suora. Tdmén jilkeen he
paittelevdt nelikulmion kulmien summan perusteella, ettd jéljelld olevien kulmien

summan tdytyy olla /80°.

Vaikka opiskelijat ovat vakuuttuneita paéttelynsd oikeellisuudesta, he sortuvat
tietdmattaan kayttdmadn kehdpditelmas, silld he ovat aiemmin osoittaneet kulmien ACB
ja ADB olevan suoria vidhentimélld nelikulmion kulmien summasta ympyrdn
keskuskulman ja tangenttikulman suuruudet. Téssd vaiheessa opettajan ohjauksen rooli
opiskelijoiden paittelyn oikeellisuudessa korostuu. Tutustumme seuraavassa alaluvussa
opettajan ohjaukseen ja siithen, kuinka opettaja voi omalla toiminnallaan vaikuttaa

opiskelijoiden kdyttdmiin paddttelyn muotoihin.
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4.2 Opettajan ohjauksen rooli paattelyssa

Seuraavassa tarkastellaan esimerkkien avulla, millainen vaikutus opettajan ohjauksella
on opiskelijoiden kayttdmddn péadttelyn muotoon. Aiempien tutkimusten (mm.
Arzarello, Olivero, Paola & Robutti, 2002; Choi-Koh, 1999) mukaisesti havaitsin, ettd
opettajan antama ohjaus ja kannustus edesauttavat opiskelijoita etsimdén patevimpid

perusteluja viitteilleen.

Yhden oppitunnin aikana opettaja ei ehtinyt yleensi kdydd kovin montaa kertaa yhden
opiskelijaparin luona. Niinp4 tilanteita, joissa opettaja ohjaa opiskelijoita tehtivissi, ei
ollut kovinkaan montaa yhté tuntia kohden. Usein opettaja vain kévi katsomassa, mihin
tehtdvddn asti opiskelijat ovat pédsseet tai kdvi tarkkailemassa opiskelijaparin
tyoskentelyn sujumista. Lisdksi opiskelijat kaipasivat neuvoa tehtdvdnannon
ymmaértdmisessd, jolloin opettaja antoi vinkkeja siitd, mitd tehtivéssad tulee tehdi tai
vahvisti opiskelijoiden idean tehtidvén tarkoituksesta. Tuntien aikana opettajat selvittivit
opiskelijoille mm. mitd tarkoitetaan kulmien yhteydelld tai mitd tulee tehdd, kun
tehtdvissd pyydetddn maédrittdmédn yleinen sdintd esimerkiksi annetun funktion
derivaatalle. Léhes joka tunnilla opiskelijat tarvitsivat apua myos GeoGebran kdytossa.
Peruskdyttd sujui oppilailta hyvin ja apua kaivattiinkin 1dhinnd erikoisempien

toimintojen kanssa.

Tarkastellaan seuraavassa ldhemmin neljdd tilannetta, joista ensimmdiisessd palaamme
edelld luvussa 5.1.3. késiteltyyn paraabelin huipun ratkaisemiseen ja tarkastelemme nyt
keskustelua, jonka seurauksena opettaja saa opiskelijat palaamaan uudelleen tehtdavéén.
Toisessa tarkasteltavassa tilanteessa opettaja saa ohjauksensa avulla opiskelijat
nostamaan paéttelynsd auktoriteettiin vetoavasta pidittelystd empiiriseen péittelyyn ja
kolmannessa tilanteessa korjaamaan kirjoittamansa vastauksen vastaamaan heiddn
tekemidén paéttelyitd. Neljannessd katkelmassa tarkastellaan opettajan roolia tutkivan

matematiikan oppitunneilla.

Aiemmin luvussa 5.1.3. tutustuimme tilanteeseen, jossa opettajan kehotuksesta
opiskelijat palasivat uudelleen tehtivéddn, jossa tuli méérittid paraabelin huipun

koordinaatit. Opettaja tuli opiskelijoiden luokse kysymiin, miten he ovat ratkaisseet
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edelliset kaksi tehtéivdd, joissa piti médrittdd annettujen paraabelien huippujen

koordinaatit.

Opettaja: Keksitteko te jotain perusteluja noihin? (paraabelien huippujen
méadrittamiset)

Mira: Nooo... Ei. Me voidaan miettii niitd sitte myohemmin.

Opettaja: Milla tavalla te saitte tuon?

Mira: Tén avulla! (osoittaa tietokonetta ja GeoGebraa naureskellen) En maa
sitte tiild mitd mai talla tein, mutta... Neuvo mua.

Opettaja: Onkos teilld se jossain ylhéélld miten te laskitte sen?

Roosa: Ei.

Mira: Me voidaan kattoo niitd sitte mydhemmin vield tarkemmin.

Opettaja: Pitdis keksid jotain perusteluja nytte. Elikka jos kuvasta kattoo niin sield
voi olla vaikka ettd se onki 0,50000001 ja sitte sitd ei nadakkaén.

Mira: Joo me voidaan kattoo ne myohemmin.

Edellisestd keskustelusta huomataan, ettd opiskelijoiden vakuuttaminen perustelujen
tirkeydestd ei aina ole opettajalle helppoa. Opiskelijat eivdt milldén viitsisi endd
perustella omasta mielestdén jo ratkaistua tehtdvdd, joten he jankkaavat opettajalle
vastaan. Opiskelijat siirtyvitkin opettajan ldhdettyd ratkaisemaan seuraavaa tehtévai,
mutta kun he eivdt oikein pédse tehtdvéssd alkuun, he palaavat kuitenkin vield

paraabelitehtdvéin.

Opettajan on siis ohjauksessaan oltava kannustava ja rohkaiseva, mutta kuitenkin
jamikki ja vaatia opiskelijoilta hyvid perusteluita ja kannustaa heitd yrittdimiin
parhaansa eikd meneméén siitd, mistd aita on matalin. Opettaja toimi tilanteessa hyvin,
silli hin ei luovuttanut, vaikka opiskelijat useaan kertaan sanoivat miettivinsa
perusteluja myohemmin. Oppitunnilla voikin kdydd helposti niin, ettd opiskelijoilta
jaavat perustelut kokonaan miettiméttd, vaikka he vakuuttavat opettajalle pohtivansa
niitd mydhemmin, mikali opettaja ei ole tarpeeksi tiukkana perustelujen vaatimisen

suhteen.

Auktoriteettiin  vetoavan pédittelyn yhteydessd tarkastelimme sinid ja kosinia

yksikkdympyrissd késittelevdd oppituntia, jossa opiskelijat selvittivit laskimen avulla,
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milld kulmalla yhtdlo cosx = 0,5 toteutuu. Lisdkysymykseen “Onko ehdon toteuttavia
kulmia enemmén?” opiskelijat veikkasivat -60° kulman kiyvéin ja tarkistivat asian
laskimella. He eivit pohtineet muita mahdollisia ratkaisuksi sopivia kulmia. Opettaja

saa kuitenkin opiskelijat tarkastelemaan tehtavéa viela uudelleen.

Venla: Me ei oikeen tiietd ettd onks ne ihan oikeen...

Opettaja: Than hyviltd ndyttdd. No, onko vield muita tossa ku noi kaks (-60° ja -60°
kulmat)?

Venla: No, emma tid. En mé4 tiid miten sen pystyy niinku ettimién.

Opettaja: Katoitteko te niinku tolla GeoGebra-ohjelmalla noi?

Essi: Ei... Laskettiin laskimella.

Opettaja: Noniin. Kokeilkaapas sill4 sitte pahkailla se etti. ..

Opiskelijat ryhtyvét opettajan kehotuksesta tarkastelemaan GeoGebralla systemaattisesti
kosinin arvoja eri kulmilla. He luulevat jo 16ytineensd ehdon toteuttavan kulman, mutta
huomaavat sitten, ettd cos/20° = -0,5, eikd 0,5. Tamin jéilkeen opiskelijat toteavat
virheellisesti, ettd muita ehdon toteuttavia kulmia ei 10ydy, silli he eivit hoksaa
tarkastella yli 360° olevia kulmia. Opettaja kuitenkin sai toiminnallaan ohjattua
opiskelijat tarkastelemaan vditteensd todenmukaisuutta ja uudella tarkastelulla
opiskelijat olisivat hyvinkin voineet 10ytda vield lisdd sopivia kulmia. Joka tapauksessa
opettajan toiminta nosti opiskelijoiden paittelyn auktoriteettiin vetoavasta pééttelystd

empiiriseen paittelyyn, jossa yleistys tehddén tarkoin valituista esimerkeista.

Edelld huomattiin siis sekéd opiskelijoiden tyytyminen laskimella saatuun ratkaisuun,
ettd opettajan ohjauksen positiivinen vaikutus opiskelijoiden kéyttdméén paittelyyn.
Edellé opiskelijat eivit pidse pdittelyssdin kuin empiiriselle tasolle, mutta opettaja sai
toiminnallaan opiskelijat ajattelemaan tilannetta kdytdnndssd eikd vain luottamaan
sokeasti laskimeen. Opettajan on siis tidrkedd kannustaa opiskelijoita etsimdén
patevampid perusteluja, jotta opiskelijat toisaalta ymmartivit aukottoman paéttelyn

tarkeyden ja toisaalta oppivat tekemdidn johdonmukaisia ja loogisia padtelmid.

Opiskelijat ratkaisivat ympyrén tangenttia késittelevilld oppitunnilla ympyran keskus-
ja tangenttikulman yhteyteen liittyvadd tehtdvédd. Opiskelijoilla oli kéiytossddn valmis

GeoGebra-tiedosto (Kuva 13), jossa pistettd B pystyi liikuttamaan ja samalla
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tarkkailemaan kulmien a ja B suuruuksia. Opiskelijoiden tehtdvéni oli pisteen B sijaintia

muuttamalla selvittdd, kuinka suuri keskuskulma a voi korkeintaan olla.

Kuva 13: Tehtévé, jossa opiskelijoiden tulee tutkia pistettd B muuttamalla, kuinka suuri

keskuskulma alfa voi olla.

Opiskelijat ovat liikuttaneet pistettd B mahdollisimman kauas ympyrésti ja huomanneet
kulman o ldhestyvit 780 astetta. Kulman ollessa /80 astetta, suorat eivit endd leikkaa,
joten opiskelijat ovat kirjoittaneet vastaukseksi, ettd keskuskulma o voi olla 779°.

Opettaja puuttuu keskusteluun.

Opettaja: Misti te paéttelitte, ettd tuo ei voi olla 179 astetta?

Terhi: Voihan se olla vaikka 179,999 mutta sitte jos se on 180 astetta...

Aino: Niin sitte se menee pédllekdin

Terhi: ...niin sitte tota ne on sillee yhdensuuntaset ne suorat eiké ne leikkaa
ikina.

Opettaja: Joo. Just.

Terhi: Et sillee alle 180 ku se on niin sitte ne voi leikata.
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Opettaja: Oikeen hyvi. Mutta sitte toi 179 on véhd harhaanjohtava vastaus mutta

oikea oli perustelu.

Opiskelijat muuttavat keskustelun seurauksena vastaukseksi: Keskuskulma alfa voi olla
alle 780°. Opiskelijat olivat siis paitelleet tehtdvin ihan oikein, mutta he olivat
kirjoittaneet vastauksen virheellisesti. Vaikka tutkivan matematiikan oppitunneilla oikea
vastaus ei olekaan pédasia, vaan tarkoituksena on keskittya pééttelyihin ja perusteluihin,
on opettajan mielestdni huolehdittava opiskelijoiden vastausten tdsmaillisyydesta.
Opettaja toimi myos erittdin hienosti kysyessdin opiskelijoilta perusteluita viitteelle sen
sijaan, ettd olisi aluksi huomauttanut vééristd vastauksesta. Opiskelijat kertoivatkin
innokkaasti perustelunsa opettajalle ja kokivat opettajan kannustavien ja hyviksyvien

kommenttien my6td onnistuneensa tehtdvéssa.

Jo luvussa 2.2. esiteltdessd tutkivan matematiikan oppitunnin kulkua korostettiin sité,
ettd opettajan tulee kannustaa opiskelijoita keksiméén ja esittiméddn omia ratkaisujaan
eikd antaa valmiita vastauksia opiskelijoille. Derivaattafunktiota ja derivoimissdantoja
kisittelevilld oppitunnilla opiskelijat ovat yrittdneet muodostaa sééntdé, jolla saadaan
funktion f derivaatta missé tahansa kohdassa x, kun funktiona on f{x) = 3. Opiskelijat
kiistelevit siitd, onko derivaattaa olemassa kyseisessd tilanteessa ja jos on, onko

derivaatta kyseisessa tilanteessa 0 vai 3. He kysyvit opettajalta neuvoa.

Ville: Hei, onks timmosessa derivaatta aina 3?

Jaakko: Vai oks se nolla?

Ville: Eiks se 0o nolla téssa eikéd kolmonen?

Opettaja: Se on teiddn nyt selvitettdva.

Ville: Okei.

Opettaja: Muistakaa vaan miten se katottiin se derivaatta ja...

Ville: Niin.

Jaakko: Niin joo.

Opettaja: ...miten se derivaatta katotaan geometrisesti. Kokeilkaa sitd b-kohtaa

kans ja kattokaa mité sielté tulee.

Opiskelijat alkavat pohtia, mitd derivaatalla tarkoitettiinkaan ja muistavat sen olevan

tangentin kulmakerroin. Ville tulee siihen tulokseen, ettd derivaatan arvon tdytyy olla
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nolla, mutta pojat jatkavat edelleen kiistelyéd aiheesta. He ovat turhautuneita siitd, etti
opettaja ei auttanut heitd heididn toivomallaan tavalla. Opiskelijat olisivat toivoneet
opettajalta suoraa vastausta siitd, onko funktion f{x) = 3 derivaatan arvo nolla vai
kolme. Opettaja toimi kuitenkin juuri oikein ohjatessaan opiskelijat itse pohtimaan
vastausta ja antaessaan vain vinkin siitd, mistd opiskelijoiden kannattaa paittelyssd
lahted liikkeelle. Opiskelijat luultavasti vain vaativat hieman totuttelua uuteen

tyOtapaan, jotta he oppivat luottamaan omiin johtopaatoksiinsa.

Opettaja voisi yrittdd valttdd opiskelijoiden turhautumista olematta ndin suoraan
antamatta vastausta opiskelijoille ja pyrkid sen sijaan luomaan keskustelua tehtidvésti
opiskelijoiden kanssa. Opettaja voi esimerkiksi tiedustella opiskelijoilta syitd siihen,
miksi he uskovat derivaatan olevan nolla tai vaihtoehtoisesti kolme. Tallin opettaja ei
edelleenkdén paljasta suoraan vastausta opiskelijoille, mutta tehtdvin pohtiminen

yhdessé opiskelijoiden kanssa saattaa auttaa opiskelijoita keksiméén itse ratkaisun.

Esimerkkien pohjalta voidaan havaita, ettd opettajan ldsndolo tutkivan matematiikan
oppitunneilla on erittdin tdrkedd. Opiskelijat saavat opettajalta tukea, rohkaisua ja
tarvittaessa neuvoja piéstikseen eteenpdin tehtdvissd. Opettajan kyseenalaistaessa
opiskelijoiden ratkaisun, opiskelijat saavat aikaan pédtevimpid péittelyketjuja ja
parantavat sitd kautta pdattelyddn teoreettisempaan suuntaan. Liséksi opettajan kanssa

keskustelu ndyttiisi auttavan opiskelijoita jdsentimiin omaa ajatteluaan.
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5 POHDINTA

Tutkimuksen tarkoituksena oli muodostaa luokittelu opiskelijoiden matemaattisen
paittelyn muodoista tutkivan matematiikan oppitunneilla. Lisdksi tavoitteena oli saada
tietoa opiskelijoiden kéyttdmistd pddttelyn muodoista sekd tarkastella opettajan
ohjauksen vaikutusta oppitunneilla. Laadulliselle tutkimukselle ominaisesti tavoitteena
oli myds pyrkid ymmaértiméédn tutkittavien opiskelijoiden toimintaa tutkittavassa

tilanteessa.

Tarkastellaan seuraavassa opiskelijoiden kéyttdmid pééttelyitd tutkivan matematiikan
oppitunneilla, opettajan ohjauksen vaikutusta, opiskelijoiden keskusteluista tehtyja
johtopéétoksid sekd tutkimuksen luotettavuutta. Esitelldin myods tutkimuksen pohjalta

esiin nousseita jatkotutkimusehdotuksia.

5.1 Opiskelijoiden kayttamat paattelyt oppitunneilla

Tutkivan matematiikan oppitunneilla esiintyi eniten empiiristd paittelyd, mika vahvistaa
edellisten tutkimusten (mm. Cafiadas & Castro, 2007; Jones, 2000; Choi-Koh, 1999)
tuloksia. Kaikista pééttelyistd jopa yli puolet (55,1 %) oli empiirisid. Toiseksi eniten
esiintyi ulkopuoliseen ldhteeseen vetoavaa paittelyd (19,1 %) sekd geneeristd paittelyd
(19,1 %). Vihiten opiskelijat kéyttivdt oppitunneilla deduktiivista pééttelyd (6,7 %).
Dynaamisen geometriaohjelman, téssd tutkimuksessa GeoGebran, kéyttd tekee
esimerkkien kdyton pédttelyn apuna helpoksi, mikd lisdd empiiristd ja geneeristi
paittelyd. Havainto tukee Jonesin (2000) tutkimustuloksia, silld myds hidn huomasi
tutkimuksessaan geometriaohjelman dynaamisen luonteen vaikuttavan opiskelijoiden
paittelyyn ja ohjelman tukevan empiiristd paattelyd. GeoGebralla onkin erittdin helppo
tutkia annetun kuvion ominaisuuksia esimerkiksi raahaamalla pisteitd ja péitelld sitten
kuvasta katsomalla tehtdvéin ratkaisu. Tutkimuksen tulokset ovat yhteensopivia myos
Cafiadasin ja Castron (2007) huomioiden kanssa, joiden mukaan induktiivinen,
havaintoihin pohjautuva, pédittely on luontevaa toisen asteen opiskelijoille ja
opiskelijoilla on taipumus ldhestyd tehtdvid empiirisesti matemaattisen rakenteen

tarkastelun sijaan.
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Tehtdvien tutkiminen empiirisesti auttaa opiskelijoita hahmottamaan tilannetta ja
huomaamaan lainalaisuuksia esimerkiksi funktioiden kéyttdytymisessd tai kuvioiden
ominaisuuksissa. My0s Choi-Koh (1999) huomasi tutkimuksessaan koehenkilonsi
lahestyvdn geometrian ongelmia empiiristen havaintojen kautta ja muodostavan niiden
pohjalta matemaattisen véitteen. Empiirinen pdittely onkin tarkedd juuri ymmaértdmisen
ja viitteen muodostamisen kannalta. Empiirinen havainto saa opiskelijat uskomaan
vditteen todenmukaisuuteen, jonka jilkeen sitd on mielekkddmpad ldhted osoittamaan
todeksi. Opiskelijoille tulisi kuitenkin tdhdentdd, ettd empiirisen péittelyn liséksi he
tarvitsevat my0s matemaattisempia, teoriaan pohjautuvia péaittelyitd osoittaakseen
konstruoimansa viitteen todenmukaisuuden aukottomasti. Empiirinen paittely ei siis

saa olla opiskelijoiden ainut keino perustella véitteita.

Usein opiskelijat toimivatkin oppitunneilla juuri edelld kuvatulla tavalla. He
hahmottivat tehtévid ja etsivit ratkaisua empiirisesti GeoGebran avulla ja lahtivit sitten
ideansa oikeellisuudesta vakuuttuneena etsimdin konstruoimalleen vditteelle
patevimpéd perustelua. Siten opiskelijat kéyttivit saman tehtdvéin sisélld useita eri
paittelyn muotoja. Kéytettyjen pdittelyn muotojen osuuksia tarkasteltaessa on siis
muistettava, ettd geneeristd tai deduktiivista pédittelyd on saattanut edeltdd empiirinen
havainto tilanteesta, mikd nostaa empiirisen péittelyn osuutta kaikista paittelyista.
Lisdksi joissakin tilanteissa opiskelijat saattoivat konstruoida viitteensd geneerisesti tai
deduktiivisesti ja sen jilkeen testata viitteen paikkansa pitdvyyttd empiirisesti. My0s
nami viitteiden testaamiset nostavat empiiristen paittelyiden mairdd. Useilla tunneilla
tehtdvien joukossa oli myos ldmmittelytehtivid, jotka pystyi yleensi ratkaisemaan joko
ulkopuoliseen ldhteeseen vetoavan piittelyn tai empiirisen paittelyn avulla. My0ds ndma
tehtdvét luokiteltiin samanarvoisina kuin muutkin tehtivét, joten nekin lisddvat muiden

kuin geneeristen ja deduktiivisten paittelyiden osuutta kaikista pééattelyista.

Oppitunneilla kaytetyt paittelyt eivdt jakautuneet tasaisesti eri pddttelyn luokkiin
oppituntien valilld. Useimmilla oppitunneilla esiintyi eniten empiiristd pédattelyd, mutta
joillakin oppitunneilla geneerisen paittelyn osuus oli suurempi. Nayttdisi siis, ettd myos
tunnin aihe ja erityisesti tunnilla ratkaistavat tehtdvit vaikuttavat opiskelijoiden
kayttdmadn pdittelyyn. Lisdksi on huomioitava, ettd tutkittavat opiskelijat vaihtuivat

joka tunnilla, joten myos opiskelijoiden taitotaso vaikuttaa pééttelyihin. Oppitunneilla,
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joiden aiheet liittyivdt puhtaasti geometriaan (esimerkiksi tunnit, joilla tarkasteltiin
ympyrdn ominaisuuksia), kéytettiin eniten empiiristd pééttelyd. Geometria onkin
yleisesti aiheena sellainen, ettd empiiriselld paittelylld on suuri rooli, silld useimmat
lukiogeometriassa kisiteltdvdt tehtdvdat on mahdollista piirtdd ja pohtia ratkaisua
kaytdnnon kautta. Geneeristd ja deduktiivista pééttelyd taas syntyi helpoiten, kun
keksittiin  kéyttdd GeoGebraa muussa kuin geometriaan liittyvissd tehtdvissa.
Esimerkiksi normaalijakauman yhteydessd opiskelijat pédsivit soveltamaan
teoriatietouttaan todenndkoisyyksistd ja samalla tutkimaan normaalijakauman
ominaisuuksia GeoGebran avulla. Toki oppilaat saivat aikaiseksi geneerisid ja jopa
deduktiivisia péittelyitdi myos geometriaan liittyvien tehtivien yhteydessd, mutta

vihemmaén kuin muilla oppitunneilla.

Aineistosta nousee esiin deduktiivisen pééttelyn véhyys tutkivan matematiikan
oppitunneilla. Lukion opetussuunnitelman (2003) mukaan pitkdin matematiikan
opiskelijoilta vaaditaan, ettd opiskelija osaa perusteluiden laatimisen lisdksi my0s
arvioida perustelujensa pétevyyttd sekd tulosten yleistettivyyttd. Opiskelijan on siis
ymmarrettdvd, ettd pelkkd empiirinen havainto ei riitd yleistimiseen vaan siihen
vaaditaan loogisesti etenevdd, teoriaan nojaavaa pdéittelyd. Opiskelijat kuitenkin
padsivit geneerisen tai deduktiivisen pédttelyn tasolle viidelld oppitunnilla kuudesta.
Kun huomioidaan opiskelijoiden tydskentelyprosessi, jossa tehtdvid hahmotetaan
yleensd empiirisesti, voidaan geneeristen ja deduktiivisten péattelyiden maarad
oppitunneilla pitdd hyvinéd. Perinteisen matematiikan oppitunnin péittelyitd ei ole
luokiteltu, mutta opetuskokemukseni perusteella uskaltaisin véittdd, ettd oppikirjan
tehtdvien ratkaiseminen on useimpien opiskelijoiden kohdalla manipulatiivista
lausekkeiden muokkaamista sekd annetun esimerkin soveltamista kyseessd olevaan
tehtdvdan. Téassd valossa tutkiva matematiikka ndyttdd auttaneen opiskelijoita oikeasti
pohtimaan matematiikan ilmiditd ja muodostamaan monipuolisia pédttelyitd pelkdn

laskimen kéyton ja kirjan esimerkkien matkimisen sijaan.

Nostaisin tutkimuksen perusteella tirkeimmiksi deduktiivista pééttelyd edistaviksi
tekijoiksi opettajan motivoinnin ja toiminnan tunneilla sekd toisaalta tehtivien
deduktiivista pdittelyd vaativan luonteen. Opettajan on korostettava opiskelijoille

perustelun tirkeyttd seki toisaalta laadittava tunnilla ratkaistavat tehtavét sellaisiksi, etti
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ne myds vaativat syvillisempad paittelyd pelkkien empiiristen havaintojen tekemisen
sijaan. Inouen ja Buczynskin (2011) mukaan tutkivan matematiikan oppitunneilla
esitettdvien kysymysten tulisi olla avoimia, jotta ne mahdollistavat luovan ajattelun. Siis
oppituntien tehtévien tulisi olla sellaisia, etti ne vaativat pelkdn vastauksen sijaan

pohtimista ja perustelemista. Olisi my0s hyvai, jos tehtiviin olisi useita eri ratkaisutapoja.

Jones (2000) on todennut matemaattisten lausekkeiden muotoilun ja niiden
ymmairtdmisen olevan oleellista siirryttdessd kohti deduktiivista paittelyd. Nididen
taitojen kehittymistd voidaan hédnen mukaansa edistdd juuri huolellisesti suunniteltujen
tehtdvien ja opettajan ymmartivan ohjauksen avulla, mikd tukee havaintojani. Lisdksi
Marrades ja Gutiérrez (2000) korostavat samanaikaisen aiheeseen liittyvien
matemaattisten késitteiden opiskelun tirkeyttd opiskelijoiden pédttelyn kehittymisen
kannalta. Oppitunnin aiheeseen liittyvdt matemaattiset késitteet kdyddénkin lépi

tutkivan matematiikan oppitunnin viimeisessa osiossa eli koontivaiheessa.

5.2 Opettajan ohjaus oppitunneilla

Opettaja on oppitunneilla opiskelijoiden tuki ja turva, jolta he voivat kysya tarvittaessa
neuvoa esimerkiksi GeoGebran kéyttoon, tehtdvidnantojen selkeyttdmiseen tai uusien
késitteiden ymmartdmiseen liittyen. Vaikka tutkivan matematiikan perusajatuksena
onkin itse tekeminen ja itse keksiminen, opettajan on kuitenkin tdrkedd olla luokassa
saatavilla, jotta opiskelijat saavat tarvittaessa neuvoja, eivitkd jadmdhdd hankalaan

tehtévién ja turhaudu.

Tutkivan matematiikan oppitunneilla keskustelu opettajan kanssa sai opiskelijat
virittdytymaidn matemaattiseen ajatteluun ja tuotti hedelmdllisid péattelyitd ja
keskusteluita opiskelijoiden kesken, mikd vahvistaa Choi-Kohin (1999) havaintoja.
Opettajan tulisikin mahdollisuuksien mukaan keskustella opiskelijoiden kanssa heididn
GeoGebralla tekemistidén havainnoista, jolloin opiskelijat toisaalta Choi-Kohin mukaan
orientoituvat geometriseen ajatteluun, mutta my0s saavat vahvistusta ajatuksilleen.
Opettajan on lisdksi tdrkedd kierrelld luokassa ja keskustella opiskelijoiden kanssa, jotta
hin huomaa, ovatko opiskelijat oikeasti ymmarténeet tehtdvén ja tunnilla opiskeltavan

asian. Kerannon (1997) mukaan opettaja paédsee selville opiskelijoiden ajattelusta myos
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pelkéstiin tarkkailemalla ja kuuntelemalla opiskelijoiden keskustelua.

Havaitsin tutkimuksessa Choi-Kohin (1999) tavoin myds opettajan positiivisen
vaikutuksen opiskelijoiden muodostamiin piéttelyihin. Useissa tapauksissa opettaja sai
ohjauksellaan opiskelijat pohtimaan uudelleen pééttelydén ja yleensd myds parantamaan
sitd patevammaéksi. Opettaja saattoi esimerkiksi pyytdd lisdperusteluita tai tiedustella
opiskelijoiden ratkaisutapaa tiettyyn tehtivddn. Jos opettaja ei pitdnyt perustelua
tarpeeksi patevind, opiskelijat yleensa jatkoivat tehtdvéan pohtimista opettajan ldhdettya.
Usein pelkkéd opettajan kanssa keskustelu sai aikaan ahaa-eldmyksid ja ymmérryksen
siitd, miksi opiskelijoiden oma pééttely ei ole pitevd. Tdmé vahvistaa myds Marradesin
ja Gutiérrezin (2000) havainnon, jonka mukaan silld, millaisia vastauksia opettaja

hyviksyy, on térked rooli opiskelijoiden edistymisessa.

Opettajan tdytyy kuitenkin muistaa ohjauksessaan olla paljastamatta tehtdvien
vastauksia opiskelijjoille ja olla suoraan vastaamatta opiskelijoiden kysymyksiin
vastaustensa oikeellisuudesta. Téllaisissa tilanteissa opettaja voi esimerkiksi tiedustella
opiskelijoilta, miten he péittelivit vastauksensa ja painottaa siten ajattelun ja pééttelyn

merkitystd oikeiden vastausten sijaan.

5.3 Opiskelijoiden keskustelut oppitunneilla

Opiskelijoiden keskusteluista huomataan, ettd he ratkaisevat tehtdvid yrityksen ja
erehdyksen kautta. GeoGebra antaakin eri vaihtoehtojen kokeilemiseen erinomaisen
mahdollisuuden. Kun kuvioiden piirtdmiseen laskimella tai paperilla ei kulu turhaan
aikaa, opiskelijat voivat kdydd helposti ldpi eri tilanteita ja tarkkailla, mitd annetulle
kuviolle tapahtuu. GeoGebra tarjoaa usein myos mahdollisuuksia kokeilla ratkaisuja,

joihin opiskelijoiden kérsivéllisyys ei pelkdn kynén ja paperin avulla riittéisi.

Keskusteluista huomataan myos, ettd opiskelijoilla kuluu jonkin verran aikaa
GeoGebran toimintojen etsimiseen ja ohjelmaan tutustumiseen. He eivit valttimétta
tiedd, mitd kaikkea ohjelmalla voisi tehdd eivitké siten osaa tdysin hyodyntdéd ohjelman
tarjoamia mahdollisuuksia. Opiskelijoiden tottuessa kdyttimiédn GeoGebraa ja ennen

kaikkea tottuessa tutkivan matematiikan tyyliin, nimékin ongelmat luultavasti viistyvit.
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Oppituntien perusteella opiskelijat ovat epdvarmoja omista, GeoGebran avulla
aikaansaamistaan ratkaisuista. He tuntuvatkin tarvitsevat opettajalta vahvistusta
vastaustensa oikeellisuuteen. Tutkivan matematiikan oppitunneilla opiskelijoilta

i3]

toistuivat usein kysymykset “Eiko ookki niin, ettd...” tai ” Me ei oikeen tiietd ettd onks
ne ihan oikeen...”, vaikka useimmissa tapauksessa opiskelijat olivat ratkaisseet tehtavin
tidysin oikein. Opettajan tulisikin Hihkioniemen (2011) mukaan muistuttaa opiskelijoita
siitd, ettd tutkivan matematiikan oppitunneilla oikea vastaus ei ole pddasia ja korostaa
ajattelun ja paittelyn merkitystd. Vastausten oikeellisuuden pohtimisen lisdksi suurin
osa tutkivan matematiikan oppitunneille osallistuneista opiskelijoista epdili, ettei ole
oppinut tunnin aikana yhtddn mitéén, vaikka todellisuudessa tutkimusten (mm. Battista,
2002) mukaan ongelmakeskeisen oppimisen kautta opitut tiedot ovat pysyvid verrattuna
perinteisen matematiikan opetuksen pintapuoliseen oppimiseen. Néiden yhteydessd
korostuukin tutkivan matematiikan oppitunnin koontivaiheen tirkeys. Kun tehtdvét
kdydadn ldpi opettajajohtoisesti yhdessd koko luokan kanssa, opiskelijat sekd

huomaavat ratkaisujensa oikeellisuuden etti tajuavat oppineensa huomaamattaan uusia

asioita.

Opiskelijat my0s tuntuvat tehtévissd menevian mieluiten siitd, misté aita on matalin. Jos
tehtdvinannossa ei pyydetd perustelua, opiskelijat eivét 1dhde sellaista kirjoittamaan.
My®ds perustelujen kirjoittaminen niitd vaadittaessa tuntuu olevan opiskelijoille todella
tyolastd. Esimerkiksi analyyttisen geometrian tunnilla opettaja kidvi useaan otteeseen
muistuttamassa opiskelijoita perusteluiden kirjoittamisesta, mutta opiskelijat vakuuttivat
aina tekevinsd aluksi tehtdvit ja kirjoittavansa sitten perustelut. Perustelut jaivit silld
oppitunnilla kirjoittamatta. Opettajan onkin Arzarellon ym. (2002) tutkimuksen
mukaisesti tdrkedd korostaa perustelujen merkitystd ja vaatia opiskelijoita kertomaan,

miksi heiddn saamansa tulos pitee.

5.4 Tutkimuksen luotettavuus

Tutkimus on luonteeltaan laadullinen tutkimus, jossa oli tarkoituksena saada kuvailevaa
tietoa siitd, millaisia pdittelyn muotoja opiskelijat kdyttdvit tutkivan matematiikan
oppitunneilla. Tarkoituksena ei siis ollut niinkd4n saada yleistettivdd tietoa

opiskelijoiden paittelystd, vaan lisétd tietoutta opiskelijoiden paittelyn muodoista ja
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kuvata péittelyketjuja. Nédiden avulla voidaan paremmin ymmaértdd opiskelijoiden

paittelya ja sitd kautta 16ytdd keinoja, joilla opiskelijoita voidaan parhaiten tukea.

Tuntien videointi  ja Powellin, Franciscon  ja Maherin (2003)
videoanalysointimenetelmén pohjalta muokattu aineiston analysointitapa toimivat
tutkimuksessa erittdin hyvin. Videoiden avulla opiskelijoiden paittelystd sai tarkan
kuvan, silld videoita pystyi katsomaan uudelleen ja uudelleen. Opiskelijoiden tayttdmat
tehtdvamonisteet eivit tarjonneet juurikaan lisdinformaatiota videoiden rinnalla, silld
opiskelijat kirjasivat monisteisiin yleensd pelkdstddn vastaukset, eivdt niinkdin

ratkaisutapoja tai sitd, miten olivat ratkaisuun péétyneet.

Videoiden koodauksessa pyrin varmistamaan videoiden usealla katsomiskerralla sen,
ettd samanlaiset péittelyt on koodattu samaksi pééttelyn muodoksi niin tuntien sisélld
kuin myds eri tuntien valilld. Tutkimuksen luotettavuutta olisi voitu tdssd vaiheessa
parantaa toisen tutkijan avulla. Toisen luokittelijan koodattua saman aineiston saman
paittelyn muotojen luokittelun avulla, merkintdjd olisi voitu verrata toisiinsa. Tuomen
ja Sarajirven (2006) mukaan luotettavuus voidaan katsoa hyviksi, jos yli 80 %
merkinndistd on samoja. Pro gradu -tutkielman puitteissa toisen tutkijan kayttdminen ei
kuitenkaan ole ajallisesti eikd resurssien puitteissa mahdollista. Sen lisdksi, ettd
tuplakoodaus olisi vienyt paljon aikaa, toista luokittelijaa olisi ollut hyvin vaikeaa

18 ytad.

Tutkimuseettisestd ndkdkulmasta on pidetty huolta siitd, ettd tutkimustiedot ovat olleet
luottamuksellisia eikd tutkimuksen yhteydessd saatuja tietoja ole luovutettu
ulkopuolisille. Liséksi kuvattujen opiskelijoiden nimet vaihtamalla on huolehdittu siiti,
ettei tutkimukseen osallistuneiden henkil6llisyys missdin vaiheessa paljastu

tutkimusraportin lukijalle.

Tutkivan matematiikan oppitunnit sekd aineiston keruu- ja analyysimenetelmét on
pyritty kuvaamaan niin tdsméllisesti, ettd tutkimus voidaan tarvittaessa toistaa

tasmaélleen samanlaisena.
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5.5 Jatkotutkimusehdotuksia

Tutkimus tarjoaa matematiikan opettajille tietoa ja kéytdnnon esimerkkeji
opiskelijoiden paittelyistd sekd siitd, miten he padtyvét ratkaisuihinsa. Opiskelijoiden
paéttelyprosessin tunteminen helpottaa opettajaa hénen auttaessaan opiskelijoita
tehtdvien ratkaisuissa, silli opettaja voi valmistautua paremmin opiskelijoiden
mahdollisiin kysymyksiin ja heidén tehtévisséd kohtaamiinsa ongelmiin. Opiskelijoiden
paittelyprosessien tunteminen myds auttaa opettajaa suunnittelemaan tehtévit siten, etti

ne tukevat opiskelijoiden pdittelyn kehittymista.

Tutkimuksesta nousee esiin deduktiivisten pééttelyiden vidhyys tutkivan matematiikan
oppitunneilla. Olisikin mielenkiintoista tutkia, millaisia tehtdvinantojen tulisi olla, jotta
oppitunneilla esiintyisi enemmén deduktiivista péattelyd. Erityisen kiinnostavaa olisi
tietdd, millaisia paittelyn muotoja opiskelijat kayttavit perinteisilli matematiikan
oppitunneilla. Esiintyykd niilld lainkaan deduktiivista pééttelya vai onko kaikki paittely
vain laskimeen tai kirjaan nojaavaa ulkopuoliseen ldhteeseen vetoamista? Tunnin
aiheeksi voisi valita jonkin tdmin tutkimuksen oppituntien aiheista ja tarkkailla
opiskelijaparin tydskentelyd heiddn ratkaistessaan kirjan tehtdvid. Kun tunti
luokiteltaisiin tissd tutkimuksessa kéytetylld pdattelyn muotojen luokittelulla, voitaisiin

tunneilla kdytettyjen paittelyiden osuuksia vertailla suoraan keskendan.

Tassd  tutkimuksessa  tarkkailtavat  opiskelijaparit ~ wvalittiin  satunnaisesti.
Tutkimusasetelmaa voitaisiin muuttaa tutkittavien opiskelijoiden kohdalta siten, ettd
valittaisiin samalta tunnilta kaksi paria ja tutkittaisiin sitd, onko lahjakkaiden ja ns.

tavallisten opiskelijoiden tekemien paittelyiden vililla eroja.

Tutkiva matematiikka ja GeoGebran kayttd opetuksessa ovat vield melko uusia
tyoskentelytapoja opiskelijoille. Olisikin mielenkiintoista selvittdd, saadaanko tutkivaan
matematiikkaan ja dynaamisten matematiikkaohjelmien kayttoon tottuneiden
opiskelijoiden kanssa erilaisia tuloksia, mahdollisesti pateviampié paittelyitd, kuin tissd
tutkimuksessa saatiin. Voitaisiin olettaa, ettd kun opiskelijoilla ei kulu aikaa
tyoskentelytapaan totuttautumiseen ja GeoGebran toimintojen etsimiseen, he voivat

keskittyd paremmin oppitunnin tehtdviin. GeoGebran kiyton vaikutusta opiskelijoiden
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oppimiseen voitaisiin tutkia liséksi pitkittdistutkimuksessa, jossa seurattaisiin
opiskelijoiden matemaattisen osaamisen ja péadttelyiden kehittymistd kéytettdessd

tunneilla pitkdaikaisesti GeoGebraa.
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LIITE 1: Tutkivan matematiikan oppituntien tehtavat

1. Pitkd matematiikka, Analyyttinen geometria (MAA4): Ympyra

1. Tehtdva tehddin osoitteessa http://users.jyu.fi/~mahahkio/ympyra

Mité vakiot a, b ja ¢ kertovat ympyrasta?

b. Muuta nyt ympyréa siten, ettd sen keskipiste on (2, 3) ja etté se
kulkee pisteen P=(1, -/2) kautta. (selitd, miten ratkaisit)

c. Muodosta yleisen ympyrén yhtilo, ts. ympyrin, jonka keskipiste on

(X0, Yo) ja séde .

2. Kaéynnistd Geogebra Webstart.
a. Piirrd nelikulmio, jonka kirjet ovat A=(3'%, 3'2), B=(3', -1), C=(-1,
3’%)ja D=(-1, -1).
b. Miké on nelikulmion sisélle piirretyn, mahdollisimman suuren

ympyran yhtilo? (selitd my0s, miten ratkaisit)

3. Piirrd mahdollisimman pieni ympyri, joka kulkee pisteiden A=(2, 2) ja B=(5,

6) kautta. Mikd on ympyrin yhtdlo? (muista myos selittdé ratkaisutapa)

4. Selitd, MIKSI ympyrén yhtdlo on sellainen, kuin sen tehtdvéssa 1 paittelit

olevan!

5. Ympyrdn Y keskipiste on (2, 3) ja sdde V26, ja ympyridn W keskipiste on (-
3,-2)jasdde 4. Y ja W leikkaavat kahdessa pisteessd. Nama leikkauspisteet
sekd ympyroiden keskipisteet muodostavat nelikulmion. Mik& on tdimén

nelikulmion pinta-ala? (selitd myos kuinka ratkaisit)

6. Mairitd ympyroiden x>+ y* + 6x + 2y + 6=0jax> +y* - 2x + 12y + 28 =0
kehien lyhin etdisyys.
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2. Lyhyt matematiikka, Geometria (MAB2): Ympyran tangentti

1. Merkitse piste A = (1,2). Piirra sitten jokin ympyra siten, ettd piste A on sen
ulkopuolella. Piirré pisteen A kautta kulkeva suora, joka sivuaa ympyraa
tdsmaélleen yhdessd kohdassa. Kuinka monta téllaista suoraa on? (Avaa

GeoGebra taaltd: http://users.jyu.fi/~mahahkio/tyhja)

Avaa sitten linkki http://users.jyu.fi/~mahahkio/kulmat

2. Kuinka suuri on kulma, joka muodostuu suoran BC ja janan CA vilille? Kuinka
suuri on kulma, joka muodostuu toisen suoran ja janan DA vélille?

3. Jos pisteen B sijaintia muuttaa, kuinka suuri voi keskuskulma o olla?

4. Milloin kulmat o ja  ovat yhta suuret?

5. Onko kulmilla a ja 3 jokin yhteys?
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3. Lyhyt matematiikka, Tilastot ja todennadkodisyys (MABS5):

Normaalijakauma

Lammittelykysymys: Miten keskiarvo ja keskihajonta vaikuttavat normaalijakauman

muotoon?

Vastaa apukuvion (http://users.jyu.fi/~mahahkio/OKL.S610/Normaalijakauma.html)

avulla seuraaviin kysymyksiin:

Erdén oppimistestin tulokset ovat jakautuneet normaalisti siten, ettd keskiarvo on 4
pistettd ja keskihajonta 0,7.
1. Kuinka monta prosenttia oppilaista on saanut pistemdirdn neljin ja kuuden
pisteen valiltad?
2. Kuinka monta prosenttia oppilaista on saanut pistemddrén, joka poikkeaa
keskiarvosta enintdén 2 pistettd?
3. Valitaan satunnaisesti yksi oppilas. Milld todennédkoisyydelld hédn on saanut
pistemdérin, joka poikkeaa keskiarvosta yli 1 pistetta?
4. Mikd on se pistemdédrd, jonka alapuolella on 91% oppilaiden saamista

pistemadrista?

Lisatentava: WValitse yksi vaikea tehtdvd kirjan sivuilta 171-172 ja ratkaise se
GeoGebralla.
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4. Pitkéd matematiikka, Analyyttinen geometria (MAA4): Paraabeli

1. Mddritd seuraavien paraabelien huippupisteiden koordinaatit (xy, yo):
a. flx)= 2+ 2x+ 4
b. gx)=3x+x+3

Kirjoita funktiot geogebran syottokenttdéin muodossa f(x) = -2*x"2 + 2*x + 4
(paina lopuksi enter-ndppdintd) jne. Eri toiminnot I8ytyvit yldreunan
kuvakkeista. Huomaa pudotusvalikot kuvakkeiden oikeasta alanurkasta! Saat
funktiot ndkyviin/pois nikyvistd klikkaamalla funktion lausekkeen vasemmalla

puolella olevaa pallukkaa.

2. Miritd sitten yleisen paraabelin h(x) = ax’ + bx + ¢ huippupisteen koordinaatit
(x0, Yo) vakioiden a, b ja c avulla ilmoitettuna.

3. a) Tutki miten c vaikuttaa paraabelin huipun sijaintiin

b) Tutki miten b vaikuttaa paraabelin huipun sijaintiin

Kirjoita syotekenttién aluksi parametrit a, b ja c:

a=1 (enter)
b=1
c=1

Tamin jilkeen voit kirjoittaa funktion h(x) lausekkeen parametrimuodossa

s€éuraavaan tap aan:

h(x) =a*x"2 +b*x + ¢

Klikkaamalla parametrien vasemmalla puolella olevia pallukoita, saat nékyviin

liukusdatimet, joiden avulla on helppo tutkia parametrien vaikutusta funktioon.
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5. Pitkd matematiikka, Trigonometriset funktiot ja lukujonot (MAA9): Sini
ja kosini yksikkdympyrassa

Madéritelma:

' )
(ah) r N

Olkoon kulman x kehapiste {a,b). Talldin
kulman x sini ja kosini ovat:

cosx=a sinx =h

Lammittelytehtéva:

a) sin 503° = b) cos g = ¢)sin (—680°) =

Seuraavissa tehtdvissé kdytd apuna tiedostoa geogebra tiedostoa: yksikulma.ggb

http://users.jyu.fi/~mahahkio/TutMat2011/yksikulma

a) Milloin sin x saa positiivisia arvoja?

b) Milld x:n arvoilla cos x on negatiivinen?

a) Milld kulmalla cos x = 0,5? Onko ehdon toteuttavia kulmia enemmén?

b) Miki muuttujan x:n arvo on yhtdlon sin x = 0 ratkaisu? Jos ratkaisuja 10ytyy
enemman, minkalaista sddntda ratkaisut noudattavat?

¢) Milld kulmilla cos x = cos(—x)

d) Mille kulmille sinx = cos x?

Seuraavissa tehtivisséd kédytd apuna tiedostoa geogebra tiedostoa: kaksikulmaa.ggb

http://users.jyu.fi/~mahahkio/TutMat2011/kaksikulmaa
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3. Onko seuraava kaava tosi? Perustele. Korjaa epétodet kaavat.
a) sin(m-x) = sinx
b) sin x = sin(-x)
¢) (sinx)?+ (cosx)? =?
d) sinx = —cos(g —Xx)
e) cos(m-x)=?

f) sin2x = 2sinx cosx

4. Madrittele funktion f(x) = 2-(cos x) -1 arvo- ja méadrittelyjoukko
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6. Pitkd matematiikka: Derivaatta (MAA7Y): Derivaattafunktio ja

derivoimissaannot

1. Mene sivulle http://users.jyu.fi/~mahahkio/TutMat201 1/derivaattal .html.

Kuvassa nikyvi funktio on f(x) = x2. Vaaleansiniselld on piirretty funktion
f tangentti kohdassa A. Halutessasi voit vaihtaa funktiota kirjoittamalla uuden
funktion syottokenttidin (esim. f(x)=x"3, mika tarkoittaa funktiota f(x) = x3)

Kdytd seuraavissa tehtivissd apuna tehtdvin 1 nettisivua.

2. Miki on funktion f(x) = x? derivaatta kohdassa

a) x=0
b) x=1
c) x=2
d x=-2

3. Muodosta siintd, jolla saadaan funktion f(x) = x? derivaatta missi tahansa

kohdassa x.

4. Muodosta sdanto, jolla saadaan funktion f(x) = x derivaatta missé tahansa

kohdassa x. Perustele vastauksesi!

5. Muodosta sdinto, jolla saadaan funktion fderivaatta missé tahansa kohdassa x,
kun
a) filx)=3
b) fix)=-1
c) flx) =a (a on vakio)

Perustele vastauksesi!

6. Muodosta sdinto, jolla saadaan funktion fderivaatta missé tahansa kohdassa x,

kun
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a) fix)=2x
b) fix)=—4x
¢) fix) = ax (a on vakio)

Perustele vastauksesi!

7. Mene sivulle http://users.jyu.fi/~mahahkio/TutMat201 1/derivaatta2.html.

Mika yhteys pisteen T uralla ja derivaatalla néyttdisi olevan? Voit kokeilla
kirjoittamalla sydttokenttddn sddnnon, jolla derivaatta saadaan kohdassa x.

Kirjoita sdént6 muodossa g(x) = sddnto (esim. g(x) = 5x"2).
Kdiytd seuraavissa tehtdvissd apuna tehtdvin 7 nettisivua.

8. Muodosta sddntd, jolla saadaan funktion f derivaatta missa tahansa kohdassa x,

kun
a) f(x)=x°
b) f(x) =x*

¢) f(x) = x™ (n on positiivinen kokonaisluku)

9. *Muodosta sdénto, jolla saadaan funktion f derivaatta missé tahansa kohdassa

x, kun
a) f(x) = 5x?
b) f(x) =—3x3
c) f(x)=2x*

d) f(x) = ax™ (a on vakio ja n on positiivinen kokonaisluku)
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