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Tiivistelma: Stokesin yhtalolla voidaan kuvata nesteiden ja kaasujen liiket-
té, jos liike on yksiulotteista tai hidasta. Stokesin yhtélo on yksinkertaistettu
ja linearisoitu versio Navier-Stokesin yhtéloistd. Téssa tutkielmassa keski-
tytdan kokoonpuristumattomiin ja viskoottisiin nesteisiin ja kaasuihin. Ko-
koonpuristumattomuus tarkoittaa sité, etta nesteen tai kaasun tiheys ei muu-
tu ajan suhteen. Viskoottisuus taas tarkoittaa sité, etté nesteilld ja kaasuilla
on sisdista kitkaa, joka muodostuu, kun aineen osaset liikkuvat toistensa suh-
teen.

Vaikka osittaisdifferentiaaliyhtéldiden tutkimus on edennyt viime vuosisadal-
la hyvinkin nopeasti, on analyyttisen ratkaisun l6ytdminen vaikeaa tai lahes
poikkeuksetta mahdotonta. Tapauksissa, joissa analyyttinen ratkaisu 16yde-
tadn kohtuullisella vaivalla, on yleensa tehty epérealistisen suuria yksinker-
taistuksia tai yhtdlo on alkujaan keinotekoinen. Jotta epérealistisilta yksin-
kertaistuksilta voitaisiin valttya, on osittaisdifferentiaaliyhtéaloille kehitetty
monia numeerisia ratkaisumenetelmié, kuten esimerkiksi téassd tutkielmassa
hyodynetty elementtimenetelma. Numeeristen menetelmien kiytto tuottaa
osittaisdifferentiaaliyhtéalolle likimé&ariisen ratkaisun, joka hyvin harvoin vas-
taa tarkkaa ratkaisua. Likimé&ardiseen ratkaisuun siséltyy siis aina jonkunlai-
nen virhe.

Funktionaalisilla a posteriori virhearvioilla voidaan arvioida luotettavasti si-
ta virhettd, joka tehddén ratkaistaessa osittaisdifferentiaaliyhtéloitd numee-
risesti. Téssé tutkielmassa malliongelmana kiytetddn yleistettyd Stokesin
yhtéalod. Talle ongelmalle on jo aiemmin johdettu a posteriori virhearviot,
tésséd tutkielmassa johdetaan vastavat virhearviot ottaen huomioon Uzawa-
algoritmin erityispiirteet. Uzawa-algoritmi on suosittu menetelméa likiarvo-
ratkaisujen 16ytamiseen satulapisteongelmille. Liséksi tarkastellaan Uzawa-
algoritmin konvergenssia malliongelman tapauksessa.



Seuraavaksi tutkimme approksimaatiovirhettd, joka muodostuu, kun &ére-
tonulotteinen ongelma korvataan aérellisulotteisella ongelmalla. Taman myo-
ta virheen ylarajaan (majorantiin) tulee vapaita parametreja, jotka tulee mi-
nimoida mahdollisimman tarkan yldrajan loytamiseksi. Numeerisessa osuu-
dessa ratkaistaan malliongelma elementtimenetelmalla MINI-elementtia hyo-
dyntéen ja minimoidaan majorantin vapaat parametrit elementtimenetelmél-
la Raviart-Thomas-elementteja hyodyntéen. Lopuksi vahvistetaan johdettu-
jen majoranttien toimivuus numeerisilla testeilld. Numeerisia testeja varten
on koottu molemmille elementtityypeille osittaisdifferentiaaliyhtaloratkaisi-
jat.

Avainsanat: funktionaalinen, a posteriori, virhearvio, yldraja, majorantti,
ODY, Stokes, FEM, Raviart-Thomas, MINI, Uzawa

i



Sanasto

a posteriori jalkeen

a priori ennen

FEM elementtimenetelma (engl. finite element method)

majorantti  ks. ylaraja

tarkka elementtiverkkoa tihentdmalla tarkka yldraja antaa mie-
livaltaisen tarkan arvion virheesta

ylaraja suure, joka on aina suurempi tai yhté suuri kuin tarkka

virhe
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Matemaattiset merkinnat

n-ulotteinen euklidinen reaaliavaruus

vektorien x ja y sisdtulo

tensorien 7 ja o sisatulo

Kroneckerin delta

gradienttioperaattori

yksikkotensori

divergenssioperaattori vektoriarvoisille funktioille
divergenssioperaattori tensoriarvoisille funktioille
Lo-normi

energianormi

alue R™:ssé

affiinikuvaus referenssielementilti K verkon elementille K
funktion Fyx matriisiosa

funktion Fx vektoriosa
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Esipuhe

Téamén tutkielman teko alkoi vuosi sitten, kun sain mahdollisuuden tyosken-
nelld Prof. Sergey Repinin tutkimusryhméssa. Prosessin aikana olen saanut
perusteellisen perehdytyksen virheen estimointiin ja elementtimenetelméan
kiyttoon. Hyvien tutkimustulosten myo6té kirjoitimme pro gradu -tutkielman
aiheesta artikkelin [1].

Haluaisin kiittda Prof. Sergey Repinid mahdollisuudesta tehda pro gradu -
tutkielmani tasta aiheesta. Lisdksi haluan kiittdé ohjaajiani Prof. Xiao Zhon-
gia matemaattisen puolen tarkastamisesta, sekd Immanuel Anjamia perus-
teellisesta perehtymisestd tutkielmani aiheeseen ja erityisesti avusta ratkai-
sijoiden toteuttamisessa. Kiitos my6s Olli Malille vastauksista moniin kysy-
myksiin. Lopuksi haluaisin kiittda Pirkko ja Veikko Mékeldn sdatiota rahal-
lisesta tuesta.
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1 Johdanto

Suurin osa maapallosta on veden peitossa ja koko maapallo on péaéllystet-
ty ilmalla, joten virtausmekaniikalla on térked osa monien fysikaalisten il-
mididen mallintamisessa. Virtausmekaniikka tutkii fluidien, eli nesteiden ja
kaasujen, kdyttaytymista erilaisissa olosuhteissa. Erilaisten virtausten mal-
lintaminen on téarkeda esimerkiksi lddketieteessd, meteorologiassa, aerodyna-
miikassa ja putkistosuunnittelussa. Néitd virtauksia voidaan mallintaa ns.
Navier-Stokesin yhtéloilla, jotka osittaisdifferentiaaliyhtaloistéd koostuen ku-
vaavat nesteen tai kaasun liiketta. Yksinkertaisesta muotoilustaan ja monis-
ta sovellusalueistaan huolimatta Navier-Stokesin yhtalot ovat erittdin vaikea
yhtéaloryhma ratkaistavaksi.

Stokesin yhtélo on tirked yksinkertaistettu versio Navier-Stokesin yhtalois-
ta. Stokesin yhtdloa voidaan kiyttdd muun muassa silloin, kun virtaus on
yksiulotteista tai ns. ryémivéé eli hyvin hidasta [26]. Téllaista virtausta kut-
sutaan Stokesin virtaukseksi. Stokesin virtaus on nimetty George Stokesin !
mukaan. Stokesin virtaukselle on tyypillisté, ettd sen advektiiviset inertiavoi-
mat ovat pienid verrattuna viskoottisiin voimiin. Lisdksi fluidin Reynoldsin
luku on reilusti alle yhden. Reynoldsin luku méaaritellaan fluidin nopeuden
U, leveyden L, tiheyden p ja viskositeetin v avulla seuraavasti:

L
Re:pU )
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Jotta Reynolsin luku olisi hyvin pieni, tulee U:n tai L:n olla verrattaen pienia,
tai viskositeetin v verraten suuri. Materiaalikohtaisena parametrina viskosi-
teetti kuvaa fluidin kykya vastustaa virtausta. Viskositeetin voidaan ajatella
kuvaavan nesteen "paksuutta”, esimerkiksi vesi on "ohuempaa” kuin kasviol-
jy. Myos veri virtaa joissakin kehon osissa Stokesin virtauksen tyyppisesti.

Téassa tyossa virtauksen oletetaan olevan Stokesin virtauksen tyyppista. Li-
séksi oletetaan massan sailymislaki pateviksi. Massan sdilymislain mukaan
suljetun systeemin massa pysyy vakiona ajan suhteen. Massan sdilymisla-
ki on yksi virtausmekaniikan perusoletuksista. Sen lisdksi oletetaan yleensé
my0s energian ja litkeméaaran sailyminen.

Vaikka osittaisdifferentiaaliyhtéléiden teorian kehitys on ollut nopeaa viime
vuosisadalla, on analyyttisten ratkaisujen etsiminen vaikeaa ja ldhes poik-
keuksetta mahdotonta. Siksi osittaisdifferentiaaliyhtéldille on kehitetty usei-

LGeorge Gabriel Stokes (1819-1903)



ta numeerisia ratkaisumenetelmié, joilla paastaén hyvin ldhelle oikeaa ratkai-
sua. Téssa tyossa kasiteltdva numeerinen menetelmé on elementtimenetelmé
(eng. finite element method, lyh. FEM), joka on hyvin tehokas menetelmé
osittaisdifferentiaaliyhtdloiden ratkaisemisessa. Stokesin yhtdlo muotoillaan
satulapisteongelmaksi ja sen likiarvoratkaisuja etsitdén iteratiivisesti Uzawa-
algoritmilla, joka on tehokas menetelmé satulapisteongelmille.

Tassa tyossa tutkitaan a posteriori virhearvioita yleistetylle Stokesin yht&lol-
le. Tutkielman toisessa luvussa esitetdén tarvittavia matemaattisia merkin-
toja, maaritelmid ja muutamia olennaisia perustuloksia, joiden todistukset
sivutetaan kirjallisuusviittauksin. Kolmannessa luvussa esitellaan tutkielman
malliongelma Stokesin yhtélo. Uzawa-algoritmiin ja sen konvergenssiin tutus-
tutaan luvussa nelja. Viidennesséa luvussa paastdan tutkielman padaiheeseen,
eli a posteriori virhearvioiden johtamiseen. Kuudennessa luvussa késitellaan
numeerisia tuloksia, esitellaén osittaisdifferentiaaliyhtéloratkaisijan toiminta
ja esitetaan kirjallisuudesta 16ytyvid arvioita virhearvioissa esiintyville alue-
kohtaisille vakioille. Liitteisiin on koottu térkeimmaét ohjelmakoodit, joita
numeeristen tulosten laskennassa on kaytetty.



2 Merkintoja, maaritelmia ja perustuloksia

Téssé luvussa esitellddn myohemmin tarvittavia matemaattisia merkint6jé
ja perustuloksia.

Vektoriavaruudessa R™ merkitdén kanonista kantaa merkinnalla

er = (1,0,...,0), eo = (0,1,0,...,0), ... ,e, = (0,...,0,1). Avaruuden R™
vektoria merkitdan x = (xy,...,x,). Kahden vektorin sisdtuloa merkitain
symbolilla -, esimerkiksi

n
Ty =) miy
i=1
Kanonisen kannan kantavektorien sisatuloksi saadaan

€; Gj = 51']'7
missé Kroneckerin delta 6;; = 1, ja d;; = 0 jos ¢ # j. Mééritellédén tensoria-
varuus M™*"™ asettamalla
M™*" .= R™ x R™.

Avaruuden M™*™ alkioille 7 ja o sisdtulo méaaritelladn

n
T:0 = E Tij04j5-

ij=1

2.1 Differentiaalioperaattoreita
Olkoon funktio f : 2 — R. Téalloin funktion f gradientti on vektori
of of
V== :
f (81:1 ' ’ 8xn)

Olkoon funktio u : Q — R™ u(z) = (u1(2), us(z), ..., up(x)). Télléin funktion
u gradientti on funktio

Ou . Oun
6951 awl
Vu:=| = Lo
Oui . Oun
Bacn axn

ja divergenssi on funktio



divu = )
=35

Tensorille 7 € R™ x R™ divergenssi méaritellaan riveittain

n n
. a7-11' 8Tni
Divr := Sl g .
i=1 =1

2.2 Funktioavaruuksista

Symbolilla 2 merkitddn R™:n yhtendistd ja rajoitettua osajoukkoa jolla on
Lipschitz-jatkuva reuna 0f2. Olkoon w C € avoin joukko. Joukon w sul-
keumaa merkitddn w. Funktion f : €2 — R sanotaan kuuluvan luokkaan
C*, jos se on k-kertaa jatkuvasti derivoituva, eli jos sen jokainen derivaatta
D%u, a < |k| on olemassa ja jatkuva. Téssd o = (o, . . ., ;) on multi-indeksi
siten, ettd || = a; + ... + ay, ja

olely,

?11 .. agé:

D%y =
Skalaariarvoisille funktioille kiiytetééin merkintda C*(Q). Vektoriarvoisille funk-
tioille w kiytetdin merkintda C*(Q,R"), jos wmn jokainen komponentti
w; € Ck(Q). Vastaavaa notaatiota tullaan kiyttimiin myos muiden ava-

ruuksien kanssa.

Avaruus L, (€2) muodostuu funktioista, jotka ovat nelidintegroituvia (2:ssa,
s1is

Ly(Q) = {f : @ = R | [fllz.0 < o0},

1/2
1l = ( [ dx) |

Ta(Q) = {w € Lo() | /Qw dx = 0}

Avaruudelle L., vastaavat médritelmét ovat

missé,

Liséksi maaritellaan

Loo(Q) = {f : @ = R | [[fllsc. < 00},

4



missé,

[flloc.0 := esssup | f(z)].
z€Q

Otetaan kéyttoon merkinnét [|w[| = |lw|l,q, ja |w],, = [[w], o Vektori- ja
tensoriarvoisille funktioille maaritellaan

Ly(Q,R") :={w : Q= R"| w; € Ly(Q) Vi=1,...,n},
Ly(QM™™) = {1 : Q= M| 7;; € Ly(Q) Vi, j =1,...,n},

ja ndiden normi méaéaritellddn ja merkitddn kuten reaaliarvoisen Lo-funktion
normi.

Funktioita, joilla on kaikkien kertalukujen derivaatat alueessa 2, merkitdaan
C*. Kompaktikantajaiset funktiot f € C* muodostavat aliavaruuden Cg°.
Funktion f kantaja on sulkeuma niistd lahtojoukon pisteisté, jossa funktion
arvo poikkeaa nollasta, toisin sanoen

spif = {z € 2 /() 0},

Avaruudeksi V() mééritelldan Sobolev-avaruus Wy (2, R™). V on siis joukon

{peC() : [[¢ll12 < oo}

taydellistymé& normin

19l := ll¢ll + IVl

suhteen. Tdmé& on yhtépitavad sen kanssa, ettd u € Ly(£2,R™) ja on olemas-
sa tensoriarvoinen funktio n € Lo(£2, M™*™) siten, etté erdélle funktiojonolle
(¢;) € C™ pitee |lu— ¢;|| = 0 ja [[n — V¢;|| = 0, kun j — oo. Talldin funk-
tiota 7 sanotaan u:n heikoksi gradientiksi. Vastaavasti méaritelldaan heikko
divergenssi. Jatkossa kaikki differentiaalioperaattorit oletetaan heikoiksi.

Merkinnalla Vj tarkoitetaan joukon V' sellaista osajoukkoa, jossa funktiot
héavidvat alueen () reunalla. Yhtapitévisti w € Lo(€2,R™) siten, etté erddlle

funktiojonolle (¢;) € C5° pétee |[w — ¢;|l1,2 = 0 kun j — 0.

Divergenssivapaiden, avaruuteen Vj:n kuuluvien funktioiden joukko muodos-
taa avaruuden Sp(€2), siis

So(2) == {w € Vp | divw = 0}

5



Maaritelladn avaruus

$(Q) == L(Q, M)

ja tdmén aliavaruutena edelleen

Y(Div, Q) := {7 € ¥ | Divr € Ly(Q,R")}.

2.3 Epayhtilsiti

My6hemmin tarvitaan seuraavia tunnettuja epayhtéloita. Holderin ja Friedric-
hin epéyhtalot on esitetty niissd avaruuksissa, joissa niitd tullaan kaytta-
maan.

Lemma 2.3.1 (Hoélderin epayhtalo [11]). Olkoon f,g € Lo(Q2). Tdlldin

/ ol dx < 1] Tl
Q

Lemma 2.3.2 (Youngin epéyhtélo [11]). Olkoon a ja b ei-negativiisia, ja p
ja q posititvisia reaalilukuja siten, ettd % + % = 1. Talloin
a? b

ab < — + —.
p q

Lemma 2.3.3 (Cauchy-Schwarzin epayhtilo [12]). Olkoon x ja y vektoreita
avarvudessa R™. Tdlloin

n 2 n n
>l <)l Y lwl
i=1 j=1 k=1

Lemma 2.3.4 (Friedrichin epayhtdlo [18]). Olkoon 2 C R™ rajoitettu alue
ja u € Vo(QQ) funktio. Tdlloin

[ul]] < Cal[Vull,
missd vakio Cq ritppuu vain alueesta Q.

Olkoon I = I} x I3 x --- x I, C R™ siten, ettd 2 C I. Friedrichin epéayhtalossé
esiintyvélld vakiolle Cg voidaan méarittéaa arvo

CQ = \/’N*Q(al_z + a2_2 + ...+ a;z)*l,

missé a; on vélin I; pituus kaikilla i = 1,2,...,n, ks [18].
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Lemma 2.3.5. Olkoon ) rajoitettu alue siten, ettd sen reuna on Lipschitz-
jatkuva. Tdlloin on olemassa positiivinen vakio kg (joka riippuu vain alueesta
Q) siten, ettd kaikille funktiolle f € Ly(Q) loytyy funktio w € Vo(Q), joka
toteuttaa yhtdlot
divw = f

ja

IVw|| < kol f]- (2.1)
Todistus. Ks [14, 13]. O

Joillekin yksinkertaisille alueille vakio kg on tunnettu, ks [4, 6, 10]. Tama
vakio on ns. Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi -ehdossa esiintvin vakion (LBB-
vakio) kédanteisluku.

Huomautus 2.3.6. Lemmalla 2.53.5 on seuraava tirked sovellus: Olkoon
v € Vo(Q) ja dive = g. Tdllin on olemassa funktio v, € Vo(S2) siten, ettd
div(v —vy) =0 ja
V|l < kallgll = realldivol].
Tdmd tarkoittaa, etta on olemassa divergenssivapaa kenttd

vy = (v —1vy) € So(Q) siten, ettd

V(v = vo)|l < ralldivol]



3 Yleistetty Stokesin yhtalo

Olkoon € rajoitettu alue avaruudessa R™, 02 sen reuna ja f € Ly(€2,R™).
Tarkoitus on 16ytad nopeutta kuvaava vektoriarvoinen funktio u € V4, ja
skalaariarvoinen painetta kuvaava funktio p € Lo(£2), siten, ettd seuraava
yhtéaloryhma toteutuu.

—Divoe +pu+Vp = f (2:ssa
o = vVu (ssa

divu = 0 ():ssa

u =0 0:la.

Téama yhtaloryhmé kuvaa kokoonpuristumattoman aineen hidasta liiketta ja
sitd kutsutaan yleistetyksi Stokesin yhtaloksi. Funktio v kuvaa fluidin visko-
siteettia, ja p voi olla paikan funktio. Funktioille v, € L (£2) pétee

(3.1)

<v(z) <
< <

v
pu()
Yhtélo dive = 0 tulee massan séilymislaista, jonka mukaan suljetun systee-
min massa pysyy vakiona.

O<v
OSH

3.1 Heikko muoto ja variaationaalimuoto

Ongelman (3.1) variaationaalimuoto on

1 1
. eigg(m J) : J(v) = /Q (§V‘VU|2 + §,u\vl2 - fv> dx. (3.2)
Ongelman heikko muoto saadaan yhtélosté (3.2) laskemalla Gateaux-derivaatta
d
—J t
dt (u+tw) im0

jolloin heikko muoto on

/(qu:Vw—i—,uu-w) dx:/f~w dx  Yw € Sp(Q2). (3.3)
0 0

Maaritelladn energianormi seuraavasti:

l|w || := (/Q (vVw : Vw + pw - w) dx) 1/2. (3.4)



3.2 Satulapisteongelma

Divergenssiehto dive = 0 on numeerisesti hyvin vaikea toteuttaa. Siksi tar-
kastellaan ongelmaa, jossa etsitddn v € Vj ja ¢ € Lo(€2) siten, ettd

—Divo+uw+Vqg = f (Q:ssa
o = vVuv (lssa (3.5)
v =0 o 2:la,

jonka heikko muoto on

/ (vVov: Vw+ pv-w — ¢divw) dx = / frwdx. (3.6)
Q Q

Yhtalo (3.5) ja sen heikko muoto, yhtéls (3.6), ovat ekvivalentteja satulapis-
teongelman

inf sup L(v,
v € Vo(Q)q c ZI;(Q) ( q) (37)

kanssa, missa ns. Langrangen muoto L on

1 1
L(v,q) := / (§V\Vv|2 + §u\1}]2 — fu— qdivv) dx. (3.8)
Q

Ekvivalenttius on todettu kirjassa [7]. Helposti ndhd&én, etta

J(v), jos dive =0
oo muulloin.

sup  L(v,q) :{ (3.9)

q € La(Q)

Satulapisteongelman tarkka ratkaisu on (u,p), eli

L(v,p) < L(u,p) < L(u, q).

3.3 Kohtisuoruuslause

Téassa osiossa esitellaan allekirjoittaneen ohjaajien osoittama myohemmin
tarvittava keskeinen tulos. Vastaavaa tulosta ei 16ydetty kirjallisuudesta, jo-
ten todistus on esitetty alla.

Lause 3.3.1. Olkoon (u,p) € Sp(£2) x Ly(Q) Stokesin yhtilén (3.3) toteut-

tava funktiopari ja (v,q) € V() x Ly(S2) Stokesin yhtdlon (3.6) toteuttava
funktiopari. Tdilldin

lu—gll<llv=—0¢ll Ve S() (3.10)



Todistus. Lauseen oletuksen nojalla tieddmme seuraavat yhtalot péateviksi

/(VVU:Vw—l—,uu-w) dX—/f~de Yw € So(2),
0 Q

/(VVU:VU”J—F,M}%D) dXZ/(f-ﬁ}—i—pdiV’UN]) dx V€ Vp(9).
Q Q

Olkoon w € Sp(€2) mielivaltainen. Télloin divergenssitermi hévida, ja voimme
kirjoittaa

/(z/Vu:Vw+uu-w) dx—/(z/Vv:Vw—l—,wu-w) dx  Yw € Sp(£2).
Q Q

Olkoon ¢ € Sy(f2). Vahentamalld [,(vVe : Vw 4 pu¢ - w) dx puolittain edel-
lisesté yhtélosta saamme
/ (vV(u—¢) : Vu+ plu—¢) w) dx
Q
— [ V= 0): Vot ulo - 9)-w) dx
Q

Valitaan w = u — ¢ € 5y(2), jolloin Cauhcy-Schwarzin epayhtélon (lemma
2.3.3) nojalla saadaan

Ju—o ] = / (V= ) + plu — 6 dx

:/ (1/1/2V(v—qb) C VAV (u— @) + (v — @) - ,ul/Q(u—gb)) dx
Q
<lv=¢lllu—2ol,

josta saamme

lu—ol<llv—2al.
O

Huomautus 3.3.2. Yhtalon (3.10) muodosta nihdddn, etti uw —v L Sp(£2)
(ks. kuva 1).
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Kuva 1: Yleistetyn Stokesin yhtélon tarkan ratkaisun u, ja ratkaisun v suh-
tautuminen toisiinsa ja avaruuteen Sp(€2).
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4 Uzawa-algoritmi

Ratkaisun loytdmisen helpottamiseksi turvaudutaan usein numeerisiin algo-
ritmeihin, joilla pa#stdan lahelle etsittyéd ratkaisua. Kaytéannollisia Stokesin
yhtéalon ratkaisujen approksimoinnissa ovat esimerkiksi Uzawan algoritmiin
pohjautuvat menetelmét, sekd Arrow-Hurwiczin algoritmi. Uzawan ja Arrow-
Hurwiczin algoritmeista lisdtietoa l0ytyy muun muassa Temamin kirjasta
[25]. Téssd tyossd kiytetddn approksimaatiomenetelménid Uzawan algorit-
mia ja tutkitaan sen konvergenssia. Uzawan algoritmilla voidaan ratkaista
Stokesin yhtalon kaltaisia satulapisteongelmia. Algoritmin perusperiaate on
vuorotellen minimoida nopeuskenttda u ja maksimoida painekenttéa p.

4.1 Algoritmi

Menetelméssa oleva parametri p kuvaa sitéd, kuinka paljon sakotetaan mas-
san sailymislain divu = 0 rikkomisesta. Tavallisessa tilanteessa (kuten yhté-
164 (3.5) kiyttédessd) ei p:n valintaa voida kuitenkaan tehd& tdysin mielival-
taisesti, vaan valintaa sitoo ehto 0 < p < 2min(y, u).

Algoritmi 1 Uzawa-algoritmi

1. Tehdiin paineelle alkuarvaus p° ja asetetaan k = 0.
2. Ratkaistaan u* yhtilosta
—Divo* + pu® + Vp*F = f (2:ssa
k

of = vVuF Qssa (4.1)
ub =0 0:1la,

missd u” tulkitaan ratkaisuksi heikossa mielessa.

3. Ratkaistaan

PP = pF — pdivut. (4.2)

4. Jos lopetusehdot eivit tayty, asetetaan k = k + 1 ja siirrytaén askelee-
seen 2.

12



4.2 Uzawa-algoritmin konvergenssi

Lause 4.2.1. Uzawan algoritmin (Algoritmi 1) likiarvoratkaisujen jono (u¥, p*)
konvergoti kohti Stokesin yhtdilon tarkkaa ratkaisua, ts.

uf —u Vissd
p" —p  heikosti Ly(Q):ssa,

J0s
0 < p < 2min(y, ). (4.3)
Jos 1 =0, niin ehto on muotoa 0 < p < 2v.

Todistusta varten tehdéddn seuraavat madritelmét: Olkoon uw,v € W;(Q)
Maaritelldan sisatulo

Vastaavasti

(Vu,Vv) = /QVU(J:) : Vou(z) dx.

Temam [25| osoittaa konvergenssin yleistetylle Stokesin yhtélolle tapauksessa
v € Ry ja u = 0. Seuraavaksi esitettavi todistus mukailee tdtd Temamin
todistusta.

Lauseen 4.2.1 todistus. Sisatulomuotoa kiyttden saadaan ongelma heikkoon
muotoon

(vVu, Vo) + (pu,v) — (p,dive) = (f,v) VYo € V5(Q). (4.4)

Vastaavaan sisdtulomuotoon saadaan myos Uzawan algoritmi:

(vVu", Vo) + (pu®,v) — (p¥, dive) = (f,v) Yov € V(). (4.5)
Valitaan v = u* — u yhtélihin (4.4) ja (4.5), jolloin saadaan yht#lot
(Vu*, V(u* — ) + (pu®, u* — ) — (0", div(u® —u)) = (f,u* —u)
(Vvu7 V(uk - U)) + (:uuv uk - ’LL) - (p> le(Uk - U)) = <f7 uk - u)

Viahennetdan namaé toisistaan, jolloin saadaan
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(vV(uF —u), VuF —u)) + (pu® —u),v* —u) — (pF — p, div(u® — u)) = 0.

Huomataan, etté edellisen yhtdlon vasemman puolen kaksi ensimmaisté ter-

mis muodostavat funktion u*—u energianormin. Maéritellain nyt v* := u¥—u

ja ¢* := p* — p, jolloin yhtélé voidaaan kirjoittaa muotoon
lo% 12 = (", dive®). (4.6)
Yhtalo (4.2) on yhtéapitéva vastaavan heikon muodon

(" =", 0) + p(dive®,0) =0 V¢ € Ly()

kanssa. Asettamalla ¢ = p**!' — p saadaan

(P = p", ™ — p) + p(dive®, p"t — p) = 0,

joka edelleen yhtélon (4.6) edelld kidyttoon otettujen merkintojen avulla il-
maistuna on

(qk—H _ qk7qk+1) + p(divvk,qkﬂ) = 0.

Toiseen korottamalla saadaan yhtéapitavasti

g2 = 1l )12 + g = ¢*1? = —2p(dive”, ¢**). (4.7)

Kertomalla yht&lo (4.6) puolittain 2p:1la ja lisaamaélla se yhtéloon (4.7), saa-
daan

I = B2+ g — g2 [ 12 = ~20(dive, g — )
< — 2p||dive®|| [|¢*! — ¢ ||

2
p
< (IVORIP + [10*17) + ollg™" = ¢"1%,

(4.8)
missé 0 < 0 < 1 on mielivaltainen vakio. Huomataan, etté
0" 1% > 2| Vo |I* + pllo"|]? > min(y, @) (I[Vo* ] + [[0*]).
Siten
g™ = 1l ]* + (1 = 0)[lg" " — ¢"1”
(4.9)

+p(2min(y, 1) = £) (V6] + |o4]?) <.
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Jos nyt tehddédn summaus k£ =0, ..., N, saadaan

N
lg™ 1" + (1 = 9) Z lg**" — ¢*|I?

N

+p(2min(y, p) — < Z (Vo[ + [10"11%) < llglI*.
k=0

Lauseen ehdon (4.3) nojalla on olemassa J, siten, etté

p
0< 7 <d <1
2min(v, p)
ja siten
. p
2min(v, p) — 5 0.

Voidaan valita § = d,, jolloin epayhtélosta (4.10) nahdé&én, ettd

k+1 k-+1 2 iHoo

1" = ¢"||> = [|p"" = b
IVOF|2 + [[oF )2 = |V (uF = w)|]? + [Ju? — uf)? “=5° 0,

k k—

joten konvergenssi u” "— u on osoitettu.

(4.10)

Edellisestd yhtilostd ndhdain myds, ettd p* on rajoitettu Lo(€):ssa. Tél-
16in 16ydetdin Ly(Q):ssa heikosti suppeneva osajono p* — p,. Yhtilon (4.5)

mukaan
(vVu, Vo) + (pu,v) — (ps, dive) = (f,v) Yo € V()

ja vertaamalla tatd yhtdloon (4.4) saadaan, etta

(p — ps,dive) =0 VYo €V,
jolloin

Vip—p«) =0 = p,=p-+ vakio.

Jokaisesta p¥:m osajonosta l6ytyy Ly (£2):ssa heikosti konvergoiva osajono joka
suppenee kohti p + vakio. Siksi jono p* suppenee heikosti Lo(€2):ssa kohti

tarkkaa painekenttad p.
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Huomautus 4.2.2. Mddardatddan painekenttd p asettamalla

/p(x) dx=0
Q
eli p € Ly(Q). Oletetaan, etti p° € Ly(Q). Tillgin p* € Ly(Q) kaikilla k,

sulld
:/pk(x) dX:/pk1 dx—,o/divuk1 dx
Q Q Q
—_—

=0
:/ w-i dS =0,
ds

stlla u:n oletettiin havidavan Q:n reunalla. Tdssd 1 on Q:n reunan ulkonor-
maali. Néin ollen p* konvergoi kohti p:ti avaruudessa Lo().

]
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5 Funktionaaliset a posteriori virhearviot

Numeerisia likiarvomenetelmia kiytettdessd on téarkedd tietdd, ettd kuinka
hyviéd saadut ratkaisut ovat, ts. kuinka ldhelle tarkkaa ratkaisua numeerisella
menetelmalld padstdan. Tassé tyossa virhearviot ovat Prof. Repinin kehitté-
mét funktionaaliset a posteriori virhearviot.

Tarkemmin funktionaalisiin virhearvioihin liittyvaa teoriaa on esitetty kirjois-
sa [19] ja [22]. Funktionaaliset virhearviot ovat sovellettavissa kaikille kon-
formeille menetelmille, eiviatki arviot riipu kiytetysta likiarvomenetelmasta.
Tésséd konformius tarkoittaa sitéd, ettd numeerinen approksimaatio kuuluu
samaan avaruuteen kuin tarkka ratkaisu, eli se toteuttaa kyseisen avaruuden
sileysehdot. Virhearvioissa esiintyvét vakiot riippuvat vain kasiteltavasta alu-
eesta {2, ne eivat riipu kiytetystd elementtiverkosta.

Téassa luvussa johdetaan funktionaaliset a posteriori virhearviot nopeusken-
talle. Témaéan tutkielman puitteissa ei tarkastella paineen virheen ylérajoja.
Funktionaalisia virhearvioita Stokesin yhtéldlle on johtanut Repin ja Sten-
berg [23]. Asiaa on my0s tarkasteltu véitoskirjassa [8].

Samoja tekniikkoja kiyttden johdamme téssa gradussa funktionaaliset a pos-
teriori virhearviot ottaen erityisesti huomioon Uzawa-algoritmin erityispiir-
teet. Vastaavia tuloksia on johdettu artikkelissa [1], jossa allekirjoittanut oli
yksi kirjoittajista. Lisdksi artikkelissa késitelladn ns. augmentoitua Stokesin
ongelmaa ja johdetaan sille vastaavat virhearviot.

5.1 Nopeuskentin virhemajorantti

Johdetaan aluksi yléraja divergenssivapaille approksimaatioille. Tama ylara-
ja on alunperin johdettu artikkelissa [23].

Lause 5.1.1. Kun v € Sy(Q), kaikille ¢ € Ly(), 7 € 2(Q) ja B € R, piitee
arvio

1+5,
flu—v % < /QHw,u)rz(v,T) ot == 2w, 7,)
= Me(al)(vaa(LB)J

mMissa
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_ C3(1+p)
H(E 1) = gz A 6.)
r(v,7) = f — pv + Divr, (5.2)
dv,7,q) =7 —vVuv + 1q.

Téssé 1:1la merkitddn yksikkotensoria.

Todistus. Lahtokohtana on luvussa 3 esitelty heikko muoto

/(qu:Vw—l—uu-w) dx—/f-w dx.
Q 0

Lisaémalld heikkoon muotoon puolittain [,(vVv : Vw + pv - w) dx, saadaan
yhtalo

/(yV(u—v) Vw4 p(u —v)-w) dx
Q (5.4)
:/Q(f-w—I/VU:Vw—,tw-w) dx.

Oletetaan tunnetuksi osittaisintegroinnin kautta saatavat yhtalot

Jo Divr-w+7: Vw) dx=0 V7 e ¥(Div,Q), w € V5(Q),
Jo (Vq-w+qdivw) dx =0 Vg € Ly(Q), w € V5(2),

ja kun valittiin w € Sp(€2), niin divw = 0. Néiden yhtéloiden avulla yhtdlon
(5.4) oikea puoli saadaan muotoon

/Q<(f—;w+DiVT)-w+(T—VVv):Vw) dx
:A%(f—pw%—DiVT)‘w,ulﬂ dx
+/Ql/_1/2(1—oz)(f—uv+DiVT)-wyl/2 dx
—|—/Qz/1/2(7 —vVu + 1¢) : Vur'/? dx
:/ %T(U,T>~w/ﬁl/2 dX+/7/_1/2<1—Oé>7’<v,7')-wu1/2 dx
QM Q

+ / v 12d(v, 7, q) : Vwr'/? dx,
0
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missé o = «(z) on funktio, joka saa arvoja véliltd [0,1], (v, 7) on méaéritelty
yhtélossa (5.2) ja d(v, T, q) yhtalossa (5.3). Liséksi Holderin (lemma 2.3.1) ja
Friedrichin epéayhtéloiden 2.3.4 nojalla pétee

/QT(U,T) cw dx

«
S ’
L

1/2
1/2
+ Cor™|(1 = a)r(v, 7)|[[[v"*Vuwl].

(v, )|l

w]

Néin ollen saadaan

/g)(uV(u—v):Vw—i—,u(u—v)-w) dx

<(Car 2w 21 = a)r(v, 1) + v 2d(w, 7, ) 12V |

a
+ WT(U»T) ||M1/2w||,

josta Cauchy-Schwarzin epayhtalén muotoa ab+cd < va? + c2v/b? + d2 kiiyt-
tamaélla saadaan edellisen yhtdlon oikea puoli muotoon

((cgz—l/Qna — (v Dl + v d e, 7))

a
+ H—Ml/Qr(v,T)

9\ 1/2 12
) (a2l + o2 vw?)

J/

=[wll

Asetetaan nyt w = u — v, jolloin toiseen potenssiin korottamalla saamme
virheelle ylarajan

2
-0 12 <(Car 21 - a)r(o, D)l + I~ 2d(v, 7, 0))
9 (5.5)

«

+ ‘ WT(MT)

Téasté padstdaan erikoistapauksiin a = 0 ja a = 1:

19



lu —v |l < Car™2|lr(v, 7)|| + v~ 2d(v, 7,9)|| = Mo(v, 7, q)

lw = 12 < [l (o, 7)1 + v 2d(v, 7,q)|* = Mi(v,7,q).

Néista M (v, T,q) antaa tarkan ylarajan, kun 7 = o ja ¢ = p, mutta pie-
nilld, y:n arvoilla ensimméisen termin kerroin p~/? on suuri. Tamé tekee
virhearviosta herkén residuaalin

r(v,7) := f — pv + Divr

suhteen, ja tdmé voi johtaa virheen yliarviointiin. My(v, 7, q):n kohdalla sa-
maa ongelmaa ei ole, sen sijaan se ei vilttadmattd anna tarkkaa virhetta, eli ei
tiedetd vastaako inf,, My(v, 7, q) tarkan virheen energianormia. Nédiden on-
gelmien valttamiseksi johdetaan funktiolle a optimaalinen muoto.

Olkoon 8 > 0 mielivaltainen. Kirjoitetaan yhtélé (5.5) Youngin epdyhtélon
(Lemma 2.3.2) avulla muotoon

lu—vI* <CEA + Bz I(1 = a)r(v, 7)|* +

2

1+8, _
THV Y2d(v, T, )|

«

+ —Ml/Qr(v, T)

Oikean puoleisen osan minimi «:n suhteen saavutetaan a:n arvolla

_ Ciu(1+5)
Can(l+p) +v

€[0,1),

jolloin saadaan arvio

lu—vf* < /H B, 1) (v, 7) dx + ——=|lv=2d(v, 7, )| (5.6)

missd H(f, ;1) on madritelty yhtdlossd (5.1).

1+p
B

]

On helppoa ndhdéi, ettd johdettu majorantti on tarkka. Taméa tarkoittaa
sitd, ettd teoriassa majorantti antaa tarkan virheen: valitsemalla ¢ = p ja
7 = vVu — 1p ndemme, etta

Ci(1+ ) 1+
M(l)v,a,, :/ L 2lu — o + —Z v V(u—v)]? dx,
o = | g gl e
,Baoo_ B—o0
_>M1 —51
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joten

inf M (v,7,q,8) =Jlu—v >

7,4,

Koska divergenssivapaita approksimaatioita on vaikea laskea, johdamme hie-
man erilaisen ylarajan, jolla ei ole tatd vaatimusta. Myos tama ylaraja on
alunperin johdettu artikkelissa [23].

Lause 5.1.2. Kun 0 € Vo(Q), kaikille ¢ € Ly(Q), 7 € () ja 8,7,6 € R
patee arvio

= 1® < +2)( [ (G000 +800.7) ds

+ (14 6 HeCEr3 || divo|?
1+8

(row 2 dive ] + [l (0,7, q))?)  (5.7)
1 _
+(1+ ;)Cém?zﬂdivﬁHZ

:ng)(ﬁa 7,4, B: Y5 5)7

mMissa

- Ca(1+5)
- Ciu(1+8) + v
r(v,7) = f — ud + Divr,
0,7, q)
C

Todistus. Kaikille w € V4(Q) pétee

lw 12 = "2V w]f?* + || *w]?
< 7|[Vw|* + fil|wlf*
< 7| Vuwl|* + pC[IVw]®
= (Con+7)[|Vwl®.

(5.8)

Huomautuksen 2.3.6 nojalla 16ydetdan funktio vy € So(£2) siten, etté
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9 —=wo Il </ Cam+ w1V (0 —wo)
< koy/C3p + p||divo|,

joten kolmioepayhtélon ja Youngin epéayhtalon nojalla

2
Bu=o 02 <(flu=rvo I+ v — o1l
1 X
= — 00 ; 0 —
<) fu—wo 12+ (14 2) oo — 0 |1

<1+ )M (vo, 7,9, 8) + (1 + >ngudwvu2

missi Cq = /iC% + v ja vy > 0.

Majorantti on nyt muotoa

1
MY (vo,7,9, 8 /H 1)r? (v, 7) dx + ﬂHV_I/Zd(”O?T? 9)lI*,

B

missa

G311+ p)
00 = i e

Huomaa, ettd kolmioepayhtalon avulla saadaan

lv=2d(vo, 7, )| =llv™" (7 — vVvg + 1g)||
<|w2V (0o — 0)|| + I (r = Vo + 1g)||
<k ?||dive|| 4 v~ 2d(o, T, q)|

ja Youngin epayhtélon avulla
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| B r) dx < [ HE0)0(60.7) + oo - 5] Pdx
Q Q
g/QH(ﬁ,u)(l 826, 7) dx
[ @0+ 67— o ax

< [ H @+ 87(6,7) dx
Q
+ (1 + 6 HeCikd ||divol?,

missé ¢ = sup,.q H (B, u)p?.

Nyt huomataan, etta

M (vo, 7,4, 8) < / H(B, p)(1 +0)r*(0,7) dx + (1 + 6~ ")eCong||dive|?
Q

+5
B

josta edelleen péadstadan haluttuun tulokseen

1 - 1290
+ (k72 |ldive || + [lv~2d(0, 7, 9)||)?,

=0 1? < +2)( [ HG w1+ 070, 7) ax

+ (1 + 6 HeCikd ||divol]?
1+
REY

(ka2 divil] + v~ 2d(2. 7, )])°)
1. -
+ (14 §)Céﬂélldivﬁllz-

]

Téastd muodosta nahdéén, ettéd jos divo = 0, niin voidaan asettaa v =0 =46
. 2) /A 1)/~
ja MP(6,7,9,8,7,0) = MY (0,74, B).

5.2 Uzawa-algoritmin askelkohtainen virhe

Olkoon J, elementtiverkko, jonka tiheyttéi kuvataan luvulla h. Olkoon Vp, (€2, R™)
ja Qn(Q) avaruuksien V5 (€2, R™) ja Lo(€2) dédrellisulotteisia aliavaruuksia.
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Oletetaan, etté kaikille v, € Vg, péatee dive, € Q. Oletetaan myos, etté
avaruudet on rakennettu siten, ettd niille péatee ns. diskereetti LBB-ehto.
Tama tarkoittaa sité, etta kaikille g, € 5, on olemassa vy, € Vyy, siten, etta

diVUh = ({p
ja
IV onll < ellgall,

missé positiivinen vakio ¢ ei riipu verkon tiheydestéd h. Néilla oletuksilla dis-
kreetti tehtava on hyvin méaéaritelty ja stabiili. Taméa tarkoittaa sitd, etté ns.
lukkoefektia ei ilmene. Liséé stabiileista ja epéstabiileista menetelmisté artik-
kelissa [24]. Kuitenkaan téssé tutkielmassa emme yksinkertaisuuden vuoksi
kidyté stabiilia avaruusparia. Avaruus Vj, muodostetaan ns. MINI-elementin
avulla ja paineelle kiytetdan paloittain vakiota approksimaatiota.

Olkoon uf € Vi, u*mn approksimaatio, joka on laskettu verkossa Jj. Seu-
raavaksi johdamme yhdistetetyn virheen, joka tulee Uzawan algoritmista ja
approksimaatiovirheesta.

Huomautuksen (2.3.6) avulla l6ydetddn uy € So(€) siten, etta

IV(u* = )l < rolldivu®].

Nyt Lauseen 3.3.1 ja yhtélon (5.8) nojalla saadaan

A—ey

= < = uo |+ fluo — u* |
<2 [lup —u* | (5.9)
< 20||divu”|],

missa

C = ko\/C3u + 7. (5.10)

Voidaan siis tehdé arvio
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A—ey
fu—uh | < Nu—u I+ Ju* —uj |

< 20| dive® |+ fJu® = uj, |

<20 dived ]| + 20 div(uF — )|+ | (5.11)
< 2C|diva | + 20|V (b — uf) |+ = |
< 2C|diva | + 20022V (uF — )+ b — |
< 20| divak | + 20y 1) [k — ub |,

missd C' on médritelty kuten edelld ja normi ||divuf| voidaan laskea. Ainoa
tuntematon on siis || u* — uf || . Majorantti tille johdetaan samaan tapaan,
kuin majorantti virheelle || u—u* ||. Tamai yliraja on johdettu artikkelissa [1].

Lause 5.2.1. Olkoon u* € V,(Q) Uzawa-algoritmin tarkka ratkaisu askelees-
sa k. Kun uf € Vo, (Q) ratkaistaan Uzawa-algoritmin avulla, askelkohtainen
virhe on

1+8, _
Il =i I1* < /QH(@M)TQ(UZ,T) dx+ —= v V2d(uy, 7, pt)|?

=: Mg (uy, 7, 6,p") V7 € B(Div,Q),Vf € Ry,

mMissa

Ca(1+p)

H — Q

= G+ B v
r(uf,7) = f — puy 4+ Divr

d(uf, 7, p") =7 — vVuf + 1p*.

Todistus. Olkoon w funktio avaruudesta V,(€2). Télloin yhtéloa (4.1) vastaa
heikko muoto

/(l/Vuk Vw4 puf - w — pFdivw) dx = / frw dx. (5.12)
Q Q

Vihennetdéan yhtélosta (5.12) puolittain |, (VVU : Vw + po - w) dx, jolloin
saadaan yhtalo
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/ <yV(uk —v) : Vw + p(u® —v) -w) dx
@ (5.13)
—/Q(f~w—1/Vv : Vw — v - w + pFdivw) dx.

Osittaisintegroinnilla nahdaan helposti, etta

/(DiVT-w +7:Vw)dx=0 V7 e X(Div,Q), we VH(Q),
0

jonka avulla yhtdlon (5.13) oikea puoli saadaan muotoon

/<(f—/w+DiV7')~w+(T—VVv—l—lpk):Vw) dx
0
- ivr) - wpl/?
_/Qul/z(f pv + Divr) -wp/* dx
—|—/1/_1/2(1—oz)(f—,zw—{—DiVT)-wl/l/2 dx
0
+ / v 12 (1 — Vo + 1pF) : Vwr'/? dx
Q

«

i

+ / V’l/Q(l —a)r(v, 1) cwr'? dx
Q

+ / vV 2d(v, 7, pb) : Vwrt/? dx,
Q

missd o = «a(x) on funktio, joka saa arvoja vélilta [0,1]. Lisdksi Holderin
(lemma 2.3.1) ja Friedrechin epdyhtéldiden (lemma 2.3.4) nojalla pétee

/QT(U,T)-w dx

Q@
]
I

1/2
+Cor™ 2| (1 = a)r(v, 7)|||/2Vwl.

1/2

w]

r(v, )| [l

Nain ollen saadaan
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/ <yV(uk —v) : Vw + p(u® —v) -w) dx
Q
<(Cax™ 201 = a)r(o, 7]
+ 2,70 Il 2V

1/2

[l Zwl],

a
+ HWT(U,T)

josta Cauchy-Schwarzin epiyhtilén muodon ab + cd < Va2 + c2V/b? + d?
avulla edellisen yhtalon oikea puoli saadaan muotoon

( (Cor™2|(1 = a)r(v, 7| + [y~ 2d(w, 7, p")|I)’

9\ 1/2
) V22 4 147252,

-~

=[ll

i1“('0,7')

+ ‘ E

Asetetaan nyt w = u*

virheelle ylarajan

— v, jolloin toiseen potenssiin korottamalla saamme

2
a0 ? <(Car™ (1 = )r(o. )] + v d(v, 7,0

N 2 (5.14)

+‘WT(U77)

Téasté padstdaan erikoistapauksiin a = 0 ja a = 1:
" = v lI< Cor™2||r(v, )| + [l 2d(v, 7, p")|| = Mg (v, 7, p")

I =0 1 < lla (o, )P + o 2d(w, 7 ) = M, 7,55,

Néistd M (v, 7) antaa tarkan yldrajan, kun 7 = o, mutta pienilli y:n arvoilla
ensimméisen termin kerroin p~/2 on suuri. Tamé tekee virhearviosta herkin
residuaalin

r(v,7) = f — pv + Divr
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suhteen, ja timi voi johtaa virheen yliarviointiin. M¥(v, 7):n kohdalla samaa
ongelmaa ei ole, sen sijaan se ei vilttamatta anna tarkkaa virhetta, eli ei tie-
deté vastaako inf, M¥(v,7) tarkan virheen energianormia. Kuten aiemmin,
naiden ongelmien vélttamiseksi johdetaan funktiolle o optimaalinen muoto.

Olkoon 8 > 0 mielivaltainen. Kirjoitetaan yhtdlo (5.14) Youngin epdyhtélon
(lemma 2.3.2) avulla muotoon

lu* = v I <CaA+ B = a)r(v,7)]
1+

+ ———v " 2d(v, 7, p")|?
B
o 2

+ ‘ _M1/2T(U’T)

Oikean puoleisen osan minimi a:n suhteen saavutetaan a:n arvolla
_ Cap(1+p)
Con(l+8) +v

jolloin asettamalla v = u} saadaan haluttu arvio

L+8, _
Il =i 1 < /QH(@M)TQ(U'Z,T) dx + TIIV d(uy, T, ")

€[0,1),

Yhtélon (5.11) ja lauseen 5.2.1 nojalla pétee

Lause 5.2.2. Kun ul € Vo,(Q) ratkaistaan Uzawa-algoritmin avulla, kaikille
7 € 3(Div,Q) ja 5 € Ry pdtee arvio

u—uf | < 20| diva| + (20u™" + 1)y ME(uf, 7. 5, )
= MEB<U§7T767pk)

Huomautus 5.2.3. Majorantissa esiintyvi funktio p* € ZQ(Q) on tarkas-
sa ratkaisuparissa (u®,p*) oleva funktio. Jokaista q € EQ(Q) vastaa jokin
funktio v € Vy siten, ettd heikko muoto (3.3) toteutuu [25]. Ndiin ollen yh-
tilo (5.9) pitee, vaikka p*:n tilalla kéiytetddn numeerista approksimaatiota
Pk € Qy, silli madritelmin mukaan Qp, C EQ(Q> Ts. ed. lauseen majorantti
on laskettavissa kun funktion p*:n tilalla kiytetidin funktiota pf.
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5.3 Majorantin globaali minimointi

Lauseen 5.2.2 ylarajassa esiintyy kaksi kaksi vapaata parametria, tesoriar-
voinen funktio 7 ja positiivinen reaaliluku 3 ja yldraja pétee kaikilla ndiden
arvoilla. Haluamme mahdollisimman tarkan yldrajan, joten Mg tulee mini-
moida naiden molempien suhteen. Minimointi tehdéén laskemalla Gateaux-
derivaatta ylarajalle Mé; ja asettamalla se nollaksi. Saadaan siis yhtalo

OME (uf, 7+ tep, 8, p*)
ot

/H (B, 1) (f — puf + Divr) - Dive dx

0=

t=0

1+5 / — vVl + 1pF) 1 p dx,

kaikilla ¢ € ¥(Div, Q). Jarjestelemélld termit uudelleen saadaan FEM-ongelma
funktiolle 7:

/ H(pB, p)Divr - Divep dx + —/ r g dx
Q

- /Q H(B, 1)(f — puj;)Divep dx (5.15)

1
— %ﬁ v (—vVaup + 1ph) - dx.
Q

Yhtalon (5.15) avulla l6ydetéén siis optimaalinen 7, kun vakio 8 tunnetaan.
Minimointi etenee seuraavan rutiinin mukaisesti:

1. Annetaan S:lle alkuarvo 1 ja ratkaistaan 7 yhtéalon (5.15) avulla.

2. Minimoidaan 8 majorantin MZ (uf, 7, 3) lausekkeesta laskemalla deri-
vaatan nollakohta.

3. Ratkaistaan 7 uudestaan vaiheessa 2 péivitetylla §:n arvolla.

4. Mikali lopetusehdot eivat téayty, siirrytdéan kohtaan 2.
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6 Numeriikkaa

Téssé luvussa esitelladn numeerisia tuloksia, jotka vahvistavat johdetun ma-
jorantin (lause 5.2.2) toimivuuden. Ennen numeerisia tuloksia tarkastellaan
kirjallisuudesta 16ytyvia arvioita Friedrichin vakiolle Cq, ja LBB-vakion kéan-
teisluvulle kg ja esitellddn lyhyesti elementtiratkaisijan kokoamisrutiini ja
kiytetyt elementit. Kéytettyjen elementtiratkasijoiden ldhdekoodit ovat liit-
teend (Liite A).

6.1 Vakioiden maaritys

Lemman 2.3.4 mukaan vakio C méaaritelty

Jw]| < Caol[Vuwl|.
Jos alueessa () on voimassa Dirichletin reunaehdot ja alue €2 voidaan upottaa
nelioon, jonka sivun pituus on s, pétee [3, s. 30 ja 290| nojalla yht&lo

lw]| < sV2[|Vul,

josta saadaan, etté

CQ S 8\/5.

Tutkittavassa tapauksessa on kuitenkin voimassa parempi arvio, joka on esi-
telty lemman 2.3.4 yhteydessa.

Lemmassa 2.3.5 esiintyvélle vakiolle kg péatee

R = (CLBB) )

missé vakio Cpgp on perdisin ns. Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi-ehdosta.
Selvisti ndhdaén, ettd patee epayhtalo kg > 1.

Artikkeleiden [4] ja [6] nojalla Cppp-vakiolle saadaan alueen €2 muodosta
riippuen seuraavanlaisia arvioita: Jos Q = (0,1) x (0,a), a > 1, niin

Jos Q ={z = (r1,22) : 0 < Ry < 2| < Ry}, g—j:l—i-é, 0 <0 <1, niin

70

<4/==.
Crps < 62
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Jos Q ={(x1,25) : 0<ux; < L;i=1,2} jal=max (f—;,é—f), niin

L < T
0I5l — PP = a3

6.2 Elementtimenetelma

Osittaisdifferentiaaliyhtéloiden analyyttinen ratkaisu mielivaltaisen muotoi-
sessa alueessa on yleensé tyoléasta ja vaikeaa, ldhes poikkeuksetta jopa mah-
dotonta. Ratkaisuja voidaan etsia erilaisilla likiarvomenetelmilld, kuten esi-
merkiksi téssi tyossi kiytetylld elementtimenetelmalld (eng. Finite Element
Methdod, lyh. FEM) |3, 5].

Elementtimenetelmé kehitettiin tarpeeseen ratkaista monimutkaisia elastii-
kan ja rakenneanalyysin ongelmia. Ensimméisen muodon siité esittivat Alexan-
der Hrennikoff ja Richard Courant 1940-luvun alkupuolella [20], nykyinen
muoto taas on perdisin 1950-luvulta. Menetelméan saatua matemaattisen pe-
rustan, alkoivat myos matemaatikot osoittaa kiinnostusta sité kohtaan.

Elementtimenetelmalld voidaan ratkaista osittaisdifferentiaaliyhtéaloita vaati-
vissa tilanteissa, kuten monimutkaisessa tai muuttuvassa alueessa. Laskenta-
resursseja voidaan kohdistaa paikallisesti alueen eri osiin, jolloin sidstetaan
laskenta-ajassa ja tarvittavassa laskentatehossa.

Elementtimenetelméssa on pohjimmiltaan kysymys funktioavaruuden approk-
simoinnista dérelliselld aliavaruudella, jonka kantafunktiot muodostetaan ns.
elementtien avulla. Tasossa elementit ovat yleensd joko kolmion tai nelikul-
mion muotoisia. Kolmiulotteisia elementteja kiytettdessa kiaytetddn vastaa-
vasti tetraedreja tai tiiliskivimaisia elementteja. Mallin geometriasta riippuen
voidaan kiyttdd myos muunlaisia elementteja. Saadun approksimaation tark-
kuus riippuu elementtien méarasta, sekd niiden jakautumisesta alueessa.

Téssé tyossa tulee ratkaistavaksi kaksi hieman toisistaan eroavaa FEM-ongel-
maa. Ensimmaéinen FEM-ongelma muodostuu jokaisella Uzawan algoritmin
iteraatiolla, kun ratkaistaan Stokesin ongelma. Téssd FEM-ongelmassa kay-
tetddn ns. MINI-elementtid |2] nopeuskentdn approksimaation saamiseksi.
Paineen approksimaatio muodostetaan projisoimalla nopeuskentén divergens-
si paloittain vakioiden funktioiden joukkoon, siis paine on paloittain vakio.
Néin valitut avaruudet eivit téyta diskreettia LBB-ehtoa, joten on mahdol-
lista, ettd esiintyy epéstabiilisuutta. Taméan tutkielman puitteissa tdmé ei
kuitenkaan ole olennaista, silla tavoitteena on tarkastella majorantin toimi-
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vuutta.
Toinen FEM-onglema muodostuu, kun etsitddn majorantissa M, g(ul,ﬁ, 7,8, %)

esiintyvaa optimaalista tensoriarvoista funktiota 7, joka minimoi majorantin.
Taméa FEM-ongelma ratkaistaan kiyttamaélla ns. Raviart-Thomas-elementtia.

6.3 Osittaisdifferentiaaliyhtalon ratkaisijan muodosta-
minen

Tarkasteltavan ongelman heikko muoto on 16ytéda u € V5(12) siten, ettd

/VVu:Vw—I—,uu-w dX:/f-w+pdivw dx Yw € V5(Q).
Q Q

Kyseessa on aaretonulotteinen ongelma. Numeerista laskentaa varten ongel-
ma tulee saattaa dérellisulotteiseen muotoon. Olkoon N; jonkin V4(§2):n ali-
avaruuden kantafunktiot. T&lloin wu:lle voidaan tehda approksimaatio

n
U = E CiNi7
=1

missé ¢;:t ovat vakioarvoisia kertoimia. Nyt heikko muoto saadaan muotoon

/ vV ( C,Nl) : VNJ +u < CZNZ> 'Nj dx
Q i=1 i=1

:/f-Nj+pdiijdX, 1=1,...,n,
Q

joka on yhtéapitava muodon

Zci/(VVNi:VNj—I—,uNZ--Nj) dX:/f-Njerdiij dx j=1,...,n
=1 YO @

kanssa. Edelleen tastd muodosta saadaan yhtaloryhméa

Ac = b, (6.1)

missé,
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A={A;;}ij=1.n
{b]} = / fN] +pd1VN] dx
Q
b=1{bj}j=1,.n

Lineaarisessa yhtaloryhméssé (6.1) ainoa tuntematon on vektori ¢, joka voi-
daan ratkaista.

Yleensa kantafunktiot IV; valitaan siten, ettd ne eroavat nollasta vain rajoi-
tetussa médrédssd lahekkaisid elementteja. Télloin integraalit A;; ja b; ovat
nollaa suurimmassa osassa elementteja. Nain globaaleista matriiseista tulee
harvoja, joten yhtaloryhmén (6.1) ratkaisu on helpompaa ja nopeampaa.

Integrointi suoritetaan jokaiselle elementille erikseen ja lopuksi kootaan tu-
lokset matriiseihin. Lisdksi numeerista integrointia ei tehdé itse elementis-
sé, vaan hyodynnetdan sopivaa affiinikuvausta ja muuttujan vaihtoa, jotta
integroinnit voidaan itseasiassa tehda referenssielementissé, joksi on valittu
yksikkokolmio tasossa. Tamé aiheuttaa myos sen, ettéd kantafunktioita ja in-
tegrointipisteita ei tarvitse muodostaa jokaiselle elementille erikseen, vaan ne
voidaan kuvata aina referenssielementisté tyon alla olevaan elementtiin.

6.4 Affiinikuvauksen muodostaminen

Affiinikuvaus on kuvaus vektoriavaruudelta toiselle ja kuvaa pistejoukon toi-
seksi kiertéden, peilaten, skaalaten ja siirtden. Affiinikuvaus on muotoa

Fy(2) = Byd + bg

_ (BB, (b
~\B; B, )" by |

Jos vektori by = 0, niin kyseessd on puhtaasti lineaarikuvaus, jossa ei ole
siirtoa.

Muodostetaan nyt kuvaus referenssielementilté elementtiverkon elementille.

Téassé tyossa kiytetddn referenssielementtingd kuvan 2 mukaista yksikkokol-
miota 2D:ssa.
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Kuva 2: Referenssielementti.

Olkoon referenssielementin A kulmapisteet, eli solmut py, po, p3 ja vastaavas-
ti verkon elementin kulmapisteet p, p2, p3. Muodostettavalta kuvaukselta
halutaan, etta

Fr(p1) = p1,
FK(ﬁQ) = P2,
Fi(p3) = ps.

Asettamalla p; = (0,0), po = (1,0) ja p3 = (0,1) ja ratkaisemalla ylld oleva
yhtéaloryhma saadaan

Fie() = ( (P2 =p1)e (P3—p1)e >£+ ( Pia )

(P2 —p1)y (P3—p1)y D1y

6.5 Kantafunktioiden muodostaminen

Téssé osiossa johdetaan kantafunktiot MINI- ja Raviart-Thomas -elementeille.

MINI-elementisté lisdd artikkelissa [2] ja Raviart-Thomas -elementisté artik-
kelissa [21].

6.5.1 MINI-elementti

Muodostetaan aluksi skalaariarvoiset kantafunktiot ¢2j ja naisté edelleen tar-
vittavat vektoriarvoiset kantafunktiot. Téssa tyossa kiytetddn kolmea line-
aarista skalaariarvoista kantafunktiota ja neljantend niiden tulona saatavaa
korkeampiasteista ns. kuplafunktiota. Lineaariset kantafunktiot ovat muotoa

~

¢j(§3, g) = Gj + b]ii' + Cj:l).
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Asetetaan kantafunktiolle ¢; ehto

Zg ={li,1 <i<3 1 Li(gy) = 9;(0,0),12(;) = ¢;(1,0),l5(¢5) = ¢;(0, 1)},
josta saadaan yhtaléryhma
(o)) = aj

l(¢;) = a; +b;
lg(¢j) = a; + Cj.

Tasta voidaan ratkaista kantafunktiot:

1 00 a; 1 a; =1

qbli 1 10 bl == 0 = 61:—1
1 01 C1 0 Cl_—l

1 00 a9 0 CLQ—O

0o - 1 10 by = 1 = by =1
101 Co 0 =10

1 00 as 0 CL3—0

b5 : | 110 bs |=(0]=¢ =0
1 01 c3 1 3 =1

edelleen saadaan neljas kantafunktio

Ga(, ) = 2G(1 = — 7).
Némaé neljd kantafunktiota muodostavat skalaariarvoisen MINI-elementin [2].

Téta elementtia voidaan myos kiyttaéd vektoriarvoiselle FEM-tehtéavélle "mo-
nistamalla"skalaariarvoinen MINI-elementti jokaiselle komponentille:
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Nl -@732 = 1(§37g)7
NQ ijﬂ& = 7¢1(£7 f
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Kantafunktiot N. 5,7 =1,...,8, muodostavat vektoriarvoisen MINI-elementin.
MINI-elementtid on tarkasteltu yksityiskohtaisemmin artikkelissa [2]. MINI-
elementin skalaariarvoiset kantafunktiot transformoidaan késiteltidvdan ele-
menttiin yhtaloiden

~

¢; = |det(Bk)|d,
Vo; = |det(Bx)|(Bi) Vo,

avulla. Téassé Bg on johdettu luvussa 6.4. Vektoriarvoiset kantafunktiot
transformoidaan komponenteittain.

6.5.2 Raviart-Thomas-elementti

Muodostetaan ensin vektoriarvoiset kantafunktiot ¢; ja naista edelleen tar-
vittavat tensoriarvoiset kantafunktiot. Téssé tyosséd kiytetddn tensoriarvoi-
selle ongelmalle lineaarista Raviart-Thomas-elementtié, joten kantafuntiot
ovat lineaarisia vektoriarvoisia funktioita ja niitd on yksi jokaista elementin
reunaa kohti. Kantafunktiot ovat



Nama voidaan edelleen tensoriarvoistaa asettamalla

A T U
Tl 00
M4($,y):(j g)

A n 0 0
Mﬁ(may):<i,_1 g)

Némé kantafunktiot muodostavat Raviart-Thomas-elementin [21]. Raviart-
Thomas-elementtien yhteydessd on térkeda tietdd mihin suuntaan elemen-
tin normaalikomponentti (ulkonormaali) osoittaa. Jokaiseen reunaan liittyy
kaksi elementtié, joilla on luonnollisesti yhtdsuuret, mutta vastakkaissuuntai-
set ulkonormaalit. Liséksi kuvatessa kantafunktioita referenssielementilta ele-
menttiverkolle tulee normaalikomponenttien siilyé jatkuvina. Témén vuok-
si ndmé kuvaukset tehdén Piola-muunnosta [9] hyddyntéen. Piola-muunnos
ei kuitenkaan automaattisesti osaa huolehtia suunnistuksesta, vaan se pitda
huomioida erikseen.

Vektoriarvoiset kantafunktiot Piola-muunnetaan seuraavien yhtéléiden mu-
kaisesti:

1
_ " Besi AYY
SOJ |d€t<BK)| KSlgn(gpj>¢j
) 1 ) .
Divy; = —|d€t(BK)|51gn(g0j)Dlvg0j,

missé sign(p;) on vektoriarvoisen kantafunktion ¢; suunnistus ja B on joh-
dettu luvussa 6.4. Tensoriarvoiset kantafunktiot Piola-muunnetaan kompo-
nenteittain.
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6.6 Numeeriset tulokset

Seuraavaksi tarkastelemme, ettd miten hyvin majorantti (lause 5.2.2) toimii
kiytdnnossa. Ensin tarkastellaan tilannetta, jossa tarkka ratkaisu tunnetaan
ja todetaan majorantin pysyvin tarkan ratkaisun ylapuolella niin tihealla
kuin harvallakin verkolla. Tamén jilkeen tarkastellaan tilannetta, jossa tark-
ka ratkaisu ei ole tiedossa ja samalla tarkastellaan Uzawa-algoritmissa esiin-
tyvin parametrin p vaikutusta.

6.6.1 Tarkka ratkaisu tunnetaan

Téssé testiesimerkissé tarkka ratkaisu on tiedossa, joten voidaan vahvistaa,
ettd johtamamme majorantti todella pysyy energianormissa mitatun tarkan
virheen ylapuolella. Olkoon Q = [0, 1] x [0, 1] ja asetetaan paremetreille v ja
i vakioarvot 1. Yleistetyn Stokesin ongelman tarkka ratkaisu on

202%y(2y — 1)(z — 1)*(y — 1)
u(z,y) = ( _20:532(395 — 1)(x — 1)(y 1)? >
p(x7y) =2x—1,

joista voidaan edelleen laskea lastivektori f.

Luodaan epéasdannollinen verkko, jossa on 1102 elementtia. Asetetaan Uzawan
parametriksi p = 0,5 (< 2min(y, ) = 2). Talloin tekemélld 20 Uzawa-
algoritmin iteraatioaskelta saadaan taulukossa 1 ja kuvassa 3 esitetyt tu-
lokset.

Tulosten perusteella ndhdéén, ettd majorantti todella pysyy tarkan virheen
ylapuolella kaikilla Uzawa-algoritmin iteraatioilla. Huomionarvoista on myos
se, etta virheessé tehddan huomattavaa yliarviointia, joka johtuu suurimmak-
si osaksi vakiosta rkq. Yksikkonelion tapauksessa vakiolle kg saadaan edelld
esitetty arvio

Tassa kq:
jorantin arvokin on luonnollisesti plenempl. Laskemalla vapaa parametrl T ti-
heimmiissi verkossa kuin nopeuden likiarvo uf saatettaisiin myds saada vir-
hettad optimistisemmaksi. Tamaéan tyylisia testeja ei taméan tutkielman puit-
teissa tehda.
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Taulukko 1: Numeerisia tuloksia tiheAmmalld verkolla.

Mer fu—uf | 955 Ms  ldivaf| /M5 p—pf]
1 0.3696 14.7881 5.4655 0.2545  0.64528  0.5774
2 0.2857 177151 5.0604 0.1875 0.63805  0.4646
3 0.2276 21.0751 4.7972  0.1426  0.63449  0.3825
4 0.1864 24.8085 4.6254 0.1119 0.63331  0.3213
) 0.1565 28.8467 4.5138 0.0905 0.63378  0.2748
6 0.1342 33.1099 4.4426 0.0752 0.63545  0.2395
7 0.1173 37.5033 4.3994 0.0641 0.63804  0.2129
8 0.1044 41.9161 4.3762 0.0558 0.64135  0.1936
9 0.0945 46.2275 4.3677  0.0496  0.64527  0.1803
10 0.0869 50.3186 4.3705 0.0449 0.64970  0.1722
11 0.0810 54.0880 4.3819 0.0412 0.65457  0.1684
12 0.0766 57.4636 4.4003 0.0384 0.65983  0.1681
13 0.0732 60.4094 4.4243 0.0362 0.66543  0.1705
14 0.0708 62.9238 4.4529 0.0346 0.67136  0.1750
15 0.0690 65.0326 4.4853 0.0332 0.67757  0.1810
16 0.0677 66.7790 4.5210 0.0322 0.68404  0.1882
17 0.0668 68.2146 4.5593 0.0314  0.69077  0.1961
18 0.0663 69.3920 4.6001  0.0307 0.69772  0.2047
19 0.0660 70.3605 4.6429 0.0302 0.70488  0.2137
20 0.0659 71.1630 4.6874  0.0298 0.71224  0.2230

Tuloksista ndhdaan myos, ettd majorantin arvot eivat laske jokaisella iteraa-
tiolla. Tamé kaytos on hyvin luonnollista, silld paineen arviointi elementeit-
tain vakiolla funktiolla ei ole kovin tarkka. Tadmaéan vuoksi paineen approk-
simaation virhe alkaa kasvaa alun iteraatioiden jélkeen (iteraatiossa 13), ks
kuva 3 ja taulukko 1. Téta epatarkkaa approksimaatiota kiyytetdan myos seu-
raavan nopeuden approksimaation laskemiseen, joten tehty virhe kertautuu
sielld, silla tatd nopeuden aproksimaatiota kiytetdén edelleen seuraavan pai-
neen laskemiseen. Téama voi johtua myos siitd, ettd valittu darellisulotteinen
avaruuspari nopeuskentélle ja paineelle on epéstabiili, kuten aiemmin on to-
dettu.

Tehokkuusindeksin mﬁ—ﬁ‘“ havaitaan kasvavan jokaisella iteraatiolla. Ta&mé on
h

seurausta siitd, ettd nopeuden tarkka virhe laskee majoranttia nopeammin.

Uzawa-algoritmin havaitaan tekevéin juuri sitd, mita haluttiinkin, eli pienen-

tavan approksimaation divergenssié jokaisella iteraatiolla.
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Kuva 3: Numeerisia tuloksia tiheammalla verkolla.
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Tama kéytos ei ole riippuvaista verkon tiheydesta. Kun toistamme testin epé-
saannollisellda verkolla, jossa on vain 148 elementtia, saamme vastaavanlaisia
tuloksia, jotka on esitetty taulukkossa 2 ja kuvassa 4.

Taulukko 2: Numeerisia tuloksia harvemmalla verkolla.
M .
ler Ju—uf ] %5 M [divefl  /ME - pf

1 0.3930 15.8277 6.2200 0.2665 0.75383  0.5774
2 0.3177 18.6721 5.9321 0.2038 0.76139  0.4690
3 0.2688  21.5676 5.7965 0.1633 0.77421  0.3945
4 0.2368  24.3230 5.7601 0.1369 0.79077  0.3452
5 0.2159  26.8106 5.7892 0.1194 0.81007  0.3156
6 0.2023 289772 58622 0.1076 0.83146  0.3015
7 0.1935  30.8268 5.9648 0.0995 0.85443  0.2995
8 0.1879  32.3954 6.0881 0.0938 0.87865  0.3065
9 0.1846  33.7303 6.2260 0.0896 0.90384  0.3199
10 0.1828  34.8782 6.3744 0.0865 0.92980  0.3376
11 0.1820  35.8799 6.5304 0.0842 0.95634  0.3583
12 0.1820  36.7684 6.6922 0.0823 0.98336  0.3809
13 0.1825  37.5691 6.8582 0.0808  1.0107 0.4046
14 0.1835  38.3018 7.0274 0.0796  1.0384 0.4291
15 0.1847 389811 7.1990 0.0786  1.0662 0.4540
16 0.1861 39.6177  7.3723  0.0777  1.0942 0.4791
17 0.1876  40.2198 7.5469 0.0770  1.1223 0.5043
18 0.1893  40.7933 7.7223 0.0763  1.1505 0.5294
19 0.1910  41.3426 7.8983 0.0757  1.1787 0.5545
20 0.1928  41.8710 8.0745 0.0751 1.2069 0.5794

Harvemman verkon tapauksessa tarkan virheen ||u —uf || ja majorantin Mg,
arvot ovat luonnollisesti hieman suurempia kuin tihedmmalld verkolla. Suh-
teellisesti ajateltuna tarkassa virheessa tapahtuu suurempi kasvu, josta edel-
leen seuraa pienempi tehokkuusindeksi. Téasséd tapauksessa paineen virheen
havaitaan lahtevin kasvuun jo iteraation 8 kohdalla, ks kuva 4 ja taulukko 2.
Téamén ilmion aikaistuminen johtuu elementtien koon kasvamisesta. Edella
mainittu epéatarkkuus paineen approksimointiin on suurempaa suuremmilla
elementeilla.

Harvemmalla verkolla havaitaan myos, ettd nopeuden tarkka virhe ldhtee
kasvuun iteraation 13 kohdalla. Pienempien elementtien antaessa tarkemman
approksimaation, tdtd nopeuden virheen kasvua ei ole havaittavissa tiheam-
man verkon tapauksessa. Kuten tiheammalla verkolla, avaruusparin epésta-
biilius voi olla syyné tdhan ilmioon myos harvan verkon tapauksessa.
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6.6.2 Vapaiden parametrien minimointi

Tarkastellaan seuraavaksi sitd, mita tapahtuu yhden Uzawa-algoritmin ite-
raation sisélld, eli minimoidessa parametreja 3 ja 7. Otetaan uudelleen tar-
kasteluun ensimméisené kasitelty esimerkki ja tarkastellaan Uzawa-algoritmien
iteraatioita 1, 5, 10 ja 20 hieman tarkemmin. Jokaisella Uzawan iteraatiolla
asetetaan aluksi f = 1. Néiden askelten sisilld tapahtuvat minimoinnit on
koottu taulukkoon 3.

Taulukko 3: 7:n ja :n minimointi.

Uzawan iter Minimointi iter 154 Mg
1 1 5.9669
2 1.6712  5.7418
1 3 2.7073  5.5923
4 4.1839  5.5061
5 5.9808  5.4655
1 1 5.0721
2 1.7746  4.8031
5 3 3.0357 4.6354
4 4.8819  4.5482
5 7.0317  4.5138
1 1 5.0128
2 1.9053 4.6781
10 3 3.0357  4.4880
4 5.7474  4.3998
! 8.2941  4.3705
1 1 5.5680
2 2.2686  5.0353
20 3 4.7027  4.7919
4 84971  4.7060
5 12.1232 4.6874

Taulukon perusteella ndhdaan, ettd Uzawa-askeleen sisélla tapahtuvalla mini-
mointi-iteraatiolla majorantin Mg arvo laskee. Tdméa vahvistaa sen, etta
vapaiden parametrien  ja 7 minimointi tapahtuu halutulla tavalla. Jokaisella
iteraatiolla majorantin arvo muuttuu vahemman, eli se alkaa vakioitua kohti
jotakin arvoa.
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6.6.3 Tarkkaa ratkaisua ei tunneta

Tarkastellaan nyt tilannetta, jossa tarkkaa ratkaisua ei tunneta. Olkoot (2
yksikkOympyré ja v = p = 1. Asetetaan nyt lastifunktioksi vakioarvoinen
vektorifunktio f(x,y) = (1;1). Talloin Uzawa-algoritmin parametrin p arvoa
vaihtelemalla saadaan majorantille Mg taulukon 4 ja kuvan 5 mukaiset ar-

vot.

Taulukko 4: Majorantin arvoja eri Uzawa-algoritmin parametrin arvoilla.

Iteraatio p=01 p=05 p=1 p=19
1 4.4634 4.4634 4.4634 4.4634
2 4.2794  3.5473  2.6419 1.0594
3 4.1037  2.8355 1.6231 0.5188
4 3.9358  2.2811 1.0512 0.4704
5 3.7756  1.8489 0.7334  0.4605
6 3.6225 1.5118 0.5648 0.4539
7 3.4762  1.2490 0.4851 0.4488
8 3.3365  1.0444 0.4525 0.4452
9 3.2030  0.8854 0.4408 0.4425
10 3.0755 0.7626  0.4370  0.4406
11 2.9536  0.6687 0.4359 0.4391
12 2.8371 0.5981 0.4356 0.4382
13 2.7258 0.5462 0.4356 0.4374
14 2.6195 0.5092 0.4356 0.4369
15 25178  0.4834 0.4356 0.4365
16 24206 0.4661 0.4356 0.4362
17 23278  0.4546 0.4356  0.4360
18 2.2390 0.4472 0.4356 0.4359
19 2.1541  0.4426 0.4356  0.4357
20 2.0730  0.4397 0.4356 0.4357

Tuloksista ndhdaan, ettd majorantti konvergoi nopeammin suuremmilla p:n
arvoilla. Iteraatioiden edetessd majorantin arvojen havaitaan konvergoivan
kohti samaa arvoa. Tama voidaan todeta ainakin kolmen suurimman p:n ar-
von perustella. Pienimmalld p:n arvolla iteraatioita tulisi tehdé lisda tamén

toteamiseksi, silla konvergenssi on hyvin hidasta.
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7 Johtopaatokset

Tamén tutkielman tarkoituksena oli tutkia yleistetylle Stokesin yhtéldlle
johdettuja a posteriori virhearvioita. Numeerisena menetelméné kéytettiin
elementtimenetelméa ja approksimaatiomenetelména Uzawa-algoritmia. Ele-
menttimenetelmén yhteydessa kiaytimme MINI-elementtid malliongelman rat-
kaisuun ja Raviart-Thomas -elementtid majorantin vapaan tensoriarvoisen
funktion minimointiin. Elementtiratkaisijat ja virhearviot toteutettiin ohjel-
mointialustalla Matlab. Ohjelmakoodin téarkeimmét osat ovat tutkielman liit-
teessd A.

Majorantille Mg, tehtyjen testien tulokset olivat odotusten mukaisia. Ta-
pauksessa, jossa tarkka virhe tunnettiin, virheelle muodostui suurta yliar-
viointia. Télle yliarvioinnille 16ydetdan kuitenkin luonnollisia syita. Tutki-
musta voisi jatkaa etsiméalla vakiolle kg tarkempia arvioita tutkittavissa alueis-
sa seka ratkaisemalla vapaata parametria 7 tiheAmmassé verkossa kuin mal-
liongelma.

Uzawa-algoritmin toiminta osoittautui taysin odotusten mukaiseksi. Téssé
tutkielmassa suoritettujen testien perusteella parametrin p arvo nayttaisi
olevan suoraan verrannollinen konvergenssinopeuteen. Parametrin ei havaita
vaikuttavan majorantin arvoon, vaan majorantit lahestyvét samaa arvoa pa-
rametrista riippuvalla nopeudella.

Uutta téssa tutkimuksessa oli Repinin kehittdmien funktionaalisten a poste-
riori virhearvioiden johtaminen ottaen huomioon Uzawa-algoritmin erityis-
piirteet seké tulosten numeerinen testaaminen. Tdman tutkielman teoriao-
suudesta on kirjoitettu artikkeli [1], jossa kisitelladn lisiksi ns. augmentoi-
tua Stokesin yhtaloa. Seuraavaksi tutkimusta laajennetaan Stokesin yhtalos-
td Oseenin ongelmaksi, joka on yhden askeleen ldhempénd Navier-Stokesin
yhtalod. Oseenin ongelmalle tullaan johtamaan vastaavia tuloksia ja toteut-
tamaan vastaavia numeerisia testeja.
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A Lahdekoodit

Téhéan tutkielmaan liittyvat ohjelmakoodit on tehty ohjelmointialustalla Mat-
lab [16]. Tarvittavat elementtiratkaisijat on tehty itse, jotta voitiin kontrol-
loida ratkaisijoiden toimintaa paremmin. Matlabin lisdosaa PDE-toolbox [17]
kdytettiin elementtiverkkojen luomiseen ja kasittelyyn.

A.1 Malliongelman ratkaiseminen (solverMINI.m)

Tutkielman malliongelma ratkaistaan tiedostosta solverMINI.m 16ytyvalla rat-
kaisijalla. Nopeutta ratkaistaessa paine oletetaan tunnetuksi. Ratkaisijalle
annetaan parametreina elementtiverkon ja integrointikvadratuurin tiedot,
malliongelman parametrit, seké paineen tietorakenne. Malliongelman ratkai-
su palautuu yhtélon (6.1) mukaisen matriisiyht&lon ratkaisuun. Tésté eteen-
péin "vasemmanpuoleisella matriisilla"viitataan yhtélon (6.1) matriisiin A,
jota merkitddn koodissa merkinnélla Mat ja vastaavasti "oikeanpuoleisella
matriisilla"viitataan saman yhtalon matriisiin b, jota merkitadn Matf.

b

% Parametrit:

% mesh: elementtiverkon tietorakenne (t,p,e)

% quadrature: tietorakenne, jossa tieto integrointikvadratuurista

% pde: ongelman tietorakenne (ODY:n kertoimet nyy, myy,

% lastifunktio f, mahdollisesti solverin (solverMINI)

% antama vasemmanpuoleinen matriisi Mat (mik&li ongelma
% ratkaistu ennenkin eri lastilla)

% pressure: paineen tietorakenne

h

% Ulos:

% C: ratkaisun kerroinvektori

% Mat: yhtdloryhmdn vasemmanpuoleinen matriisi
% Matf: yhtdloryhmin oikeanpuoleinen vektori

% Hyoddyntdd funktiota:
% quad.m

% basis_functionsMINI.m
% element_info.m

%

function [C, Mat, Matf] = solverMINI(mesh, quadrature, pde, pressure)

Integrointikvadratuuria hydédyntden haetaan referenssielementissé olevien in-
tegrointipisteiden koordinaatit ja niihin liittyvat painot. Tamén jéalkeen hae-
taan kantafunktioiden ja kantafunktioiden gradienttien arvot integrointipis-
teissd. Ennen matriisien kokoamisen aloittamista alustetaan yhtalon oikealle
puolelle muodostuva matriisi nollaksi.
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% Lasketaan kuvattavat int-pisteet X ja niihin liittyvdt painot
% dim = k&siteltdvi dimensio

% kertaluku = tarkkuus

[X,W] = quad(quadrature.deg, quadrature.dim);

% Haetaan kantafunktioiden arvot integrointipisteissé
[N, N_grad] = basis_functionsMINI(X);

% Alustetaan oikeapuoleinen matriisi.
koko = 2*x(NOFnodes + NOFelems);
Matf = spdiags( zeros(koko,1) , 0, koko, 1);

Uzawan algoritmia hyddynnettessd vasemmanpuoleinen matriisi Mat tarvit-
see koota vain ensimmaiselld iteraatiolla. Seuraavilla iteraatioilla ongelman
parametreista vain paineessa on tapahtunut muutoksia, joten vain oikean-
puoleinen matriisi Matf tulee koota uudestaan. Mikali vasemmanpuoleinen
matriisi on koottu, on se tallennettu tietorakenteeseen pde. Ennen matriisien
kokoamista testataan siis, ettd 10ytyyko kyseistd matriisia.

% Kun funktiota kutsutaan ensimmiisen kerran:

% Uzawan algoritmia kdytettdessd yht&dldryhmin vasen puoli ei muutu

% lainkaan, joten on turhaa luoda vasemmanpuoleiset matriisit uudestaan
% jokaisella solverikutsulla. Tdh&n if-silmukkaan mennd&dn VAIN jos

% vasemmanpuoleisia matriiseja ei ole luotu! Silmukka tekee sekd

% oikean- ettd vasemmanpuoleiset matriisit. Mik&li vasemmanpuoleiset

% matriisit oli jo luotu ennen funktiokutsua, tehd&&n uudelleen pelkkéd
% yhtdldryhmén oikeanpuoleinen matriisi, silld se muuttuu jokaisella

% kerralla.

% Tata voi kayttdd VAIN, jos verkkoa ei tihennetd eri iterointikertojen

% vdlissd. Jos tihennet&ddn, tulee matriisin pde.Mat arvo asettaa aina
% nollaksi jokaisessa funktiokutsussa.

if pde.Mat ==

Mikéali matriisia Mat ei 16ydy, alustetaan se nollaksi. Aloitetaan kdyméén
elementteja lapi yksi kerrallaan. Alustetaan nollaksi myos elementtikohtai-
set lokaalit matriisit. Nimelld Mat_lok vasenl kutsutaan lokaalia jaykkyys-
matriisia, nimella Mat _lok vasen2 lokaalia massamatriisia. Lokaalia oikeaan
puoleen liittyvdd matriisia nimitetadn Mat lok oikea.

% Alustetaan globaali vasemmanpuoleinen matriisi
Mat = spdiags(zeros(koko,1) , 0, koko, koko);

% Silmukka k&dy l&pi verkon kaikki elementit

for i =1:NOFelems
% Alustetaan lokaalit vasemmanpuoleiset matriisit

ol



Mat_lok_vasenl = zeros(size(N,1));
Mat_lok_vasen2 = zeros(size(N,1));

% Alustetaan lokaali oikeanpuoleinen matriisi
Mat_lok_oikea = zeros(size(N,1),1);

Seuraavaksi haetaan luvussa 6.4 esitetyn elementtikohtaiseen kuvaukseen
F K liittyvan matriisin B K ké&nteismatriisi ja determinantti, sekd kuvauk-
sella F K kuvattujen integrointipisteiden koordinaatit késiteltévassa elemen-
tissa.

% Haetaan tarpeellisia elementtikohtaisia tietoja funktiosta
% element_info.m, joka palauttaa int-pisteet kuvattuna tydn alla
% olevaan elementtiin, kuvauksen komponentit matriisin B_K ja vektorin
% b_K. Lisdksi palauttaa tarvittavat B_K:n kd&#nteismatriisin ja
% determinantin.
[XY, 7, 7, B_K_inv, B_K_det] = element_info(mesh, i, quadrature);

Aloitetaan kdyméaén 1api kantafunktioita kahden eri silmukan avulla.

% Silmukka kdy 1&pi kaikki kantafunktiot
for j = 1:size(N,1)

% Silmukka kdy ldpi kaikki kantafunktiot
for k = 1:size(N,1)

Muodostetaan jaykkyysmatriisi. Koska aiemmin haettiin kantafunktioiden
arvoja integrointipisteissa, tulee ne nyt kuvata kasiteltdavdan elementtiin,
jolloin saadaan kantafunktioiden ja niiden gradienttien arvoja késiteltavin
elementin integrointipisteissé. Gradienttien tapauksessa kantafunktiot kerro-
taan matriisin B K kd#dnteismatriisin transpoosilla ja jaetaan sen determi-
nantilla.

% Poistetaan "ylimd&rdinen" ykkostd oleva dimensio
gradJ = squeeze(N_grad(j,:,:,:));
gradK = squeeze(N_grad(k,:,:,:));

% Suoritetaan muuttujanvaihto ja tehd&&n numeerinen
% integrointi referenssielementissa.

% Lasketaan lokaaleja matriiseja integrointipiste
% kerrallaan (gradienttin kuvaaminen helpottuu)
for a=1:size(X,2)

GradJ = gradJ(:,:,a)’;
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GradK = gradK(:,:,a)’;

GradBJ = B_K_inv’ * GradJ;
GradBK = B_K_inv’ * GradK;

divJ = GradBJ(1,1) + GradBJ(2,2);
divK = GradBK(1,1) + GradBK(2,2);

%Jaykkyysmatriisi

Mat_lok_vasenl(j,k) = Mat_lok_vasenl(j,k) + ...
abs(B_K_det) * pde.nu * ...
W(a) * sum( sum( GradBJ .* GradBK ) ) ;

end

Muodostetaan massamatriisi. Kantafunktiot kuvataan vain jakamalla ku-
vauksen B K determinantilla.

%Massamatriisi

W2 = zeros(2,length(W));
w2(1,:) = W;
w2(2,:) W;

Il

Mat_lok_vasen2(j,k) = abs(B_K_det) * ...
sum(sum( ( (pde.mu * (W2 .* squeeze(N(j,:,:)))’)
.x squeeze(N(k,:,:))? ) )) ;

end

Nyt vasempaan puoleen liittyvit lokaalit matriisit ovat valmiita, joten siir-
rytdan laskemaan oikeaan puoleen liittyvaé lokaalia matriisia. Haetaan las-
tifunktion f ja paineen p arvoja kisiteltavan elementin integrointipisteissa.
Tamén jalkeen voidaan laskea kasiteltdavadn elementtiin liittyva lokaali oi-
keanpuoleinen matriisi.

Muodostetaan elementtikohtainen lastivektori f parametrina tuodun
inline-funktion avulla
f1 = pde.f1(XY(1,:),XY(2,:));

£2 = pde.f2(XY(1,:),XY(2,:));
£(1,:) = f1;
£f(2,:) = f2;,

Lasketaan paineen arvoja integrointipisteisséa
[p, "] = solution_valuesMINI(mesh, pressure, i, XY, quadrature);

Silmukka k&y l&pi integrointipisteet
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summaf = 0;
summap 0;

for n = 1:size(X,2)
summaf = summaf + ( W(n) * sum(squeeze(N(j,:,n)) .* f£(:,n)’) );

GradJ = gradJ(:,:,n)’;
GradBJ = B_K_inv’ * GradJ;
divJ = GradBJ(1,1) + GradBJ(2,2);

summap = summap + (W(n) * divJ * p(n));
end

Mat_lok_oikea(j) = abs(B_K_det) * (summaf + summap);

end

Kun kaikki kantafunktiot on kéyty lapi, voidaan sijoittaa lokaalit matriisit

oikeille paikoille globaaliin matriisiin.

% Muodostetaan globaali matriisi sijoittamalla lokaalin matriisin
% arvot oikeille paikoille globaaliin matriisiin.
paikka = mesh.t(1:3,1i);

paikka2 = [paikka(l), paikka(l) + NOFnodes + NOFelems,
paikka(2), paikka(2) + NOFnodes + NOFelems,
paikka(3), paikka(3) + NOFnodes + NOFelems,
NOFnodes + i, 2*NOFnodes + NOFelems + i];

Mat (paikka2,paikka2) = Mat(paikka2,paikka2) + ...
Mat_lok_vasenl + Mat_lok_vasen2 + Mat_lok_vasen3;

Matf (paikka2) = Matf(paikka2) + Mat_lok_oikea;

Oletettiin, ettd nopeus reunalla on nolla, joten asetetaan nopeuden arvo nol-

laksi niissd solmuissa, jotka ovat alueen reunalla.

% Diricletin reunaehtojen lis&&minen.
% Nopeus reunalla = 0
reuna = mesh.e(1,:);

for m = 1:size(reuna,?2)
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Mat (reuna(m), :) = 0;
Mat (reuna(m) + NOFnodes + NOFelems, :) = 0;

Mat(:, reuna(m)) = 0;
Mat(:, reuna(m) + NOFnodes + NOFelems)

0;

Mat (reuna(m), reuna(m)) = 1;
Mat (reuna(m) + NOFnodes + NOFelems, reuna(m)
+ NOFnodes + NOFelems) = 1;

Matf (reuna(m)) = 0;
Matf (reuna(m) + NOFnodes + NOFelems) = O;
end

Oletettiin, ettd nopeus reunalla on nolla, joten asetetaan nopeuden arvo nol-
laksi niissé solmuissa, jotka ovat alueen reunalla. Nyt matriisiyhtalon ratkai-
semiseen vaadittavat matriisit Mat ja Matf ovat valmiina.

Jos tdmé ei ollut Uzawan algoritmin ensimmaéinen iteraatio, riittdéd laskea
oikeaan puoleen liittyva matriisi Matf. Seuraavaksi esitettiava koodi on kopio
juuri esitetystd, mutta siitd on poistettu kaikki oikeanpuolen kokoamiseen
liittyvat operaatiot.

% Kun funktiota kutsutaan toisen tai useamman kerran

% Tdhin silmukkaan menn#in vain, jos vasemmanpuoleiset matriisit oli
% jo luotu ennen funktion kutsua. T&11l6in on tarpeellista tehdd vain
% oikeanpuoleinen matriisi, joka siis muuttuu jokaisella ratkaisu-

% kerralla Uzawan algoritmia kéytettdessd.

else
Mat = pde.Mat;

% Silmukka kdy ldpi verkon kaikki elementit
for i = 1:NOFelems

% Alustetaan lokaali oikeanpuoleinen matriisi
Mat_lok_oikea = zeros(size(N,1),1);

% Haetaan tarpeellisia elementtikohtaisia tietoja funktiosta

% element_info.m, joka palauttaa int-pisteet kuvattuna tydn alla

% olevaan alkioon, kuvauksen komponentit matriisin B_K ja vektorin
% b_K. Lisdksi palauttaa tarvittavat B_K:n k&#inteismatriisin ja

% determinantin.

[XY, 7, 7, B_K_inv, B_K_det] = element_info(mesh, i, quadrature);

% Silmukka kdy 1l&pi kaikki kantafunktiot
for j = 1:size(N,1)
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% Muodostetaan elementtikohtainen lastivektori f parametrina tuodun
% inline-funktion avulla
f1 = pde.f1(XY(1,:),XY(2,:));

f2 = pde.f2(XY(1,:),XY(2,:));
f(1,:) = f1,
£(2,:) = £2;

% Lasketaan paineen arvoja integrointipisteissi
[p, "] = solution_valuesMINI(mesh, pressure, i, XY, quadrature);

% Poistetaan "ylimd&rdinen" ykkostd oleva dimensio
gradJ = squeeze(N_grad(j,:,:,:));

% Silmukka kdy ldpi integrointipisteet
summaf = 0;
summap = O;

for n = 1:size(X,2)
summaf = summaf + ( W(n) * sum(squeeze(N(j,:,n)) .* f(:,n)’) );

GradJ = gradJ(:,:,n)’;
GradBJ = B_K_inv’ * GradJ;
divJ = GradBJ(1,1) + GradBJ(2,2);

summap = summap + (W(n) * divJ * p(n));
end

Mat_lok_oikea(j) = abs(B_K_det) * (summaf + summap);
end

% Muodostetaan globaali matriisi sijoittamalla lokaalin matriisin
% arvot oikeille paikoille globaaliin matriisiin.
paikka = mesh.t(1:3,i);

paikka2 = [paikka(1l), paikka(1l) + NOFnodes + NOFelems,
paikka(2), paikka(2) + NOFnodes + NOFelems,
paikka(3), paikka(3) + NOFnodes + NOFelems,
NOFnodes + i, 2*NOFnodes + NOFelems + i];

Matf (paikka2) = Matf (paikka2) + Mat_lok_oikea;
% Diricletin reunaehtojen lis&d&minen.
reuna = mesh.e(1,:);
for m = 1:size(reuna,?2)
Matf (reuna(m),:) = 0;

Matf (reuna(m) + NOFnodes + NOFelems,:) = 0;
end
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’end

Seuraavaksi voidaan ratkaista yhtélon (6.1) mukainen yht&loryhmé
Mat*C=Matf, joten malliongelma on ratkaistu.

% Ratkaistaan yht&dldryhmd Mat*C=Matf
C = Mat\Matf;

A.2 Tensoriarvoinen minimointiongelma (solverRT0t.m)

Luvun 5.3 mukaista minimointia tehdessd tarvitaan FEM-ratkaisija, joka
tuottaa tensoriarvoisia ratkaisuja. Perusperiaatteeltaan tdmé ratkaisija toi-
mii samalla tavalla kuin edellé esitetty ratkaisija, mutta tdssd vapausasteet
ovat reunoja, saadut ratkaisut ovat tensoriarvoisia ja muuttujanvaihtoihin
kdytetddn Piolamuunnoksia.

% Parametrit:

% mesh: elementtiverkon tietorakenne (t,p,e)

% quadrature: tietorakenne, jossa tieto integrointikvadratuurista
% pde: ongelman tietorakenne (0ODY:n kertoimet nyy, myy,

% lastifunktio f

% velocity: nopeuden tietorakenne

% pressure: paineen tietorakenne

b

% Ulos:

% L1: jaykkyysmatriisi

% L2: massamatriisi

% R1l: ensimmiinen oikeanpuolen matriisi
% R2: toinen oikeanpuolen matriisi

% Ongelman ratkaisu palautuu yht&léryhmén
%h (L1 + L2)*C = (R1 + R2)
% ratkaisuun

% Hyoddyntdd funktiota:
% quad.m

% basis_functionsRTOt.m
% element_info.m

function [L1, L2, R1, R2] = solverRTOt(mesh, quadrature, pde,...
velocity, pressure)

% Lasketaan kuvattavat int-pisteet X ja niihin liittyv&dt painot
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% dim = k&sitelt&dvad dimensio
% deg = tarkkuus
[X,W] = quad(quadrature.deg, quadrature.dim);

% Haetaan kantafunktioiden arvot integrointipisteissé
[N, N_div] = basis_functionsRTO(X, ’t’);

% Haetaan "reunatiedot"

[element2edges, edge2nodes,”] = edgedata(mesh.e,mesh.t,2);
NOFedges = size(edge2nodes,?2);

NOFelems = size(element2edges,2);

% Alustetaan globaali oikeanpuoleinen matriisi

% Matriisien rivimi&rit = vapausasteiden lukumi&ri.
koko = 2xNOFedges;

R1 = spdiags( zeros(koko,1) , 0, koko, 1);

R2 = spdiags( zeros(koko,1) , 0, koko, 1);

% Alustetaan globaali vasemmanpuoleinen matriisi
L1 = spdiags(zeros(koko,1) , 0, koko, koko);
L2 = spdiags(zeros(koko,1) , 0, koko, koko);

% Silmukka kdy l&pi verkon kaikki elementit
for i =1:NOFelems

% Lasketaan merkit
tmp = mesh.t([1 2 3],i) - mesh.t([2 3 1],i);
elemsign = tmp ./ abs(tmp);
elemsigns(1) = elemsign(1);
elemsigns(2) = elemsign(1);

elemsigns(3) = elemsign(2);
elemsigns(4) = elemsign(2);
elemsigns(5) = elemsign(3);

elemsigns(6) = elemsign(3);

% Alustetaan lokaalit vasemmanpuoleiset matriisit
L1_lok = zeros(size(N,1));
L2_lok = zeros(size(N,1));

% Alustetaan lokaali oikeanpuoleinen matriisi
R1_lok = zeros(size(N,1),1);
R2_lok = zeros(size(N,1),1);
% Haetaan tarpeellisia elementtikohtaisia tietoja funktiosta
% element_info.m, joka palauttaa int-pisteet kuvattuna tydn alla
% olevaan elementtiin, kuvauksen matriisin B_K ja sen determinantin.

[XY, B.K, 7, 7, B_K_det] = element_info(mesh, i, quadrature);

% Silmukka kdy 1l&pi kaikki kantafunktiot
for j = 1:size(N,1)

for k = 1:size(N,1)

% Suoritetaan muuttujanvaihto ja tehdd&n numeerinen
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% integrointi referenssielementissi.

% Div elementeittdin vakio => ei tarvita painoja => ref-
% elementin pinta-alalla kertominen riitt&&

divJ = N_div(j,:);

divK = N_div(k,:);

% Jaykkyysmatriisi
L1_lok(j,k) = 0.5/abs(B_K_det) * pde.nu ...
* sum((elemsigns(j)* div]J) .* (elemsigns(k) * divk));

% Massamatriisi
for piste = 1:size(X,2)
L2_1lok(j,k) = L2_lok(j,k) + 1/pde.nu * ...
(1/abs(B_K_det)) * sum(sum( ( (pde.mu * W(piste) * ...
(elemsigns(j) * (B_K * squeeze(N(j,:,:,piste))?)’)))...
.*(elemsigns(k) * (B_K * squeeze(N(k,:,:,piste))?)’))) ;
end

end

% Oikeanpuolen laskeminen:

% Muodostetaan elementtikohtainen lastivektori f parametrina tuodun
% inline-funktion avulla
f1 = pde.f1(XY(1,:),XY(2,:));

f2 = pde.f2(XY(1,:),XY(2,:));
f(1,:) = f1;
£(2,:) = £2;

div] = N_div(j,:);
for n = 1:size(X,2)
R1_1lok(j) = R1_1lok(j) + (elemsigns(j))*...
(W(n) * divJ * (£(:,n)
- squeeze(pde.mu * velocity.values(i,n,:))));
end

q(:,1,1) = pressure.values(i,:);

q(:,2,2) = pressure.values(i,:);
end
for piste = 1:size(X,2)

R2_1ok(j) = R2_1lok(j) + 1/pde.nu * ...
sum(sum( elemsigns(j) * W(piste)
*((B_K * squeeze(N(j,:,:,piste))?’)?)...
.* (squeeze( -pde.nuxvelocity.grad_values(i,piste,:,:))...
+ squeeze(q(piste,:,:)) )));
end
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end

% Muodostetaan globaali matriisi sijoittamalla lokaalin matriisin
% arvot oikeille paikoille globaaliin matriisiin.
paikka = element2edges(1:3,1i);
paikka2 = [paikka(1l), paikka(l) + NOFedges,
paikka(2), paikka(2) + NOFedges,
paikka(3), paikka(3) + NOFedges];

L1(paikka2,paikka2) = L1(paikka2,paikka2) + L1_lok;
L2(paikka2,paikka2) = L2(paikka2,paikka2) + L2_lok;

R1(paikka2) = Rl(paikka2) + R1_lok;
R2(paikka2) = R2(paikka2) + R2_lok;

end

end

A.3 Majorantin laskeminen

Lasketaan arvoja majorantille, joka on esitetty lauseessa 5.2.2.

Aluksi méaaritellddn tutkittava alue ja muodostetaan verkko. Molemmissa
tutkittavissa alueissa (yksikkonelio ja yksikkOympyréd) kiytetadn epéasian-

nollistd verkkoa.

function [] = Majorantti_Uzawa()

[p,e,t] = initmesh(’unitsquareg’, ’Hmax’, 0.055);

mesh.p = p;
mesh.e = e;
mesh.t = t;

[*, edge2nodes, ~] = edgedata(mesh.e,mesh.t,2);
NOFedges = size(edge2nodes,?2);

Mikéli tarkat ratkaisut tiedetaén, sijoitetaan ne tietorakenteeseen exact inline-
funktioina. Muuten tehddén exact:sta muuttuja ja annetaan sen arvoksi nol-

la.

% Tarkat ratkaisut tiedeté&in:
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exact.ul = inline(’20%*x.72.%y.*(2xy - 1) .*(x - 1).72.x(y - 1)?);

exact.ul_gradx = inline(’40*x.*y.*(2%y - 1).x(x - 1).72.*x(y - 1) ...
+ 20%x."2.xy. x(2*%x - 2).x(2xy - 1) .x(y - 1)°);

exact.ul_grady = inline(’20*x.”2.xy.*x(2xy - 1) .*%(x - 1).72 ...
+ 20%x.72.%(2.%y - 1) .%(x - 1).72.x(y - 1)
+ 40*%x."2.xy. x(x - 1).72.%(y - 1))

exact.u2 = inline(’-20*x.*y. 2.*%(2*x - 1) .x(x - 1).*x(y - 1).72?);

exact.u2_gradx = inline(’- 20*x.*y."2.%(2%x - 1) .x(y - 1).72 ...
- 20%y.72.%(2%x - 1) .x(x - 1).x(y - 1).72 ...

- 40*x.xy."2.%(x - 1) .x(y - 1).72°);

exact.u2_grady = inline(’- 40*x.*y.*(2*x - 1) .*(x - 1).x(y - 1).72 ...
- 20%x.¥y."2.%(2%x - 1).%x(2xy - 2).*%(x - 1)?);

exact.p = inline(’2x*x - 17);

% % tarkkaa ratkaisua ei tiedetd
% exact = 0;

Madritelladn ongelman ja integrointikvadratuurin parametrit, elementtien
tyypit (paineelle epdjatkuva kolmioelementti ja nopeudelle MINI-elementti),
paineen alkuarvo, Uzawan parametri p, Friedrichin vakio ja LBB-vakion kaén-
teisluku.

pde.nu = 1;
pde.mu = 1;
pde.Mat = 0O;

pde.fl = inline(C’x.*y.*(x - 1).*(y - 1) - 2xy.x(y - 1)
- 2%x.x(x - 1) + 27);

inline(’-(x - y) .*(- x.72.%y.72 + x.72.%y + 2%x.72 ...
+ X.¥y.72 - BEx.ky + 2%y."2 - 2)°);

pde.f2

quadrature.dim = 2;
quadrature.deg = 8;

[X,W] = quad(quadrature.deg, quadrature.dim);

pressure.elemtype = ’tri_discont’;
pressure.dof = zeros(size(mesh.t,2),3);

velocity.elemtype = ’mini’;

% Uzawan parametri
uzawa.rho = 2xpde.nu - 0.1;
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% Kédytetddn Fiedrichin vakiona 1/(pi*sqrt(2))
F = 1/(sqrt(2)*pi);

% Kdytetddn LBB-vakion kiinteislukuna
kappa = 2.6131;

constant = kappax*sqrt(F~2+pde.mu + pde.nu);

Aloitetaan Uzawa-iteraatioiden teko. Iteraatioita tehddan maksimissaan iter-
max kpl.

disp(’ ?)
disp(’ )
disp(’ )

disp(’###########################################################’)

disp(’# Verkko: )

disp([’# Elementtejd ’,num2str(size(mesh.t,2)), ’kpl, solmuja ’,
num2str(size(mesh.p,2)),’kpl, reunoja ’, num2str(NOFedges),’kpl’])

disp(C’# ?)

disp(’# ODY:n parametrit:’)

disp([’# Nyy: ’,num2str(pde.nu), ’, Myy: ’, num2str(pde.mu)])

disp(C’# ?)

disp(’# Uzawan parametri: )

disp([’# Rho ’,num2str(uzawa.rho),])

disp(’###########################################################’)

disp(’ ?)

iter = 0;

itermax = 20;

Majorant = zeros(itermax,1);
exact_error = zeros(itermax,1);

while (iter < itermax)
iter = iter + 1;

Jokaisella iteraatiolla tehdaan yksi Uzawa-askel, joka jalkeen on saatu likiarvo
nopeudelle ja paivitetty likiarvo paineelle. Lasketaan nopeuden ja nopeuden
gradientin sekd paineen arvoja integrointipisteissa.

[Mat, velocity, pressure] = UzawaMINI(mesh, quadrature, pde,
uzawa, velocity, pressure);
pde.Mat = Mat;

val = zeros(size(mesh.t,2),size(X,2),2);
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grad = zeros(size(mesh.t,2),size(X,2),2,2);
p_val = zeros(size(mesh.t,2),size(X,2));

for i = 1:size(t,2)
[values, gradvalues] = solution_valuesMINI(mesh, velocity, i,...
X, quadrature);

val(i,:,:) = values;
grad(i,:,:,:) = gradvalues;
[p_values,”] = solution_valuesMINI(mesh, pressure, i, X,

quadrature) ;
p_val(i,:) = p_values;
end

velocity.values = val;

velocity.grad_values = grad;

velocity.div_values = grad(:,:,1,1) + grad(:,:,2,2);
pressure.values = p_val;

Mikali tarkka ratkaisu tiedetédén, lasketaan likiarvon tarkka virhe energianor-
missa, joka on esitetty yhtélossa (3.4).

if isstruct(exact)
[Uerr] = UzawaVirhe(mesh, velocity, quadrature, exact, pde);
exact_error(iter) = Uerr;
disp([’* Uzawan iteraatio ’, num2str(iter),
> x Tarkka virhe: ’, num2str (Uerr)])

else

disp([’* Uzawan iteraatio ’, num2str(iter), ’> *’])
end

Seuraavaksi minimoidaan 7 £:n arvolla 1.

% Oletetaan, ettd \beta = 1, ja ratkaistaan matriisit
[L1,L2,R1,R2] = solverRTOt(mesh, quadrature, pde, velocity,
pressure) ;

% \betalle alkuarvo ennen iteraatioiden aloittamista
beta = 1;

Minimoidaan £:n ja 7:n arvoja vuorotellen kappaleessa 5.3 esitetyn rutiinin

mukaisesti ja lasketaan majorantille (lause 5.2.2) arvo jokaisen minimoinnin
jélkeen.
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for k=1:5

ja ]
Il

(F~2*(1+beta) )/ (F~2*pde.mu*x(1+beta) + pde.nu);

tau.dof = (H*L1 + (1 + 1/beta)*L2)\(- H*¥R1 - (1 + 1/beta)*R2);
tau.values = zeros(size(mesh.t,2),size(X,2),2,2);
tau.div_values = zeros(size(mesh.t,2),size(X,2),2);
for element = 1:size(mesh.t,2)
[values, div_values] = solution_valuesRTO(mesh, tau,
element, X, quadrature,’t’);
tau.values(element,:,:,:) = values;
tau.div_values(element,:,:) = div_values;
end

div_norm_elem = zeros(size(mesh.t,2),1);

M1 = zeros(size(mesh.t,2),1);
M2 = zeros(size(mesh.t,2),1);

for i=1:size(mesh.t,2)
[XY, 7, 7, 7, B_K_det] = element_info(mesh, i, quadrature);

f1 = pde.f1(XY(1,:),XY(2,:));
£f2 = pde.f2(XY(1,:),XY(2,:));
£(:,1) = £1;
£(:,2) = £2;

q(:,1,1) = pressure.values(i,:);
q(:,2,2) = pressure.values(i,:);

M1(i) = abs(B_K_det) * sum(W .* sum(((f + squeeze(-pde.nu...
* velocity.values(i,:,:) ...
+ tau.div_values(i,:,:))).~2),2));

M2(i) = abs(B_K_det) * sum(W .* sum(sum(((1/sqrt(pde.nu)...
* (squeeze(tau.values(i,:,:,:) - pde.nu ...
* velocity.grad_values(i,:,:,:))+ q)).~2),3),2));

div_norm_elem(i) = abs(B_K_det)
* sum(W’.*(velocity.div_values(i,:)."2));

end

% Duaalin normin nelid
D = sum(M2);

% Residuaalin normin nelid
R = sum(M1);

% Tahdn lasketaan u~k-u~k_h
Maj = H¥R + (1+1/beta)*D ;

64




div_norm = sqrt(sum(div_norm_elem));

% Koko majorantti
Majorantti = 2*constant*div_norm ...
+ (2*constant/sqrt(pde.nu) + 1)*sqrt(Maj);

disp([’Iteraatio: ’, num2str(k),
> | Betan arvo: ’, num2str(beta) ,...
> | Majorantti: ’, num2str(Majorantti),
> | Div: ?, num2str(div_norm),...
> | R"2: ?, num2str(R), ’> | D~2: ’, num2str(D) 1)

betal = -(pde.mu*D)*(pde.mu*xF~2/pde.nu + 1) - sqrt(D*R)

* (Fxpde .mu/sqrt(pde.nu) + sqrt(pde.nu)/F);
beta2 = (F~2*D)*(pde.mu/pde.nu) - R;
beta = betal/beta2;

Iteraatiot lopetetaan, mikili 8:n arvo kasvaa suhteettoman suureksi.

if beta > 1000000
disp(’betan arvo yli 1 000 000 => lopetetaan iteraatiot’)
break
end
end

Kun minimoinnit on saatu valmiiksi, saadaan tdméan Uzawan askeleen lopul-
linen majorantin arvo.

Majorant (iter) = Majorantti;

disp(’ ?)
end

end
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