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Johdanto

Harmoniset funktiot ovat tarkedssa roolissa monilla eri matematiikan aloilla.
Harmonisia funktioita on tutkittu erittdin paljon, mistd kertoo muun muas-
sa se, ettd MathSciNet on listannut yli viisi tuhatta julkaisua vuoden 1940
jalkeen, joiden yhteydessi mainitaan sanat "harmonic function" [1|. TAm&
tutkielma jakautuu kahteen osaan, joista ensimmaéisessa keskitytddn tarkas-
telemaan harmonisia ja e-harmonisia funktioita. e-harmoninen funktio méa-
ritellddn siten, ettd se toteuttaa keskiarvoperiaatteen

uelz) = ]i iy

jollakin € > 0 joukossa €2 C R™ ja reunaehdot joukossa I'., joka on saatu
laajentamalla alkuperiisen joukon €) reunaa vakion € verran. Reunan laajen-
nuksella varmistetaan, ettd keskiarvointegraali toimii myds reunan ldheisyy-
dessid. Harmoninen funktio taas on méadaritelty Laplacen yhtilon avulla siten,
ettd funktio v on harmoninen, jos

Au = 0.

Harmoniset funktiot toteuttavat keskiarvoperiaatteen kaikilla ¢ > 0 toisin
kuin e-harmoniset funktiot.

Tutkielmassa tarkastelun kohteena ovat e-harmonisten funktioiden reuna-
arvotehtavit, joiden ratkaisujen olemassaoloa ja yksikasitteisyytta tutkitaan
laajentaen tarkastelu aina diskreetistd yksiulotteisesta tapauksesta yleiseen
tarkasteluun joukossa Q. Relaksaatiomenetelmé (Method of Relazation) osoit-
tautuu erittain kiyttokelpoiseksi tyokaluksi reuna-arvotehtavien tarkastelus-
sa. Tyon lopussa sen avulla approksimoidaan ratkaisujen kuvaajia Matlab-
ohjelmiston avulla.

Tyon padtulos harmonisiin funktioihin liittyen osoittaa, ettd e-harmonisen
reuna-arvotehtavan ratkaisu suppenee vastaavaan harmoniseen ratkaisuun,
kun € ldhestyy nollaa. Todistus perustuu vertailuperiaatteeseen. Mikali e-
harmonisille funktioille v ja w pétee u(x) < w(zx) kaikilla z € T, niin kes-
kiarvoperiaatteesta seuraa

u(z) < w(x) kaikilla z € Q.

Vertailuperiaatteen avulla lI6ydetdin e-harmonisen funktion yla- ja alapuolel-
ta harmoniset funktiot, joiden pystytiddn osoittaa suppenevan kohti harmo-
nista ratkaisua, kun € lahestyy nollaa. T&ll6in niiden véliin jidvin e-harmoni-
sen funktion on myos ldhestyttdva harmonista ratkaisua.



Tyo6n toinen osio koostuu suunnatun bindaripuun tarkastelusta. Binddripuu-
hun liitetdén satunnaiskavelija, joka kivelee puussa solmusta solmuun, l&-
hestyen jotakin reunan pistettd. Reunalle on méiritelty funktio, joka ker-
too satunnaiskivelijin saaman palkkion kussakin reunan pisteessid. Satun-
naiskivelyiden yhteys e-harmonisiin funktioihin tulee esille keskiarvoperiaat-
teesta. Tarkastelemalla satunnaiskéivelijan palkkion odotusarvoa suunnatus-
sa bindfripuussa huomataan, ettd tille odotusarvolle pitee solmusta seu-
raavaan liikuttaessa vastaavanlainen keskiarvoperiaate kuin e-harmonisilla
funktoilla. Satunnaiskévelyjen odotusarvojen ja e-harmonisten funktioiden
reuna-arvotehtavien tarkastelussa tormatddnkin moniin samankaltaisiin omi-
naisuuksiin.

Alunperin Kakutani [7] osoitti satunnaiskévelyn yhteyden harmonisiin funk-
tioihin. Joseph Leo Doob késittelee kirjassaan |4] klassista potentiaaliteori-
aa rinnakkain todennékéisyysteorian kanssa ja osoittaa, ettd niilli on monin
paikoin selked yhteys. Tassd yhteydessi on syytd mainita, ettd Doob oli ke-
hittdmaéssd martingaalien teoriaa ja kisittelee teoksessaan ongelmia suurelta
osin niiden avulla. Lisdd martingaalien kiytostd satunnaiskivelyiden ja e-
harmonisten funktioiden yhteydessd voi lukea esimerkiksi tutkielmasta [8].
Relaksaatiomenetelméstd voitaneen mainita jo vuonna 1928 ilmestynyt teos
[2], jossa Courant, Friedrichs ja Lewy késittelevit osittaisdifferentiaaliyht&loi-
ta kiyttiden relaksaatiomenetelmid approksimoidessaan jatkuvia Dirichlet’n
ongelman ratkaisuja. Katso myos myohemmin englanniksi ilmestynyt teos [3].
Satunnaiskévelyilld on my6s kiiytannon sovellutuksia, joista yhtend esimerk-
kiné voidaan mainita Doyle ja Snell [5], jotka kisittelevit satunnaiskévelyi-
den ja sihkoverkkojen yhteyttd. Puhtaasti harmonisia funktioita kattavasti

kasitteleva kirja on esimerkiksi vuonna 2000 ilmestynyt " Harmonic Function
Theory" [1].

Tutkielma on jarjestetty seuraavasti. Kappaleessa 2 kisitelladn reuna-arvoteh-
tavien ratkaisujen olemassaoloa ja yksikasitteisyytta. Kappaleessa 3 osoite-
taan harmonisten funktioiden toteuttavan keskiarvoperiaatteen. Kappaleessa
4 kisitellddn vertailuperiaatetta ja osoitetaan tutkielman péaitulos eli e-har-
monisten funktioiden suppeneminen harmoniseen funktioon. Kappale 5 koos-
tuu satunnaiskivelyjen tarkastelusta suunnatussa binddripuussa, ja viimeinen
kappale 6 kiisittelee e-harmonisten funktioiden kuvaajia Matlab-ohjelmiston
avulla.



1 Maaritelmia
Maaritelm4 1.1. Olkoon 2 C R™ avoin, rajoitettu ja siled joukko. Olkoon
u: Q — R siten, ettd u € C*(Q2). Laplacen yhtild on muotoa

Au(z) =0 kaikilla x € Q, (1)
missd A on Laplacen operaattori. Laplacen operaattori maaritelladn

"L Qu(x
Au(x) = 8352- )
j

j=1
Huom. Lipi tyon oletetaan, etté joukko €2 C R™ on avoin, rajoitettu ja
siled.

Misritelméa 1.2. Olkoon u € C?(2). Funktio u on harmoninen funktio, jos
se toteuttaa Laplacen yhtélon (1).

Merkinta: Jatkossa kiytetdan merkintoja

1

][ u(y)dy = —— / u(y)dy,
B(z,r) WnT B(z,r)

missi w,r"™ on pallon B(x,r) geometrinen mitta ja

1
u(y)dS(y) = ——— / u(y)dS(y),
faB(:v,r) nwyr" ! 0B (z,r)

missi nw,r" ! on pallon kuoren OB(z,r) geometrinen mitta.

Esimerkiksi kun n = 2, niin
wyr™ = 7r? = ympyrin pinta-ala’
ja
nw,r™ ™t = 27 = "ympyrin kaaren pituus.”
Maaritelma 1.3. Joukon €2 avulla maaritelladan joukko I'. seuraavasti.
. ={x eR"\ Q|dist(z,00) < €} .
Joukkoa T, tarvitaan e-harmonisten funktioiden maérittelyssa.

Maaritelma 1.4. Olkoot 2 C R”" ja u : 2 — R sellainen funktio, ettd
u € C?(2). Olkoon € > 0. Funktion u sanotaan olevan e-harmoninen funktio,

jos
u(z) = fB(w’E) u(y)dy, kun z € )
u(z) = F(x), kun z € I'.

Huom. Lipi tyon oletetaan, ettd reunalla funktiot F' ovat sileitd C'*°-funktioita.



2 e-harmonisten funktioiden reuna-arvotehtavat

Tassé kappaleessa tutkitaan ensin diskreettien yksiulotteisten e-harmonisten
funktioiden reuna-arvotehtdvid. Tarkoituksena on tdmén jilkeen laajentaa
tuloksia jatkuviin yksiulotteisiin tapauksiin. Jatkuvista tapauksista péas-
tadn luontevasti siirtymédn yleisiin avaruuden R™ tapauksiin. Yksiulotteiset
tapaukset helpottavat hahmottamista ja todistuksissa kiytetyt periaatteet
ovat monin paikoin samoja seki yksiulotteisissa ettd yleisissd tapauksissa.

Diskreetissa yksiulotteisessa tapauksessa tutkitaan funktiota, jonka mé&arit-
telyjoukko on diskreetti. Intuitiivisesti timé tarkoittaa sité, etta reaaliakselin
padlla on e-hila. Funktio u on téissi tapauksessa médritelty vain néisséi disk-
reeteissi, toisistaan etdisyyden e péddssa olevissa pisteissa.

u(z)

Kuva 1: Diskreetti funktio

Maiaritelmi 2.1. Olkoot
Qp ={a,a+e€,a+2¢,....b—2¢,b—¢€,b}

ja

8QD = {CL, b} y
missd a,b € R siten, ettd b > a. Diskreetti e-harmoninen funktio joukossa
Qp toteuttaa ehdon

u(z) = su(z —€) + ju(z +¢€), kunz € Qp\ 9Qp
F(x), kun z € 0Qp.



Seuraava esimerkki havainnollistaa relaksaatiomenetelméd, jota kiyte-
taan esimerkiksi lauseessa 2.1 todistettaessa e-harmonisen ratkaisun olemas-
saolo reuna-arvotehtavassa.

Esimerkki 2.1. (Relaksaatiomenetelm4)

Relaksaatiomenetelmélld etsitdan funktiota, joka toteuttaa keskiarvoperiaat-
teen tietyilld reunaehdoilla. Téssd esimerkissd on kyseessd kaksiulotteinen
diskreetti tapaus. Téllaisessa tapauksessa funktio f toteuttaa keskiarvoperi-
aatteen, jos

fle,y) = 1@ = 9)+ St en) + [y =+ [y + o)

Oletetaan esimerkissé, ettd reuna-arvot ovat 1 ja 0. Tilanne voi ndyttid esi-
merkiksi kuvan 2 kaltaiselta.

— = ==
= % X % =
— % O ¥ =
e
— = ==

Kuva 2: Kaksiulotteinen alue reuna-arvoilla 0 ja 1

Ensimméisessd vaiheessa oletetaan, etté etsitty funktio saa kaikissa pisteissa
arvon 0. Témaén jélkeen lasketaan vuorotellen jokaiselle pisteelle keskiarvope-
riaatteen avulla uusi arvo. Ensimmaisen kierroksen laskujen jilkeen tilanne
nayttdd kuvan 3 mukaiselta.

1 1 1 1 1
1 0,500 0,375 0,59375 1
1 0,375 0 0,3984375 1
1 0,59375 0,398375 0,69921875 1
1 1 1 1 1

Kuva 3: Relaksaatiomenetelmilld saadut arvot yhden iteraation jilkeen



Arvot on saatu laskemalla:
0,500 = i(1+1+0+0),
0,375 = i(l +.5004+0+0),
0,59375 = i(l +.3754+1+0),
0,375 = i(l +.500+ 0 +0),
0,3984375 = i(.59375 +1+0+0),
0,59375 = %(.375 +1+140),

1
0,3084375 = 7 (.593751 + 1+ 0+ 0),

1
0,69921875 = Z(.3984375 +.3984375 + 1+ 1).

Néille uusille arvoille voidaan toistaa samanlainen lasku, jolloin saadaan ar-
vot, jotka ovat lahempiné oikeaa ratkaisua. Relaksaatiomenetelmésté on syy-
td huomata, ettd oikeaa ratkaisua ei saada tarkasti laskettua. Numeerisesti
kuitenkin padstdédn niin ldhelle oikeaa ratkaisua kuin halutaan. Ratkaisun ole-
massaolon todistamiseksi riittdd osoittaa, ettd relaksaatiomenetelmélld 16y-
detyt funktiot suppenevat kohti jotain funktiota. Jos niin on, taytyy ratkai-
sun olla olemassa.

Seuraavaksi osoitetaan relaksaatiomenetelmid apuna kiyttéen, ettd diskree-
tilla yksiulotteisella reuna-arvotehtavilla on ratkaisu. Kaikissa reuna-arvoteh-
tavissa oletettiin, ettd reunalla funktio F' on siled C'*°-funktio.

Lause 2.1. (Ratkaisun olemassaolo)
Olkoon u : Qp — R. Reuna-arvotehtdvdlld

u(z) = Ju(z —€) + Ju(z +¢€), kunz € Qp~0Qp
F(z), kun x € 0Qp

on ratkaisu.

Todistus. Olkoon reunalla u(a) = A ja u(b) = B, missd A, B € R. Tehddin
oletus, ettd A < B. Todistus menee vastaavalla tavalla, jos A > B.

Etsitaan ratkaisua relaksaatiomenetelméan avulla:



tehdaan alkuarvaus
ul(z) = A kaikilla z €]a, b].

Maaritellaan 1
u?(z) = §(ui(3: —€) +ul(x+e)).

Samalla tavoin
ui(x) = —(ufH(w —e) +u Tz + o).

Huom. Kaikki funktiot v’ toteuttavat lisdksi reunaehdot reunapisteissé a ja
b.

Osoitetaan, ettd u’ suppenee, kun s — oo. Tehdddn tdmé osoittamalla in-
duktiivisesti, ettd us™ > wu?.

Kun s = 1, niin

ul(r) = A kaikilla z €]a, b].

Kun s = 2, niin

2(4) = A, kun z €la, b — €]
= 1(A+B), kunz=b—e

Talloin selviisti u? > ul.

Oletetaan, ettd on olemassa k € N siten, ettd u™!(z) > uf(z) kaikilla
x €la, b[. Talléin

ub?(z) =

€

(u™ (@ =€) + u(z + )

>

N =N -

(ue(z =€) +uf(z + ) = u (2).

Nyt koska funktiojono u; on kasvava ja lisdksi rajoitettu ylhdalta, on sen
lahestyttava jotakin rajafunktiota u.. On siis 16ydetty funktio, joka toteut-
taa reuna-arvot. Lisdksi funktiojonon médritelméstd ndhddin suoraan, etté
16ydetty funktio on e-harmoninen. n

Olemassaolon lisdksi halutaan tietdd, onko ratkaisu yksikasitteinen. Yk-
sikéisitteisyyden todistamiseen tarvitaan avuksi maksimiperiaatetta. Maksi-
miperiaatetta kayttamalla voidaan osoittaa ratkaisun yksikésitteisyys.



Lause 2.2. (e-harmonisen funktion maksimiperiaate diskreetissd tapaukses-
sa) Olkoon u. e-harmoninen joukossa Qp. Talloin u. saavuttaa maksimiar-
vonsa M ja minimiarvonsa m reunalla 0Q)p.

Todistus. Olkoon M € R sellainen vakio, ettd u.(z) < M kaikilla z € Qp.
Nyt jos u.(z) = M jossakin sisdpisteessi z, niin keskiarvoperiaatteesta seuraa

ue(z) = %(ue(x —€) +uxr+e) =M.

Koska M on maksimiarvo, niin u.(z — €) = u.(x 4+ €) = M. Samalla periaat-
teella jatkamalla nihdain mydés, etta

Ue(z — 2€) = ue(z + 2¢) = M.

Tata voidaan jatkaa kunnes saavutetaan reunapiste a tai b. Jos reunapiste
a saavutetaan ensin, niin huomataan, ettd f(a) = M. Jos taas ensin saavu-
tetaan reunapiste b, niin huomataan, etta f(b) = M. Vastaavalla paattelylla
myss minimiarvo m saavutetaan reunalla 9€)p. [

Lause 2.3. Olkoot f ja g sellaisia e-harmonisia funktioita alueessa Qp, ettd
ne tayttivdit samat reunaehdot f(a) = g(a) = A ja f(b) = g(b) = B. Tdlldin
f(z) = g(x) kaikilla x € Qp.

Todistus. Olkoon h(z) = f(x) — g(x). Jos © € Qp ~\ 0Qp, niin

h(z—e)+hx+e) flx—e)+flr+e) glxv—e) +g(r+e)

2 - 2 2

Lisdksi tiedetdén, ettd h on e-harmoninen. Nyt h(z) = 0, kun = € 90Qp,
koska f(a) = g(a) = A ja f(b) = g(b) = B. Maksimiperiaatteesta seuraa,
ettd funktion h maksimiarvo sekd minimiarvo ovat 0. Tadma pétee vain, kun
h(z) = 0 kaikilla x € Qp. Koska h(z) = 0, niin f(z) = g(z) kaikilla x €
QD. ]

Diskreeteistd tapauksista padstddn luontevasti siirtyméadn jatkuviin yk-
siulotteisiin tapauksiin. Jatkuvissa tapauksissa oletetaan, ettd funktiot ovat
mééaritelty jollain vililld [a,b] C R. Samoin kuin diskreetissi tapauksessa,
ensin osoitetaan reuna-arvotehtivin ratkaisun olemassaolo ja tdmén jilkeen
ratkaisun yksikésitteisyys. Jatkuvissa tapauksissa médritelladn vilille [a, b]
reuna [, siten, ettd

I, = {z € R\Ja, b[| dist(z, {a,b}) < €}

Vertaa maaritelmaan 1.3.



Lause 2.4. Olkoon u : [a,b] — R. Reuna-arvotehtivalli

{ w®) = o0 uy)dy, kun z €la,b]
u(z) = F(z), kun x € T

on ratkaisu.

Todistus. Olkoot reunalla u(a) = A ja u(b) = B joillakin A, B € R. Tehddin
oletus, ettd A < B. Todistus menee vastaavalla tavalla, jos A > B.

Etsitdéin ratkaisua: tehddin alkuarvaus ul(zr) = A kaikilla z €]a,b[. Mai-
ritellddn kaikissa pisteissd x €]a, b

Samalla tavoin

@mzﬁuw%w@

Huom. Kaikki funktiot u? toteuttavat lisdksi reunaehdot vychykkeessa I'..

Osoitetaan, ettd u’ suppenee, kun s — oo. Tehdddn tdmé osoittamalla in-
duktiivisesti, ettd us™ > ug.

Kun s = 1, niin
ul(z) = A kaikilla x €]a, b].
Kun ollaan vililla |b — ¢, b[, niin funktion u? méérittelysti seuraa, etti
u? > ul.
Oletetaan, etti on olemassa k € N siten, ettd u**!(z) > uf(z) kaikilla x €

Ja, b[. Téllsin

wwm:f www@zf W y) dy = o (2).
B({E,E) B($,€)

Nyt koska funktiojono u? on kasvava ja rajoitettu ylhaaltd, on sen ldhestyt-
tava jotakin rajafunktiota u.. Ollaan siis l16ydetty e-harmoninen funktio, joka
toteuttaa reunaehdot. O

Yksikésitteisyyteen tarvitaan jatkuvassa tapauksessa myos maksimiperi-
aatetta.
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Lause 2.5. (e-harmonisten funktioiden maksimiperiaate jatkuvassa tapauk-
sessa) Olkoon u. e-harmoninen joukossa |a,b]. Tdlloin u. saavuttaa maksi-
miarvonsa M € R reunalla T'..

Todistus. Olkoon M sellainen vakio, ettd u.(xz) < M kaikilla z € [a,b]. Jos
ue(x) = M jossakin sisdpisteessi x €|a, b, niin keskiarvoperiaatteesta seuraa,
etta

ue(x) = ][ ue(y) dy = M.
B(z,e)
Koska M on maksimi, niin u.(z) = M melkein kaikilla x € B(z, €). Erityisesti
ue(r —€) = uc(x +€) = M.
Toistamalla samanlainen tarkastelu néille pisteille nihdéén, ettd myos
Ue(z — 2€) = ue(z + 2¢) = M.

Néin jatkamalla saavutetaan jossakin vaiheessa reuna I, jolloin ndhd&éin,
ettd u.(x) = M jollakin z € I'.. Samanlainen tarkastelu pétee my6s minimille
m. [

Lause 2.6. Olkoot f ja g e-harmonisia alueessa [a,b]. Jos f(x) = g(x) kaikilla
x € [e, niin tdlloin f(x) = g(x) kaikilla x € [a,b].

Todistus. Olkoon h(z) = f(z) — g(z). Télléin h(x) = 0, kun = € I'.. Maksi-
miperiaatteesta seuraa, ettd h(x) = 0 kaikilla z € [a,b]. Tall6in f(z) = g(z)
kaikilla x € [a, b]. O

Yksiulotteisten tapausten jilkeen todistetaan yleisen tapauksen olemas-
saolo. Yleisessd tapauksessa joukolle I'. asetettiin méaéritelméssa 1.3

F.={zeR"\ Q|dist(x,00) < ¢€}.

Lause 2.7. (Yleisen tapauksen olemassaolo) Reuna-arvotehtivalli

on ratkaisu.

Todistus. Maksimiperiaatteen nojalla tiedetddn, ettd u saavuttaa maksimin-
sa ja miniminsd reunalla I'.. Olkoot max v = M ja min v = m. Etsitdan

11



ratkaisua: tehdddn alkuarvaus u!l(x) = m kaikilla z € Q \ 9Q. Midritelliéin
kaikissa pisteissa x €  ~ 0f)

ja samalla tavoin
w@=F  u)dy
B(z,e)

Huom. Kaikki funktiot u? toteuttavat liséksi reunaehdot vyohykkeessa I'..

Osoitetaan, ettd u’ suppenee, kun s — oo. Tehdddn tdmé osoittamalla in-
duktiivisesti, ettd uf™ > v, Kun s = 1, niin

ul(z) = m kaikilla x € Q ~ 0.

Kun z € Q siten, etti dist(z, Q) < ¢, niin funktion u? méirittelysti seuraa,
etta
ui(z) > ug ().

Oletetaan, ettd on olemassa k € N siten, ettd v (z) > u*(x) kaikilla z € .
Talloin

@szf ﬁwm@zf v
B((E,E) B(I,E)

Nyt koska funktiojono u? on kasvava ja rajoitettu ylhaaltd, on sen ldhestyt-
tava jotakin rajafunktiota w.. On siis olemassa e-harmoninen funktio, joka
toteuttaa reunaehdot. ]

B
—~
<
S~—
QU
<
I
<
oo
+
=
—~
5]
~—

Yksikasitteisyys saadaan yleisessi tapauksessa tasmaélleen samalla tavalla
kuin jatkuvassa yksiulotteisessa tapauksessa.

3 Keskiarvoperiaate

Keskiarvoperiaate on erittdin keskeinen tulos harmonisia funktioita tutkit-
taessa. Funktio joka toteuttaa keskiarvoperiaatteen on aina harmoninen ja
harmoninen funktio toteuttaa aina keskiarvoperiaatteen. Tassd osiossa to-
distetaan keskiarvoperiaate yleisemmissi tapauksessa Au = C. Keskiarvo-
periaatteen todistuksessa tarvitaan apuna pallokoordinaatteja, joita koskeva
lause on muotoiltu seuraavaksi.
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Lause 3.1. Olkoon u : R™ — R jatkuva funktio. Tdilldin

/B . u(y)dy = /OR ( /aB(m u(y)dS(y)> dr.

Todistus. Katso |6, s.628|.

Lause 3.2. (keskiarvoperiaate tapauksessa Au = C')
Olkoon u siled ja Au = C, missi C' € R. Tdlldin

u(r) = ]iB(w) u(y)dS(y) + Cr?* = ][ u(y)dy + Cr?.

B(z,r)

Todistus. Asetetaan

B(r) = ]iBW) w(y)dS(y) = ]éB(O’l) u(z + 12)dS(2).

Talloin

oy pi QrEh) = é(r)
¢'(r) = lim .

_ }lii%% (]gml) (@ + (r + h)2)dS(z) — 7£B<0,1> u(e + rz)dS(z))

— lim w(x+ (r+h)z) —u(x +rz)

h=0 J9B(0,1) h

dS(z).

Koska u on siled, niin raja-arvon ja integraalin paikkaa voidaan vaihtaa.

¢'(r) = ]i lim U+ 1)2) — ulztrz) dS(z).

Téastd saadaan Greenin kaavan avulla [6, s.26]. Katso myos [6, s.628].
S0) = f  Dale+r)ds(e)
2B(0,1)

_ ][ Du(z + r2)=dS(2)
2B(0,1)

— T
— f  Duw) Y Fasty)
OB(z,r)

r

- 7§B( Dufy) vaS(y)
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C
= 7"—7
n
missé v on ulkonormaali. Eli
Cr? Cr?
u(y)dS(y) =o(r) = — +d=——+d.
f, S @) = 00) = G ==

Nyt koska v on jatkuva, niin

][ u(y)dS(y) — u(z), kun r — 0.
OB(z,r)

Liséksi o2
—T+d—>d, kun r — 0.
n

Eli u(z) = d. Tallin voidaan kirjoittaa

Cr? Cr?

f w()dS() = o(r) = L +d =" yu(a),
OB(x,r)

2n n

josta ndhdain suoraan, etti

C'r?
ulz) = ]iBW) u(y)dS(y) + <.

n

Osoitetaan vield, etté

Lauseen 3.1 avulla saadaan

/B (I,T)U(y)dy = /O T ( /(9 B(M)U(y)ds(y)) ds

_ (u(m) - %“2> /0 ds = w,r™ (u(m) - %7"2

14
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Lause 3.3. (Harmonisten funktioiden keskiarvoperiaate) Olkoon u siled ja
Au = 0. Tdllgin

u(z) = ]éBW) u(g)asw) = f  uly)dy.

B(z,r)
Todistus. Valitaan lauseessa 3.2 C' = 0. Télloin ndhdiéin suoraan, etté
u@)=f  ul)dse) = ulwdy. a
OB(z,r) B(x,r)

Erona e-harmonisiin funktioihin harmoninen funktio toteuttaa keskiarvo-
periaatteen kaikilla » > 0, joilla B(z,r) C €.

4 e-harmonisten funktioiden suppeneminen har-
moniseen funktioon

Kappaleessa 2 osoitettiin, ettd reuna-arvotehtdvilla on aina yksikésitteinen
ratkaisu. Téssd kappaleessa tavoitteena on osoittaa, ettd médritelmén 1.4 e-
harmoninen funktio u. ldhestyy samat reunaehdot toteuttavaa harmonista
funktiota, kun e ldhestyy nollaa. Ensimmaéiseksi todistetaan e-harmonisten
funktioiden vertailuperiaate. Todistuksessa kiytetdén tietoa, ettd e-harmoni-
set funktiot u ja v ovat jatkuvia joukossa (2.

Lause 4.1. (Vertailuperiaate) Olkoot u ja v sellaisia e-harmonisia funktioita,
etti u(x) <wv(z), kun x € T'.. Tdlloin u(x) < v(z) kaikilla x € Q.

Todistus. Tehdadn vastaoletus ja oletetaan, ettd on olemassa sellainen xq €
Q, ettd u(zg) > v(xg). Olkoot

M = sup(u —v) > 0.
Q

ja
A={zeQ:uz)—v(r) =M} # 2.
Olkoon xy € A. Vakion M mééaritelméistd saadaan
u(zg) — v(xg) > u(x) — v(z) kaikilla € B(xo, €).
Jos olisi

u(zo) — v(xg) > u(x) — v(z)

15



positiivimittaisessa joukossa, joka kuuluu palloon B(x, €), niin olisi my6s
v(z) — v(z) > u(x) — (o)

palloon B(zo, €) kuuluvassa positiivimittaisessa joukossa. Talloin

0 = v(zo) — v(zo) = f

B(xo,€)

> f ) = o)y = (o) ~ u(ro) =0,

o(y)dy — v(xo) = f u(y) — v{zo)dy

B(zo,€)

mikd on ristiriita. Tastd seuraa, ettd u(zg) — v(xo) = u(z) — v(z) melkein
kaikilla = € B(zo, €). Télloin melkein kaikki pallon B(zo, €) pisteet kuuluvat
joukkoon A. Téllaisista pisteistd voidaan esimerkiksi valita aina sellainen pis-
te x1, joka on etdisyyden § lahempéné reunaa kuin piste xo. Télle pisteelle
x1 voidaan toteuttaa samanlainen tarkastelu kuin pisteelle x¢, jonka seurauk-
sena huomataan, ettd my6s melkein kaikki pallon B(xy,e€) pisteet kuuluvat
joukkoon A. Niin jatkamalla voidaan aina valita piste x; siten, ettd se on
etdisyyden £ ldhempédnd reunaa kuin piste z;_;. Koska alue on rajoitettu,
niin l0ydetaddn reunalta I'. piste x;, joka kuuluu joukkoon A. T&m& on risti-
riita, silld kaikilla z € T'. pitee u(z) < v(x). Kuva 4 havainnollistaa pisteen

x; loytamisté. O

Tt

Jr'.

Kuva 4: Pisteen z; 16ytaminen

Lause 4.2. (Vahva vertailuperiaate e-harmonisille funktioille) Olkoot u. ja
v, sellaisia e-harmonisia funktioita, joille kaikilla x € T patee u.(z) < v.(x).
Jos on olemassa sellainen piste xo € Q, ettd u.(xg) = ve(xo), niin u(x) =
ve(x) kaikilla x € Q ja lisdksi uc(y) = ve(y) kaikilla y € T..
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Todistus. Koska u, ja v, ovat e-harmonisia, toteuttavat ne yhtilot

e (o) = ]é o (2)

V(7o) = ]é . ve(y)dy, (3)

kun zy € . Vihennetddn yhtdlo (2) yhtélosta (3). Talloin jos wue(zg) =
ve(T), niin

]i () )y = (4)

Koska u.(x) < v(x) kaikilla x € ', niin lauseesta 4.1 seuraa, ettd u, < v,
joukossa ). Erityisesti pallossa B(x, €) pétee siis v, —u, > 0, joten yhtalosta
(4) seuraa, ettd u. = v, melkein kaikkialla pallossa B(zg, €).

Kuten vertailuperiaatteen todistuksessa, voidaan tarkastelu toistaa valitse-
malla pallosta B(xg,€) pisteen x, joka on ldahempéné reunaa kuin zy. Sa-
mankaltaisella tarkastelulla ndhdadn, ettd melkein kaikilla x € I'. pitee
ue(x) = ve(z). Koska reuna-arvot ovat jatkuvia, niin taytyy olla u.(z) = v.(x)
kaikilla x € T'.. Téstd seuraa vilittomésti myos se, ettd u. = v, kaikkialla
joukossa (2. O]

Seuraavaksi tavoitteena on osoittaa vertailuperiaatetta hyviksikiyttien e-
harmonisen reuna-arvotehtdvin ratkaisun suppeneminen vastaavaan harmo-
niseen ratkaisuun. Todistus on jaettu selkeyden vuoksi kolmeen osaan, jotka
ovat lauseet 4.3,4.4 ja 4.5.

Maaritelmi 4.1. Olkoon () avoin, rajoitettu ja siled joukko. Télloin joukko
Q. on

Q. = {x € R"| dist(z, Q) < €}.
Joukko €2, saadaan siis, kun laajennetaan joukkoa €2 joka suuntaan e verran.

Huom. Seuraavassa lauseessa oletetaan lisiksi, ettd (). on sellainen jouk-
ko, ettd harmonisten funktioiden sdannéllisyystulokset patevit reunalle asti.
Erityisesti on syytd huomata, ettd joukko R™ \ Q. ei saa olla liian pieni.
Varoittavana esimerkkini voidaan ajatella tilannetta, jossa laajennuksen jil-
keen saatu joukko ei olisikaan endi siled. Ndin voi tapahtua esimerkiksi tilan-
teessa, jossa laajennetun joukon keskelle jia yksittidinen piste, joka ei kuulu
joukkoon. Jatkossa siis oletetaan, ettd laajennuksen jilkeen saadut joukot €2,
ovat sileita.
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Lause 4.3. Olkoon F' : T'. — R siled C*°- funktio. Olkoot Q) ja Q. kuten mdd-
ritelmdssd 4.1. Kaikilla € > 0 on olemassa sellainen 6 > 0, ettd ratkaistaessa
reuna-arvotehtivd

Av(z) =0, kun x € Q.
ve(z) = F(x) +9, kun x € 09k,

ratkaisulle pdtee

ve(x) > F(x), kaikilla x € 5.

Todistus. v. on harmonisena funktiona silei [6, s.28, 5.326], jolloin se on myos
Holder-jatkuva. Eli
ve(z) — ve(y)| < L |z —y[*

joillakin L, a > 0. Erityisesti kun xq € 0€2 ja yo € 02, niin
[ve(o) — ve(yo)| < Le”.
Funktion v, méaarittelystd reunalla 0€), seuraa, etté
|[F'(20) + 6 — ve(yo)| < Le?,

F(x0) + 6 —ve(yo) < Le”.

T&lloin saadaan arvio
ve(yo) = F(xo) + 9 — Le.

Liséksi F' on Lipschitz-jatkuva sileéiné, jolloin

Talloin saadaan
ve(yo) > F(xo) + 0 — Le* > F(yo) — Le — Le* + 0.
Téastd ndhdadn, etta
ve(yo) = F(yo), kun 6 > Le® + Le.

Vakio ¢ voidaan siis aina valita siten, ettd ratkaisu joukossa 2. on funktion F’
ylapuolella alkuperdisen joukon () reunalla. Liséksi huomataan, etti o riip-
puu laajennuksen e suuruudesta. Pienemmalle € riittaa siis pienempi 0.
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Samanlaisella tarkastelulla ndhddan myos, ettd kaikilla € > 0 on olemassa
sellainen 0, ettd ratkaistaessa reuna-arvotehtivi

Aw(z) =0, kun z € Q.
we(z) = F(z) — 0, kun z € 09,

ratkaisulle pitee w.(z) < F(x) kaikilla = € 0. O

Nyt siis tiedetddn, ettd v, > u. > w, reunalla 0. Koska v, ja w,. ovat
harmonisina funktioina myd&s e-harmonisia, antaa e-harmonisten funktioiden
vertailuperiaate suoraan, etta

V() > ue(z) > we(z), kun z € Q.

Jos saadaan osoitettua, ettd funktiot v, ja w, lahestyvit harmonista funktiota
alkuperdisessi joukossa, kun € — 0, niin my6s funktion u. on ldhestyttavi
tiatd samaa funktiota. Tamé& tehddin seuraavaksi.

Lause 4.4. Olkoon h reuna-arvotehtdvin

Ah(z) =0, kunz e
h(z) = F(z), kun x € 09

ratkaisu alueessa Q). Tdalloin ve — h, kun €,0 — 0, missd 0 > Le* + Le.

Todistus. Funktio v, on reunalla 02 korkeintaan vakion § péddssé ratkaisun h
arvosta. Valitaan vakio 1 lauseen 4.3 perusteella siten, ettid n > § > Le? + Le.
Olkoon h reuna-arvotehtavin

Ah(z) =0, kun x € 2
h(z) = F(z) +n, kun z € 0

ratkaisu. Harmonisten funktioiden vertailuperiaatteen [6] nojalla v. < h kaik-
kialla joukossa €. T&lldin siis h < v. < h. Lisiksi koska n > Le% 4 Le, niin
voidaan valita vakio n siten, etta

n— 0, kun € — 0.

Koska h = h + 7, niin ratkaisu A — h, kun € — 0. T&lléin myés v, — h, kun
e — 0. Samanlainen tarkastelu voidaan tehda funktiolle w, jolloin ndhdaén,
ettd w, — h, kun ¢ — 0. O
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Lause 4.5. Olkoon u,. reuna-arvotehtdvdn

ue(z) = fB(m) uw(y)dy, kun x € Q
u(z) = F(x), kun x € I,

ratkaisu ja olkoon h reuna-arvotehtdvin

Ah(z) =0, kunz e
h(z) = F(z), kun x € 09

ratkaisu. Tdlloin ue — h, kun e — 0.
Todistus. Lauseen 4.4 ja vertailuperiaatteen nojalla tiedetdan, etté
V() > ue(z) > we(z), kun = € Q.

Lauseessa 4.5 osoitettiin, ettd v, — h ja w. — h, kun € — 0. Tall6in my6s
ue — h, kun ¢ — 0. O

5 Satunnaiskavely suunnatussa binaaripuussa

Seuraavaksi siirrytadn tarkastelemaan satunnaiskéivelyjid suunnatussa binaé-
ripuussa.

Maaritelma 5.1. Suunnattu bindaripuu £ on puu, jonka jokainen solmu
nimetdin joko solmuksi 0 tai solmuksi 1. Jokaisesta solmusta johtaa polku
seké, solmuun 0 ettd solmuun 1. Binddripuun reunaksi Y kutsutaan kaikkien
polkujen raja-arvojen joukkoa.

0

0
O/\l OA/]\H
YN\ Y\ Y\ Y\
1 0 1 0 1 0 1

Kuva 5: Suunnattu bindaripuu

0

Vilin [0,1] ja reunan Y vililld on surjektiivinen kuvaus x. Jokainen reunan
Y piste voidaan ajatella vilin [0, 1] pisteeksi. Méaritelladn tdméa kuvaus x
seuraavalla tavalla. Olkoon

v =(ay,as,..,a,...) €Y.
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Talloin

v Y = [0,1,2(0) = Y 2% e [0,1).

Esimerkiksi lukua % vastaa polku 0.0111..., silla

“a, w1 .1 1-1"
x(o.0111...)_;§_22_n_7}gng01. —% =>.

1
n=2 2

Nyt huomataan, ettd funktio z ei ole bijektio, silld esimerkiksi

1
#(0.1000...) = 2(0.0111...) = 7.

Jos vg = (a1, ay, ..., ax), niin asetetaan kuvaukselle x
z(ay,...,a;) = z(aq, ..., ax,0,0,0, ...).

Jos vy = (ay,as,...,a;) on padttyva polku, niin asetetaan se vastaamaan
sellaista vélid, johon kaikki pisteestd vy lahtevat polut paattyvat. Merkitdan
tillaista valid I,. Vilin I, pituus on . Padttyville polulle v, asetetaan

ﬁ.
kuvaus )
0:v— I, = [x(vg), z(vg) + ?]
Esimerkiksi paéttyvid polkua (0.1) vastaa vili
1 1 1
6(0.1) = [2(0.1000...), 2(0.1000) + ] =[5, 5 + 5] = [5. 1]

Padttyvad polkua (0.11) vastaa

1 33 1 3

6(0.11) = .11000... 11000..) + =] = |5, - = |-

Tama on intuitiivisesti melko selvié, silld voidaan ajatella esimerkiksi, ettéd

mentiessd ensimmaiisestd haarasta solmuun 1, voidaan endd padtya valille
[2,1].

29

Pelitulkinta

Bindédripuun avulla voidaan pelata seuraavanlaista pelid [9, s.26]. Ajatellaan,
ettd satunnaiskaveliji lahtee liikkeelle puun yldosasta kohti puun reunaa,
johon on liitetty jatkuva palkkiofunktio F': [0,1] — R,

F(v) = F(z(v)),veY. (5)
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Satunnaiskiveliji saa siis palkkion F'(a) reunalla kohdassa a € [0, 1]. Satun-
naiskdvelija heittdd kolikkoa jokaisessa solmussa. Jos kolikosta saadaan puoli
1, valitaan reitti, joka johtaa solmuun 0. Jos kolikosta saadaan puoli 2, va-
litaan reitti, joka johtaa solmuun 1. Oletetaan, ettd todennikdisyys o saada
kolikon puoli 1 on yhti suuri kuin todenn#koéisyys [ saada kolikon puoli 2.
Elia=p=

1
5

T4lla tavalla binfddripuussa edeten ei kuitenkaan koskaan saavuteta reunaa
Y. Palkkion odotusarvoa voidaan sen sijaan tutkia. Seuraavaksi tarkastel-
laankin palkkion odotusarvoa yksittdisessa pelissd. Tarkastelua varten tar-
vitaan todennikoisyysmitta joko joukolle Y tai vélille [0, 1], joka on liitetty
joukkoon Y.

Todennékoisyysmitan konstruointia varten tarvitaan Lebesguen mittaa.
Seuraavat madritelmét on muotoiltu n-ulotteisissa tapauksissa, mutta niita
tullaan kiyttdmain vain 1-ulotteisina.

Mairitelma 5.2. Avoin n-ulotteinen véli (n-vili) on

I={zeR":aq; <z <bj,i=1,2,..n}
:]CLl,bl[X]ag,bQ[X...X]an,bn[
=L xIyx..x1I,.

Maaritelm4 5.3. Joukon [ geometrinen mitta on
V(I> = (bl - al)<b2 - a2) teee (bn - an)-

Maaritelmd 5.4. Olkoon A C R". Lebesguen mitta joukosta A on
m(A) =inf Y V(I),
i=1

misséd [; ovat avoimia n-vileji kaikilla ¢ € N ja A C [I; kaikilla ¢ € N.

Miaéritelmi 5.5. Olkoon f : R"™ — [—o00, 00| mitallinen. Funktio f on
integroituva, jos seké

/ ftdr < oo etti / fdx < 0.

Funktio f*(x) = max{f(z),0} ja funktio f~(z) = —min{f(z),0}. Jos f
on integroituva, niin merkitdéin f € L'(R").
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Lause 5.1. (Fatoun lemma) Olkoot f; : R" — [0, 00] mitallisia. Tdlléin

/ lim inf f;dz < lim inf fidx.
R

n 1—>00 1—00 R™
Todistus. Katso [10, s.158]. O

Lause 5.2. (Lebesquen dominoidun konvergenssin lause)
Olkoot f; : R™ — [—o00, 00| mitallisia ja

1. |fil < g, melkein kaikilla x € R™, g integroituva
2. lim; .o fi = f, kunz € R™
Tdll6in

(x)dx :/ lim f;(z)dz = lim fi(z)dzx < oc.
Rr R

n 1—00 1—00 R"

Todistus. |f;| < g € L'(R™), joten

/ |fildz < / gdr < oo = |fi] € L'(R").
Nyt koska | f;| € L*(R™), niin f; € L'(R"™) kaikilla . Lisiksi
g = lim |fi| = [f],
1— 00

joten myés f € L'(R"). Fatoun lemman avulla saadaan

/n(f +g)dr = /R im inf(f; + g)dz < zlgloqo inf/n(fi + g)dz.

Talloin
fdx + / gdzr < lim inf fidx + / gdx.
R” n Rn n

1—00

fdx < lim inf fidx.

Rn 1—00 Rn
Tehddédn samankaltainen tarkastelu myos erotukselle ¢ — f. Fatoun lemman
avulla saadaan

/ (9 — f)dx :/ lim inf(g — f;)dz §/ gdx + lim inf/ — fidx.
n R n n

n 1—00 1—>00
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Talloin
— [ fdzr <+liminf [ —fide=—limsup [ fidr,
Rn 1—>00 Rn 1—00 Rn
josta seuraa
/ fdx > lim sup fidx.
n 1—00

R

lim sup fidx < fdx < lim inf fidx.

1—00 Rn Rn 1—00 Rn

Koska aina pétee
lim sup fidx > lim inf fidx,
1—00 R™ 1—00 Rn

niin

lim fidx = fdx.

=00 [JRn Rn

O

Maaéritelladn todennédkoisyysmitta intuitiivisesti muutaman esimerkin a-
vulla. Mietitddn ensin todennikoisyytta sille, ettd kuljettu polku padttyy
valille [%, 1]. Selvéstikin ensimmaisessd vaiheessa tdytyy valita solmu 1, jos
halutaan paitya talle vilille. Todennédkéisyys ettd satunnaiskivelija valitsee
ensimmaisessd askeleessa solmun 1 on % Tamén jalkeen solmun valinnalla ei

ole endd vilid, silld kaikki solmusta 0.1 ldhtevit polut padtyvit vélille |

1].

Talloin todennikdisyydeksi saadaan riippumattomien kokeiden tulosdinnon

avulla:

P(polut, jotka paattyvit vilille [11) = £ - (2 + 1y = L —
0 otka paa At valille [= — (L)Y =—
polut, p yvat vall 9’ 5 " \5 9 5 m

0
1
2
P P
0 1 0 1
Y\ Y\ Y\ Y\
\O 1 0 11 O 1 O 1J
O[ T ‘1

1

2
Kuva 6: Todennékoisyysmitan konstruointi
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Huomataan siis, ettd todenndkoisyys paatya tietylle vilille puun ensimmai-
sestd solmusta lahdettéiessd vastaa taméan vilin Lebesguen mittaa.

Edellisessa esimerkissé satunnaiskivelija aloittaa kivelynsd puun ensimmaéi-
sesta solmusta. Tilanne muuttuu hieman, kun liikkeelle 1dhdetdén jostakin
solmusta, joka ei ole ensimméinen solmu. Lasketaan todennékoisyys sille, et-

5 6

td ldhdettdessd solmusta 0.1 padadytéddn vilille [g, T].

Solmusta 0.1 tiytyy ensin kulkea solmuun 0.10 ja tastd solmuun 0.101, mikéali

halutaan padtya valille [g, g]. Todennakoisyys on talloin
5 6 11 1 5 6
P(polut, jotka alkavat 0.1 ja paatyvat valille |—, =|) = = =1 = - - —|.
(polut, jotka alkava ja padtyvat vili 6[8,8]) 55 47ém[8,8}

Tassd tapauksessa todennakoisyys ei vastaakaan Lebesguen mittaa vilistd

2, 2]. Osoittautuu kuitenkin, etté

5 6
P(polut, jotka alkavat 0.1 ja pastyvit vélille [é’ §]) =

missé m([3,1]) = P(polut, jotka kulkevat 0.1 kautta).

/N AN A N
0 1 0 1 0 1 0 1

0l | Y N 1

{ T 5 o \
.. e e 2 . 8 8 . .
Kuva 7: Todennakdisyysmitan konstruointi

Samalla tavoin voidaan konstruoida todennikdisyysmitta mille tahansa va-
lille paatyvélle polulle. Jos polun alkupiste on v, missd k ilmaisee montako
askelta on kuljettu ensimmaéisestd solmusta, niin todennédkdéisyys paatyid va-
lille [a,b] C [0, 1] on

k ]

Uk

P., (Ja,b]) = m([‘%ﬂﬂ I,,) _ m([a,b] N Ivk)‘

[\
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Maiésritelmi 5.6. Odotusarvoa solmussa vy = (ay, ag, ..., a;) merkitdin E,, .
Olkoon F : [0,1] — R jatkuva funktio, joka kertoo palkkion puun reunalla.
T4ll6in odotusarvo on

E,, (F(z(v))) = F(2(0))dP(v) = f Fz)dm(z).

»/kaikki polut vy eteenpiin Iy,

Merkitdan I,, = [by,be] C [0,1]. Koska F' on jatkuva, voidaan odotusarvo
[E,, kirjoittaa muotoon

By (Pla() = - [ Flo)im(a).

m<IUk> b1
Merkitddn jatkossa u(vy) = E,, (F(z(v))).

Miaritelma 5.7. Olkoot v, = (a1, as, ..., ax) binddripuun mielivaltainen sol-
mu ja olkoon F' jatkuva palkkiofunktio (5). Télloin sanotaan, etté funktio

u(vy) = %u(al, A, ...y g, 0) + %u(al, a9, ey A, 1)
limg 00 u(ay) = F(z(ay,as, ...))

on e-harmoninen bind&ripuussa.

Seuraavaksi tarkastellaan e-harmonisten funktioiden vertailuperiaatetta,
maksimiperiaatetta ja yksikasitteisyytta bindédripuussa.

Lause 5.3. (Vertailuperiaate) Olkoot uy ja uy e-harmonisia siten, ettd
lim wy(vy) = Fi(x(ay, as,...)) < Fo(x(ay, as,...)) = lim ug(vg).
k—o0 k—o0
Tdlloin vastaaville e-harmonisille funktioille pitee uy(vy) < ug(vy) kaikissa
solmuissa vy,.

Todistus. Koska
Fi(z) < Fy(x),

niin ) ,
2 2
/ Fi(z)dm(x) S/ Fy(z)dm(x).
bl bl
Talloin kaikille solmuille vy, pétee

uq (vg) =

1 b2
m(‘[Uk) /b1 Fl(x)dm(x) S m(LJk) b1

kun [by, by] C [0, 1]. O
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Lause 5.4. (Maksimiperiaate) Olkoon M € R ja olkoon u e-harmoninen.
Olkoon F palkkiofunktio siten, ettd F(x) < M kaikilla x € [0,1]. Jos jollakin
v patee

u(vg) = ulay, ag, ...,ax) = M,

niin F(z) = M kaikilla x € 1, .

Todistus. Oletetaan, ettd on olemassa sellainen véli I, C I, , ettd F(xg) <
M, kun zg € I,,. Talloin u(v;) = s < M. Koska

1 1
u(vy) = Eu(al, ey, 0) 4+ Eu(al, wnap, 1) =M

ja M on maksimi, niin my6s u(aq, ..., ax,0) = M ja u(ay, ..., a5, 1) = M. Sa-
manlaisella tarkastelulla ndhdaan, ettd u(ay, ..., ax,...) = M aina. Erityisesti

u(v) = (aq, ..., gy ..oy ay) = M.

Téama on ristiriita silld alussa oletettiin, ettd u(v;) = s < M. Siis melkein
kaikilla « € I, patee F'(z) = M. Koska F on jatkuva, niin véite pétee kai-
killa valin I,, pisteilla.

Vastaava viite péitee myos funktion F minimille. Jos F(z) > m kaikilla
x € [0,1] ja u(vx) = m jossakin mielivaltaisessa solmussa v, niin F'(z9) = m
kaikilla z¢ € I, . Siis maksimiarvo M ja minimiarvo m saavutetaan aina
reunalla. [l

Lause 5.5. (Yksikdsitteisyys) Olkoot u ja s e-harmonisia binddripuussa. Tal-
loin jos

lim u(vg) = lim s(vyg),

k—00 k—o0

nun u = v jokaisessa puun solmussa.

Todistus. Olkoon h e-harmoninen funktio jolle
h(vk) = u(vg) — s(vg).

Talloin

lim h(vg) = lim wu(vg) — lim s(vg) =0

k—o0 k—o00 k—o0
kaikilla poluilla vj. Lauseen 5.4 perusteella h(vg) = 0 kaikissa solmuissa vy,
koska e-harmoninen funktio saavuttaa reunalla miniminsd ja maksiminsa.
Téamai toteutuu ainoastaan silloin, kun w(vy) = s(vy) kaikissa solmuissa. [

Bindédripuun e-harmoniset funktiot toteuttavat myos vahvan vertailuperi-
aatteen
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Lause 5.6. Olkoot u ja s e-harmonisia siten, ettd

lim w(vy) = Fu(z(ay,a,...)) < Fs(x(ay,as,...)) = lim s(vg).

k—o0 k—o0

Jos on olemassa sellainen solmu vy = (wy, ..., wy), ettd
w(wy, ..., wx) = s(wy, ..., wg),
niin u(wy, ..., W, ...) = s(W1, ..., Wy, ...) ja F,(xo) = Fy(xo) kaikilla xy € I, .

Todistus. u ja s toteuttavat e-harmonisina yhtalot
1 1
u(ay, ag, ..., a;) = §u(a1, as, ..., ax,0) + §u(a1, A2, vy Ay 1) (6)
ja
1 1
s(ay, ag, ...,ax) = §s(a1, as, ..., ax,0) + Es(al, a2y .y Gy 1). (7)

Véhennetdédn yhtilo (6) yhtalosté (5). Talloin jos u(wy, ..., wg) = s(wy, ..., wy),
niin saadaan
1

3 (u(wyy ooy Wi, 0) + w(wy, ..oy wi, 1) — (w1, .oy Wi, 0) — s(wy, ..., wg, 1)) = 0.
(8)

Koska F, < F§, niin lauseesta 5.3 seuraa, ettd u — s < 0 kaikissa solmuissa.

Télloin yhtédlostd (8) seuraa, ettd u(wy,ws, ..., wy, 0) = s(wy, we, ..., w, 0) ja

u(wy, we, ..., wx, 1) = s(wy, wa, ..., wy, 1). Néille solmuille voidaan taas toistaa

samankaltainen tarkastelu, joilloin huomataan, ettd myos

u(wy, wa, ..., wk, 0,0) = s(wy, wa, ..., wg, 0,0),

u(wy, way, ..., Wk, 1,0) = s(wq, wa, ..., wg, 1,0),

( ) = s(
u(wy, wy, ..., wx, 0,1) = s(
( ) = s(
( ) = s(

)
Wi, W, ..., Wk, O, 1),
)
)

u(wy, wo, ..., wy, 1,1) = s(wy, wa, ..., wg, 1, 1).
Tata jatkamalla ndhdaén, etté

W(Wyy ooy Wiy o) = (W1, ooy W, ...

Nyt tiedetddn, ettd ainakin kaikissa solmuissa johon pédadytiddn ladhtemélla
solmusta vy, piatee u = s. TAmi on yhtépitdvaa sen kanssa, ettd F,(zg) =
Fy(z) kaikilla zo € I,,,. O
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Yleisessd e-harmonisessa tapauksessa vahvasta vertailuperiaatteesta saa-
tiin tulos, ettd reuna-arvojen on oltava kaikkialla samat. Suunnatun binéa-
ripuun vastaavassa tapauksessa sama péadttely ei siis pdde ja reuna-arvot
ovatkin samat ainoastaan niissd pisteissid johon paadytaddn lahtemalld tar-
kastelusolmusta vg. Tadméan ominaisuuden voidaan ajatella johtuvan siita, et-
td puussa ei voida liikkua "taaksepdin". Solmusta v, péaistddn ainoastaan
eteenpdin. Taman takia ei voida siis sanoa mitdin reunan arvoista, jotka ei-
vat ole valilla I, .

e-harmonisten funktioiden yhteyttd satunnaiskdvelyihin on tutkittu myos
tutkielmassa [8]. Sielld tarkastelu on monin paikoin tehty martingaalien avul-
la.

6 e-harmonisten funktioiden kuvaajia

Téassé osiossa tarkastellaan e-harmonisten funktioiden kuvaajia yhdessi ja
kahdessa ulottuvuudessa Matlab-ohjelmiston avulla. Tarkasteltavat funktiot
ovat diskreetteji, mutta niiden avulla pystytadn hyvin approksimoimaan jat-
kuvia tapauksia.

Matlab ei suoraan ratkaise e-harmonista funktiota tietyilli reunaehdoilla,
mutta numeerisesti relaksaatiomenetelmés kiyttden péadstddn hyvin ldhel-
le oikeaa ratkaisua.

Yksiulotteisessa tapauksessa aloitetaan valitsemalla véli, jossa e-harmoninen
funktio halutaan ratkaista. Samalla maaritetddn vakio e valitulle valille. M&a-
rittelyvéli jaetaan siis tasaisesti vakion e etdisyydelld toisistaan oleviin pistei-
siin. Seuraavassa esimerkissd méadritetddn e-harmoninen funktio valilld [0, 1]
reuna-arvoilla u.(0) = 0 ja u.(1) = 1, kun € = 0.1. Komento jolla tillainen
funktio saadaan ratkaistua tarkasti on seuraavanlainen:

29



vali=0.1;
a=0;
b=1;
x=a:vali:b;
A=size(x);
END=A(1,end)-1;
y=0*ones(size(x));
y(end)=1;
apu=y;
for k=1:1000
for i=END:-1:2
apu(i)=(y(i+1)+y(i-1))/2;
end
y=apu
end
plot(x,y,’*’)

Tamén operaation jilkeen Matlab antaa funktiolle y esityksen

Y=
Columns 1 through 8

0 0.1000 0.2000 0.3000 0.4000 0.5000 0.6000 0.7000
Columns 9 through 11

0.8000 0.9000 1.0000

Lisdksi Matlab antaa graafisen esityksen, joka nikyy kuvassa 8.

LLE: o o

oA *

LEI A o =

L1 .

o5r -

o4 F -

Kuva 8: 1-ulotteisen reuna-arvotehtdvin ratkaisu, kun e = 0,1
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Koodista on syytd huomata seuraavia seikkoja.

1) Uloin for-silmukka méérdd sen, kuinka monta kierrosta relaksaatiome-
netelmélld lasketaan. Esimerkin tapauksessa kierroksia kiydaan lapi 1000.

2) Apu-funktioon lasketaan uusia arvoja, jotka jokaisen iteraation jilkeen
sijoitetaan takaisin funktioon y. Télld tavalla laskemalla jokainen uusi funk-
tio y on médritelty kuten relaksaatiomenetelméssa.

3) Kun mairitelladn sisempi for-silmukka kuten se on mééritelty, riittda
koodista muuttaa pelkdstdan vakiota vali. Talloin Matlab automaattisesti
muuttaa myos kyseisen for-silmukan indeksit.

Pienentdmélla vakion € arvoa, eli tihentamalld vélin jakoa, saadaan tarkem-
pi approksimaatio reuna-arvotehtavian harmonisesta ratkaisusta. Esimerkiksi
kun €=0.025, niin 1500 iteraation jilkeen Matlab piirtdd funktiolle alla ole-
van kuvan 9 kaltaisen kuvaajan. Kuten kuvasta nikyy, jakoa tihentidmélla
ratkaisu lahestyy suoraa, joka yhdistda pisteita (0,0) ja (1,1). Tama suora on
reuna-arvotehtivin harmoninen ratkaisu.

1

03 * 1

0.8 #* |

0.7 r ® o

06 # 7

05 ¥ -]

04 * .

0.3

T
L
1

0z * -

01r * e

0 1 1 ] 1 I 1 ] 1 |

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0.9 1

Kuva 9: Yksiulotteisen reuna-arvotehtévin ratkaisun approksimaatio, kun
e =0,025
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Tarkastellaan seuraavaksi kahta erilaista kaksiulotteista reuna-arvotehtéa-
vad. Tavoltteena on ratkaista e-harmoninen funktio kaksiulotteisessa alueessa
tietyilla reuna-arvoilla. Asetetaan alueeksi [0, 1] x [0, 1]. Valitaan ensin e=0.1.
Asetetaan funktiolle reuna-arvo 0 joukossa

U= {0} x [0,1] U {1} x [0,1]U[0,1] x {0} U[0,1] x {1}

jareuna-arvo 1 pisteessa (0, 5;0,5). Alue ei ole siled, mutta ratkaisu suppenee
tastd huolimatta kohti nollaa, kun jakoa tihennetdén. Seuraavalla komennolla
Matlab ratkaisee annetun ongelman:

vali=0.1
x=0:vali:1;
y=x;

A=size(x);
END=A(1,end)-1;
[X,Y]=meshgrid(x,y);
2=0.*X.*Y;
Z((end+1)/2, (end+1)/2)=1;
I=[Z>0];
apu=Z;
for k=1:1000
for i=2:END
for j=2:END
apu(i,j)=C(apu(i,j-1)+apu(i,j+1)+apu(i+i,j)+apu(i-1,j))/4;
end
end
apu(I)=1;
Z=apu;
end
surfc(X,Y,Z)

Muuttamalla jakoa tiheimmaksi saadaan tarkempi kuva siita, millaiselta vas-
taava harmoninen ratkaisu nayttdd. Tihedmpi jako tuottaa tarkemman ku-
van, kuten kuvista 10-12 voidaan havaita. Kuvista havaitaan myos, etta rat-
kaisu ldhestyy nollaa, kun jakoa tihennetdén. Kuvassa 13 piirtdmiseen on
kiytetty komentoa "mesh" komennon "surfc" sijaan, koska komento "surfc"
ei tuottanut endd hyvinlaatuista kuvaa pienilld € arvoilla.
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]

Kuva 11: Reuna-arvotehtivin ratkaisu, kun € = 0.025

Kuva 12: Reuna-arvotehtavan ratkaisu, kun € = 0.0025
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Tilanne hankaloituu hieman, kun halutaan ratkaista sellainen reuna-arvo-
tehtéva, jossa kaksiulotteisen alueen keskelld on alue, joka ei olekaan yksit-
tiinen piste. Seuraavassa tapauksessa on ratkaistu edellisen kaltainen reuna-
arvotehtéva silla erotuksella, ettéd funktio saa arvon 1 pisteissé, jotka kuuluvat
joukkoon

U = {0,4}x[0,4;0,6]U{0, 6} x [0, 4; 0, 6]U[0, 4; 0, 6] x {0, 4}U[0, 4; 0, 6] x {0, 6} .

Reuna-arvotehtava on ratkaistu, kun € = 0,2, ¢ = 0,04 ja ¢ = 0,008. Ratkai-
sujen graafiset esitykset niakyvat kuvista 13-15. Matlabilla koodiksi asetetaan
tassa tapauksessa:

n=0;
vali=0.2x%(1/5) "n;
x=0:vali:1;
Y=x;
A=size(x);
END=A(1,end)-1;
[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z=0.*%X.*Y;
for p=(2%5-n+1) : (2x6°n+1+5"n)
for s=(2*5"n+1):(2%5"n+1+57n)
Z(p,s)=1;
end
end
I1=[Z>0];
apu=z;
for k=1:1000
for i=2:END
for j=2:END
apu(i,j)=(apu(i,j-1)+apu(i, j+1)+apu(i+l,j)+apu(i-1,j))/4;
end
end
apu(I)=1;
Z=apu;
end
surfc(X,Y,Z)
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LE R

L

[T B

Kuva 14: Reuna-arvotehtavin ratkaisu, kun ¢ = 0,04

Kuva 15: Reuna-arvotehtédvan ratkaisu, kun € = 0, 008
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Koodista on syytd huomata seuraavia seikkoja.

1) Jako saadaan muutettua tiheimméksi muuttamalla vakiota n € N. Ku-
vissa on kiytetty vakion n arvoja 0, 1 ja 2.

2) Myo6s reunan indeksit muuttuvat vakion n muuttuessa. Téstd johtuen in-
deksit p ja s on méadritetty siten, ettd ne muuttuvat luvun n mukana.

3) Kun n kasvaa, niin iteraatioiden méérad tulee myos kasvattaa.

Relaksaatiomenetelm& on siis erittdin kidyttokelpoinen menetelmé tarkas-
teltaessa e-harmonisten funktioiden reuna-arvotehtéivia. Jakoa tihentamalld
saadaan myos hyva kasitys vastaavasta harmonisesta ratkaisusta.
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