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Johdanto

Harmoniset funktiot ovat tärkeässä roolissa monilla eri matematiikan aloilla.
Harmonisia funktioita on tutkittu erittäin paljon, mistä kertoo muun muas-
sa se, että MathSciNet on listannut yli viisi tuhatta julkaisua vuoden 1940
jälkeen, joiden yhteydessä mainitaan sanat "harmonic function" [1]. Tämä
tutkielma jakautuu kahteen osaan, joista ensimmäisessä keskitytään tarkas-
telemaan harmonisia ja ε-harmonisia funktioita. ε-harmoninen funktio mää-
ritellään siten, että se toteuttaa keskiarvoperiaatteen

uε(x) =

 
B(x,ε)

u(y)dy

jollakin ε > 0 joukossa Ω ⊂ Rn ja reunaehdot joukossa Γε, joka on saatu
laajentamalla alkuperäisen joukon Ω reunaa vakion ε verran. Reunan laajen-
nuksella varmistetaan, että keskiarvointegraali toimii myös reunan läheisyy-
dessä. Harmoninen funktio taas on määritelty Laplacen yhtälön avulla siten,
että funktio u on harmoninen, jos

∆u = 0.

Harmoniset funktiot toteuttavat keskiarvoperiaatteen kaikilla ε > 0 toisin
kuin ε-harmoniset funktiot.

Tutkielmassa tarkastelun kohteena ovat ε-harmonisten funktioiden reuna-
arvotehtävät, joiden ratkaisujen olemassaoloa ja yksikäsitteisyyttä tutkitaan
laajentaen tarkastelu aina diskreetistä yksiulotteisesta tapauksesta yleiseen
tarkasteluun joukossa Ω. Relaksaatiomenetelmä (Method of Relaxation) osoit-
tautuu erittäin käyttökelpoiseksi työkaluksi reuna-arvotehtävien tarkastelus-
sa. Työn lopussa sen avulla approksimoidaan ratkaisujen kuvaajia Matlab-
ohjelmiston avulla.

Työn päätulos harmonisiin funktioihin liittyen osoittaa, että ε-harmonisen
reuna-arvotehtävän ratkaisu suppenee vastaavaan harmoniseen ratkaisuun,
kun ε lähestyy nollaa. Todistus perustuu vertailuperiaatteeseen. Mikäli ε-
harmonisille funktioille v ja w pätee u(x) ≤ w(x) kaikilla x ∈ Γε, niin kes-
kiarvoperiaatteesta seuraa

u(x) ≤ w(x) kaikilla x ∈ Ω.

Vertailuperiaatteen avulla löydetään ε-harmonisen funktion ylä- ja alapuolel-
ta harmoniset funktiot, joiden pystytään osoittaa suppenevan kohti harmo-
nista ratkaisua, kun ε lähestyy nollaa. Tällöin niiden väliin jäävän ε-harmoni-
sen funktion on myös lähestyttävä harmonista ratkaisua.
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Työn toinen osio koostuu suunnatun binääripuun tarkastelusta. Binääripuu-
hun liitetään satunnaiskävelijä, joka kävelee puussa solmusta solmuun, lä-
hestyen jotakin reunan pistettä. Reunalle on määritelty funktio, joka ker-
too satunnaiskävelijän saaman palkkion kussakin reunan pisteessä. Satun-
naiskävelyiden yhteys ε-harmonisiin funktioihin tulee esille keskiarvoperiaat-
teesta. Tarkastelemalla satunnaiskävelijän palkkion odotusarvoa suunnatus-
sa binääripuussa huomataan, että tälle odotusarvolle pätee solmusta seu-
raavaan liikuttaessa vastaavanlainen keskiarvoperiaate kuin ε-harmonisilla
funktoilla. Satunnaiskävelyjen odotusarvojen ja ε-harmonisten funktioiden
reuna-arvotehtävien tarkastelussa törmätäänkin moniin samankaltaisiin omi-
naisuuksiin.

Alunperin Kakutani [7] osoitti satunnaiskävelyn yhteyden harmonisiin funk-
tioihin. Joseph Leo Doob käsittelee kirjassaan [4] klassista potentiaaliteori-
aa rinnakkain todennäköisyysteorian kanssa ja osoittaa, että niillä on monin
paikoin selkeä yhteys. Tässä yhteydessä on syytä mainita, että Doob oli ke-
hittämässä martingaalien teoriaa ja käsittelee teoksessaan ongelmia suurelta
osin niiden avulla. Lisää martingaalien käytöstä satunnaiskävelyiden ja ε-
harmonisten funktioiden yhteydessä voi lukea esimerkiksi tutkielmasta [8].
Relaksaatiomenetelmästä voitaneen mainita jo vuonna 1928 ilmestynyt teos
[2], jossa Courant, Friedrichs ja Lewy käsittelevät osittaisdi�erentiaaliyhtälöi-
tä käyttäen relaksaatiomenetelmää approksimoidessaan jatkuvia Dirichlet'n
ongelman ratkaisuja. Katso myös myöhemmin englanniksi ilmestynyt teos [3].
Satunnaiskävelyillä on myös käytännön sovellutuksia, joista yhtenä esimerk-
kinä voidaan mainita Doyle ja Snell [5], jotka käsittelevät satunnaiskävelyi-
den ja sähköverkkojen yhteyttä. Puhtaasti harmonisia funktioita kattavasti
käsittelevä kirja on esimerkiksi vuonna 2000 ilmestynyt "Harmonic Function
Theory" [1].

Tutkielma on järjestetty seuraavasti. Kappaleessa 2 käsitellään reuna-arvoteh-
tävien ratkaisujen olemassaoloa ja yksikäsitteisyyttä. Kappaleessa 3 osoite-
taan harmonisten funktioiden toteuttavan keskiarvoperiaatteen. Kappaleessa
4 käsitellään vertailuperiaatetta ja osoitetaan tutkielman päätulos eli ε-har-
monisten funktioiden suppeneminen harmoniseen funktioon. Kappale 5 koos-
tuu satunnaiskävelyjen tarkastelusta suunnatussa binääripuussa, ja viimeinen
kappale 6 käsittelee ε-harmonisten funktioiden kuvaajia Matlab-ohjelmiston
avulla.
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1 Määritelmiä

Määritelmä 1.1. Olkoon Ω ⊂ Rn avoin, rajoitettu ja sileä joukko. Olkoon
u : Ω→ R siten, että u ∈ C2(Ω). Laplacen yhtälö on muotoa

∆u(x) = 0 kaikilla x ∈ Ω, (1)

missä ∆ on Laplacen operaattori. Laplacen operaattori määritellään

∆u(x) =
n∑
j=1

∂2u(x)

∂x2
j

.

Huom. Läpi työn oletetaan, että joukko Ω ⊂ Rn on avoin, rajoitettu ja
sileä.

Määritelmä 1.2. Olkoon u ∈ C2(Ω). Funktio u on harmoninen funktio, jos
se toteuttaa Laplacen yhtälön (1).

Merkintä: Jatkossa käytetään merkintöjä 
B(x,r)

u(y)dy =
1

ωnrn

ˆ
B(x,r)

u(y)dy,

missä ωnrn on pallon B(x, r) geometrinen mitta ja 
∂B(x,r)

u(y)dS(y) =
1

nωnrn−1

ˆ
∂B(x,r)

u(y)dS(y),

missä nωnrn−1 on pallon kuoren ∂B(x, r) geometrinen mitta.

Esimerkiksi kun n = 2, niin

ωnr
n = πr2 = �ympyrän pinta-ala�

ja
nωnr

n−1 = 2πr = �ympyrän kaaren pituus.�

Määritelmä 1.3. Joukon Ω avulla määritellään joukko Γε seuraavasti.

Γε = {x ∈ Rn \ Ω| dist(x, ∂Ω) ≤ ε} .

Joukkoa Γε tarvitaan ε-harmonisten funktioiden määrittelyssä.

Määritelmä 1.4. Olkoot Ω ⊂ R
n ja u : Ω → R sellainen funktio, että

u ∈ C2(Ω). Olkoon ε > 0. Funktion u sanotaan olevan ε-harmoninen funktio,
jos {

u(x) =
ffl
B(x,ε)

u(y)dy, kun x ∈ Ω

u(x) = F (x), kun x ∈ Γε.

Huom. Läpi työn oletetaan, että reunalla funktiot F ovat sileitä C∞-funktioita.
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2 ε-harmonisten funktioiden reuna-arvotehtävät

Tässä kappaleessa tutkitaan ensin diskreettien yksiulotteisten ε-harmonisten
funktioiden reuna-arvotehtäviä. Tarkoituksena on tämän jälkeen laajentaa
tuloksia jatkuviin yksiulotteisiin tapauksiin. Jatkuvista tapauksista pääs-
tään luontevasti siirtymään yleisiin avaruuden Rn tapauksiin. Yksiulotteiset
tapaukset helpottavat hahmottamista ja todistuksissa käytetyt periaatteet
ovat monin paikoin samoja sekä yksiulotteisissa että yleisissä tapauksissa.

Diskreetissä yksiulotteisessa tapauksessa tutkitaan funktiota, jonka määrit-
telyjoukko on diskreetti. Intuitiivisesti tämä tarkoittaa sitä, että reaaliakselin
päällä on ε-hila. Funktio u on tässä tapauksessa määritelty vain näissä disk-
reeteissä, toisistaan etäisyyden ε päässä olevissa pisteissä.

xεa b

u(x)

Kuva 1: Diskreetti funktio

Määritelmä 2.1. Olkoot

ΩD = {a, a+ ε, a+ 2ε, ..., b− 2ε, b− ε, b}

ja
∂ΩD = {a, b} ,

missä a, b ∈ R siten, että b > a. Diskreetti ε-harmoninen funktio joukossa
ΩD toteuttaa ehdon{

u(x) = 1
2
u(x− ε) + 1

2
u(x+ ε), kun x ∈ ΩD \ ∂ΩD

u(x) = F (x), kun x ∈ ∂ΩD.
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Seuraava esimerkki havainnollistaa relaksaatiomenetelmää, jota käyte-
tään esimerkiksi lauseessa 2.1 todistettaessa ε-harmonisen ratkaisun olemas-
saolo reuna-arvotehtävässä.

Esimerkki 2.1. (Relaksaatiomenetelmä)
Relaksaatiomenetelmällä etsitään funktiota, joka toteuttaa keskiarvoperiaat-
teen tietyillä reunaehdoilla. Tässä esimerkissä on kyseessä kaksiulotteinen
diskreetti tapaus. Tällaisessa tapauksessa funktio f toteuttaa keskiarvoperi-
aatteen, jos

f(x, y) =
1

4
(f(x− ε, y) + f(x+ ε, y) + f(x, y − ε) + f(x, y + e))

Oletetaan esimerkissä, että reuna-arvot ovat 1 ja 0. Tilanne voi näyttää esi-
merkiksi kuvan 2 kaltaiselta.

1 1 1 1 1
1 ∗ ∗ ∗ 1
1 ∗ 0 ∗ 1
1 ∗ ∗ ∗ 1
1 1 1 1 1

Kuva 2: Kaksiulotteinen alue reuna-arvoilla 0 ja 1

Ensimmäisessä vaiheessa oletetaan, että etsitty funktio saa kaikissa pisteissä
arvon 0. Tämän jälkeen lasketaan vuorotellen jokaiselle pisteelle keskiarvope-
riaatteen avulla uusi arvo. Ensimmäisen kierroksen laskujen jälkeen tilanne
näyttää kuvan 3 mukaiselta.

1 1 1 1 1
1 0, 500 0, 375 0, 59375 1
1 0, 375 0 0, 3984375 1
1 0, 59375 0, 398375 0, 69921875 1
1 1 1 1 1

Kuva 3: Relaksaatiomenetelmällä saadut arvot yhden iteraation jälkeen
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Arvot on saatu laskemalla:

0, 500 =
1

4
(1 + 1 + 0 + 0),

0, 375 =
1

4
(1 + .500 + 0 + 0),

0, 59375 =
1

4
(1 + .375 + 1 + 0),

0, 375 =
1

4
(1 + .500 + 0 + 0),

0, 3984375 =
1

4
(.59375 + 1 + 0 + 0),

0, 59375 =
1

4
(.375 + 1 + 1 + 0),

0, 3984375 =
1

4
(.593751 + 1 + 0 + 0),

0, 69921875 =
1

4
(.3984375 + .3984375 + 1 + 1).

Näille uusille arvoille voidaan toistaa samanlainen lasku, jolloin saadaan ar-
vot, jotka ovat lähempänä oikeaa ratkaisua. Relaksaatiomenetelmästä on syy-
tä huomata, että oikeaa ratkaisua ei saada tarkasti laskettua. Numeerisesti
kuitenkin päästään niin lähelle oikeaa ratkaisua kuin halutaan. Ratkaisun ole-
massaolon todistamiseksi riittää osoittaa, että relaksaatiomenetelmällä löy-
detyt funktiot suppenevat kohti jotain funktiota. Jos näin on, täytyy ratkai-
sun olla olemassa.

Seuraavaksi osoitetaan relaksaatiomenetelmää apuna käyttäen, että diskree-
tillä yksiulotteisella reuna-arvotehtävällä on ratkaisu. Kaikissa reuna-arvoteh-
tävissä oletettiin, että reunalla funktio F on sileä C∞-funktio.

Lause 2.1. (Ratkaisun olemassaolo)
Olkoon u : ΩD → R. Reuna-arvotehtävällä{

u(x) = 1
2
u(x− ε) + 1

2
u(x+ ε), kun x ∈ ΩD r ∂ΩD

u(x) = F (x), kun x ∈ ∂ΩD

on ratkaisu.

Todistus. Olkoon reunalla u(a) = A ja u(b) = B, missä A,B ∈ R. Tehdään
oletus, että A ≤ B. Todistus menee vastaavalla tavalla, jos A > B.

Etsitään ratkaisua relaksaatiomenetelmän avulla:
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tehdään alkuarvaus
u1
ε(x) = A kaikilla x ∈]a, b[.

Määritellään

u2
ε(x) =

1

2
(u1

ε(x− ε) + u1
ε(x+ ε)).

Samalla tavoin

usε(x) =
1

2
(us−1

ε (x− ε) + us−1
ε (x+ ε)).

Huom. Kaikki funktiot usε toteuttavat lisäksi reunaehdot reunapisteissä a ja
b.

Osoitetaan, että usε suppenee, kun s → ∞. Tehdään tämä osoittamalla in-
duktiivisesti, että us+1

ε ≥ usε .

Kun s = 1, niin
u1
ε(x) = A kaikilla x ∈]a, b[.

Kun s = 2, niin

u2
ε(x) =

{
A, kun x ∈]a, b− ε[
1
2
(A+B), kun x = b− ε.

Tällöin selvästi u2
ε ≥ u1

ε .

Oletetaan, että on olemassa k ∈ N siten, että uk+1
ε (x) ≥ ukε (x) kaikilla

x ∈]a, b[. Tällöin

uk+2
ε (x) =

1

2
(uk+1

ε (x− ε) + uk+1
ε (x+ ε))

≥ 1

2
(ukε (x− ε) + ukε (x+ ε)) = uk+1

ε (x).

Nyt koska funktiojono usε on kasvava ja lisäksi rajoitettu ylhäältä, on sen
lähestyttävä jotakin rajafunktiota uε. On siis löydetty funktio, joka toteut-
taa reuna-arvot. Lisäksi funktiojonon määritelmästä nähdään suoraan, että
löydetty funktio on ε-harmoninen.

Olemassaolon lisäksi halutaan tietää, onko ratkaisu yksikäsitteinen. Yk-
sikäsitteisyyden todistamiseen tarvitaan avuksi maksimiperiaatetta. Maksi-
miperiaatetta käyttämällä voidaan osoittaa ratkaisun yksikäsitteisyys.
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Lause 2.2. (ε-harmonisen funktion maksimiperiaate diskreetissä tapaukses-
sa) Olkoon uε ε-harmoninen joukossa ΩD. Tällöin uε saavuttaa maksimiar-
vonsa M ja minimiarvonsa m reunalla ∂ΩD.

Todistus. Olkoon M ∈ R sellainen vakio, että uε(x) ≤ M kaikilla x ∈ ΩD.
Nyt jos uε(x) = M jossakin sisäpisteessä x, niin keskiarvoperiaatteesta seuraa

uε(x) =
1

2
(uε(x− ε) + uε(x+ ε)) = M.

Koska M on maksimiarvo, niin uε(x− ε) = uε(x+ ε) = M . Samalla periaat-
teella jatkamalla nähdään myös, että

uε(x− 2ε) = uε(x+ 2ε) = M.

Tätä voidaan jatkaa kunnes saavutetaan reunapiste a tai b. Jos reunapiste
a saavutetaan ensin, niin huomataan, että f(a) = M . Jos taas ensin saavu-
tetaan reunapiste b, niin huomataan, että f(b) = M . Vastaavalla päättelyllä
myös minimiarvo m saavutetaan reunalla ∂ΩD.

Lause 2.3. Olkoot f ja g sellaisia ε-harmonisia funktioita alueessa ΩD, että
ne täyttävät samat reunaehdot f(a) = g(a) = A ja f(b) = g(b) = B. Tällöin
f(x) = g(x) kaikilla x ∈ ΩD.

Todistus. Olkoon h(x) = f(x)− g(x). Jos x ∈ ΩD r ∂ΩD, niin

h(x− ε) + h(x+ ε)

2
=
f(x− ε) + f(x+ ε)

2
− g(x− ε) + g(x+ ε)

2
.

Lisäksi tiedetään, että h on ε-harmoninen. Nyt h(x) = 0, kun x ∈ ∂ΩD,
koska f(a) = g(a) = A ja f(b) = g(b) = B. Maksimiperiaatteesta seuraa,
että funktion h maksimiarvo sekä minimiarvo ovat 0. Tämä pätee vain, kun
h(x) = 0 kaikilla x ∈ ΩD. Koska h(x) = 0, niin f(x) = g(x) kaikilla x ∈
ΩD.

Diskreeteistä tapauksista päästään luontevasti siirtymään jatkuviin yk-
siulotteisiin tapauksiin. Jatkuvissa tapauksissa oletetaan, että funktiot ovat
määritelty jollain välillä [a, b] ⊂ R. Samoin kuin diskreetissä tapauksessa,
ensin osoitetaan reuna-arvotehtävän ratkaisun olemassaolo ja tämän jälkeen
ratkaisun yksikäsitteisyys. Jatkuvissa tapauksissa määritellään välille [a, b]
reuna Γε siten, että

Γε = {x ∈ R\]a, b[| dist(x, {a, b}) ≤ ε} .

Vertaa määritelmään 1.3.
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Lause 2.4. Olkoon u : [a, b]→ R. Reuna-arvotehtävällä{
u(x) =

ffl
B(x,ε)

u(y)dy, kun x ∈]a, b[

u(x) = F (x), kun x ∈ Γε

on ratkaisu.

Todistus. Olkoot reunalla u(a) = A ja u(b) = B joillakin A,B ∈ R. Tehdään
oletus, että A ≤ B. Todistus menee vastaavalla tavalla, jos A > B.

Etsitään ratkaisua: tehdään alkuarvaus u1
ε(x) = A kaikilla x ∈]a, b[. Mää-

ritellään kaikissa pisteissä x ∈]a, b[

u2
ε(x) =

 
B(x,ε)

u1
ε(y) dy.

Samalla tavoin

usε(x) =

 
B(x,ε)

us−1
ε (y) dy.

Huom. Kaikki funktiot usε toteuttavat lisäksi reunaehdot vyöhykkeessä Γε.

Osoitetaan, että usε suppenee, kun s → ∞. Tehdään tämä osoittamalla in-
duktiivisesti, että us+1

ε ≥ usε .

Kun s = 1, niin
u1
ε(x) = A kaikilla x ∈]a, b[.

Kun ollaan välillä ]b− ε, b[, niin funktion u2
ε määrittelystä seuraa, että

u2
ε ≥ u1

ε .

Oletetaan, että on olemassa k ∈ N siten, että uk+1
ε (x) ≥ ukε (x) kaikilla x ∈

]a, b[. Tällöin

uk+2
ε (x) =

 
B(x,ε)

uk+1
ε (y) dy ≥

 
B(x,ε)

ukε (y) dy = uk+1
ε (x).

Nyt koska funktiojono usε on kasvava ja rajoitettu ylhäältä, on sen lähestyt-
tävä jotakin rajafunktiota uε. Ollaan siis löydetty ε-harmoninen funktio, joka
toteuttaa reunaehdot.

Yksikäsitteisyyteen tarvitaan jatkuvassa tapauksessa myös maksimiperi-
aatetta.
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Lause 2.5. (ε-harmonisten funktioiden maksimiperiaate jatkuvassa tapauk-
sessa) Olkoon uε ε-harmoninen joukossa [a, b]. Tällöin uε saavuttaa maksi-
miarvonsa M ∈ R reunalla Γε.

Todistus. Olkoon M sellainen vakio, että uε(x) ≤ M kaikilla x ∈ [a, b]. Jos
uε(x) = M jossakin sisäpisteessä x ∈]a, b[, niin keskiarvoperiaatteesta seuraa,
että

uε(x) =

 
B(x,ε)

uε(y) dy = M.

KoskaM on maksimi, niin uε(x) = M melkein kaikilla x ∈ B(x, ε). Erityisesti

uε(x− ε) = uε(x+ ε) = M.

Toistamalla samanlainen tarkastelu näille pisteille nähdään, että myös

uε(x− 2ε) = uε(x+ 2ε) = M.

Näin jatkamalla saavutetaan jossakin vaiheessa reuna Γε, jolloin nähdään,
että uε(x) = M jollakin x ∈ Γε. Samanlainen tarkastelu pätee myös minimille
m.

Lause 2.6. Olkoot f ja g ε-harmonisia alueessa [a, b]. Jos f(x) = g(x) kaikilla
x ∈ Γε, niin tällöin f(x) = g(x) kaikilla x ∈ [a, b].

Todistus. Olkoon h(x) = f(x)− g(x). Tällöin h(x) = 0, kun x ∈ Γε. Maksi-
miperiaatteesta seuraa, että h(x) = 0 kaikilla x ∈ [a, b]. Tällöin f(x) = g(x)
kaikilla x ∈ [a, b].

Yksiulotteisten tapausten jälkeen todistetaan yleisen tapauksen olemas-
saolo. Yleisessä tapauksessa joukolle Γε asetettiin määritelmässä 1.3

Γε = {x ∈ Rn \ Ω| dist(x, ∂Ω) ≤ ε} .

Lause 2.7. (Yleisen tapauksen olemassaolo) Reuna-arvotehtävällä{
u(x) =

ffl
B(x,ε)

u(y)dy, kun x ∈ Ω

u(x) = F (x), kun x ∈ Γε

on ratkaisu.

Todistus. Maksimiperiaatteen nojalla tiedetään, että u saavuttaa maksimin-
sa ja miniminsä reunalla Γε. Olkoot max u = M ja min u = m. Etsitään
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ratkaisua: tehdään alkuarvaus u1
ε(x) = m kaikilla x ∈ Ω r ∂Ω. Määritellään

kaikissa pisteissä x ∈ Ω r ∂Ω

u2
ε(x) =

 
B(x,ε)

u1
ε(y) dy

ja samalla tavoin

usε(x) =

 
B(x,ε)

us−1
ε (y) dy.

Huom. Kaikki funktiot usε toteuttavat lisäksi reunaehdot vyöhykkeessä Γε.

Osoitetaan, että usε suppenee, kun s → ∞. Tehdään tämä osoittamalla in-
duktiivisesti, että us+1

ε ≥ usε . Kun s = 1, niin

u1
ε(x) = m kaikilla x ∈ Ω r ∂Ω.

Kun x ∈ Ω siten, että dist(x, ∂Ω) < ε, niin funktion u2
ε määrittelystä seuraa,

että
u2
ε(x) ≥ u1

ε(x).

Oletetaan, että on olemassa k ∈ N siten, että uk+1
ε (x) ≥ ukε (x) kaikilla x ∈ Ω.

Tällöin

uk+2
ε (x) =

 
B(x,ε)

uk+1
ε (y) dy ≥

 
B(x,ε)

ukε (y) dy = uk+1
ε (x).

Nyt koska funktiojono usε on kasvava ja rajoitettu ylhäältä, on sen lähestyt-
tävä jotakin rajafunktiota uε. On siis olemassa ε-harmoninen funktio, joka
toteuttaa reunaehdot.

Yksikäsitteisyys saadaan yleisessä tapauksessa täsmälleen samalla tavalla
kuin jatkuvassa yksiulotteisessa tapauksessa.

3 Keskiarvoperiaate

Keskiarvoperiaate on erittäin keskeinen tulos harmonisia funktioita tutkit-
taessa. Funktio joka toteuttaa keskiarvoperiaatteen on aina harmoninen ja
harmoninen funktio toteuttaa aina keskiarvoperiaatteen. Tässä osiossa to-
distetaan keskiarvoperiaate yleisemmässä tapauksessa ∆u = C. Keskiarvo-
periaatteen todistuksessa tarvitaan apuna pallokoordinaatteja, joita koskeva
lause on muotoiltu seuraavaksi.
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Lause 3.1. Olkoon u : Rn → R jatkuva funktio. Tällöin

ˆ
B(x,r)

u(y)dy =

ˆ R

0

(ˆ
∂B(x,r)

u(y)dS(y)

)
dr.

Todistus. Katso [6, s.628].

Lause 3.2. (keskiarvoperiaate tapauksessa ∆u = C)
Olkoon u sileä ja ∆u = C, missä C ∈ R. Tällöin

u(x) =

 
∂B(x,r)

u(y)dS(y) + Cr2 =

 
B(x,r)

u(y)dy + Cr2.

Todistus. Asetetaan

φ(r) :=

 
∂B(x,r)

u(y)dS(y) =

 
∂B(0,1)

u(x+ rz)dS(z).

Tällöin

φ′(r) = lim
h→0

φ(r + h)− φ(r)

h

= lim
h→0

1

h

( 
∂B(0,1)

u(x+ (r + h)z)dS(z)−
 
∂B(0,1)

u(x+ rz)dS(z)

)
= lim

h→0

 
∂B(0,1)

u(x+ (r + h)z)− u(x+ rz)

h
dS(z).

Koska u on sileä, niin raja-arvon ja integraalin paikkaa voidaan vaihtaa.

φ′(r) =

 
∂B(0,1)

lim
h→0

u(x+ (r + h)z)− u(x+ rz)

h
dS(z).

Tästä saadaan Greenin kaavan avulla [6, s.26]. Katso myös [6, s.628].

φ′(r) =

 
∂B(0,1)

Dzu(x+ rz)dS(z)

=

 
∂B(0,1)

Du(x+ rz)zdS(z)

=

 
∂B(x,r)

Du(y) · y − x
r

dS(y)

=

 
∂B(x,r)

Du(y) · νdS(y)
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=

 
∂B(x,r)

∂u

∂ν
dS(y)

=
r

n

 
B(x,r)

∆u(y)dy

=
r

n

 
B(x,r)

Cdy

= r
C

n
,

missä ν on ulkonormaali. Eli
 
∂B(x,r)

u(y)dS(y) = φ(r) =
Cr2

2n
+ d =

Cr2

n
+ d.

Nyt koska u on jatkuva, niin
 
∂B(x,r)

u(y)dS(y)→ u(x), kun r → 0.

Lisäksi
Cr2

n
+ d→ d, kun r → 0.

Eli u(x) = d. Tällöin voidaan kirjoittaa

 
∂B(x,r)

u(y)dS(y) = φ(r) =
Cr2

2n
+ d =

Cr2

n
+ u(x),

josta nähdään suoraan, että

u(x) =

 
∂B(x,r)

u(y)dS(y) +
Cr2

n
.

Osoitetaan vielä, että

u(x) =

 
B(x,r)

u(y)dS(y) +
Cr2

n
.

Lauseen 3.1 avulla saadaan
ˆ
B(x,r)

u(y)dy =

ˆ r

0

(ˆ
∂B(x,s)

u(y)dS(y)

)
ds

=

(
u(x)− Cr2

n

) ˆ r

0

ds = ωnr
n

(
u(x)− Cr2

n

)
.
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Lause 3.3. (Harmonisten funktioiden keskiarvoperiaate) Olkoon u sileä ja
∆u = 0. Tällöin

u(x) =

 
∂B(x,r)

u(y)dS(y) =

 
B(x,r)

u(y)dy.

Todistus. Valitaan lauseessa 3.2 C = 0. Tällöin nähdään suoraan, että

u(x) =

 
∂B(x,r)

u(y)dS(y) =

 
B(x,r)

u(y)dy.

Erona ε-harmonisiin funktioihin harmoninen funktio toteuttaa keskiarvo-
periaatteen kaikilla r > 0, joilla B(x, r) ⊂ Ω.

4 ε-harmonisten funktioiden suppeneminen har-

moniseen funktioon

Kappaleessa 2 osoitettiin, että reuna-arvotehtävällä on aina yksikäsitteinen
ratkaisu. Tässä kappaleessa tavoitteena on osoittaa, että määritelmän 1.4 ε-
harmoninen funktio uε lähestyy samat reunaehdot toteuttavaa harmonista
funktiota, kun ε lähestyy nollaa. Ensimmäiseksi todistetaan ε-harmonisten
funktioiden vertailuperiaate. Todistuksessa käytetään tietoa, että ε-harmoni-
set funktiot u ja v ovat jatkuvia joukossa Ω.

Lause 4.1. (Vertailuperiaate) Olkoot u ja v sellaisia ε-harmonisia funktioita,
että u(x) ≤ v(x), kun x ∈ Γε. Tällöin u(x) ≤ v(x) kaikilla x ∈ Ω.

Todistus. Tehdään vastaoletus ja oletetaan, että on olemassa sellainen x0 ∈
Ω, että u(x0) > v(x0). Olkoot

M = sup
Ω

(u− v) > 0.

ja
A = {x ∈ Ω : u(x)− v(x) = M} 6= ∅.

Olkoon x0 ∈ A. Vakion M määritelmästä saadaan

u(x0)− v(x0) ≥ u(x)− v(x) kaikilla x ∈ B(x0, ε).

Jos olisi
u(x0)− v(x0) > u(x)− v(x)
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positiivimittaisessa joukossa, joka kuuluu palloon B(x0, ε), niin olisi myös

v(x)− v(x0) > u(x)− (x0)

palloon B(x0, ε) kuuluvassa positiivimittaisessa joukossa. Tällöin

0 = v(x0)− v(x0) =

 
B(x0,ε)

v(y)dy − v(x0) =

 
B(x0,ε)

v(y)− v(x0)dy

>

 
B(x0,ε)

u(y)− u(x0)dy = u(x0)− u(x0) = 0,

mikä on ristiriita. Tästä seuraa, että u(x0) − v(x0) = u(x) − v(x) melkein
kaikilla x ∈ B(x0, ε). Tällöin melkein kaikki pallon B(x0, ε) pisteet kuuluvat
joukkoon A. Tällaisista pisteistä voidaan esimerkiksi valita aina sellainen pis-
te x1, joka on etäisyyden ε

2
lähempänä reunaa kuin piste x0. Tälle pisteelle

x1 voidaan toteuttaa samanlainen tarkastelu kuin pisteelle x0, jonka seurauk-
sena huomataan, että myös melkein kaikki pallon B(x1, ε) pisteet kuuluvat
joukkoon A. Näin jatkamalla voidaan aina valita piste xt siten, että se on
etäisyyden ε

2
lähempänä reunaa kuin piste xt−1. Koska alue on rajoitettu,

niin löydetään reunalta Γε piste xt, joka kuuluu joukkoon A. Tämä on risti-
riita, sillä kaikilla x ∈ Γε pätee u(x) ≤ v(x). Kuva 4 havainnollistaa pisteen
xt löytämistä.

.

x0
x1

xt

∂Γε

Kuva 4: Pisteen xt löytäminen

Lause 4.2. (Vahva vertailuperiaate ε-harmonisille funktioille) Olkoot uε ja
vε sellaisia ε-harmonisia funktioita, joille kaikilla x ∈ Γε pätee uε(x) ≤ vε(x).
Jos on olemassa sellainen piste x0 ∈ Ω, että uε(x0) = vε(x0), niin uε(x) =
vε(x) kaikilla x ∈ Ω ja lisäksi uε(y) = vε(y) kaikilla y ∈ Γε.
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Todistus. Koska uε ja vε ovat ε-harmonisia, toteuttavat ne yhtälöt

uε(x0) =

 
B(x0,ε)

uε(y)dy, (2)

vε(x0) =

 
B(x0,ε)

vε(y)dy, (3)

kun x0 ∈ Ω. Vähennetään yhtälö (2) yhtälöstä (3). Tällöin jos uε(x0) =
vε(x0), niin  

B(x0,ε)

(vε(y)− uε(y))dy = 0. (4)

Koska uε(x) ≤ vε(x) kaikilla x ∈ Γε, niin lauseesta 4.1 seuraa, että uε ≤ vε
joukossa Ω. Erityisesti pallossa B(x0, ε) pätee siis vε−uε ≥ 0, joten yhtälöstä
(4) seuraa, että uε = vε melkein kaikkialla pallossa B(x0, ε).

Kuten vertailuperiaatteen todistuksessa, voidaan tarkastelu toistaa valitse-
malla pallosta B(x0, ε) pisteen x1, joka on lähempänä reunaa kuin x0. Sa-
mankaltaisella tarkastelulla nähdään, että melkein kaikilla x ∈ Γε pätee
uε(x) = vε(x). Koska reuna-arvot ovat jatkuvia, niin täytyy olla uε(x) = vε(x)
kaikilla x ∈ Γε. Tästä seuraa välittömästi myös se, että uε = vε kaikkialla
joukossa Ω.

Seuraavaksi tavoitteena on osoittaa vertailuperiaatetta hyväksikäyttäen ε-
harmonisen reuna-arvotehtävän ratkaisun suppeneminen vastaavaan harmo-
niseen ratkaisuun. Todistus on jaettu selkeyden vuoksi kolmeen osaan, jotka
ovat lauseet 4.3, 4.4 ja 4.5.

Määritelmä 4.1. Olkoon Ω avoin, rajoitettu ja sileä joukko. Tällöin joukko
Ωε on

Ωε = {x ∈ Rn| dist(x,Ω) ≤ ε} .

Joukko Ωε saadaan siis, kun laajennetaan joukkoa Ω joka suuntaan ε verran.

Huom. Seuraavassa lauseessa oletetaan lisäksi, että Ωε on sellainen jouk-
ko, että harmonisten funktioiden säännöllisyystulokset pätevät reunalle asti.
Erityisesti on syytä huomata, että joukko Rn \ Ωε ei saa olla liian pieni.
Varoittavana esimerkkinä voidaan ajatella tilannetta, jossa laajennuksen jäl-
keen saatu joukko ei olisikaan enää sileä. Näin voi tapahtua esimerkiksi tilan-
teessa, jossa laajennetun joukon keskelle jää yksittäinen piste, joka ei kuulu
joukkoon. Jatkossa siis oletetaan, että laajennuksen jälkeen saadut joukot Ωε

ovat sileitä.
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Lause 4.3. Olkoon F : Γε → R sileä C∞- funktio. Olkoot Ω ja Ωε kuten mää-
ritelmässä 4.1. Kaikilla ε > 0 on olemassa sellainen δ > 0, että ratkaistaessa
reuna-arvotehtävä {

∆vε(x) = 0, kun x ∈ Ωε

vε(x) = F (x) + δ, kun x ∈ ∂Ωε,

ratkaisulle pätee
vε(x) ≥ F (x), kaikilla x ∈ ∂Ω.

Todistus. vε on harmonisena funktiona sileä [6, s.28, s.326], jolloin se on myös
Hölder-jatkuva. Eli

|vε(x)− vε(y)| ≤ L |x− y|a,
joillakin L, a > 0. Erityisesti kun x0 ∈ ∂Ωε ja y0 ∈ ∂Ω, niin

|vε(x0)− vε(y0)| ≤ Lεa.

Funktion vε määrittelystä reunalla ∂Ωε seuraa, että

|F (x0) + δ − vε(y0)| ≤ Lεa,

F (x0) + δ − vε(y0) ≤ Lεa.

Tällöin saadaan arvio

vε(y0) ≥ F (x0) + δ − Lεa.

Lisäksi F on Lipschitz-jatkuva sileänä, jolloin

|F (x0)− F (y0)| ≤ Lε,

|F (y0)− F (x0)| ≤ Lε,

F (y0)− F (x0) ≤ Lε,

F (x0) ≥ F (y0)− Lε.
Tällöin saadaan

vε(y0) ≥ F (x0) + δ − Lεa ≥ F (y0)− Lε− Lεa + δ.

Tästä nähdään, että

vε(y0) ≥ F (y0), kun δ > Lεa + Lε.

Vakio δ voidaan siis aina valita siten, että ratkaisu joukossa Ωε on funktion F
yläpuolella alkuperäisen joukon Ω reunalla. Lisäksi huomataan, että δ riip-
puu laajennuksen ε suuruudesta. Pienemmälle ε riittää siis pienempi δ.
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Samanlaisella tarkastelulla nähdään myös, että kaikilla ε > 0 on olemassa
sellainen δ, että ratkaistaessa reuna-arvotehtävä{

∆wε(x) = 0, kun x ∈ Ωε

wε(x) = F (x)− δ, kun x ∈ ∂Ωε,

ratkaisulle pätee wε(x) ≤ F (x) kaikilla x ∈ ∂Ω.

Nyt siis tiedetään, että vε ≥ uε ≥ wε reunalla ∂Ω. Koska vε ja wε ovat
harmonisina funktioina myös ε-harmonisia, antaa ε-harmonisten funktioiden
vertailuperiaate suoraan, että

vε(x) ≥ uε(x) ≥ wε(x), kun x ∈ Ω.

Jos saadaan osoitettua, että funktiot vε ja wε lähestyvät harmonista funktiota
alkuperäisessä joukossa, kun ε → 0, niin myös funktion uε on lähestyttävä
tätä samaa funktiota. Tämä tehdään seuraavaksi.

Lause 4.4. Olkoon h reuna-arvotehtävän{
∆h(x) = 0, kun x ∈ Ω
h(x) = F (x), kun x ∈ ∂Ω

ratkaisu alueessa Ω. Tällöin vε → h, kun ε, δ → 0, missä δ > Lεa + Lε.

Todistus. Funktio vε on reunalla ∂Ω korkeintaan vakion δ päässä ratkaisun h
arvosta. Valitaan vakio η lauseen 4.3 perusteella siten, että η > δ > Lε2 +Lε.
Olkoon h reuna-arvotehtävän{

∆h(x) = 0, kun x ∈ Ω

h(x) = F (x) + η, kun x ∈ ∂Ω

ratkaisu. Harmonisten funktioiden vertailuperiaatteen [6] nojalla vε ≤ h kaik-
kialla joukossa Ω. Tällöin siis h ≤ vε ≤ h. Lisäksi koska η > Lε2 + Lε, niin
voidaan valita vakio η siten, että

η → 0, kun ε→ 0.

Koska h = h+ η, niin ratkaisu h→ h, kun ε→ 0. Tällöin myös vε → h, kun
ε → 0. Samanlainen tarkastelu voidaan tehdä funktiolle wε jolloin nähdään,
että wε → h, kun ε→ 0.
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Lause 4.5. Olkoon uε reuna-arvotehtävän{
uε(x) =

ffl
B(x,ε)

u(y)dy, kun x ∈ Ω

u(x) = F (x), kun x ∈ Γε

ratkaisu ja olkoon h reuna-arvotehtävän{
∆h(x) = 0, kun x ∈ Ω
h(x) = F (x), kun x ∈ ∂Ω

ratkaisu. Tällöin uε → h, kun ε→ 0.

Todistus. Lauseen 4.4 ja vertailuperiaatteen nojalla tiedetään, että

vε(x) ≥ uε(x) ≥ wε(x), kun x ∈ Ω.

Lauseessa 4.5 osoitettiin, että vε → h ja wε → h, kun ε → 0. Tällöin myös
uε → h, kun ε→ 0.

5 Satunnaiskävely suunnatussa binääripuussa

Seuraavaksi siirrytään tarkastelemaan satunnaiskävelyjä suunnatussa binää-
ripuussa.

Määritelmä 5.1. Suunnattu binääripuu E on puu, jonka jokainen solmu
nimetään joko solmuksi 0 tai solmuksi 1. Jokaisesta solmusta johtaa polku
sekä solmuun 0 että solmuun 1. Binääripuun reunaksi Y kutsutaan kaikkien
polkujen raja-arvojen joukkoa.

0

0 1

010 1

010 1 010 1

Kuva 5: Suunnattu binääripuu

Välin [0, 1] ja reunan Y välillä on surjektiivinen kuvaus x. Jokainen reunan
Y piste voidaan ajatella välin [0, 1] pisteeksi. Määritellään tämä kuvaus x
seuraavalla tavalla. Olkoon

v = (a1, a2, ..., ak, ...) ∈ Y.
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Tällöin

x : Y → [0, 1], x(v) =
∞∑
n=1

an
2n
∈ [0, 1].

Esimerkiksi lukua 1
2
vastaa polku 0.0111..., sillä

x(0.0111...) =
∞∑
n=1

an
2n

=
∞∑
n=2

1

2n
= lim

n→∞

1

4
·

1− 1
2

n

1− 1
2

=
1

2
.

Nyt huomataan, että funktio x ei ole bijektio, sillä esimerkiksi

x(0.1000...) = x(0.0111...) =
1

2
.

Jos vk = (a1, a2, ..., ak), niin asetetaan kuvaukselle x

x(a1, ..., ak) = x(a1, ..., ak, 0, 0, 0, ...).

Jos vk = (a1, a2, ..., ak) on päättyvä polku, niin asetetaan se vastaamaan
sellaista väliä, johon kaikki pisteestä vk lähtevät polut päättyvät. Merkitään
tällaista väliä Iv. Välin Iv pituus on 1

2k
. Päättyvälle polulle vk asetetaan

kuvaus

θ : v → Iv = [x(vk), x(vk) +
1

2k
].

Esimerkiksi päättyvää polkua (0.1) vastaa väli

θ(0.1) = [x(0.1000...), x(0.1000) +
1

21
] = [

1

2
,
1

2
+

1

2
] = [

1

2
, 1].

Päättyvää polkua (0.11) vastaa

θ(0.11) = [x(0.11000...), x(0.11000...) +
1

22
] = [

3

4
,
3

4
+

1

4
] = [

3

4
, 1].

Tämä on intuitiivisesti melko selvää, sillä voidaan ajatella esimerkiksi, että
mentäessä ensimmäisestä haarasta solmuun 1, voidaan enää päätyä välille
[1
2
, 1].

Pelitulkinta

Binääripuun avulla voidaan pelata seuraavanlaista peliä [9, s.26]. Ajatellaan,
että satunnaiskävelijä lähtee liikkeelle puun yläosasta kohti puun reunaa,
johon on liitetty jatkuva palkkiofunktio F : [0, 1]→ R,

F (v) = F (x(v)), v ∈ Y. (5)
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Satunnaiskävelijä saa siis palkkion F (a) reunalla kohdassa a ∈ [0, 1]. Satun-
naiskävelijä heittää kolikkoa jokaisessa solmussa. Jos kolikosta saadaan puoli
1, valitaan reitti, joka johtaa solmuun 0. Jos kolikosta saadaan puoli 2, va-
litaan reitti, joka johtaa solmuun 1. Oletetaan, että todennäköisyys α saada
kolikon puoli 1 on yhtä suuri kuin todennäköisyys β saada kolikon puoli 2.
Eli α = β = 1

2
.

Tällä tavalla binääripuussa edeten ei kuitenkaan koskaan saavuteta reunaa
Y . Palkkion odotusarvoa voidaan sen sijaan tutkia. Seuraavaksi tarkastel-
laankin palkkion odotusarvoa yksittäisessä pelissä. Tarkastelua varten tar-
vitaan todennäköisyysmitta joko joukolle Y tai välille [0, 1], joka on liitetty
joukkoon Y .

Todennäköisyysmitan konstruointia varten tarvitaan Lebesguen mittaa.
Seuraavat määritelmät on muotoiltu n-ulotteisissa tapauksissa, mutta niitä
tullaan käyttämään vain 1-ulotteisina.

Määritelmä 5.2. Avoin n-ulotteinen väli (n-väli) on

I = {x ∈ Rn : ai < xi < bi, i = 1, 2, ...n}
=]a1, b1[×]a2, b2[×...×]an, bn[

= I1 × I2 × ...× In.

Määritelmä 5.3. Joukon I geometrinen mitta on

V (I) = (b1 − a1)(b2 − a2) · ... · (bn − an).

Määritelmä 5.4. Olkoon A ⊂ Rn. Lebesguen mitta joukosta A on

m(A) = inf
∞∑
i=1

V (Ii),

missä Ii ovat avoimia n-välejä kaikilla i ∈ N ja A ⊂ Ii kaikilla i ∈ N.

Määritelmä 5.5. Olkoon f : Rn → [−∞,∞] mitallinen. Funktio f on
integroituva, jos sekä

ˆ
Rn

f+dx <∞ että
ˆ
Rn

f−dx <∞.

Funktio f+(x) = max {f(x), 0} ja funktio f−(x) = −min {f(x), 0} . Jos f
on integroituva, niin merkitään f ∈ L1(Rn).
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Lause 5.1. (Fatoun lemma) Olkoot fi : Rn → [0,∞] mitallisia. Tällöin

ˆ
Rn

lim
i→∞

inf fidx ≤ lim
i→∞

inf

ˆ
Rn

fidx.

Todistus. Katso [10, s.158].

Lause 5.2. (Lebesguen dominoidun konvergenssin lause)
Olkoot fi : Rn → [−∞,∞] mitallisia ja

1. |fi| ≤ g, melkein kaikilla x ∈ Rn, g integroituva

2. limi→∞ fi = f, kun x ∈ Rn.

Tällöin ˆ
Rn

f(x)dx =

ˆ
Rn

lim
i→∞

fi(x)dx = lim
i→∞

ˆ
Rn

fi(x)dx <∞.

Todistus. |fi| ≤ g ∈ L1(Rn), joten
ˆ
Rn

|fi|dx ≤
ˆ
Rn

gdx <∞⇒ |fi| ∈ L1(Rn).

Nyt koska |fi| ∈ L1(Rn), niin fi ∈ L1(Rn) kaikilla i. Lisäksi

g ≥ lim
i→∞
|fi| = |f |,

joten myös f ∈ L1(Rn). Fatoun lemman avulla saadaan
ˆ
Rn

(f + g)dx =

ˆ
Rn

lim
i→∞

inf(fi + g)dx ≤ lim
i→∞

inf

ˆ
Rn

(fi + g)dx.

Tällöin ˆ
Rn

fdx+

ˆ
Rn

gdx ≤ lim
i→∞

inf

ˆ
Rn

fidx+

ˆ
Rn

gdx.

Eli ˆ
Rn

fdx ≤ lim
i→∞

inf

ˆ
Rn

fidx.

Tehdään samankaltainen tarkastelu myös erotukselle g − f . Fatoun lemman
avulla saadaanˆ

Rn

(g − f)dx =

ˆ
Rn

lim
i→∞

inf(g − fi)dx ≤
ˆ
Rn

gdx+ lim
i→∞

inf

ˆ
Rn

−fidx.
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Tällöin

−
ˆ
Rn

fdx ≤ + lim
i→∞

inf

ˆ
Rn

−fidx = − lim
i→∞

sup

ˆ
Rn

fidx,

josta seuraa ˆ
Rn

fdx ≥ lim
i→∞

sup

ˆ
Rn

fidx.

Eli

lim
i→∞

sup

ˆ
Rn

fidx ≤
ˆ
Rn

fdx ≤ lim
i→∞

inf

ˆ
Rn

fidx.

Koska aina pätee

lim
i→∞

sup

ˆ
Rn

fidx ≥ lim
i→∞

inf

ˆ
Rn

fidx,

niin

lim
i→∞

ˆ
Rn

fidx =

ˆ
Rn

fdx.

Määritellään todennäköisyysmitta intuitiivisesti muutaman esimerkin a-
vulla. Mietitään ensin todennäköisyyttä sille, että kuljettu polku päättyy
välille [1

2
, 1]. Selvästikin ensimmäisessä vaiheessa täytyy valita solmu 1, jos

halutaan päätyä tälle välille. Todennäköisyys että satunnaiskävelijä valitsee
ensimmäisessä askeleessa solmun 1 on 1

2
. Tämän jälkeen solmun valinnalla ei

ole enää väliä, sillä kaikki solmusta 0.1 lähtevät polut päätyvät välille [1
2
, 1].

Tällöin todennäköisyydeksi saadaan riippumattomien kokeiden tulosäännön
avulla:

P(polut, jotka päättyvät välille [
1

2
, 1]) =

1

2
· (1

2
+

1

2
) =

1

2
= m([

1

2
, 1]).

0

0 1

010 1

01

1
2

1
2

1
2

0 1 010 1
1
2

0 1

Kuva 6: Todennäköisyysmitan konstruointi
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Huomataan siis, että todennäköisyys päätyä tietylle välille puun ensimmäi-
sestä solmusta lähdettäessä vastaa tämän välin Lebesguen mittaa.

Edellisessä esimerkissä satunnaiskävelijä aloittaa kävelynsä puun ensimmäi-
sestä solmusta. Tilanne muuttuu hieman, kun liikkeelle lähdetään jostakin
solmusta, joka ei ole ensimmäinen solmu. Lasketaan todennäköisyys sille, et-
tä lähdettäessä solmusta 0.1 päädytään välille [5

8
, 6

8
].

Solmusta 0.1 täytyy ensin kulkea solmuun 0.10 ja tästä solmuun 0.101, mikäli
halutaan päätyä välille [5

8
, 6

8
]. Todennäköisyys on tällöin

P(polut, jotka alkavat 0.1 ja päätyvät välille [
5

8
,
6

8
]) =

1

2
·1
2
·1 =

1

4
6= m[

5

8
,
6

8
].

Tässä tapauksessa todennäköisyys ei vastaakaan Lebesguen mittaa välistä
[5
8
, 6

8
]. Osoittautuu kuitenkin, että

P(polut, jotka alkavat 0.1 ja päätyvät välille [
5

8
,
6

8
]) =

m([5
8
, 6

8
])

m([1
2
, 1])

,

missä m([1
2
, 1]) = P(polut, jotka kulkevat 0.1 kautta).

0

0 1

010 1

01

1
2

1
2

1
2

0 1 010 1

1
2

0 1
6
8

5
8

Kuva 7: Todennäköisyysmitan konstruointi

Samalla tavoin voidaan konstruoida todennäköisyysmitta mille tahansa vä-
lille päätyvälle polulle. Jos polun alkupiste on vk, missä k ilmaisee montako
askelta on kuljettu ensimmäisestä solmusta, niin todennäköisyys päätyä vä-
lille [a, b] ⊂ [0, 1] on

Pvk([a, b]) =
m([a, b] ∩ Ivk)

1
2k

=
m([a, b] ∩ Ivk)

Ivk
.
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Määritelmä 5.6. Odotusarvoa solmussa vk = (a1, a2, ..., ak) merkitään Evk .
Olkoon F : [0, 1] → R jatkuva funktio, joka kertoo palkkion puun reunalla.
Tällöin odotusarvo on

Evk(F (x(v))) =

ˆ
kaikki polut vk eteenpäin

F (x(v))dP(v) =

 
Ivk

F (x)dm(x).

Merkitään Ivk = [b1, b2] ⊂ [0, 1]. Koska F on jatkuva, voidaan odotusarvo
Evk kirjoittaa muotoon

Evk(F (x(v))) =
1

m(Ivk)

ˆ b2

b1

F (x)dm(x).

Merkitään jatkossa u(vk) = Evk(F (x(v))).

Määritelmä 5.7. Olkoot vk = (a1, a2, ..., ak) binääripuun mielivaltainen sol-
mu ja olkoon F jatkuva palkkiofunktio (5). Tällöin sanotaan, että funktio{

u(vk) = 1
2
u(a1, a2, ..., ak, 0) + 1

2
u(a1, a2, ..., ak, 1)

limk→∞ u(ak) = F (x(a1, a2, ...))

on ε-harmoninen binääripuussa.

Seuraavaksi tarkastellaan ε-harmonisten funktioiden vertailuperiaatetta,
maksimiperiaatetta ja yksikäsitteisyyttä binääripuussa.

Lause 5.3. (Vertailuperiaate) Olkoot u1 ja u2 ε-harmonisia siten, että

lim
k→∞

u1(vk) = F1(x(a1, a2, ...)) ≤ F2(x(a1, a2, ...)) = lim
k→∞

u2(vk).

Tällöin vastaaville ε-harmonisille funktioille pätee u1(vk) ≤ u2(vk) kaikissa
solmuissa vk.

Todistus. Koska
F1(x) ≤ F2(x),

niin ˆ b2

b1

F1(x)dm(x) ≤
ˆ b2

b1

F2(x)dm(x).

Tällöin kaikille solmuille vk pätee

u1(vk) =
1

m(Ivk)

ˆ b2

b1

F1(x)dm(x) ≤ 1

m(Ivk)

ˆ b2

b1

F2(x)dm(x) = u2(vk),

kun [b1, b2] ⊂ [0, 1].
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Lause 5.4. (Maksimiperiaate) Olkoon M ∈ R ja olkoon u ε-harmoninen.
Olkoon F palkkiofunktio siten, että F (x) ≤M kaikilla x ∈ [0, 1]. Jos jollakin
vk pätee

u(vk) = u(a1, a2, ..., ak) = M,

niin F (x) = M kaikilla x ∈ Ivk .

Todistus. Oletetaan, että on olemassa sellainen väli Ivl ⊂ Ivk , että F (x0) <
M , kun x0 ∈ Ivl . Tällöin u(vl) = s < M. Koska

u(vk) =
1

2
u(a1, ..., ak, 0) +

1

2
u(a1, ..., ak, 1) = M

ja M on maksimi, niin myös u(a1, ..., ak, 0) = M ja u(a1, ..., ak, 1) = M. Sa-
manlaisella tarkastelulla nähdään, että u(a1, ..., ak, ...) = M aina. Erityisesti

u(vl) = (a1, ..., ak, ..., al) = M.

Tämä on ristiriita sillä alussa oletettiin, että u(vl) = s < M . Siis melkein
kaikilla x ∈ Ivk pätee F (x) = M . Koska F on jatkuva, niin väite pätee kai-
killa välin Ivk pisteillä.

Vastaava väite pätee myös funktion F minimille. Jos F (x) ≥ m kaikilla
x ∈ [0, 1] ja u(vk) = m jossakin mielivaltaisessa solmussa vk, niin F (x0) = m
kaikilla x0 ∈ Ivk . Siis maksimiarvo M ja minimiarvo m saavutetaan aina
reunalla.

Lause 5.5. (Yksikäsitteisyys) Olkoot u ja s ε-harmonisia binääripuussa. Täl-
löin jos

lim
k→∞

u(vk) = lim
k→∞

s(vk),

niin u = v jokaisessa puun solmussa.

Todistus. Olkoon h ε-harmoninen funktio jolle

h(vk) = u(vk)− s(vk).

Tällöin
lim
k→∞

h(vk) = lim
k→∞

u(vk)− lim
k→∞

s(vk) = 0

kaikilla poluilla vk. Lauseen 5.4 perusteella h(vk) = 0 kaikissa solmuissa vk,
koska ε-harmoninen funktio saavuttaa reunalla miniminsä ja maksiminsa.
Tämä toteutuu ainoastaan silloin, kun u(vk) = s(vk) kaikissa solmuissa.

Binääripuun ε-harmoniset funktiot toteuttavat myös vahvan vertailuperi-
aatteen
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Lause 5.6. Olkoot u ja s ε-harmonisia siten, että

lim
k→∞

u(vk) = Fu(x(a1, a2, ...)) ≤ Fs(x(a1, a2, ...)) = lim
k→∞

s(vk).

Jos on olemassa sellainen solmu vk = (w1, ..., wk), että

u(w1, ..., wk) = s(w1, ..., wk),

niin u(w1, ..., wk, ...) = s(w1, ..., wk, ...) ja Fu(x0) = Fs(x0) kaikilla x0 ∈ Ivk .

Todistus. u ja s toteuttavat ε-harmonisina yhtälöt

u(a1, a2, ..., ak) =
1

2
u(a1, a2, ..., ak, 0) +

1

2
u(a1, a2, ..., ak, 1) (6)

ja

s(a1, a2, ..., ak) =
1

2
s(a1, a2, ..., ak, 0) +

1

2
s(a1, a2, ..., ak, 1). (7)

Vähennetään yhtälö (6) yhtälöstä (5). Tällöin jos u(w1, ..., wk) = s(w1, ..., wk),
niin saadaan

1

2
(u(w1, ..., wk, 0) + u(w1, ..., wk, 1)− s(w1, ..., wk, 0)− s(w1, ..., wk, 1)) = 0.

(8)
Koska Fu ≤ Fs, niin lauseesta 5.3 seuraa, että u − s ≤ 0 kaikissa solmuissa.
Tällöin yhtälöstä (8) seuraa, että u(w1, w2, ..., wk, 0) = s(w1, w2, ..., wk, 0) ja
u(w1, w2, ..., wk, 1) = s(w1, w2, ..., wk, 1). Näille solmuille voidaan taas toistaa
samankaltainen tarkastelu, joilloin huomataan, että myös

u(w1, w2, ..., wk, 0, 0) = s(w1, w2, ..., wk, 0, 0),

u(w1, w2, ..., wk, 0, 1) = s(w1, w2, ..., wk, 0, 1),

u(w1, w2, ..., wk, 1, 0) = s(w1, w2, ..., wk, 1, 0),

u(w1, w2, ..., wk, 1, 1) = s(w1, w2, ..., wk, 1, 1).

Tätä jatkamalla nähdään, että

u(w1, ..., wk, ...) = s(w1, ..., wk, ...).

Nyt tiedetään, että ainakin kaikissa solmuissa johon päädytään lähtemällä
solmusta vk pätee u = s. Tämä on yhtäpitävää sen kanssa, että Fu(x0) =
Fs(x0) kaikilla x0 ∈ Ivk .
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Yleisessä ε-harmonisessa tapauksessa vahvasta vertailuperiaatteesta saa-
tiin tulos, että reuna-arvojen on oltava kaikkialla samat. Suunnatun binää-
ripuun vastaavassa tapauksessa sama päättely ei siis päde ja reuna-arvot
ovatkin samat ainoastaan niissä pisteissä johon päädytään lähtemällä tar-
kastelusolmusta vk. Tämän ominaisuuden voidaan ajatella johtuvan siitä, et-
tä puussa ei voida liikkua "taaksepäin". Solmusta vk päästään ainoastaan
eteenpäin. Tämän takia ei voida siis sanoa mitään reunan arvoista, jotka ei-
vät ole välillä Ivk .

ε-harmonisten funktioiden yhteyttä satunnaiskävelyihin on tutkittu myös
tutkielmassa [8]. Siellä tarkastelu on monin paikoin tehty martingaalien avul-
la.

6 ε-harmonisten funktioiden kuvaajia

Tässä osiossa tarkastellaan ε-harmonisten funktioiden kuvaajia yhdessä ja
kahdessa ulottuvuudessa Matlab-ohjelmiston avulla. Tarkasteltavat funktiot
ovat diskreettejä, mutta niiden avulla pystytään hyvin approksimoimaan jat-
kuvia tapauksia.

Matlab ei suoraan ratkaise ε-harmonista funktiota tietyillä reunaehdoilla,
mutta numeerisesti relaksaatiomenetelmää käyttäen päästään hyvin lähel-
le oikeaa ratkaisua.

Yksiulotteisessa tapauksessa aloitetaan valitsemalla väli, jossa ε-harmoninen
funktio halutaan ratkaista. Samalla määritetään vakio ε valitulle välille. Mää-
rittelyväli jaetaan siis tasaisesti vakion ε etäisyydellä toisistaan oleviin pistei-
siin. Seuraavassa esimerkissä määritetään ε-harmoninen funktio välillä [0, 1]
reuna-arvoilla uε(0) = 0 ja uε(1) = 1, kun ε = 0.1. Komento jolla tällainen
funktio saadaan ratkaistua tarkasti on seuraavanlainen:
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vali=0.1;

a=0;

b=1;

x=a:vali:b;

A=size(x);

END=A(1,end)-1;

y=0*ones(size(x));

y(end)=1;

apu=y;

for k=1:1000

for i=END:-1:2

apu(i)=(y(i+1)+y(i-1))/2;

end

y=apu

end

plot(x,y,'*')

Tämän operaation jälkeen Matlab antaa funktiolle y esityksen

Y=

Columns 1 through 8

0 0.1000 0.2000 0.3000 0.4000 0.5000 0.6000 0.7000

Columns 9 through 11

0.8000 0.9000 1.0000

Lisäksi Matlab antaa graa�sen esityksen, joka näkyy kuvassa 8.

Kuva 8: 1-ulotteisen reuna-arvotehtävän ratkaisu, kun ε = 0, 1
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Koodista on syytä huomata seuraavia seikkoja.

1) Uloin for-silmukka määrää sen, kuinka monta kierrosta relaksaatiome-
netelmällä lasketaan. Esimerkin tapauksessa kierroksia käydään läpi 1000.

2) Apu-funktioon lasketaan uusia arvoja, jotka jokaisen iteraation jälkeen
sijoitetaan takaisin funktioon y. Tällä tavalla laskemalla jokainen uusi funk-
tio y on määritelty kuten relaksaatiomenetelmässä.

3) Kun määritellään sisempi for-silmukka kuten se on määritelty, riittää
koodista muuttaa pelkästään vakiota vali. Tällöin Matlab automaattisesti
muuttaa myös kyseisen for-silmukan indeksit.

Pienentämällä vakion ε arvoa, eli tihentämällä välin jakoa, saadaan tarkem-
pi approksimaatio reuna-arvotehtävän harmonisesta ratkaisusta. Esimerkiksi
kun ε=0.025, niin 1500 iteraation jälkeen Matlab piirtää funktiolle alla ole-
van kuvan 9 kaltaisen kuvaajan. Kuten kuvasta näkyy, jakoa tihentämällä
ratkaisu lähestyy suoraa, joka yhdistää pisteitä (0,0) ja (1,1). Tämä suora on
reuna-arvotehtävän harmoninen ratkaisu.

Kuva 9: Yksiulotteisen reuna-arvotehtävän ratkaisun approksimaatio, kun
ε = 0, 025
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Tarkastellaan seuraavaksi kahta erilaista kaksiulotteista reuna-arvotehtä-
vää. Tavoitteena on ratkaista ε-harmoninen funktio kaksiulotteisessa alueessa
tietyillä reuna-arvoilla. Asetetaan alueeksi [0, 1]× [0, 1]. Valitaan ensin ε=0.1.
Asetetaan funktiolle reuna-arvo 0 joukossa

U = {0} × [0, 1] ∪ {1} × [0, 1] ∪ [0, 1]× {0} ∪ [0, 1]× {1}

ja reuna-arvo 1 pisteessä (0, 5; 0, 5). Alue ei ole sileä, mutta ratkaisu suppenee
tästä huolimatta kohti nollaa, kun jakoa tihennetään. Seuraavalla komennolla
Matlab ratkaisee annetun ongelman:

vali=0.1

x=0:vali:1;

y=x;

A=size(x);

END=A(1,end)-1;

[X,Y]=meshgrid(x,y);

Z=0.*X.*Y;

Z((end+1)/2,(end+1)/2)=1;

I=[Z>0];

apu=Z;

for k=1:1000

for i=2:END

for j=2:END

apu(i,j)=(apu(i,j-1)+apu(i,j+1)+apu(i+1,j)+apu(i-1,j))/4;

end

end

apu(I)=1;

Z=apu;

end

surfc(X,Y,Z)

Muuttamalla jakoa tiheämmäksi saadaan tarkempi kuva siitä, millaiselta vas-
taava harmoninen ratkaisu näyttää. Tiheämpi jako tuottaa tarkemman ku-
van, kuten kuvista 10-12 voidaan havaita. Kuvista havaitaan myös, että rat-
kaisu lähestyy nollaa, kun jakoa tihennetään. Kuvassa 13 piirtämiseen on
käytetty komentoa "mesh" komennon "surfc" sijaan, koska komento "surfc"
ei tuottanut enää hyvänlaatuista kuvaa pienillä ε arvoilla.
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Kuva 10: Reuna-arvotehtävän ratkaisu, kun ε = 0.1

Kuva 11: Reuna-arvotehtävän ratkaisu, kun ε = 0.025

Kuva 12: Reuna-arvotehtävän ratkaisu, kun ε = 0.0025
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Tilanne hankaloituu hieman, kun halutaan ratkaista sellainen reuna-arvo-
tehtävä, jossa kaksiulotteisen alueen keskellä on alue, joka ei olekaan yksit-
täinen piste. Seuraavassa tapauksessa on ratkaistu edellisen kaltainen reuna-
arvotehtävä sillä erotuksella, että funktio saa arvon 1 pisteissä, jotka kuuluvat
joukkoon

U = {0, 4}×[0, 4; 0, 6]∪{0, 6}×[0, 4; 0, 6]∪[0, 4; 0, 6]×{0, 4}∪[0, 4; 0, 6]×{0, 6} .

Reuna-arvotehtävä on ratkaistu, kun ε = 0, 2, ε = 0, 04 ja ε = 0, 008. Ratkai-
sujen graa�set esitykset näkyvät kuvista 13-15. Matlabilla koodiksi asetetaan
tässä tapauksessa:

n=0;

vali=0.2*(1/5)^n;

x=0:vali:1;

y=x;

A=size(x);

END=A(1,end)-1;

[X,Y]=meshgrid(x,y);

Z=0.*X.*Y;

for p=(2*5^n+1):(2*5^n+1+5^n)

for s=(2*5^n+1):(2*5^n+1+5^n)

Z(p,s)=1;

end

end

I=[Z>0];

apu=Z;

for k=1:1000

for i=2:END

for j=2:END

apu(i,j)=(apu(i,j-1)+apu(i,j+1)+apu(i+1,j)+apu(i-1,j))/4;

end

end

apu(I)=1;

Z=apu;

end

surfc(X,Y,Z)
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Kuva 13: Reuna-arvotehtävän ratkaisu, kun ε = 0, 2

Kuva 14: Reuna-arvotehtävän ratkaisu, kun ε = 0, 04

Kuva 15: Reuna-arvotehtävän ratkaisu, kun ε = 0, 008
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Koodista on syytä huomata seuraavia seikkoja.

1) Jako saadaan muutettua tiheämmäksi muuttamalla vakiota n ∈ N. Ku-
vissa on käytetty vakion n arvoja 0, 1 ja 2.

2) Myös reunan indeksit muuttuvat vakion n muuttuessa. Tästä johtuen in-
deksit p ja s on määritetty siten, että ne muuttuvat luvun n mukana.

3) Kun n kasvaa, niin iteraatioiden määrää tulee myös kasvattaa.

Relaksaatiomenetelmä on siis erittäin käyttökelpoinen menetelmä tarkas-
teltaessa ε-harmonisten funktioiden reuna-arvotehtäviä. Jakoa tihentämällä
saadaan myös hyvä käsitys vastaavasta harmonisesta ratkaisusta.
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