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Téssa tutkielmassa tarkastellaan Fuchsin ryhmén perusalueita Poincarén
puolitaso- ja kiekkomalleissa. Epéjatkuva aliryhmé Mobius-muunnoksia on
Fuchsin ryhma, jos yksikkokiekko tai vastaavasti ylempi kompleksinen puo-
litaso kuvautuu itselleen kaikilla aliryhmén Moébius-muunnoksilla. Osoittau-
tuu, ettd Fuchsin ryhméan Mobius-muunnokset ovat puolitasomallissa muo-
toa b

T(z) = %, a,b,c,d €R, ad—bec=1.

Fuchsin ryhmén perusalue méiritelldsin puolitasomallissa ylemmén kom-
pleksisen puolitason epétyhjéksi ja suljetuksi osajoukoksi, jonka kuvat taytté-
vit ylemmén puolitason ja jonka kuvat ovat erilliset mahdollista yhteista
reunaa lukuunottamatta. Perusalueen jokainen sivu on ekvivalentti tdsmél-
leen yhden eri sivun kanssa Fuchsin ryhmén Mobius-muunnosten suhteen.
Ei-identtistd Mobius-muunnosta, joka kuvaa perusalueen sivun toiseksi si-
vuksi, kutsutaan sivunvaihtomuunnokseksi.

Fuchsin ryhmén Dirichlet’'n alue pisteen p € H suhteen on joukko, jossa
hyperbolinen etéisyys pisteeseen p on pienempééd tai yhtd suurta kuin mi-
hinké#n pisteen p kuvaan. Dirichlet’n alue on Fuchsin ryhmén yhtenéinen
perusalue.

Fuchsin ryhmééa kutsutaan aérellisviritteiseksi, jos dérellinen magdrda Mo-
bius-muunnoksia generoi sen, ja geometrisesti dérelliseksi, jos sen perusalu-
eella on adrellisen monta sivua. Tutkielman péaétulos on, ettd Fuchsin ryhmé
on #drellisviritteinen tdsmaélleen silloin, kun se on geometrisesti dérellinen.
Pa#tuloksen osoittamiseksi todistetaan, ettd Fuchsin ryhmén sivunvaihto-
muunnokset generoivat sen.

Tutkielmassa annetaan havainnollisia esimerkkejd Fuchsin ryhmisté. Eri-
tyisesti tutustutaan modulaariryhméén

{T az+b

T(z) = ——, a,b,c,d € Z, ad — bc = 1}
cz+d
ja sen perusalueen ominaisuuksiin.
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1. JOHDANTO

Téssé tutkielmassa tarkastellaan Fuchsin ryhmén perusalueita Poincarén
puolitaso- ja kiekkomalleissa. Toisessa kappaleessa madritelladn tarvittavat
metriset rakenteet, Mobius-muunnos ja isometrinen ympyra. Kolmanness-
sa ja neljannessd kappaleessa méaritelldan epéjatkuva aliryhmé ja Fuch-
sin ryhmé sekd Fuchsin ryhmén perus- ja Dirichlet’'n alue. Osoittautuu,
ettd perusalueen jokainen sivu on ekvivalentti tdsmélleen yhden eri sivun
kanssa Fuchsin ryhméan Mobius-muunnosten suhteen. Ei-identtistd Mobius-
muunnosta, joka kuvaa perusalueen sivun toiseksi sivuksi, kutsutaan sivun-
vaihtomuunnokseksi.

Viidennesséa kappaleessa todistetaan tutkielman pa#tulos. Fuchsin ryhméé
kutsutaan dérellisviritteiseksi, jos dérellinen méara Moébius-muunnoksia ge-
neroi sen, ja geometrisesti dérelliseksi, jos sen perusalueella on &irellisen
monta sivua. Tutkielman péa#tulos on, ettd Fuchsin ryhmé& on &déirellisvi-
ritteinen tédsmélleen silloin, kun se on geometrisesti dérellinen. Padtuloksen
osoittamiseksi todistetaan, ettd Fuchsin ryhmén sivunvaihtomuunnokset ge-
neroivat sen.

Historiallisesti ajatellen kompleksiluvut eivét ole tarkeyteensa suhteutet-
tuna kovin vanha keksintd. Ensimméinen viite imaginaariyksikon ¢ olemas-
saolosta on 800-luvun Intiasta. Matemaatikko Mahavira huomasi, ettei ne-
gatiivinen luku ollut mink&én tunnetun luvun nelio, joten silld ei voinut olla
neligjuurta [Smith, s.162]. Kompleksiluvut keksittiin uudelleen ja niité alet-
tiin tutkimaan tarkemmin 1600-luvun lopulla Euroopassa. Sir Isaac Newto-
nin kollega R. Cotes kehitti kaavan e’ = cos#+isin 6 ja A. de Moivre kaavan
(cos @+isinf)™ = cosnf+isinnb [Burn, s.33]. Kompleksilukujen esittdmistéa
kompleksitasossa tutkivat Euroopassa C. Wessel, C.F. Gauss ja J.R. Argand
18. ja 19. vuosisadan taitteessa. Todistuksen tdrkeimmaille kompleksiluku-
jen dilemmalle, eli polynomien kompleksijuurien olemassaololle, esitti C.F.
Gauss viitoskirjassaan vuonna 1799. Algebran peruslauseeksi nimetty tu-
los kertoi, ettéd jokaiselle ei-vakiolle kompleksiselle polynomille oli olemassa
kompleksijuuri.

Mobius-muunnoksen kaavan esitti ensimmaéisend L. Euler vuonna 1777
s.52]. H. Poincaré tutki Fuchsin ryhmi& vuonna 1882 julkaisussaan
"Théorie des groupes Fuchsiennes” [Hazewinkel, s.123]. Poincaré nimesi tut-
kittavat aliryhmaét Fuchsin ryhmiksi Lazarus Fuchsin mukaan, jonka julkaisu
"Uber eine Klasse von Funktionen mehrer Variablen, welche durch Umkeh-
rung der Integrale von Losungen der linearen Differentialgleichungen mit
rationalen Coeffizienten entstehen”oli inspiraation lihde Poincarélle. Fuchs-
in ryhmét olivat perusta automorfisten funktioiden teorialle, jota Poincaré
ja F. Klein tutkivat 1880-, 1890- ja 1900-luvuilla [Klein, s.325-326].



2. KOMPLEKSITASON TOPOLOGIA JA MOBIUS-MUUNNOKSET

I. Kompleksitason topologia. Kompleksiluvut z = (a,b) ovat komplek-
sitason C = R? pisteiti, jossa kompleksiluvun reaaliosa on Re(z) = a € R
ja imaginaariosa Im(z) = b € R. Kompleksiluvun z = a + bi konjugaatti
on kompleksiluku z = a — bi. Kompleksitason topologian indusoi euklidinen
metriikka. Pisteiden z; ja 29 vélinen etéisyys on siis

d(zl,ZQ) = ‘22 — 21‘ = \/(ag — CL1)2 + (bg — b1)2 .

Laajennetulla kompleksitasolla C tarkoitetaan kompleksitasoa, johon on
liséitty yksi kompleksitasoon kuulumaton piste, jota merkitdin symbolilla cc.
Siis C = CuU {oc}. Laajennetun kompleksitason pisteet voidaan projisoi-
da stereografisella projektiolla bijektiivisesti Riemannin palloon. Riemannin

pallolla topologian indusoi metriikka s.7]
o |22 — 21|
d(zl, 22) = .
V14214 |2
Airettomyyspisteen etiisyys kompleksitason pisteeseen zo on [Colombo, s.11]
~ 1
d(co, 29) = —(———.
v 1+ ‘2’2|2
Joukko A C C on siis avoin, jos jokaiselle pisteelle z € A on olemassa
reaaliluku 7 > 0, jolla avoin kiekko {w € C|d(z,w) <r} C A.

II. Hyperbolinen metriikka. Merkitdan ylempéaéd kompleksista puolita-
soa {z € C|Im(z) > 0} symbolilla H ja sen sulkeumaa HUR U {co} symbo-
lilla H. Olkoon puolitasossa H hyperbolinen metriikka

da? + dy?
ds = vda® +dy” _
Y
Puolitaso H yhdistettynd metriikkaan ds on hyperbolisen geometrian Poincarén
puolitasomalli [Katok, s.1].

Maiéritelma 2.1. Olkoon I = [0,1] ja vy : I — H paloittain differentioituva
polku
v(t) ={z(t) = x(t) +iy(t) e H|t € I}.

Polun ~ hyperbolinen pituus on siten puolitasomallissa
L dz\2 dy)2 1 d
ary® 4 (&Y dz
h(’y):/ (dt) (dt) dt:/dtdt.
/ y(t) ) y(t)

Maéritelma 2.2. Olkoon z,w € H. Pisteiden z ja w vélinen hyperbolinen
etédisyys on puolitasomallissa [Katok, s.2]

p(z,w) = inf h(y),
jossa infimum otetaan pisteitd z ja w yhdistdvien paloittain differentioitu-
vien kiyrien v C H yli. Etdisyyden kaava on [Katok, s.6]
|z — w| + |z — w|
|z —w| — |z —w|’

Huomautus 2.3. Hyperbolinen etéisyys on metriikka [Katok, s.2].

p(z,w) =In
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Toinen hyperbolisen geometrian malli on Poincare’n kiekkomalli. Siin&
geometria médritelliin avoimessa yksikkokiekossa U = {z € C||z| < 1}.
Yksikkokiekon U reuna on yksikkoympyré, jota merkitddn symbolilla 3.
Yksikkokiekon (euklidinen) sulkeuma on U=UuUx. Bijektiot f: H — U ja
ffL:U—H

z+1 —iz+1
f) =S e =
yhdistavit puolitaso- ja kiekkomallin toisiinsa [Katok, s.7]. Téssd tyossé
kéytetddn puolitasomallia ellei toisin mainita.

Maéritelmi 2.4. Pisteiden z, w € U viélinen hyperbolinen etéisyys on kiek-
komallissa [Lehner, s.80]

I
p(z,w) = glnﬁ-
1—wq w2
Origon ja pisteen ae?, 0 < a < 1, vilinen etiisyys on
1+4+a

1—a’

; 1
p*(0,ae?) = 3 In

III. Mo6bius-muunnokset. Téssé tyossa keskitytiddn tietyt ehdot tayttéiviin
kompleksitason kuvauksiin, ns. Mobius-muunnoksiin.

Maiésritelma 2.5. Olkoot a, b, ¢ ja d € C vakioita, jotka tdyttévit deter-
minanttiehdon ad — be # 0. Télléin kuvausta T'(z) : C — C

gjis josz # ocojaz # —%, mikélic # 0

T(z)=14 ¢ jos(c # 0jaz = 00)

C
00 jos(c;éOjaz:—%) tai (c=0jaz = c0)

kutsutaan Mobius-muunnokseksi.

Huomautus 2.6.

(1) Tastedes oletetaan, ettd muunnoksen T'(z) determinantti ad—be = 1.
Jakamalla jokainen vakio a, b, ¢ ja d kompleksiluvulla v/ad — be, joka

on determinanttichdon mukaisesti nollasta poikkeava, huomataan,
ettd

a d - b c ~ad—bc _1
Vad — bcvad —be  vad — beVad — be (vad — be)? -

az+b
cz+d

e josz # cojaz # —4, mikilic # 0
0 jos (¢ # 0jaz = 00)
el médritelty jos(c # 0jaz = _%l) tai (c = 0jaz = 0o).

(2) Mobius-muunnoksen T'(z) = derivaatta dd—ZT(z) on

(3) Mobius-muunnos kuvaa ympyrén tai suoran ympyréksi tai suoraksi

s.9].

(4) Mobius-muunnos on (napoja lukuunottamatta) konformikuvaus eli
se séilyttdd kulmien suunnat ja suuruudet s.2], [Lehto, s.25].

(5) Mobius-muunnos 7 on bijektio C — ((AI, jonka kéanteiskuvaus
T=1(2) = =1 on myss Mébius-muunnos [Ford, s.2].

cz—a
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(6) Mobius-muunnokset muodostavat ryhmén M laskutoimituksena ku-
vausten yhdistdminen.

Esimerkki 2.7. Eréén tdrkedn kuvaustyypin karakterisoi inversio ympyréin
suhteen. Inversio 2/(z) kuvaa inversioympyrin sisilli olevat pisteet inver-
sioympyréan ulkopuolelle ja ulkopuolella olevat pisteet sisépuolelle. Inversio-
muunnettujen pisteiden kautta piirretty miké tahansa ympyré on aina kohti-
suorassa inversioympyrid kohden. Merkitédan inversioympyran keskipistetta
k ja siddettd r. Talloin inversio médritelliin yhtilona (2 — k)(zZ — k) = r2.
Inversio ei ole Mobius-muunnos, koska se on antikonforminen (eli kulman
suuruus siilyy, mutta suunta ei) [Ford, s.10-12].

Kuva 1. Inversiomuunnos

Huomautus 2.8. Olkoon z € Hja f : H — U, f(z) = % puolitaso- ja
kiekkomalleja yhdistdvd Mobius-muunnos. Huomataan, ettd z ja z € C
ovat inversiopisteité reaaliakselin suhteen. Koska f kuvaa reaaliakselin yk-
sikkdympyriksi X, niin pisteet f(z) € U ja f(z) € C ovat inversiopisteité
yksikkdympyrin 3 suhteen [Ford, s.11].

Mobius-muunnos pitdé tietyn méédrdan pisteitd muuttumattomana muun-
noksessa. Osoittautuu, ettd identtinen muunnos on ainoa Mébius-muunnos,
jolla on useampi kuin kaksi kiintopistetta.

Misritelma 2.9. Pistetti 2z € C kutsutaan Mobius-muunnoksen T kiinto-
pisteeksi, jos T'(z) = z.

Lause 2.10. Jokaisella ei-identtiselld Mobius-muunnoksella on joko yksi tai
kaksi kiintopistetti.

Todistus. Mobius-muunnoksen kiintopisteet saadaan ratkaisemalla yhtélo
az+b
cz+d

=z 2+ (d—a)z—b=0.

Olkoon aluksi ¢ # 0. Kiintopisteité voi 16ytyé ainoastaan joukosta @\{—4 a

c’c?
Kiintopisteitéd ovat siis

a—d=++/(d—a)?+ 4bc ad —bc=1
2c bc =ad—1
a—d*xy/(a+d)? -4
N 2c ‘
a—d

Jos a + d = £2, niin kiintopisteitd on yksi, 21 = % , ja muutoin kaksi.
Olkoon sitten ¢ = 0. Koska ¢ = 0, niin oo on yksi kiintopiste. Jos a = d,

21,2
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niin determinanttiechdon ad = 1 nojalla |a| = |d| = 1. Koska ad = 1 ja
la] = |d| = 1, niin a = d = +1. Niin ollen Mébius-muunnos on siirto
T(z) = z F b, jonka ainoa kiintopiste on co. Jos a # d, niin kiintopisteité
ovat

b
d—a

Mobius-muunnokset jaotellaan neljdéin kategoriaan jéljen Tr(7T) = a + d
perusteella [Katok, s.23].

Miééaritelmés 2.11. Ei-identtinen Moébius-muunnos 7'(z) = gjig, ad — bc =
1, on

z1 = , Zg = 0Q. O

hyberbolinen, josTr(T) € R ja |Tr(T)| > 2
parabolinen,  josTr(T) € R ja |Tr(T)| = 2
elliptinen, josTr(T) € R ja |Tr(T)| < 2
loxodrominen, josTr(T) € C\R.

Lemma 2.12. Olkoot T ja S Mdbius-muunnoksia. Mobius-muunnos T ja
sen konjugaatti STYTS ovat samaa kategoriaa.

Todistus. Olkoot T(z/) :I‘C’j_ts, ad —bc=1,ja S(z) = g,/jigi, add —bvd =1
Talloin S‘l(z) = ;flzz_fll,’ . Riittd& osoittaa, ettd Mobius-muunnoksen T ja
sen konjugaatin ST'TS jiljet ovat (etumerkkis lukuunottamatta) samat.
Koska

a(a’z4b")+b(c' z+d")
—d’ ( c(a’z+b")+d(c z+d’ ) +0

STITS(2)) = o (a(a’z+b’)+b(c’z+d’)> —d
c(a’z+V)+d(cz+d’
_ (—ad'd —bdd' 4 d'bc+ V' d)z 4 (—ab'd — bd'd" 4 b'b'c 4 b'dd’)
(ad'd +bdd — d'a'c — a'dd)z + (ab'd + bdd' — a'Ve—d/dd’)

niin
ITe(S™'TS)| = | —ad'd —bdd +d'Ve+Vdd+ab'd +bdd —a't'e —d'dd)|

= la(=d'd +dd)+ d(—d'd + )|

= |a+d

= [Te(T)] O

Seuraus 2.13. Olkoon T ei-identtinen Méobius-muunnos. Jos T on para-
bolinen, niin kiintopisteitd on yksi. Jos T on hyperbolinen, elliptinen tai
lozodrominen, niin kiintopisteitd on kaksi.

Todistus. Lauseen |2.10 todistus. O
Seuraus 2.14. Jos a,b,c,d € R ja T(z) = ‘2513 on ei-identtinen Mdobius-

muunnos, niin parabolinen kiintopiste kuuluu joukkoon RU{oo}, hyperboliset
kiintopisteet joukkoon R U {oo} ja elliptiset kiintopisteet ovat kompleksikon-
Jugaatit eli tdsmdlleen yksi kiintopiste kuuluu puolitasoon H.

Todistus. Lauseen [2.10 todistus. O

Lause 2.15. Jos z1,29,23 € C ja wy, wa, w3 € C ovat kolme keskenddin eri
pistettd, niin on olemassa sellainen yksikdsittdinen Mobius-muunnos T, ettd

T(z;) = w; kaikille i =1,2,3.
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Todistus. [Ford, s.7] Osoitetaan aluksi vaaditunlaisen Mbius-muunnoksen
yksikésitteisyys. Olkoot U ja V sellaisia Mobius-muunnoksia, etté

w
Il
<
—~
PN
w
~

Lauseen[2.10lmukaan M&bius-muunnoksen W on siis oltava identtinen Mébius-
muunnos eli W = U~' oV = Id, josta U = V. Siis Mobius-muunnos on
yvksikésitteinen.

Todistetaan seuraavaksi vaaditunlaisen Mobius-muunnoksen olemassaolo.
Jos z, w; # o0, i = 1,2, 3, niin médritellddn kuvaukset

Z— 21 23 — 22 Z— W1 W3 — w2y

S(z) = ja R(z) =

Z—29 23— 21 Z—wy w3 —wp
jotka ovat Mobius-muunnoksia ja joille pétee

S(Zl) =0 R(wl) =0
S(z2) =00 R(wz) =00

S(Zg) =1 R(w3) =1.
Jos

(21 = oo, niin asetetaan S(z) = S
z9 = 00, niin asetetaan S(z) = 2=
z3 = 00, niinasetetaan 5(z) = ==L
wy = 00, niinasetetaan R(z) = 2272
ws = 00, niinasetetaan R(z) = S
w3 = oo, niin asetetaan R(z) = Z=¢L.

Miéritellizin Mobius-muunnos W := R~ 0 S, jolle
W(z)=R"10S(z)=R0) =w
W(z) =R ' 08(20) = R (00) = wy
Wi(z) =R 1oS(23) =R Y1) = ws.

Valitaaan T = W eli on olemassa ainakin yksi vaaditunlainen Mobius-
mMuunnos. O

Lause 2.16. Mdbius-muunnokset, jotka sdilyttavdt ylemmdn puolitason H,
ovat muotoa
az+b

T(z):m, a,bye,d € R, ad —bc=1.



Todistus. Lauseen 2.15| nojalla riittdd tutkia tilannetta, jossa pisteet z; =
—1, z0 = 0 ja z3 = 1 kuvautuvat reaaliakselille eli wy,ws,ws € R. Lauseen
merkinnéin T'(z) = W(z) = R715(z) = Zj_tg ja

T(z) = ( P ) 2(wz —wi) — wy (w3 — wa)
(+) (w3 —wi) — (w3 — wy)
(wows — 2wiws + wiwz)z + (wews — wiws)

(—w1 + 2wy — ’wg)Z + (w3 — wl)

josta seuraa, ettéd a,b,c,d € R. Koska

muu»:m(éijﬂw+@)

1
= Im (M(CLC|Z’2 + bd + ng + ad2)>

= (o ap(ad-Im(z) — be-Im()
_ m(lm(z)),

niin ylempi puolitaso H sdilyy tédsmélleen silloin, kun ad — be > 0. Huomau-
tuksen [2.6 kohdan (1) nojalla vaaditaan, ettd ad — bc = 1. O

Lause 2.17. Mdébius-muunnokset, jotka sdilyttivit yksikkoékiekon U, ovat
(kiekkomallissa) muotoa

T(z) = az+f

Bz +a’
1241

Todistus. Mébius-muunnos f: H — U, f(z) = = & Ja sen kiénteismuunnos
fFLU—H, f1(2) = ”H yhdistévit kiekko- ja puolitasomallit. Mobius-
muunnokset ovat puohtasossa H muotoa T'(z) = Zj—tg’ a,b,c,d € R, ad—bc = 1.
Téstd seuraa, ettd ne ovat yksikkokiekossa U muotoa

. aiz+a+bz—bi
t (—czz+c+dz z) +1

T (2) = (Mﬂmbz)—f—z

a,BeC, la* -8 =1

—ciz+ctdz

az +ai+biz+b—ciz+c+dz —di

—aiz+a+bz—bi+cz+ci+diz+d

Clat+d+ilb—c)lz+[b+cH+i(a—d)]

Cbte—ila—d)z+a+d—i(b—c)]
_az+f
- Bz+a’

a+d+2i(b—c) ja B = b+c+i2(zz—d)

josta valitaan a = . Triviaalin laskun kautta
huomataan, ettd edelld mainituille kompleksiluvuille o ja B on voimassa
lof* = |8* = 1. 0



Seuraus 2.18. Olkoon T(z) = ‘Cfig, ad — bc = 1, ei-identtinen Mobius-
muunnos. Jos T' on parabolinen, niin sen erds konjugaatti on siirto. Jos T
on hyperbolinen, niin sen erds konjugaatti on venytys origon suhteen. Jos T’

on elliptinen, nitn sen erds konjugaatti on kierto origon suhteen.

Todistus. Lemman 2.12nojalla Mébius-muunnos 7" ja sen konjugaatti S~17'S
ovat samaa kategoriaa.

Olkoon K Mobius-muunnoksen S~'7'S kiintopisteiden joukko. Seurauk-
sen [2.13 mukaan parabolisella Mébius-muunnoksella on yksi kiintopiste.
Hyperbolisella ja elliptisellda muunnoksella on kaksi kiintopistettd. Tehdéddan
Mobius-muunnokselle T konjugointi siten, etti

K = {c0},  jos T on parabolinen
K ={0,00}, jos T on hyperbolinen tai elliptinen.

Olkoon T parabolinen. Koska oo on Mobius-muunnoksen ainoa kiintopis-
te, niin Lauseen [2.10 todistuksen nojalla S~'T'S on siirto.
Olkoon T hyperbolinen tai elliptinen. Lauseen 2.10 todistus osoittaa, etté

ei-identtiselle Mébius-muunnokselle S~17'S = Zzzis on voimassa ¢ = 0, koska

oo on kiintopiste. Koska myos 0 on kiintopiste, niin saadaan 0 = %, josta
b=0jad#0. Koska ad — bc = ad = 1, niin d = 1. Siis S7IT§ = % =

a

a’z = kz jollain k € C, josta saadaan a = V/k.

Koska Tr(S™'TS) = a+d = Vk+ ﬁ € R, niin k£ > 0, k € R\ {1}, jolloin
S~ITS on venytys origon suhteen, tai |k| = 1, k € C, eli k& = €%, jolloin
S~ITS on kierto origon suhteen. Ensimmiéisessi tapauksessa S~'T'S on hy-
perbolinen, koska |a + d| > 2, ja toisessa elliptinen, koska kolmioepayhtélon
nojalla |a + d| < 2. O

Lause 2.19. Mdébius-muunnokset, jotka sdilyttivit puolitason H, ovat iso-
metrioita hyperbolisessa metriikassa.

Todistus. Olkoot z,w € H ja T'(z) = %:[S. Koska T siilyttdd puolitason H,

niin Lauseen nojalla a,b,¢,d € R. Néin ollen T'(w) = T'(w). Koska

az+b aw+b

cz+d cw+d

(ad — be)z — (ad — be)w

c2zw + cdz + cdw + d?
Z2—w

zw + cdz + cdw + d?’

T(z)—T(w) =

ja triviaalin laskun kautta huomataan, etti

c%w—l—cdz—l—cdw—i—dﬂ = ‘c2zw+cdz—|—cdﬂ)+d2 ,
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niin

7(2) = T(w)| + [T(2) = T(w)
p(T(2), T(w)) = In i
T() = T(w)| = IT(2) = T(w)|
L T() = T(@)| +T(2) — T(w)]
T(2) = T(w)| = |T(2) = T(w)]
In |z —w| + |z — w|
e— =z —w
= p(z,w). O

Huomautus 2.20. Myos Mobius-muunnokset, jotka sdilyttavit yksikkokiekon
U, ovat isometrioita hyperbolisessa metriikassa.

IV. Isometriset ympyrit. Mobius-muunnos pitdéd euklidiset etéisyydet
vakiona joukossa, jossa Mobius-muunnoksen derivaatta on itseisarvoltaan 1.

az+b
cz+d?

muuttumattomana tismdlleen joukossa {z eC\ (=4 |cz +d| = 1} )

Lause 2.21. Mébius-muunnosT(z) = c # 0, pitid euklidiset etdisyydet

Todistus. Olkoon z —% ja ¢ # 0. Etéisyydet pysyvét vakiona, kun

d(az-l—b)‘_l
dz \cz+d

1
< (cz +d)?
& |(cz+d)? =1

=1

&lez+dP =1
N——
>0
S lez+d =1. O

Jakamalla Lauseen yhtélo vakiolla ¢ huomataan, ettd joukko, jossa
etiisyydet pysyvéat muuttumattomana, on euklidinen ympyré, jonka keski-

1
(o
¢ ¢]

piste on —% ja séde ek
Téastd kumpuaa luonnollinen méaritelméa Mobius-muunnoksen isometriselle
(eli etdisyydet siilyttiavélle) ympyriille.

lcz+d =1 &

az+b

Maéritelméd 2.22. Mobius-muunnoksen 7'(z) = ¢4,

ympyré on joukko

¢ # 0, isometrinen

3(T) ::{ZG@‘ |cz+d]:1}.

Huomautus 2.23.

(1) Jokaisella Mobius-muunnoksella 7', jolla ¢ # 0, on yksikisitteinen
isometrinen ympyrd $(7'), joka médrdytyy kompleksikertoimista c
ja d. Isometristd ympyréia ei madritella Mobius-muunnoksille, joilla
c=0.



(2) Isometrisen ympyrin sisilld etdisyydet kasvavat Mobius-muunnoksessa,
koska kun |cz 4+ d| < 1, niin ‘d%T(z)‘ > 1. Vastaavasti isometrisen
ympyrin ulkopuolella etédisyydet pienenevit, koska jos |cz + d| > 1,
niin ’d%T(z)‘ <1

(3) Merkitddn Mobius-muunnoksen 7' isometrisen ympyrin sisdpuolta
int[3(7)] ja ulkopuolta ext[I(7T)].

Osoittautuu, ettd Mobius-muunnoksen ja sen kiinteismuunnoksen iso-
metrisillda ympyroilld on yhteys, joka mahdollistaa perusalueen madrasamisen

isometristen ympyréiden avulla. Mobius-muunnos kuvaa isometrisen ym-
pyrénsé kiddnteismuunnoksensa isometriseksi ympyraksi.

Lause 2.24. Olkoon S(T) isometrinen ympyrd. Talloin T(S(T)) = S(T71).
Todistus. Olkoon z € C \ {—4¢ 2} ja ¢ # 0. Mobius-muunnos

c’

az+b
T =
(2) cz+d
on bijektio C — @, jonka ka#nteismuunnos on
—dz+b
T1(z) = — 22
cz—a

Mobius-muunnoksen 7" isometrisen ympyréin karakterisoivat vakiot ¢ ja d ja
kisnteismuunnoksen 7! isometrisen ympyrin vakiot ¢ ja a.

%(T):{ZG@‘\cz—Hﬂzl}

(T = {ze C

lcz —a| = 1}

Olkoon w € I(T'). Nyt riittdd osoittaa, ettd kddnteismuunnoksen derivaatta
saa itseisarvoltaan arvon 1 tasmélleen kaikissa kuvapisteissd T'(w). Koska T
on konformikuvaus, niin

d

_ 1
T T

~—|d
e T (w)]
Huomautuksen 2.23 ja Lauseen [2.24] avulla huomataan, miten isometri-

sen ympyran sisus ja ulkopuoli kuvautuvat suhteessa kiddnteismuunnoksen
isometriseen ympyradn.

=1. (]

Lause 2.25. Moébius-muunnos kuvaa isometrisen ympyrinsd

(1) sisuksen kddinteismuunnoksensa isometrisen ympyrdin ulkopuoleksi.
(2) ulkopuolen kddnteismuunnoksensa isometrisen ympyrdn sisukseksi.

Todistus.
(1) Olkoon w € {z eC\ {—%}‘ lcz +d| < 1} ja ¢ # 0. Tallsin

b 1
|cT(w) —al = Caw—|— —a' = ': |cz—|—al]71 >1.
cw~+d cz4+d|  ~—e—
<1

(2) Olkoon w € {z eC ) lcz +d| > 1} ja ¢ # 0. T&lloin vastaavasti

T (w) —a| = |ez+d| ™t < 1.
N——

>1
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Lause 2.26. Olkoon T(z) = %jj;g’ |a]? — |8]? = 1, ja L pisteiden %—6‘ ja
[e%

3 valisen euklidisen janan keskinormaali. Mdébius-muunnos T kiekkomallis-

sa on inversio isometrisen ympyrin (T suhteen yhdistettynd peilaukseen
keskinormaalin L suhteen.

Todistus. [Katok, s.59-60] Todistuksessa kéytetddn euklidista metriikkaa.
Suora L kulkee pisteen 0 kautta, koska euklidinen etéisyys origosta pistee-

seen —% on yhté suuri kuin origosta pisteeseen % Isometriset ympyrit (7'

ja S(T~1) ovat symmetriset suoran L suhteen.

KuvAa 2. Keskinormaali L kulkee origon kautta, koska
etiisyys origosta isometristen ympyrsiden 3(7T') ja S(T~1)
keskipisteisiin on sama.

Olkoon 8 = re'?, Tj,(z) = 'z ja S(2) = T} TT} ' (2). Koska isometristen
ympyréiden S(S) ja S(S™1) keskipisteet ovat ¢ ja —2, niin ne ovat symmet-
riset imaginaariakselin suhteen. Jos § = 5,,5;, jossa S; on inversio ympyréin

J(S) suhteen ja S, peilaus imaginaariakselin suhteen, niin

T =T, 'S, T}, T}, ' STy,
—_——
=T, =T;

jossa T; on inversio ympyrén (7) suhteen ja T}, peilaus suoran L suhteen.
Riittd4 siis osoittaa viite todeksi silloin, kun isometristen ympyroiden 3(T')
ja (T~1) keskipisteet —% ja % ovat symmetrisié imaginaariakselin suhteen.

Koska —% = niin # = (. Siis # on reaalinen. Esimerkin [2.7 nojalla

—a
B’
11



yhtélo

(- (N () -6
@Z/:<_g>2+(é>2_‘—%2: Gz +1
) 3

madrittelee inversion ympyrian $(7") suhteen. Yhdistamalla edelliseen pei-
laus imaginaariakselin suhteen saadaan
y - %ZJFl az—l—Biaz—Fﬂ

z = —Z2' = — = —_— = . ‘:‘
z+5 Bzta pz+ta

V. Geodeesit. Kahden puolitasoon H (tai yksikkokiekkoon U) kuuluvan
pisteen vilistd lyhintd kidyrad annetun metriikan suhteen kutsutaan geodee-
siksi. Seuraavaksi osoitetaan, ettd geodeesit ovat ovat puoliympyroitd tai
suoria, jotka ovat kohtisuorassa reaaliakselia (tai yksikkoymprad) kohtaan.
Liséksi osoitetaan, ettd kahden pisteen vélilld on tédsmélleen yksi geodeesi
ja ettd naiden pisteiden vilinen hyperbolinen etéisyys saadaan laskemalla
pisteiden vilisen geodeesin segmentin (eli hyperbolisen janan) pituus.

Maéaritelma 2.27. Hyperbolinen jana on kahden ylemmén puolitason H
(tai yksikkokiekon U) pisteen kautta kulkevan geodeesin segmentti. Mer-
kitd4n pisteiden z,w vilistd janaa [z, w].

Lemma 2.28. Olkoon L euklidinen ympyrd (tai suora), joka on kohtisuoras-
sa reaaliakselia kohtaan. Tdlléin on olemassa ylemmdn puolitason sdilyttdvai
Méobius-muunnos, joka kuvaa ympyrdan L imaginaariakselille.

Todistus. [Katok, s.21] Olkoot r ja t ympyran L ja laajennetun reaaliakselin
R U {oco} leikkauspisteet ja olkoon r &érellinen. Jos t on #érellinen, niin

kuvaus
zZ T
t—r (t—r + 1)
z—r
on reaalikertoiminen Mobius-muunnos, jonka determinantti on 1, joten se

sailyttdd ylemmén puolitason, ja se kuvaa ympyrin L imaginaariakselille.
Jos t = oo, niin kuvaus

T(z) =

T(Z):zir

tayttad edelld vaaditut ehdot. U

Lause 2.29. Puolitason H geodeesit ovat puoliympyrditd tai suoria hyper-
bolisessa metriikassa. Geodeesit ovat kohtisuorassa reaaliakselia R kohtaan.

Todistus. Olkoot aluksi z1, zo € H sellaisia pisteité, ettd z; = ia ja z9 = b.
Jos v : I — H on miké tahansa paloittain differentioituva ja pisteitd ia ja b
yvhdistéava polku, niin

1 da 2 dy\ 2 1 ‘%) Ly b
dzr + (SY day
h(v) = (at)” + (&) dtz/t dtz/dt dt= [ Yol
y(t) J y(t) ) y(t) Y a



Maédritelméssi[2.1 esitetyn hyperbolisen etiisyyden kaavan avulla on nahtéavissi,
ettd lng on pisteiden ia ja ib etéisyys imaginaariakselia pitkin. Nain ollen
geodeesi, joka yhdistd# pisteet z1 ja 29, on imaginaariakselin segmentti.
Olkoot nyt z1, zo € H eri pisteitd ja L se ympyrd (tai suora), joka on
kohtisuorassa reaaliakselia kohtaan ja joka kulkee pisteiden z; ja 2o kaut-
ta. Kuvataan L imaginaariakselille Lemman [2.28 mukaisella kuvauksella T
Koska T" on isometria, niin pisteiden z; ja zo vélinen etéisyys on sama kuin
pisteiden 7T'(z1) ja T'(z2) vélinen etéisyys. Geodeesi, joka yhdistda pisteet z;
ja 29, on siis ympyréan L kaari. U

Seuraus 2.30. Kahden pisteen z,w € H kautta kulkee yksikdsitteinen geo-
deesi.

Seuraus 2.31. Kahden pisteen z,w € H wvdlinen hyperbolinen etdisyys on
janan [z,w] pituus.

Seuraus 2.32. Olkoot z,w € H eri pisteitd. Tdalloin
plz,w) = p(2,€) + p(&,w) & € € [2,u].

Seuraus 2.33. Yksikkokiekon U hyperboliset geodeesit ovat euklidisen ym-
pyran kaaria tai yksikkokiekon halkaisijoita ja ne ovat kohtisuorassa yk-
stkkoympyrdad > kohtaan.

Todistus. Bijektio f : H — U, f(z) = % yhdistdd puolitasomallin kiek-
komalliin. Selvésti f on Mébius-muunnos. Néin ollen f kuvaa ympyréan tai
suoran ympyréksi tai suoraksi. Koska f on M6bius-muunnos, niin se on kon-
forminen. Koska puolitasomallin geodeesit leikkaavat reaaliakselin kohtisuo-
rasti, niin kiekkomallin geodeesit leikkaavaat yksikkoympyrédn ¥ kohtisuo-

rasti. O

Lause 2.34. Ylemmdn puolitason H tai yksikkokiekon U sdilyttdvin Mdbius-
muunnoksen isometrinen ympyrd on geodeest hyperbolisessa metriikassa.

Todistus. Ylemmén puolitason H sailyttdvan Mobius-muunnoksen isomet-
risen ympyréan keskipiste on reaaliakselilla, koska M&bius-muunnoksen ker-
toimet a,b,c,d € R. Néin ollen isometrinen ympyré leikkaa reaaliakselin
kohtisuorasti ja on siten (puolitasomallin) geodeesi.

Koska yksikkokiekon U séilyttava Mobius-muunnos on 7'(z) = gj ig , jossa
al? = 18P =1
ja? 1
& = = 1 —_—_
IEIR IER
12 2
1
== =11+ |5,
g B
niin Pythagoraan lauseen nojalla &(7') leikkaa yksikkoympyréan 3 kohtisuo-
rasti ja on siten (kiekkomallin) geodeesi. O

Maaritelma 2.35. Hyperbolisen janan [z1, 23] hyperbolinen keskinormaa-
li on geodeesi, joka on kohtisuorassa hyperbolista janaa [z1, 23] kohtaan ja
kulkee hyperbolisen janan [z1, z2] hyperbolisen keskipisteen kautta. Hyper-
bolisen janan [p, T'(p)| keskinormaalia merkitédén L, (7).
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Lause 2.36. Olkoot z1, 2o € H ja L janan [z1, z2] keskinormaali. Tdalldin
(1) ,O(Z,Zl) = p(Z,ZQ) <zel
(2) p(z,21) < p(z,22) < z ja z1 ovat samalla puolella keskinormaalia L
(3) p(z,21) > p(z,22) < z ja z2 ovat samalla puolella keskinormaalia L

Kuva 3. Pisteet 21, 22 ja niiden vélisen janan keskinormaali L

Todistus. Todistus alkeisgeometriaa. Ks. [Stahl, s.89]. U
Lause 2.37. Jos T(z) = gj—jg, la)?—|B]2 =1, B # 0, niin S(T~)NU = Lo(T).

Todistus. [Simon, s.505] Olkoon z € (T~!) N U. Lauseen [2.26 nojalla 7!
on inversio isometrisen ympyrin 3(7!) suhteen yhdistettyni peilaukseen
suoran L suhteen. Koska 2z € S(T1) ja 0 € L, niin

T (2)| = 2.

Madritelméstd (2.4 ndhdddn helposti, ettd jos |z| = |w|, niin p*(0,z) =
p*(0,w). Néin ollen

§7(0,T71(2)) = p(0,2).
Koska T on isometria, niin

p (0, T7H(2)) = p*(T(0), 2).
Yhdistamélla edelliset tulokset saadaan
p*(0,2) = p*(2,7(0)),

miké on Lauseen(2.36 nojalla voimassa tdsmélleen silloin, kun z € Lo(7"). O

14



3. FUCHSIN RYHMAT

1. Ep&jatkuvat aliryhmét. Kaikkien Mobius-muunnosten kokoelma muo-
dostaa ryhmén M, jossa laskutoimituksena on kuvausten yhdistdminen.
Tastedes tarkastellaan ryhmén M aliryhmié.

Miésritelmé 3.1. Olkoon A aliryhmé ja
z~wew="T(z),jollainT € A,

relaatio. ~ on selvisti ekvivalenssirelaatio eli laajennettu kompleksitaso C
jakautuu ekvivalenssiluokkiin aliryhmén A suhteen. Némé ekvivalenssiluo-
kat ovat Az == [z] = {T'(2)|T € A}, z € C, ja niitd kutsutaan pisteen z
radoiksi aliryhmén A suhteen.

Maééritelma 3.2. Joukkoa, joka siséltédé tédsmaélleen yhden edustajan jokai-
sesta radasta, kutsutaan aliryhmén A perusjoukoksi F'.

Maéritelmé 3.3. Olkoon X metrinen avaruus. Joukkoperhe {U;|i € I},
U; C X, on lokaalisti dérellinen, jos mille tahansa kompaktille V' C X on
voimassa U; NV # () vain dérellisen monelle indeksille i € I.

Maaritelmé 3.4. Aliryhmé A on epéjatkuva joukossa B C @, jos rata Az
on lokaalisti dérellinen kaikilla z € B.

Lause 3.5. Joukossa B epdjatkuvan aliryhmdn I' rata U'z on diskreetti jou-
kossa B kaikilla z € B.

Todistus. Jos jollain z € B rata I'z ei ole diskreetti joukossa B, niin silld
on kasautumispiste w € B. Tdmé& on ristiriita, koska rata 'z on lokaalisti
darellinen. (]

II. Rajapisteet. Epéjatkuvalla aliryhmélld on kahdenlaisia pisteité laajen-
netussa kompleksitasossa: rajapisteité ja sdannollisié pisteita.

Mssritelms 3.6. Piste z € C on aliryhmén I' rajapiste, jos se on jonkin
radan 'w, w € C, alkioiden kasautumispiste. Rajapisteiden muodostamaa
joukkoa kutsutaan rajajoukoksi A.

Mééritelma 3.7. Piste z € C on aliryhmén I' sé&dnnollinen piste, jos se ei
ole rajapiste.
Esimerkki 3.8.
(a) Aliryhmén {7}, | T,,(2) = 2"z, n € Z} rajajoukko on {0, oo}, koska
{ lim 7, (z) = lim 2"z = co
n—oo n—oo

lim 7,(z)= lim 2"z=0

n——oo n——oo
kaikilla z € C \ {0, 00}
(b) Aliryhmén {7, | T),(z) = z + n, n € Z} ainoa rajapiste on oo, koska
{ lim T, (2) = lim z+n =00
n—oo n—odo

lim 7,(z2)= lim z+4+n=o00
n——oo n——00

kaikilla z € C \ {oo}.
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III. Fuchsin ryhmét. Seuraavaksi médritellisin Fuchsin ryhmé. Fuchsin
ryhmé on epéjatkuva aliryhmi, joka kuvaa tietyn ympyrén (tai suoran)
ja ympyrén sisuksen (tai suoran puolen) itselleen kaikilla sithen kuuluvil-
la Mobius-muunnoksilla.

Maéaritelma 3.9. Epédjatkuva aliryhmé I' on Fuchsin ryhmaé, jos V1T € T’
TH) =HtaiVT € I' T(U) = U. Puolitasomallissa laajennettua reaa-
liakselia R U {oo} ja kiekkomallissa yksikkdympyrdd ¥ kutsutaan Fuchsin
ryhmén padympyréiksi.

Seuraus 3.10. Fuchsin ryhmdssd voi olla ainoastaan hyperbolisia, parabo-
lisia tai elliptisid Mobius-muunnoksia.

Todistus. Lauseen [2.16 nojalla ylemmén puolitason H siilyttavit Mobius-
muunnokset ovat reaalikertoimisia. N&in ollen loxodromisia Mobius-muunnoksia
ei voi kuulua Fuchsin ryhmé#an. Lauseen[2.17nojalla yksikkokiekon U sdilyttéavit
Mobius-muunnokset ovat muotoa T'(z) = %jig a,B €C,|a? -8 = 1.
Mébius-muunnoksen 7" jélki on Tr(7") = av+ & € R, misté seuraa, ettd 7" on
hyperbolinen, parabolinen tai elliptinen. O

Lemma 3.11. (Dirichlet’n lause) Jos 6 € R\ Q, niin joukko
{m+nb|m,n € Z}

on tihed reaalilukujen joukossa.

Todistus. Ks. [Apostol, s.143-148] O

Lause 3.12. Jos T on Fuchsin ryhmdn T elliptinen Mobius-muunnos, niin
sen kertaluku on ddrellinen.

Todistus. [Lehner, s.87] Riittd4 osoittaa, ettei Fuchsin ryhmésséd I' ole ellip-
tistd Mobius-muunnosta, jonka kertaluku on dédreton.

Olkoon z € H mielivaltainen, Mobius-muunnoksen 7' € T' kertaluku
ddreton ja S konjugoiva Mobius-muunnos. Télloin 7" on muotoa

T(z) = S71?™S(2), # e R\ Q,
josta saadaan
T (z) = S71e*™95(2), § € R\ Q.
Lemman [3.11 nojalla on kaksi sellaista jonoa eri kokonaislukuja m; ja n;,
ettd lim m; + n;0 = 1. Néin ollen

J—00

lim e?ﬂi(@n]-) = lim 627I’i(mj+97’l]') — 627ri =1.

Jj—00 Jj—00
Nyt lim 77 (z) = lim S~'e?mi §(z) = 1d(z) eli z € H on rajapiste, mika
j—00 Jj—0o0
on ristiriita, silld Lauseen nojalla puolitasossa H ei ole rajapisteitd. [

Esimerkki 3.13.

(a) Esimerkin 3.8 aliryhmit ovat Fuchsin ryhmié, koska ne séilyttavét
puolitason H ja ovat epéjatkuvia.
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(b) Olkoon @ € R. Aliryhma I' = {T7 |T(2) = ™2, n € Z} siilyttis
yksikkokiekon U. Radat 'z ovat lokaalisti dérellisia kaikilla z € U
tasmaéilleen silloin, kun # on rationaaliluku. Siis jos # on rationaalinen,
niin T’ on kierron T'(z) = ¢z generoima syklinen Fuchsin ryhmi.
Jos 6 on irrationaalinen, niin I' ei ole Fuchsin ryhmaA.

Fuchsin ryhmét jaetaan 1. ja 2. lajiin rajajoukon A(T") perusteella.

Lause 3.14. JosT on Fuchsin ryhmd, niin puolitasomallissa A(I') C RU{oco}
ja kiekkomallissa A(T) C 3.

Todistus. Todistetaan lause puolitasomallissa. Lauseen 3.5 nojalla puoli-
tasossa H ei ole rajapisteitd. Jos radalla 'z on kasautumispiste w, niin
w € RU{o0}. O

Lause 3.15. Jos I' on Fuchsin ryhmd ja w € A(I"), niin w on radan I'zg
kasautumispiste jokaiselle sidnndlliselle pisteelle zo € H (tai zp € U).

Todistus. Tehdddn todistus puolitasomallissa. Olkoon wy € A(I"). Viitetddn
toisin, eli ettd on olemassa eri Mobius-muunnokset T;, € I' ja sdannolliset
pisteet zp, z1 € H, joille

lim T),(z0) = wo # w1 = lim T),(21).
n—o0 n—oo

Koska zp, 21 € H, niin p(zp,21) on dédrellinen. Pisteet wp ja w; sen sijaan
kuuluvat padgympyrélle eli

lim p(Tn(ZO)yTn(Zl)) =0

n—oo
Tamé on ristiriita, silla Mobius-muunnokset T, ovat isometrioita. U
Lause 3.16. Jos I' on Fuchsin ryhmd, niin A(T') on T'-invariantti.

Todistus. Tehd&an todistus puolitasomallissa. Olkoon a € A. Tlloin Lauseen
3.15/ nojalla on olemassa b € H ja jono sellaisia Fuchsin ryhmén T' eri
Mébius-muunnoksia T;,, joille T,,b — a. Olkoon S € T' ja S(b) =: ¢. Talloin
ST,S~! €T kaikilla n ja (ST, S~ 1)(c) — S(a). Siis jos a € A, niin S(a) €
A. O

Lause 3.17. Jos I' on Fuchsin ryhmd, niin rajajoukossa A(I') on 0, 1, 2 tai
ddrettomdan monta pistettd.

Todistus. $.22-23] Tehd&én todistus kiekkomallissa. Viitetdn toi-
sin, eli ettd rajajoukossa on &érellisen monta, mutta vihintddn kolme pis-
tetté. Olkoon C sellainen kokoelma hyperbolisia suoria L, ettd suorien pédte-
pisteet kuuluvat rajajoukkoon A(T") ja jokaisen kahden rajapisteen vililld on
tasmaélleen yksi suora. Koska kaksi rajapistettd méadraéa yksikésitteisen geo-
deesin ja A(I') on I'-invariantti, niin C' on I'-invariantti. Olkoon M > 0
ja C(M) se yksikkokiekon U pistejoukko, jonka pisteet ovat enintdén M:n
etéisyydella kaikista joukon C' suorista L eli

C(M)—{zeIU

sup inf p*(z,z) < M} ,
Lec zeL

Koska C' on I'-invariantti ja Fuchsin ryhmén I' Mébius-muunnokset ovat
isometrioita, niin myos C(M) on I'-invariantti. Valitaan M niin suureksi,
ettd C(M) # . Koska rajajoukossa A(I") on vihintééin kolme pistetté, niin
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Kuva 4. Kokoelma C' ja joukko C(M)

jokaiselle rajapisteelle w € A(I") on olemassa sellainen suora L,, € C, ettei
w ole kumpikaan sen péaétepisteistd. Olkoon z € U. Kun z — w, niin

*(2,Ly) = inf p* .
Pz L) = inf p*(z,2) = o0

Koska rajapisteitd on vihintaéin kolme, niin C'(M) ei voi sisiltad rajapisteita,
silld rajapisteen etéisyys vastakkaiseen sivuun ylittéisi aérellisen ylarajan M.
Néin ollen C(M)NA(T) = (). Olkoon zy € C' (M) mielivaltainen. Koska C'(M)
on I'-invariantti, niin I'zg C C(M). Lauseen [3.15 nojalla Fuchsin ryhméll
I" ei siten ole rajapisteitd, miké on ristiriita. O

Mééritelmés 3.18. Joukko A on harva, jos int (4) = 0.

Maéritelma 3.19. Puolitasomallissa Fuchsin ryhmé I' on ensimméisté la-
jia, jos A(T') = RU {oo}, ja toista lajia, jos sen rajajoukko on padympyrin
R U {oo} harva osajoukko. Vastaavasti kiekkomallissa Fuchsin ryhmé I" on
ensimmaéistd lajia, jos A(I') = X, ja toista lajia, jos sen rajajoukko on
padympyran X harva osajoukko.

Huomautus 3.20. Fuchsin ryhmét, joiden rajajoukossa on 0, 1 tai 2 pis-
tettd, ovat toista lajia. Jos Fuchsin ryhmén rajajoukossa on puolitasomal-
lissa ddrettomén monta pistettd, niin A(I") on joko Cantorin joukko, jolloin
I on toista lajia, tai A(I') = RU{oc}, jolloin I" on ensimmadisté lajia. Erityi-
sesti siis Fuchsin ryhmé on aina joko ensimmaéisté tai toista lajia [Walkden,
s.33].

Esimerkki 3.21. Esimerkin (3.8 aliryhmiit ovat toista lajia.

Lause 3.22. Olkoon A aliryhmd, johon kuuluu parabolisia Mébius-muunnok-
sia, ja K(A) aliryhmdin A parabolisten Mobius-muunnosten kiintopisteiden
joukko. Jos A(A) koostuu vihintdidn kahdesta pisteestd, niin A(A) = K(A).

Todistus. [Lehner, s.104-105] Paraboliset kiintopisteet ovat rajapisteiti. Kos-
ka A(A) on suljettu, niin K(A) C A(A).

Olkoon z € A(A) miké tahansa muu kuin parabolinen kiintopiste. Osoite-
taan, ettd z on kiintopisteiden kasautumispiste. Koska A(A) koostuu vihintéén
kahdesta pisteestd, niin aliryhméissd A on oltava muitakin kuin parabolisia
Mobius-muunnoksia. Olkoon w; parabolisen Mébius-muunnoksen 7" kiinto-
piste. Talléin wy = STS™(wy), jossa S € T’ on ei-parabolinen Mdbius-

muunnos, on parabolinen kiintopiste. Nyt I'w; tai I'ws on tiheéd pisteessa z.
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Koska kiintopisteen kuvapiste on myos kiintopiste, niin z on kiintopisteiden
kasautumispiste. O

Lause 3.23. Modulaariryhmd

Ty = {T az+b

cz+d

on enstmmdisen lagin Fuchsin ryhmd.

T(z) = ,a,b,c,dEZ,ad—bc:l}

Todistus. Modulaariryhmé I'j; on Fuchsin ryhmé, koska se on diskreetti
Katok, s.30]. Osoitetaan, ettd modulaariryhmiin parabolisten kiintopistei-
den joukko on tihed laajennetulla reaaliakselilla, jolloin Lauseen [3.22/nojal-
la I'j); on ensimmaisté lajia. Riittéa siis osoittaa, etté kaikki rationaaliluvut
ovat parabolisia kiintopisteité.

Olkoon £ € Q, syt(p,q) = 1. Bezoutin yhtilén mukaan on olemassa sel-

q

laiset r,s € Z, ettd pr — gs = 1. Néin ollen T'(z) := i'q’jii € I'ys. Tésta
seuraa, ettd T'(o0) = % on parabolinen kiintopiste, koska oo on kiintopiste
Mobius-muunnokselle z +1 € T'yy. O
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4. PERUS- JA DIRICHLET'N ALUEET

I. Perusalue. Ylempi puolitaso H tai yksikkokiekko U voidaan jakaa osiin,
joissa saman osan sisilld ei ole ekvivalentteja pisteitd. Méaéritelmissé 3.2
esitellyssé perusjoukossa F ei ole lainkaan keskeniin ekvivalentteja pisteita.
Kuitenkaan F ei voi sisiltid kaikkia reunapisteitdéan. Perusalue F' on perus-
joukko, johon sisdltyy kaikki perusjoukon reunapisteet.

Maiéaritelma 4.1. Epétyhja ja suljettu joukko F' C H on puolitasomallissa
Fuchsin ryhmén I' perusalue I'; jos

(i) U T(F)=Hja
Tel
(ii) int(F) N T(int(F)) = 0 kaikilla ei-identtisilli Mobius-muunnoksilla

Tel.

Huomautus 4.2.

(1) Kiekkomallissa Méaéritelmén [4.1 ylempi puolitaso H korvataan yk-
sikkokiekolla U.

(2) Perhetta I'(F') == {T'(F) | T € I'} kutsutaan ylemmén puolitason H
(tai yksikkokiekon U) laatoitukseksi.

Maéritelmé 4.3. Perusalue F' on lokaalisti dérellinen, jos laatoitus I'(F')
on lokaalisti dérellinen euklidisessa metriikassa.

Esimerkki 4.4. Tutkitaan sé@nnollisen pisteen z rataa {T"(z)|n € Z},
kun T on (a) elliptinen, (b) parabolinen ja (¢) hyperbolinen ja méiritidin
perusalue Mobius-muunnoksen virittdmélle aliryhmaille.

(a) Kéytetddn kiekkomallia. Olkoon T'(z) = €% z. Mobius-muunnoksen
T kiintopiste on origo. Koska T" on rationaalinen kierto origon suh-
teen, niin Esimerkin [3.13 nojalla (7)) on syklinen Fuchsin ryhmé.

Nyt {T"(2)} ={z€Ules z,n=1,2,3,4,56}. Jos z = %, niin

\f \f 1
Tl(z) Z T T(z): Z T T<Z>:_§’

1 f 1 f
T = =g =i e ===t

Rata {T"(z) |n € Z} on (hyperbolisella) ympyralld, jonka keskipiste
on origo. Aloitetaan perusalueen mééritys positiivisesta reaaliakse-
lista. Talloin

F:{z:reigé(a OSHﬁg,TGR,OST<1}.

(b) Kiytetisn puolitasomallia. Olkoon T'(z) = 3222, jolle = = 1 on

ainoa kiintopiste ja siten 7" on parabolinen. Konjugoidaan kiintopiste
asarettomyyspisteeksi oo Mébius-muunnoksella S(z) = _sz'f. Talloin
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S1(z) = jﬁ Konjugoitu Mébius-muunnos G on nyt muotoa

3(22) -2
G(z)=STS Y(z)=8 | -4
2 (@> 1
z+1

_g z+4\ Z43

- 2+3) (ﬂ) -1
z+3

Pisteen z rata on vaakasuoralla suoralla. Esimerkiksi pisteelle z = ¢

G'(z) =2+i, G°(2) =4 +1,
Gl 2)=—-2+ijaG2(z) = -4 +1i.

=z4+2

Aliryhmén (G) perusalueeksi voidaan valita joukko
F={zecH|0<Re(z) <2}.

Aliryhmén (T') perusalue saadaan kuvaamalla perusalue F' takaisin
Mobius-muunnoksella S.
(c) Kéytetaan puolitasomallia. Olkoon T'(z) = %‘”6 jolle z = +/12

ovat kiintopisteitd. Konjugoidaan z = — 12 origoon ja z = /12

aarettomyyspisteeseen. Esimerkiksi Mobius-muunnos S(z) = %

kiy konjugoivaksi muunnokseksi, jolloin S~1(z) = % Nyt
V122412

2 ( ZZ—l ) +6

(Z542) 4 o

G(z) =8TS Hz2) =8 .
2
_ o[ (4V12+12)2+ (4V12 - 12)
B (V12 +4)z + (V12 — 4)

(4v12+12)2+(4V/12-12)
( (V12+4)24(V12—4) >+\ﬁ

(
(4V12+412)z+(4V12-12)\
( (V124+4)2+(v/12-4) ) V12

(V1243 ;
V12 -3
Pisteen z rata Mobius-muunnoksessa G on aina kiintopisteitid z = 0

ja z = oo yhdistéavalla ympyréan kaarella. Pisteen z = 1+ ratapisteet
muunnoksessa GG ovat muotoa

won (VIZH3\"
G (Z)_<\/ﬁ—3> (1+14).

Aliryhmén (G) perusalueeksi voidaan valita joukko

F:{ZEH \f<]z|<\f<:/@i—§>}
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Aliryhmén (T') perusalue saadaan kuvaamalla perusalue F' takaisin
Mobius-muunnoksella S

(a) T on elliptinen

6(z2) ¢ Y2 z G(2) Gi(2)

T T T T T T
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

2

z
1
ﬁ(z)

ry
-20 -18 -16 14 12 -10 8 -6 -4 2 ]’0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

(¢) G on hyperbolinen

KuvA 5. Perusalue F' ja pisteen z rata, kun 7T tai G on
elliptinen, parabolinen ja hyperbolinen (Esim.

Huomautus 4.5. Suorittamalla konjugointi Esimerkin tavoilla voidaan
péétella pisteen radan luonne eri kategorian Mobius-muunnoksissa. Jos T'
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on elliptinen, niin {7™(z)} on hyperbolisella ympyrilld, jonka keskipiste on
Mobius-muunnoksen 7" kiintopiste. Jos T on parabolinen, niin pisteen z rata
on kiekkomallissa parabolista kiintopistettd sivuavalla ympyrin kaarella ja
puolitasomallissa vaakasuoralla suoralla tai reaaliakselia sivuavalla ympyran
kaarella. Jos T on hyperbolinen, niin pisteen z rata on aina hyperbolisia
kiintopisteitd yhdistavilla ympyrén kaarella tai suoralla. Kaaren ei tarvitse
leikata padympyréaa kohtisuorasti.

II. Dirichlet’n alue.

Maésritelméd 4.6. Olkoon I' Fuchsin ryhmé ja p € H ei-kiintopiste kaikil-
le Fuchsin ryhmén I' Mébius-muunnoksille (pl. identtiselle muunnokselle).
Talloin Fuchsin ryhmén I' Dirichlet’n alue pisteen p suhteen on

Dp(T') = Dy :=={z € H|p(z,p) < p(2, T(p))VT €'} .
Dirichlet’n alue voidaan myos lausua muodossa
Dy ={z € H|p(z,p) < p(T(2),p)VT €T}.

Huomautus 4.7. Jokaista Mobius-muunnosta T; € I' vastaa joukko H,(T;),
jonka pisteet ovat lihempén tai yhté ldhelld pistettd p kuin pistetta T;(p)

Hy(T;) = {z € H|p(2,p) < p(2, Ti(p))} -

Dirichlet’n alue on leikkaus niistd hyperbolisista puolitasoista eli

Dy(T) = (7] Hy(T).

Ter\Id

Dirichlet’n alue on konveksien joukkojen leikkauksena hyperbolisesti kon-
veksi alue.

Madéritelm& 4.8. Dirichlet’'n alueen muunnosta 7'(D)), jossa T € I, kut-
sutaan laataksi. Joukkoa I'(D,) == {T(D,)|T € I'} kutsutaan Dirichlet'n
laatoitukseksi.

Miééaritelmé 4.9. Dirichlet'n monikulmio on joukon H (tai joukon U) hy-
perbolisesti konveksi osajoukko, jonka reuna koostuu kérjistd ja sivupis-
teistd. Dirichlet’'n monikulmion sivupiste on sellainen monikulmion reuna-
piste, jossa tdsmaélleen kaksi laattaa kohtaa, ja kérki sellainen reunapiste,
jossa useampi kuin kaksi laattaa kohtaa. Sivupisteistd koostuvaa yhten#isti
komponenttia kutsutaan sivuksi.

Huomautus 4.10.

(1) Sivut ovat hyperbolisia janoja. Pédympyrille kuuluvat kérjet tai si-
vupisteet eiviat kuulu Dirichlet’'n monikulmioon. Dirichlet’'n moni-
kulmioon voi kuulua ddrettéméan monta sivua ja kéirkea.

(2) Jos jokin sivu s siséltad kiintopisteen elliptiselle Mébius-muunnokselle
T, jonka kertaluku on 2, niin 7'(s) = s. Mébius-muunnos 7" kuitenkin
vaihtaa kiintopisteen jakamat sivun s segmentit keskendédn. Nama
segmentit méaaritellldan kahdeksi eri sivuksi ja elliptinen kiintopiste
kérjeksi.

(3) Dirichlet’n alue on Dirichlet’'n monikulmio.
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Lause 4.11. Jos p € H ei ole kiintopiste millekidn Fuchsin ryhmdan I' ei-
identtiselle Mébius-muunnokselle, niin D), on Fuchsin ryhmdn I" yhtendinen
perusalue.

Todistus. [Katok, s.54-55] Olkoon z € H. Koska I'z on diskreetti ylemméssé
puolitasossa H, niin on olemassa sellainen zy € TI'z, jolle p(zp,p) on pie-
nimmilladn. Téstd seuraa, ettd p(zo,p) < p(T'(20),p), VI € T eli zg € D,.
Dirichlet’n alue sisiltda siis vdhintddn yhden pisteen jokaisesta radasta I'z.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd jos zi, z2 € int(D,), niin z1, z2 eivét voi
kuulua samaan rataan. Jos z on Dirichlet’n alueen reunalla, niin z € L,(T~1)
eli p(z,p) = p(z, T~ (p)) jollain ei-identtiselld T € I'. Niin ollen p(z,p) =
p(T(2),p). Jos z € int(D,), niin p(z,p) < p(T(z),p) kaikille ei-identtisille
Terl.

Jos pisteet z1, 29 € int(D,) kuuluisivat samaan rataan, niin edellisen no-
jalla p(z1,p) < p(z2,p) ja p(z1,p) > p(z2,p), mikd johtaisi ristiriitaan. Joten
int(D,,) siséltdd enintdén yhden pisteen jokaisesta radasta I'z.

Koska D), on leikkaus suljetuista puolitasoista, niin se on suljettu puoli-
tasossa H ja konveksi. Téasté seuraa, ettéd se on polkuyhtenéinen ja edelleen,
ettéd se on yhtendinen. O

Lause 4.12. Dirichlet’n alue on lokaalisti ddrellinen puolitasossa H.

Todistus. [Katok, s.69] Olkoon p € H sellainen piste, ett se ei ole kiintopiste
millekddn Fuchsin ryhmén T' ei-identtiselle Mobius-muunnokselle. Olkoon
a € Dy ja K C H pisteen a kompakti ympéristo.

Viitetédéin toisin, eli ettd K N T;(D,) # 0 jollekin dérettomaélle jonolle eri

Mobius-muunnoksia 17, 1o, ... , jossa T; € I'Vi. Koska K on rajoitettu,
niin o := sup p(p, z) on #érellinen.
zeK
o

Kuva 6. Dirichlet'n alue D,, kompakti joukko K ja pisteet
D, a, zj ja w; (Lause(4.12).

Olkoon w; € K NTj(D,). Néin ollen w; = T}(z;) jollain z; € D,. Koska
p € Dy ja z; € D,, mutta w; ¢ D, niin Dirichlet'n alueen mééritelmén ja
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kolmioepéyhtdlon nojalla

p(p, T;(p)) <

Koska kaikki kuvapisteet T}(p) kuuluvat hyperboliseen kiekkoon, jonka kes-
kipiste on p ja sdde 20, niin rata I'p ei ole lokaalisti ddrellinen. Tésta seuraa,
ettd I' ei voi olla epdjatkuva, miké on ristiriita. O

Seuraavaksi osoitetaan, ettd kiekkomallissa lokaalisti d#rellisten perusa-
lueiden muunnosten euklidinen halkaisija suppenee kohti nollaa.

Lause 4.13. Jos F' on Fuchsin ryhmdin I' lokaalisti ddrellinen konveksi pe-
rusalue ja Mobius-muunnokset T,, ovat Fuchsin ryhmdn I' eri alkioita, niin
kiekkomallissa d(T,,(F')) — 0, kun n — oo.

Todistus. Kéytetddan euklidista metriikkaa. Vaitetddn toisin, jolloin perusa-
lueen kuvat kasautuvat kahteen eri pisteeseen z ja w. Koska F' on lokaalisti
adrellinen yksikkokiekossa U, niin z,w € X. Koska F' on konveksi, niin laa-
tat T, (F') kasautuvat hyperboliselle suoralle [z, w]. TAm# on ristiriita, koska
F' on lokaalisti &arellinen yksikkokiekossa U. (]

III. Standardiperusalue. Epijatkuvalle aliryhmiille on mahdollista valita
perusalueeksi kompleksitason joukko, jonka pisteitd ovat kaikkien isometris-
ten ympyroiden ulkopuoliset pisteet eli (kiekkomallissa)

R= () ext[S(T)NU.
Tel
Osoitetaan, ettd R on perusalue osoittamalla, ettd se on Dirichlet’n alue.

Lemma 4.14. Olkoon T' Fuchsin ryhmd, T € T, h == p*(0,2) ja b/ =
p*(0,T(z)). Tdallvin kiekkomallissa

h="n, josze ST
h>h, joszeint[S(T)NU
h<h, joszeext[I(T)NU.

Todistus. Lauseen|2.37 nojalla isometrisen ympyrian $(7') ja yksikkympyrin
leikkaus on origon ja pisteen 7'(0) vilisen janan keskinormaali Ly(7"). Lauseen
nojalla viitteen ensimmaéinen osa on selvi. Jos z € int[I(7)] N U, niin
z on eri puolella keskinormaalia Ly(7T") kuin origo, koska isometrisen ym-
pyran sisus ei voi (hyperbolisen geodeesin rajoittamana) voi sisdltdd ori-
goa. Vastaavasti z on samalla puolella keskinormaalia Ly(7") origon kanssa,
mikali z € ext[I(T)]NU. Viitteen toinen ja kolmas osa seuraavat Lauseesta
2.36 O

Lause 4.15. R on perusalue.

Todistus. [Katok, s.62] Tehd#én todistus kiekkomallissa. Olkoon z € R.
Lemman [4.14 nojalla kaikilla T' € T on voimassa h’ > h eli kaikilla T € T’

p(T(2),0) = p*(2,0).
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Kuva 7. Isometrinen ympyré jakaa yksikkokiekon joukkoi-
hin, joissa joko h < h’, h =R/ tai h > h' (Lause [4.14).

Siis & = Dy(T), josta Lauseen [4.11 nojalla seuraa, ettd R on perusalue. [

Huomautus 4.16. Jos I' on epdjatkuva aliryhmé, jonka M&ébius-muunnokset
ovat muotoa T'(z) = gjj:s, ad —bc =1, ¢ # 0, niin R on perusalue on myos

puolitasomallissa.

Huomautus 4.17. Joukkoa R kutsutaan aliryhmén I standardiperusalueeksi.

Esimerkki 4.18. Olkoon tarkasteltava aliryhmd A = {T'(z) = 2"z|n € Z}
ja kidytetadn tarkasteluun puolitasomallia. Muunnetaan A epédjatkuvaksi ali-
ryhmiksi I' Mébius-muunnoksella S(z) = -2+ ja tehdd&n normitus, jotta

z+1
saadaan isometriset ympyrét esiin.

—2"z

G(z) = STS™(z) = ST <‘z> =S <‘2"Z> _ ()

z—1 z—1 (%) 1
B —2"z B —2"z
24 z—1 (=2 +1)z—1
—2"z
Gnorm(z> = WLA
vIr At

Kun n =0, niin S(z) = Id(z). Aliryhmén I' isometrisia ympyro6ité ovat
. 1 —on 4] 1
zeC — z— =1,neZ\{0
{ \{ _2n+1}H var var \{}}
~ 1 1 1

_2n+1
Téssé esimerkissd aliryhmén I' perusalueeksi voidaan valita joukko

V2n
%:{ZGHHz—%Z\fQja\z—i—l\Z\/ﬁ}.
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Taulukossalllon laskettu isometristen ympyroéiden keskipisteet k,, ja siteiden

pituudet r,, kun n = +1, +2, ..., +10. Esimerkiksi k; =

,/21
L= 4T
+2, ..., £5, samaan kuvaan.

TAULUKKO 1. Isometristen ympyroiden

sateitd (Esim. [4.18

1 _ .
_21+1 - _1 .]a

= /2 &~ 1,414. Piirretééin isometriset ympyrit, kun n = +1,

keskipisteitd ja

n kn, Tn n kn, n
-10 1,001 0,031 10 -0,001 0,031
-9 1,002 0,044 9 -0,002 0,044
-8 1,004 0,063 8 -0,004 0,063
-7 1,008 0,089 7 -0,008 0,089
-6 1,016 0,127 6 -0,016 0,127
-5 1,032 0,172 5 -0,032 0,172
-4 1,067 0,267 4 -0,067 0,267
-3 1,143 0,404 3 -0,143 0,404
-2 1,333 0,667 2 -0,333 0,667
-1 2,000 1,414 1 -1,000 1,414

_2_

Kuva 8. Aliryhmén I' isometrisid ympyroitd ja standardi-
perusalue R (Esim. [4.18).
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5. GEOMETRISESTI AARELLISET FUCHSIN RYHMAT

I. Sivunvaihtomuunnokset. Fuchsin ryhmé on geometrisesti dérellinen,
jos sen perusalueen reuna koostuu dérellisen monesta sivusta ja aérellisvirit-
teinen, jos dérellinen méa#drda Mobius-muunnoksia generoi sen. Tésséd kappa-
leessa osoitetaan, ettd Fuchsin ryhmé on geometrisesti aédrellinen tédsmélleen
silloin, kun se on #érellisviritteinen. Aluksi ndytetédin, ettd Dirichlet’'n alu-
eessa jokaisella sivulla on tédsmélleen yksi ekvivalentti sivu.

Maisritelmé 5.1. Olkoon s; jokin Dirichlet'n alueen D,(I") sivuista. Ei-
identtistd Mobius-muunnosta T € I' kutsutaan sivunvaihtomuunnokseksi ja
sivuja s1 ja so ekvivalenteiksi sivuiksi, jos so = T'(s1).

Lause 5.2. Olkoon I' Fuchsin ryhmd ja k sen Dirichlet’n alueen D, kdrki.
Tdlloin on olemassa sellainen ei-identtinen T € T', ettd T(k) on saman
Dirichlet’n alueen kdrki.

Todistus. Koska Dirichlet’n alue on lokaalisti dérellinen, niin reunapistetti
voidaan ldhestyéd Dirichlet’n alueen ulkopuolelta sopivalla janalla yhdestéa
(ja samasta) laatasta T'(D,). Téllosin T~ kuvaa kyseisen janan Dirichlet’n
alueen sisille ja sen padtepisteen Dirichlet’n alueen reunalle. Néin ollen Di-
richlet’n alueen kérki k£ kuvautuu saman laatan reunapisteeksi jollain ei-
identtiselld 7" € I'. Riitté4 siis osoittaa, ettei T'(k) voi olla sivupiste. Lokaa-
lin a&rellisyyden nojalla k voi olla ainoastaan direllisen monen sivun kérki
eli eri laattojen sivut muodostavat pisteeseen k téhtimé&isen kuvion, joka
koostuu aérellisen monesta osasta. Koska 1" on konforminen, niin pisteeseen
T'(k) muodostuu vastaava téhtimédinen kuvio, jossa kulmat ovat tésmélleen

samat kuin vastaavissa osissa pisteen k kuviossa. Néin ollen T'(k) on kérki.
O

Kuva 9. Pisteeseen k muodostuva téhtiméinen kuvio (Lause[5.2).

Lause 5.3. Jokaisella sivulla vihintidn yksi ekvivalentti sivu Dirichlet’n
alueessa.

Todistus. Sivut ovat Dirichlet’n alueen reunalla, joten ne eivét voi kuvautua
laattojen sisille. Kérjet kuvautuvat Lauseen [5.2 nojalla kérjiksi, joten sivut
kuvautuvat sivuiksi. Koska sivulla s oleva sivupiste voidaan kuvata Dirich-
let'n alueen reunalle jollain ei-identtiselld 7" € I', niin 7'(s) on Dirichlet’n
alueen sivu. (]
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Lause 5.4. Jokaisella sivulla tismdlleen yksi ekvivalentti sivu Dirichlet’n
alueessa

Todistus. Osoitetaan, ettd sivulla ei voi olla kahta tai useampaa ekvivalenttia
sivua, jolloin viite seuraa Lauseesta [5.3. Viitetéin vastoin, eli ettd Dirich-
let'n alueen sivulla s on ekvivalentit sivut u # v samassa laatassa. Olkoon
u=U(s) jav="V(s). Télloin U kuvaa sivun s sisdpuolen sivun u ulkopuo-
leksi ja vastaavasti V' sivun s sisdpuolen sivun v ulkopuolelle (Dirichlet’n
alueen suhteen).

Tallsin U~! kuvaa sivun u sisipuolen sivun s ulkopuolelle ja V kuvaa
sivun s ulkopuolen sivun v sisédpuolelle. N&in ollen Dirichlet’n alueen sisilla
on pisteitd, jotka ovat ekvivalentteja Mobius-muunnoksen V o U~! suhteen,
miké on ristiriita, koska laatan sisépisteet eivét voi olla ekvivalentteja. [J

Seuraus 5.5. Jos Dirichlet’n alueen D, sivujen lukumdidrd on ddrellinen,
niin se on parillinen.

II. Geometrisesti direlliset Fuchsin ryhmit. Seuraavaksi osoitetaan,
ettd Fuchsin ryhmé on geometrisesti dérellinen tdsmaélleen silloin, kun se on
darellisviritteinen.

Maéritelma 5.6. Fuchsin ryhmé I' on geometrisesti dédrellinen, jos silld on
konveksi perusalue, jonka reuna koostuu &dérellisen monesta sivusta.

Maéaritelma 5.7. Fuchsin ryhmé I' on aérellisviritteinen, jos &érellinen
méaird Mobius-muunnoksia generoi sen.

Maéaritelma 5.8. Kaksi Dirichlet'n alueen laattaa ovat vierekkéiset, jos
niillé on yhteinen sivu.

Lause 5.9. Olkoon D, Fuchsin ryhmdn I' Dirichlet’n alue ja {T,,} C T’
kaikista Fuchsin ryhmdn T sivunvaihtomuunnoksista koostuva osajoukko.
Tdlloin Mobius-muunnokset T,, generoivat Fuchsin ryhmdn T,

Todistus. Tavoitteena on niyttid, ettd G := (T,) = I'. Osoitetaan aluksi,
ettd S on sivunvaihtomuunnos tésmélleen silloin, kun D, ja S(D,) ovat
vierekkéiset.

Jos S on sivunvaihtomuunnos ja s; Dirichlet'n alueen D), sivu, niin s =
S(s1) on seka laatan D), ettd S(D,) sivu. Siis D), ja S(D,) ovat vierekkéiset.
Lauseen[5.4]nojalla on olemassa yksikisitteinen sivunvaihtomuunnos T', joka
kuvaa Dirichlet’n alueen jonkin sivun s sivuksi so. Siis 77 (s2) = s1. Jos nyt
laatat D, ja S(D,) ovat vierekkéiset ja s niiden yhteinen sivu, niin S~!(s2)
on sivu, joka on ekvivalentti sivun sy kanssa. Niin ollen T-! = S~!, josta
T = S eli § on sivunvaihtomuunnos.

Oletetaan, ettd S; on sivunvaihtomuunnos. Téstd seuraa, ettéd laatat D,
ja S1(D,) ovat vierekkiiset. Olkoon Sy € I sellainen Mobius-muunnos, etta
laatat S1(D)) ja S2(D,) ovat vierekkéiset. Téll6in joillain laatan D, sivuilla
7 ja s on voimassa S1(r) = Sa(s), josta seuraa, ettd Sy 'Si(r) = s. Niin
ollen laatat D), ja S5 1Sl(Dp) ovat vierekkiiset ja S5 1S, = T jollain sivun-
vaihtomuunnoksella 7. Koska siis Sy = S17~1, niin S € (T5,).

Olkoon S3 € I sellainen Mobius-muunnos, ettd laatat S1(Dp) ja S3(Dp)
leikkaavat kirjessi v. Tlloin D, ja Sy 'S3(D,) leikkaavat kirjessi u = Sy (v).
Koska D,, on lokaalisti &érellinen, niin kérki u (ja siten v) voi olla ainoastaan
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ddrellisen monen laatan karki. Laatta S3(D,) voidaan siten lausua &érellisen
monen Mobius-muunnoksen yhdistettynd muunnoksena

S3(Dy) = Us ... UsU1 81 (D)

jossa Uy, Us, ..., U; € I'jalaatat UpUy—_1 ... U1S1(Dp) ja Ups1Us ... U1 S1(Dp)
ovat vierekkiiset kaikilla k = 1,2, ...,i—1. Edellisen tuloksen nojalla U1S; €

(T,,), josta seuraa, ettd UsU1S) € (T),). Jatkamalla pédttelyd todetaan, etté

S3 € <Tn>

Koska I'(D,,) = U, niin riitta4 osoittaa, ettd G(D)) tayttéd yksikkokiekon U.
Koska U on yhtenéinen, niin todistetaan, ettd G(D,) on avoin ja suljettu.

Olkoon T' € G ja z € T(D,). Jos z on sisépiste laatassa T'(D,), niin
se on sisépiste joukossa G(D,). Jos z on laatan T'(D,) reunapiste, muttei
kérkipiste, niin z on sisépiste joukossa T'(D,) U S(D,) C G(D,), jossa S
on se sivunvaihtomuunnos, jonka vaihtamalla sivulla piste z sijaitsee. Ol-
koon seuraavaksi z laatan T'(D,) kérjessd. Koska Dirichlet’'n laatoitus on
lokaalisti dérellinen, niin z voi olla ainoastaan &#rellisen monen muun laa-
tan kérki. Laatat, joilla on yhteinen kérki pisteessé z, ovat joko vierekkaisia
tai ne voidaan kuvata toisilleen d#rellisen monen sivunvaihtomuunnoksen
yhdistettynd muunnoksena. Erityisesti siis z on sisépiste z-kéarkisten laatto-
jen ddrellisessé yhdisteessd, joka on joukon G(D,) osajoukko. G(D)) on siis
avoin.

Merkitédén H =I'\ G. Osoitetaan H(D,,) avoimeksi. Olkoon w € H(D,).
Koska I'(D,,) = U, niin on olemassa sellainen T}, € H, ettd w € Tj(D,).
Merkitéén z = T Lw. Jos z on sisipiste laatassa Dy, niin on olemassa
sellainen avoin ympéristé Vi C D, ettd z € Vj. Koska T} on ei-vakiona
Mobius-muunnoksena homeomorfismi, niin avoimen joukon kuva on avoin.
Néin ollen Ty (V1) C Ty(Dp) C H(D),) on pisteen w avoin ympéristo. Jos
z on reunapiste, muttei kérkipiste, laatassa D), niin on olemassa sellainen
sivunvaihtomuunnos 7j, ettéd z on sisépiste joukossa D, U Tj(D,). Néin ol-
len on olemassa pisteen z avoin ympéristé Vo C D, U Tj(D)), jonka kuva
Ty (Va) C Tp(Dp UTi(Dy)) C H(D) on pisteen w avoin ympéristo. Jos z
on laatan D) kérkipiste, niin on olemassa sellaiset sivunvaihtomuunnokset
Ti, ..., Ty, etté z on sisépiste joukossa D, UT1(Dp)U...UT,(D,). Tésté seu-
raa, ettd olemassa pisteen z avoin ympéristé Vs C DpUT1(D,)U. . .UT,(Dp),
jonka kuva Ty, (V3) C Ti(Dp UT1(Dp)U...UT,(Dy)) C H(D)) on pisteen w
avoin ympéristo. H (D)) on siis avoin.

Koska G(D,) ja H(D,) ovat avoimia, niin ne ovat toistensa komplement-
teina myos suljettuja. Koska G(D)) on epétyhji, niin G(D,) = I'(D,) ja
H(D,)=10. Siis G =T. O

Seuraus 5.10. Jos Fuchsin ryhmd on geometrisesti ddrellinen, niin se on
adrellisviritteinen.

Lause 5.11. Dirichlet’n alueen kirkien muodostama joukko on diskreetti
puolitasossa H.

Todistus. Osoitetaan, etta kirjet ovat isoloituja pisteitd. Viitetddn toisin, eli
ettd karjillda w; on kasautumispiste w € H. Jos z kuuluu Dirichlet'n alueen
D, (") johonkin sivuun, niin on olemassa sellainen ei-identtinen 7" € I', etté
p(p,2) = p(T(p),z) = p(p,T~(2)). Niin ollen jokaiselle w; on olemassa
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sellainen ei-identtinen 7; € I', ettd p(p,w;) = p(p, T;(w;)). Kun T; ovat eri

Mobius-muunnoksia, niin
p(w, Ti(w;)) p(wi, Ti(wi))

p(wi, p) + p(p, Ti(w;))

+ 2p(w;, p)

+ 2p(wi, w) + 2p(w, p)

p(w, p) + 3p(w;, w) .

Kun i — oo, niin p(w;,w) — 0. Niin ollen T;(w;) € K jollain kompaktilla
K C H, kun 7 > N. Bolzano-Weierstrassin lauseen nojalla joukossa K on
suppeneva osajono karkid w;, mika on ristiriita, koska Dirichlet’n alue on
lokaalisti dédrellinen. O

w,w;) +
+

VANRVAN

w, w;

~—~ Y~

w, w;

—_ — — ~—

IN

P
P
P
plw, w;
2

Huomautus 5.12. Dirichlet’'n alueen kérkien muodostama joukko on dis-
kreetti myos yksikkokiekossa U.

Lause 5.13. Kompaktin joukon diskreetti osajoukko on ddrellinen.

Todistus. Vaitetdadn, ettd kompaktin joukon diskreetti osajoukko B on déreton.
Bolzano-Weierstrassin lauseen nojalla rajoitetulla ja dédrettomélléd joukolla B
on kasautumispiste b € B. Tamé on ristiriita, koska diskreetissé joukossa ei
ole kasautumispisteité. O

Lause 5.14. Jos Fuchsin ryhmd on ddarellisviritteinen, niin se on geomet-
risesti ddrellinen.

Todistus. [Katok, s.104-109], [Beardon, s.254-258] Kéytetiin kiekkomallia ja
euklidista metriikkaa. Olkoon F' := Dy (I") dérellisviritteisen Fuchsin ryhmén T’
Dirichlet’'n alue origon suhteen ja olkoot 51,52, ..., S; virittdjaimuunnokset.
Lauseen [5.9lmukaan Dirichlet’'n alueen F' sivunvaihtomuunnokset virittiavét
Fuchsin ryhmén I'. Téstéa seuraa, etté jokainen Fuchsin ryhmén virittdjamuunnos
voidaan esittdd dérellisen monen sivunvaihtomuunnoksen yhdistettynd muun-
noksena. Erityisesti siis (51, S52,...,5;) voidaan esittédéd #érellisen monen
sivunvaihtomuunnoksen avulla. Merkitdan edelld tarvittavia sivunvaihto-
muunnoksia 77,75, ...,T;. Niin ollen (T1,T5,...,T;) = I' eli T virittyy
darellisen monella sivunvaihtomuunnoksella.

Tavoitteena on todistaa, etti

(i) Dirichlet’'n alue voidaan esittdd muodossa
F=KUF,UFRU...UF;

(ii) ja vain dérellisen moni Dirichlet’n alueen sivu leikkaa joukon Fj V k,

missd K on Dirichlet’n alueen F' ja r-séteisen, origokeskeisen kiekon leikkaus
K=Fn{lz <r}.

Séde r €]0, 1] on valittu siten, ettd suljetun kiekon {|z| < r} ja Dirichlet’n
alueen sivun leikkaus on epétyhjé ja sisiltdéd useamman kuin yhden pisteen
kaikilla Dirichlet’'n alueen sivuilla, jotka Mobius-muunnokset 717,75, ...,T;
vaihtavat. Néin ollen edelld mainittu leikkaus on aito kaari kaikilla ¢. Valinta
voidaan tehdé, koska Mobius-muunnoksia 77, T, . .., T;, ja siten niiden vaih-
tamia sivuja, on dérellinen maara. Lisdksi vaaditaan, ettei ympyra {|z| = r}
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leikkaa yhtéén Dirichlet’n alueen kérked. Joukolla K on kompakti sulkeuma
yksikkokiekossa U.

Jos ehdot (i) ja (ii) toteutuvat, niin Lauseiden [5.11 ja 5.13 nojalla vain
darellisen moni Dirichlet’n alueen sivu leikkaa joukon K, misté véite seuraa.

Kuva 10. Alue K

Osoitetaan aluksi, etti

Tel

on yhtendinen. Koska K on konveksi, ja siten yhtenéinen, niin 7% (K) on yh-
tendinen kaikilla 7 € I', j = 1,2,...,4. Koska T} on sivunvaihtomuunnos,
niin joukoilla K ja Tj(K) on yhteinen Dirichlet’n alueen sivu tai sen seg-
mentti kaikilla j = 1,2,...,4. Néin ollen K U Tj(K) on yhtendinen kaikilla
7 =1,2,...,i. Koska T} on sivunvaihtomuunnos kaikilla £k = 1,2,... 4, niin
T3, T;(K) on yhtendinen ja joukoilla T;(K) ja T}, T;(K) on yhteinen Dirich-
let'n alueen sivu tai sen segmentti kaikilla j = 1,2,...,4. Siis K UT;(K)U
T,T;(K) on yhtendinen kaikilla j = 1,2,...,4 ja k = 1,2,...,i. Jos T
on sivunvaihtomuunnos, niin selvasti Tl_1 on sivunvaihtomuunnos. Koska
ddrellisen moni sivunvaihtomuunnos virittdd Fuchsin ryhmén I') niin jat-
kamalla edellistd padttelyd Mobius-muunnosten 17,75, ..., T; yhdistettyjen
muunnosten kuville joukosta K huomataan, ettd I'(K) on yhtendinen.

Esitetddn joukon K reunan osat, jotka eivét ole Dirichlet’n alueen reunan
osia, muodossa

Fn{lzl|=r}=01Uo2 U...Uos,

jossa joukot o; ovat pareittain pistevieraita, suljettuja ympyrian {|z| = r}
kaaria, joiden péétepisteet kuuluvat Dirichlet'n alueen reunaan. Esitystapa
on mahdollinen, koska sédde r on valittu sellaiseksi, etté joukot o; ovat aitoja
kaaria.
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Koska kiekkomallissa Fuchsin ryhmén Dirichlet’n alue origon suhteen on
sama kuin sen standardiperusalue, niin Dirichlet'n alueen sivut, joille T}
on sivunvaihtomuunnos, kuuluvat isometrisiin ympyréihin 3(7}) ja %(Tj_l).
Olkoon z € (7}). Lauseen [2.24 mukaan w = Tj(z) € %(Tj_l) . Koska
néilld isometrisilla ympyroilla on sama séde ja ne ovat yhtéd kaukana origos-
ta, niin Lemmasta 2.26 seuraa, ettd |w| = |z| (ks. kuva [2). Erityisesti siis
niiden isometristen ympyroiden ja ympyrian {|z| = r} leikkauspisteet ovat
ekvivalentit.

oj on se ympyrén {|z| = r} kaari, joka jad isometristen ympyroiden I(77)
ja %(771) véliin. Néin ollen kaaren o; péétepisteet a ja b ovat ekvivalentteja
sivunvaihtomuunnoksen 7T suhteen. Kayra T (o) yhdistda pisteet Tj(a) = b
ja Tj(b) = Tf(a). Induktiivisesti 7}'(o;) yhdistdd pisteet 17 (a) ja Tj"H(a).

Koska vastaavasti 171(0']-) yhdistda pisteet T;%b) =aja 171(@) = Z}fz(b),

niin 7;"(0;) yhdistdé pisteet T; " (a) ja Tj*(nﬂ)(a). Pisteen a rata Mobius-
muunnoksessa T} on siis osajoukko kaaren o; iteraatioista

{T}(a)IneZ} CTy={T} (o) |n€Z}.

Huomautuksesta [4.5 seuraa, ettd I'; on Jordan-kdyrd tai -kaari riippuen
Mobius-muunnoksen 7 kategoriasta. Jos T); on elliptinen, niin I'; on Jordan-
kéyrd yksikkokiekossa, silld Lauseen [3.12 nojalla Mobius-muunnoksen T}
kertaluku on dérellinen eli kiyréd I'; sulkeutuu tietylld dérelliselld n € N. Jos
T} on hyperbolinen, niin kuvapisteiden raja-arvot nlirgo T (a) ja nli}zloo Tj”(a)

ovat Md&bius-muunnoksen 7 kiintopisteet. Néin ollen I'; on Jordan-kaari,

Kuva 11. Joukko I'; on Jordan-kéyré tai -kaari, joka koos-
tuu kaaren o; iteraatioista muunnoksessa 7). Kuvan I'; on
likimainen ympyré.
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CCAC

(a) T, elliptinen (b) T; hyperbolinen ) Tj parabolinen

Kuva 12. Jordan-kéyrd I'; eri Mobius-muunnoksille 77.

jonka péétepisteet ovat yksikkokiekolla. Mikéli T} on parabolinen, niin

lim 77" (a) = lim_ 7} (a)

n—oo n——oo
eli I'; on Jordan-kaari, joka sivuaa yksikkokiekkoa ja sulkeutuu parabolisessa
kiintopisteessi. Jordan-kéyré tai -kaari I'; on selvisti T)j-invariantti.

Mikéén joukon K pisteisté ei voi olla ekvivalentti pisteen a € o; kanssa,
koska K ja o; ovat saman perusalueen erillisid, osajoukkoja. Téstéd seuraa,
ettd I'(K)NT; = 0 kaikilla j = 1,2,...,4. Koska lisiksi K ja F; ovat saman
perusalueen erillisid osajoukkoja ja I'(K) on yhtendinen, niin I'; erottaa
joukot Fj ja I'(K) yksikkokiekossa U.

Olkoon Fj, j =1,2,...,n, yhdiste kaaresta ¢; ja joukon F'\ o; komponen-
tista, joka ei sisélld origoa. Néin Dirichlet’n alue voidaan esittdé toivotussa
muodossa ja ehto (i) tayttyy.

Olkoon T elliptinen. Toisella joukon U \ I'; komponenteista on kompak-
ti sulkeuma yksikkékiekossa U. Merkitdén tatd komponenttia V. Oletetaan,
ettd F; C V. Koska V' on kompakti ja Dirichlet'n alueen kérkien muodos-
tama joukko on Lauseen [5.11 nojalla diskreetti, niin Lauseen [5.13 nojalla
joukossa V' on #irellinen méasdra karkid. Téstd seuraa, ettd vain &dérellisen
moni Dirichlet’n alueen sivu leikkaa joukon Fj. Jos F; ¢ V, niin I'(K) C V.
Koska Dirichlet’n laatoitus on lokaalisti dérellinen, niin I" on dérellinen. Nain
ollen Dirichlet’'n monikulmiossa on &érellinen mééré sivuja.

Olkoon T} hyperbolinen. Toinen joukon U\ I'; komponenteista sisélt&é
joukon I'(K). Merkitéén tétéd komponenttia V. Koska 0 € V ja I'0 C V, niin
komponentin V' euklidinen sulkeuma siséltdsd ekvivalenssiluokan I'0 kaikki
rajapisteet. Lauseen [4.13todistuksen nojalla Fuchsin ryhmén I' kaikki raja-
pisteet kuuluvat komponentin V euklidiseen sulkeumaan.

Toinen joukon U\ I'; komponenteista siséltédéd joukon Fj. Merkitddn tata
komponenttia W. Yksikkoympyrdn > avoimessa kaaressa Yy, joka on osa
komponentin W reunaa, ei siis ole rajapisteitd. Koska F; C F', niin F}; jad
keskinormaalien Ly(7}) ja LO(T-_I) villiin. Lauseen [2.37/ nojalla Lo(T}) =
%(Tj*l) ja LO(TJfl) (7). Jos z on Mébius-muunnoksen 7T kiintopiste,

niin Lauseen[2.25 nojalla z € int[3(7})] tai 2z € int[S(T D]. Koska triviaa-
lin laskutoimituksen kautta huomataan, etté isometriset ympyrat (7)) ja
I(T1) eiviit leikkaa, niin joukossa F} ei ole Mobius-muunnosten 7} kiinto-

pisteita.
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Koska Lauseen nojalla lokaalisti direllisen perusalueen euklidinen
halkaisija suppenee kohti nollaa, leikkaa F}; vain direllisen méérén Dirich-
let'n alueen laattoja T'(F'). Néin ollen joukon F} reuna koostuu direllisen
monesta sivusta ja ehto (ii) tayttyy.

Olkoon Tj parabolinen. Joukon U \ I'; toiselle komponentille V' on voi-
massa

VN =a.

Jos T'(K) C V, niin A(T') = «. Niin ollen T" koostuu vain parabolisista
Mobius-muunnoksista (eli siirroista) ja on syklinen parabolinen aliryhmé,
jonka perusalueeseen kuuluu tdsmiélleen kaksi sivua. Ehto (ii) siis toteutuu.
Jos taas F; C V, niin joko F; NY = ) tai F; N ¥ = a. Ensimméisessi ti-
lanteessa ehto (ii) seuraa suoraan Lauseista [5.11 ja[5.13, koska Dirichlet’n
alueen karkid on dérellinen méara kompaktissa yksikkokiekon U osajoukos-
sa. Toisessa tilanteessa on triviaali lasku osoittaa, ettd isometriset ympyrét
3(73) ja %(Tj_l) ovat toistensa tangentteja kiintopisteessi a. Tésta seuraa,
ettd vain kaksi sivua leikkaa yksikkdympyrélld > ja ensimmaéisen tilanteen
nojalla yksikkokiekossa U on vain dérellinen mé##ra sivuja. Siis ehto (ii) to-
teutuu. U

III. Modulaariryhmaé. Lopuksi tutkitaan lisid modulaariryhmén I"y; omi-
naisuuksia.

Sa

1 1
Re(z)=-3 Re(z)=3

2
7Dy Dii (D) (by)

SO TS(D)

| | : : o | |
-25 -2 -1.5 -1 -0.5 o 0.5 1 15 2 25

Kuva 13. Modulaariryhmén Dirichlet’n alue.

Lause 5.15. Modulaariryhmdn Up; Dirichlet’n alue pisteen p = ki, k > 1
suhteen on joukko

F:{ZEH

1
2 1R < 5 |

Todistus. [Katok, s.55-56] Olkoon T'(z) = z + 1 ja S(z) = —1. Selvisti
T,S € I'ps. Joukon Dy; sivuja ovat hyperboliset puolisuorat Re(z) = % ja
Re(z) = —1 seké hyperbolinen suora |z| = 1, jotka voidaan lausua muodossa
Lii(T), Lii(T71) ja Ly;(S). Néin ollen Dy; C F.
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Tehddén vastaviite eli vaitetadn, ettd Dy; # F. Talloin on olemassa sel-
lainen V' € Ty, ettd 2,V (z) € int(F). Jos ¢ = 0, niin V(2) = z+ b on
kokonaislukusiirto ja ristiriita on ilmeinen. Olkoon nyt ¢ # 0, V(z) = Zjig
jollain a,b,c,d € Z, ad — bc = 1 ja z = z1 + iz9, jossa 21, 29 € R. Triviaalin
laskutoimituksen kautta huomataan, ettéa

ImV(z) (ad—bc)za 1
Im(z)  |ez—d?z  |ez+d]?’
Koska |z| > 1 ja Re(z) > —3, niin
lez +d|* = |z]* + 2Re(2)cd + d* > ¢ + d* — |ed| = (|| — |d])? + |cd] .

Yhtélon oikea puoli on ei-negatiivinen kokonaisluku ja koska ad — bc = 1,
niin se on nollasta poikkeava eli véhintddn 1. Téstd seuraa, ettéd |cz+d| > 1
ja

Im(z)
ImV(z) = ——5 <1 .
mV(z) lez + d|? m(2)
Koska liséksi
_ ImV(2)
I =ImV V(z) = ———Z— <ImV(z),
m(z) = Im (2) Vo) + dP mV (2)
mik4 johtaa ristiriitaan, niin Dy; = F'. O
Lause 5.16. Mobius-muunnokset T(z) = z + 1 ja S(z) = —1 virittdvit

modulaariryhmdn.

Todistus. Kéaytetddn kuvan [13] merkintéjd. Dirichlet’'n alueen Dy;(I'ps) reu-
na koostuu neljésta sivusta. Kérjet ovat A = (‘HT“/?:), B=i,C= (%)
ja D = oo. Selvisti T'(s1) = s4 eli Mébius-muunnos 7'(z) = z + 1 on modu-
laariryhmén Dirichlet’n sivunvaihtomuunnos.

Koska S?(2) = z ja Tr(S) = 1, niin S on elliptinen M6bius-muunnos,
jonka kertaluku on 2. Koska S(i) = _71 = ¢, niin B on sen kiintopiste. Huo-
mautuksen [4.10 kohdan (2) nojalla S(s2) = s3. Néin ollen S on modulaari-
ryhmén toinen sivunvaihtomuunnos.

Lauseen [5.4 nojalla T, S, T~! ja S~! ovat modulaariryhmin ainoat si-
vunvaihtomuunnokset. Lauseesta [5.9 seuraa, ettd T' ja S generoivat modu-
laariryhmén. O
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