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1. JOHDANTO

Tutkielmani koostuu neljistéd aiheesta, jotka kaikki liittyvat lukuteoriaan. Varsi-
naisesti aiheet eivét liity toisiinsa, mutta ldpi tutkielman etsitdén tapoja tutkia onko
jokin luku alkuluku. Lukujen kolme ja viisi vélille saadaan konkreettinen yhteys, jos-
ta tarkemmin luvun viisi esittelyssé.

Toiseen lukuun olen koonnut méaritelmia ja lauseita, joihin viittaan ldpi tutkiel-
mani. Selkeyden vuoksi ndma esitelldén erillisessa luvussa.

Kolmannessa luvussa késitellddn Mersennen alkulukuja ja tdydellisid lukuja. Mersen-
nen luvut ovat muotoa M, = 27 — 1, misséd p on alkuluku. Jos Mersennen luku
M, on alkuluku, niin lukua kutsutaan Mersennen alkuluvuksi. Téaydelliset luvut
ovat lukuja, jotka saadaan aidosti itsedédn pienempien jakajien summana. Esimerkki
taydellisestd luvusta on luku kuusi. Luvun térkein tulos on Lause 3.13, jossa todis-
tetaan Mersennen alkulukujen ja parillisten tdydellisten lukujen yhteys. Lauseessa
todistetaan, ettd jokaiselle Mersennen alkuluvulle 16ytyy sitd vastaava parillinen
tdydellinen luku. Vastaavasti myos parilliselle téydelliselle luvulle 16ytyy sitd vas-
taava Mersennen alkuluku.

Neljannessa luvussa aiheena on Eulerin funktio. Luku aloitetaan mééarittelemallé
Eulerin funktio, ¢. Eulerin funktiolla ¢(n) saadaan niiden kokonaislukujen méér,
joille syt(a,n) =1 ja 1 < a < n. Luvun tuloksista térkein on Lause 4.1 eli Eulerin
lause, jossa todistetaan, ettd keskenédin jaottomille luvuille a ja n pétee
a®™ = 1 (mod n). Luvun toiseksi tirkein tulos on Eulerin lauseen erikoistapaus
Fermat ‘n pieni lause 4.8. Lauseessa todistetaan, ettd kun kokonaisluku a ja alkuluku
p ovat keskeniin jaottomia, niin a?~' = 1 (mod p). Fermat 'n pieneen lauseeseen
tullaan viittaamaan myds tutkielman viimeisissé luvuissa.

Viidennessd luvussa aiheena ovat pseudoalkuluvut ja Carmichaelin luvut. Luvun
alussa kidyddan lapi muutamia lauseita, joilla voidaan tutkia onko luku alkuluku.
Pseudoalkuluvut ja Carmichaelin luvut eivit ole alkulukuja, mutta toteuttavat kon-
gruenssiyhtélot, jotka alkuluvut toteuttavat. Jos luku n ei ole alkuluku ja toteuttaa
kongruenssiyht#lon 2"~! = 1 (mod n), niin luku n on pseudoalkuluku. Jos luku n,
joka ei ole alkuluku toteuttaa kongruenssiyhtilén a”~! = 1 (mod n) kaikilla a, joille
syt(a,n) = 1, niin n on Carmichaelin luku. Téstd luvusta saadaan yhteys Lauseella
5.6 tutkielman kolmanteen lukuun. Lauseessa todistetaan Mersennen luvun olevan
pseudoalkuluku, jos se ei ole alkuluku.

Viimeisessé eli kuudennessa luvussa késitellddn Pythagoraan kolmikoita eli luku-
ja, jotka toteuttavat Pythagoraan lauseen, a®+b? = ¢?. Luvun Lauseessa 6.4 todiste-
taan, ettd vain lukua kolme suuremmat tai yhtédsuuret luvut voivat esiintya Pythago-
raan kolmikossa. Luvussa esitelldin Lause 6.9, jossa todistetaan kaavat luvuille a, b
ja ¢, joilla saadaan primitiivinen Pythagoraan kolmikko eli jossa kaikki luvut a, b ja
c ovat keskenéén jaottomia.
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2. TUTKIELMASSA TARVITTAVIA MAARITELMIA JA APULAUSEITA

Téassa luvussa kidydasan 1api tutkielmassa tarvittavia médritelmis ja apulauseita.
Selkeyden vuoksi ndmaé, esitelldén erillisessé luvussa, koska joitakin naistéd tuloksista
tullaan tarvitsemaan useammassa tutkielman luvussa.

Masritelmd 2.1. Jos kokonaisluku d jakaa kokonaisluvut a ja b, niin luku d on
lukujen a ja b yhteinen tekijé. Jos ainakin toinen luvuista a, b on erisuuri kuin nolla,
niin lukua

syt(a,b) = max{d € N : d|a ja d|b}

sanotaan lukujen a ja b suurimmaksi yhteiseksi tekijéksi.

Lause 2.2. Olkoon syt(a,b)=1.
1) Jos alc ja ble, niin ablc.
2) Jos albc, niin alc.

Todistus. [3], Seuraus 1.11. O
Lause 2.3. Jos a|b ja blc, niin alc.
Todistus. Lahde [5], Lause 1.2. O

Lause 2.4. Olkoot a ja b posititvisia kokonaislukuja.
Jos alb, niin a < b.

Todistus. [5], Lause 1.2. O

Lemma 2.5. Olkoot luvut n ja m luonnollisia lukuja. Tdlloin
1) kun syt(m,n) = 1 ja jos c|mn, niin on yksikdsitteiset luonnolliset luvut d ja e,
joille c=de sekd d|lm ja e|n.
2) jos alm ja b|n, niin ablmn.
Todistus. 1)Ensin todistetaan, ettd ¢ = de. Todistetaan tdmé kahdessa osassa siten,
ettéd ensin néytetiddn, ettd de < c. Tamén jilkeen ndytetdin, ettd ¢ < de.

Lopuksi osoitetaan lukujen d ja e yksikésitteisyys.

Olkoon d=syt(m, ¢) ja e=syt(n, c), télloin

d|c ja elc.
Nyt my6s d|m ja e[n. Olkoon
syt(d,e) = s, missd s € N\ {1},

télloin s|d ja s|le. Nyt myos s|m ja s|n, miké on ristiriita, silld syt(m,n) = 1.

On siis oltava syt(d, e) = 1.

Aloitetaan todistamalla, ettd de < c. Nyt syt(d,e) = 1 sekd d|c ja e|c. Télloin
Lauseen 2.2 nojalla de|c. Nyt Lauseen 2.4 nojalla de < c.

Todistetaan toiseksi, ettd ¢ < de. Olkoot luvut m‘ ja ¢ luonnollisia lukuja siten,
etta

m =dm' ja c=dc'.
Néytetddn, ettd on oltava syt(m‘,c‘) = 1. Jos olisi
syt(m‘,¢) = s, missd s € N\ {1},
niin s|m’‘ ja s|c¢‘. Télloin
sd|m ja sd|e,

mik4 on ristiriita, silld syt(m,c) = d ja sd > d.
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Joten on oltava syt(m‘,c¢') = 1.
Koska
dlc,e|c ja syt(d,e) =1
niin Lauseen 2.2 nojalla
de|c ja ¢ = dc', niin de|dc‘.

Nyt supistamalla luvulla d # 0 saadaan e|c.
Oletuksen mukaan c|mn, joten on

mn = kc jollain luonnollisella luvulla k.

Nyt saadaan yhtalo sijoituksilla m = dm‘ ja ¢ = dc‘ muotoon

dm'n = kdc‘,
josta supistamalla luvulla d # 0 saadaan

m‘n = kc eli ¢'|/m'n.
Koska syt(m‘, ¢‘) = 1, niin Lauseen 2.2 nojalla ¢‘|n. Koska
e = syt(n,c), c¢'|n ja c‘Ic,

niin on ¢* < e. Siten on

c=dc <de.

Todistetaan seuraavaksi lukujen d ja e yksikésitteisyys. Olkoot d, e, d‘ ja e‘ luon-
nollisia lukuja siten, etté
de = de‘,d|m,d‘|m,e|n ja e‘|n.

Koska syt(d, e')=1=syt(d‘, e), niin d|d‘ ja d‘|d. Siten d=d* ja e=e‘.

2) Koska luku m on jaollinen luvulla a ja luku 7 on jaollinen luvulla b, niin t&ll6in

on kokonaisluvut k ja [ siten, etta

m = ka jan = [b.
Téllin on

mn = kalb = (kl)ab

eli luku ab jakaa luvun mn. O
Maiésritelmé 2.6. Olkoon n luonnollinen luku ja luvut a ja b kokonaislukuja. Luku
a on kongruentti luvun b kanssa modulo n,

a=b (modn)
josn | (a—0).

Jos n { (a —b), niin merkitédén a # b (mod n). Lukua n sanotaan moduliksi.

Lause 2.7. (Kiinalainen jidnnoslause) Olkoot ny,na, ..., ny positiivisia kokonais-
lukugja, joille syt(n;,nj)=1 aina, kun i # j. Olkoot ai,as,...,a; kokonaislukuja.
Talloin lineaarisella kongruenssiyhtaloryhmdlld

(2 =a (mod n1)

r=ay (mod ngy)
r=ag (mod ng)

x=a (mod ng)
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on yksikdsitteinen ratkaisu kongruenssiluokkana mod n, missd n= ninons...ni.
Todistus. Lahde [3], Lause 3.10. O

Lause 2.8. (Kongruenssin laskusddintdji)
1) Olkoon n luonnollinen luku ja luvut a, b ja ¢ kokonaislukuja, joille

ac =bc (mod n).
Jos syt(n,c)=1, nitn a = b (mod n).
Yieisemmin;
Jos syt(n,c) =d, niina=0>b (mod g)
2) Olkoon n luonnollinen luku ja olkoot luvut a, b ja ¢ kokonaislukuja. Kaikilla
n > 1 on votmassa
a) a =a (mod n).
b) Jos a="b (mod n), niin b =a (mod n).
¢) Josa="b (mod n) jab=c (mod n), niin a = ¢ (mod n).
3) Olkoon n luonnollinen luku ja olkoot luvut a, b, ¢ ja d kokonaislukuja. Tédlldin,
jos
a=b (modn)jac=d (modn),
nn
ac=bd (mod n).
Todistus. 1) Liahde [5], Lause 2.3.

2)Lihde [3], Lemma 3.2.
3) Lahde [5], Lause 2.1. O

Lause 2.9. Jos m > 1 ja a™ — 1 on alkuluku, niin a = 2 ja m on alkuluku.
Todistus. Jos a > 2, niin
(2.1) a"—1=(a—1)(a" ' +a" 7+ -+ 1)

eli (a —1)[(a™ —1).
Siten luku ¢ — 1 on alkuluku vain jos a = 2.
Jos m = rs, missd s,r > 1, niin

2M 1= (2) — 1= (2" = )((2")* (224 1)

eli luku 2™ —1 on jaollinen luvulla 2" —1. Tdma4 on ristiriita, silld 1 < 2"—1 < 2™ —1.
Téaten luku @™ — 1 on alkuluku vain jos m on alkuluku. O

Lause 2.10. (Bézout) Olkoot luvut a ja b nollasta eroavia kokonaislukuja. TdallGin
on olemassa kokonaisluvut u ja v siten, ettd

syt(a,b) = au + bv.
Todistus. Lahde [3], Lause 1.7. O
Lause 2.11. Olkoot a, b ja ¢ kokonaislukuja siten, ettd a # 0 tai b # 0. Talloin
c = ka +1b, jollain kokonaisluvuilla k ja l
jos ja vain jos syt(a,b) jakaa luvun c.

Todistus. Lahde [3], Lause 1.8. O
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Lemma 2.12. Olkoot a, b ja n kokonaislukuja. Jos
syt(a,m) =1 ja syt(b,n) =1,
nn
syt(ab,n) = 1.

Todistus. Olkoon syt(ab,n) = d. Koska

syt(a,m) = 1= syt(b, n),
niin

syt(a,d) = 1 = syt(b,d).
Koska d|ab, niin Lauseen 2.2 nojalla d|b.

Oletuksen mukaan syt(b,n) = 1, joten on oltava d = 1 eli

syt(ab,n) = 1.

Lause 2.13. Olkoon p alkuluku. Jos

p\a1a2 c Ak,

nin luku p jokaa luvun a; jollain 1.

Todistus. [3], Seuraus 2.2.

Lause 2.14. Olkoon n luonnollinen luku, olkoot a ja b kokonaislukuja ja

syt(a,n) =d

1) Jos d 1 b, niin lineaarisella kongruenssilla ax = b (mod n) ei ole kokonaisluku

ratkaisua x.

2) Jos d | b, niin lineaarisella kongruenssilla ax = b (mod n) on d ratkaisua (kon-

gruenssiluokkaa modulo n ).

Todistus. [3], Lause 3.7.

Lause 2.15. Jokaisella kokonaisluvulla n > 2, on yksikdsitteinen alkutekijdesitys

siten, ettd
n=pi'ps’ - p,
missd luvut p1, . .., pr ovat alkulukuja siten, ettdpy < p2 < --- < pr ja luvut e, . ..

ovat positivisia kokonaislukuja.

Todistus. Lahde [3], Lause 2.3.
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3. MERSENNEN ALKULUVUT JA TAYDELLISET LUVUT

Téssé luvussa késitelldadn Mersennen alkulukujen ja tdydellisten lukujen yhteytta.
Mersennen luvut ovat saaneet nimensd Marin Mersennen mukaan, joka tutki ky-
seisid lukuja 1600-luvulla. Mersennen alkulukuja tiedet&ddn talla hetkelld 47 kap-
paletta, joista suurin on Mys119609. Téll&4 hetkelld tiedossa oleva suurin Mersennen
alkuluku 16ydettiin 23. elokuuta 2008 ja siind on 12 978 189 numeroa. Luvussa
padstddn késiksi parillisiin tdydellisiin lukuihin ja niiden ongelmanratkaisuun. Pa-
rillisia tdydellisid lukuja on yhté paljon kuin Mersennen alkulukuja. Uskotaan, ettd
niitd on &ddretdn miird, mutta uskomusta ei olla onnistuttu ainakaan toistaiseksi
todistamaan. Yhtdédn paritonta tiaydellistd lukua ei tunneta, mutta ei olla pystytty
todistamaan etteikd niitd olisi olemassa. Parittomien taydellisten lukujen olemas-
saolo lienee matematiikan yksi vanhimmista ratkaisemattomista ongelmista.

Luku pohjautuu l&hteisiin [1], [3], [4], [7] ja [9].

Maidritelmé 3.1. Aritmeettinen funktio f: N — C on funktio, joka on ma#ritelty
luonnollisille luvuille N ja saa arvoksi kompleksilukuja C.

Seuraavaksi méaéritellain multiplikatiivisuus. Myshemmin tutkielmassa todiste-
taan multiplikatiivisuus tietyille funktioille.

Maiésritelmé 3.2. Aritmeettinen funktio f on multiplikatiivinen, jos
(3.1) f(mn) = f(m)f(n),
aina kun syt(m,n)= 1.
Masritelma 3.3. Funktio 0 : N — N,
o(n)=> d
dn
on tekijafunktio. Tekijafunktiolla saadaan siis luvun n jakajien summa.
Esimerkki 3.4. Olkoon n = 12. Luvun 12 jakajat ovat 1,2,3,4,6 ja 12, joten
0(12) =1+2+3+4+6+12=28.

Lemma 3.5. Olkoon p alkuluku ja k luonnollinen luku. Tdlloin

1— pk+1
ky
Erityisesti
_1-p* _ (1+p)(1-p)

- — =1+p.
o(p) ) - +p

Todistus. Luvun p* jakajat ovat 1,p,...,p*, koska luku p on alkuluku ja Lauseen 2.15
nojalla luvun alkutekijdesitys on yksikésitteinen. T&ll6in jakajien summaksi tulee
geometrinen summa, jonka arvo saadaan suoraan geometrisen summan kaavasta,
joten
k+1
a(p*) = %
-Dp
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Esimerkki 3.6. Olkoon p = 7, talléin
p? =172 =49.

Lemmassa 3.5 annetulla kaavalla saadaan

1—7% 17 —342
e e

Vastaavaan tulokseen padstdian laskemalla
o(7?) =0(49) =1+ 7+49 = 57.

o7.

Lause 3.7. Jos syt(m,n)= 1, niin
o(mn) =o(m)o(n).
Siis o on multiplikatiivinen.

Todistus. Oletetaan, ettd syt(m,n)= 1. Nyt Lemman 2.5 nojalla, jos tulo mn on
jaollinen luvulla d, niin on olemassa yksikésitteiset luonnolliset luvut a ja b siten,
ettd d = ab, luku m on jaollinen luvulla a ja luku n on jaollinen luvulla b. Téll6in

o(mn) = Z d:ZZab:Za-Zb:a(m)a(n).

d|mn alm bln alm bln

g

Seuraavassa esimerkissi kdytetdin hyodyksi tietoa, ettd funktio o on multiplika-
tiivinen.
Esimerkki 3.8. Olkoon n = 25 ja m = 22. Télloin
syt(25,22) = 1,0(25) = 31 ja 0(22) = 36.
Nyt Lauseen 3.7 nojalla
0(25-22) = 0(25)-0(22) = 31-36 = 1116.
Huomautus 3.9. On oltava syt(m,n) = 1, ettd multiplikatiivisuus on voimassa.

Esimerkiksi
syt(2,4) =2,0(2) =3jac(4) =7,

jolloin
0(2)-0(4)=3-7=21.
Kun taas
0(2-4)=0(8) =15.
Néin ollen

o(8) # o(2) - o(4),

joten multiplikatiivisuus ei péade, koska luvut 2 ja 4 ovat jaollisia keskenéén.

Alkujaan Eukleides tutkittuaan tdydellisia lukuja 16ysi yhteyden lukuihin, jotka
myOhemmin nimettiin Mersennen luvuiksi. Tdydellisiin lukuihin palataan my6hemmin
tasséd luvussa ja Mersennen luvut mééritellddn seuraavaksi. Mersennen luvut on
nimetty niitd tutkineen ranskalaisen munkin Marin Mersennen mukaan. Hén jul-
kaisi listan Mersennen alkuluvuista aina eksponenttiin 257 asti. Tosin hé&nen kir-
joittamansa lista ei ollut virheeton, koska hén siséllytti luvut Mgy ja Mas7 listaan,
vaikka ne eivéit ole alkulukuja. Listasta taas puuttuivat Mersennen alkuluvut Mgg ja
Mio7. Mersenne ei antanut paljon vihjeitéd, kuinka hén péa#tyi luetteloonsa ja listan
todistaminen suoritettiin noin kaksi vuosisataa mydhemmin sen ilmestymisesta.
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Maiéaritelma 3.10. Lukuja, jotka ovat muotoa
M, =2V —1,

missd p on alkuluku kutsutaan Mersennen luvuiksi.
Jos Mersennen luku on alkuluku, télloin lukua kutsutaan Mersennen alkuluvuksi.

Esimerkki 3.11. Lasketaan Mersennen lukuja aloittaen pienimméstd alkuluvusta,
My=2*-1=3
M3=2%—-1=7
M;=2°-1=31
M; =2"—1=127.

Kaikki ylla olevat luvut ovat Mersennen alkulukuja, joten néyttéisi ettd kaavalla
saadaan pelkkid alkulukuja. Jatketaan laskemista edelleen,

My =21 —1=2047 =23 - 89,

jolloin 16ydetdan Mersennen luku, joka ei ole alkuluku. Jatketaan laskemista edelleen
ja huomataan, etté

M3 = 8191,
M7 = 131071,
Mg = 524287

ja
M3, = 2147483647

ovat kaikki Mersennen alkulukuja. Nayttéisi siltd, ettd Mersennen alkulukuja esiin-
tyy melko tiheésti, mutta alkulukujen kasvaessa Mersennen alkulukujen esiintyminen
harvenee todella paljon. Kuten luvun alussa mainitaan, niin Mersennen alkulukuja
tiedetddn talld hetkelld vain 47 kappaletta, joista kahdeksan on esitettyné jo ylla.

Kreikkalaiset, kuten Eukleides, olivat kiinnostuneita tédydellisisté luvuista seké nii-
den ominaisuuksista ja tutkivat niitd jo muinoin. Seuraavaksi méaritelldén taydelliset
luvut, jotka ovat tdmén luvun toinen péadaihe.

Maéritelma 3.12. Luonnollinen luku n on tdydellinen, jos se on aidosti itsedéin
pienempien jakajiensa summa. Tlloin siis pétee o(n) = 2n.

Esimerkiksi luku 6 on taydellinen, koska 1 4+ 2 + 3 = 6. T4lloin
o6)=14+24+34+6=12=2-6.

Ei olla onnistuttu todistamaan vield tandkaan péivand, ettd onko olemassa parit-
tomia tiydellisié lukuja. T#lld hetkelld tiedetiisin, etté ei ole olemassa lukua 10300
pienempié parittomia téydellisid lukuja.

Téaydellisten lukujen rinnalle on my6s méaritelty ldhes tdydelliset luvut, joille patee

o(n) =2n—1.
Esimerkki ldhes taydellisestd luvusta on luku 4, koska
1+24+4=7=2-4—-1.
Liséiksi on olemassa moninkertaisesti taydellisid lukuja, joille péatee

o(n) = kn, missé k on kokonaisluku.
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Esimerkiksi luku 120 on kolminkertaisesti tédydellinen, koska luvun jakajien summa
on 360, joka voidaan esittdd luvun 120 monikertana eli 3 - 120.

Mersennen alkulukujen ja parillisten taydellisten lukujen véalilld on yhteys, joka
todistetaan seuraavassa lauseessa. Lauseen a)-kohdan on osoittanut Euler ja b)-
kohdan Eukleides.

Lause 3.13. a) Jos n on parillinen tiydellinen luku, niin n on muotoa
n=2r"1(2P — 1),

missd 2P — 1 on Mersennen alkuluku.
b) Jos 2P — 1 on Mersennen alkuluku, niin luku

n=2r"1(2P — 1)
on taydellinen.

Todistus. a) Oletetaan, ettd n on parillinen tdydellinen luku. Koska n on parillinen,
niin se voidaan esittdd muodossa

n = 28m, missé k > 1 ja m on pariton.

Koska funktio ¢ on multiplikatiivinen, syt(2¥,m)= 1 ja Lemman 3.5 nojalla

2kl — 1
M) ="
o) =21,
niin
ok+1 _ 1
(3.2) o(n) = o(28m) = ¢(2%)o(m) = (ﬁ)a(m) = (2 —1)o(m).
Koska luku n on taydellinen, niin
(3.3) o(n) =2n=2-2"m = 2" 1m,
Yhtéloiden (3.2) ja (3.3) perusteella on
(3.4) 2kl = (281 — 1Yo (m).

Luku 2%+ — 1 on pariton. Tulo (2¥*! — 1)o(m) on jaollinen luvulla 25! yhtilon

(3.4) perusteella. Nyt koska syt(2¥+1 251 — 1) = 1, niin Lauseen 2.2 nojalla luku
o(m) on jaollinen luvulla 2¥*!. Toisin sanoen on jokin luku c siten, ett

o(m) = 2¢ e,
Kun tdmi sijoitetaan yht#loon (3.4), niin saadaan
2k+1m _ (2k+1 o 1)0_(m) — (2k+1 o 1)2k+16.
Siten
m= (2" —1)c.
Naytetadn, ettd luku c=1.
Jos olisi ¢ > 1, niin t&lléin
m = (2" —1)e
olisi jaollinen luvuilla 1, ¢ ja m. Nyt
om)>1+c+m=1+c+ 2" —De=14c+2"c—c=2"1ct1.
Koska o(m) = 2¥*1¢, niin on

oftle > okl 41,
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Tam& on mahdotonta, joten c=1.
Tallsin m= 281 — 1 ja

o(m)=2" =2 — 1) +1=m+1

Siten m on alkuluku.
Ollaan todistettu, ettd jos luku n on parillinen tdydellinen luku, niin silloin se on

muotoa
n = 2F(2¥1 — 1), missd 2" — 1 on alkuluku.

Lauseen 2.9 nojalla tiedetééin, etté jos luku 2571 — 1 on alkuluku, niin luvun &k + 1
oltava alkuluku eli £ + 1 = p, jollain alkuluvulla p. Siten jokainen taydellinen luku
voidaan esittdd muodossa

n=2P"1(2P — 1),
missd 2P — 1 on Mersennen alkuluku.

b)Oletetaan, ettd luku 2P — 1 on alkuluku. Silloin on
o2 —1)= (2P —1)+1=2"

Nyt funktion ¢ multiplikatiivisuuden ja Lemman 3.5 nojalla on

on)=c(2P ) - g(2P —1)= (2P —1)-2F = 2n.
Siten luku n on tédydellinen. O
Esimerkki 3.14. a) Luku n = 28 on téydellinen luku, sill&d

0(28) =1+2+4+7+144+28=56=2-28.
Etsitédn sitd vastaava Mersennen alkuluku. Nyt n on muotoa

n =28 =2P1(2P — 1), missi p ja 2P — 1 ovat alkulukuja.

Kokeilemalla ndhdaén, ettd alkuluku p = 3 toteuttaa yhtalon.
Téaydellistd lukua 28 vastaava Mersennen alkuluku on

M;=22-1=T1.
b) Luku
M;=2"-1=127
on Mersennen alkuluku. Lasketaan sitd vastaava tdydellinen luku. Koska p = 7, niin
n=2"1(2" —1) =26(2" — 1) = 8128.
Néin ollen Mersennen alkulukua 127 vastaava tdydellinen luku on 8128, silla
0(8128) = 142+4+8+16+32+64+127+254+508+41016+2032+4064+8128 = 16256 = 2-8128.
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4. EULERIN FUNKTIO

Téssd luvussa kisitellddn Eulerin funktiota sekéd todistetaan sen multiplikatii-
visuus. Multiplikatiivisuuden todistamisessa kéytetddn kiinalaista jadnndslausetta,
jonka avulla saadaan ratkaistuksi kongruenssiyhtéléryhmié. Luvussa kdyd&an 1api
my0s Eulerin lause, joka on yleistys Fermat‘n pienestd lauseesta. Luku pohjautuu
lahteisiin [3], [4] ja [8].

Maiésritelmé 4.1. Eulerin funktio ¢ : N — N antaa niiden kokonaislukujen méérin,
joille pétee syt(a,n)=1 eli luvut a ja n ovat keskeniéin jaottomia seki 1 < a < n.
(4.1) p(n) =t{a e N:1<a<nja syt(a,n) =1}

Seuraava esimerkki havainnollistaa Eulerin funktion kédyttoa.

Esimerkki 4.2. Mairitetdadn ¢(12). Selvitetdén kuinka moni kokonaisluku yhdesté
kahteentoista on jaoton luvun 12 kanssa. Luvut 1, 5, 7 ja 11 tédyttavét ehdon, joten

»(12) = 4.
Lause 4.3. Jos syt(m,n)=1, niin
p(mn) = ¢(m)d(n).
Siis Eulerin funktio ¢ on multiplikatiivinen.
Todistus. Olkoot joukot
A={a:1<a<mnja syt(a,mn) =1}
ja
B ={(b,c): 1 <b<mija syt(bym)=1,1<c¢<nja syt(e,n) =1}.

Naytetadn, ettd joukoissa on yhtéd monta alkiota.

Osoitetaan ensin, ettd jokaista joukon A alkiota vastaa tdsmélleen yksi alkio
joukosta B ja ettd jokainen alkio ”kuvautuu”eri alkioiksi. Témé tarkastelu osoit-

taa funktion injektiivisyyden.
Maéaritellain kuvaus f : A — B asettamalla f(a) = (b, ¢), kun

{a =b (mod m)
a=c (modn).

Kongruenssin ominaisuuksien ja joukkojen A ja B mééritelmien nojalla kaikilla a
on tésmélleen yksi lukupari (b, ¢) joukosta B, jolle f(a) = (b,c). Olkoot luvut a; ja
ay joukosta A, joille f(a1) = f(a2) = (b, c). Tallsin

(4.2) ap =b (mod m)
a; =c¢ (mod n)
ja
(4.3) az =b (mod m)
az =c (mod n).
Nyt Lauseen 2.8 nojalla saadaan kongruenssiyhtilopari (4.3) muotoon

b=ay (modm)
(4.4) {c =ay (mod n),
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ja edelleen Lauseen 2.8 nojalla kongruenssiyhtilopareista (4.2) ja (4.4) saadaan

(4.5) {al =ay (mod m)

a1 =az (mod n).

Nyt
m|(a1 — a2) ja n|(a; — az),
niin Lauseen 2.2 nojalla
mn|(a; — az)
toisin sanoen
a; =ay (mod mn).

Niin ollen funktio f on injektio.

Toiseksi todistetaan, etté jokaiselle joukon B alkiolle y = (b, ¢) on joukon A alkio,
joka kuvautuu alkioksi y. Olkoon lukupari (b, c) joukosta B. Taytyy siis ndyttéd,
ettd kongruenssiyhtalopari

(4.6) {azb (mod m)

a=c (modn)

toteutuu jollain kokonaisluvulla a joukosta A. Koska m ja n ovat positiivisia koko-
naislukuja, joille syt(m,n)=1, niin kiinalaisen ji&nnoslauseen nojalla kongruenssi-
parilla on yksikésitteinen ratkaisu modulo mn. Kiinalaisen jédnnoslauseen nojalla
ratkaisu on valilld 0 < a < mn, joten 16ytyy luku a, joka toteuttaa kongruenssiparin.
Siis funktio f on surjektio.

Joukossa A on ¢(mn) kappaletta lukuja. Vastaavasti joukossa B on ¢(m) vaih-
toehtoa luvulle b ja ¢(n) vaihtoehtoa luvulle ¢. Niin ollen lukuparille (b,c) on siis
vaihtoehtoja ¢(m)@(n) kappaletta. Koska kuvaus f on injektio ja surjektio, niin se
on bijektio, jolloin

p(mn) = ¢(m)d(n).
O

Seuraavassa esimerkissé kaytetadn hyodyksi Eulerin funktion multiplikatiivisuut-
ta.

Esimerkki 4.4. Midritetdén ¢(26). Luku 26 voidaan esittdd lukujen 2 ja 13 tulona.
Nyt koska syt(2,13)=1, niin Lauseen 4.3 nojalla

#(26) = ¢(2) - p(13) =112 = 12.
Lemma 4.5. Olkoon p alkuluku ja k luonnollinen luku. Nyt
1) ¢(p)=p—1
2) o(p*) = p* —p* 1.
Todistus. 1) Koska oletetaan, etté p on alkuluku, niin kaikki kokonaisluvut 1 < a < p
ovat jaottomia luvun p kanssa eli syt(a,p) = 1. Lukuja on p — 1 kappaletta, joten

p(p) =p—1.
2) Olkoon m = p*, missé p on alkuluku ja k on kokonaisluku. Nyt haetaan kaikki
luvut a vililtd 1 < a < p*, jotka ovat jaottomia luvun p* kanssa eli syt(a, p¥) = 1.
Koska luvun p* ainoat tekijit ovat luvun p potenssit, niin niiden lukumiiri saadaan
selville vihentimalld luvusta p* niiden lukujen lukuméir, joille pla eli

¢(p") = p* —t{a:1 <a <p" japla}.
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Luvun p monikertoja valilld 1,. .., p* ovat
P,2p,3p,4p, ..., (0" = 2)p, (p* " — 1)p, p*
ja niitd on p*~! kappaletta. N&in ollen
o(p*) = pF —p" L.

O
Lause 4.6. Olkoon n luonnollinen luku. Olkoot luvut 11, ...,7¢p) jaottomia luvun
n kanssa sekd olkoot luvut 1, ... ,74(y) eri lukuja modulo n. Jos syt(a,n)= 1, niin
luvut
ari,arg,ars,...,argm) (mod n)
ovat samoja kuin luvut
T1,72,73,- - Te(n) (mod n),

vaikka luvut olisivat eri jirjestyksessd.
Todistus. Olkoot syt(a,n) =1 ja syt(r,n) = 1, tdllsin Lemman 2.12 nojalla
syt(ar,n) = 1.
Joten jokainen luku listasta
ary,arg,ars,...,argm) (mod n)
on kongruentti yhden luvun kanssa listasta
T1,72,73, -+, Tg(n) (mod n).

Molemmissa listoissa on ¢(n) kappaletta lukuja. Jos voidaan osoittaa, ettd kaikki
luvut ensimmaéisessé listassa ovat eri lukuja modulo n, niin ndmé& kaksi listaa ovat
samoja.
Otetaan luvut r;a ja r,a ensimmaéisesté listasta, jotka toteuttavat kongruenssiyhté-
16n

rja =rra  (mod n).
Talloin n|(r; — ri)a. Koska syt(a,n) = 1, niin Lauseen 2.2 nojalla

n|(r; — ).

Toisaalta luvut r; ja ry ovat lukuja vililtd yhdestd lukuun n — 1 eli

0<|rj—rg] <n—1

On olemassa vain yksi lukua n pienempi luku, joka on jaollinen luvulla n. Tamé&
luku on 0, joten oltava

Ty =Tk
Nain ollen kaikki luvut listasta
ary,arg,ars,...,argm) (mod n)
ovat eri lukuja modulo n, joten lause todistettu. (|

Seuraavaksi kiydddn lapi Eulerin lause, jossa oletuksena on syt(a,n) = 1. Lauseen
jalkeen kaydadn ldpi, onko tdma oletus lukujen a ja n keskenddn jaottomuudesta
valttaméaton.

Lause 4.7. (Eulerin lause) Jos syt(a,n)=1, niin

a®™ =1 (mod n).
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Todistus. Olkoon
R ={ri,ra,rs, ...,r¢(n)} ={r:1<r<n-1syt(r,n) =1}

ja aR = {ary,ary,ars, ...,argm)}-
Koska syt(r;,n)=1, niin
ri #Z0 (mod n),
kaikilla i = 1,...,¢(n).
Jos olisi
ar; =0 (mod n) eli n|ar;,
niin Lauseen 2.2 nojalla n|r;, koska syt(a,n) = 1. Tdmé on ristiriita, silld
syt(ri,n) = 1, joten
ar; 20 (mod n),
kaikilla i = 1,...,¢(n). Nyt Lauseiden 2.8 ja 4.6 nojalla pétee
ariary -« - argpy =T1T2 0 Te(n)  (mod n),
mik# saadaan muotoon
a®™@piry .. Tg(n) =172 Tom) (mod n)
Koska syt(r;,n) = 1, niin Lemman 2.12 nojalla
syt(rire - 7o), n) = L.

Nyt Lauseen 2.8 nojalla saadaan tulo riry - - - 74(,) supistettua pois ja saadaan

a®™ =1 (mod n).

Edellisessé lauseessa on siis oletuksena, ettd syt(a,n) = 1, tilléin
a®™ =1 (mod n).
Toteutuuko kongruenssiyhtils, jos syt(a,n) # 17
Olkoon syt(a,n) = d. Jos
a* =1 (mod n),
niin
a¥ =1+ 1In, jollain .

Nyt d jakaa luvun a* — in = 1, jolloin on oltava d = 1.
Jotta Eulerin lause toimisi, niin on oltava syt(a,n) = 1.

Seuraavaksi Fermat‘n pieni lause, joka on Eulerin lauseen erikoistapaus. Lause on
perustana Fermat ‘'n alkulukutestaukselle, josta tarkemmin luvun viisi alkupuolella.
Fermat ei itse todistanut lausetta tarkemmin kuten ei yleensik&én. Euler julkaisi
todistuksen lauseelle 1736, mutta myos Leibniz lienee todistanut lauseen jo 1680-
luvulla.

Lause 4.8. Olkoon p alkuluku ja syt(a,p)=1. Tdilldin
a? =1 (mod p).
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Todistus. Koska luku p on alkuluku, niin Lemman 4.5 nojalla ¢(p) = p — 1. Nyt
koska syt(a, p)=1, niin Eulerin lauseen 4.7 nojalla

a®™ =P =1 (mod p).

Seuraavassa esimerkissd kéiytetdan Eulerin lausetta.
Esimerkki 4.9. a) Olkoot luvut n=13 ja a=>5, tilloin
syt(5,13) = 1.
Nyt
o(n) = ¢(13) = 12.
a®™ = 52013) — 512 — 944140625 =1 (mod 13).

Tarkastellaan myo6s tilannetta, misséa luku n ei ole alkuluku.
b) Olkoot a = 5 ja n = 26, tilloin
syt(5,26) = 1.
Esimerkissé 4.4 laskettiin
?»(26) = 12.
Nain ollen
a®™ = 5926) — 512 — 944140625 =1 (mod 26).

Seuraava lause osoittaa, ettd summa kaikista luvun n jakajien Eulerin funktioista
antaa luvun n itse.

Lause 4.10. Olkoon n > 1 kokonaisluku. Talloin

> o(d) =n.

dn

Todistus. Olkoon S={1, 2, ..., n}. Jokaiselle luvun n jakajalle d olkoon
n
Sq = {a € S |syt(a,n) = E}'

Téllsin S = Uy, Sa ja joukot Sy ovat erillisié.

D: Olkoon d luvun n jakaja ja olkoon luku b joukosta Sg. Nyt joukon Sz méaritelmésta
ndhdéén, ettd luku b kuuluu joukkoon S.

C: Olkoon luku a joukosta S ja olkoon ¢ = syt(a,n). Nyt ¢|n, joten

n = dc jollain yksikésitteiselld luonnollisella luvulla d.

Niin ollen luku a kuuluu joukkoon Sy.

Edelliset kaksi tarkastelua osoittavat, ettd joukko S; jakaa joukon S erillisiin
osajoukkoihin, joiden yhdiste on S.

Merkitdén joukon S alkioiden lukuméérdé eli joukon kokoa merkinnélld | S |.

Télloin
Y 1Sal=l S8 |=n,
dln
joten riittdé osoittaa ettd
| Sq |= ¢(d) kaikilla d.
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Maéaritellaan luku a*:%d kaikilla kokonaisluvuilla a. Jos luku a kuuluu joukkoon Sy,
niin %|a ja siten luku ¢* on luonnollinen luku.

Joukon Sy mééritelmin mukaan luku a*% = a kuuluu joukkoon Sy jos ja vain jos
luku a* on luonnollinen, vililld 1 < a* < d ja syt(a*,d) = 1: Ehto 1 < a* < d on
selvi. Ehto syt(a*,d) = 1 seuraa, silld

syt(a® E, n) =

n
d d

ja Bézoutin lauseen 2.10 nojalla

a2 +ny = % joillain kokonaisluvuilla x ja y.

d
Nyt kertomalla luvulla d ja jakamalla luvulla n saadaan
a*x +dy = 1.
Nyt Lauseen 2.11 nojalla syt(a*,d)|1, josta ndhdddn ettéd syt(a*,d) = 1.
Nyt siis paastiin Eulerin funktion méa#ritelm&an;
luku a* on luonnollinen luku, 1 < a* < d ja syt(a*,d)=1, joten

| Sa |= &(d).

Esimerkki 4.11. Olkoon n=10. Luvun 10 jakajia ovat luvut 1, 2, 5 ja 10.
Nyt joukko S = {1,2,...,10} ja joukot Sy ovat
10
S1 ={a | syt(a,10) = 7= 10} = {10}
10
S = {a | syt(a,10) = & = 5} = {5)
10

S5 = {a| syt(a,10) = F = 2} ={2,4,6,8}

1
S10={a ] syt(a, 10) = 10 = 1} = {1,3,7,9}.

Nyt katsotaan kuinka monta alkiota on kussakin joukossa,
| S1|=1,]S2|=1,| S5 |=4ja | S0 |=4.
Lasketaan
ST ISal=l 81|+ 182 [+] 85|+ Sw0|=10=n.
Lasketaan Euleriﬂnfunktion arvot jokaiselle luvun 10 jakajalle,
¢(1) =1,0(2) = 1,6(5) = 4 ja ¢(10) = 4.

Lasketaan

3" 6(d) = 6(1) + 6(2) + 6(5) + 6(10) = 10 = n.
din
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5. PSEUDOALKULUVUT JA CARMICHAELIN LUVUT

Téssé luvussa tarkastellaan pseudoalkulukuja seké Carmichaelin lukuja. Ne ovat
lukuja, jotka toteuttavat tietynlaiset kongruenssiyhtélot. Namé kongruenssiyhtalot
ovat erddnlaisia erikoistapauksia Fermat‘n pienestd lauseesta, joka esiteltiin edel-
lisessé luvussa lauseena 4.8. Pienin pseudoalkuluku on 341 ja pienin Carmichaelin
luku on 561. Molempia lukuja on d&reton médrd, mutta téssd tydsséd todistetaan
tdméa vaittdméa vain pseudoalkulukujen kohdalta. Luku pohjautuu pseudoalkulu-
vuissa lédhteeseen [3] ja Carmichaelin luvuissa ldhteeseen [4].

Esitellddn luvun alkuun muutama lause, joiden avulla voidaan tutkia, onko jokin
tietty luku alkuluku.

Lause 5.1. (Wilsonin lause) Luku p on alkuluku jos ja vain jos
(p—D!'=-1 (mod p).

Todistus. Oletetaan, ettd (p — 1)! = —1 (mod p) pétee, mutta p ei ole alkuluku.
Télloin luvulla p on Lauseen 2.15 mukaan yksikésitteinen alkutekijdesitys.
Olkoon ¢ yksi luvun p alkutekijcisté, téalloin

l<qg<p—1.
Nyt
q| (-1
josta seuraa etta
at((p—1+1).
Koska ¢ 1 ((p — 1)! + 1) on totta kaikille luvun p alkutekijéille ¢, niin
pt(lp—D!+1).
Siten
(p—1!'# -1 (mod p),
mik& on ristiriita. Luku p on siis alkuluku.
Olkoon p alkuluku. Lause pitee luvuilla p = 2 ja p = 3. Oletetaan, ettd p > 5.
Nyt
(p—1)!=-1 (mod p)
voidaan esittdd muodossa
1-2:3---(p=3)(p—2)(p—1)=-1 (mod p).
Nyt
(p—1)=-1 (mod p).
Tarkastellaan siis lukujen 1,2, 3, ..., (p—3), (p—2) kiyttadytymistd kongruenssiyhté-

16ssé. Lauseen 2.14 nojalla on olemassa yksikésitteinen ratkaisu 0 < ¢ < p — 1 siten,
etta
ji=1 (mod p),
kun syt(j,p) = 1 kaikilla 1 < j < p — 1. Tarkastellaan nyt tilanteet, jos i =0, i = j
jat=1.
Olkoon i = 0, t&lloin p| — 1, mik4 on ristiriita. Néin ollen on 4 # 0.
Jos 7 = j, niin kongruenssiyht&l6é tulee muotoon

=1 (mod p),
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jolloin p | (2 — 1), josta edelleen saadaan

plG+DE—1).
Koska syt(j — 1,p) = 1, niin télléin Lauseen 2.2 nojalla

pl(G+1),
miké pétee vain jos j =p — 1 eli
plj+1,
jolloin
plp

Josi=1,kun 1< j <p-—1, niin
j=1 (mod p).
T&ll6in p | (j — 1), mika on ristiriita, koska syt(j — 1,p) = 1. Tdmé kuitenkin pétee,
jos j=1. Taten oltava i # 1, kun 1 < j <p— 1.
Edellisten tarkastelujen nojalla kun 2 < j < p—2, niin on yksikésitteinen ratkaisu
2 <1 < p— 2 siten, etté
ij =1 (mod p).
Niin ollen Lauseen 2.8 nojalla saadaan
p-YN=p-1)-p-2)-p-3)---2-1=-1-1-1---1-1=—-1 (mod p).
Nain ollen alkuluvulle p on voimassa kongruenssiyhtilo

(p—D!I=-1 (mod p).
O

Wilsonin lause 5.1 ei ole kovin kédytdnnollinen tutkittaessa onko luku alkuluku,
silla kertomat kasvavat huimaa vauhtia hyvinkin pienilld luvuilla.

Seuraavaksi esitelldédn toinen tulos, jolla voidaan tutkia onko luku alkuluku.
Lause 5.2. Olkoon luku a luonnollinen luku siten, ettd

a"'=1 (modn)

ja
a®=1 (mod n) aina kund|(n—1)jal<d<n-—1.
Talloin luku n on alkuluku.
Todistus. [5], Lause 2.28. O

Edellisessd luvussa késiteltyd Fermat‘n pientd lausetta voidaan kayttaa tutkit-
taessa, onko luku alkuluku vai ei. Taémé& onkin Wilsonin lausetta kidytannoéllisempi
tulos, koska kongruenssiyhtéldiden ratkaiseminen onnistuu kétevésti isommillekin
potensseille, koska ne voidaan muokata siten, ettd paidstddn késiksi luvun pienem-
piin potensseihin, joiden kautta pa#stdin ratkaisuun.

Jos p on alkuluku, niin se toteuttaa

a’? =a (mod p)

kaikilla kokonaisluvuilla a.
Vastaavasti jos
a? Za (mod p)
jollain kokonaisluvuilla a, niin luku p ei ole alkuluku.
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Kiinalaiset olivat tietoisia Fermat‘n pienestéd lauseesta ja he ajattelivat, ettd kun
luku n toteuttaa lauseen luvulla ¢ = 2, niin luku on alkuluku. Kuitenkin my6hemmin
loydettiin lukuja (esimerkiksi n = 341), jotka eivit ole alkulukuja ja toteuttavat Fer-
mat‘n pienen lauseen luvulla ¢ = 2. Téllaisia lukuja alettiin kutsua pseudoalkulu-
vuiksi, jotka seuraavaksi mééritelldén.

Masritelmi 5.3. Jos
2" 1 =1 (mod n),
ja n ei ole alkuluku, niin sanotaan, ettd n on pseudoalkuluku.

Seuraavassa esimerkissd testataan, ettéd tietty luku on pseudoalkuluku eli toteut-
taa edelld esitellyn mééritelmén.

Esimerkki 5.4. Naytetéddn, ettd luku n=341 on pseudoalkuluku.
Nyt
n =341 =11-31.
Fermat‘n pienen lauseen nojalla, koska p;1=11 on alkuluku, joka ei jaa lukua 2 niin
on voimassa
211-1 =910 =1 (mod 11).
Kongruenssin laskusééntojen nojalla
2340 — (2103 =1 (mod 11).
Laskemalla saadaan
2°=1 (mod 31),
josta edelleen kongruenssin laskusédéntojen nojalla
2340 — (298 =1 (mod 31).
Koska
syt(11,31) = 1,11[2349 — 1 ja 31]2340 — 1,
niin Lauseen 2.2 nojalla luku 341 = 11 - 31 jakaa luvun 234 — 1 eli
2310 =1 (mod 341),
joten luku n=341 on pseudoalkuluku.

Lause 5.5. Pseudoalkulukuja on ddreton mdadra.

Todistus. Osoitetaan, ettd jos n on pseudoalkuluku, niin myds luku 2™ — 1 on pseu-
doalkuluku. Jos n on pseudoalkuluku, téalloin luku n ei ole alkuluku. Lauseen 2.9
perusteella talloin mydskadn luku 2™ — 1 ei ole alkuluku.
Todistetaan seuraavaksi, ettd luku 2" — 1 on pseudoalkuluku eli ettéd se toteuttaa
kongruenssiyhtélon
27"~ =2 (mod 2" —1).

Koska

2" =2 (mod n),
niin 2" = nk + 2 jollain kokonaisluvulla k£ > 1. Sijoitetaan

r=2"jam=%k
Lauseen 2.9 todistuksessa esiintyneeseen yht#loon (2.1) ja saadaan

g™ —1=2MF —1=2" —1= (2" —1)(2"kD pon(k=2) L 1),
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Y1l olevasta yhtalostd nahdidn, ettd luku 2% — 1 on luvun 2% — 1 tekiji, joten
2" =1 (mod 2" —1).
Niin ollen
221 = grkt2ml — gnktl — 9nh 9 =2 (mod 2" — 1),

joten myo6s luku 2™ — 1 on pseudoalkuluku. Tamé& tarkastelu osoittaa, ettd pseu-
doalkulukuja on &&dreton maara. O

Seuraavassa lauseessa osoitetaan, ettd edellisessé luvussa madritellyt Mersennelu-
vut sekd pseudoalkuluvut ovat yhteydessa toisiinsa.

Lause 5.6. Mersenneluku
M,=2"-1
on pseudoalkuluku, jos se ei ole alkuluku.
Todistus. Fermat‘n pienen lauseen 4.8 perusteella, koska luku p on alkuluku niin
2P =2 (mod p).

Nyt
2P = pk + 2 jollain kokonaisluvulla k& > 1.

Todistus jatkuu kuten Lauseen 5.5 todistus ja lopulta pédéstdan kongruenssiyhtaloon
92P—1 _ opk+2—1 _ opk+1 _ opk . 9 — 9 (mod P _ 1)7
joten Mersenneluku M, on pseudoalkuluku, jos se ei ole alkuluku. (]
Esimerkki 5.7. Mersennen luku
n = M = 2047 =23 -89
ei ole alkuluku. Néaytetdin, ettd se on pseudoalkuluku. Nyt
211 =1 (mod 2047),
jolloin kongruenssin laskusdéantéjen nojalla
gn—l — 92046 — (91186 — 1 (1mod 2047).
Naiin ollen luku M7 = 2047 on pseudoalkuluku.

Seuraavaksi esitelliin maéritelméd Carmichaelin luvuille, jotka ovat saaneet ni-
mensé lukuja tutkineen matemaatikon R. Carmichaelin mukaan. Han tutki lukuja
1910-luvulla. Fermat‘n pienessé lauseessa todetaan, etté jos n on alkuluku, niin pétee

a" =a (mod n) kaikilla kokonaisluvuilla a.

Seuraavaksi mééaritellasin Carmichaelin luvut, jotka toteuttavat ylld olevan kongru-
enssiyhtédlon, mutta eivét ole alkulukuja.

Maisritelmé 5.8. Jos luku n ei ole alkuluku ja

av =1

(mod n).
kaikilla a, joille syt(a,n)=1, niin sanotaan, ettd n on Carmichaelin luku.

Lause 5.9. Kaikki Carmichaelin luvut ovat parittomia.
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Todistus. Olkoon n Carmichaelin luku. Maaritelméan 5.8 mukaan on voimassa kon-
gruenssiyht&lo

a"=a (mod n) luvulle a =n — 1.
Koska
n—1=-1 (mod n),
niin
(-1)"=-1 (mod n).
Tamé osoittaa, ettd luku n on pariton (tai n = 2). Siis kaikki Carmichaelin luvut
ovat parittomia. U

Seuraavassa esimerkissé ndytetian, ettéa tietty luku toteuttaa Carmichaelin méédritelmén.
Esimerkki 5.10. Néiytetddn, ettd luku n=561 on Carmichaelin luku.

Nyt

n=>561=3-11-17.
Koska oltava syt(a,561) = 1, niin myos
syt(a,3) = syt(a, 11) = syt(a, 17) = 1.
Koska luku p;=3 on alkuluku, niin Fermat‘n pienen lauseen 4.8 nojalla
> '=a*>=1 (mod 3)
ja kongruenssin laskusdéntojen nojalla
a® = (@ =1 (mod 3).

Vastaavalla tavalla alkuluvuille po=11 ja p3=17 Fermat‘n pienen lauseen 4.8 ja kon-
gruenssin laskusaédntojen nojalla
a'®=1 (mod 11),
josta edelleen
a® = (a9 =1 (mod 11).
Nyt
a'®=1 (mod 17),
josta edelleen
a® = (a'%)3° =1 (mod 17).

Nyt koska
syt(3,11,17) = 1, 3[a”%°1, 11]a%50~! ja 17]a%507L,
niin Lauseen 2.2 nojalla luku 561 = 3 - 11 - 17 jakaa luvun a®%°~! eli
a®® =1 (mod 561),
joten luku n=561 on Carmichaelin luku.

Miaritelmi 5.11. Olkoot m ja a kokonaislukuja siten, ettd syt(a,m) = 1 ja olkoon
N ={1,2,...}. Pieninté lukua k € N, jolle pitee

a®* =1 (mod m),
kutsutaan luvun a kertaluvuksi modulo m. Tatid merkitdidn

ordpy(a) = k.
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Edella maériteltiin luvun a kertaluku modulo m. Tarkastellaan seuraavaksi méaaritelméas
esimerkin kautta ja huomataan pari asiaa. Lasketaan luvulle kolme ja sen potens-
seille seuraavaksi arvot modulo 7,

3'=3 (mod7),

32=9=2 (mod 7),

32=27=6 (mod7),

3'=81=4 (mod7),

3°=243=5 (mod 7)
ja

35=729=1 (mod 7).
Nyt nihdéin, ettd 3¢ on kongruentti luvun yksi kanssa modulo 7 eli

ordz(3) = 6.

Léhteessd [4] on laskettu eri kongruenssiyhtilsitd ja koottu ne taulukoksi 21.2.
Taulukosta ja edellé esitetystd esimerkistd huomataan seuraavat asiat:
1. Pienin eksponentti k, joka toteuttaa a* = 1 (mod p) jakaa aina luvun p — 1.
2. Joillakin luvuilla a pienin eksponentti, joka toteuttaa a® = 1 (mod p) on luku
p — 1, joka saadaan Fermat‘n pienest# lauseesta a?~! =1 (mod p).

Lause 5.12. Olkoon a kokonaisluku ja p alkuluku siten, ettd syt(a,p) = 1.

Olkoon a™ =1 (mod p), tdlloin ord,(a) jakaa luvun n.
FErityisesti ord,(a) jakaa aina luvun p — 1.
Todistus. Lahde [4], Lause 21.1. O

Maéritelma 5.13. Jos ¢(m) on luvun a kertaluku modulo m, niin silloin lukua a
kutsutaan primitiiviseksi juureksi modulo m eli

ordm,(a) = ¢(m).

Lause 5.14. Jokaisella alkuluvulla p on primitisvinen juuri. Tarkemmin sanottuna,
alkuluvulla p on tdsmdlleen ¢(p — 1) primitiivistd juurta modulo p.

Todistus. Liahde [4], Lause 21.2. O

Esimerkki 5.15. Etsitédén primitiiviset juuret modulo a) 5 b) 7 ja c¢) 11.
Olkoon m = 5. Taytyy siis etsid luvut 1 < a < 5, joille syt(a,5) = 1. Luvut 1,2, 3
ja 4 tayttidvit ehdon, joten ¢(5) = 4. Laskemalla nédhdéén, ettd

1'=1 (mod 5)
2'=1 (mod 5)
3'=1 (mod 5)

42=1 (mod 5).
Lukujen 2 ja 3 pienemmaét potenssit eivét ole kongruentteja luvun 1 kanssa modulo
5. Siten luvut 2 ja 3 ovat primitiivisid juuria modulo 5.

Olkoon m = 7. Nyt
¢(7) = 6,

koska luvut 1,2, 3,4,5 ja 6 ovat jaottomia luvun 7 kanssa. Laskemalla nihdd&n, etta
1'=1 (mod 7)
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22=1 (mod 7)
3=1 (mod7)
43=1 (mod7)
5=1 (mod 7)
62=1 (mod 7).

Lukujen 3 ja 5 pienemmaét potenssit eivéit ole kongruentteja luvun 1 kanssa modulo
7. Siten luvut 3 ja 5 ovat primitiivisii juuria modulo 7.

Olkoon m = 11. Luku 11 on alkuluku, niin Lauseen 4.5 nojalla
o(11) =11 — 1 = 10.

Kaikki luvut yhdesté lukuun 10 ovat jaottomia luvun 11 kanssa. Laskemalla nahd&én,
etta

1'=1 (mod 11)

219=1(mod 11)

3=1 (mod 11)
45=1 (mod 11)
5°=1 (mod 11)
6°=1 (mod 11).
70=1 (mod 11)
810=1 (mod 11)

9°=1 (mod 11)
10°=1 (mod 11)

Lukujen 2, 6,7 ja 8 pienemmét potenssit eivit ole kongruentteja luvun 1 kanssa mo-
dulo 11. Siten luvut 2,6,7 ja 8 ovat primitiivisiad juuria modulo 11.

Lause 5.16. (Korseltin lause) Olkoon luku n kokonaisluku, joka ei ole alkuluku.
Luvulle n pdtee

(5.1) a"=a (mod n) kaikilla 1 < a < n.
jos ja vain jos se on pariton ja jokainen luvun n jakava alkuluku p toteuttaa seuraavat
ehdot:

1) Luku p? ei jaa lukua n.
2) Luku p — 1 jakaa luvun n — 1.

Todistus. Olkoon n pariton kokonaisluku, joka ei ole alkuluku. T&ll6in luvulla n on
Lauseen 2.15 mukainen alkutekijéesitys. Oletetaan, ettd luvun n kaikki alkutekijat p;
toteuttavat ehdot 1) ja 2). On osoitettava, ettid luku n toteuttaa kongruenssiyhtilon

n = pip2p3---Pr-

Kohdan 1) perusteella tiedetdin, ettéd kaikki luvut py, po, ..., p, ovat kaikki eri luku-
ja. Tiedetdéin myos kohdan 2) perusteella, ettd p; — 1 jakaa luvun n — 1 kaikilla i.
Nain ollen on voimassa

(5.2) n — 1= (p; — 1)k; jollain kokonaisluvulla ;.
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Nyt valitaan jokin kokonaisluku a ja lasketaan arvoja a™ (mod p;). Jos luku p; jakaa
luvun a, niin

a*=0=a (mod p;).
Jos taas luku p; ei jaa lukua a, niin kidytetddn Fermat‘n pienté lausetta 4.8 ja yhtéalod
(5.2), niin saadaan

a" = aPm VR — (gPimhk g = 1R g = (mod p;).

Nyt
a”=a (mod p;) kaikillai =1,2,...,r
eli
pila™ — a kaikilla i = 1,2,...,r
jasyt(pi,p;j) = 1, kun i # j, koska alkuluvut p1, ..., p, ovat kaikki eri lukuja kohdan
1) nojalla. Nyt Lauseen 2.2 nojalla lukujen py,...,p, tulo eli luku n jakaa luvun
a™ — a toisin sanoen
a”=a (mod n).
Naiin todistettiin, ettd luku n toteuttaa kongruenssiyhtalon (5.1).

Toiseksi téytyy todistaa, ettd luku n, joka toteuttaa kongruenssiyhtdlon (5.1),
toteuttaa ehdot 1) ja 2). Lauseen 5.9 todistuksen nojalla luku n on pariton.

Ehdon 1) mukaan milldén luvulla, joka toteuttaa kongruenssiyhtéilon (5.1), ei ole
kahta samaa alkulukutekijéd. Oletetaan, ettd luku n toteuttaa kongruenssiyhtilon
(5.1). Olkoon luku p luvun n alkulukutekiji. Olkoon e suurin potenssi, jolle p°*! on
luvun n tekija. Naytetddn, ettd luvun e on oltava 0. Luvun n méédritelmén mukaan

a”=a (mod n) kaikilla 1 <a <n.

Tamé toteutuu myos luvulla a = p°, silla luku p® on luvun n tekija ja siten p® < n.
Néin ollen

p" =p° (mod n).
Koska luku n jakaa luvun p®" — p¢ ja luku p®t! jakaa luvun n, niin Lauseen 2.3
nojalla luku p¢*! jakaa luvun p®® — p¢. Talléin luvun

pen _ pe penfe -1
T
on oltava kokonaisluku. Tamé toteutuu vain silloin, kun e = 0, joten luvuilla, jotka
toteuttavat kongruenssiyhtalon (5.1), alkulukutekijit esiintyvét vain kerran.
Todistetaan kohta 2) eli luku p — 1 jakaa luvun n — 1. Oletetaan, ettd luku n
toteuttaa kongruenssiyhtdlon (5.1) ja p on luvun n alkulukutekiji. Lauseen 5.14
nojalla jokaisella alkuluvulla on primitiivinen juuri. Olkoon @ primitiivinen juuri

modulo p, télloin Madritelméan 5.13 nojalla
a®?) =1 (mod p),
ja Lemman 4.5 nojalla ¢(p) = p — 1, joten

(5.3) a? =1 (mod p).
Nyt Lauseen 2.8 nojalla saadaan kongruenssiyhtélo (5.3) muotoon
(5.4) 1=a”"' (mod p).

Nyt luvun n mééritelmén mukaan

a"=a (mod n),
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miké saadaan Lauseen 2.8 nojalla muotoon
(5.5) a"'=1 (modn).
Lauseen 2.8 nojalla saadaan kongruenssiyhtéloista (5.5) ja (5.4) kongruenssiyht#lo
a"'=aP™! (mod p).

Nyt n—1>p—1, joten on k > 0 siten, etti n — 1 =p—1+ k. Nyt

a1 —aP =0 (mod p),
mik4 saadaan muotoon

a?1aF 1) =1 -1)= (" -1) (mod p).
Nain ollen
a* =1 (mod p).

Nyt koska syt(a,p) = 1, niin Lauseen 5.12 nojalla

¢(p)|k, missd ¢(p) =p— 1.
Nytn—1=p—1+4s(p—1), jollain s. T&lloin p — 1|n — 1. O
Seuraus 5.17. Olkoon luku n kokonaisluku, joka ei ole alkuluku. Luku on n on
Carmichaelin luku jos ja vain jos se on pariton ja jokainen luvun n jakava alkuluku
p toteuttaa seuraavat ehdot:

1) Luku p? ei jaa lukua n.
2) Luku p — 1 jakaa luvun n — 1.

Todistus. Seuraa Lauseesta 5.16 seké lédhteen [3] Lemmasta 4.8 ja Lauseesta 6.15. [J

Esimerkki 5.18. Etsi muotoa 7 - 23 - p oleva Carmichaelin luku, misséd luku p on
alkuluku.
Korseltin lauseen 5.16 nojalla luvun n — 1 on oltava jaollinen luvuilla 6, 22 ja

p—1.
Nyt
n="7-23-p=1 (mod 6),
jos ja vain jos p =5 (mod 6).
Nyt
n="7-23-p=1 (mod 22),
jos ja vain jos p =8 (mod 11) ja
n="7-23-p=1 (modp—1),
jos ja vain jos 161 =1 (mod p — 1) toisin sanoen (p — 1)|160.
Alkuluku p=41 toteuttaa kaikki ehdot, joten luku
n=7-23-41 = 6601

on Carmichaelin luku.
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6. PYTHAGORAAN KOLMIKOT

Téassd luvussa kéasitellddn Pythagoraan lauseen toteuttavia kolmikoita. Luvun
alussa esitelliin Pythagoraan lause. Luvussa niytetddn myos, ettd millaista muo-
toa Pythagoraan lauseen toteuttavien kokonaislukujen a, b ja c tulee olla. Pythago-
raan lauseen yhteydessd tdytyy mainita myds Fermat‘n suuresta lauseesta, jossa
késitelladn yhtaloa

a +b" =",
jolla ei ole ratkaisua, kun n > 3. Tamé& Lause on aiheuttanut péddnvaivaa monelle
matemaatikolle l&pi historian aina 1600-luvulta 1990-luvulle asti, jolloin lause saatiin
vihdoin aukottomasti todistettua. Lause on merkittdva siind mielessé, ettd se oli
viimeinen todeksi osoitettu Fermat'n luoma teoreema. Luvun ldhteend kiytetty [3],
4] ja [6].

Lause 6.1. (Pythagoras) Olkoon AABC' suorakulmainen kolmio. Merkitidn kolmion
kateetteja kirjaimin a ja b sekd kolmion hypotenuusaa kirjaimella c. Tdlloin on
voimassa yhtalo

a? + b2 =2
Todistus. Lahde [3], Kuva 11.1. O
Esimerkki 6.2. Olkoot a = 3, b = 4 ja ¢ = 5. Nam4 luvut toteuttavat Pythagoraan

lauseen
>+ =32+42=9+16=25=5%= 2.

Maiédritelma 6.3. Pythagoraan lauseen toteuttavia luonnollisia lukuja a, b ja c
kutsutaan Pythagoraan kolmikoiksi, (a,b,c). Kun luvut ovat keskendén jaottomia,
syt(a, b, c) = 1, niin kolmikon sanotaan olevan primitiivinen.

Lause 6.4. Luvut 1 ja 2 eiwvdt voi olla Pythagoraan kolmikossa, mutta luvut k > 3
votvat olla.
Todistus. Luku c ei voi olla 1 tai 2, koska luvut
12=1ja22=14
eivit ole minkdin kahden luvun nelion summa. N&in ollen on oltava ¢ > 3.
Koska

a? <a®+12 < (a+1)2%
niin luku a? + 12 ei ole nelio, joten oltava b > 2. Vastaavasti
V< b 1% < (b4 1)%
joten luku b? + 12 ei ole nelio, joten oltava a > 2.
Jos b = 2, niin
a?<ad?+b¥=ad’>+4<(a+1)?=a>+2a+1,
kun a > 2. Luku a? + b? ei siis ole nelio, kun b = 2, joten b # 2.
Vastaavasti, jos a = 2, niin
V<bP+a?>=b0+4<(b+1)2=0+20+1,
kun b > 2. Luku a® + b? ei siis ole nelio, kun a = 2, joten a # 2.
Nain ollen on oltava a, b, c > 3. O

Lause 6.5. Jokaisella kokonaisluvulla k on ddrellinen mddrd Pythagoraan kolmikoi-
ta, joissa luku k esiintyy.
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Todistus. Jos ¢ = k, niin a,b < k — 1 eli luvuille a ja b on dérellinen méédrd mahdol-
lisuuksia.
Jos a = k, niin
BP=-0>—(c—12=—(-2c+1)= - 4+2c—1=2c—1,
joten

k2 +1
b<e< ;L .

Nain ollen on #déirellinen méara mahdollisuuksia luvuille b ja c. O

Esimerkki 6.6. Etsitddn kaikki Pythagoraan kolmikot, jotka siséltévét kokonais-
luvut k& < 7.
Lauseen 6.4 nojalla on oltava k > 3.
Vaatimukset tayttavia kolmikoita ovat
(3,4,5),(5,12,13), (6, 8,10) ja (7,24,25).

Pythagoraan lauseen toteutuminen ensimméisen kolmikon osalta on néytetty Esi-
merkissd 6.2, joten néytetddn tdm&d myos muiden kolmikoiden osalta. Kayd&aan
kolmikot l&pi jérjestyksessé,

52 +12% = 25 4 144 = 169 = 13,

6% + 8% = 36 + 64 = 100 = 10°

ja

7% + 247 = 49 + 576 = 625 = 25°.
Lause 6.7. Olkoon (a,b,c) primitiivinen Pythagoraan kolmikko. Tdlloin toinen lu-

vuista a ja b on parillinen ja yksi luvuista a, b ja ¢ on jaollinen luvulla 3. Luvuista,
a, b ja c, ykst on jaollinen luvulla 5.

Todistus. Primitiivisyyden nojalla, koska
syt(a,b,c) =1,
niin molemmat luvut a ja b eivat voi olla parillisia.
Jos molemmat luvut ovat parittomia, niin
a>+bv* =2 (mod 4).

Nyt ¢ voi olla parillinen tai pariton. Tarkastellaan ensin tilannetta, ettd ¢ on parilli-
nen eli muotoa
¢ = 2k, jollain kokonaisluvulla k,

jolloin
A =4k>=0 (mod 4).

Jos taas ¢ on pariton, niin se on muotoa

c = 2k 4+ 1, jollain kokonaisluvulla k.
Nyt

=4k +4k+1=1 (mod 4).

Niin ollen

=0 (mod4)taic?=1 (mod 4).
Té&ten toinen luvuista a ja b on pariton ja toinen parillinen.

Jos luvut a ja b eivit ole jaollisia luvulla kolme, niin ne ovat muotoa

a=3k+1taia=3k+2jab=3l+1 tai b= 3l+2, joillain kokonaisluvuilla & ja [.
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Talloin
a0 (mod3)jab#0 (mod 3).
Nyt laskemalla saadaan
a’>+bv* =2 (mod 3).
Luku ¢ voi olla jaollinen luvulla kolme, jolloin se on muotoa
¢ = 3k, jollain kokonaisluvulla k.
Talloin
A =9%?=0 (mod 3).
Jos taas c ei ole jaollinen luvulla kolme, niin se on muotoa
c =3k + 1 tai ¢ = 3k 4 2, jollain kokonaisluvulla k,
jolloin
=1 (mod 3).
Niin ollen siis
=0 (mod3)taic®>=1 (mod 3).
Primitiivisyys osoittaa, ettd korkeintaan yksi luvuista a, b ja ¢ voi olla jaollinen
luvulla 5. Silla
22=0 (mod 5) tai 2 = +1 (mod 5).
Kolmikosta siis yhden oltava jaollinen luvulla 5. 0

Seuraavassa lauseessa todistetaan, ettd mikéén tasakylkinen suorakulmainen kolmio,
jonka sivujen pituudet ovat kokonaislukuja, eivit toteuta Pythagoraan lausetta.

Lause 6.8. Fi ole olemassa Pythagoraan kolmikkoa (a,b,c) siten, ettd a = b.

Todistus. Oletetaan, ettd on olemassa Pythagoraan kolmikko (a, a, ¢), jolloin

a’ +a? = eli 2a% = 2.

Niin ollen ¢? on parillinen ja myos luku ¢ on parillinen. Merkitéén lukua ¢ = 2¢;,
missd c¢; on kokonaisluku. Nyt saadaan
2a% = 2 = (2¢1)? = 4¢3,
josta edelleen saadaan
a? = 2c3.
Niin ollen luku a? on parillinen ja niin on myds luku a.
Olkoon nyt a = 2a;. Nyt yhtélo 2a? = ¢? voidaan kirjoittaa muodossa
2 (2a1)? = (2¢1)?,
mistd saadaan
e =2ad?.
Niin ollen saatiin toinen Pythagoraan kolmikko (a1, a1, ¢1), missi termit ovat pienem-
pid kuin alkuperiisessd kolmikossa. Jatkamalla vastaavasti 16ydetdén kolmikko (ag, ag, ¢2),
jolla edelleen pienemmit termit. Jatkamalla saadaan aidosti vihenevé jono (a;) posi-
tiivisia kokonaislukuja. Lukua a pienenpié positiivisia kokonaislukuja on a — 1 kap-
paletta, miké on ristiriita.
a>ayp > ag > as...

Nain ollen ei voi olla Pythagoraan kolmikoita, joissa sama termi kahteen kertaan. [J
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Seuraavassa lauseessa todistetaan, ettd millaisia Pythagoraan kolmikkojen tulee
olla.

Lause 6.9. Olkoon Pythagoraan kolmikko primitiivinen eli syt(a,b,c) = 1. Tdlldin
luku a on pariton sekd luku b parillinen ja luvut ovat muotoa
2 2 2 2
—t t
a:st,bzs ,028—21_ )

missi 1 <t < s, luvut s ja t ovat parittomia ja syt(s,t) = 1.

Todistus. Todistetaan ensin, ettd luvun a on oltava pariton ja luvun b oltava parilli-
nen.

Oletetaan ensin, ettd molemmat luvut ovat parillisia eli a = 2k ja b = 2I. Nyt
Pythagoraan lauseen nojalla pétee

= (2k)* 4 (20)% = 4k* + 417 = 2(2k* + 217),

mistd ndhdéin, ettd ¢ on muotoa 2m eli parillinen. Nyt koska kaikki luvut a, b ja
¢ ovat parillisia, niin syt(a,b,c) > 2, jolloin kolmikko ei ole primitiivinen. TAm& on
vastoin oletusta, joten molemmat luvuista a ja b eivéit voi olla parillisia.

Oletetaan toiseksi, ettd molemmat luvut ovat parittomia. Parittoman luvun nelié
on pariton eli luvut a? ja b? ovat parittomia. Kahden parittoman luvun summa on
parillinen eli luku a? 4+ b?> = ¢? on parillinen. Luvun nelién ¢? ollessa parillinen, niin
myos itse luku ¢ on parillinen. Olkoot [ ja k kokonaislukuja. T&lloin Pythagoraan
lauseen nojalla

(2k +1)% + (20 +1)% = (22)?
eli
AK% + 4k + A% + 4l 4 2 = 222,

joka kahdella jakamalla ja hieman jérjestelemélld saadaan muotoon
2K+ E+ 1P +1) +1=22%
miké on ristiriita. Néin ollen molemmat luvuista a ja b eivét voi olla parittomia.
Téten luvun a on oltava pariton ja luvun b oltava parillinen, jolloin Pythagoraan
lauseen nojalla pétee
2 2 _ 412 2 _ 9212 | g2 _ 2
E+1)"+Q2)" =4k +4k+ 1+ 4" =2+ 1"+ k) +1=c".

Koska luku ¢? on pariton, niin télléin myos luku ¢ on pariton.
Néin ollen luvun a on oltava pariton, luvun b parillinen (ja luvun ¢ pariton).
Todistetaan seuraavaksi lukujen a, b ja ¢ kaavat. Koska syt(a,b,c) = 1, niin luku

a?=c?—b* = (c—b)(c+b).
Nyt tdytyy osoittaa, ettd luvut c—b ja c+b ovat neliditd. Olkoon syt(c—b, c+b) = d.
T&lloin
d|(c—b) jad|(c+D).
Nyt luku d jakaa myos lukujen ¢ — b ja ¢ + b summan ja erotuksen eli luvut
c—b+c+b=2cjac+b—(c—b)=2b.

Nyt syt(b,¢) = 1, koska luvut kuuluvat primitiiviseen kolmikkoon. Téten luvun d
on oltava 1 tai 2. Nyt, koska

d|(c —b)(c+b) = a?
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ja parittoman luvun a nelié on my6s pariton, niin oltava d = 1. Tiedetdén, etta
syt(c—b,c+b) = 1ja (c—b)(c+b) = a®. Tami toteutuu vain, jos luvut ovat nelisiti
eli

c—b=s’jac+b=1t%
josta saadaan ratkaistua luvut b ja c. Luvuille saadaan kaavat b = # jac= #
Niiden avulla saadaan ratkaistua a = /(¢ — b)(c + b) = st. O

Lause 6.10. Kaikki primitiiviset Pythagoraan kolmikot (a,b,c) saadaan kaavoilla
a:uQ—’UQ,b:2uvjac:u2+02,

missi 0 < v < u, syt(u,v) = 1 joista toinen luvuista u ja v on pariton ja toinen

parillinen.

Todistus. Kaavojen todistus kuten Lauseessa 6.9.
Todistetaan, ettéd kaavoilla saadaan primitiivinen Pythagoraan kolmikko. Luvut
a, b ja ¢ ovat positiivisia kokonaislukuja, jolloin

(u? — v*)? + (2uw)? = (u* + v?)? kaikilla kokonaisluvuilla u ja v.

Nyt siis (a, b, ¢) on Pythagoraan kolmikko.

Oletetaan, ettéd kolmikko ei ole primitiivinen, jolloin luvut a, b ja ¢ ovat jaollisia
jollain alkuluvulla p.

Jos p = 2, niin @ on parillinen ja a = u? — v?, jolloin lukujen v ja v tulisi olla
parillisia. TAm# on kuitenkin ristiriita, silla oltava syt(u,v) = 1. Jos p on pariton,

niin se jakaa luvun %€ = 2, joten luku p jakaa my6s luvun u. Edelleen luku p jakaa

2
luvun u? — a = v2, joten luku p jakaa myos luvun v. Témé johtaa myos ristiriitaan,
silld syt(u,v) = 1. Néin ollen molemmissa tapauksissa paddadyttiin ristiriitaan, joten

Pythagoraan kolmikon (a, b, ¢) on oltava primitiivinen. a

2

Seuraus 6.11. Yieinen muoto Pythagoraan kolmikolle (a,b,c) on

2

a =m(u? — v?),b = 2muv ja c = m(u® + v?),

missi syt(u,v) =1, v < u ja m on positiivinen kokonaisluku.

Kaikki Pythagoraan kolmikot (ma, mb, mc) ovat primitiivisen Pythagoraan kolmikon
(a,b,c) monikertoja, jollain kokonaisluvulla m > 1. Kun loydetéin primitiiviset
Pythagoraan kolmikot, niin 16ydetddn myo6s kaikki Pythagoraan kolmikot n&iden
monikertoina.

Seuraavassa esimerkissé testataan, onko annettu kolmikko Pythagoraan kolmikko.

Esimerkki 6.12. Onko seuraava kolmikko (4961, 6480, 8161) primitiivinen Pythago-
raan kolmikko?

Tarkastellaan ensin, onko lukujen syt(4961, 6480,8161) = 1 ja tdmén jilkeen tes-
tataan toteuttaako kolmikko Pythagoraan lauseen. Jos ndma kaksi ehtoa toteutuvat,
niin kyseesséd on primitiivinen Pythagoraan kolmikko.

Aloitetaan laskemalla lukujen 6480 ja 8161 suurin yhteinen tekiji Eukleideen
algoritmin avulla.

8161 =1 - 6480 + 1681
6480 = 3 - 1681 4 1437
1681 =1 - 1437 + 244
1437 = 5244 4 217
244 =1-217+ 27
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217=8-27T+1
27=27-1

Nyt lukujen suurin yhteinen tekijd on Eukleideen algoritmin mukaan viimeinen
jakojadnnos, joten syt(6480,8161) = 1. Nyt koko kolmikon suurin yhteinen tekijé
saadaan lihteen [3] tehtdvin 1.9 nojalla seuraavalla tavalla

syt(4961, 6480, 8161) = syt (4961, syt(6480,8161)) = syt(4961,1) = 1

eli kolmikko on primitiivinen.
Toteuttaako primitiivinen kolmikko Pythagoraan lauseen, a? + b? = c2.

49612 + 6480° = 66601921 = 81612.

Lause toteutuu, joten kolmikko (4961,6480,8161) on primitiivinen Pythagoraan
kolmikko.

Esimerkki 6.13. Pythagoraan kolmikko (4961, 6480,8161) on primitiivinen Esi-
merkin 6.12 nojalla. Etsitdén kolmikolle Lauseessa 6.9 esitetty esitys lukujen s ja t
avulla. Luku a voidaan esittdd tulona

a = 4961 =41 - 121.
Nyt
s =121 ja t = 41, jolloin syt(121,41) = 1.

Luvut s ja t ovat parittomia, jolloin kaikki Lauseessa 6.9 olevat ehdot luvuille s ja
t tayttyvat. Nyt luku b saadaan kaavalla

s?—7 1217 —41% 14641 — 1681 _ 6480

fry = == 4 .

b 5 5 5 5 6480
Vastaavasti luku ¢ saadaan kaavalla
2, 42 2 2

_ s +t :121 +41 :14641+1681:16322:8161.

2 2 2 2

Nyt lukujen s ja t avulla pééstiin vastaavaan primitiiviseen Pythagoraan kolmikkoon
kuin Esimerkissé 6.12 eli (4961, 6480, 8161).

Etsitddn kolmikolle my6s Lauseessa 6.10 esitetty esitys lukujen u ja v avulla. Luku
b voidaan esittdd tulona

b=6480=2-40-81.
Nyt
u = 81 ja v =40, jolloin syt(81,40) = 1.

Luku u on pariton ja luku v on parillinen, jolloin kaikki Lauseessa 6.10 olevat ehdot
luvuille u ja v tdyttyvat. Nyt luku a saadaan kaavalla

a=nu*—v? =817 — 40> = 6561 — 1600 = 4961.
Vastaavasti luku ¢ saadaan kaavalla

c=u? +v* = 817 + 40? = 6561 + 1600 = 8161.
My6s néin pédstiin primitiiviseen Pythagoraan kolmikkoon (4961, 6480, 8161).
Lause 6.14. Ei ole positiivisia kokonaislukuja x, y ja z siten, ettd

(6.1) zt 4yt =22
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Todistus. Jakamalla tarvittaessa mahdollisella yhteiselld tekijélld, voidaan olettaa
ettid kolmikko (z,y, 2) on primitiivinen. Nyt myos kolmikko (22,42, z) on primitiivi-
nen, jolloin pétee Lauseessa 6.10 esiintyneet kaavat

x2:u2—v2,y2:2uv,z:u2+02,

missé toinen luvuista u ja v on pariton ja toinen parillinen siten, etti syt(u,v) = 1.
Nyt ensimmaéinen yhtélo voidaan kirjoittaa muotoon

z? + v? =
Néin ollen myos kolmikko (z,v,u) on primitiivinen, silld syt(u,v) = 1. Koska x on
pariton, niin Lauseen 6.10 nojalla péitee kaavat

r=u? — v} v="2uv,u=ul+ v,

missd syt(u1,v1) = 1. Nyt luvulle y? = 2uv voidaan laskea uusi kaava lukujen u; ja
v1 avulla.

y? = 2uv = 2(u? + v])(2u1vy) = dugvy (ud +0?).
Nyt luvut wy, v1 ja u; + v; ovat keskenéédn jaottomia ja neliGité, joten

2 2 .2 2 2
up = x1,v1 =y, u] + vy = 29,

joten
ol +yi =2,
Nyt kolmikko (z1,y1, 21) on toinen ratkaisu yhtélolle 6.1 ja
21 <2 =Wl o] =u? <u? +0° =2

Jatkamalla niin saadaan aina pienempid ja pienempid ratkaisua, joka johtaa risti-
riitaan. Néin ollen yht&lslla (6.1) ei ole positiivisia kokonaislukuratkaisuja.
O

Viimeisena lauseena Fermat‘n suuri lause.

Seuraus 6.15. Yhtdldlld
(6.2) at 4t =t
et ole kokonaislukuratkaisuja.

Todistus. Oletetaan, ettd yhtalolléd olisi ratkaisu. Sijoittamalla luvut a = x, b = y ja
¢ = z saadaan yhtils (6.2) muotoon

2yt = 22
jolla ei ole ratkaisua Lauseen 6.14 nojalla. Néin ollen paddyttiin ristiriitaan, joten
yhtalolla a* + b* = ¢* ei ole kokonaislukuratkaisuja. O
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