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Kasvatustiede

Algebran on useissa tutkimuksissa havaittu olevapilaille hankala aihe. Kuitenkin
sen opettamisesta tavanomaista aiemmin on saatunteisid kokemuksia. Tama
tutkimus selvitti viidesluokkalaisten valmiuksia silla muuttujia matematiikassa.
Aiempien tutkimusten mukaan algebran oppimista dtedpia keskeisid seikkoja ovat
muun muassa kyky merkitd muuttuja, kasitys muustajgdeka kyky ratkaista muuttujia
siséltavia tehtavia. Nama seikat olivat perustadtirutkimuksen ongelmille. Lisaksi
selvitettiin yleisia virhetyyppeja, joita esiintypppilaiden ratkaistessa muuttujia
sisaltavia tehtavia. Kiinnostuksen kohteena oli smghjauksen vaikutus oppilaiden
kykyyn kasitellda muuttujia. Tutkimukseen osallis&2 viidesluokkalaista. Tutkittavat
tekivat matemaattista osaamista mittaavan alkuatestiuuttujan merkitsemiskykya
mittaavan testin sekda testin, joka selvitti oppiéan kasitystd muuttujaa merkitsevasta
symbolista ja kykya ratkaista tuntemattomia luksigéltavia tehtavia. Liséksi yhdeksaa
oppilasta haastateltiin. Aineistoa kasiteltin sekdadullisesti ettd maarallisesti.
Tutkimus osoitti, ettd puolet oppilaista kykeneerkitsemé&aan muuttujan. Kaikilla
oppilailla havaittiin olevan kasitys muuttujasta, juntemattomia lukuja siséltavien
tehtavien ratkaiseminen sujui tutkituilta hyvin. @lgilla esiintyi kuitenkin muuttujien
kasittelyyn liittyvia virheellisia kasityksia. Tutkus osoitti lisdksi, ettd tuettuna
oppilaat kykenevat korkeatasoisempaan algebraflisggteluun. Tutkimuksen tulokset
antavat kasityksen oppilaiden valmiudesta algebesh ajatteluun ja auttavat

kehittamaan algebran opetusta.
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Esipuhe

Kiinnostuin algebran oppimisen ja opettamisen kygysista proseminaaritydssani,
joka kasitteli samaa aihetta kuin tama tutkimusttanbieman eri painotuksin. Selvitin
silloin, millainen vaikutus symbolin laadulla onmjaiden kykyyn kasitella muuttujia
matematiikassa. Osoittautui, etta symbolin laadelliasilla, onko symboli esitetty
kuviona vai kirjaimena, ei ollut merkitystd oppdan kykyyn kasitellda muuttujia. Sen
sijaan oppilaiden valmiudet muuttujien kasittelyyolivat yllattavan hyvat, ja
tutkimusaineistosta kumpusi mielenkiintoisia tatestaankin tunnustamia ilmidita. Ol

selvaa, etta samaan aiheeseen syventyminen jathyis tadssé tyossa.

Tassa tutkimuksessa halusin edelleen selvittaa laagen valmiuksia muuttujien
kasittelyyn matematiikassa, mutta lisdksi halusyvespdé tietoa aiheesta. Paatin
selvittdd, kuinka saatu tuki vaikuttaa oppilaidetinviuksiin kasitella muuttujia, minka
vuoksi haastattelu valikoitui uudeksi aineistonkgavaksi. TAman tutkimuksen myota
kasitykseni oppilaiden yllattavan vahvoista valnsigka algebralliseen ajatteluun
vahvistui, ja toisaalta tutkimus teki minulle n&kysi algebran oppimiseen ja

opettamiseen liittyvid ongelmia ja ilmioita.
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1 ONGELMALLINEN ALGEBRA

Tassd tutkimuksessa selvitetdan viidesluokkalaistgpilaiden kykya kasitella
muuttujia matematiikassa. Muuttujat liittyvat algedén, "kirjainlaskentaan”, joka on
matematiikan osa-alue. Algebrassa kasitelladn d&rkuphella yhta tai useampaa
tuntematonta lukua eli muuttujaa, jota kuvataanewn$d kirjainsymbolilla, kun
aritmetiikka keskittyy pelkastaan tunnettujen luj kasittelyyn (Christou &
Vosniadou 2005, 453; Hassinen 2006, 9; Humberst@neReeve 2008, 355).
Opetussuunnitelmassa (2004) algebra esiintyy mdiikara osa-alueena ensimmaisesta
luokasta lahtien. Raja aritmetiikan ja algebran ildl on kuitenkin vaikeasti
maariteltdvissa. Varsinaisesta algebrasta voidaattae esialgebra, johon luetaan
kuuluvaksi muuttujat ja helpot yhtalét. Vaikka egebralliset tehtavat sisaltavatkin
muuttujan, ne ovat rakenteeltaan yksinkertaisi@ajiaistavissa aritmetiikan keinoin.
(Hihnala 2005, 53.) Tama tutkimus selvittdd nimeaam oppilaiden esialgebrallisia

taitoja ennen kuin algebraa on varsinaisesti opetet

Siirtymavaihe aritmetiikasta algebraan on matekeatiiopetuksen kannalta oleellinen,
silla algebra vaatii oppilailta numerolaskuja eneginrabstraktia ajattelua (Hihnala 2005,
64). Algebraa pidetddn matematiikassa tarkean&imdyenutta sen on todettu olevan
oppilaille hankala aihe. Kuitenkin algebran opetsta tavanomaista aiemmin, jopa 8—
9-vuotiaana, on saatu rohkaisevia tuloksia. (Btede Schliemann 2003; Carpenter &
Levi 2000; Carraher, Schliemann, Brizuela & Eatr#306; Duke & Graham 2007,
Earnest & Balti 2008; Freudenthal 1974; Kieran 19®bcGregor & Stacey 1997,
Schliemann, Carraher, Brizuela & Earnest 2003; i8ctdnn, Carraher, Brizuela &
Jones 1998; Swafford & Langrall 2000; Ursini 200Mfarren & Cooper 2005.)
Oppilaiden vaikeudet algebrassa myohemmin koulllaurg toisaalta onnistuneet
kokeilut opettaa algebraa alemmilla luokilla osoitt, etta algebrallisen ajattelun
siséllyttamista alempien luokkien opetukseen tulaiavasti harkita. Tallainen muutos
vaatii tietysti huolellista tutkimusta ja asiaarrgdgymista. (Schliemann ym. 1998, 5.)
Taman tutkimuksen tavoitteena onkin selvittdd, ars#t valmiudet suomalaisilla
viidesluokkalaisilla oppilailla on algebralliseepaieluun, ja olisiko sen perusteella
algebran opetuksen aikaistaminen perusteltua.



Algebran vaikeus oppilaille on todettu useissa oi&@issa tutkimuksissa (Duke &
Graham 2007; Farmaki, Klaoudatos & Verikios 2004&rd¢ovics & Linchevski 1999;
Kichemann 1981; McNeil, Weinberg, Hattikudur, Stphy Asquith, Knuth & Alibali
2010; Schliemann ym. 1998; Ursini 2001; Warren &ofer 2005), ja myds
suomalaisoppilaita koskevat lukuisat tutkimuksetdwat algebran osaamisen heikosta
tasosta. TIMSS 1999 -tutkimuksen tulokset osoittavattd algebra on yksi
seitsemasluokkalaisten matemaattisen osaamisennmaigehdista. Algebraa osattiin
heikommin kuin muita matematiikan osa-alueita jadmyutkimukseen osallistuneiden
OECD-maiden keskiarvoa heikommin. Myds PISA 200@inuksessa ilmeni aukkoja
algebran perustaitojen hallinnassa, vaikka muutérvubtiaiden suomalaisnuorten
matematiikan osaaminen oli hyvalla tasolla. (Kugaiérnroos 2004, 144-145, 151.)
Hihnalan (2005) tutkimus osoittaa lisaksi, ettd dest, seitsemés- ja
kahdeksasluokkalaisten algebran osaamisessa eigl@ueroja, ja etta 6.-9.-luokkien
aikana oppilaiden esialgebran taidot paranivatitiuiita matematiikan osa-alueista
vahiten (Hihnala 2005, 118, 131). Sukupuolten Mlgi ole algebran osaamisessa
havaittu suuria eroja (Hannula, Kupari, PehkoneisdRen & Soro 2004, 172; Hihnala
2005, 121).

Suomalaisnuorten heikon algebran osaamisen odeittatutkimustulosten valossa

lienee selvaa, ettd algebran opetusta tulisi Kehitimika vaatii tietoa oppilaiden

valmiuksista algebralliseen ajatteluun. Konstruktvin hengessa oppilaiden aiemmat
tiedot ja kasitykset on otettava huomioon opetusaem naihin tietoihin ja kasityksiin

tulisi matematiikan opetuksella myds olla vaikudugteino 2004, 21). Tuloksellinen

algebran opetus edellyttéda tietoa oppilaiden aklgabriittamistd virhekasityksista ja

ajattelua rajoittavista virheellisista tulkinnoistBama tutkimus toivottavasti lisda niin

luokan- kuin aineenopettajienkin ja oppikirjantéigien tietoisuutta oppilaiden

algebrallisen ajattelun valmiuksista ja niiden tuksta edellyttavista toimista.

Aiemmat oppilaiden algebran osaamista koskevatntutkset ovat keskittyneet pitkalti
erilaisten opetuskokeilujen ja tarvittaessa avugmt haastattelutilanteiden
tuloksellisuuden selvittamiseen. Suomalaisten p@uislaisten esialgebran taitoja
koskeva tutkimus on vahaista, minka vuoksi tarvitéigda tietoa erityisesti nuorten
suomalaisten oppilaiden valmiuksista algebrallisagtteluun ennen kuin algebraa on

opetettu. Tutkimusten mukaan algebran oppimistadttvia keskeisia seikkoja ovat



muun muassa kyky merkitd muuttuja, kasitys muustajaield tuntemattomana lukuna,
seka kyky ratkaista tuntemattomia lukuja sisaltetitavia (Carpenter & Levi 2000, 5;
Duke & Graham 2007, 44-45; Schliemann ym. 1998, Ma)na seikat ovat perusta
taman tutkimuksen ongelmille. Liséksi selvitetddmisya virhetyyppeja, joita esiintyy

oppilaiden ratkaistessa muuttujia sisaltavia taltdwseka ohjauksen vaikutusta

tutkittavan kykyyn kasitella muuttujia.



2 ARITMETIKASTA ALGEBRAAN

2.1 Koulualgebran perinteité ja kaytantoja

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteiden (20088, 111) mukaan
viidesluokkalaisen tulisi kyeta ratkaisemaan yhtalga epayhtéalditéa paattelemalla,
mutta laajemmin algebraa kasitellaén vasta 6.-¢kila. Esimerkiksi muuttujan kasite
tulee oppilaille tutuksi vasta tuolloin. Perinted8ealgebran opetus aloitetaan tutkimalla
yhden muuttujan malleja, harjoittelemalla yhden ttwjan yhtaléiden ratkaisemista ja
nain opitaan manipuloimaan muuttujia sisaltaviasékkeita. Perinteinen algebran
opetus on kuitenkin katsottu ongelmalliseksi ogmlgmmarryksen kannalta. (McNeil
ym. 2010, 626.) Algebran on todettu nayttaytyvanpilagle merkityksettomana
saantdihin ja toimintatapoihin takertumisena ja kghen manipuloimisena.
(Herscovics & Linchevski 1994, 60; Kiichemann 19HI18).

Algebran sijoittumista opetussuunnitelmaan ja peirsta algebran opetuksen
jarjestamista onkin kritisoitu. Leinon (2004) mukakapsen matemaattisen ajattelun
kehittymisen jarjestys seka koulumatematiikan perset sisdllot ja kaytannot
ovat "valtaosin pelkk&aa luulottelua” (Leino 20046)2 Toisaalta on esitetty, etta
algebran hankaluus oppilaille saattaa johtua siigttd alempien luokkien

opetussuunnitelman tarjoamat sisallot ovat turlagalliset (Schliemann ym. 2003, 128).
Oppilailla siis saattaisi olla valmiuksia enempdank kuin  mita nykyinen

opetussuunnitelma olettaa ja mihin nykyiset koukdiytannot keskittyvat. Muutokset
algebran opetuksen kaytannoissa vaativat kuitenktévia ennakkotietoja oppilaiden

algebrallisesta ajattelusta, ja tAman tutkimuksenitteena onkin niitd osaltaan tarjota.

2.2 Konstruktivismi algebran opetuksessa

Konstruktivistinen oppimiskasitys korostaa oppijamempien tietojen ja kokemusten
merkitystd uuden oppimiselle. Konstruktivismiinttiyly oppilaiden ennakkokasitysten
huomioon ottaminen, silla naiden ennakkokasitystmassa oppija konstruoi opetuksen
sisallét. (Rauste-von Wright, von Wright & Soini@) 162, 169.) Oppija siis oppii
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suhteessa aikaisempaan tietoonsa. Koska oppijaraisaikmalla tiedolla on
konstruktivistisen oppimiskasityksen mukaan oleneaiosa oppimisessa, aikaisemman
tiedon esille saaminen ja opetuksen mukauttaminleanson tarkea osa opetusta (Leino
2004, 4, 21). Erityisesti algebran opetuksen jairomen ongelmallisuuden vuoksi
oppilaiden toimintamenetelmét ja ajattelun tasot hmomioitava entistd tarkemmin
(Kichemann 1981, 118). Siten konstruktivistinen ekigmistapa sopii algebran

opetuksen ja oppimisen kysymysten tarkasteluugigei hyvin.

Konstruktivistisen oppimiskéasityksen keskeinen idem, ettd oppija ei ole
oppimistilanteeseen tullessaan tyhja taulu, vagulagdla on jo kokemuksia ja ajatuksia
opittavasta asiasta (Rauste-von Wright ym. 2003).16simerkiksi kirjainten ja muiden
merkkien kayttd on oppilaille tuttuja jo muista ghksista (Stacey & MacGregor 1997,
110). Mielekkdan algebran opettaminen vaatii opg#ia aiempien tietojen ja
kokemusten huomioimista. Opettajan on osattava kenda, millaisia kasityksia
oppilailla kasiteltdvastd aiheesta todenndkdisesti Kun muistetaan algebran
oppimisen ongelmallisuus, on erityisesti huomiatavettd oppilaiden aiemmat
kokemukset voivat myds rajoittaa oppimista. (ClaustVosniadou & Vamvakoussi
2007, 285; Leino 1993, 1, 6.) Konstruktivistinen popiskéasitys soveltuu tadman
tutkimuksen kehykseksi erityisen hyvin, silla tutkiksen tavoitteena on selvittda
oppilaiden valmiuksia algebralliseen ajatteluun rjuennen varsinaisen algebran
opetuksen alkamista. Siten tama tutkimus tukee tkaktsvistista tavoitetta huomioida
oppilaiden ennakkotiedot opetuksessa.

2.3 Siirtyminen aritmetiikasta algebraan

Algebra, ’kirjainlaskenta”, on matematiikan osae&lujoka liittyy tuntemattomien
lukujen eli muuttujien kasittelyyn. Algebraa voidaleuvata matematiikan kieleksi, jolla
iimaistaan lukujen valisia suhteita symbolisia niet&tapoja hytdyntden. Kun algebra
keskittyy tuntemattomien lukujen kasittelyyn, arétikassa puolestaan kasitellaén vain
tunnettuja lukuja. Algebra voidaankin nahda aritiken yleistyksena. (Carraher ym.
2006; Christou & Vosniadou 2005; Hassinen 2006; Herstone & Reeve 2008;
Koellner, Pittman & Frykholm 2008/2009; MacGregor ®tacey 1999; Malisani &
Spagnolo 2009; Pitts Bannister & Wilkins 2007/20@3avit 1998/1999; Tent 2006.)
Linchevski jakaa algebran tarkemmin viiteen osaedeen, jotka liittyvat muuttujiin ja
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algebrallisten lausekkeiden sieventamiseen, ylaisgen, algebrallisiin rakenteisiin,
yhtal6ihin ja sanallisiin tehtaviin (Linchevski 199115).

Varsinaisesta algebrasta voidaan erottaa esialg¢tka on vélivaihe siirryttdessa
aritmetiikasta algebraan (Linchevski 1995, 119)sihlr (2001) liittd&d esialgebraan
kokemukset, joiden kautta oppilaat saavat kasitykatgebran keskeisistd ideoista
ennen varsinaista algebran opetusta (Ursini 200R).2Hihnalan (2005) mukaan
esialgebraan kuuluvat muuttujat ja helpot yhtasialgebralliset tehtavat sisaltavat
muuttujan, mutta ne ovat rakenteeltaan yksinke#aja ratkaistavissa aritmetiikan
keinoin. (Hihnala 2005, 53.) Linchevski (1995)thi# esialgebraan aina numeerisen
kontekstin. Esialgebrassa kasitelladn hénen mukaagmieistyksia ja algebrallisia
rakenteita numeerisessa kontekstissa ilman vaatmsnbolien manipuloinnista el
lausekkeiden muuntamisesta toiseen muotoon niidesinkertaistamiseksi. Myos
Linchevski siséllyttaa esialgebraan yhtal6t, joidessalta keskitytddn lukujen
korvaamiseen kirjainmerkinndéilla seka yhtaldidensikélyyn, ratkaisemiseen ja
muodostamiseen. Sanallisten tehtavien ratkaisussalgebran idea on vieda
ratkaisutapoja aritmeettisesta esialgebralliseemojpaulta algebralliseen kehottamalla
oppilaita ajattelemaan pidemmalle. (Linchevski 19955-118.) Tasséa tutkimuksessa
keskitytddn nimenomaan oppilaiden esialgebran osasam Esialgebra nahdaan
Hihnalan ja Linchevskin maaritelmia mukaillen alggab esiasteena, jossa kasitellaan
muuttujia numeerisessa kontekstissa. Vaatimustébslyem manipuloinnin hallinnasta
ei ole, vaan esialgebralliset tehtavat, joita myasan tutkimuksen tehtavat ovat,

voidaan ratkaista paattelemalla ja aritmetiikam&ei.

Aritmetiikasta algebraan siirtyminen asettaa opgéa ajattelulle useita haasteita.
Ensinnakin algebra vaatii aritmetiikkaa enemmarnraksa ajattelua (Hihnala 2005, 64).
Esimerkiksi negatiivisten lukujen kayttoonotto arétiikasta algebraan siirryttdessa
nostaa tehtavien abstraktiotasoa ja siten aiheopadaille suuria ongelmia (Gallardo
2002 ja Vlassis 2002, ks. Hihnala 2005, 46). Tase&ppilaiden tulee kyeta
kasittelemaan heille usein merkityksettomid syndali esityksid matemaattisina
objekteina ja suorittamaan néille objekteille opdita, joiden tulos ei ole numeerinen.
Algebran historiassa tama kehitys vei vuosisatajatta oppilaiden oletetaan
omaksuvan asiat suhteellisen nopeasti. (Kieran ,1892.) Kolmanneksi oppilaiden

tulee omaksua algebran symbolinen kieli, joka eroppilaille tutusta aritmetiikan
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kielesta. Aritmetiikassa oppilaat ovat tottuneetkasemaan ongelmia tavalliseen
kieleen pohjautuen ja saamaan yksikasitteisen, adsem vastauksen (Malisani &
Spagnolo 2009, 20). Aritmetiikan sanalliset iimaatk&kuten "yhteensa”, "vahemman”
tai "saadaan” ovat oppilaille tuttuja ja niihin pstuen ongelmia on helpompaa ratkaista
kuin abstrakteihin algebrallisiin rakenteisiin nafaen. Lisaksi sanalliset ilmaukset ovat
luotettavampia, silla niihin tukeutuessaan oppil@kievat vahemman virheitd ja ovat
herkempia huomaamaan ja korjaamaan mahdolliseeetirhAlgebran abstrakti kieli
puolestaan vaatii oppilaille vAhemman tuttujen sglisken ilmausten, kutem ja =,

merkitysten muistamista. (Koedinger, Alibali & Nath2008, 368, 389-390.)

Siirtymavaihetta aritmetiikasta algebraan on kuvattonin termein. Filloy, Rojano ja
Solares (2010) puhuvat didaktisesta kuilustialgctic cuj, joka ilmenee, kun oppilaat
kohtaavat ensimmaista kertaa algebrallisen ongeljagoutuvat rakentamaan uusia
merkityksid aritmeettisille objekteille ja operamlie (Filloy, Rojano & Solares 2010,
59). Tahan liittyy laheisesti kasite kognitiivinekuilu, joka viittaa oppilaan
kykenemattomyyteen kasitella muuttujia spontaarflstichevski & Herscovics 1996,
39). Myos kognitiivisen konfliktin kasite, joka tiaa ongelmanratkaisuun liittyvaan
ristiriita- ja epéatasapainotilaan, voi auttaa ymi@E@EAn  siirtymavaiheen
ongelmallisuutta (Haapasalo 2004, 85). Siirtymastieh aritmetiikasta algebraan
voidaan kuvata myds proseduraalisen ja struktseali tiedon nakokulmasta.
Proseduraalinen tai operationaalinen viittaa amtis&in operaatioihin, joita suoritetaan
luvuille ja tulokseksi saadaan lukuja. Esimerkiksiun sijoittaminen lausekkeeseen tai
yhtal6én on proseduraalinen toiminto. Tarkeda omniata, ettd tassd operaatiot
suoritetaan luvuille eika algebrallisille objekteilSen sijaan strukturaalinen nakdékulma
algebraan edellyttdd operaatioiden suorittamistgelahllisille rakenteille, kuten
sievennettaessa algebrallisia lausekkeita, jastaesiseke muuttujalla tai ratkaistaessa
yhtal6 algebrallisin keinoin. Tulos ei nyt ole nugn@en, vaan algebrallinen lauseke.
Ymmartadkseen algebraa oppilaiden tulee kyetd ymidgén ajattelussaan
proseduraaliselta strukturaaliselle tasolle. Oppilacivat enaa voi operoida
algebrallisilla lausekkeilla ja yhtaloilla kuten viuilla, vaan heiddn on opittava
nakemaan ne algebrallisina objekteina. (Kieran 1892-393.)

Aritmetiikasta algebraan siirtymisen hankaluuttadaan selittdd myods kasitteellisen

muutoksen teorialla (Christou & Vosniadou 2005, ¥3&sitteellinen muutos viittaa
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tilanteeseen, jossa oppijan aiempi tietdmys onriigtssa opittavan tiedon kanssa.
Tyypillistd on myds, ettd aikaisempi ajattelu edtidajoittaa muutosprosessia. Talldin
uuden asian omaksuminen vaatii kasitteellistda natato(Christou ym. 2007, 285;
Merenluoto & Lehtinen 2004, 303.) Siten algebrapiopsen ongelmallisuus ei selity
pelkastddn aiheen monimutkaisuudella tai abstrdddia, vaan sita voi selittdd myos
oppilaan aiemman tiedon luonne (Merenluoto & Ledir2004, 304). Koska useissa
tutkimuksissa on havaittu algebraan liittyvan mdaesm virheellisia kasityksia ja

ajattelumalleja, voi algebran menestyksellinen oppen hyvinkin vaatia kasitteellista
muutosta. On myds havaittu, etté oppilailla esuatyirheelliset k&sitykset ovat melko
pysyvia ja vastuskykyisia uudelle tiedolle (Mereottu & Lehtinen 2004, 302, 315).

Naihin virheellisiin kasityksiin vaikuttaminen op#isen keinoin vaatii tietoa niista ja

niiden yleisyydesta oppilailla.

2.4 Esialgebran erityiskysymyksia

2.4.1 Uusi merkitys tutuille symboleille

Kuten jo aiemmin on todettu, algebra on oppilatignkala aihe. Lisaksi algebraan
littyvat virhekasitykset nayttavat olevan melkospyid ja hankalasti muutettavissa
(Christou ym. 2007, 286; Merenluoto & Lehtinen 200302, 315). Nama
vaarinkasitykset ja virheelliset tulkinnat juontyaurensa aiemmista kokemuksista,
jotka saattavat olla algebran oppimisen kannaltgenallisia (Stacey & MacGregor
1997, 110). Erityisesti oppilaiden kokemukset lstai aritmetiikassa vaikuttavat
voimakkaasti siihen, kuinka oppilaat tulkitsevatndpleita algebrassa. Niinpa algebran
opetuksen alkaessa oppilaat kohtaavat kaksi hamkelstavaa: heidan on annettava
merkitys uusille symboleille ja uusi merkitys syndille, jotka ovat tuttuja
aritmetiikasta. (Christou ym. 2007, 288, 296.) Algessa oppilaiden muissa yhteyksissa
oppimat symbolien kayttotavat eivat valttdmatta deméimi sellaisinaan. Normaalit
kielioppisaannot eivat pade algebrassa, eika agekeinoin voida ilmaista kaikkea,
mitd oppilaat haluaisivat sen ilmaisevan. Algebrgbsntuo mukanaan uudenlaisia
merkint6ja, joihin aiemmin opitun soveltaminen jaftvirheisiin. Esimerkiksi h10
tarkoittaisi roomalaisten lukujen mukaisesti tuikita kymmentda enemman kuin h.
Algebrassa tulkinta ei kuitenkaan enaa toimi. (Maegdr & Stacey 1997, 12; Stacey &
MacGregor 1997, 110-111.)
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Algebrassa oppilaat kohtaavat monenlaisia uusia belian  kaytto- ja
merkitsemistapoja. Oppilaille ei ole esimerkiksivad, ettd vaikkapa5tarkoittaa 5
kertaax, eikd yhteenlaskua tai paikkalukua (Stacey & Mager 1997, 110; Matteson
2010, 91-92). Talloin jos oppilasta kehotetaantgmaany:n paikalle 3 lausekkeeseen
2y, oppilas vastaa virheellisesti 23 (Christou ym02®286; Hassinen 2006, 88). Tahan
vaarinkasitykseen liittyy laheisesti luulo siit&féeilman kerrointa esiintyvd symboli
tarkoittaa aina yhtd numeroa (Stacey & MacGreg®71211). Talloin esimerkiksi x ei
voi olla 21, vaan sen on oltava jotakin valilla 0®iseksi oppilaille ei ole itsestaan
selvaa, etta jos sama muuttuja esiintyy lausekke@seamman kerran, sen taytyy
tarkoittaa samaa lukua (Duke & Graham 2007, 45hil@at saattavatkin antaa samassa
tehtavassa useamman kerran esiintyvalle symbelillarvot. IImio saattaa olla peraisin
aiemmin kaytetyistd muuttujaa koskevista tulkintenisOppilaat ovat mahdollisesti
ratkaisseet tehtavid, joissa sama symboli esittdékilukuja, kuten tehtavassa "Keksi
kaikki tavat, joillall + [ = 10. (Warren & Cooper 2005, 69.) Toisaalta eriuttujat
voivat kylla saada saman arvon, mika on oppilaibnkalaa kasittaa: Kun erédéssa
tutkimuksessa 6.—8.-luokkalaisilta oppilailta kyégt "Onkoh + m+n=h+p +n
totta aina, joskus vai ei koskaan?”, kuudesluokkedta alle kolmannes vastasi oikein,
ja kahdeksasluokkalaisistakin alle puolet. (Steg2005, 96-97.)

Oppilaiden tapoihin maarittdd arvo muuttujalle tyyt monenlaisia virheellisia
kasityksia. Oppilaat saattavat kuvitella, ettd nwjatsaa arvon 1, ellei toisin maatritella.
llIman kerrointa esiintyvan muuttujan oppilaat saedt myos tulkita arvoksi 1, mika
saattaa juontua siitd, etta ilman kerrointa esidiykirjaimen on opetettu tarkoittavan
samaa kuin Kkirjain kerrottuna yhdella. Vanhemmitippilailla sekaannusta saattaa
aiheuttaa tieto siita, ettd = 1. (Darley 2009, 460; MacGregor & Stacey 199¥111.)
Lisaksi oppilaiden tapaan maéaarittdd muuttujan avaduttaa algebrallisen objektin
muoto, kuten miinusmerkin tai toisen luvun esiiniyen objektin yhteydessa.
Oppilailla on my6s taipumus tulkita symbolit luorigksi luvuiksi. (Christou &
Vosniadou 2005, 455.)

2.4.2 Laajempi lukukasitys

Aritmetiikassa oppilaat ovat tottuneet tietynlamstelkujen kasittelyyn. Oppilaat ovat

tottuneet operoimaan l&hinna pienilla kokonaisliaui mink&d vuoksi he ovat
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epavarmoja, toimivatko opitut asiat myos suurillavdilla, desimaaliluvuilla tai
murtoluvuilla. Esimerkiksi desimaalilukuja sisalgawhtald saattaa tuottaa oppilaille
suuria vaikeuksia, vaikka kokonaislukuja sisaltawdnalon he ratkaisivat helposti.
(MacGregor & Stacey 1999, 82.) Oppilailla onkirptainus tulkita kirjainsymbolit vain
luonnollisiksi luvuiksi esimerkiksi rationaali- taiesimaalilukujen sijaan, mika saattaa
haitata oppilaiden my6hempaa algebrallisen ajattkkhitysta. Myds negatiiviset luvut
algebrassa tuottavat oppilaille hankaluuksia. TNigeisti oppilaat ajattelevat, etta
esimerkiksia ei voi saada negatiivisia arvoja ja vastaavastipesitiivisia arvoja.
(Christou & Vosniadou 2005, 454-455, 457).

Aritmetiikassa luonnollisten lukujen joukossa yhikua vastaa tdsmalleen yhdenlainen
symbolinen merkinta. Jokainen numero esittda vaia yrvoa ja eri symbolit esittavat
eri arvoja. Lukualueen laajentuessa reaalilukuirsamalle luvulle [6ydetaan
monenlaisia symbolisia esityksia. Esimerkiksi 2 /2 & 32/16 =V4. Kuitenkaan eri
numerosymbolit eivat voi tarkoittaa samaa lukuagedrassa sen sijaan symbolia vastaa
sarja lukuja ja eri symbolit voivat tarkoittaa sambukua. Lisaksi aritmetiikassa
luonnollisilla luvuilla on jarjestys, kun taas algyassa symboleille ei voida maarittaa
jarjestysta esimerkiksi aakkosjarjestyksen muk@@hristou & Vosniadou 2005, 453—
454; Christou ym. 2007, 288.) Tasta aritmetiikarajgebran eroavaisuudesta seuraa,
ettd jotkut oppilaat yhdistavat virheellisesti &irjsymbolin sen jarjestyslukuun
aakkosissa. Silloin esimerkiksi h-kirjaimelle araeet arvo 8, silla se on aakkosten
kahdeksas kirjain. Kirjaimen arvon maaradaminen asjéjestyksen perusteella saattaa
juontaa juurensa palapeleista tai oppilaiden legé@in kayttamista salaisista koodeista.
Myds joissakin oppikirjoissa kaytetddn aakkoskoadghtavien tarkastuksen apuna.
Liséksi esimerkiksi tehtavien nimet (1(a), 1(b)c)l{ne.) oppikirjoissa vahvistavat
mielikuvaa aakkosista ja niitd vastaavista lukueteo (Kichemann 1981, 106;
MacGregor & Stacey 1997, 13; Slavit 1998/1999, 266cey & MacGregor 1997,
110-112.)

2.4.3Kasitys yhtasuuruudesta
Yksi keskeisimmistd algebran oppimista vaikeuttavisekijoista on puutteellinen

kasitys yhtasuuruudesta. Yhtasuuruus voidaan Eastiperationaalisesti tai relaationa,

ja ndaista relationaalinen kasitys on tavoitelta8a. tarkoittaa ymmarrysta siita, etta
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yhtasuuruusmerkki viittaa kahden lausekkeen vatisdggasuuruuteen, tdsmallisemmin
ekvivalenssirelaatioon. Operationaalinen kasitysolgstaan ilmenee, jos oppilas
ajattelee yhtasuuruusmerkin tarkoittavan kehotisstarittaa laskutoimitus tai antaa
vastaus. Operationaalinen kasitys on hyvin yleindBrdassa tutkimuksessa
kuudesluokkalaisista 58 % tulkitsi  yhtasuuruuden eraponaalisesti, ja
kahdeksasluokkalaisistakin viela 45 9%. Vastaavastiationaalinen kasitys on
harmillisen harvinainen, vaikka sen on todettu bttjvat algebran oppimista. (Knuth,
Alibali, Hattikudur, McNeil & Stephens 2008, 515-&)

Operationaalisen kasityksen yleisyys selittyy opgién kokemuksilla aritmetiikasta.
Aritmetiikasta oppilaat omaksuvat algebran kannalteyelmallisen rakenteen, jossa
operaatiot ovat yhtalén vasemmalla puolella, jaaws oikealla puolella. Tasta seuraa,
ettd oppilaat saattavat suorittaa laskutoimituksshille tehtavassa esiintyville luvuille
ja kirjoittaa vastauksen tyhjaan ruutuun, kutendettssa 2 + 3+ 4 + 5 =__ (Carpenter &
Levi 2000, 7, 12-13; Knuth ym. 2008, 516; MacGre§ostacey 1999, 79; McNeil &
Alibali 2005, 884, 887; Stacey & MacGregor 199714112.) Strategia ei tietenkdan
toimi enaa, kun yhtdlén rakenne on monimutkaisempiaatii yhtasuuruusmerkin
tietoista huomioimista, kuten tapauksessa 2 + 3 #+ & = _ + 1. Strategian
rajallisuudesta raportoi esimerkiksi Hihnala (2006)n kuudesluokkalaisilta kysyttiin
vastausta tehtdvaan 8 + 4 = [ ] + 5, yksikdan &arart oikeaa vastausta, vaan ilmoitti
tulokset 12 tai 17 (Falkner, Levi & Carpenter 1998, Hihnala 2005, 47). Siten
yhtasuuruusmerkin huoleton kéayttd aritmetiikassadaitelee oppilaita luuloon, etta
yhtasuuruusmerkki tarkoittaa "saadaan”, "tulos ottgsta tulee” tai muuta sellaista,
mika on ongelmallista, kun vuosia kestdneesta atitkan opetuksesta siirrytdén
algebran opetukseen (Hassinen 2006, 97; Knuth ¥98,2516; MacGregor & Stacey
1999, 79; Schliemann ym. 1998, 4).

Tavallista on myds, etta oppilaat ketjuttavat |dakeekkeita perakkaisten
yhtasuuruusmerkkien avulla, kuten tapauksessa 2 5 31 = 4 (Hackbarth & Wilsman
2008, 124; Hihnala 2005, 76, 133-134; Knuth ym.&@19). Oppilaat ovat tottuneet
lausekkeiden ketjuttamiseen aritmetiikassa, ja @gmiit laskinta kaytettaessa, mutta
algebrassa se on ongelmallinen tapa etenkin ytdatatkaistaessa (Hihnala 2005, 76,
133-134; MacGregor & Stacey 1999, 79). Lausekkeldgjuttamista esiintyy kuudes-
ja seitsemasluokkalaisista yli puolella, mutta yheitta luokilla tdma aritmeettinen
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ajattelu vahenee. On huomattava, ettd vaikka |&esddén ketjuttaminen onkin
virheellinen merkintdtapa, se ei valttamatta keroppilaan kehittymattomasta
algebrallisesta ajattelusta. Oppilas saattaa kyettkaisemaan tehtavan oikein
ketjuttamisesta huolimatta. (Hihnala 2005, 76, 133} Matteson 2010, 93.)

2.4.4 Aritmeettisten keinojen soveltaminen

Algebran menestyksellinen oppiminen vaatii riitiivietoja aritmetiikasta. Esimerkiksi
yhtaldiden ratkaisu perustuu yhtasuuruuden ohellaujen ja laskutoimitusten
ominaisuuksiin. Siten oppilailla tulee olla lukujgn laskutoimitusten ominaisuuksista
aritmetilikassa vankka kasitys, jotta ne muodostavidtavan pohjan algebran
oppimiselle. (Darley 2009, 460; Dettori, Garuti &rut 2001, 192; Tent 2006, 25.)
Vaikka algebran oppiminen vaatii riittdvaa aritmietn hallintaa, aritmeettiset keinot
johtavat toisinaan algebrassa ongelmiin. Purkanaitesiia (nwinding strategyon yksi
ongelmallinen aritmeettinen lahestymistapa algébial tehtaviin ja ilmentaa
rajoittunutta kasitysta yhtaldiden rakenteestak&®umisstrategia tarkoittaa tyoskentelya
takaperin vastauksesta tuntemattomaan, jolloinlapmioi sanallistaa yhtalon ”j — 2 =
16" muotoon "Niitylla oli 16 + 2 lehmaa” (Humberste & Reeve 2008, 355-356, 359;
Kieran 1992, 393.) Purkamisstrategia voi johtaaaikatkaisun saavuttamiseen, mutta
sen rajallisuus ilmenee esimerkiksi, kun muuttugangyy yhtaléssa useammin kuin
kerran (Koedinger ym. 2008, 370).

Aritmetiikan kieli eroaa algebran symbolikielesién®, etta se keskittyy vastauksiin,
kun taas algebran kieli suhteisiin (MacGregor & c8ia 1999, 79). Aritmeettisiin
tehtaviin on usein selkeda numeerinen ratkaisu. #kge keskeinen idea sen sijaan on
tuntemattomien tai yleisten lukujen kuvaaminenadaurgymbolein ja laskutoimitusten
suorittaminen niilla. Oppilaille on vierasta, ettaikka itse laskutoimitus merkitaan,
vastaukseksi ei aina saada lukua. (Hassinen 2@06T 8lI6in tehtdva saattaa oppilaasta
nayttaa vield keskeneraiselta tai puutteellisélppilaat eivat mielelladn hyvaksykaan
tuntemattomia lukuja sisaltavia algebrallisia lddssta lopullisiksi vastauksiksi (Collis
1975, ks. Christou ym. 2007, 286). Sen sijaan rarit alkeellisesti kasittaville
oppilaille on tyypillistd maarittda jokin arvo muwjalle, jotta he saavat numeerisen

vastauksen algebrallisen lausekkeen sijaan. (Kuiahart981, 113).
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2.5 Muuttujan merkitseminen

Muuttujan esittdminen symbolina on yksi algebraskigsista ideoista (Kieran 1992,
393). Kirjainten kayttd muuttujan merkitsemiseksn &uitenkin ollut vaikea aihe
aloitteleville algebran opiskelijoille (Kieran 199151). Siirtyminen verbaalisesta
kielestd symboliseen kieleen tuottaa vaikeuksiatyisesti heikoille oppilaille.
Symboliseen kieleen siirryttdessa ilmaisua tuléastdd, valita muuttujat ja pohtia,
mitka niista jo tunnetaan. Lahjakkailta oppilaitéena sujuu usein lahes automaattisesti,

kun taas heikoille oppilaille vaihe tuottaa suwrgelmia. (Yrjonsuuri 2004, 119.)

Oppilaille aiheuttaa hankaluuksia operoida sellaiksun kanssa, jota ei tunneta. He
haluaisivat tietda luvun tai arvaavat sen. Esinksikihnalan (2005) tutkimuksessa 6.—
9.-luokkalaisista 28,1 % korvasi muuttujan numevalla tehtdvassa, jossa piti
muodostaa suorakulmion alan lauseke (Hihnala 2@08B;-109). Oppilaat ratkaisevat
tehtavan ennemmin mielessaan pohtimalla kuin syejaByttamalla. (Schliemann ym.
1998, 11). He pyrkivéat laskemaan, vaikka tehtavissdettaisiin vain merkitsemaan.
Aluksi oppilaat jopa pyrkivat valttamaan symbolisiammauksia. (Hassinen 2006, 87.)
Ongelmien taustalla saattaa olla vaikeus loytadaised symbolia, joka ei millaan

tavalla ilmaisisi sen mahdollisia arvoja tai tekisiistd virheellisid oletuksia

(Schliemann ym. 1998, 3).

Schliemann ym. (1998) selvittivat tutkimuksessaalmasluokkalaisten esialgebrallisen
ajattelun valmiuksia ennen algebran opetusta. fmuksen mukaan kolmasluokkalaiset
kykenivat kehittamaan merkintdtavan ilmaisemaan ttojia, vaikkakin tdmé vaati

useimpien oppilaiden kohdalla haastattelijan tukdk vain pieni osa oppilaista kykeni
ratkaisemaan tehtavat itsendisesti. Tehtavat wsiat melko vaikeita: niiden rakenne
edellytti muuttujan sijoittamista yhtalon molemmpuolin. Haastattelijan tukemana
oppilaat merkitsivat muuttujaa jonakin muotona, meydhemmin yksi tutkittavista

kykeni itsendisesti soveltamaan oppimaansa menkitsapaa. (Schliemann ym. 1998,
11, 14-16.) MyOs muut tutkimukset vahvistavat kétéd, etta oppilaat kykenevat
esittdmaan muuttujan kuvioina, muotoina tai kirjsnanainakin ohjatusti (Carpenter &
Levi 2000; Carraher ym. 2006). Aina tosin ei taavibhjaustakaan: Eraassa

tutkimuksessa 8-vuotiaat oppilaat keksivat itse kit@&rmuuttujaa kysymysmerkilla
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laatikossa (Warren & Cooper 2005, 62). Kysymysmerkésiintyy lasten
merkitsemistavoissa usein (Brizuela & Schlieman®3a40; Carraher ym. 2006).

Muuttujan merkitseminen jollakin kuviolla, muodollai muulle oppilaille luontaisella
tavalla voi olla aloittelevalle algebran oppijaflepiva keino (Lannin, Townsend, Armer,
Green & Schneider 2008, 482). Astetta edistyneemapa on ilmaista muuttuja
lyhenteella, sanalla tai useammalla sanalla. Hasgi8006) mukaan tama keino on 7-
luokkalaisten keskuudessa yleinen ennen kuin mjamttnerkitsemiseen on annettu
ohjeita (Hassinen 2006, 86). Edistyneimpana tapaaeitd muuttujaa voidaan pitaa
kirjainsymbolia. Sen kayttd ei ole algebraa opihlékaan itsestaan selva. Kun
tutkijat esittivat yli kahdelle tuhannelle 11-15etiaalle oppilaalle tehtavan: "David on
10 cm pidempi kuin Con. Con dncm pitkd. Kuinka voit kirjoittaa Davidin pituudeh?
oikeiden vastausten maara oli yllattavan alhainensimmaisen vuoden algebran
opiskelijoista puolet vastasi oikein ja kolmannamgljannen vuoden opiskelijoistakin
vain 75 % tiesi oikean vastauksen. Kun sama kysyesigettin 11-12-vuotiaille
oppilaille, joille ei ollut opetettu algebraa, olgsta kaksi kolmasosaa jatti taysin
vastaamatta. Vastanneista 14 oppilaasta vain yksoteoii oikean lausekkeen.
Vastanneista kolmannes osoitti, ettei ymmarra tetitdainkaan. Sen sijaan lyhyen
opetusjakson jalkeen tulokset paranivat. Oikeidestausten maara nousi parista
prosentista yli kolmannekseen ja vaarin vastanaldistoppilaista neljannes oli yrittanyt
kayttdd muuttujaa. Naissa tutkimuksissa oppilakkgyttamia virheellisia ratkaisutapoja
olivat esimerkiksiC + 10 =D ja h = h + 10. Jotkut antoivathlle arvon 8
aakkosjarjestyksen mukaan, kun osa sijditih paikalle pituudeksi sopivan luvun.
Liséksi oppilaat kayttivat roomalaisiin lukuihin npstuvaa merkintddhl0. Osa
oppilaista esitti kysytyn lausekkeen uudella myatta. (MacGregor & Stacey 1997, 6—
7, 12-13; Stacey & MacGregor 1997, 110, 112.) Myait sisaltavan lausekkeen
muotoileminen ei siis naytd olevan helppo tehtéxgikka symboli olisikin annettu

valmiiksi, kuten esimerkkitehtavassa.

Myds Hihnalan (2005) tutkimus vahvistaa kasitysit#i,settd algebrallisen lausekkeen
muodostaminen on oppilaille hankalaa. Tehtavastsg piti muodostaa tuntemattoman
luvun sisaltdva suorakulmion alan lauseke, suari2fti % kuudesluokkalaisista, 11,4
% seitsemasluokkalaisista, 24,9 % kahdeksasluoiskst ja yhdeksasluokkalaisistakin

vain 22,5 %. Edella mainitun Staceyn ja McGregdiayttdman tehtdvan kaltainen
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monivalintatehtava, jossa piti tunnistaa pojan yaiien lauseke, ei myodskaan sujunut
ongelmitta. Oikein vastasi kuudesluokkalaisista93% ja yhdeksasluokkalaisistakin

alle puolet. Vastaavanlainen tunnistamistehtavégsgaiti tunnistaa luonnollisen luvun

seuraaja, sujui paremmin. Siind 58 % kuudesluokkiata vastasi oikein. (Hihnala

2005, 109.)

Kuitenkin nuorempia oppilaita tutkittaessa on saetbkaisevia viitteitd siitd, etta
oppilailla on valmiuksia kehittdd merkintdtapa ntujalle spontaanisti tai ohjattuna.
Brizuelan ja Schliemannin (2003) tutkimuksessa astliokkalaiset (9—10-vuotiaat)
olivat osallistuneet toiselta luokalta alkaen vitkain esialgebraa kasitteleviin
tuokioihin. Neljdnnen luokan lopussa oppilaistarsuwsa, 78 %, teki algebralliseen
ongelmaan kuvallisen ratkaisun, kolmannes sisélhigtkaisuunsa yhtalén ja 39 %
kaytti ratkaisussaan kirjainta kuvaamaan yhta taeampaa tuntematonta lukua.
Opetuskokeilun jalkeen tutkituista 18 oppilaasta k8ytti haastattelutilanteessa
esitetyssd ongelmassa kirjainta kuvaamaan muuttuj@gd muodosti ongelmasta
taydellisen yhtalon ja kahdeksan oppilasta ratkaisiavan oikein. Tosin algebrallisten
menetelmien kayttd yhtalon ratkaisemiseksi oli asta. Tutkijoiden mukaan noin
kolmannes oppilaista oppi jakson aikana kayttam@#@#alod algebrallisten ongelmien
ratkaisussa. (Brizuela & Schliemann 2003, 140, 1425

Tassa tutkimuksessa on huomioitava, etta tutkittaigiat luultavasti ole saaneet
muuttujan merkitsemiseen liittyen opetusta. Muattukasite tulee esille vasta 6.-9.-

luokkalaisten opetuksessa (Perusopetuksen opetustelman perusteet 2004).

2.6 Kasitykset muuttujaa merkitsevasta symbolista

Perinteinen tapa opettaa algebraa on keskittyrtilpi symbolien manipuloimiseen,
mika on Kkuitenkin nahty ongelmalliseksi symbolienerkityksen ymmartamisen
kannalta (Lannin ym. 2008, 483). Merkityksen antaeni muuttujaa merkitseville
kirjaimille onkin muodostunut yhdeksi algebran op@en keskeisimmista
ongelmakohdista (Fernandez & Anhalt 2001, 236; 84ali & Spagnolo 2009, 20).
Kasitys muuttujaa esittavasta symbolista on momiféselva viela algebran opetuksen
jalkeen. Monet oppilaat l&péaisevatkin algebran oksgn tajuamatta, etta esimerkiksi

voi merkitd toistaiseksi tuntematonta lukua, yklista lukua tai muuttujaa (Duke &
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Graham 2007, 43; Stacey & MacGregor 1997, 111). tMjan kasite on erityisen
hankala, silla sen kayttotapa riippuu tilanteesthristou & Vosniadou 2005, 453;
Malisani & Spagnolo 2009, 21).

Kichemann (1981) on paljon viitatussa teoriassaakitiellut oppilaiden symbolien
tulkinnan tapoja kuuteen ryhmé&an. Luokituksessaddéaetasoittain kohti syvallisempaa
ymmarrystd tuntemattomasta. Kolmea ensimmaista ataseymboli arvona,
eliminoitavana ja objektina, pidetdan alkeellisinkintatapoina. Nailla tasoilla oppilas
pyrkii valttamaan tuntemattomalla luvulla opercantNaitd edistyneempid tasoja ovat
symboli tuntemattomana lukuna, yleisena lukuna ystesnaattisena muuttujana.
Kasitysta symbolista systemaattisena muuttujanat@éh tavoiteltavana. (Kichemann
1981, 105.)

2.6.1 Symboli arvona

Kichemannin luokituksen ensimmaisella tasolla sylitddaetaan jotakin numeerista
arvoa, kuten tehtavassa * 5 = 8,a = ?” (Kichemann 1981, 104). Kysyttdessa mita
tietty symboli tarkoittaa jossakin yhtalossa, opail tyypillisesti vastaavat sen
tarkoittavan vastausta (Kieran 1991). Oppilaat gigkivat ratkaisemaan yhtalon,
etsimaan oikean vastauksen. Kasitys symbolistddrtatkaisuna, joka on tietty luku,
on kuitenkin monissa muissa tilanteissa ongelmatiinSen rajoittuneisuus ilmenee
esimerkiksi kuvattaessa lukujen ominaisuuksia, kkuyhtalossax + y = y + X
(Carpenter & Levi 2000, 6).

Yhtalon kaantadminen on yksi oppilaille tyypillinéeino selvittdd arvo tuntemattomalle
luvulle. Talldin oppilas ratkaisee yhtalon 5 a = 12 laskemalla 12 — 5 ja saa
vastaukseksi 7. Yhtalon kdantaminen ei kuitenkdarongelmaton ratkaisutapa. Niilla
oppilailla, jotka pyrkivat kaantdmaan yhtalon, oravhittu olevan huomattavia
vaikeuksia ymmartaa yhtaldiden ratkaisumenetelmésg sama operaatio suoritetaan
yhtalén molemmille puolille. TAman ratkaisustratggiymmartdminen sujui parhaiten
niiltd oppilailta, jotka sanallistivat ongelman m&rkiksi muotoon "luku, joka pitaa

lisata viiteen, jotta saadaan 12”. (Kieran 199150)
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2.6.2 Symboli eliminoitavana

Luokituksen toisella tasolla symbolia ei kayte& j@etddn huomiotta tai sille ei anneta
merkitystd. Tehtavat ratkaistaan oikein, vaikka ttwjaa ei varsinaisesti kasitellakaan.
Muuttujat voidaan eliminoida sovittamalla yhteennetut yhtalot tai arvot. Tall6in
esimerkiksi tehtavassa "Jes+ b = 43,a + b + 2 = ...” tuntemattomat luvut voi
eliminoida huomioimalla, etta yhtéldiden vasemmablpt eroavat toisistaan kahdella,
jolloin yksinkertaisesti lisataan kaksi 43:n. (Kéohann 1981, 104, 106.) Oppilaan
kasitys symbolista eliminoitavana voi ilmetd mydsheellisella tavalla. Esimerkiksi
pyydettaessa lisdamaan 4 lausekkeeseen 3n, olepitail yleista vastata 7, jolloin
symboli on jatetty tdysin huomiotta ja suoritettonattu laskutoimitus tunnetuille
luvuille. (Kichemann 1981, 108; MacGregor & Stadéé97, 10.)

2.6.3 Symboli objektina

Kolmanneksi kirjain voidaan Kichemannin mukaan tk&&i konkreettiseksi objektiksi
tai sellaisen lyhenteeksi (Kiichemann 1981, 104l)6irdesimerkiksi 2 + 5a = 7a voisi
tarkoittaa "Kun kahteen omenaan lisdtaan viisi caagrsaadaan 7 omenaa”’ (Hassinen
2006, 142). Tallaista "hedelmasalaattialgebrallisédestymistapaa opettajat saattavat
suosia yrittdessdan luoda yhteyksia matematiikastraitiien symbolien ja oikean
maailman valille (McNeil ym. 2010, 627). Usein |&hgnistapaa kaytetaankin
algebrassa johdattelevana esimerkkind (Duke & GnaR@07, 43; Hassinen 2006, 84,
140). Kirjain voidaan tulkita objektiksi myds, kit kaytetaan yksikkona, vastauksen
merkkina tai lyhenteenda kaavassa. Tamakin kaywotepmii opetuksessa usein
johdattelevana esimerkkind ennen varsinaista mjantkgsittelya. (Hassinen 2006, 84—
85, 140.) Kayttotapa on oppilaille tuttu jo algebsisaltdjen ulkopuoleltakin. He ovat
tottuneet ennen algebran opetusta kayttdmaanrkigaiseissa erilaisissa yhteyksissa: s.
6 tarkoittaa sivua 6, cm tarkoittaa senttimetri@CAkolmion kulmia, m massaa ja niin
edelleen (McNeil ym. 2010, 627; Stacey & MacGret@®7, 111).

Objektitulkinta on siis oppilaille tuttu jo ennenlgabran opetusta esimerkiksi
matematiikassa kaytetyista lyhenteista. Lisdksiilapp ovat jo ennen koulun alkua
oppineet yhdistamaan sanan sen ensimmaiseen legaiifa niin kuin appelsiini, b niin

kuin banaani). NA&in objektitulkinta on muodostunappilaille hyvin vankaksi



23

kasitykseksi ennen kuin muuttujan kasitetta aletaettaa. (McNeil ym. 2010, 631.)
Objektitulkinta voi kuitenkin johtaa kasitteellisiongelmiin. Jos b tarkoittaa banaaneja,
niin 6b tarkoittaa kuutta banaania, eika kuuttatdeerjotakin tuntematonta maaraa
banaaneja. Sen sijaan, ettd opetetaan symbolimittaskan jotakin objektia, olisi
hyodyllisempaa opettaa sen tarkoittavan jotakin rad@dbjekteja. Hyva tapa ehkaista
vaarien kasitysten muodostumista olisikin sano&doh h eurojen mé&ara” tai "olkoon
hinta h euroa” kuin etta "merkitdan hintaa h:ll§Kichemann 1981, 107; Stacey &
MacGregor 1997, 112). Muistisdantoihin, kuten "&rkuin appelsiini’, perustuvien
muuttujanimien kaytdssa on oltava erityisen vanogai Niiden on nimittdin havaittu
olevan oppilaille ongelmallisia, vaikka niita kastgesiinkin oikein kuvaamaan maaraa,
eika objektia. (McNeil ym. 2010, 631.)

Sen liséksi, ettd objektitulkinta ohjaa oppilaijatielemaan objektia objektien maaran
sijasta, sen rajallisuus ilmenee myos esimerkikgsékkeita sieventaessa. Esimerkiksi
lauseke2a + 5b + avoidaan sieventdd muoto@a + 5b ajattelemalla, etta kahteen
omenaan lisataan viisi banaania ja vield yksi omg@i®in saadaan kolme omenaa ja
viisi banaania. Kasitys osoittautuu ongelmallisekdsun tarkastellaan esimerkiksi
lauseketta3a — b + g jossa banaanin vahentdminen kolmesta omenastautun
jarjettomaltd. (Kiachemann 1981, 107) Siispa vaikkbjektitulkintaa algebran
opetuksessa johdattelevana esimerkkind usein kéytein, sen kayttaminen ei tue

oppilaiden muuttujakasityksen rakentumista (McNail. 2010, 631).

2.6.4 Symboli tuntemattomana lukuna

Kidchemannin luokituksen neljannella tasolla kirjaésitetddn yhdeksi tuntemattomaksi
luvuksi. Talla tasolla oppilas myods kykenee opewam tuntemattomalla luvulla.
Kasitys voi ilmeta esimerkiksi tehtavassa "Lisddadsekkeeseennd Haasteena on
hyvaksya, etta vastaukseksi todella riitta& 8 4, ja ettda enempaa ei voi tehda.
(Kichemann 1981, 104, 108) Luokituksen ensimmaiststosta taman tason erottaa
juuri sen hyvaksyminen, etta kirjain voi olla tum&on, eikd sen arvoa valttAmatta
tarvitse saada selville. Astetta edistyneemmasadtedjsta taman tason puolestaan
erottaa se, etta kirjain voi saada tasan yhden nardgasitys toimii tietysti
yksinkertaisissa ensimmaisen asteen yhtéaldissatammychemmin, kun Kirjain voi

saada useita arvoja, tama tulkitsemistapa on tafoit. Esimerkiksi & voi esittaa
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parillisten luonnollisten lukujen joukkoa, ja siimé&voi olla mik& tahansa luonnollinen

luku.

2.6.5 Symboli yleisena lukuna

Viidennella tasolla kirjaimen ajatellaan edustavaseita arvoja tai ainakin sen

ymmarretdan voivan saada useamman kuin yhden af@lainen kasitys muuttujasta

voi ilmeté esimerkiksi tehtavissa "Mitd voit sandata, josc + d < 10jac < d?”

tai "'OnkoL + M + N =L + P + N ei koskaan, joskus (milloin?), aina?” (Kichemann
1981, 104, 109-110.) Algebrassa symbolia kaytetdaisend lukuna usein, mutta

esialgebran opetuksessa on hyvin harvinaista Kakitiainta tassa tarkoituksessa. Sen
sijaan kaytetdan huomattavasti useammin Kirjairtéena tuntemattomana lukuna
esimerkiksi yhtalossd. Tasta seuraa, ettd oppiladh hyvin vdhan kokemusta

algebrallisten symbolien kayttamisesta yleisterppuivuuksien ajattelemisessa ja
iimaisemisessa, mink& vuoksi tama kirjainten kdgtkoitus tuottaa heille huomattavia

ongelmia. (Kieran 1991, 49.)

2.6.6 Symboli systemaattisena muuttujana

Luokituksen ylimmalla tasolla kirjain edustaa tuntdtomien arvojen joukkoa, ja siihen
litetdan systemaattisuutta (Kiichemann 1981, 104)la tasolla ei riita, ettd oppilas
ajattelee symbolien saavan useita arvoja, vaan tmatulkinta vaatii lisdksi lukujen
keskinaisten suhteiden tarkastelua eli kasitystipuvuudesta (Hassinen 2006, 142).
Tulkintatavan ero alempiin luokkiin ilmenee, kunkiastellaan yhtaldalb+ 6r = 90.
Neljannelld tasolla, tulkittaessa symboli tuntemai@ksi luvuksi, sen ajatellaan olevan
vaittama, joka toteutuu tietylla arvoparilla. Viideella tasolla, kun symboli tulkitaan
yleiseksi luvuksi, puolestaan kasitetaan, ettalghttoteuttavia arvopareja on useampia.

Ylimmalla tasolla muuttujien valilla nahdaan riippws. (Kichemann 1981, 110.)

Muuttujatulkinta vaatii ymmarrysta erilaisista dbgallisista representaatioista. Filloyn
ynna muiden (2010) mukaan algebralliset represgata&oivat olla eritasoisia.

Ensimmaisella tasolla, kuten yhtd muuttujaa sigétd yhtaldissa, muuttuja viittaa
suoraan kirjaimen arvoon. Sen sijaan useamman Waden muuttujan sisaltavissa

yhtaléissa muuttujan arvo riippuu toisesta muugiigiga sen arvoon viitataan suhteessa
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operaatioihin, joita toisen muuttujan arvolle pit&éorittaa. Tama on toisen tason
representaatio. Nain selvittddkseen kahden muuntty@dlon oppilaan taytyy liikkua
molempien representaatioiden valilla. (Filloy ym01B, 54.) Edella mainittujen
tutkijoiden ensimmaisen tason representaatio voidiida Kichemannin teorian
ensimmaiseen tai neljnteen tasoon, jolloin symhliékitetddn arvoksi tai yhdeksi
tuntemattomaksi luvuksi. Toisen tason represemagiiolestaan viittaa selvasti
Kidchemannin luokituksen ylimpaéan tasoon. Muuttljaita edellyttdd siis oppilaalta

kykya siirtya representaatiosta toiseen, kykya té@yerilaisia tulkintoja muuttujasta.

2.6.7 Oppilaiden kasitykset symboleista

Symbolin tulkitseminen arvoksi eli Kichemannin liaksen ensimmaisella tasolla
toimiminen on oppilaille yleista. Kichemannin tutiista 14-vuotiaista 92 % selvitti
oikean vastauksen tehtdvaan "Mita voit sarsta, josa + 5 = 8?” eli heidan
tulkintansa symbolista oli vahintddn ensimmaisedidolla (Kichemann 1981, 105).
Tulkintatapa saattaa olla oppilaille tuttu tehtévikuten "Mikéa luku sopik:n paikalle,
kun x + 5 = 12?” (Hassinen 2006, 84-85). Oppilaat ovatetmakdisesti myos
ratkaisseet avoimia tehtavia, kutent 5 = 8, ja ne ovat vaikuttaneet heidan symbolien
tulkintatapoihinsa (Kieran 1991, 50).

Kidchemannin tutkimista 13-vuotiaista, jotka olivatkituista nuorimpia ja siten tdméan
tutkimuksen kannalta vertailukelpoisimpia, kymmersadla ei ollut kasitysta
muuttujasta. Oppilaista 73 % sijoitettiin alemmitbesoille, jossa ei tarvinnut operoida
tuntemattomalla luvulla. (Kichemann 1981, 116.) BlyBlihnalan tutkimuksessa
alimpien tasojen ajattelua esiintyi eniten. Tutista 6.—9.-luokkalaisista oppilaista 7 %
sijoitettiin Kiichemannin luokituksen alimmalle tdsp 28 % toiselle tasolle ja 33 %
kolmannelle tasolle. (Hihnala 2005, 133.) Kolmesdtsnmasta tasosta objektitulkinta on
oppilailla yleinen. Oppilaat ajattelevat symbolarkoittavan sanaa, kuten omenaa tai
appelsiinia tai yksikkda, kuten metria tai senttinde Tama ei ole yllattavaa, silla onhan
kirjainten kayttd yksikoina tai lyhenteend oppiilmatematiikasta jo entuudestaan
tuttua. (Hassinen 2006, 84—-86; Stacey & McGreg&71911.)

Kichemann sijoitti 13-vuotiaista tutkittavistaan %/neljannelle tasolle, jolla muuttuja

tulkitaan tuntemattomaksi luvuksi. Osalla oppilaighavaittin myds korkeamman
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ajattelun piirteitéa. Vuotta vanhemmista oppilai38a% mainitsi vain ynden mahdollisen
arvon tehtavassa "Mita voit sandssta, josc + d < 10 jac < d?” ja heidat sijoitettiin
siten neljannelle tasolle. Oppilaista 34 % puokestaijoitettiin viidennelle tasolle.
(Kichemann 1981, 109, 116.) Vaikka muuttujatulkiataluokituksen kuudes taso on
Kichemannin teoriassa edistynein ajattelun taswajkka laheskaan kaikki oppilaat
eivat nayta sitd saavuttavan algebran opetuksastlintatta, yllattavan nuorillakin
oppilailla saattaa esiintya muuttujatulkintaanteitvaa ajattelua. Carpenterin ja Levin
(2000) tutkimuksessa 1.—2.-luokkalaisilla esiinfynmarrysta riippuvuudesta: tiettya
yhtaloa eivat toteuttaneet kaikki lukuparit, vaamén luku riippui toisesta. (Carpenter
& Levi 2000, 10).

On huomattava, ettd monet tehtavat ovat ratkasgavitaysin oikein myoés ilman
kasitysta symbolista muuttujana. Toisinaan ongetatiaisussa joutuukin kayttamaan
useita erilaisia symbolin tulkitsemistapoja. Taméoksi tutkijan on hankalaa erottaa
milla tasolla tutkittava ajattelussaan todella Bsimerkiksi yhden yhtalon toteuttavan
arvon mainitseminen ei valttdmatta tarkoita sitégienuuttuja voisi oppilaan mielesta
saada muitakin arvoja. (Kichemann 1981, 110.) lsisék huomioitava, etta vaikka
oppilaalla olisi melko edistynytkin kasitys symlsti, han ei valttamatta osaa operoida
silla (Herscovics & Linchevski 1994, 62). Valttangsiis oppilaan kyvylla kasitella
muuttujia ei ole suoraa yhteytta siihen, kuinka iggpkasittdd muuttujaa merkitsevan

symbolin.

2.7 Tuntemattomia lukuja siséltavien tehtévien ratkaiseninen

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa ,(2088) 3.-5.-luokkien
matematiikan sisélléissd on mainittu yhtaldiden gaayhtaldiden ratkaiseminen
paattelemalla. Lisaksi oppilaat ovat saattaneetd&tzh tuntemattomia lukuméaaria jo
ennen kolmattakin luokkaa avoimien tehtavien, kutem 5 = 8, muodossa (Kieran
1991, 50). Ulkomaisten tutkimusten perusteella igid&n ratkaiseminen ei vaikuttaisi
olevan oppilaille ylitsepaasemaéatdn haaste. Jo kslio&kalaisilla, joille ei ole opetettu
algebraa, saattaa olla riittavat valmiudet yht&@didatkaisemiseen (Schliemann ym.
1998, 10). Myos vanhempia oppilaita koskevat tutistulokset vaikuttavat
myonteisiltd. Erddssa tutkimuksessa oppilaista 90-% ratkaisi oikein yhtal6t, joissa

esiintyi yksi muuttuja seké& yhteen- ja vahennyslgsk Myos kerto- ja jakolaskuja
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siséltdvien yhden muuttujan yhtaldiden ratkaisugntis olivat korkeita: vain yhta
tentavdd Ilukuun ottamatta kaikki oppilaat osasivatkaista yhtalot. Viela
tuntemattoman luvun esiintyessa yhtalon molemmiolipkin 86-91 % oppilaista
paatyi oikeaan lopputulokseen. (Herscovics & Lindke 1994, 69, 73.) Toisaalta
(2007) muistuttavat, etta kaikille oppilaille eieokelvaa, ettd vaikkapa ensimmaisen
asteen yhtalén ideana on selvittaa toistaiseksitetnaton luku arvaamalla tai
manipuloimalla yhtaléa (Duke & Graham 2007, 45). i8fwtus on aiheellinen, silla
suomalaisnuorilla on havaittu ongelmia algebrasseerkiksi juuri perusyhtaléiden
ratkaisemisessa (Kupari & Térnroos 2004, 144-145).
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3 TUTKIMUKSEN TOTEUTTAMINEN

3.1 Tutkimusongelma

Tutkimuksen tavoitteena on selvittad, millaiset nvialdet oppilailla on kasitella
muuttujia matematiikassa ennen kuin asiaa on \a&s®Bti opetettu. Aihetta
tarkastellaan seuraavista nékokulmista, jotka aiamtatkimukset ovat osoittaneet
keskeisiksi: muuttujan esittdminen, kasitys muatiujesittavastd symbolista ja
tuntemattomia lukuja sisaltavien tehtavien ratkaisen. Liséksi tavoitteena on
selvittdd, millaisia virhetyyppeja esiintyy, kunpmlaat kasittelevat muuttujia sisaltavia
tehtavia. Haastattelun avulla selvitetddn ohjauksarkutusta oppilaiden kykyyn

kasitelld muuttujia. Tutkimusongelmat ovat seur&ava

1 Millaiset valmiudet viidesluokkalaisilla on kaditi muuttujia matematiikassa?
1.1 Kuinka oppilaat merkitsevat muuttujan?
1.2 Millainen ka&sitys oppilailla on muuttujaa migskevasta symbolista?
1.3 Millaiset valmiudet oppilailla on ratkaista teamattomia lukuja sisaltavia
tehtavia?
1.4 Millaisia virhetyyppeja esiintyy oppilaiden ki&flessd muuttujia sisaltavia
tehtavia?

2 Millainen vaikutus ohjauksella on oppilaiden kyky kasitellda muuttujia

matematiikassa?

3.2 Tutkimusjoukko

Tutkimusjoukko koostui 62 viidesluokkalaisesta,sfai 35 oli tyttdja ja 27 poikia.
Tutkimusjoukko koottiin  kolmesta saman keskisuonsala kaupunkikoulun
vildennesta luokasta. Tutkimuksen kohteeksi valittriidesluokkalaiset, silla heille
varsinainen algebran opetus tulee pian ajankolksiise Perusopetuksen
opetussuunnitelman perusteiden (2004, 108, 111)aanukviidesluokkalaisen tulisi

kyeta ratkaisemaan yhtaloita ja epayhtaloita phi@lla, mutta laajemmin algebraa
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kasitelladn vasta 6.-9.-luokilla. Esimerkiksi mugah kéasite tulee oppilaille tutuksi

vasta silloin.

3.3 Tutkimuksen kulku

Aineiston keruu toteutettiin kevaalla 2010. Tutkuat tekivat matematiikan osaamista
mittaavan alkutestin (RMAT-laskutaidon testi 9-libtiaille, Rasdnen 2004), joka
sisélsi oppilaille tuttuja peruslaskutoimituksialkitestin perusteella oppilaat jaettiin
kolmeen tasoryhmdaan. Lisaksi tutkittavat tekivdttdeasarjat, jotka mittasivat heidan
kykydadn merkita muuttuja, heidan kasitystddan myasta seka heidan kykyaan
ratkaista tuntemattomia lukuja siséltavia tehtavidiehtavat koostuivat seka
paattelemalla ratkaistavista ensimmaisen asteedldybtii ettd avoimista tehtavista,
joissa tutkittavien tuli selittda ajatteluaan. Tet#lomakkeiden liséksi aineistoa keréttiin
yhdeksaa oppilasta haastattelemalla.

Taulukossa 1 on esitetty aineiston keruun ajofBeka alkutesti etta lomakkeet 1 (Liite
1) ja 2 (Liite 2) tehtiin ensimmaiselld tutkimuskadta, joka oli yhden oppitunnin
mittainen. Kaikki oppilaat tekivat kutakin tehtda#iga annetun ajan, jonka jalkeen se
kerattiin pois ja siirryttiin seuraavaan. Ohjeisaumettiin aina suullisesti, minka liséksi
se toistui kirjallisena tehtavasarjojen alussa.dfniomakkeiden tayttamista tutkittaville
kerrottiin, ettd aineisto kasitellaan luottamukiselti, ja ettd heiddn nimensa kerataan
vain, jotta eri lomakkeet osataan my6hemmin yhdistdsiinsa. Tutkittavien panoksen
merkitysta tutkimuksen onnistumisen kannalta katbigh ja toivottiin, etta he tekisivat
tehtavat huolellisesti. Tutkittaville kerrottiin,tt@ heidan vastauksiaan ei kayteta
arviointiin eika niitd nayteta ulkopuolisille. Ensinéisen tutkimuskerran jalkeen tehtiin
aineiston alustava analyysi: maaritettiin tutkittav osaamistaso, jotta sopivat
haastateltavat voitiin valita. Toisella tutkimustadia suoritettiin yksilolliset haastattelut,

jotka kestivat 12—28 minuuttia.
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TAULUKKO 1. Aineiston keruun ajoitus (vuosi 2010)

Tutkimuksen kulku

Ajankohta Aihe Lisatiedot
Viikko 20 Ensimmainen tutkimuskerta: Aineisto keréttiin
1. Alkutesti (10 min) yhden oppitunnin
2. Tehtavasarja (lomake 1): muuttujapaikana. Aineisto
merkitseminen (10 min) kerattiin kolmessa

3. Tehtavasarja (lomake 2): kasitys | luokassa, jotka tekivat
muuttujasta, tuntemattomia lukuja | testit eri paivina.
sisaltavien tehtavien ratkaiseminen
(15 min)

Viikko 20-21 Aineiston alustava analyysi: tutkitien
osaamistason maarittaminen,
haastateltavien valinta

Viikko 21 Toinen tutkimuskerta: Aineisto kerattiin
yksilohaastattelut, 9 kpl kolmessa luokassa,
jonka oppilaita
haastateltiin eri
paivina.

3.4 Tutkimuslomakkeet

Aineistonkeruussa kaytettiin kolmea eri lomakeEasimmainen lomake oli RMAT-
laskutaidon testi 9-12-vuotiaille (Rasanen 2004)kaj sisalsi oppilaille tuttuja
peruslaskutoimituksia. Siita oli poistettu vimemenuuttujia sisdltava tehtava, jotta se
ei ohjaisi oppilaiden ajattelua seuraavissa lomeidee RMAT-testin tarkoituksena oli
antaa luotettava kuva oppilaiden osaamisesta, fwtdat voitin myohemmin jakaa
tasoryhmiin matematiikan osaamisen perusteella.sivaisista tutkimuslomakkeista
ensimmainen selvitti oppilaiden kykya esittdd mujatt Tehtdva 1 muokattiin Staceyn
ja MacGregorin (1997, 110, 112) seka Hihnalan (20064) kayttaman tehtavan
pohjalta, ja tehtavd 2 oli sen kanssa samankaitailehtava 3 perustui Hassisen

tutkimuksessaan kayttamaan tehtavaan (Hassinen 2006

Toinen lomake selvitti oppilaiden kasitysta muwdtuj merkitsevasta symbolista ja
kykya ratkaista tuntemattomia lukuja siséltaviatdetd. Osa tehtavista oli mukailtu
Hassisen (2006) esittamien Kichemannin teoriaatyviien esimerkkien mukaan
(Hassinen 2006, 142). Tehtavat vaihtelivat vaataltaan ja ne suunniteltiin sellaisiksi,

ettd niissa voisi ilmentya erilaisia kasityksia mtujasta. Tehtavat 1 ja 4 sisalsivat
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paattelemalla ratkaistavissa olevia ensimmaisezeasghtaldita, joissa esiintyi yhteen-,
vahennys-, kerto- ja jakolaskuja sek& yhdesséa wabsd tuntematon luku yhtalén
molemmin puolin. Aineistonkeruussa kaytetyt lomakkevat samat kuin kandidaatin
tutkielmassa kayttdmani lukuun ottamatta pienia tokgia ja parannuksia.
Lomakkeiden esitestaus on siis tapahtunut kandidaatkielman yhteydessa, minka
jalkeen niihin on tehty tarpeelliseksi katsotut riokset.

3.5 Haastattelu

Kaikki oppilaat tekivat alkutestin sekd lomakkeetjal 2, minka liséksi yhdeksaa
oppilaista haastateltiin. Oppilaista viisi oli ©jj& ja nelja poikia. Haastateltavat valittiin
lomakkeissa 1 ja 2 menestymisen perusteella sitd haastatteluun paatyi
mahdollisimman eritasoisia oppilaita. Taman lisdkgitkittava voitiin valita
haastateltavaksi, jos hdnen ratkaisutavoissaajotakin epaselvaé tai erityista, josta
haluttiin lisatietoa. Valinnoissa hyddynnettiin nsydpettajien oppilaantuntemusta, jotta
muut kriteerit tayttavista oppilaista haastattelwalikoituisi puhetaitoisia ja rohkeita
haastateltavia (Aaltola & Valli 2001, 45). Haasthifjen tarkoituksena oli saada
tarkempaa ja syvallisempdaa tietoa oppilaiden dijete lisdkysymyksia esittamalla ja
tarkempia perusteluja pyytamalla (Hirsjarvi & Hurr2@01, 35; Hirsjarvi, Remes &
Sajavaara 2009, 205). Lisédksi haastattelun tawm#eoli selvittdd, millainen vaikutus
haastattelijan tuella on oppilaiden ajatteluun. statdelut tehtiin rauhallisessa tilassa ja
ne nauhoitettiin. Haastattelun aluksi haastattelalvitti oppilaalle haastattelun
tavoitteet ja toimintatavan seka painotti haadigda luottamuksellisuutta.
Haastattelujen aikana oppilas sai tarkasteltavakse#emmat lomakkeet, minka lisaksi
saatavilla oli paperia ja kynia uusia merkint6jdtea. Suuntaa antava haastattelurunko

on liitteena (Liite 3).

Haastatteluissa haastattelijan rooli oli osallistuttédn kannusti ja antoi palautetta ja
ohjasi oppilaan ajattelua oikeaan suuntaan kysyigkm ehdotuksilla. Palautteen
antaminen ja kannustaminen katsottiin haastatt@fumstumisen kannalta tarpeelliseksi,
sila sen puuttuminen olisi saattanut heikentdaa ilapp motivaatiota.
Motivoimiskeinoina kaytettin &annahtelyja ja pildanoja, jotka vahvistavat
haastateltavan puhetta ja osoittavat taman olevegilla jaljilla, sek& palkitsemista,

kuten "Oletkin I6ytanyt tdhan oikean arvon, hienbBien paadyit tahan?” (Hirsjarvi &
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Hurme 2001, 117). Haastattelija pyrki ohjaamaanilapp ajattelua mahdollisimman
vahan. Aluksi haastateltava sai kertoa ajatuksistagpaasti ja perustella tekemiaan
ratkaisuja. Tarkentavia kysymyksia esittamalla tattedija pyrki saamaan
syvallisemman kuvan oppilaan ajattelusta. Kysymysteulla haastattelija saattoi myds
ohjata oppilaan ajattelua pidemmalle. Vasta, jopilap ei nayttdnyt edistyvan
tehtavassa, haastattelija antoi suorempia vihjaitéoimintaehdotuksia. Taméankaltaisia
haastatteluja ja oppilaan ohjauskeinoja haastédszlu ovat aiemmin kaytténeet
esimerkiksi Farmaki, Klaoudatos ja Verikios (200dinchevski ja Herscovics (1996)
sekd Schliemann ym. (1998). Haastattelurunko testahaastattelemalla yhta
tutkimukseen osallistunutta oppilasta. Esitestankstavoitteena oli kokeilla
haastattelurungon toimivuutta sekad selvittdd h#akidin suunnilleen kuluva aika
(Hirsjarvi & Hurme 2001, 72). Testausaineistoa eiytitty haastatteluaineiston

analysoinnissa.

3.6 Aineiston analyysi

RMAT-testi pisteytettiin siten, etta jokaisestaeakta vastauksesta saattoi saada yhden
pisteen. Nain testin kokonaispistemaaréksi muoddsfu Oppilaat jaettin RMAT-
testimenestyksen perusteella kolmeen ryhmaan: bisikk keskitasoisiin ja taitaviin.

Jatkossa oppilaiden matemaattisella osaamistasditaan juuri tdhén jakoon.

Lomake 1:ssd esiintyneet merkitsemistavat luokinekymbolisiin ja ei-symbolisiin
merkitsemistapoihin. Luokittelun perusteet on dfitetaulukossa 2. Ratkaisujen
tulkinnassa painotettiin kykya merkita muuttujaejokin, jolloin esimerkiksi yhtalén
muodolle ei asetettu yhta suurta painoarvoa. Esilkesr'Jaakko — 10 cm = Kalle” on
hyvaksytty, vaikka se ei ole aivan tehtavanannaellgtimassad muodossa. Oppilaiden
merkitsemistapojen luokittelun jalkeen kullekin dpplle maaritettin  symbolin
merkitsemiskyvyn taso. Taso maaraytyi oppilaan téyista merkitsemistavoista
edistyneimman mukaan. Ei-symboliset merkitsemigtaé@gtyivat talldin luokkaan “ei
kasitysta symbolista” ja symboliset merkitsemistamaiin luokkiinsa. Lomakkeesta 1
eriteltiin liséksi oppilailla tyypillisesti esiintya virheellisia kasityksia.
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Merkitsemistapa

Selitys

Ei-symboliset Piirros Piirretty kuva tilanteesta
merkitsemistavat | Sijoitus 1) Muuttujan paikalle sijoitettu jokin luk
2) Piirros, jossa tehty oletus muuttujan
arvosta, ja tehtava ratkaistu selvasti
numeerisesti
Symboliset Kuvio Muuttuja esitetty kuviona
merkitsemistavat | Objekti Sana tai useampi sana, kuten "Kalle”
tai "Kallen pituus”. Vastaa Kiichemannin
teorian objektikasitysta.
Kysymysmerkki| Muuttujaa merkitty kysymysmerkilla
Kirjain Muuttujaa merkitty kirjaimella

Lomake 2, jonka tavoitteena oli selvittda oppilaideisityksid muuttujasta ja kykya
ratkaista tuntemattomia lukumaarid sisaltavia tehtéanalysoitiin Kiichemannin (1981)
luokitusta kayttaen. Luokitteluperusteet on egjtédiulukossa 3. Kuten lomakkeessa 1,
my0s lomakkeessa 2 sallittiin esimerkiksi laskueit@, jos kasitys symbolista kuitenkin
selvasti ilmenee. Oppilaiden symbolin tulkitsenps@gn analysoimisen jalkeen
maaritettiin tutkittavien symbolien tulkinnan tasdtutkittavan taso maaraytyi aina
taman osoittaman edistyneimman kasityksen mukagenkomakkeessa 1. Sen lisaksi,

ettd lomakkeen 2 vastaukset luokiteltin Kichemanméorian mukaisesti, niista

eriteltiin yleisesti esiintyvia virhetyyppeja jarkieellisia kasityksia.
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TAULUKKO 3. Muuttujan tulkintatapojen luokittelupasteet Kichemannia (1981)

mukaillen

Kasitys symbolista Selitys

Ei kasitysta a) Vastaukset, joissa ei ilmennyt tygsi
muuttujasta lukungotain, mita vain
b) Symboli luokkana (8a on 8. luokka)

1. taso: symboli arvona a) Tehtava ratkaistu, nojalte maaritetty arvo

b) Sanallinen selitys, kutenpitaa ratkaistaai

mité pitaa lisata kuuteen, etta tulee yksitoista.

2. taso: symboli eliminoitavana Aineistossa ei img tahan luokkaan sijoitettavia

vastauksia.

3. taso: symboli objektina Symboli tulkittu sanakghenteeksi tai yksikoksi,
kuten aareiksi, viikoiksi, tunneiksi tai kuukausiks

4. taso: symboli yhtena Symboli tulkittu joksikin yhdeksi tuntemattomaks
tuntemattomana lukuna luvuksi: salaiseksi, piilotetuksi tai tuntemattoraak

luvuksi tai piilonumeroksi.

5. taso: symboli yleistettynd | Symbolin ajatellaan voivan saada useita arvég:

lukuna voi olla vaikka 3, se voi olla mika tahansa luka, I

=

on vaihtelevia numeroita

6. taso: symboli Osoitettu ymmarrysta riippuvuudesta.

systemaattisena muuttujana

3.7 Kovalitatiiviset ja  kvantitatiiviset menetelmat tapaustutkimuksen

toteuttamisessa

Tama tutkimus on tapaustutkimus, joka selvittddarer&oulun viidesluokkalaisten
kykya kasitella muuttujia  matematiikassa. Tapakstuikselle ominaista on
yksittdisesta tapauksesta tuotettu yksityiskohtaina intensiivinen tieto, ja sen
tavoitteena on usein ilmididen kuvaaminen (Aalt&laValli 2001, 159). Tassékin
tapauksessa tavoitteena on tuottaa syvallistaatigtolesluokkalaisten algebrallisesta

ajattelusta ja kuvata heiddn valmiuksiaan algebesh ajatteluun. Vaikka
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tutkimuskohteena tassa ovat yhden koulun viideHalakset, ei ole poissuljettua, etta
samat ilmi6t esiintyisivat myos laajemmin viidedtalaisten algebrallisessa ajattelussa.
Tapaustutkimukselle on liséksi tyypillista useidaimeistonkeruumenetelmien kaytto
(Aaltola & Valli 2001, 159). Tassa tutkimuksessadighetaan kvantitatiivisia ja
kvalitatiivisia menetelmia seka aineistonkeruudssa gen analysoinnissa. Menetelmien
yhteiskayton jarjestys on tyypillinen: tutkimusasten runko keratddn kvantitatiivisilla
menetelmilla ja aihetta syvennetdan kvalitatilésinenetelmilla (Eskola & Suoranta
1999, 73). Kvantitatiiviseen tutkimukseen tamankitatiksen liittdd sen aiempiin
tutkimuksiin, niiden johtopaatoksiin ja teorioihitukeutuva perusta. Kvantitatiivista
otetta ilmentdd myds numeeriseen mittaamiseen tsweelineisto, sen tilastollinen
kasittely seka tilastolliseen analyysiin perustupafitelmat. Kvalitatiivinen ote nakyy
tassa tutkimuksessa laadullisten menetelmien, igedli haastattelun, kayttona seka
tapausten kasitteleminen ainutlaatuisina ja sen amek aineiston tulkitseminen.
(Hirsjarvi ym. 2009, 140, 164.)

Kvalitatiivisia aineistonkeruumuotoja edusti tasstkimuksessa vahvimmin haastattelu.
Tutkimuksessa haastattelun tavoite oli sille tywpén: vastausten syventaminen ja
selventaminen sek& perustelujen pyytaminen ja \®#kysten esittdminen.
Haastatteluille luonteenomainen joustavuus ilmexadtattelujen vaihtelevina kestoina
seka tarpeen mukaan vaihtelevina sisaltéina jaopaksina. (Hirsjarvi ym. 2009, 204—
205.) Haastattelumenetelm& oli tdssa tutkimuksessiko lahella teemahaastattelua,
joka on lomake- ja avoimen haastattelun valimuSima kasiteltavat teema-alueet ovat
ennalta tiedossa, mutta kysymyksille ei ole ole mteléy tarkkaa muotoa ja jarjestysta.
Kaytetty haastattelumenetelmé vastasi melko hywisypuolistrukturoitua haastattelua,
jossa kysymykset ovat kaikille samat, mutta vaknimstausvaihtoehtoja ei ole, vaan
haastateltava vastaa kysymyksiin omin sanoin. (Bs€&oSuoranta 1999, 87; Hirsjarvi
ym. 2009, 208). Tassd tutkimuksessa haastatteluidattelivat ennalta laadittua
haastattelurunkoa, mutta kysymykset vaihtelivatilapien erilaisten ratkaisutapojen
mukaan. Kaikkia kysymyksia ei esitetty kaikille ,tfgkentavia lisdkysymyksia esitettiin
haastattelurungon ulkopuoleltakin tarpeen mukaasékKsi haastatteluissa kasiteltyjen
tehtavien kasittelyjarjestys vaihteli, eika sen kasiokaikkia kysymyksiakaan esitetty

kaikille samassa jarjestyksessa.
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3.8 Menetelméan luotettavuus

Tutkimuksen validius tarkoittaa sitd, etta tutkirmeksa on mitattu sitd mita pitikin.
Useiden menetelmien kayttd parantaa tutkimuksenidiuét, silla ne tuovat

tutkimukseen lisdd tulkintoja ja nakokulmia. Tat&ewden menetelmien kayttoa
kutsutaan myos triangulaatioksi ja erityisesti mndetogiseksi, metodiseksi tai
menetelmatriangulaatioksi. Samassa merkityksessdutgan myods metodien
yhdistamisestd ja monimetodisesta lahestymistavastaseksi kaytetddn termia
aineistotriangulaatio, jolla viitataan monenlais&neistojen yhdistelemiseen. (Eskola
& Suoranta 1999, 69-70; Hirsjarvi & Hurme 2001, Biixsjarvi ym. 2009, 233.) Tassa
tutkimuksessa yhdistyy menetelma- ja aineistotiidemfio: aineistoa on keratty ja sen
analysoinnissa on hyddynnetty monimetodista lameistapaa. Nain myds tutkimuksen

paatelmat perustuvat useiden menetelmien tuottatretaon.

Tutkimuksen realiaabeliudella viitataan mittaussidm toistettavuuteen. Tarkka kuvaus
tutkimuksen toteuttamisesta edistda toistettavuydtandin tutkimuksen luotettavuus
paranee. (Hirsjarvi ym. 2009, 232.) Tassé luvudsallset seikat tutkimuksen kulusta
on selostettu mahdollisimman tarkkaan. Kaytetyt dekeet ja haastattelurunko ovat
litteina (liitteet 1,2 ja 3) ja ne ovat esitestgdt Haastattelurunko vaihtoehtoisine
lisdkysymyksineen on esitestattu ja esitestaukstsgavaksi havaittu. Haastattelun
tuottaman tiedon luotettavuutta saattaa usein h&iehaastateltavien pyrkimys antaa
sosiaalisesti suotavia vastauksia (Hirsjarvi ym0®0206). Tassa tutkimuksessa
kasiteltavat aiheet eivat olleet arkaluontoisia, Haastattelujen ilmapiiri pyrittiin
luomaan pohdiskelevaksi ja kaikenlaiset vastaukbgvaksyvaksi. Tata kuvaa
esimerkiksi yhden haastateltavan loppukommenttiafil janniad tallaisia tehtavia, kun
saa vahan miettid, eika periaatteessa ole oik&davairaa vastausta.” Nain sosiaalisesti

suotavien vastausten antaminen tuskin on tassémukkessa merkittdva ongelma.

Myds tutkittujen luokkien taitoerot vaikuttavat kuhustulosten luotettavuuteen.
Kruskal-Wallis-testin perusteella eri luokkien testnestyksessa oli tilastollisesti
merkitsevét erot kaikissa osioissa: RMAT-testisg#2] = 5,95, p = 0,05), symbolin
merkitsemiskyvyssa yf(2) = 37,40, p = 0,00), tuntemattomia lukuja sibékn
tehtavien ratkaisemisessg(@) = 7,01, p = 0,03) ja symbolien tulkitsemisegg82) =
9,77, p = 0,01). Eri luokkien testipisteiden keskad ja -hajonnat on esitetty taulukossa
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4. Tutkimustulosten luotettavuuteen vaikuttaa migikasteltavien ryhmien ajoittainen
pienuus. Esimerkiksi jaettaessa tutkittavat ryhmymbolin merkitsemiskyvyn mukaan
osa ryhmista jaa hyvin pieniksi: Pienimmassa rylsadppilaita on vain nelja, kun taas
suurimmassa lahes puolet oppilaista. Tasaisempmimngh jako johtaisi toisaalta
mielenkiintoisten tulosten haviamiseen, joten tassékka ryhmiin jako pé&éatettiin
sailyttaa.

TAULUKKO 4. Luokkien valiset erot RMAT-testissa, kyssa merkitd muuttuja,
tuntemattomia lukuja siséltavien tehtavien ratkaisessa ja symbolin

tulkitsemistasossa (n = 62)

Testiosio Luokka 1 (n = 21) Luokka 2 (n = 21) Luokka 3 (n=20)
ka kh ka kh ka kh

RMAT 32,76 6,87 35,67 6,21 31,15 5,06

Muuttujan 0,24 0,63 0,95 1,20 3,40 1,27
merkitseminen
(tasot 0-4)

Tuntemattomia| 10,33 1,46 9,67 2,33 11,00 1,26
lukuja
sisaltavien
tehtavien
ratkaiseminen
(pisteet 0-12)

Symbolin 2,90 1,70 1,75 1,41 3,4 1,67
tulkinta
(tasot 0-6)
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4 VIIDESLUOKKALAISTEN VALMIUDET KASITELLA
MUUTTUJIA MATEMATIIKASSA

4.1 Oppilaiden tavat merkitd muuttujaa

Lomakkeen 1 tavoitteena oli selvittda, kuinka oggil merkitsevat muuttujan.
Oppilaiden merkitsemistavat  luokiteltin  ei-symisiih  ja  symbolisiin

merkitsemistapoihin, joista erottui kuusi luokka&a-symbolisiin merkitsemistapoihin
luettiin piirros, jossa tilanteesta on piirrettyMal ja sijoitus, jossa muuttujan paikalle on
sijoitettu jokin luku. Symbolisista merkitsemistasta erottui neljd luokkaa: symbolin
merkitseminen kuviolla, objektilla, kysymysmerkiji kirjaimella. Merkitsemistavoista
objektimerkintd liittyy suoraan Kichemannin teoriarkolmanteen tasoon.
Kirjainmerkinnan voidaan tulkita viittaavan neljget, viidenteen tai kuudenteen
tasoon. Sijoituksen voidaan ajatella 16yhasti yNiin Kichemannin teorian
ensimmaiseen tasoon. Tehtdvakohtaiset merkitseratstan esitetty taulukossa 5 ja

esimerkkeja oppilaiden ratkaisuista kuvioissa 1—6.

TAULUKKO 5. Tehtavakohtaiset merkitsemistavat (fveksseind)

Merkitsemistapa Tehtava 1 Tehtava |2 Tehtava 3
Ei kykya merkita muuttujaa 6 7 4
Ei-symbolinen merkitsemistapa: piirros 20 5 0
Ei-symbolinen merkitsemistapa: sijoitus 19 21 34
Kuvio 5 10

Objekti 2 6

Merkki 1 2 2

Kirjain 7 6 16

Yhteensa 60 57 56
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1. Miten merkitsisit matematiikan kielella Jaakon ptuuden, kun Jaakko on 10 cm
pidempi kuin Kalle?

Kolle —

KUVIO 1. Esimerkki piirroksesta (oppilas 1).

18O pireiee.
>Ocw 90 taste = | O, Tt el

KUVIO 2. Esimerkki sijoituksesta (oppilas 2).

T 1o am

KUVIO 3. Esimerkki kuviomerkinnésta (oppilas 3).

2. Miten merkitsisit matematiikan kielella Siljan karkkien maaran, kun hanella on
pussillinen karkkia ja han syo karkeistaan viisi?

Pussiliinen - 8

KUVIO 4. Esimerkki objekti- ja kuviomerkinnasta (ofas 4).

? -5 fecklae

KUVIO 5. Esimerkki kysymysmerkin kaytosta (oppias

X-5

KUVIO 6. Esimerkki kirjainmerkinnasta (oppilas 6).
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Yleisin ei-symbolinen merkitsemistapa oli sijoitugpta kaytti edistyneimpana
merkitsemistapanaan 41,9 % oppilaista. Symbolisistarkitsemistavoista eniten
kaytetty oli kirjain, jolla muuttujaa merkitsi 25% oppilaista. Oppilaiden tavat merkita

muuttujaa on esitetty taulukossa 6.

TAULUKKO 6. Oppilaiden edistyneimmat tavat merkitauuttujaa lausekkeessa

lomakkeen 1 tehtavissa 1-3 (n = 62)

Merkitsemistapa f %
Ei kykya merkitd muuttujaa 1 1,6
Ei-symbolinen merkitsemistapa: piirros 3 4.8
Ei-symbolinen merkitsemistapa: sijoitus 26 419
Symbolinen merkitsemistapa: kuvio 7 11,3
Symbolinen merkitsemistapa: objekti 5 8,1
Symbolinen merkitsemistapa: kysymysmerkki 4 6,5
Symbolinen merkitsemistapa: kirjain 16 25,8
Yhteensa 62 100,0

Hieman yli puolella oppilaista ilmeni kyky merkitduuttuja jollakin symbolilla, joista
yleisin oli kirjainmerkinta (25,8 %). Vastaavasteinan alle puolet, 48,4 %, ei kyennyt
merkitsemaan muuttujaa symbolisesti. Oppilaidenykywaerkitd muuttujaa on esitetty

taulukossa 7.

TAULUKKO 7. Oppilaiden kyky merkitd muuttuja laudaedessalomakkeen
tehtavissa 1-3 (n = 62)

Merkitsemiskyky f %
Ei kykya merkita tuntematonta lukua 30 48,4
Kuvio 7 11,3
Objekti 5 8,1
Kysymysmerkki 4 6,5
Kirjain 16 25,8
Yhteensa 62 100,0

Muuttujan merkitsemiskyvylla ilmeni tilastollisestherkitseva yhteys tuntemattomia
lukuja sisaltavien tehtavien ratkaisemiskykyyp®(4) = 11,88, p = 0,02). Erot
keskiarvoissa, jotka on esitetty kuviossa 7, owatrt pienia. Heikoiten tuntemattomia
lukuja sisaltavia tehtavia ratkaisivat lomakkeeteBtavassa 5 oppilaat, joilla ei ollut
kykya merkitd muuttujaa. Parhaiten parjasivat kinaerkintaa kayttaneet oppilaat.
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127

Pistemaara

ei kykya kuvio objekti merkki kirjain

Muuttujan merkitseminen

KUVIO 7. Muuttujan merkitsemiskyvyn yhteys kykyymtkaista muuttujia sisaltavia
tehtavia, asteikko 0-12 (n = 62)

Muuttujan merkitsemiskyvylla ja symbolin tulkitsestasolla ei havaittu tilastollisesti
merkitsevaa yhteyttay{(4) = 8,23, p = 0,08). Kuviosta 8 ilmenee kuitenkatté
muuttujan kysymysmerkilla merkinneet oppilaat meyigat muihin ryhmiin verrattuna

huonommin symbolin tulkitsemista mittaavassa osioss
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Symbolin tulkitseminen

ei kykya kuvio objekti merkki kirjain

Muuttujan merkitseminen

KUVIO 8. Muuttujan merkitsemiskyvyn yhteys symbolinlkitsemistasoon, asteikko
0-4 (n =62)

Merkitsemiskyky ei myoskaan ollut yhteydessa RMASBtissa menestymiseerf(d) =
4,67, p = 0,32), eikd RMAT-testimenestyksella ntitatutkittavan matemaattinen
osaamistaso vaikuttanut merkitsemiskykyyf(2) = 1,30, p = 0,52). Sukupuolten
valillakaan ei havaittu eroja kyvyssa merkita mujaia (U = 426,50, p = 0,48).

4.2 Oppilaiden tavat tulkita muuttujia

Lomakkeen 2 tavoitteena oli selvittdd, millainensikgs oppilailla on muuttujaa
merkitsevasta symbolista. Oppilaiden symbolien itdiékavat jaettin Kichemannin
luokituksen mukaisesti kuuteen luokkaan. Esimeklk@ppilaiden tulkintatavoista on
esitetty kuvioissa 9-14.
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1. Mitd mielestasi x voisi tarkoittaa tehtavassa » 6 = 11? Mitd tehtavassa pitada
tehda?

x=9 , hon Rhnte e mkE Yo hen
(\Ju\krm \QQQ\(\\C\(\ mew)

KUVIO 9. Esimerkki symbolin tulkitsemisesta arvokisiso K1 (oppilas 7).

2. Mita mielestasi 10-y voisi tarkoittaa? Perustelgastauksesi.
y farkoitlas pumeroa joka Yissd fapauksessa ker
rot2an kﬂmmeﬂe( Y:n arved e bedefy

KUVIO 10. Esimerkki muuttujan tulkitsemisesta tumigtomaksi luvuksi, taso K4
(oppilas 8).

YO7 \,o'\;, *arﬂo\ﬂno\ e 5M. @mmeﬁeu betTan 7.

T, Se op %den rm\/‘b Cost dl(/) /’b/)‘emo»a#\ﬂé‘f
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KUVIO 11. Esimerkki objektitulkinnasta, taso K3 (mfas 9).

4. Mita mielestdsi 2-a + 3-b voisi tarkoittaa? Mitda voisi tarkoittaa? Entad b?
Perustele vastauksesi.
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KUVIO 12. Esimerkki objektitulkinnasta, taso K3 (mfas 10).
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KUVIO 13. Esimerkki muuttujan tulkitsemisesta yksi luvuksi, taso K5 (oppilas 11).

7.Jos c +d <10 jac<d, mitd osaat sanoa d:stl@rro kaikki mita siita voit sanoa!

Perustele vastauksesi.
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KUVIO 14. Esimerkki muuttujan tulkitsemisesta yksi luvuksi, taso K5 (oppilas 12).

Oppilaiden osoittamat tulkinnat symboleista onadtittehtavakohtaisesti taulukossa 8.

Kullekin oppilaalle maaritettin symbolin tulkitsesen taso tadman osoittaman

edistyneimman tulkinnan mukaan. Oppilaiden syminokelkitsemistasot on esitetty

taulukossa 9.

TAULUKKO 8. Tehtavakohtaiset tulkinnat symbolei¢teekvensseind)

Symbolin | Tehtava 1| Tehtava 2| Tehtava 3| Tehtava 4) Tehtava 6| Tehtava 7

tulkinta X+6=11 10y 8a 2-a+3-b| 2.x+3-y=| c+d<10,
12 c<d, d=7?

Ei 0 16 31 12 4 18

tulkintaa

Taso Ka1: 62 13 3 10 36 10

arvo

Taso KS: 0 4 8 3 0 0

objekti

Taso K4: 0 14 1 12 2 2

tuntematon

luku

Taso K5: 0 5 2 6 1 6

yleinen

luku

Yhteensa 62 52 45 43 43 36
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Luokkia symboli eliminoitavana (taso 2) ja symb®jstemaattisena muuttujana (taso 6)
ei tdssa aineistossa esiintynyt. Kaikilla tutkiaibli jonkinlainen kasitys symbolista.
Suurin osa, 48,4 %, oppilaista kasitti symbolincdasi. Toiseksi yleisin tulkintatapa ol
symbolin tulkitseminen tuntemattomaksi luvuksi @2%). Aineistossa ilmennyt
edistynein kasitys symbolista oli sen ka&sittamineonia arvoja saavaksi muuttujaksi,
kuten 21,0 % oppilaista ajatteli. Vahiten esiindymbolin tulkitsemista objektiksi (8,1
%).

TAULUKKO 9. Oppilaiden symbolien tulkitsemistasot £ 62)

Tulkinta symbolista f %
Symboli arvona (taso K1) 30 48,4
Symboli objektina (taso K3) 5 8,1
Symboli tuntemattomana lukuna (taso K4) 14 22,6
Symboli yleisena lukuna (taso K5) 13 21,0
Yhteensa 62 100,0

Symbolin tulkinnalla havaittiin olevan yhteys kykyynerkita muuttujayf(3) = 9,79, p
= 0,02). Kuviosta 15 ilmenee symbolin tulkinnanegyg muuttujan merkitsemiskykyyn,
jota selvitettin lomakkeessa 1. Symbolin tunteovatksi luvuksi kasittaneet
menestyivat parhaiten muuttujan merkitsemistd @wn#gsa osiossa. Heikoiten
menestyivat symbolin objektiksi kéasittaneet. Edisiynmin symbolin tulkinneet
menestyivat  merkitsemista mittavassa osiossa heikom kuin  symbolin

tuntemattomaksi luvuksi tulkinneet.
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Merkitsemiskyky

symboli arvona symboli objektina symboli tlur'1(temattomana symboli yleisend lukuna
ukuna

Tulkinta symbolista

KUVIO 15. Symbolin tulkinnan yhteys muuttujan mesgamiskykyyn, asteikko 0—4 (n
=62)

RMAT-testimenestykseen(3) = 3,32, p = 0,35) tai tuntemattomia lukuja kiaden
tehtavien ratkaisemiseen?(3) = 5,01, p = 0,17) symbolin tulkitsemisella dlub
yhteytta, joskin kuviosta 16 ilmenee, ettd mitasgdieempi kasitys oppilaalla oli
symbolista, sitd paremmin han kykeni ratkaisemaanietmattomia lukuja sisaltavia
tehtavia lomakkeen 2 tehtavassa 5. Erot keskiagaaiwat tosin hyvin pienia. RMAT-
testimenestyksellda ja symbolin tulkitsemisella kenannyt tilastollisesti merkitsevaa
yhteytta ¢*(2) = 4,01, p = 0,14).
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127

10

Pistemaara

symboli arvona symboli objektina symboli t|ur|1(temattomana symboli yleisend lukuna
ukuna

Tulkinta symbolista

KUVIO 16. Symbolin tulkinnan yhteys tuntemattomiaklija sisaltdvien tehtavien

ratkaisemiseen, asteikko 0-12 (n = 62).

Symbolien tulkitsemistasossa ilmeni U-testin mukdaastollisesti merkitseva ero
sukupuolten valilla (U = 318,50, p = 0,02). Tytoemestyivat symbolin tulkitsemista
mittaavassa osiossa hieman poikia paremmin tyttdyghkitsemistasojen keskiarvon

ollessa 3,1 ja poikien 2,1.

4.3 Oppilaiden kyky ratkaista tuntemattomia lukuja siséltavia tehtavia

Lomakkeen 2 tehtdvissa 1 ja 5 selvitettiin opp#aickykya ratkaista tuntemattomia
lukuja sisaltavia tehtavia. Tasséd osiossa oppitaahestyivat hyvin. Lomakkeen 2
tehtavassa 1 kaikki tutkittavat |0ysivat tuntematsdle luvulle oikean arvon ja myo6s
tehtavasta 5 oppilaat suoriutuivat hyvin. Osiondlisnastd 12 yhtalosta oppilaat
ratkaisivat keskiméaarin 10,3 tehtavaa oikein kesjkihnan ollessa 1,8. Kuviossa 17 on
esitetty oppilaiden suoriutuminen tuntemattoman uiuv sisaltavien tehtavien
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ratkaisemista mittaavasta osiosta. Puolet oppalanst ratkaissut 10—11 tehtavaa oikein
ja suurin osa oppilaistakin vahintaan 9 tehtavaéisi pistemaara osiossa oli 11.

12 B
107
8- (o)
61 *
*
4_
2 *
T
Testipisteet

KUVIO 17. Tuntemattoman luvun siséltavien tehtavietkaiseminen lomakkeen 2
tehtdvassa 5, asteikko 0-12. Pallo ja tdhdet thake@it yksittdisia poikkeavia
pistemaarid. (n = 62)

Tuntemattomia lukuja siséaltavien tehtavien ratkaisessa ei ilmennyt eroa tyttdjen ja
poikien valilla (U = 443,00, p = 0,66). RMAT-testmestyksen perusteella maaritetylla
matematiikan osaamistasolla havaittin olevan tillisesti merkitseva yhteys
tuntemattomia lukuja sisaltavien tehtavien ratkaiseen {°(2) = 8,59, p = 0,01).
Kuviosta 18 ilmenee, etta mita taitavampi oppilaswatematiikassa, sitd paremmin han

kykenee ratkaisemaan tuntemattomia lukuja sisa@tthtavia.



49

127

Pistemaara

keskitasoinen taitava

Matematiikan osaamistaso

KUVIO 18. Matematiikan osaamistason yhteys tuntéomaia lukuja sisaltavien
tehtavien ratkaisemiseen lomakkeen 2 tehtavasasté&ikko 0-12. (n = 62)

4.4 Muuttujien kasittelyyn liittyvat virhetyypit ja vir heelliset kasitykset

Luvun sijoittaminen muuttujan paikall@aman tutkimuksen yhten&d tavoitteena ol
selvittdd, millaisia virhetyyppeja ja virheellisikasityksia ilmenee, kun oppilaat
kasittelevat muuttujia sisaltavia tehtavia. Naigikkoja eriteltin lomakkeista 1 ja 2.
Tuntemattoman luvun merkitsemiskykyd mittaavass@osea (lomake 1) melko
tyypillista oli, etté vaikka oppilas osaisi merkitintemattoman luvun symbolisesti, han
ei kykene my6hemmin kasittelemaan sita osana latisekvaan sijoittaa sen paikalle
konkreettisen luvun. Na&in toimi oppilaista 14,5 % £ 9). Kuviossa 19 on

esimerkkitapaus luvun sijoittamisesta muuttujarkgiée.
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3.

Merkitse tuntematonta lukua haluamallasi x
tavalla.

Merkitse: Lukuun lisétiéin 7. X - ‘}
Saatu tulos kerrotaan kahdella. 3 ()
Saadusta tuloksesta viihennetiiin 4. | 6
Saadusta tuloksesta viihennetiiin \ 3)

alkuperiinen luku.

KUVIO 19. Esimerkki kirjainmerkinnasta, jonka tilalon sijoitettu luku lomakkeen 1

tehtdvassa 3.

Samalla symbolilla kaksi eri merkitystBoiseksi melko yleinen virhe oli ajatella saman
symbolin voivan samassa tehtavassa merkita kahtakea, kuten oppilaista 11,3 % (f

7) teki. Esimerkiksi lomakkeen 1 kolmannessa defiésa oli tavallista, etté
tuntematonta lukua oli merkitty:lla, kuten my6s saatua tulosta tehtdvan seuraaviss
kohdissa. Kuviossa 20 tallainen virheellinen alatega yhdistyy lausekkeiden
ketjuttamiseen.

i;lerkitse tuntematonta lukua haluamallasi ><

tavalla.

Merkitse: Lukuun lisétéiin 7. >< 1 \71‘

Saatu tulos kerrotaan kahdella. X+F=X")

Saadusta tuloksesta vihennetiiin 4. X12=¥7=X-Y
Saadusta tuloksesta viihennetiin X4£=X.7" B-H=X ’X

alkuperiiinen luku.

KUVIO 20. Esimerkki ratkaisusta, jossa samalle sghtlle on annettu eri merkitykset,

minka& lisaksi tehtavasséa ilmenee lausekkeiden ttatjusta.

Symboli paikkajarjestelméass&ppilaista 6,5 % (f = 4) ymmarsi symbolin liittyvan
paikkajarjestelmaan, jolloin esimerkiksa:® ajatellaan tarkoittavan lukua 23, kas 3.
Tahan liittyy myods kasitys siitd, ettd esimerkiksi ei voi tarkoittaa kaksi- tai
useampinumeroista lukua, kuten erds haastateltsittéide "Se voi olla periaatteessa
vain yhdeksaan saakka, koska siind on vain yksi.ldks siina olisi vaikkg ja x, niin

sitten se voisi vaikka olla 16.”
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Symbolin arvon méaarittaminen aakkosjarjestyksemngteella.Symbolin arvon liitti sen
jarjestyslukuun aakkosissa kaksi oppilasta. Erddapauksessa aakkosvirhe ilmeni
varsin monimutkaisella tavalla: Oppilaan mukaaam 2 3b voisi olla "5h koska 2a on
2'b ja 3b on f siksi koska kerroin kirjaimet ja sitten laskin gbteen.” Oppilas on
iimeisesti ajatellut, etta = 1 aakkosjarjestyksen perusteella, jolloia @n 2. Jostakin
syysta oppilas on ajatellut taman tarkoittavan sarkain 2b. Edelleen 3 on
aakkosjarjestyksen perusteella 6, ja kokka aakkosten kuudes kirjain, niirb3on f.
Vastaus B saadaan, kun lasketaan yhteen kertoimet 2 ja Refjeotaan summa

aakkosten kahdeksannella kirjaimehdla, koskab + f = h.

Symbolin arvon maarittaminen aanteen perusteeigmbolin arvon maardamiseen
aakkosjarjestyksen perusteella liittyy laheisesn sarvon maarittdminen lukusanan
ensimmaisen aanteen perusteella. Talloin esimerkik®i olla yksi tai yhdeksan tai
mika tahansa muu y:lla alkava luku. Tata tulkinesantyi tutkituista 8,1 %:lla (f = 5).
Haastatelluista yksi oppilas osoitti kylla ymmagédasa, ettéa tuntematon voi tarkoittaa
muutakin lukua kuiny:lla alkavaa, mutta silti hdnen alkuperainen tutkinsa oli hyvin

vastustuskykyinen:

Oppilas 1:  Ja sitten tuo y viittaa yhdeksaan, koska se alké. ya sitten kun on 10
kertaa 9, niin siita tulee 90.
Haastattelija: Joo. Voisiko y olla mielestasi jotakin muuta?

Oppilas 1:  Se voisi olla 90 tuossa, tai 900, mutta kylla sel@stani eniten viittaa
yhdeksaan. Jos siihen tulisi vaikka 8, niin sei @lgiloogista, koska se ei
sovi siihen minun mielestani.

Haastattelija: Olisiko se mahdollista, etté siin& olisi 8?

Oppilas 1.  Olisi, ei se mahdotontakaan ole.
Haastattelija: Voisiko siina olla vield jotakin muuta?

Oppilas 1:  Siina voisi olla melkein... No voisi olla myds ykkiinkoska se alkaa
y:lla. Ja niin... Mutta mielesténi tuo on paras vaiéhto.

Rajoittuminen luonnollisiin lukuihirHyvin harva oppilas antoi tuntemattomalle luvulle
muita esimerkkiarvoja kuin luonnollisia lukuja, kka etenkin lomakkeen 2 tehtavassa
6 se olisi ollut luontevaa. Yhdella haastateltavisdtkaisustrategia oli hallussa, mutta
sopivien arvojen loytamista hankaloitti pysyminenornollisissa luvuissa: "Jos
kokeilisi jokaisen numeron, etta 1 kertaa 2, p&mon 1 kertaa 2, no 2. Sitten kolme
kertaa mika on 10. Ei mik&an, eli ei toimi sittga niin eteenpain. Nelja miinus 12 on
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kahdeksan. Kolme kertaa mikd on kahdeksan. Ei mika&a sek&an toimi. Sitten
miettii, ettd 2 kertaa 3 ja niin edespairEras oppilas kuitenkin toi esille myds
tuntemattoman luvun mahdolliset rationaalilukuarvtijattelin sitd, ettd jos se
tarkoittaa vaikka puolikasta, niin se b voi ollakkoainen, sitten 2 kertaa puolikas on
yksi kokonainen ja kolme kertaa se kokonainen dmkd<okonaista ja se olisi nelja.”
Myds yksi haastatelluista oppilaista keksi ratidih@eujen kayttdmahdollisuuden
itsendisesti, kun kysyttiin lomakkeen 2 tehtavaaopivia arvoja: "No jos mentaisiin
puolikkaisiin, niin kylla silloin I6ytyy. Silloin vaikka josy olisi 3 kertaa 3, niirx voisi
olla 1,5.”

Numeerisen vastauksen puuttuminélseille oppilaille oli hankalaa hyvaksya, etta
tehtavdan ei saada numeerista vastausta. Heillebraldinen lauseke ei riittdnyt
vastaukseksi. Toisaalta oppilas, joka oli edeliggehtavassa vastannut, etta "tehtavaan
pitaa lisata vielad vastaus”, sanoi seuraavassavéésga, ettd ‘@®voi olla jonkun laskun
tulos. Esim. 2 - 4 = &". Toisinaan siis tuntemattoman luvunkin siséltdaéseke
voidaan oppilaiden mielesta kelpuuttaa tehtavanaukseksi. Yhdella haastatelluista
oli suuria vaikeuksia hyvaksya, ettd saatu tulostememattoman luvun sisaltava
lauseke, eika konkreettinen luku, mutta oppilaaatt@lu kehittyi selvasti tehtdvan

edetessa.

Oppilas 9:  Sittenhé&n se periaatteessa voisi olla mika vaanv@eolla joku tietty,
mutta ei sita tasta voi viela paatella.

Haastattelija: Ei voikaan. Mutta toi ihan riittavd, koska tadssd dtyse vaan
merkitsemisesta. Ei siind tarvitse 16ytda loppustdo No osaisitko nyt
tuohon peraan jatkaa sitd seuraavaa kohtaa? Elidsssa tuloksesta
vahennetaan nelja.

Oppilas 9:  Niin siis tastahan ei voi tietdd paljonko tama ohin silloinhan tama on
yhta suurin kuin x. Ei, ei ole yhta suuri kuin gaan... Mitenkahan méa
merkkaisin tuon... No ihan sama, jos tama olisi sako@n joku
tuntematon.

Haastattelija: Niin on.

Oppilas 9:  En voi merkita sitd mitenkaan, jos ei tanne voilaittaa sitd y:ta tai
muuta semmoista. Niin jos saadusta tuloksesta vitaan...
Haastattelija: Mik& nyt on se saatu tulos?

Oppilas 9:  No eihan tuosta voi sita paatella, paljon se on.

Haastattelija: Ei voikaan, mutta se tulos on tassa. Eli tastd tkaeko lausekkeesta
vahennat nelja.
Oppilas 9:  Elikka siis... Eihan tdssa ole muuta vaihtoehtoa...
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Haastattelija: Ihan oikein. Just noin. No enta sitten viimeinehtk@

Oppilas 9:  No tuosta vahennetaan alkuperainen luku. No, sié@s jotenkin tasta
lausekkeesta vahennetdén, koko lausekkeesta vadhanne Ei sita
voi... Mikdkdhan se alkuperéinen luku sitten onkaan?

Haastattelija: Eli se mika oli taalla tehtavéan alussa.

Oppilas 9:  Eli se x. Eli saadusta tuloksesta vahennetdan aiiipen luku.

Haastattelija: Kylla. Se on siind! Ja tassa oli kyse merkitsentdsesi meidan tarvitse
tietéa sille vastausta.

Muuttujan arvojen rajoittaminenJotkut oppilaat hapuilivat eri symboleille sopivien
arvojen kanssa. Esimerkiksi monessa tapauksessiaapmukaara:n jab:n taix:n ja
y:n tulisi olla eri lukuja. Tiukimman esiintyneenlkinnan mukaara:n olisi oltavab:ta
pienempi, mikd varmaan juontaa juurensa aakkospiisesta. Erds oppilas rajoitti
tuntemattomalle Iluvulle sopivia arvoja lausekkeesssintyvan tunnetun luvun
perusteella: "8 voi tarkoittaa jotain muuta lukua kuin 8”. Yksidstatelluista oppilaista

paasi jyvalle eri symbolien mahdollisista arvoista:

Oppilas 9: Nama ei tietenkaan voi olla sama luku, ndméa a j&dska eri kirjain.
Kaksi kerrotaan jollakin tuntemattomalla luvulla jeolme kerrotaan
jollakin erilla tuntemattomalla luvulla.

Haastattelija: Joo. Ja mita ne tuntemattomat luvut voi olla?

Oppilas 9:  No mita vaan paitsi samoja toistensa kanssa.
Haastattelija: Mita jos ne olisikin samoja?

Oppilas 9:  No sitten jos vaikka a olisi 10, niin tdma ei olssiten a, silloin jos ne
olisi samoja, niin sitten tAmankin pitaisi olla 10.
Haastattelija: Mutta olisiko se ongelma?

Oppilas 9:  Ei. Mutta silloin pitéisi olla samoja niitten nunatten. Mutta eihan se
ole ongelma, jos ne numerot on samoja. Mutta siEmenisi vaarin,
jos siiné olisi kaksi samaa kirjainta, mutta nesokri lukuja.

Puutteellinen kasitys yhtasuuruudeskahdella oppilaalla esiintyi selvia vaikeuksia
yhtasuuruuden merkityksen ymmartamisessa. Erastdtelisista oppilaista eparoi
yhtalon "2-d = 4 + d” kanssa, mutta selvitti oikeatkaisun, kun haastattelija varmensi

yhtasuuruuden kasitteen ymmartamisen:

Haastattelija: Osaisitko sanoa, minka takia 2 ei ole oikea vastaus
Oppilas 4.  En vaan tieda, ettd saako sinne taakse lisattyé diietin, etta...
Haastattelija: Mitd mielestasi tarkoittaa tuo merkki tuossa kelgkel
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Oppilas 4. Ai niin, se on yht& suuri kuin.
Haastattelija: Sehan se on. Eli mita se tarkoittaa?

Oppilas 4:  No, se tarkoittaa ehka sita, ettd tuo 2 kertaaad/btéa suuri kuin 4 + d.

4.5 Ohjauksen vaikutus oppilaiden kykyyn kasitella muutujia

Tutkimuksen toisen padongelman tavoitteena oli its&8; millainen vaikutus
ohjauksella on oppilaiden kykyyn kasitellda muutiuji Ongelmaa selvitettiin
haastattelujen avulla. Taulukossa 10 on esiteltyastadeltujen oppilaiden tasot
muuttujan merkitsemisessa lomakkeen perusteellamélke 1: kirjallinen) ja
haastattelussa (Lomake 1: haastattelu) seka oggalaisymbolin tulkitsemistasot

lomakkeen perusteella (Lomake 2: kirjallinen) jastattelussa (Lomake 2: haastattelu).

TAULUKKO 10. Oppilaiden osaamistasot (1-6) lomakiexi ja haastattelun

perusteella
Tutkittava Lomake 1: Lomake 1: Lomake 2: Lomake 2:
kirjallinen haastattelu kirjallinen haastattelu
Oppilas 1 2 6 K5 K5
Oppilas 2 2 3# K3 K5
Oppilas 3 4 3* K3 K5
Oppilas 4 3 6 # K4 K5
Oppilas 5 4 6# K5 K5
Oppilas 6 3 6 # K4 K6
Oppilas 7 6 6 K1 K5
Oppilas 8 6 6 K4 K5
Oppilas 9 6 6 K4 K5
1 = piirros 2 = sijoitus 3 = kuvio 4 = objekti Srerkki 6 = kirjain

* = avustettuna # = ensin avustettuna, soveltadh@smin itsenaisesti

K1 =arvo K3 = objekti K4 = tuntematon luku K5 =eimen luku K6 = muuttuja

Kaikki oppilaat kykenivat haastattelussa kehittam&duuttujan merkitsemistapaansa
joko itsendisesti tai haastattelijan avustamanaskddtelijan avustamistakin suurin osa

sovelsi uutta merkitsemistapaa itsendisesti seigsmvehtavissd. Eras haastatelluista
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oppilaista keksi kirjainmerkinnan hyvin nopeastsgontaanisti lomakkeen 1 tehtavassa
1, kun hanen kayttamansa sijoitusmerkinta osoittquiutteelliseksi:

Oppilasl: No mietin, ettd mika voisi olla Jaakon pituus, koské ei oltu misséan
maaritelty. Ja tuli ensimmaisena mieleen 110 cnkuai siis se Kallehan
oli 110 cm, jolloin sitten kun taalla kysytaan, ksmon 10 cm:n pidempi
kuin Kalle tuo Jaakko, niin sitten siihen plussataae kymmenen
senttimetrid, niin sitten siita tulee 120 cm.

Haastattelija: Joo. Ihan oikein olet sen ajatellut ja ymmartanytutta tassa ol
ongelmana se, etta... Mita me ei tiedetty? Sanosimjo.

Oppilas 1:  Niin. Ei tiedetty, ettd mik&a sen Kallen pituus on.

Haastattelija: Eli se pitaisi nyt jotenkin merkitd. Me ei tieddtdinka pitkd Kalle on.
Keksitkd miten voisit merkita sita?
Oppilas 1:  Se voi olla periaatteessa x.

Ja myods uuden merkitsemistavan soveltaminen seassav tehtavassa onnistui

itsenaisesti:

Oppilas 1:  No sama juttu kuin tuossa. Ajattelin, ettd sielféatetty maara karkkeja,
joka nyt oli mielestani 20, ja sitten se sy6 siité 5, jolloin siita
miinustetaan se 5 siita 20:st4, jolloin j&a 15. Rdusitten jos sen vertaa
tuohon ykkdstehtavaan, niin sitten periaatteessanse- 5.

Myds toisella haastateltavalla kirjainmerkinnan tk@ysujui luontevasti haastattelijan
vihjattua kirjainmerkinndn mahdollisuudesta, vaildiae olikin oppilaalle uusi:

Haastattelija: Oletko koskaan nahnyt, etta kaytettaisiin kirjaifhia
Oppilas 4. Jaa...

Haastattelija: Kavisiko sellainen?

Oppilas 4.  Joo. En vaan tieda sita.

Haastattelija: Eli tdss& merkitsit Kallen pituutta ukolla. Mitagse olisikin kirjain se
merkki? Mika kirjain voisi merkita Kallen pituutta?
Oppilas 4.  Vaikka K.

Haastattelija: Joo. Mita sitten?
(Oppilas tekee lausekkeen)
Haastattelija: Kylla. Just noin.

Seuraavissa tehtavissa oppilas viimeistelee ratjeain itsenaisesti ja keksii
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spontaanisti kysymysmerkin tuntemattoman symbqliksiutta muotoilee lopulta

edistyneemman ratkaisutavan:

Haastattelija: Ne oli kaikki tuntemattomia lukuja. Miten taalla isi® merkita
tuntematonta lukua?
Oppilas 4:  Kysymysmerkilla.

Haastattelija: Joo. Se kavisi.
Oppilas 4.  Tai vaikka jollain x:lla.

Haastattelija: Joo, hyva! Kokeilepa sita.

Kaikille muuttujan merkitseminen ei kuitenkaan ollainkaan yhtd helppoa. Erasta
oppilasta haastattelija kehotti ensin merkitsemdgiakon pituuden, kun Kallen pituus
on 130 cm. Merkitsemistavan viimeistely kuviometk# kayttaen aiheutti oppilaalle

suurta eparointia ja epauskoa:

Haastattelija: Aivan, noin se menisi. Mutta nyt me ei tiedettyk&ailen pituutta.
Osaisitko merkita sita jotenkin? Saat ihan itse tpaE mikd mielestasi
olisi hyva merkintatapa.

Hiljaisuus

Haastattelija: Tuleeko mieleen mitaan?

Hiljaisuus

Oppilas 2:  Ei nyt tule.

Haastattelija: Kavisiko joku kuvio?

Hiljaisuus

Haastattelija: lThan mika vaan.

Oppilas 2:  No ei tamé& varmaan kay, mutta esimerkiksi kolmio.
Haastattelija: Joo. Kylla se kay. Kokeilepa, jos merkitset Kalpétuutta kolmiolla.
Oppilas 2:  Piirrank6 kolmion?

Haastattelija: Joo.

Hiljaisuus

Haastattelija: Eli se olisi taméan paikalla, eikd6 vaan? Ja sittevs jhaluat merkita
Jaakon pituuden, niin mité teet? Ihan niin kuinsi@isn. (Nayttaa laskua
130 + 10 = 140)

Oppilas 2:  Lisdan siihen.

Haastattelija: Mita?
Oppilas 2.  10.
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Haastattelija: Joo. Just noin.

Seuraavassa tehtavassa ratkaisutavan soveltammméstud jo paremmin haastattelijan

avustuksella;

Haastattelija: Jos esitat karkkipussissa olevat karkit, joita amtématon maara,
jollakin kuviolla. Miké& voisi olla hyva kuvio?
Oppilas 2:  Ympyra.

Haastattelija: Okei. Ja mita sitten pitaéa tehda?

Oppilas 2:  Miinustaa viisi.

Myds toiselle oppilaalle kuvion kayttaminen on hywiankalaa ja onnistuu vasta, kun

haastattelija ehdottaa tikku-ukon kayttamista:

Haastattelija: Nyt saat itse paattaa, mika olisi hyva tapa merkigdlen pituutta.
Hiljaisuus

Haastattelija: Voisiko sitd merkita vaikka jollakin kuviolla?

Oppilas 3:  Entieda.

Haastattelija: Kokeilepa. Keksi joku kuvio, milla merkitset Kallgituutta.
Hiljaisuus

Haastattelija: lhan mika vaan.

Hiljaisuus

Haastattelija: Vaikka tikku-ukko.

Oppilas 3:  Noain.

Haastattelija: Ja nyt tuollaista tikku-ukkoa me voitaisiin kaytt@#ssa Kallen pituuden
paikalla. Kokeilepa kirjoittaa sellainen lasku ylJogpssa ei olekaan
Kallen pituuden paikalla 130 cm, vaan tikku-ukko.

Oppilas 3:  Noin.

Seuraavissakin tehtavissd oppilaalle on huomattavaikeaa keksid sopivaa
merkintatapaa muuttujalle, mutta kun ongelmastdaastattelijan avustuksella paasty

yli, lausekkeen muotoileminen onnistuu itsenéisesti

Haastattelija: Ihan mik& vaan merkki. Niin kuin tdalla sinulla dikku-ukko ja tuolla
tuollainen karkkipussi.
Hiljaisuus
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Haastattelija: Vaikka kolmio. Jos merkitset kolmiolla sita.
(Oppilas piirtdd kolmion)

Haastattelija: Osaatko nyt merkita, ettd lukuun lisatdan 77?
(Oppilas merkitsee lausekkeen)

Haastattelija: Joo. Ihan oikein.

Haastatteluissa kaikkien oppilaiden k&sitys muatig osoittautui olevan korkeampi,
kuin mita lomakkeesta ilmeni. Usein lisakysymyksaljastivat, etta oppilaan vastaus ei
iImentanyt tdman todellista ajattelun tasoa, vasttasivat alempiin tasoihin. Yhta
oppilasta lukuun ottamatta kaikkien oppilaiden ##situntemattomasta luvusta
tasmentyi Kiichemannin luokituksen viidennelle tesofleiseksi luvuksi. Yksi oppilas
osoitti kuitenkin ymmarrysta riippuvuudesta teh&séd "Jos + d < 10 jac < d, mita
osaat sanod:std?” ja hanet sijoitettiin luokituksen ylimmatiesolle: "Josc olisi vaikka

1, niin silloind voisi olla 5. Jog olisi 2, niin silloind voisi olla 5. Jog olisi 3, silloind

voisi olla 5. Jog olisi 4, silloind voisi olla 5.”
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5 POHDINTA

5.1 Viidesluokkalaisilla on valmiuksia algebralliseen gtteluun

Taman tutkimuksen tavoitteena oli selvittéaa, mskaivalmiudet viidesluokkalaisilla on
kasitella muuttujia matematiikassa. Kiinnostuksaevhteena olivat oppilaiden kyky
merkitd muuttujaa, kyky ratkaista tuntemattomiaujaksisaltavia tehtavia ja kasitykset
muuttujaa merkitsevasta symbolista. Lisaksi seiiite virhetyyppeja ja virheellisia

kasityksia, joita esiintyy oppilaiden kasitellessauuttujia. Haastattelun avulla

selvitettiin tuen vaikutusta oppilaan kykyyn kak@&enuuttujia.

5.1.1YIli puolet oppilaista kykenee merkitsemaan muuttujan

Yksi tutkimuksen tavoitteista oli selvittaa, kuinka@ppilaat merkitsevat muuttujan.
Oppilaiden merkitsemistavoista erottui ei-symbdliserkitsemistavat piirros ja sijoitus
sekd symboliset merkitsemistavat kuvio, objekti,syuypysmerkki ja kirjain. Ei-
symbolisista merkitsemistavoista yleisin oli sij@f jota kaytti melkein puolet
oppilaista. My6s Hihnalan tutkimuksessa sijoitusstgia oli yleinen: sitéd kaytti noin
kolmannes oppilaista (Hihnala 2005). Symbolisistaerkitsemistavoista téassa
tutkimuksessa kaytetyin oli kirjain, jolla muuttajamerkitsi neljannes oppilaista.
Objektimerkintaa esiintyi melko vahan, vaikka Hassi mukaan se on paria vuotta
vanhemmilla oppilailla yleinen (Hassinen 2006). Sédutkimuksessa tehtavananto,
joka kehotti merkitsem&én tehtavat matematiikanlekie matemaatikolle, joka ei

ymmarrd suomen kieltéa, todennakoisesti ohjasi agpivalttaméaéan objektimerkintaa.

Oppilaille méaaritettiin muuttujan merkitsemiskyvyaso, jonka perusteella hieman yli
puolet oppilaista kykeni merkitsem&&n muuttujanstdavasti hieman alle puolet ei
kyennyt merkitsemaan muuttujaa symbolisesti. Myattuesittdminen oli oppilaille

selvasti hankala asia. Tutkimustilanteessa he iegtiiletta lomakkeessa on virhe ja
protestoivat, kun lukuja ei kerrottu. Tulosta vadakuitenkin pitaa varsin rohkaisevana,

silla vaikka asia oli oppilaille todennékdisestisuja selvasti vaikea, heista yli puolet
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kykeni kehittdm&an symbolisen merkitsemistavan mtojalte. Merkitsemistavoista

neljannes oli vielapa edistyneita kirjainmerkintoja

Myds aiempiin tutkimuksiin verrattuna taman tutkiksan oppilaat menestyivat hyvin.
Kun tassd tutkimuksessa algebraan perehtymattonogggilaista puolet kykeni
kehittamaan merkintatavan muuttujalle, Staceyn jacGregorin tutkimuksessa
algebraa jo hieman opiskelleet ylsivat samaan. Tatakimuksen tutkimusjoukon
kanssa suunnilleen samanikaisista tutkituista y&si kykeni merkitsemaan muuttujaa
lausekkeessa. Samanikaisista oppilaista, joillekatp oli opetettu, vain hieman yli
kolmannes onnistui kehittam&an merkintatavan mjalkeu (MacGregor & Stacey 1997;
Stacey & MacGregor 1997.) Myos Hihnalan (2005) itatkkseen verrattuna taman
tutkimuksen tulokset ovat rohkaisevia. Kun Hihnatatkimista kuudesluokkalaisista
noin kolmannes kykeni tunnistamaan oikean muuttige@ltavan lausekkeen, tassa
tutkimuksessa yli puolet kykeni kehittamaan itseaéii merkitsemistavan muuttujalle.
On toki huomattava, etta tassa tutkimuksessa oskealstaukseksi ei luettu pelkastaan
edistyneita kirjainmerkintdja, vaan myos objeklysymysmerkki- ja kuviomerkinnat
hyvaksyttiin tavoiksi merkitd muuttuja. Tama sélittosaltaan hyvia tuloksia, mutta ei
kuitenkaan taysin, silla olihan taman tutkimuksererkmnoista neljannes juuri

Kirjainmerkintdja.

5.1.2Kaikilla oppilailla on k&sitys muuttujaa merkitsevasta symbolista

Tassa tutkimuksessa selvitettin myds, millainersity@ oppilailla on muuttujaa

merkitsevasta symbolista. Kasitykset luokiteltiin idkemannin (1981) teorian
mukaisesti kuuteen luokkaan. Aineistosta erottuluakat symboli arvona, objektina,
tuntemattomana lukuna ja yleisena lukuna. Lisaksishattelussa ilmeni viela teorian
ylin taso symboli systemaattisena muuttujana. @gapil symbolin tulkitsemisen taso
maaritettiin tAman osoittaman edistyneimman tulaiimmukaan. limeni, etta kaikilla
tutkituilla oli jonkinlainen kasitys symbolista. h&s puolet oppilaista kasitti symbolin
arvoksi. Toiseksi yleisin tulkintatapa oli symbolitulkitseminen tuntemattomaksi
luvuksi. Nain teki oppilaista vajaa neljgnnes. Lsihghtd moni tulkitsi symbolin

yleiseksi luvuksi.
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Oppilaista hieman yli puolet sijoitettiin Klichemamn(1981) luokituksen kolmelle
alimmalle tasolle, joihin myds Kichemannin mukagpitaiden ajattelu usein viittaa.
Kichemann sijoitti tutkimistaan 13-vuotiaista rgiiltasoille lahes kolme neljasosaa
oppilaista. Myds Hihnalan (2005) tutkimista 6.-9okkalaisista suurin osan sijoitettiin
luokituksen kolmelle alimmalle tasolle. Kichemann@m Hihnalan tutkimuksissa
alempien tasojen ajattelua esiintyi siis jonkunraerenemman kuin tassa tutkimuksessa.
Objektitulkintoja oli tdssa tutkimuksessa huomadtvHihnalan tutkimusta vahemman.
Objektitulkintojen vahaisyys oli yllattavaa, sildiemmissa tutkimuksissa niiden on
todettu olevan yleisia — onhan kirjainten kayttosilind tai lyhenteena oppilaille
matematiikasta jo entuudestaan tuttua (Hassinerf;28@acey & McGregor 1997).
Neljannelle tasolle sijoitettiin tdssa tutkimukses®in neljdnnes oppilaista, mika on
lahelld Kichemannin tuloksia. Vaikka edistyneempiilennen tason tulkintojakin
symbolista ilmeni runsaasti, yksikdan tutkituistaosoittanut ylimmén tason ajattelua

ennen haastattelua.

Vaikka suurin osa tdman tutkimuksen oppilaistaitgfbin Kiichemannin luokituksen

kolmelle alimmalle tasolle, jotka Kiichemannin mukaaat alkeellisia tulkinnan tasoja,
voidaan taman tutkimuksen tuloksia pitaa erittaiponteisind. On huomioitava, etta
tutkitut olivat Kiichemannin ja Hihnalan tutkimiamlaita nuorempia, eivatka he olleet
viela saaneet varsinaista algebran opetusta. Spiaiden ika ja aiemmat kokemukset
algebrasta  selittavat  tulosten  erilaisuutta.  Lisdkgutkimusjoukot  ovat

vertailututkimuksissa olleet kattavampia. Tamarkitntiksen tulosten vertailtavuutta
heikentaa pieni tutkimusjoukko, jossa tutkittujelwkkien menestys eri testiosioissa oli

viela epatasaista.

5.1.3 Oppilaat kykenevat ratkaisemaan tuntemattomia lukuja sisaltavia tehtavia

Taman tutkimuksen tavoitteena oli selvittaa, mskdivalmiudet oppilailla on ratkaista
tuntemattomia lukuja sisaltavia tehtavid. Osoittgutettd oppilaiden algebrallisen
ajattelun valmiudet taltd osin ovat hyvat, joteretyssuunnitelman (2004) vaatimukset
tayttyvat. Myoskaan ulkomaiset tutkimukset eivé okoittaneet erityisia hankaluuksia
paattelemalla ratkaistavissa olevien yhtaléidenkaigaemisessa (Herscovics &
Linchevski 1994; Schliemann ym. 1998). Mielenkiista on, ettd suomalaisnuorilla on

kuitenkin havaittu ongelmia juuri yhtaldiden ratk@misessa (Kupari & Tornroos 2004).
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On mahdollista, ettd ndma ongelmat ilmenevat v&sta,yhtalot vaativat algebrallisia
ratkaisukeinoja, eikd paatteleminen enéa riita.dhakysymykseen taméa tutkimus ei

kuitenkaan pyri vastamaan, vaan lisatutkimus dé tagin tarpeen.

5.1.4 Oppilailla esiintyy virheellisia kasityksid muuttujiin liittyen

Algebrallisen ajattelun valmiuksien Kkartoittamiselisdksi tésséd tutkimuksessa
selvitettiin, millaisia virhetyyppeja ja virheeliégs kasityksia oppilailla on muuttujiin
littyen. Osoittautui, ettd oppilailla esiintyy ammissakin tutkimuksissa havaittuja
virheellisid ajattelutapoja. Oppilaat sijoittavatuattujan paikalle luvun, kun eivat
kykene kasittelemaan muuttujaa lausekkeessa. @ppdatavat samassa tehtavassa
symbolille kaksi eri merkitysta. Toisaalta ilmenesuuttujan arvojen rajoittamista
virheellisin perustein. Algebran merkitsemistavatie ole oppilaille tuttuja, jolloin he
litthvat symbolin paikkajarjestelmaan. Oppilaat &nti&vat symbolille sopivat arvot
aakkosjarjestyksen tai aanteen perusteella. Heitttajat yleensa ajattelemaan
luonnollisia lukuja, vaikka tehtavan kontekstiinpsokin esimerkiksi rationaaliluvut.
Numeerisen vastauksen puuttumisen hyvaksyminenppiladle hankalaa, eivatka he
haluaisi hyvaksya algebrallista lauseketta tehtaxastaukseksi. Liséksi puutteellinen
kasitys yhtdsuuruudesta heikentaa oppilaiden v&isau algebralliseen ajatteluun.
(Christou ym. 2007; Christou & Vosniadou 2005; DukeGraham 2007; Hassinen
2006; Hihnala 2005; Knuth ym. 2008; Kichemann 1984acGregor & Stacey 1997,
1999; Matteson 2010; McNeil & Alibali 2005; Stac&MacGregor 1997; Stephens
2005.)

5.1.5 Tuettuna oppilaat yltavat korkeatasoisempaan algehalliseen ajatteluun

Tassa tutkimuksessa selvitettiin tuen vaikutustpilapn kykyyn kasitella muuttujia
matematiikassa. Osoittautui, ettd kaikki oppilagkdnivat haastattelussa kehittamaan
muuttujan merkitsemistapaansa joko itsendisestiastattelijan avustamana. Apua
saaneista oppilaistakin suurin osa sovelsi uuttkiilsemistapaa itsenaisesti seuraavissa
tehtavissa. My0s useissa muissa tutkimuksissa édgep& Levi 2000; Schliemann ym.
1998; Warren & Cooper 2005) on havaittu, ettéd @atikykenevat joko spontaanisti tai
tuettuina kehittamaan merkitsemistapoja muuttujaaastatteluissa tasmentyi myos

oppilaiden tulkinnat muuttujasta. Kaikkien haadtajen oppilaiden kasitys muuttujasta
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osoittautui olevan korkeampi, kuin mita lomakkeeit@eni. Yksi oppilas sijoitettiin
Kichemannin luokituksen ylimmalle tasolle ja lopoiseksi ylimmalle tasolle.

5.1.6 Algebrallisen ajattelun valmiuksien yhteydet toisinsa

Osoittautui, ettd muuttujan merkitsemiskyvylla onhtgys kykyyn ratkaista
tuntemattomia lukuja sisaltavia tehtavia. Algebmymetuksen kannalta tama viittaa
siihen, ettd muuttujan merkitsemistd voisi olla dwyltista harjoitella ennen kuin
siirrytddn yhtaldiden ratkaisemiseen. Perinteibésti algebran opetus alkaa juuri
yhtaldista. Lisdksi symbolin tulkinnalla havaittiinlevan yhteys kykyyn merkita
muuttuja. Symbolin tuntemattomaksi luvuksi kasi@éin onnistuivat parhaiten
merkitsemaan muuttujan. Yllattaen edistyneimminisgltim tulkinneet onnistuivat heita
huonommin. Heikoiten muuttujaa kykenivat merkitsémasymbolin objektiksi
kasittdneet. Tulos viittaa siihen, ettd symbolitkitseminen tuntemattomaksi luvuksi
voi olla aloitteleville algebran opiskelijoille hivtapa tutustua muuttujan kasitteeseen.
Objektitulkintaa opetuksessa puolestaan ei kannat@osia. Matemaattisella
osaamistasolla havaittin olevan yhteys tuntematiotokuja sisaltavien tehtavien
ratkaisemiseen. Tama viittaa siihen, etta algebpmminen vaatii riittdvaa aritmetiikan

hallintaa.

5.2 Tutkimuksen luotettavuus

Taman tutkimuksen perustana on Kichemannin teoppilaaden tavoista tulkita
muuttujia. Teoriaan on Vviitattu useissa tutkimukajs joten sitd voidaan pitaa
luotettavana kehyksena télle tutkimukselle. Tokhoomattava, etta taman tutkimuksen
paatelmat perustuvat tutkijan tulkinnoille, joidgrohjana on Kichemannin teoria.
Tutkijan tulkinta oppilaan esittdmasta tehtavakaestusta ei valttaméatta edusta oppilaan
todellisen ajattelun tasoa, eikd myo6skaan oppiladutdvan ratkaisusta ilmene taman
ajattelun taso. Lomaketutkimuksen osalta on hu@wajt ettd tulokset saattavat
vaaristya heikompaan suuntaan, silla kuten haabtessa ilmeni, kaikki oppilaat eivat
tutkimuslomakkeissa kyenneet ilmaisemaan todellggtdtelun tasoaan. Toiseksi on
mahdollista, ettd kaikki oppilaat eivat ole suhtangtet tutkimukseen tosissaan ja tehneet
tehtavia huolellisesti, silla useisiin tutkimuksiasallistuminen oli selvasti heikentanyt

heidan motivaatiotaan.
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Luvussa 3.8 on pohdittu tarkemmin menetelman lteptatiteen vaikuttavia seikkoja.
Luvussa tutkimuksen toteuttamisen vaiheet on kuviatkasti, joten tutkimus voidaan
halutessa toistaa. Tutkimuslomakkeet ja haastatigho on esitestattu ja havaittu
toimiviksi. Tulosten arvioinnissa on huomioitavatkittujen luokkien epatasainen
testimenestys ja vertailtavien ryhmien ajoittaim@enuus. Lisdksi on huomioitava, etta
tutkimuksen tutkimusjoukko oli melko pieni. Sitenldsten yleistimisessa on oltava
varovainen. Jatkotutkimus auttaisi varmentamaarkinuwiksen tuloksia. Taman
tutkimuksen tulosten luotettavuutta parantaa useid@netelmien yhteiskayttd niin
aineistonkeruussa kuin analyysissakin. Siten myifkinhuksen tulkinnat perustuvat

useiden menetelmien tarjoamaan tietoon.

5.3 Jatkotutkimusehdotuksia

Tama tutkimus antaa alustavan kasityksen suomataisviidesluokkalaisten
valmiuksista kasitella muuttujia matematiikassa.tkimus tekee myo6s nakyvaksi
muuttujien Kkasittelyyn liittyvia virheellisia kagksid. Suurempaa otosta tutkimalla
saataisiin tietoa ilmididen yleisyydestad. Algebrapetuksen kannalta erilaiset
opetuskokeiluja koskevat tutkimukset olisivat hytidia. Pitkittaistutkimus tarjoaisi
tietoa oppilaiden algebrallisen ajattelun kehittyesta. Mielenkiintoista olisi myds
selvittdd, millaiset valmiudet nyt tutkittuja nuormilla oppilailla on algebralliseen

ajatteluun.

5.4 Algebraa alaluokille

Tama tutkimus osoittaa, etta viidesluokkalaisillavalmiuksia algebralliseen ajatteluun
ennen kuin he ovat saaneet varsinaista algebranstpeKaikilla oppilailla on kasitys
muuttujasta ja puolet oppilaista kykenee myo6s nisgkndan muuttujan. Tuntemattomia
lukuja sisaltavien tehtavien ratkaiseminen sujuwimnyOppilailla esiintyy kuitenkin
virheellisia kasityksia, jotka saattavat vaikeutigebran oppimista tulevaisuudessa.
Jatkossa oppilaiden ennakkotiedot, niin oppimistalpdttavat kuin oppimista
hankaloittavatkin, tulee ottaa opetuksessa entstéemmin huomioon. Erityisesti on
huomioitava vastustuskykyisiksi havaitut virhedtis kasitykset, joista ylitse

paaseminen saattaa vaatia kasitteellistd muutpgitamen ajattelussa.
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Ennen algebran opetuksen alkamista oppilaiden edlislen ajattelun valmiuksia on
mahdollista kehittdad. Tama ei tietenkaan tarkatty stta algebran sisaltdja siirretdén jo
ennestaan ahtaaseen alaluokkien opetussuunnitelnzaagtta alaluokkien opetuksen
pitdisi sisaltaa erityisid esialgebran oppituntefgsialgebraa voitaisiin sisallyttaa
matematiikan muiden sisaltjen lomaan. Taman tutksen tulokset ja aiemmat
tutkimukset viittaavat siihen, etta algebran meylestllinen oppiminen vaatii ainakin
riittdvaa aritmetiikan hallintaa, kykya kasitellaorenlaisia lukuja ja ulottaa ajattelu
luonnollisia lukuja pidemmalle seka oikeaa tulkantghtdsuuruudesta. Algebraan
siirryttdessd on kiinnitettdva huomio muuttujatalkan kehittamiseen, muuttujan
merkityksen ymmartdmiseen ja muuttujan merkitseemsgen sijaan, etta typistetaan
algebra symbolien manipuloimiseksi. Naiden seikkojgiomioiminen ei valttamatta
vaadi muutoksia opetussuunnitelmaan tai matematiikantiméariin. Sen sijaan
huomioimalla viitteet oppilaan algebrallisen ajhtte rakentumisesta ja oppilaiden
algebraan liittyvistd  ennakkotiedoista voidaan liga opetusta kehittaa

tuloksellisempaan, merkityksellisempaan ja mielékkpaan suuntaan.
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Liitteet

Liite 1: Lomake 1

NIMI:
Olen tytt6 / poika (ympyroi).

Lue tehtavéat huolellisesti. Mieti rauhassa. Naisshtavissd merkitseminen matematiikan
kielelle on tarkeda. Kuvittele, ettd ratkaiset &&fd matemaatikolle, joka ei ymmarrd suomen
kieltd. Pyri siis kirjoittamaan tehtéavat sellaisikaskuiksi, jotka matemaatikko ymmartéisi. Jos
tama tuntuu hankalalta, kerro kuitenkin kuvan tgokuksen avulla, mité ajattelet tehtavassa.

Jos tarvitset lisda tilaa, kayta paperin toistaltpudluista merkita tallin, mista tehtavasta on
kyse!

Tee tehtavat jarjestyksessa. Jos jokin tehtavaitumankalalta, voit siirtyd seuraavaan. Tee niin
monta tehtavaa kuin osaat.

1. Miten merkitsisit matematiikan kielella Jaakon ptuuden, kun Jaakko on 10 cm
pidempi kuin Kalle?

2. Miten merkitsisit matematiikan kielella Siljan karkkien maaran, kun hanella on
pussillinen karkkia ja han syo karkeistaan viisi?

3.
Merkitse tuntematonta lukua
haluamallasi tavalla.

Merkitse: Lukuun lisataan 7.

Saatu tulos kerrotaan kahdella.

Saadusta tuloksesta vahennetaan 4.

Saadusta tuloksesta vahennetaan
alkuperainen luku.

Kiitos vastauksistasi!
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Liite 2: Lomake 2
NIMI:
Lue tehtavat huolellisesti. Mieti rauhassa. Piku#a tai kirjoita ajatuksesi paperille, vaikka et

osaisikaan antaa vastausta tehtdvaan. Oikeaa ststiirkeampdd on se, kuinka ajattelet
tehtévissa.

Jos tarvitset lisda tilaa, kayta paperin toistaltpudluista merkita tallin, mista tehtavasta on
kyse!

Tee tehtavat jarjestyksessa. Jos jokin tehtavéimumankalalta, voit siirtyd seuraavaan. Tee niin
monta tehtavaa kuin osaat.

1. Mitd mielestasi x voisi tarkoittaa tehtavassa ¥ 6 = 11? Mitd tehtdvassa pitada
tehda?

2. Mita mielestasi 10-y voisi tarkoittaa? Perustelgastauksesi.

3. Mita mielestasi 8a voisi tarkoittaa? Perusteleastauksesi.

4. Mitd mielestasi 2-a + 3-b voisi tarkoittaa? Mitda voisi tarkoittaa? Enta b?
Perustele vastauksesi.

Kaannal
(jatkuu)



(jatkuu)
5. Selvita d seuraavissa tehtavissa.
5+d=12 2=1+d 17=d-2 12=d-3
= d= = =
d+d=4 d-3=5 5=9-d d/2=8
= d= d= =
10=d+5 9-d=6 2-d=16 2-d=4+d
d = d = d = =

6. Jos 2:x + 3-y = 12, mitd osaat sanoa x:std? Entata? Kerro kaikki mitd osaat
sanoa! Perustele vastauksesi.

7.Jos c +d <10 jac<d, mitéd osaat sanoa d:stl@rro kaikki mita siita voit sanoa!
Perustele vastauksesi!

Kiitos vastauksistasi!
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Liite 3: Haastattelurunko

Aluksi:

Teit viime viikolla kolme tehtavéasarjaa, ja nyt lkah saada hieman lisatietoa
ratkaisuistasi.

Haastattelun tavoitteena on saada tarkempaa 8@ton ajattelustasi, joten koeta kertoa
siita mahdollisimman paljon, vaikka et olisikaamaai varma. Aanen ajattelu on nyt
sallittua, ja virheita ei tarvitse pelata.

Tulen esittamaan sinulle kysymyksia, joiden tankksena on saada sinut ajattelemaan
ongelmaa vielad pidemmalle ja ehk& uudesta nékdlstama

Haastattelua ei tarvitse jannittaa.

Vastauksia ei kerrota ulkopuolisille eivatk& nekwaa arviointiin.

Haastattelu nauhoitetaan, jotta voin keskittya kelemiseen kirjoittamisen sijaan.

Lomake 1:

Tassa on tehtavasarja, jonka teit viime viikollat$0 tehtavia ja omia ratkaisujasi
rauhassa, ja palauta mieleesi, mita olet ajatédletro minulle, kun olet valmis.

Kerro ensin omin sanoin, mita ajattelit tata teBtivehdessasi?
Kuinka paadyit tdhan tulokseen?
Ajattelitko muita vaihtoehtoja?

Sijoitustilanne:

Olet merkinnyt Jaakon pituudeksi 150 cm. Miksi pagdihan?

Sopisiko jokin muu vaihtoehto myds?

Miten merkitsisit laskun, jos Kallen pituus tiedasiin?

Jos Kallen pituus olisi 140 cm, miten merkitsisialdon pituuden?

Nyt Kallen pituutta ei kuitenkaan tiedeta. Osasikuitenkin merkita laskun jotenkin?
Voisiko Kallen pituutta merkité jotenkin? Voit itéeksia sopivan tavan.

Voisiko Kallen pituutta merkité esimerkiksi jollakkuviolla?

Osaatko viela viimeistella vastausta niin, ettematatikko varmasti ymmartaisi sen?

Objektitilanne:

Osaatko viela hioa vastausta niin, etta matemaatiikmasti ymmartaisi sen?
Matematiikassa olet saattanut kohdata téllaisantgen. Oletko n&hnyt, etta
matematiikassa kaytettaisiin kirjaimia?

Voisiko sitéa merkitéa kirjaimella?

Lomake 2:

Tassa on toinen tehtavasarja, jonka olet tehngteriiikolla. Katso tehtavia ja omia
ratkaisujasi rauhassa, ja palauta mieleesi, métapatellut. Kerro minulle, kun olet
valmis.

Kerro ensin omin sanoin, mita ajattelit tata tebtivehdessasi?
Kuinka paadyit tdhan tulokseen?
Ajattelitko muita vaihtoehtoja?
(jatkuu)
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(jatkuu)
Tuntematon arvona:
Voisiko x tarkoittaa jotakin muuta?
Osaatko antaa esimerkin?
Enta viela?
Osaisitko nyt sanoa, kuinka monta erilaista vaihtoa voi olla?

Objekti:
Voisiko x tarkoittaa jotakin muuta? Mita?
Voiko x olla muu kuin jokin sana?

Jokin tuntematon luku:

Mika x voi olla?

Kayko x:n paikalle mika tahansa luku?

Jos x on kolme, mita on y?

Osaatko antaa lisda esimerkkeja?

Osaatko nyt sanoa jotakin tarkempaa x:sta ja y:sta?
(Esimerkiksi tehtdvassé 4 toinen muuttuja riippoigdsta)



