KVASIKONVEKSISUUS TASOSSA

MATTI-PETTERI RAJAHONKA

TrivisTELMA. Kvasikonveksit alueet osoitetaan Jordan-kdyrd-alueiksi. Kvasi-
konvekseille alueille, joilla on d&drellinen méird reunan komponentteja, saadaan
karakterisaatio. Lisdksi konstruoidaan kompakti taysin epdyhtendinen joukko,
jonka komplementtialue ei ole kvasikonveksi.

1. JOHDANTO

Tason joukko A on c-kvasikonveksi luvulle ¢ > 1, jos kaikille pistepareille x,y € A
on olemassa pisteet yhdistava joukon A polku ~, jolle pétee

() < cllz =y

Kvasikonveksi joukko on siis polkuyhtendinen, mutta kaikki polkuyhtenéiset joukot
eivat ole kvasikonvekseja. Toisaalta on méadritelty, ettd tasojoukko A on konveksi,
jos kaikille pistepareille z,y € A pisteiden vélinen jana [x,y] kuuluu joukkoon A.
Lisiiksi A on aidosti konveksi, jos kaikille pistepareille x,y € A pisteiden vélinen
jana [z, y] kuuluu padtepisteitd lukuunottamatta joukon A sisépisteiden joukkoon.
Konveksit joukot ovat tidten 1-kvasikonvekseja, itse asiassa euklidiselle standardi-
metriikalle ne ovat ainoat 1-kvasikonveksit joukot. Kvasikonveksisuus on siis maa-
ritelmind rajoittavampi kuin polkuyhtendisyys, mutta lievempi kuin varsinainen
konveksisuus.

Tamé tyd seuraa padosiltaan Hrant Hakobyanin ja David A. Herronin [1] artik-
kelia Fuclidean Quasiconvexity. Nain ollen tyossa kisitelldén pddasiassa alueiden
kvasikonveksisuutta.

Miéaritelldan, ettd alue on Jordan-kiyrd-alue, jos sen reunan jokainen komponentti
on Jordan-kiyré tai piste. Kvasikonveksit alueet toteuttavat seuraavaa:

Lause 1.1. Olkoon D c-kvasikonveksi alue. Talloin
(1) D on Jordan-kdyri-alue.

(2) Kaikille b > c pitee, ettd jokainen pistepari x,y € D voidaan yhdistid joukossa
D U{z,y} polulla vy, jonka pituudelle pitee

() < bllz —yll.

(8) Reunalla 0D on enintian m/arcsin(1/c) rajoittamatonta komponenttia.

Téssé lauseessa kohta (1) seuraa siitéd, ettd kvasikonveksit joukot ovat tasaisesti
lokaalisti yhtenéisia. Kohdassa (2) pitad olettaa b > c, silld c-kvasikonveksin joukon
reunalla voi olla pisteet x,y, joita ei voida yhdistdd joukossa D U {z,y} polulla ~,
jonka pituudelle pétee
I(v) < clle —yll.

Jokaiselle kokonaisluvulle n > 2 voidaan konstruoida alue, joka on c-kvasikonveksi
luvulle ¢ = 1/sin(r/n), ja jolla on kohdan (3) sallimat n rajoittamatonta reunan
komponenttia.
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Alueille, joilla on vain darellinen méira reunan komponentteja pétee edellisen lau-
seen kddnteistulos.

Lause 1.2. Olkoon D Jordan-kdyri-alue, jonka reunalla 0D on vain ddrellisen
monta komponenttia. Oletetaan, ettd c > 1 ja jokainen pistepari x,y € 0D voidaan
yhdistid joukossa D U {x,y} polulla ~y, jonka pituudelle pitee

I(y) < cllz =yl

Tdlloin kun ¢ > 1, néin D on c-kvasikonveksi, ja kun ¢ = 1, niin D = G\F, missd
G on aidosti konveksi ja F on ddrellinen joukko.

Yhdistamalla edelliset lauseet voidaan karakterisoida kvasikonveksit alueet, joilla
on Adrellinen méiira reunan komponentteja:

Lause 1.3. Olkoon D alue, joka on avarvuden R? aito osajoukko ja ¢ > 1. Olete-
taan, ettd alueen D reunalla on vain ddrellinen mddrd komponentteja. Tdlléin D
on c-kvasikonveksi jos ja vain jos

(1) D on Jordan-kdyri-alue ja

(2) jokainen pistepari x,y € 0D wvoidaan yhdistid joukossa D U {x,y} polulla =,
jonka pituudelle pdtee

l(y) < bllz =y,

missd kvasikonveksisuudesta seuraa ehto (2) kaikille b > c ja kvasikonveksisuus
seuraa, kun ehdossa (2) b= c.

Joukkoja, joiden jokainen komponentti on piste, nimitetdin taysin epdyhtendisik-
si joukoiksi. Suljetun ja ddrettomin tdysin epdyhtendisen joukon komplementti on
yksinkertaisin esimerkki Jordan-kiyra-alueesta, jolla on diretén méard reunan kom-
ponentteja. Talldinen alue voi olla kvasikonveksi, esimerkiksi pétee:

Lause 1.4. Olkoon A suljettu joukko. Oletetaan, etti joukon A molemmat projek-
tiot reaaliakselille ovat harvoja. Tdlloin R*\ A on kvasikonveksi.

Lisdksi suljetun tédysin epayhtendisen joukon komplementtialueen kaikki pisteparit
voidaan yhdistdd komplementtialueen kaarella, jonka halkaisija on pienempi tai
yhtésuuri kuin pisteiden vélinen etaisyys. Tdm4 ei kuitenkaan kerro mitdan kyseisen
kaaren pituudesta ja tyon lopuksi todistetaan konstruktiolla seuraava lause:

Lause 1.5. On olemassa kompakti tiysin epiyhtendinen joukko A C R2, jonka
komplementti ei ole kvasikonveksi.

2. YHTENAISYYS JA POLKUYHTENAISYYS TASOSSA

Merkinnilld R? tarkoitetaan kaksiulotteista tasoa, jossa on standardimetriikka: Ol-
koot z,y € R?, z = (21, 22) jay = (y1,y2). Télldin pisteiden x ja y viilinen etiisyys
on

2 =yl = V(21 = y1)2 + (22 — y2)2.
Standardimetriikka indusoi tasoon standarditopologian. Joukon A sisépisteiden jouk-
koa merkitdsn int(A), sulkeumaa A ja reunapisteiden joukkoa 0A.

Avaruuden R? avoin a-keskinen r-siiteinen pallo on joukko
B(a;r) ={z € R?*: ||z —a| < 7},
suljettu a-keskinen r-siteinen pallo
Bla;r) ={z € R?*: ||z —al|| <7}
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ja a-keskinen r-sédteinen pallonkuori
S(a;r) ={x € R?: ||z —al =7}

Oletetaan, ettd jatkossa kaikki joukot kuuluvat avaruuteen R?, jollei erikseen mai-
nita toisin.
Olkoot A ja B epétyhjii joukkoja. Madritellddn joukkojen vdlinen etdisyys:
dist(A, B) :=inf{||lz —y||: v € A,y € B}.
Erityisesti pisteen = etéisyys joukosta A on t&lléin
dist(z, A) == inf{||lz —y|| : y € A}.

Olkoon A epityhji joukko. Méiritelladn joukon A halkaisija
diam(A) := sup{||lz —y| : x,y € A}.
Joukko A on rajoitettu, jos diam(A) < oo ja rajoittamaton, jos diam(A) = oo.

Oletetaan tunnetuiksi perustiedot metristen avaruuksien joukkojen yhdisteista, leik-
kauksista, avoimista ja suljetuista joukoista, joukkojen reunoista ja niin edelleen.
Esitellddn kuitenkin erikseen yhtendisyys, lokaali yhtenéisyys ja polkuyhtendisyys,
silld ne liittyvit olennaisesti kvasikonveksisuuteen.

2.1. Yhteniisyys. Aloitetaan méarittelemalla yhteniisyys ja epdyhtendisyys ja
kiytetaan siind Newmanin [5], Ch IV, 1-3, s. 71-80 tapaan kisitettd joukon jako.
Yhteniisyys ja kontinuumit on kattavasti kisitelty Kuratowskin kirjassa [3], Ch V,
§46-§47, 5. 127-190.

Olkoot joukot U ja V joukon A osajoukkoja. Sanotaan, ettd joukot U ja V ovat
joukon A jako, jos U ja V ovat epityhjid, suljettuja joukon A suhteen ja niille pétee

(HUNV=>0
(2) UUV = A.

Jos joukot U ja V ovat joukon A jako, merkitdin
A=U|V.

Jos joukot U ja V ovat joukon A jako, ovat ne toistensa komplementteja joukon A
suhteen. Niin ollen ne ovat joukon A suhteen paitsi suljettuja, niin my6s avoimia.

Joukko A on epayhtendginen, jos on olemassa joukon A jako U||V. Vastaavasti joukko
A on yhtendinen, jos tallaista jakoa ei ole olemassa.

Epétyhja avoin yhtendinen joukko on nimeltdin alue, ja kompakti yhtendinen jouk-
ko, jossa on vihintdan kaksi pistettd on nimeltdin kontinuumi.

Jos joukko A on yhtendinen ja x,y € A, niin sanotaan, ettd joukko A yhdistdd
pisteet x ja y.

Hyvin olennaista yhtenéisyydelle on, etté se sdilyy jatkuvassa kuvauksessa. Téman
vuoksi esimerkiksi, jos A on reaaliakselin yhtenédinen osa ja f : A — R on jatkuva,
on funktion f kuvaaja yhteniinen joukko avaruudessa R2.

Lause 2.1. Olkoon A yhtendinen ja f : A — R? jatkuva. Tdilloin f(A) on yhtendi-
nen.

Todistus. Antiteesi: f(A) ei ole yhtendinen, eli f(A) = U||V. Tarkastellaan joukkoja
F~YU), f~1(V) C A. Koska f on jatkuva, ne ovat avoimia, koska U # ) # V, niin
F7YU) #0 # f~Y5V) jakoska UNV = 0, niin f~HU) N f~1(V) = 0. Téllsin
A= f~YU)|f~1(V), miki on ristiriita, koska A on yhteniinen. O
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Yhteniisyys sdilyy myos, jos joukkoon lisdtdin sen kasautumispiste.

Lause 2.2. Olkoon A yhtendinen ja A C B C A. Télléin B on yhtendinen. Eri-
tyisesti A on yhtendinen.

Todistus. Antiteesi: B ei ole yhtendinen, eli B = U||V. Nyt jos pétisi
ANU#D#ANYV,

olisivat ANU ja ANV joukon A jako. Voidaan siis olettaa, ettd AN U on tyhja.
Talloin pitee A C V jolloin myos A C V. Nyt

BCcAcCV
eli
BCcvVnUuV)=V,

missd V N (U UV) =V siksi, ettd V on suljettu joukon U UV = B suhteen. Niin
ollen, koska U NV = (), pitee U = U N B = (), miki on ristiriita. O

Yhtendisyys reaaliakselilla on yksinkertaista: yhtenéisia joukkoja ovat vain tyhja
joukko, yhden pisteen joukot sekd avoimet, puoliavoimet ja suljetut vilit. Tasossa
tdma ei ole endd yhti selkedd: Olkoon

A= {(z1,22) €ER*: 0 < 21 < 1,39 = sin(1/z1)},

siis kuvaaja jatkuvalle funktiolle, joka saavuttaa arvot 1 ja —1 &drettémén monta
kertaa ja tihentyvisti ldhestyttiessd nollaa oikealta. Olkoon liséiksi

B C {(z1,22) €ER*: 2y =0,—1 < xy < 1},

missd jana xo-koordinaattiakselilla { (1, z2) € R? : 21 = 0,—1 < 25 < 1} on joukon
A kasautumispisteiden joukko. Nyt A on viilin (0,1] kuva jatkuvalle kuvaukselle,
joten se on yhtendinen, ja koska pitee A C AU B C A, on AU B on yhtenéinen.

Seuraava lause vastaa hyvin intuitiota: Jos joukko A yhdistdd joukon B pisteen
johonkin joukon B komplementin pisteeseen, niin se leikkaa joukon B reunaa.

Lause 2.3. Olkoon B joukko ja A yhtendinen joukko siten,ettd
ANB#0# An(R*\B).
Tdlloin AN OB # ).

Todistus. Antiteesi: AN IB = 0.

Avaruus R? on yhdiste pistevieraista joukoista int(B), B ja int(R?\B). Tillsin
A on yhdiste joukoista A Nint(B) ja A Nint(R?\B), jotka ovat avoimia joukon A
suhteen. Ne ovat epétyhjid: Jos A Nint(B) = (), niin

A = Anint(R*\B) c R*\B,
jolloin AN B = (. Toisaalta, jos A Nint(R*\B) = ), niin
A=Anint(B) C B,
ja téllsin A N (R?\B) = 0.
Nyt siis (A Nint(B))||(A N int(R?\B)) on joukon A jako, miki on ristiriita. O
Térked ja intuitiivinen ominaisuus yhtendisille joukoille on my6s se, ettd jos kah-

della tai useammalla yhtendiselld joukolla on yhteinen piste, on niiden yhdiste yh-
tendinen.
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Lause 2.4. Olkoon {A,} perhe yhtendisid joukkoja siten, ettd
() A4a #0.

Talloin |J,, A on yhtendginen.

Todistus. Antiteesi: | J, A, ei ole yhtendinen, eli | J,, Ao = U||V. Olkoon ¢ € (1, Aa,
jolloin ¢ € |J, Aa = U UV, voidaan olettaa, ettd ¢ € U. Téllsin kaikille o joukko
A, NU on epétyhji, joten joukon A, NV on oltava tyhjé, silld muutoin olisi A, =
(Ao NU)|[(Aq N V). Néin ollen

V=JdanV)=0,
mika on ristiriita. O

Olkoon A joukko ja x € A. Olkoon {A,} joukon A osajoukkojen perhe, johon
kuuluvat kaikki ne joukon A yhtendiset osajoukot, joihin piste z kuuluu.

Té&ll6in joukko
C, = U A,

on lauseen 2.4. nojalla yhtendinen. Sitd nimitetddn joukon A x-komponentiksi. Jou-
kon A z-komponentti on siis suurin pisteen x sisadltdvd joukon A yhtendinen osa-
joukko.

Koska joukko C, on lauseen 2.2. nojalla yhteniinen ja C, on suurin pisteen z
siséltévd yhtendinen osajoukko pétee C,, = C,, eli C, on suljettu joukon A suhteen.
Erityisesti avaruuden R? suhteen suljetun joukon komponentit ovat myds suljettuja
avaruuden R? suhteen.

Jos y € Cy, niin Cy = C,, ja jos y ¢ Cy, niin C, N C, = . Téten jokainen
x € A kuuluu yhteen ja vain yhteen joukon A komponenttiin ja ndin A on yhdiste
komponenteistaan, jotka ovat pistevieraita joukkoja.

Olkoon F suljettu joukko, ja z,y € R?\F. Sanotaan, ettd joukko F' erottaa pisteet
x ja y, jos  ja y kuuluvat joukon R?\F eri komponentteihin. Samoin sanotaan,
etté joukko F erottaa joukot U ja V, jos U ja V kuuluvat joukon R?\ F eri kompo-
nentteihin.

Seuraavan lauseen mukaan avoimen joukon G komponentin C, joka on alue, reuna
on o0sa joukon G reunaa. Jatkossa saadaan todistettua, etts avaruuden R? avointen
joukkojen kaikki komponentit ovat alueita. Téten péteekin, ettd avoimen joukon
komponentin reuna on osa joukon reunaa.

Lause 2.5. Olkoon D alue, joka on avoimen joukon G komponentti. Tdlléin

oD C 0G.

Todistus. Alue D on komponenttina suljettu joukon G suhteen, eli D = D N G.
Tallgin

0D =D\D =D\(DNG) =Dn(R*\G) C Gn(R*\G) = 9G.

Lauseesta 2.3. seuraa intuitiivisesti selva alueiden ominaisuus:

Lause 2.6. Olkoon D alue. Tdillgin D on joukon R?\OD komponentti.
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Todistus. On osoitettava, ettd alueen D siséltéivi joukon R?\@D komponentti C' on
D. Jos niin ei ole, on C' yhteniinen joukko joka leikkaa joukkoja D ja R\ D. T#llsin
lauseen 2.3. nojalla C leikkaa my6s joukkoa 0D, miké on ristiriita sen kanssa etté
se on joukon R?\@D osajoukko. (]

Lause 2.7. Olkoon A yhtendinen ja B sen yhtendinen osajoukko. Olkoon C joukon
A\B komponentti. Talloin A\C on yhtendinen.

Todistus. Todistetaan ensin aputulos: Olkoon H joukon A\C osajoukko joka on
joukon A\C' suhteen sekii avoin ettd suljettu. Osoitetaan ettd télloin H U C on
yhten&inen.

Antiteesi: Olkoon U||V joukon H U C jako. Koska C' on yhtendinen, se kuuluu
jompaan kumpaan joukoista U ja V. Voidaan olettaa, ettd C C U. Télloéin V C H.
Koska V on avoin ja suljettu joukon H U C' suhteen on se avoin ja suljettu sen
osajoukon H suhteen ja t&lloin koska H on avoin ja suljettu joukon A\C suhteen
on my6s V avoin ja suljettu joukon A\C' suhteen. Nyt pitee, ettd V on avoin ja
suljettu joukon
(AAC)UHUC)=A4

suhteen, miké on ristiriidassa sen kanssa, ettd A on yhtendinen ja V sen aito osa-
joukko.

Todistetaan nyt itse véite. Antiteesi: Olkoon W||X joukon A\C jako. Osoitetaan,
ettd joukot BNW ja BN X ovat epétyhjid, jolloin ne ovat joukon B jako, miki on
ristiriita.

Antiteesi: BNW = (). Tallsin joukko WUC, joka on aputuloksen nojalla yhteniinen,
on joukon A\ B osajoukko. Koska W # (), on C yhtenéisen joukon WUC C A\B aito
osajoukko, miki on ristiriidassa sen kanssa, ettd C' on joukon A\B komponentti.
Samalla tavalla, jos BN X = () on X UC yhteniinen joukon A\B osajoukko ja C
sen aito osajoukko, miki on ristiriita. O

Edellisti lausetta voidaan kiyttiii siten, etti A = R?: Olkoon B yhteniinen ja C
komplementin R?\ B komponentti. Téllsin R?\C' on yhtendinen.

Todistetaan vield yksi lause jota tarvitaan myohemmin. Tdmén lauseen todistami-
seen tarvitaan seuraava lemma.

Lemma 2.8. Olkoon K kontinuumi ja A C K sen epdtyhjd ja suljettu aito osa-
joukko. Olkoon C joukon A komponentti. Tdlloin C N (K\A) # 0.

Todistus. Jos olisi C'N (K\A) = 0, olisi myds
CN((K\A) U (A\C)) =0,
silli N A\C = 0.

Joukko C' on suljetun joukon komponenttina suljettu kontinuumin K suhteen ja
téllsin myds tason R? suhteen. Toisaalta joukko (K\A) U (A\C) on kontinuumi K,
josta on poistettu joukon C sisdpisteet kontinuumin K suhteen. Niin ollen se on
myos suljettu kontinuumin K suhteen ja titen tason R? suhteen.

T3ll6in 16ytyy avoimet epétyhjit joukot U,V C R? siten, ettdi C C U ja
(K\A)U (A\C) Cc (K\A)U(A\C)CV

jajoille patee UNV = . Taten joukko CU((K\A)U(A\C)) = K on epdyhtendinen,
mik4 on ristiriita sen kanssa, ettd se on komponentti. O
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Lause 2.9. Olkoon Z joukko, A avoin joukon Z suhteen ja C joukon Z\A kompo-
nentti. MerkitiinY := Z\C. Olkoon K C Z kontinuumi, jolle pitee

KnY#0#£KnC.

Tdlloin jokaiselle y € K NY on olemassa osakontinuumi K, C K, jolle pitee
ye Ky, K, CY ja K,NA# .

Todistus. Tassi todistuksessa kiytetdin merkintdd B(z;r) joukon Z palloista, eli
tason pallojen leikkauksista joukon Z kanssa.

Olkoon y € KNY. Jos y € A, niin koska A on avoin, on olemassa r > 0 siten, etté
B(y;r) CACY.
Nyt o
KnB(y;r/2) C K
on kontinuumi, jolle pitee K N B(y;r/2) C Y ja K N B(y;r/2) N A # (.
Voidaan olettaa, ettd y ¢ A. Tallgin y kuuluu johonkin joukon Z\ A komponenttiin,
merkitéddn sitd Cy, jolle pitee C, N C' = 0.

Koska y ¢ C ja C on avoimen joukon A suljetun komplementin komponenttina
suljettu, pitee d := dist(y,C) > 0. Jokaiselle € € (0, d) mairitelldin

NE = U B(Z; 6)7
2eKNC
joka on avoin joukko. Olkoon K. se suljetun joukon K \N. komponentti johon y
kuuluu. Téllgin edellisen lemman 2.8. nojalla K. N N, # (.
Nyt jos ei ole olemassa lukua € € (0, d) siten, ettd
K, NA#0,

niin yhtenéiselle joukolle S = [J.¢ (g 4) Ke pétee S C C,. Télloin, koska Cy on
suljettu, patee myos S C C.
Toisaalta, koska K. N N, # (), pitee dist(K., K NC) < ¢ kaikille € € (0,d). Tél-

16in dist(S, K N C) = 0. Koska liséiksi S ja K N C ovat kontinuumin K suljettuja
osajoukkoja, saadaan ettd S N (K NC) # (.

TAmi on ristiriita sen kanssa, ettd C,, N C' = 0.
Siis on olemassa luku €y € (0, d) siten, ettd
K, NA#D.
Nyt voidaan valita K, = K, joka toteuttaa ehdot. O

2.2. Lokaali yhtendisyys. Maéritelldéin seuraavaksi joukon lokaali yhtendisyys
pisteessd. Lokaalia yhtendisyyttd késitelliin Newmanin kirjassa [5] Ch IV, 5, s.
84-88, seki laajasti Kuratowskin kirjassa [3] Ch VI, §49, s. 227-252.

Olkoon A joukko ja x € R? piste. Joukko A on lokaalisti yhtendinen pisteessd x, jos
jokaiselle ¢ > 0 on olemassa r > 0 siten, ettd A N B(x;7) kuuluu johonkin joukon
AN B(z;t) komponenttiin.

Lokaali yhtendisyys on pétee triviaalisti joukon A sisé- ja ulkopisteille, mairitellain-
kin: Joukko A on lokaalisti yhtendinen reunallaan, jos se on lokaalisti yhteniinen
jokaisessa x € JA.

Vield rajoittavampi mééritelmé on tasainen lokaali yhtendisyys. Joukko A on ta-
saisesti lokaalisti yhtendinen, jos kaikille x € R? ja t > 0 on olemassa r > 0 siten,
ettd AN B(x;r) kuuluu joukon A N B(z;t) komponenttiin.
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Lokaalisti yhten&isen joukon ei tietenkddn tarvitse olla yhtendinen, mutta myds-
kin pétee, ettd yhtendinen joukko ei valttaméattéd ole lokaalisti yhtendinen kaikissa
pisteissdin.
Olkoon kuten aiemmassa esimerkissé

A= {(z1,72) ER*: 0 < 2y < 1,29 = sin(1/21)}
ja

B C {(z1,22) €ER*: 2y =0,—1 < x5 < 1}.

Téllgin A on vilin (0, 1] kuva jatkuvalle kuvaukselle, joten se on yhteniinen. Liséksi
pitee A C AU B C A joten AU B on yhtendinen. Joukko A U B ei kuitenkaan ole

lokaalisti yhtendinen joukon B pisteissi, silld jokaiselle » > 0 joukossa AN B(x;r)
on ddreton madrd komponentteja.

Lokaali yhtendisyys voidaan maéaritelld ekvivalentisti useammalla tavalla, seuraa-
vassa erds niisté.

Lause 2.10. Joukko A on lokaalisti yhtendinen pisteessd x € A jos ja vain jos
kaikille t > 0 on olemassa yhtendinen joukko X C AN B(x;t) siten, ettd piste x
on joukon X sisdpiste joukon A suhteen.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd A on lokaalisti yhtendinen pisteessd = ja t > 0.
Télloin on olemassa r > 0 siten, ettd A N B(z;r) kuuluu joukon A N B(x;t) kom-
ponenttiin. Nyt tdmé komponentti kily joukoksi X, silld koska pisteen x ymparisto
joukossa A eli AN B(x;r) kuuluu joukkoon X, on z joukon X sisépiste joukon A
suhteen.

Olkoon sitten lauseen jalkimmé&inen ehto voimassa ja ¢t > 0. Nyt oletuksen mukaan
on olemassa yhtendinen X C A N B(x;t) siten, ettd piste x on joukon X sisépiste
joukon A suhteen. Tall6in on olemassa r > 0 siten, ettd AN B(x;r) C X. Koska
X on yhtendinen kuuluu se johonkin joukon A N B(x;t) komponenttiin, joten myds
AN B(z;r) kuuluu johonkin joukon A N B(z;t) komponenttiin. N&in ollen A on
lokaalisti yhtendinen pisteessa x. O

Tata miaritelmis kiyttden saadaan tirked tulos:

Lause 2.11. Joukko A on lokaalisti yhtendinen kaikissa pisteissddin jos ja vain jos
kaikkien joukon A suhteen avointen joukkojen komponentit ovat avoimia joukon A
suhteen.

Todistus. Olkoon A lokaalisti yhtendinen kaikissa pisteisséén ja G C A avoin joukon
A suhteen. Olkoon C' joukon G komponentti ja z € C. Nyt on olemassa t > 0 siten,
ettd AN B(z;t) C G. Koska A on lokaalisti yhtendinen pisteessd x on edellisen
lauseen nojalla olemassa yhtendinen X C AN B(z;t) siten, ettd = on joukon X
sisépiste. Koska X on joukon G yhteniinen osajoukko ja X NC # (), pitee X C C.
Néin ollen = on my6s komponentin C' sisépiste.

Olkoon sitten lauseen jilkimméinen ehto voimassa, x € A ja t > 0. Oletuksen
mukaan joukon AN B(x;t) komponentit ovat avoimia joukon A suhteen. Talloin
se komponentti X johon piste x kuuluu on yhtenfinen joukko, jolle x on sisdpiste
joukon A suhteen. Edellisen lauseen nojalla A on nyt lokaalisti yhtendinen pisteessé
x. (]

Koska itse avaruus R? on lokaalisti yhtensinen kaikissa pisteissiisin, ovat avaruuden
R? avointen joukkojen komponentit avoimia.
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Toisin kuin yhtendisyys, lokaali yhtendisyys ei sdily jatkuvassa kuvauksessa. Maa-
ritelldn niin sanottu luutajoukko

A= L_Jl[(O,O),(Ll/n)],

eli yhdiste janoista, joilla on yhteinen alkupiste origossa ja pditepisteet pystysuo-
ralla janalla [(1,0),(1,1)]. Nyt joukko B := A U [(0,0), (0, —1)] on yhtendinen ja
lokaalisti yhtendinen jokaisessa pisteessddn. Se voidaan kuvata jatkuvalla bijektiol-
la joukolle C := A U[(0,0), (1,0)]. Tdmé& joukko C on yhtendinen, mutta se ei ole
lokaalisti yhtendinen janan [(0,0), (1,0)] muissa pisteissd kuin origossa.

Edellisessi esimerkissi jatkuvaa bijektiota joukolta B joukolle C' ei voida méaritelld
siten, ettd sen kddnteiskuvaus olisi jatkuva. Patee nimittdin, ettd lokaali yhtendisyys
sdilyy homeomorfismissa.

Lause 2.12. Olkoon A lokaalisti yhtendinen pisteessdé v € A. Olkoot f : A — B
homeomorfismi. Tdlloin B on lokaalisti yhtendinen pisteessd y := f(x).

Todistus. Olkoon t > 0. Alkukuva f~*(B N B(y;t)) C A on avoin, ja
€ f~Y(BNB(y;t)).
Tall6in on olemassa s > 0 siten, ettd
AN B(x;s) C f~1(BN B(y;t)).

Koska A on lokaalisti yhtendinen pisteessd x, niin on olemassa yhtendinen joukko
X C AN B(xz;s) siten, ettd x on sen sisdpiste. Talloin f(X) C B N B(y;t) on
yhtendinen, ja koska f on homeomorfismina avoin kuvaus, on y sen sisépiste. [

Siité, ettd taso on lokaalisti yhtendinen kaikissa pisteissddn seuraa seuraava lause,
joka kertoo komponenttien sisi- ja reunapisteet.

Lause 2.13. Olkoot A joukko ja C C A sen komponentti. Tdlloin int(C) = C' N
int(A). Lisdksi, jos A on suljettu 0C = C' N OA.

Todistus. Joukon int(A) komponentti, joka leikkaa komponenttia C, kuuluu kom-
ponenttiin C. Néin ollen C' Nint(A) on yhdiste avoimen joukon int(A) komponen-
teista. Koska taso on lokaalisti yhtendinen kaikissa pisteissddn, ndméa komponentit
ovat avoimia joukkoja, joten C'Nint(A) on avoin joukko. Sille patee CNint(A) C C,
ja koska se on avoin, C Nint(A) C int(C).

Toisaalta, koska C' C A, niin
int(C) = CNint(C) C CNint(A).
Siis int(C) = C Nint(A).

Jos A on suljettu, C' on my6s suljettu, ja télloin 0A = A\int(A) sekd 9C =
C\int(C'). Lisdksi, koska int(C) = C' Nint(A), niin

8C = C\int(C) = (C' N A\(C Nint(A)) = C N (A\int(A)) = C N I(A).
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2.3. Polut ja polkuyhteniisyys. Kolmas yhteniisyyskisite on polkuyhtenaisyys,
Kuratowskin kirjassa [3] Ch VI, §50, s. 252-273. Ennen polkuyhtendisyyden kasit-
teen maarittelyd on méiriteltiva polku.

Olkoon A joukko. Jatkuva kuvaus
v:[0,1] — A
on joukon A polku. Kuvauksen ~ arvojoukko
Iyl :=~(0,1)cA
on polun kuva eli kdyrd joukossa A.

Pisteitd v(0) € A ja v(1) € A kutsutaan polun alku- ja pddtepisteeksi. Lisaksi
sanotaan ettd polku v yhdistds pisteet joukossa A.

Seké injektiivistd polkua
v:[0,1] — A,
ettd sen kuvaa |y| nimitetddn kaareksi joukossa A.
Koska [0, 1] on homeomorfinen vilin [a,b] kanssa kaikilla a,b € R ja a < b, niin
jatkuvaa kuvausta
~:la,b] — A
voidaan myo6s kutsua poluksi.
Seuraavan lauseen mukaan, jos kaksi pistettd voidaan yhdistida polulla, voidaan ne

yvhdistdi myo6s kaarella. Lauseen todistus on varsin monimutkainen ja siti ei esiteté,
vaan annetaan vain viittaus.

Lause 2.14. Olkoot x,y € R? ja ~y pisteet yhdistivi polku. Tdllgin on olemassa
pisteet x ja y yhdistivd kaari X siten, etti |\| C |y|. Geometrisesti A oikaisee polun
v tekemdt silmukat.

Todistus télle 16ytyy Véaisaldn artikkelista [7].

Kaksi eri pistettd yhdistavien polkujen kuvat ovat kontinuumeja, joten niille voi-
daan kiyttda kontinuumeille todistettuja tuloksia. Erityisesti kaaret ovat kontinuu-
meja.

Lause 2.15. Olkoon v joukon A polku, joka ei ole vakiopolku. Tdlloin kiyrd |y| on
kontinuuwms.

Todistus. Vali [0,1] on kompakti ja yhtendinen joukko ja v : [0,1] — A on jatkuva
kuvaus. Koska sekd kompaktius, ettd yhtendisyys sdilyvit jatkuvassa kuvauksessa,
on |vy| := ~([0,1]) C A kompakti ja yhtendinen joukko, jossa on kaksi eri pistettd,
eli kontinuumi. (]

Olkoon v joukon A polku. Kuvaus
7:[0,1] — A

v () =v(1-1)
on myos joukon A polku, nimeltdan polun v kddnteispolku. Kaanteispolulle pétee

7] =hi.

Olkoon ~ joukon A kaari. Olkoot z,y € |v| pisteitd polun kaarella. Merkinnéilla
v(x,y), vz, y), v(z,y] ja v[z,y] tarkoitetaan kaaren osaa joka yhdistdid pisteet x
ja y ja johon alku- ja pédtepiste kuuluvat tai eivit kuulu, kiyttden samanlaista
tulkintaa kuin véleille.
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Merkinnalld [z, y] tarkoitetaan seki pisteitd x ja y yhdistavia janapolkua
v:10,1] — R?
V(t) =z +t(y — ),
ettd kuvaukseen liittyvdd kaarta || eli janaa. Merkinnoilld (x,y), [z,y) ja (z,y]

tarkoitetaan janoja, joihin alku- ja pditepiste kuuluvat tai eivit kuulu, kiyttiden
jilleen samanlaista tulkintaa kuin vileille.

Jos poluille v : [0,1] — A ja A: [0,1] — A pétee
7(1) = A0),
niin voidaan méiritelld niiden yhdistetty polku v * A
vxA:[0,1] - A

2t 0 <t<

1
2
1.
Selvisti yhdistetylle polulle pitee
[y # Al = [y UIA]

Polku, joka on #érellisen monen janapolun yhdistetty polku on murtoviivapolku ja
sen kuva on murtoviiva

v = [20, 21] * [21, 22] * ... % [2n—1, Zn]-
Murtoviivapolku, joka on injektio ja jonka jokainen janapolkuosa on koordinaat-
tiakselin suuntainen, on yksinkertainen murtoviivapolku (YMV-polku).

Polun 7 : [0, 1] — R? pituus méairitellisin
I(y):= sup{z Iv(#:) = vt @ O0=to<ti <...<t,=1}
i=1

Polku v on suoristuva, jos I(y) < oo. Pisteet = ja y yhdistavin polun v pituudelle
pétee 1(v) > [ly — z||.

Lause 2.16. Olkoon v avaruudessa R? pisteet x ja y yhdistivi polku, jolle pétee
Y| # [z, y]. Tdlloin pitee 1(v) > [ly — |-

Todistus. Koska standardimetriikassa pisteiden vilinen etdisyys, ja siten my&s po-
lun pituus, siilyy koordinaatiston siirroissa ja rotaatioissa, voidaan olettaa, etté
z=(0,0) jay = (y1,0). Téll6in ||y — z| = \/(yl —024+(0-0)2=y.
Jos on olemassa z € || siten, ettd z; < 0, niin

()2 ly =2l =V =22+ 022 2y — 21 >y = |ly —z|.

Jos taas on olemassa z € || siten, ettd z; > yp, niin

() 2 Iz = 2ll = /(21 = 002 + (22 = 02 > 21 >y = |ly — .

Voidaan siis olettaa, ettd 0 < z; < y; kaikille z € |y|. Koska || # [z, y] ja koska ||
on pisteet z ja y yhdistévi joukko on olemassa jokin piste 2z’ = (21, 25) € || siten,
ettd 0 < 21 < y; ja |z4| > 0. Talldin

1(7) > llz =zl + lly — 2l = V(21 = 0)2 + (22 — 0)2 + /(31 — 21)2 + (0 — 2,)?
>+ —2) =u =y —zl.
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Edellisessé lauseessa on olennaista, ettd metriikkana on standardimetriikka. Lause
ei pade kaikille metriikoille.

Olkoon avaruus R? varustettu metriikalla
d(z,y) = |y1 — 21| + |y2 — 2| .
Télloin janan [(0,0), (1, 1)] pituus on
1([(0,0),(L,D]) =1 —0]+|1—0] =2.
Mutta my6s murtoviivapolun [(0,0), (1,0)] = [(1,0), (1,1)] pituus on
1([(0,0), (1, 1)]) = 1([(0,0), (1,0)]) + I([(1,0), (1,1)]

=[1-0[+|0—-0/+]0—-0]+[1—-0]=2.
Nyt pidstdin méidrittelemiin itse polkuyhtendisyyden kisite.
Joukko A on polkuyhtendinen, jos kaikille x,y € A on olemassa pisteet yhdistava
joukon A polku, eli on olemassa

7:[0,1] — A,
jolle
10) =z ja ~(0)=y.

Erityisesti A on YMV-yhtendinen, jos yhdistéviksi poluksi voidaan aina valita yk-

sinkertainen murtoviivapolku.

Lauseen 2.14. nojalla polkuyhtendisen joukon pisteparin yhdistdva polku voidaan
aina valita siten, ettd se on kaari. N&in ollen, jos méaéritellidn kaariyhtendisyys
samaan tapaan kuin polkuyhtendisyys, ovat ndma késitteet ekvivalentteja.

Toisin kuin yhteniisille joukoille polkuyhtendisen joukon sulkeuma ei ole valttamat-
td polkuyhtendinen. Tutussa esimerkissa

A= {(r1,22) €ER?: 0 < 2y < 1,29 = sin(1/21)}
ja
B:={(z1,12) €R? 1y =0, -1 < 29 < 1},
joukko A on polkuyhtendinen: Jos y ja z ovat joukon A pisteitd, voidaan olettaa,

ettd y; < z1, niin niitd yhdistda kaari, joka vélin on [y, 21] kuvaaja kuvaukselle
sin(1/xq).

Yhdiste AU B ei kuitenkaan ole polkuyhteniinen, vaikka AUB = A. Yhdiste AUB
on lisdksi esimerkki joukosta, joka on yhtendinen, mutta ei ole polkuyhten&inen.

Toisessa esimerkissi olkoon A jo edelld mainittu luutajoukko

o0

A= [ J1(0,0),(1,1/n)].

n=1
Se on yhtendinen joukko ja jos B C [(0,0),(1,0)], niin AU B kuuluu joukon A
sulkeumaan ja on titen yhtendinen. Yhdiste A U B on kuitenkin polkuyhtendinen
vain siind tapauksessa, ettd B = [(0,0), (s,0)], missd 0 < s < 1.

Polkuyhtendisille joukoille patee kuitenkin samaan tapaan kuin yhtenéisille joukoil-
le, etté toisiaan leikkaavien polkuyhtendisten joukkojen yhdiste on polkuyhtenéi-
nen.

Lause 2.17. Olkoon {A,} perhe avaruuden R? polkuyhtendisii joukkoja siten, etti
() Aa #0.

Talloin |J,, Aa on polkuyhtendinen.
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B

Kuva 1. Joukko joka on yhtendinen, mutta ei polkuyhtendinen.

Todistus. Olkoot x,y € |J, Ao ja c € [, Aa- Nyt x € A,, jollekin indeksille o;.
Koska lisdksi ¢ € A,,, on olemassa joukon A,, polku 7, joka yhdist&& pisteen x
pisteeseen c. Talloin polku v on myds yhdisteen J, Ao polku.

Toisaalta y € A,, jollekin jollekin indeksille ao. Koska lisdksi ¢ € A,,, on olemassa
joukon A,, polku J, joka yhdistéé pisteen z pisteeseen c. Talloin polku d on myos
yhdisteen (J,, A, polku.

Tall6in yhdistetty polku ~yx E yhdistdd pisteet x ja y joukossa |, Aq. (]

Polkukomponentit méritelliin nyt samaan tapaan kuin komponentit,.

Olkoon A C R? ja z € A. Olkoon {A,} joukon A osajoukkojen perhe, johon
kuuluvat kaikki ne joukon A polkuyhtendiset osajoukot, joihin piste x kuuluu.

Tallin joukko
P, .= U A,

on polkuyhtendinen. Sitd nimitetddn joukon A x-polkukomponentiksi. Joukon A
z-polkukomponentti on siis suurin pisteen x siséltdva joukon A polkuyhteniinen
osajoukko.

Jos y € P,, niin Py = P,, ja jos y ¢ P,, niin Py N P, = . Téten jokainen z € A
kuuluu yhteen ja vain yhteen joukon A polkukomponenttiin ja nidin A on yhdiste
polkukomponenteistaan, jotka ovat pistevieraita joukkoja.

Edelld n&htiin, ettd on olemassa joukkoja jotka ovat yhtendisid, mutta eivat polku-
yvhtenéisid. Toiseen suuntaan sen sijaan pétee:

Lause 2.18. Polkuyhtendinen joukko on yhtendinen.

Todistus. Olkoon A polkuyhtendinen.
Antiteesi: A ei ole yhtendinen. T&lloin
A=UUYV,
missd U # 0 £V, UNV =0 sekdi U ja V avoimia joukon A suhteen.
Valitaan v € U jav € V. Koska A on polkuyhteniinen, on olemassa jatkuva kuvaus

v :la,b) — A
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siten, etti
7(0) =u ja ~(0)=v.
Nyt
Y H U THV) = [0,1).
Lisiksi v~ '(U) # 0 # v (V), v {U) Ny (V) = 0 jay'(U) ja v~ (V) ovat
avoimia vilin [0, 1] suhteen, joten [0, 1] on epdyhtendinen, miké on ristiriita. O

Polkukomponentti kuuluu aina johonkin yhtendisyyskomponenttiin, mutta yhteni-
syyskomponenttiin voi kuulua d&drettémén monta polkukomponenttia. Ndin ollen
joukon polkukomponentteja on yhtd monta tai enemméin kuin komponentteja.

Vaikka yhtendinen joukko ei ole yleisesti polkuyhtendinen, on olemassa kuitenkin
tiirked erityistapaus, eli avaruuden R? avoimet joukot, joiden yhtendisyys ja polku-
yhtenéisyys ovat ekvivalentteja.

Lause 2.19. Avaruuden R? alue on polkuyhtendinen.

Todistus. Olkoon A alue ja kiinnitetddn a € A. Jaetaan A kahteen osaan:
B={xecA: xvoidaan yhdistd4 pisteeseen a polulla}
ja
C={x e A: pistettd x ei voida yhdistds pisteeseen a polulla}.

Nyt BNC =0 ja BUC = A. Osoitetaan, etti B ja C ovat avoimia.

Olkoon z € B ja 7y polku, joka yhdistdé sen pisteeseen a. Talloin x € A, ja koska A
on avoin, on olemassa r > 0 siten, ettd B(x;r) C A. Olkoon nyt y € B(z; ). Polku
[y, ] * v yhdistdd sen pisteeseen a joukossa A, joten y € B. Néin ollen B(x;r) C B
eli B on avoin.

Olkoon z € C. Tillsin x € A, ja koska A on avoin, on olemassa r > 0 siten,
ettd B(z;r) C A. Olkoon nyt y € B(x;r). Jos olisi y ¢ C, niin talléin y € B,
eli olisi olemassa polku v, joka yhdistdi sen pisteeseen a. Talldin polku [z,y] *
yvhdistiisi pisteen = pisteeseen a joukossa A, eli x € B. Taytyy siis olla y € C, ja
siten B(xz;r) C C eli C avoin.

Nyt jos pétisi C # 0, olisi alue A epéyhtendinen. Taytyy siis olla C = (), jolloin
A=B.
Tallgin kun x,y € A 16ydetddn polku -, joka yhdistdd pisteen z pisteeseen a ja

polku A, joka yhdistdd pisteen y pisteeseen a. Nyt polku ~y* K yvhdistda pisteen =
pisteeseen y, joten A on polkuyhtenéinen. O

Yhdistéien edelliseen lauseeseen se tieto, etté avaruudessa R? avoimen joukon kom-
ponentit ovat avoimia, saadaan: avaruuden R? avoimen joukon polkukomponentit
ovat myo6s sen komponentit.

3. KVASIKONVEKSISUUS TASOSSA

Joukko A on konveksi, jos kaikille z,y € A pétee [z,y] C A, eli pisteiden vilinen
jana kuuluu joukkoon. Toisin sanoen joukko A on konveksi, jos kaikille z,y € A
janapolku [z, y] on joukon A polku, joten konveksi joukko on polkuyhtenéinen.

Joukko A on aidosti konveksi, jos se on konveksi ja lisdksi kaikille x,y € A pitee
(z,y) Cint(A). Avoin konveksi joukko on aina aidosti konveksi.

Pallot ovat tyypillisia esimerkkeji konvekseista joukoista, erityisesti avoimet pallot
ovat aina aidosti konvekseja. Tason standardimetriikalle my6s suljetut pallot ovat
aidosti konvekseja.
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Lause 3.1. Olkoon A konveksi joukko, x € int(A) jay € A. Tillsin [x,y) C int(A).
Erityisesti joukon A sisdpisteiden joukko on aidosti konveksi ja joukon sulkeuma on
konveksi.

Todistus télle on Valentinen kirjassa [6] L. 1.11, s. 21-22.
Suljetuille konvekseille joukoille pédtee seuraava tirked geometrinen tulos:
Lause 3.2. Mozkinin lause.

Suljettu joukko F on konveksi tismdalleen silloin kun kaikilla © € R? on olemassa
yksikdsitteinen ldhin piste joukossa F.

Téamankin todistus on Valentinen kirjassa [6] L. 7.8, s. 103-105.

Mozkinin lause pétee vain tietyille metriikoille, joihin standardimetriikka kuuluu.
Esimerkiksi itseisarvometriikan suljettu yksikkopallo on suljettu nelié jonka kér-
kipisteet ovat (1,0), (0,1), (—=1,0) ja (0,—1), joten se on konveksi. Pisteen (1,1)
etdisyys itseisarvometriikassa kaikkiin janan [(1,0), (0, 1)] pisteisiin on yksi, joten
silld on ddrettomén monta ldhintd pistettd pallossa.

Maéaritellaan sitten késite kvasikonveksisuus.

Maéritelma 3.3. Olkoon ¢ > 1. Joukko A on c-kvasikonveksi, jos kaikille z,y € A
on olemassa pisteet yhdistdvd joukon A polku, jolle pditee

I(y) < clle —yl.

Jos joukko on c-kvasikonveksi jollekin luvulle ¢ > 1, on se b-kvasikonveksi kaikille lu-
vuille b > c. Yleisesti joukkoa kutsutaan kvasikonveksiksi, jos se on c-kvasikonveksi
jollekin luvulle ¢ > 1.

Lauseen 2.16. mukaan standardimetriikalla varustetussa avaruudessa R? pisteet x
ja y yhdistavin polun ~ pituudelle patee I(v) > ||z — y||, kun polun + kuva on jokin
muu kuin pisteet yhdistévé jana. Nain ollen joukko on 1-kvasikonveksi jos ja vain
jos se on konveksi.

Taméi pitee taas nimenomaan standardimetriikalla varustetussa avaruudessa R2:
Esimerkiksi itseisarvometriikalla varustetussa avaruudessa R? joukko

A= [(0’ 0)7 (170)] U [(1’ 0)5 (17 1)}

on 1-kvasikonveksi joukko, joka ei ole konveksi. Jos x,y € A kuuluvat samalle janalle
ne voidaan yhdistda niiden viliselld janalla. Jos taas ne ovat eri janoilla, voidaan
olettaa, ettd x € [(0,0),(1,0)] ja y € [(1,0),(1,1)], niin polku ~ := [z,(1,0)] U
[(1,0),y] yhdistda ne ja sen pituudelle pétee I(v) = ||z — y||-

Konveksien joukkojen leikkaus on konveksi: Olkoot A ja B konvekseja ja z,y €
AN B. Tallsin kun z € [z, y], niin koska [z,y] C A ja [x,y] C B, pétee z € AN B.

Sen sijaan kvasikonveksien joukkojen leikkauksen ei tarvitse olla edes yhtendinen.
Esimerkiksi kahden ympyréviivan leikkaus voi olla kaksi erillistd pistettd. Toisaal-
ta vaikka leikkaus olisi yhtendinen ei se vilttdmétta ole kvasikonveksi. Suljettujen
kiekkojen B((—1,0);1) ja B((1,0); 1) komplementit ovat m-kvasikonvekseja. Niiden
komplementtien leikkaus on R?\(B((—1,0);1) U B((1,0);1)), joka ei ole kvasikon-
veksi. Pisteet (0,1/n) ja (0, —1/n) kuuluvat leikkaukseen ja niiden vélinen etdisyys
on 2/n. Polun ~ joka yhdistd4 ne pitaa kuitenkin kiertdd toinen kiekoista, joten sen
pituudelle patee () > 2.

Jos joukko on c-kvasikonveksi jollekin ¢, on se polkuyhtendinen. Tyypillinen esi-
merkki joukosta, joka on polkuyhtendinen mutta ei ole c-kvasikonveksi millekid&n
luvulle ¢, on

A= RQ\{(.’I}]_,$2) ER?: —1<a<1,z9 > O}.
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Selvisti A on YMV-yhtendinen. Pistepareille z,, := (—=2,n) ja y, := (2,n) pitee;
|xn — ynl|| = 4 kaikille n, mutta polulle ~, joka yhdistdd pisteet x, ja y, pitee
I(yn) > 2n. Talléin

()

T E—
[0 = ynl

n
5"
Toinen tyypillinen esimerkki on
B :=R*\{(z1,22) eR?: —1 <21 < 1,35 =0}.

Jélleen selviisti B on YMV-yhteniinen. Pistepareille z;,, := (0, 1/n) jay, := (0, —1/n)
patee, ettd ||z, — yn|| = 2/n kaikille n, mutta polulle v, joka yhdistad pisteet z,, ja
yn patee I(y) > 2. Télloin
tm) S,
= ynll

Kuva 2. Tyypilliset esimerkit ei kvasikonvekseista joukoista.

Konstruoidaan sitten esimerkki joukosta, joka on kvasikonveksi.

Merkitédédn tason pisteiden napakoordinaatteja (r,6). Olkoon 0 < ¢ < 7/2 ja C, :=

{(r,0) e R? : —p < 6 < ¢}, eli suljettu konveksi sektori, jonka kulma on 0 < 2¢ <

7. Olkoon D,, := R?\C,, eli vastaava avoin konkaavi sektori. Osoitetaan, ettd alue

D, on c-kvasikonveksi luvulle ¢ = ﬁ(@).

Jos pisteiden z ja y vilinen napakulma on 0 < 26 < 7, niin
sin(0) (]l + llyl)) < llz —yll.

Koska pisteiden vélinen etdisyys ja kulma seki pisteiden etiisyys origosta siilyvét
rotaatiossa, voidaan olettaa, ettd x = (r,0) ja y = (s,—0). Nyt

sin(0)([lz]l + [lyll) = sin(0)r — (sin(=0)s) = [r2 — ya| < [ —y].
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A

Kuva 3. Konveksi sektori ja kvasikonveksi konkaavi sektori.

Olkoon nyt ¢ > 1/sin(y) ja x,y € Dy. Jos [z,y] N C, # 0, pitee pisteiden z ja y
véliselle kulmalle 26, ettd 2p < 260 < 7.
Jos pisteiden vélinen napakulma on 26 = 7, niin ||z —y|| = ||z| +||y||. Tall6in koska
c=1/sin(p) > 1, patee
cllz =yl > llzl + [yl

Jos taas pisteiden viliselle napakulmalle pétee 2 < 26 < 7, niin koska sin(0)(||z||+
lyll) < llz —yll, patee

1
sin(p)
Molemmissa tapauksissa voidaan valita

clle —yll = lz =yl > [z =yl = [l + [lyll.

1
sin(0)

1
0 <e< g(elle—yll = (el +llyl))-

Miéritellddn nyt kahdesta janasta yhdistetty polku 7 := [z, —€] *[—¢, y], missi piste
—e on karteesisin koordinaatein piste (—e,0). Tdméa polku yhdistdé pisteet z ja y
alueessa D,,. Sen pituudelle pétee

[(v) = llz = (=)l + I(=¢) = yll < ll=ll + lyll + 2l (=)l = l[z]| + l[y]l + 2¢
1
< el +llyll + 25 (ellz = yll = (el + llyl)) = ellz = yll-

Alueen D, sulkeuma on téssé tapauksessa myds c-kvasikonveksi, koska reunan pis-
teet voidaan yhdistdd toisiinsa reunassa kulkevalla polulla. Sen sijaan, jos aluee-
seen D, yhdistetdédn jokin reunan osajoukko, ei yhdistetty joukko ole vilttaméatta
c-kvasikonveksi.
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Esimerkking tdstd on alue D, johon on yhdistetty kulmakoordinaatein merki-
tyt pisteet x := (1,¢p) ja y := (1,—¢), eli karteesisin koordinaatein pisteet z :=
(cosp, sing) ja y := (cosp, —sing). Niiden pisteiden viliselle etiisyydelle pétee
|z — yll = 2sine.

Koska origo ei kuitenkaan kuulu joukkoon D, U {z,y}, niin polun + joka yhdistaa
pisteet x ja y téssé joukossa taytyy leikata xi-akselia jossain pisteessd —d. Tassé
piste —d on karteesisin koordinaatein (—4,0), missd § > 0.

Talloin
13) 2 = (=0)]| +[1(=0) = yll = /(e — (~0))% + a3 + /(51 — (~0))% + 13

> \Jad +ad 4\ fui+od =zl + ] =2.

Nyt siis

1. 1
() >2=——2sinp = —|lz —y| = cllz —y.
Sty sy

Olkoot n > 3 ja 1 <1i < n. Merkitddn suljettua konveksia sektoria

2 2
Ch,i= {(rcos(@),rsin(@)) eR*:r>0,(i — 1)% <9< z:—} .
Kaikille luvuille 1 < ¢ < n téllaisen sektorin komplementti on c-kvasikonveksi,

luvulle ¢ := %ﬂ) Siirretédn sektoreita poispdin origosta, méadritelliin ém =

sin(
z; + Cy i, missd kulmakoordinaatein piste z; = (1, 212—’127“) Néiden siirrettyjen
sektoreiden komplementit ovat c-kvasikonvekseja, ja alue D,, := R*\|J!_, Cp,; on
c-kvasikonveksi.

Néin ollaan méaritelty c-kvasikonveksi alue, jolla on n rajoittamatonta reunakom-
ponenttia. Konstruktion perusteella vaikuttaa siltd, ettd tdméi on maksimimaéra
rajoittamattomia reunakomponentteja, mité télle luvulle ¢, c-kvasikonveksilla alu-
eella voi olla. Tama tullaan todistamaan myohemmaéssé lauseessa.

Tutkitaan lisdksi edelld olleiden kulmasektoreiden kaltaista, mutta yleisempéad ta-
pausta. Olkoon f : [0,00) — [0, 00) jatkuva kuvaus, jolle f(0) = 0. Merkitdin

Cy = {(21,22) € R?:2y >0, —f(x1) < a9 < flz1)}.

Selvitetdéin milloin timén suljetun joukon komplementtialue Dy := R*\C voi olla
kvasikonveksi.

Ensinn#kin jos pétisi f(z) = 0 jollekin z > 0, niin pisteet (z,1/n) ja (z,—1/n)
kuuluisivat alueeseen D;. Niiden vilinen etdisyys on 2/n, mutta niitd yhdistévin
polun v pituudelle pétee kaikille n I(y) > 2z. Eli, jotta Dy olisi kvasikonveksi,
tdytyy pated f(x) > 0, kun z > 0.

Tutkitaan pisteitd y := (z,2f(x)) ja z := (z,—2f(x)), missd x > 0. Ne kuuluvat
alueeseen Dy, niiden vélinen etdisyys on ||y — z|| = 4f(z) ja niitd yhdistdvén polun
~ pituudelle pétee () > 2. Talloin

I(y) < 20
ly —zll = 4f(x)  2f(x)
Jotta Dy olisi kvasikonveksi, ei voi olla lim o ﬁ(w) = oo, mika pétisi esimerkiksi jos
olisi f(z) = 22. Toisaalta ei myoskiifin saa pited limgtoe %(z) = 00, kuten silloin kun

olisi f(z) = y/z. Kvasikonveksin alueen komplementissa ei voi siis olla kulmasektoria
terdvimpid piikkeja. Toisaalta komplementin rajoittamattomat komponentit eivét
voi olla kulmasektoria kapeampia.
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Edelld kun c-kvasikonveksiin joukkoon yhdistettiin reunapisteité, yhdistejoukko ei
ollut vélttaméattéd c-kvasikonveksi. Sen sijaan yhdistejoukko on b-kvasikonveksi lu-
vulle b > ¢, todistus on Herronin ja Koskelan artikkelista [2]:

Lause 3.4. Olkoon A c-kvasikonveksi, b > ¢ > 1 ja x,y € A. Tilléin joukko
AU{z,y} on b-kvasikonveksi.

Todistus. Olkoon a > 0 siten, ettd ¢(1 + 10a) < b. Merkitddn r = allz — y| ja
valitaan pisteet x; € AN B(x;r/27) ja y; € AN B(y;r/27). Télldin on olemassa
polku 7y joka yhdistd pisteet x¢ ja yo joukossa A, polut «; jotka yhdistavét pisteet
x; ja x;j41 joukossa A sekdl polut 3; jotka yhdistévét pisteet y; ja y;41 joukossa A.
Niille poluille pétee
() < ellwo — woll < e(2r + [l —ylD),

l(ay) < ellzjrr — ]| < 2er/2
ja

1(B;) < cllyj+r — yjll < 2er/27.
Nyt polku

oekQrxaoxyg kOB x B k...

yhdistda pisteet x ja y joukossa AU {z,y}. Merkitdan tatd polkua =, sille patee

1(7) <Uv0) + Y Uay) + D U(By) < e@r+ [l —yl) +2D_ 2er/2
j=0 7=0 j=0
= c(2r + ||z — yl| + 8r) = c(1 + 10a) ||z — y| < bllz — y].
O

Korollaari 3.5. Olkoon A c-kvasikonveksi ja b > ¢ > 1. Tdlloin sulkeuma A on
b-kvasikonveksi.

Kvasikonveksin joukon sulkeuma on siis polkuyhtendinen, miki ei pade yleisesti
polkuyhteniiselle joukolle. Niin ollen polkuyhtendinen joukko, jonka sulkeuma ei
ole polkuyhtenéinen, ei voi olla c-kvasikonveksi millekdén vakiolle c.

Sanotaan, ettd piste a on saavutettavissa joukosta A, jos on olemassa joukon AU{a}
kaari C' johon piste a kuuluu. Korollaarin 3.5. perusteella kvasikonveksin joukon
kaikki reunapisteet ovat saavutettavissa tésta joukosta.

Niéin ollen esimerkiksi alue

{(z1,22) €R?: 0 <2y < 1,0 <z < 1}\[J[(0,0), (1/2,1/2n)]
n=1
ei voi olla kvasikonveksi. Avoimen janan ((0,0),(1/2,0)) pisteet nimittéin ovat t&-
min alueen reunapisteitd jotka eiviit ole saavutettavissa alueesta.

Polkuyhtenéisyyden liséksi kvasikonveksi joukko on myos tasaisesti lokaalisti yhte-
nainen:

Lause 3.6. Olkoon ¢ > 1 ja A c-kvasikonveksi joukko. Tdlléin A on tasaisesti
lokaalisti yhtendinen.

Todistus. Olkoon z € R? ja t > 0. Valitaan r := t/4c. Tallsin B(z;7) N A kuuluu
johonkin joukon B(x;t) N A komponenttiin. Todistetaan tdma antiteesilla:

Voidaan olettaa, ettd leikkauksessa B(x;r)N A on vahintdin kaksi pistetta. Olkoot
a € B(z;r)N A jab e B(x;r)N A siten, ettd ne kuuluvat joukon B(z;t) N A eri
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B

Kuva 4. Janan B pisteet eiviit saavutettavissa alueesta D.

komponentteihin. Nyt, koska A on c-kvasikonveksi, on olemassa joukon A polku =,
joka yhdistaa pisteet a ja b, ja jonka pituudelle pédtee

() <clla—=0b| < c2r=t/2.
Kun y € |7/, niin
ly —z|| < |ly —all + |la — || <t/2+t/4c < 3t/4.

Naiin ollen |y| C B(z;t) N A, joten polun kuva yhdistdd pisteet a ja b joukossa
B(z;t) N A. Tadmai on ristiriita sen kanssa, ettd ne kuuluvat joukon B(z;t) N A eri
komponentteihin. O

Lauseen 2.7. nojalla, jos D on alue ja C sen komplementin R?\D komponentti
niin joukko Y := R?\C on alue. Seuraavista todistuksista seuraa, etti jos D on
lisdiksi c-kvasikonveksi, niin Y on c-kvasikonveksi, ja jos D on tasaisesti lokaalisti
yvhtendinen, niin Y on tasaisesti lokaalisti yhten&inen.

Lause 3.7. Olkoon Z b-kvasikonveksi joukko, A C Z avoin joukon Z suhteen ja C
joukon Z\ A komponentti. Merkitiin Y := Z\C'. Jos A on c-kvasikonveksi, niin Y
on bc-kvasikonveksi.

Todistus. Olkoot x,y € Y ja « kaari, joka yhdistdd pisteet x ja y avaruudessa Z,
ja jonka pituudelle pitee I(a) < b|lz — y||. Jos |a] C Y, niin a on etsitty polku.
Voidaan siis olettaa, etti |a] N C # ().

Jos 16ydetddn pisteet u,v € |a] N A siten, ettd |a[z,u]] C Y ja |av,y]] C Y,
on olemassa pisteet u ja v yhdistivd joukon A kaari (3, jonka pituudelle pitee
1(B) < cllu—|, ja tallin

vi=alz,ul * Bk alv,y]
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on kaari joka yhdistdd pisteet = ja y joukossa Y, ja jonka pituudelle pétee
() = la[z,u]) +1(B) + la[v,y]) < Ua [z, u]) + cllu— vl + {a]v,y])

< lalfz,u]) + cl(afu,v]) + (v, y])
< d(afz,ul) + cl(e[u, v]) + cl(e[v, y])
= cl(a) < bef|z —yll.

Koska |a|NC # 0 16ydetddn w € |o|NC. Télldin « [z, w] on kontinuumi, silld x # w.
Sille pitee

alz,wlNY #0#alz,wNC.

Lauseen 2.9. nojalla 16ydetdin osakontinuumi K, joka leikkaa joukkoa A ja kuuluu
joukkoon Y. Talloin joukosta K, N A 16ytyy etsitty piste u.
Samoin, koska y # w, a [w,y] on kontinuumi, ja sille pétee

alw,y]NY #0# alw,ylNC,

16ydetddn osakontinuumi K, ja joukosta K, N A etsitty piste v. (|

Kuva 5. Korollaari 3.8.

Korollaari 3.8. Olkoon D c-kvasikonveksi alue. Olkoon C joukon R?\D kompo-
nentti. Tallgin joukko R?\C' on c-kvasikonveksi.

Todistus. Valitaan edellisessi, lauseessa Z = R? ja A = D. O

Lause 3.9. Olkoon Z c-kvasikonveksi, A C Z yhtendinen ja avoin avaruuden Z
suhteen sekd C joukon Z\A komponentti. MerkitiinY := Z\C. Jos A on tasaisesti
lokaalisti yhtendinen, niin Y on tasaisesti lokaalisti yhtendinen.
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Todistus. Olkoon nyt a € R? ja t > 0. Téllsin on olemassa s > 0 siten, etti

AN B(a; s) kuuluu johonkin joukon ANB(a;t) komponenttiin. Merkitdén r := 557

Osoitetaan, ettd Y N B(a;r) kuuluu johonkin joukon Y N B(a;t) komponenttiin.

Olkoot x,y € Y N B(a;r). Valitaan kaari « joka yhdistaa pisteet x ja y avaruudessa
Z ja jolle
(o) < cllz - y.
Nyt kaikille pisteille z € |«|
lz=all <|lz—2z|| + ||z —a|| <) +r<c*x2r+r=2c+1)r=s,
joten |a| C Bf(a;s). Néin ollen, jos || C Y viite pétee. Voidaan olettaa, ettd
la] N C # 0.
Nyt 16ydetddn w € |a| N C, jolloin «[z,w] on kontinuumi, silld « # w. Talle
kontinuumille péatee
alz,wlNY #0 # afz,w]NC.
Lauseen 2.9. nojalla 16ydetéén osakontinuumi o [z, w],, joka leikkaa joukkoa A ja
kuuluu joukkoon Y. Samoin, koska y # w, « [w,y] on kontinuumi jolle
afw,y]NY #0# afwy NC,
16ydetdén osakontinuumi a [w,y], , joka leikkaa joukkoa A ja kuuluu joukkoon Y.

Valitaan pisteet u € a [z, w], jav € a[w, y]y seké, polku 3, joka yhdistai pisteet u
ja v joukossa AN B(a;t). Tallsin joukko o[z, w], U |5 U a[w, y}y yvhdistia pisteet
x ja y joukossa Y N B(a;r), joten z ja y kuuluvat johonkin joukon Y N B(a;r)
komponenttiin. O

Korollaari 3.10. Olkoon D alue joka on tasaisesti lokaalisti yhtendinen. Olkoon C
joukon R?\D komponentti. Téillsin alue R*\C on tasaisesti lokaalisti yhtendinen.

Todistus. Valitaan edellisessi lauseessa Z = R? ja A = D. O

4. JORDAN-KAYRA-ALUEET JA KVASIKONVEKSISUUS

Téssd luvussa todistetaan ettd kvasikonveksien alueiden reunat ovat joko yksit-
tdisid pisteitd tai Jordan-kiyrid. Aloitetaan todistamalla yleisid tuloksia alueiden
reunoille.

Olkoon D alue. Joukko C on alueen D

(1) Léwvistdjd, jos C = ||, missd A on kaari jolle pédtee A(0) € 0D, A(1) € 0D
jaAt)e D, kun0<t <1

(2) Osalivistdji, jos C = ||, missé A on kaari jolle pitee A(0) € 9D ja A(t) € D,
kun 0 <t <1.

Lause 4.1. Alezanderin lemma.

Tasossa R? pitee: Olkoot Fy ja Fy suljettuja joukkoja siten, ettd F1 NFy = 0. Olkoot
lisiksi joukot U ja V siten, ettd kumpikaan joukoista Fy ja Fy ei erota joukkoja U
sekd V. Talléin yhdiste Fy U Fy ei erota joukkoja U ja V.

Todistus télle 16ytyy esimerkiksi Newmanin kirjasta [5] Ch V, 2, Lause 9.2 s. 110-
112.
Seuraavat lauseet ovat Newmanin kirjassa [5] Ch V, 4, Lauseet 14.1-14.5 s. 123-125.

Lause 4.2. Olkoot D1 ja Do alueita siten, ettd D1N Dy = () ja 0D C 0D5. Tdlloin
reuna 0D, on yhtendinen.
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Todistus. Todistetaan ensin, ettd mikdin reunan dD; aito suljettu osajoukko F' ei
erota alueita D; ja Ds: Olkoon z € D1\ F, jolloin dist(x, F') > 0. Télldin, koska
x € 0Dy C 0Dq, l6ydetddn y1 € Dy ja ya € Dy siten, ettd ||x — y1|| < dist(x, F)/2
ja ||z — yo|| < dist(z, F)/2. Talloin jana [y1,y2] yhdistdd ndméi pisteet joukossa
R2\ F, joten joukko F ei erota niitd. T&llsin F ei myoskiiéin erota alueita Dy ja Ds.
Tehdddn nyt antiteesi itse vditteen todistamiseksi: Olkoon U||V joukon 0D, jako.
Joukot U ja V ovat suljetun joukon jakona suljettuja, ja ne eivit erota alueita D,
ja Ds. Koska lisiksi U NV = (), ei Alexanderin lemman nojalla myoskddn joukko
UUV = 9D erota alueita D; ja Do. TAmi on ristiriita, silld D; on komplementin
R2\8D1 komponentti ja D1 N Dy = ), joten Dy ei voi kuulua alueeseen D;. O

Lause 4.3. Olkoon D alue. Olkoon C joukon R*\D komponentti. Télléin reuna
0C' on yhtendinen joukko.

Todistus. Nyt C on alue ja avoimen joukon R?\D komponentti. T&llin lauseen
2.5. nojalla 9C C 9(R?\D), joten

oC c O(R*\D) = (D) c dD.
Viite siis patee edellisen lauseen nojalla. O

Lause 4.4. Jos suljettu joukko F erottaa pisteet x ja y, niin jokin joukon F kom-
ponentti erottaa ne.

Todistus. Olkoon C, se joukon R?\ F' komponentti johon z kuuluu. T#llin piste y
kuuluu alueen R?\C, johonkin komponenttiin C,,. Reuna 0C,, on edellisen lauseen
4.2. nojalla yhtenéinen ja joukon F' osajoukko, joka erottaa pisteet = ja y. Téten se
joukon F' komponentti, johon dC, kuuluu, on etsitty komponentti. (]

Lause 4.5. Olkoon F suljettu yhtendinen joukko. Olkoon D avoimen joukon R?\F
komponeniti, jolloin se on alue. Tdlldin alueen D reuna 0D on yhtendinen.

Todistus. Antiteesi: Olkoon H;||Hz joukon 9D jako. Tarkastellaan avointa joukkoa
R?\ D. Lauseen 4.2. nojalla sen komponenttien reunat ovat yhtenisifi. Lisiiksi pétee
d(R*\D) = d(D) C 0D,
joten joukon R?\ D komponentit voidaan jakaa niihin joiden reunat kuuluvat jouk-

koon Hi, ja niihin joiden reunat kuuluvat joukkoon Hs.

Merkitdin ndiden komponenttien yhdisteitd G ja G, jotka ovat avoimia joukkoja.

Olkoon nyt x € dG1. Sen jokaiseen ympéaristéén kuuluu jonkin joukon Gy kompo-
nentin D; piste, ja koska x ei kuulu joukkoon Dy, on tdmé ympériston piste joukon
0D eli my0s joukon H; piste. Néin ollen x € H;. Koska siis pitee 0G1 C H; = H;,
niin

GiUH;, = Gil U Hq,
ja siten G U Hy on suljettu joukko.
Samalla tavalla G2 U Hy on suljettu joukko.

Nyt G1 U Hy ja G2 U Hs ovat suljettuja erillisid joukkoja joiden yhdiste on
G1UHy UGy U Hy = (R*\D) UdD = int(R*\ D) U9(R*\D) = R*\D,
johon joukko F' kuuluu. Koska H; ja Hs ovat joukon F' epétyhjid osajoukkoja,
(G1UH1)N F|(G2 U He) N F on joukon F jako, miké on ristiriita. O

Korollaari 4.6. Olkoon D alue. Tillsin joukon R?\OD komponenteilla, lukuunot-
tamatta mahdollisesti aluetta D, on yhtendiset reunat.
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Todistus. Namé komponentit ovat yhtendiselle suljetulle joukolle D avoimen joukon
R?\ D komponentit, sillé

R\0D = R*\(D\D) = (R*\D) U D,
jolloin véite seuraa lauseesta 4.5. O

Lause 4.7. Olkoon D alue. Tilldin jokaiseen komplementin R*\D komponenttiin
kuuluu tasmdlleen yksi reunan 0D komponentti.

Todistus. Koska OD C R2\D, jokainen reunan D komponentti kuuluu joukon
R?\ D komponenttiin. Olkoon C' komplementin R?\ D komponentti. Riitti osoit-
taa, ettdi D N C on yhteniinen ja epétyhjd. Lauseen 2.13. mukaan O(R*\D)NC =
a0, siis myts 0D N C = J(R?*\D) N C = 9C, joten D N C on epiityhji. Lauseen
2.7. nojalla R?\C on alue, ja tiillgin edellisen korollaarin nojalla alueen C' reuna 0C
on yhtendinen. O

Miéiritelldsn sitten mitd tarkoitetaan Jordan kiyrilla. Jordan-kiyrdt on méiritelty
esimerkiksi Newmanin kirjassa [5] Ch V, 2, s.113-1109.

Laajennettu taso: Olkoon R? taso varustettuna standardimetriikalla ja sen indusoi-
malla standarditopologialla. Laajennetaan se lisddmalla sithen d&rettomyyspiste:

R2 = R? U {oo}.

Merkitésin S? kolmiulotteisen euklidisen avaruuden R3 yksikkopallon pintaa, jossa
on metriikkana kolmiulotteinen standardimetriikka. Tavallinen taso standardimet-
riikalla on homeomorfinen pohjoisnavalta punkteeratun pallonpinnan S2\ {(0,0,1)}
kanssa stereograafisen projektion kautta. Olkoon f kuvaus laajennetulta tasolta pal-
lonpinnalle S? siten, etti se kuvaa muut pisteet pohjoisnavan kautta tehtéivin ste-
reograafisen projektion kiédnteiskuvauksella ja direttomyyspisteen pohjoisnavaksi.
Kuvaus f on bijektio ja se indusoi metriikan laajennetulle tasolle

d(z,y) = || f(x) = fW)I],
missi normi on siis kolmiulotteisen avaruuden R3 standardinormi.

Laajennettu taso varustettuna tdhdn metriikkaan liittyvélla topologialla on homeo-
morfinen pallonpinnan kanssa kuvauksen f kautta. Lisdksi metriikan d rajoittuma
tavalliseen tasoon on topologisesti ekvivalentti standardimetriikan kanssa.

Joukko C C S? on Jordan-kéyrd pallonpinnalla, jos C' on homeomorfinen ympy-
riviivan S' kanssa. Niiden joukkojen kuvat C homeomorfismissa laajennetulle ta-
solle ovat laajennetun tason Jordan-kdyrdt. Naitd on kahdenlaisia: Joko C = C,
missi C' C R? on homeomorfinen ympyriviivan S! kanssa, tai C=Cu {00}, missé
C C R? on homeomorfinen reaalisuoran R kanssa ja homeomorfismille g : R — C
pétee, ettd g(t) — oo avaruudessa @, kun ¢ — Foo.

Niita kahta laajennetun tason Jordan-kiyrén tyyppiéd vastaa tavallisen tason kaksi
Jordan-kiyrin tyyppid. Joukko C' C R2? on Jordan-silmukka, jos C on homeomorfi-
nen ympyriviivan S! kanssa. Joukko C' C R? on Jordan-viiva, jos C on homeomor-
finen reaalisuoran R kanssa ja homeomorfismille g : R — C pétee, ettd g(t) — oo
avaruudessa R2, kun t — +oo. Yleisesti siis joukko C' C R? on Jordan-kdiyrd, jos se
on Jordan-silmukka tai Jordan-viiva.

Kaytetdédn liséksi nimitystd Jordan-kiekko alueesta, jonka reuna on Jordan-kiyri,
ja joka on homeomorfinen tason avoimen yksikkokiekon B2(0;1) kanssa.
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Lause 4.8. Jordan-Brovwerin-lause pallonpinnalla: Olkoon C C S? Jordan-kiyrd
pallonpinnalla. Télldin joukolla S*\C' on tdsmilleen kaksi komponenttia G ja G*,
jotka ovat Jordan-kiekkoja ja joille pdtee

0G =C =0G".

Todistus. Tama todistetaan usein algebrallisen topologian avulla, esimerkiksi Lef-
schetz [4], Ch VII, §3, Sovellus 19.6, s. 304-305. Toinen todistus lauseelle 16ytyy
Kuratowskin kirjasta [3] Ch X, §61, II, Lause 1, s. 510-511. O

Laajennettu taso on homeomorfinen pallonpinnan kanssa ja Jordan-Brouwerin-
lause pétee siinéd samoin kun pallonpinnalla.

Lause 4.9. Jordan-Brouwerin-lause laajennetussa tasossa: Olkoon Cc R? laajen-
netun tason Jordan-kayra. Talloin joukolla R2\C' on tasmdlleen kaksi komponenttia
G ja G*, jotka ovat Jordan-kiekkoja ja joille pdtee

9G = C = 9G~.
Jos pallon pinnalta S?, jolla on Jordan-kiyrd C, poistetaan pohjoisnapa, niin punk-

teeratun pallon joukolla (S2\(0,0,1))\(C\(0,0,1)) on yhi kaksi komponenttia, joi-
den reuna on C'\(0,0,1). Néin ollen Jordan-Brouwerin-lause pitee myds tasossa:

Lause 4.10. Jordan-Brouwerin-lause tasossa: Olkoon C C R? Jordan-kdyrd. Tél-
l6in joukolla R2\C on tismdlleen kaksi komponenttia G ja G*, joille pitee

0G =C =0G".

Todistus. Lause voidaan todistaa myos kiyttadmatta algebrallista topologiaa, kuten
Newman [5], Ch V, 2, Lause 10.2 s. 115-116. O

Tasossa Jordan-kiyrén C komplementin komponentit G ja G* ovat Jordan-kiekkoja,
jos C' on Jordan-viiva. Jos C' on Jordan-silmukka, vain toinen komponenteista G ja
G* on Jordan-kiekko.

Jordan-kiyran komplementtialueet ovat tasaisesti lokaalisti yhten&isid, seké laajen-
netussa, ettd tavallisessa tasossa.

Lause 4.11. Olkoon D alue, jonka reuna 0D on Jordan-kiyrd. Tdlloin D on ta-
saisesti lokaalisti yhtendinen.

Todistus. Newmanin teoksessa [5] Ch VI, 4, Lause 14.1 s. 161. O

Edellisessd luvussa médariteltiin mitd tarkoittaa se, ettd piste on saavutettavissa
joukosta. Alueille, sekd laajennetussa, ettd tavallisessa tasossa, pétee:

Lause 4.12. Olkoon D alue ja a € 0D sen reunan piste siten, ettd D on lokaalisti
yhtendinen pisteessd a. Tdlldin a on saavutettavissa alueesta D.

Todistus. Newmanin teoksessa [5] Ch VI, 4, Lause 14.4 s. 164. O

Yhdistdmalla edelliset lauseet 4.11. ja 4.12., saadaan, ettd Jordan-kiyrdn pisteet
ovat saavutettavissa sen komplementtialueista.

Korollaari 4.13. Olkoon D alue, jonka reuna 0D on Jordan-kiyrd, ja a € 0D
reunan piste. Tdlloin a on saavutettavissa alueesta D.

Koska alueet ovat lisdksi polkuyhtenaisid péitee seuraavaa:
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Korollaari 4.14. Olkoon D alue, jonka reuna 0D on Jordan-kayrd. Olkoot a,b €
0D sen reunan pisteitd ja x € D alueen piste. Talloin on olemassa alueen D osa-
lavistajat Cy ja Cy, jotka yhdistdvit pisteet a ja x, sekd b ja x. Lisdksi on olemassa
alueen D ldvistaja, joka yhdistid pisteet a ja b.

Tamikin korollaari patee seki laajennetussa, ettéd tavallisessa tasossa.

Maiiritelmi 4.15. Alue D on Jordan-kiyra-alue jos reunan 0D jokainen kompo-
nentti on joko Jordan-kiyrd tai piste.

Seuraava lause on niin sanottu kiidnteinen Jordan-Brouwerin-lause.

Lause 4.16. Olkoon D alue siten, etti sen komplementti R>\D on epityhjd, yh-
tendinen ja se ei ole yksittdinen piste. Oletetaan, etti D on tasaisesti lokaalisti
yhtendinen. Tdlldin reuna 0D on Jordan-kdyrd.

Todistus. Newmanin teoksessa [5] Ch VI, 4, Lauseet 16.1-16.3 s. 166 lause todiste-
taan laajennetussa tasossa, samoin Kuratowskin kirjassa [3] Ch X, §61, II, Lause
12, s. 518-519 [l

Kaanteinen Jordan-Brouwerin-lause voidaan myos yleistdd koskemaan kaikkia reu-
nallaan lokaalisti yhtenéisid alueita: Reunallaan lokaalisti yhtenéisen alueen reuna-
komponentit ovat joko Jordan-kiyrid tai pisteita.

Lause 4.17. Olkoon D alue joka on tasaisesti lokaalisti yhtendinen. Tdlléin D on
Jordan-kdyrd-alue.

Todistus. Olkoon B reunan 0D komponentti, joka ei ole piste. Olkoon C se komple-
mentin R?\ D komponentti johon B kuuluu. Téllgin lauseen 2.13. nojalla 0C =
CNOMRA\D)=CnNoD = B.

Merkitdin G := R?\C. Nyt lauseen 2.7. perusteella G on alue, jonka reunalle pétee
0G = 0C = B. Korollaarin 3.10. nojalla G on tasaisesti lokaalisti yhtendinen.
Koska R?\G = C on nyt yhteniiinen, niin edellisen lauseen 4.16. nojalla B = G
on Jordan-kdyra. O

Kappaleen jiljelld olevien lauseiden ja lemmojen 4.18.-4.23. todistukset seuraavat
padpiirteissdin Hakobyanin ja Herronin artikkelia [1], jossa niitd vastaavat lauseet
3.5-3.9. ja 3.11.

Palataan luvussa kolme kisitellyn esimerkin tilanteeseen; Jos tasosta poistetaan
suljettu kulmasektori, jonka kulma 6 on vililla (0,), jéljelle jaava alue on c-
kvasikonveksi luvuille ¢ > m. Tallaisia kulmasektoreita voidaan poistaa ta-
sosta tietenkin vain enintddn 27 /6 kappaletta. Seuraavista lauseista ndhdain, etta
c-kvasikonveksille Jordan-kiyré-aluelle reunan rajoittamattomat komponentit toi-
mivat kuin kulmasektorien reunat, joiden kulma 6 toteuttaa yhtdlon ¢ = m.

Lemma 4.18. Olkoon G alue siten, ettd sen reuna OG on Jordan-viiva. Oletetaan
etti kaikille pisteille x,y € O0G on olemassa pisteet yhdistdvd polku v joukossa
G U{x,y}, jonka pituudelle pitee I(y) < b||lz — y||. Olkoon G* se Jordan-viivan OG
komplementin komponentti, joka ei ole G, eli G* := R?\G.

Nyt jokaiselle 0 < 7 < 1 on olemassa luku R, joka riippuu ainoastaan luvuista T ja
dist(0,0G), siten, etti kaikille r > R on olemassa joukon G* N S(0;1) osajoukko
B, joka on kaari ja jolle pdtee

I(B) > 2rarcsin(t/b).
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Todistus. Valitaan z € 9G, jolle ||z|| = dist(0,0G), ja merkitdin

|2l
R:=—.
1—71

Osoitetaan, ettd tdméi R kelpaa etsityksi luvuksi. Olkoon r > R, jolloin pétee
r—|zl=r—RQ—-7)>r—r(l—1)=1r.

Merkitddn S := S(0;r). Talloin S erottaa pisteen z ddrettomyyspisteestd. Koska
r > ||lz||, ja z on my6s alueen G* reunapiste, voidaan valita wy € G* N B(0;r).
Toisaalta, koska G* on rajoittamaton, voidaan valita w; € G* N (R?\B(0;7)).

Nyt korollaarin 4.14. nojalla on olemassa joukon G* osaladvistédjit, jotka eivit leikkaa
ympyrad S, ja joista toinen yhdistdd pisteen z pisteeseen wg ja toinen yhdistda
ddrettOmyyspisteen pisteeseen w; € G*. Leikkaus S N G* erottaa pisteet wy ja
wi alueessa G*, joka on Jordan-kiekko. T&lloin koska G* on homeomorfinen myos
tason kanssa, voidaan soveltaa lausetta 4.4., jonka nojalla on olemassa joukon SNG*
komponentti A, joka erottaa pisteet wg ja wy alueessa G*.

Nyt A on alueen G* livistdji ja A erottaa pisteen z ddrettdmyyspisteestd joukossa
G*. Olkoot x,y € 0G N S kaaren A paitepisteet. Talloin x ja y kuuluvat joukon
OG\ {z} eri komponentteihin.

Olkoon # ympyréikaaren osan A kulmamitta, jolloin {(A) = rf. Nyt, jos 6 > m,
véite pétee, joten voidaan olettaa, ettd 0 < 0 < m. Kiertdméalld kulmakoordinaa-
tistoa, standardimetriikassa pisteiden vélinen etdisyys sailyy kierroissa, ja vaih-
tamalla pisteiden nimid voidaan olettaa, ettd z = (rcos(6/2),rsin(6/2)) ja y =
(rcos(—0/2),rsin(—0/2)) = (rcos(6/2), —rsin(0/2)).

Oletuksen nojalla x ja y voidaan yhdistaa joukossa GU{x, y} polulla ~, jonka pituu-
delle pitee [(7) < b||lz—y]|. Téllsin suljettu joukko C := AU|y| erottaa pisteen z &i-
rettdmyydestd avaruudessa R?. Koska joukko L := {(z1,22) € R? : 71 < 0,20 = 0}U
[(0,0), z] yhdistaa pisteen z ddrettomyyteen, sen tdytyy leikata joukkoa C.

Olkoon w € L N C. Tallgin, koska w ¢ A, niin w € || ja
() 2 lw =zl +ly — wll > dist(z, L) + dist(y, L) = 2(r — ||2])-
Lopuksi, koska ||z — y[| = 2rsin(0/2), pétee
277 < 2(r — ||2])) < U(7) < bllz — y|| = 2brsin(6/2),
joten
0 > 2arcsin(r/b).

Nyt kaarelle A pitee B
I(A) = r0 > 2rarcsin(r/b).

Tasta seuraa:

Lause 4.19. Olkoon D Jordan-kédyrdi-alue. Jos kaikille x,y € 0D on olemassa
pisteet yhdistivd polku ~y joukossa D U {x,y} siten, ettd l(vy) < bllz — yl||, niin
reunalla OD on enintidn 7/arcsin(1/b) rajoittamatonta komponenttia.

Todistus. Olkoon B reunan 0D rajoittamaton komponentti. Tilléin B on avaruu-
den R? Jordan-viiva.

Olkoot G ja G* joukon R?\B komponentit siten, etti D C G. Jos A on reunan
dD eri rajoittamaton komponentti ja H sekii H* joukon R?\ A komponentit siten,
etti D C H, niin G* N H* = (), silli joukot G* ja H* kuuluvat joukon R?\D eri
komponentteihin.
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Olkoon nyt 0 < 7 < 1. Edellisen lemman 4.18. nojalla, kun r(7) on tarpeeksi suuri,
niin joukko G* N S(0;r) sisdltdd avoimen kaaren, jonka kulmamitta on vihintdén

2 % arcsin(7/b). Erillisid tallaisia avoimia kaaria voi olla enintd&n
2m

L i b

2arcsin(T/b) m/aresin(r [b)

kappaletta.

Koska reunan 9D eri rajoittamattomille komponenteille joukot G* ovat erillisii,
ovat néihin joukkoihin syntyvit avoimet kaaret erillisii. Nain ollen reunan eri ra-
joittamattomia komponentteja voi olla enintdén 7 /arcsin(r/b) kappaletta.

Kun 7 1 1, saadaan lopulta, etti reunalla 9D on enintdén 7/arcsin(1/b) eri rajoit-
tamatonta komponenttia. O

Kokoamalla yhteen edelliset lauseet saadaan kolme ehtoa, jotka kvasikonveksi alue
toteuttaa.

Lause 4.20. Olkoon D c-kvasikonveksi alue. Talloin
(1) D on Jordan-kdyrd-alue.

(2) kaikille b > c, jokainen pistepari x,y € D voidaan yhdistid joukossa D U {x,y}
polulla ~, jonka pituudelle patee

() < bllz —yll.

(8) Reunalla 0D on enintidn m/arcsin(1/c) rajoittamatonta komponenttia.

Todistus. (1) Koska lauseen 3.6. mukaan kvasikonveksit joukot ovat tasaisesti lo-
kaalisti yhtendisié, viite pitee lauseen 4.17. nojalla.

(2) Pitee lauseen 3.4. nojalla.

(3) Koska (1) ja (2) patevit, voidaan kiyttdéd lausetta 4.19., jonka mukaan kaikille
b > ¢ reunalla on enintédin 7 /arcsin(1/b) rajoittamatonta komponenttia. Kun b | ¢
saadaan, ettd reunalla on enintdén 7/arcsin(1/c) rajoittamatonta komponenttia.

O

My6s kidnteinen tulos on voimassa: Jordan-kiyri-alue, jonka reunalla on direllisen
monta komponenttia ja jonka reunan pisteet voidaan yhdistaé poluilla joiden pituus
on rajoitettu suhteessa pisteiden etdisyyteen, on kvasikonveksi. Sen todistamiseksi
tarvitaan seuraava lemma:

Lemma 4.21. Olkoon D Jordan-kéayri-alue, jolla on vain ddrellinen mddrd reuna-
komponentteja. Olkoot T,y € D ja z € OD. Oletetaan, etti E ja F ovat kontinuu-
meja joukossa DU {z} siten, ettid E yhdistdd pisteet x sekd z ja F yhdistad pisteet
y sekd z. Tdlloin on olemassa d > 0 siten, ettd kaikille 0 < r < d on olemassa
joukon D N S(z;r) komponentti A, jolle

ANE#0#ANF.

Todistus. Olkoon ~ polku, joka yhdistdéd pisteet = ja y alueessa D. T&lloin
dist(z,|y|) > dist(0D, |y]) > 0.
Olkoon nyt C' se reunan 0D komponentti johon z kuuluu.

Jos C' = {z}, niin
dist(z,0D\{z}) > 0,



KVASIKONVEKSISUUS TASOSSA 29

silld reunalla on vain darellinen maara komponentteja. Valitaan
d =min{|z — =, |z — yl, dist(z,0D\{z})} .

Nyt S(z;r) C D, kun 0 < r < d, ja lisiksi ympyréaviiva S(z;r) erottaa pisteet = ja
z seké pisteet y ja z. Niin ollen

S(z;r)NE #£0# S(z;r)NF.

Voidaan siis olettaa, ettd C ei ole piste. Télloin C on Jordan-kiyra ja diam(C) > 0.
Olkoon G se laajennetun tason joukon H/@\C’\ komponentti, johon alueen D laajennus
D kuuluu ja G vastaava tavallisen tason alue. Talloin Jordanin lauseen nojalla G
on Jordan-kiekko ja lisiksi 0G = C. Koska reunalla 9D on vain direllinen maara
komponentteja, on lauseen 4.7. nojalla sen komplementilla R?\0D vain #érellinen
madrd komponentteja. Télloin G\D, joka on yhdiste yhtd vaille kaikista alueen
D komplementin komponenteista, eli ddrellinen yhdiste suljetuista joukoista, on
suljettu joukko. T&lloin
dist(z,G\D) > 0
Valitaan
d = min {dist(z, |v|),dist(z, G\D)} .

Olkoon 0 < r < d. Koska G on alueena, jonka reuna on Jordan-kdyra, lokaalisti
yhtenéinen pisteessd z, 1oydetddn 0 < 7 < r ja sille pisteet u € E N B(z;T) ja
v € FNB(%7T), jotka v01daan yhdistda joukossa G N B(z;T) C GOB(z r) kaarella

a. Koska DN S(z;7) = GNS(z;7) erottaa pisteet u ja x joukossa G, ja koska G on
homeomorfinen tason kanssa, voidaan soveltaa lausetta 4.4. Sen nojalla on olemassa
joukon D N S(z;r) komponentti A, joka my0s erottaa namé pisteet joukossa G.

Talloin A erottaa polun ~ ja kaaren a joukossa G. Koska E C G ja F C G sekd
Enhl#0#Fnl|

ja
Enlal#0#Fnal,

niin A leikkaa seké kontinuumia E ettd kontinuumia F. O

Todistetaan sitten itse lause.

Lause 4.22. Olkoon D Jordan-kayra-alue, jonka reunalla 0D on vain ddrellisen
monta komponenitia. Oletetaan, ettd ¢ > 1 ja jokainen pistepari x,y € 0D voidaan
yhdistad joukossa D U {xz,y} polulla v, jonka pituudelle pitee

I(y) < cllz =yl

Tadlloin kun ¢ > 1, niin D on c-kvasikonveksi, ja kun ¢ = 1, niin D = G\F, missd
G on aidosti konveksi ja F' on ddrellinen joukko.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd ¢ = 1. Olkoon F' kaikkien niiden pisteiden z € 9D
joukko, joille {z} on reunan @D komponentti. Nyt F' on &direllinen joukko ja G :=
DUF on alue. Osoitetaan, ett G on konveksi. Mozkinin lauseen 3.2. nojalla riittai
osoittaa, etti jokaisella pisteelli x € R? on yksikiisitteinen lihin piste joukossa G.
TAméi pitee triviaalisti kaikille = € G.

Tehdé#iin sitten antiteesi: on olemassa x € R?\G siten, etté silli on kaksi lihinté
pistettd y1,y2 € G. Nédméi pisteet kuuluvat nyt joukkoon OG. Télloin ne voidaan
yhdistda joukossa G polulla, jonka pituudelle pitee

1) < llyr — well-
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Taméi polku on nyt jana joukossa G. Tilldin janan keskipiste on joukon G piste,
joka on ldhempénd pistettd = kuin janan paitepisteet y; ja yo, miké on ristiriita.

Nyt G on konveksi, jolloin lauseen 3.1. nojalla alue G on aidosti konveksi.

Olkoon nyt ¢ > 1 ja osoitetaan, ettd D on c-kvasikonveksi. Olkoot =,y € D. Jos
[z,y] C D, niin janapolku kiy etsityksi poluksi, joten voidaan olettaa, ettd [z,y] N
4D # (. Koska [z,y] N @D on suljettu joukko, 16ydetdén a,b € [z,y] N OD siten,
ettd dist(x,a) = dist(x,[x,y] N OD) ja dist(y,b) = dist(y,[z,y] N OD). Talléin
[x,a) U (b,y] C D.

Olkoon v kaari, joka yhdistdé pisteet a ja b joukossa D U {a, b}, ja jonka pituudelle
patee () < c|la — b||. Téll6in yhdistetty polku « := [z, a] v * [b, y] on polku, joka
yhdistda pisteet = ja y, ja jonka pituudelle pitee I(«) < ¢||lz — y||, mutta se ei ole
alueen D polku.

Nyt x,7v(1/2) € D ja a € 9D. Liséksi [z, a] on kontinuumi, joka yhdistd4 pisteet x
seké a joukossa DU{a} ja |v[a,v(1/2)]| on kontinuumi, joka yhdist&a pisteet v(1/2)
sekd a joukossa D U {a}. Edellisen lemman 4.21. nojalla on olemassa d,, > 0 siten,
ettd kaikille 0 < 7 < d, on olemassa ympyrakaaren DNS(a;T) komponentti A, jolle

[w,a] NA#D# N A

Samaan tapaan y,v(1/2) € D jab € 9D. Samoin [b, y| on kontinuumi, joka yhdistaa
pisteet y sekd b joukossa D U {b} ja |y[y(1/2),b]| on kontinuumi, joka yhdistaa
pisteet v(1/2) seki b joukossa D U {b}. T&ll6in taas edellisen lemman 4.21. nojalla
on olemassa d, > 0 siten, ettd kaikille 0 < 7 < d, on olemassa ympyrikaaren
D N S(b;7) komponentti B, jolle

[y, b]N B # 0 # [y[NB.

Valitaan

. (c—=1D)(|lz —al| + [|b—yl)
r=nmwn {da/27db/27 4(7r — 1) } .

Téllsin 16ydetdén ympyrikaaren D N .S(a;r) komponentti A jolle
[z,a] NA# D # |y N A,

ja ympyridkaaren D N .S(b;r) komponentti B jolle
[y, 0N B #0#|y[NB.

Olkoot nyt u ja v leikkauksien [x,a] N A ja [y, b] N B pisteet ja valitaan w € |y| N A
ja z € |y| N B. Olkoot « komponentin A osakaari joka yhdistad pisteet u ja w, ja 8
komponentin B osakaari joka yhdistida pisteet v ja z.

Merkit&an
0= [z, u] * a*xy[w, z] x 0 * [v,y].
Kaari § yhdistda pisteet = ja y joukossa D. Osoitetaan, ettd kaaren § pituudelle
patee
1(6) < cl|z —yl|.
Pisteet x, u, a, b, v ja y ovat téssd jarjestyksessd janalla [x,y]. Téten
2 =yl = [lo —ul + lu—al + lla = b + b — o] + [lv =yl
= llz —ull + la = bl + lv =yl + 2,
jolloin
o —ull +llv =yl = [lo = yll = lla = bl = 2r = ||z — al| + [[b— y|| — 2r.

Lisaksi

1(y) = l(yla, w]) +1(v[w, 2]) + 1(v[2,b]) = I(v[w, 2]) + 2,
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eli
W(y[w, 2]) < 1(y) —2r.
Nyt saadaan
1(6) = U([z, u]) + Ue) + 1(y[w, 2]) + 1(B) + I([v,9])
<z = ull + 27r + (I(y) = 2r) + 277 + [jv — y|
= llz—all +1(v) + b=yl + 4(r — 1)r
<z —all +clla = bl + [[b =yl + 4(x — 1)r
=c(lz —all +[la =0l + 16 = yll) = (¢ = 1) ([lz — al + Ib = y[|) + 4(m — 1)r
=cllz —yll +4(x = )r — (¢ = D)(l= — al + b - yl)
< cllz —yll,
koska r valittu siten, ettd
Ar = 1)r < (e = )([lz — all + [[b = yl))-
O

Yhdistdmalla lauseet 4.20. ja 4.22. saadaan seuraava korollaari, joka karakterisoi
kvasikonveksit alueet, joiden reunalla on darellinen méird komponentteja.

Korollaari 4.23. Olkoon D alue, joka on avaruuden R? aito osajoukko ja ¢ > 1.
Oletetaan, etti alueen D reunalla on ddrellinen mddrd komponentteja. Tdlléin D
on c-kvasikonveksi jos ja vain jos

(1) D on Jordan-kdyri-alue ja

(2) jokainen pistepari x,y € 0D wvoidaan yhdistid joukossa D U {x,y} polulla -,
jonka pituudelle pdtee

1(y) < bllz -yl
missd kvasikonveksisuudesta seuraa ehto (2) kaikille b > c ja kvasikonveksisuus
seuraa, kun ehdossa (2) b= c.

Lauseen 4.7. mukaan alueen D komplementin R?\ D jokaiseen komponenttiin kuu-
luu tasan yksi alueen reunan komponentti. Téten edellisen korollarin 4.23. mukaisen
alueen komplementilla on my6s dédrellinen méird komponentteja.

5. SULJETTUJEN TAYSIN EPAYHTENAISTEN JOUKKOJEN KOMPLEMENTTIEN
KVASIKONVEKSISUUS

Kvasikonveksisuudella on nyt melko tarkka karakterisaatio alueille, joiden reunoil-
la on vain dérellinen maird komponentteja. Téassd luvussa tarkastellaan suljettujen
tdysin epédyhtendisten joukkojen komplementteja. Taysin epdyhtenédinen joukko on
joukko, jonka kaikki komponentit ovat yksitt#isid pisteitd. N&in ollen niiden komple-
mentit ovat erityistapaus Jordan-kiyri-alueista.

Suljetun tdysin epdyhtendisen joukon komplementti on yhtendinen ja polkuyhtenii-
nen, itseasiassa polku voidaan aina valita siten, ettd sen kuvan halkaisija on pistei-
den vilinen etéisyys. Tdmaé ei kuitenkaan tarkoita sité, ettd suljetun tiysin epdyh-
tenaisen joukon komplementti olisi kvasikonveksi. Téassa luvussa konstruoidaankin
my6s sellainen kompakti tdysin epdyhtenédinen joukko, jonka komplementti ei ole
kvasikonveksi.

Luvun péétulokset, lauseet 5.2. ja 5.4. seké etsityn kompaktin tdysin epdyhteniisen
joukon konstruktio, mukailevat Hakobyanin ja Herronin artikkelin [1] lukua 4. Al-
kuperaisessd artikkelissa joukko konstruoidaan kolmiulotteisessa tilanteessa, téssé
tyossd konstruktiosta tehddan yksinkertaisempi kaksiulotteinen versio.
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Jos suljetun tdysin epédyhtendisen joukon pisteet ovat kaikki erillisid pisteitd, voi-
daan ne kiertda yksi kerrallaan.

Lause 5.1. Olkoon F joukko ja ¢ > 1. Oletetaan, ettd on olemassa d > 0 siten,
etti dist(x,y) > d kaikille x,y € F, v # y. Tallgin komplementti R*\F on c-
kvasikonveksi.

Todistus. Olkoot a,b € R?\F. Jos niiden viliselldi janalla ei ole joukon F pisteit
on se etsitty polku. Voidaan siis olettaa, ettd jana leikkaa joukkoa F'. Talldisten
leikkauspisteiden lukumérille m pétee m < |la — b||/d. Nimetddn leikkauspisteet
T1,..., T, Siten, ettd ne ovat jarjestyksessd xp ldhimpénd pistettd a, xo toiseksi
l&dhimpéané ja niin edelleen, kunnes x,, on kauimpana pisteesté a, eli 1dhimpéna
pistettd b. Valitaan r := min {d/2, %} ja merkitiiin kaikille 1 < i < m,
y; leikkauksen S(z;;7) N [a, b] pistettd a ldhempand olevaa pistettd ja vastaavasti z;
saman leikkauksen pistettd b lihempand olevaa pistettd, sekd «; niitd yhdistévia
ympyran S(z;;r) puolikaarta. Nyt

= la,y1] * a1 * [21,Y2] * ...k [Zm—1, Ym] * Qun * [Zm, b)]
yhdist# pisteet a ja b joukossa R?\F ja sen pituudelle pitee

(c=1lla— b
mm

1(7) < lla=bl[+mmr < [la=bl|+m= = [la=bll+(c=1)[la=bl[ = clla—b]|

= [la =bll + (¢ = Dlla = bl| = cfla - b]|.
O

Edellisen lauseen nojalla esimerkiksi joukon F' := {(1’1,1’2) ER?:21€Z,25 € Z}
komplementti on c-kvasikonveksi kaikille ¢ > 1.

Kun suljetun joukon komplementissa on tarpeeksi pysty- ja vaakasuoria viivoja,
komplementti on c-kvasikonveksi kaikille ¢ > /2. Taméi pétee ainakin silloin kun
kumpikin projektio suljetulta joukolta koordinaattiakselille on harva.

Lause 5.2. Olkoon F suljettu joukko. Oletetaan, ettd kumpikin projektio joukol-
ta F koordinaattiakseleille on harva. Olkoon lisiksi ¢ > /2. Tdlloin RQ\F on c-
kvasikonveksi.

Todistus. Olkoot a,b € R?\F, a = (a1,az2) ja b = (b1,bs). Koska joukko F' on
suljettu, ovat a ja b sen ulkopisteitd. T&lloin on olemassa r, > 0 ja r, > 0 siten,

ettid B(a;r,) C R2\F ja B(b;r,) C R?\F. Valitaan r := min {ra, b, W}.

Oletuksen nojalla pisteen a projektio xi-akselille, pri(a) = a1, €i ole sulkeuman
pr1(F) sisdpiste. Talloin se ei ole myoskidan projektion prq(F') sisépiste, jolloin
16ydetéiéin z, € (a1 — rya; + 1) Npri(RA\F).

Toisaalta oletuksen nojalla pisteen b projektio xo-akselille, pro(b) = b, ei ole sulkeu-
man pro(F) sisdpiste, eikd myoskddn projektion pro(F) sisépiste. Talloin 16ydetddn
xp € (by — 7,by + 1) N pro(R2\ F).

Nyt pallot B(a;r) ja B(b;r) kuuluvat komplementtiin R\ F. Liséksi suorat I; :=
{($1,$2) eR2:z = sca} jaly = {(xl,xg) ER?: gy = xb} kuuluvat komplement-
tiin R2\F.

Nyt YMV-polku

Y= [(a17a2)7 (Iaa a2)] * [('rtI?a?)r (QSa,Jib)]

#[(Tas 0), (b1, 2o * [(b1, p), (b1, b2)]
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yhdist#é pisteet a ja b komplementissa R?\ F. Sen pituudelle pitee
() = U([(a1, a2), (xa, a2)]) + U[(za; a2), (za, 2b)])
FU([(za, 1), (b1, xp)]) + L([(b1, z6), (b1, b2)])
=r+ |z —ag| + |by — x|+ 7
<r+4|by—as]+r+br—ar|+r+r
= |by — a1| + |b2 — az| + 4r
=V2|b— al + 4r
= V2|b—al| + 4% (c—V2)||b—al /4
— cllb - al.
O

Miisritelmi 5.3. Olkoon A C R? ja b > 1. Joukko A on b- lineaarisesti lokaalisti
yhtendinen, jos kaikille x € R? ja kaikille r > 0, pétee seuraavat kaksi ehtoa:

(LLY1) kaikki pisteet joukossa AN B(x;7) voidaan yhdistid kontinuumilla joukossa
AN B(x;br)

ja

(LLY2) kaikki pisteet joukossa A\B(x;r) voidaan yhdistid kontinuumilla joukossa
A\B(x;r/b).

Jos kontinuumiksi voidaan aina valita kaari, sanotaan, ettd joukko A on b- lineaa-
risesti lokaalisti yhtendinen poluille.

Lause 5.4. Olkoon A C R? suljettu ja tiysin epiyhtendinen. Tdllgin komplementti
R2\ A on 1- lineaarisesti lokaalisti yhtendinen poluille.

Todistus. Joukko U\ A on yhtendinen kaikille alueille U C R?: Jos olisi joukon U\ A
jako, niin suljettu joukko (R?\U) U A erottaisi jotkin pisteet x ja y avaruudessa
R2. T#ll6in jokin sen komponentti erottaa niméi pisteet. Tami komponentti ei ole
R2\U, joten se on yksittdinen piste. On kuitenkin mahdotonta, ettsi yksittdinen
piste erottaisi pisteet x ja y avaruudessa R2.

Olkoon z € R? ja r > 0. Merkit#ifin B := B(z;7).

Olkoot z,y € R?\ AN B. Koska komplementti R?\ A on avoin, voidaan valita pisteet
u € [z,2] ja v € [z,y] siten, ettd AN [z,u] =0 = AN [y,v]. Nyt B\A on avoin ja
yhtenéinen eli alue, joten on olemassa polku « joka yhdistii pisteet u ja v joukossa
B\ A. Télloin yhdistetty polku

V= [u] v ax v,y
yhdist#s pisteet x ja y joukossa (R*\A) N B.
Olkoot z,y € (R?\A)\B. Valitaan u,v € R?\B siten, etti = € [z,u], y € [2,7] ja
AN[z,u] =0 = AN [y,v]. Koska (R?\B)\A = (R?\ A)\B on avoin ja yhtenéinen,
on olemassa polku «, joka yhdistdd pisteet u ja v joukossa (R?\A)\B. Tallsin
yvhdistetty polku

v = [z, u] * o v, Y]
yhdistéid pisteet = ja y joukossa (R?\A)\B. O
Korollaari 5.5. Olkoon A C R? suljettu ja tiysin epiyhtendinen ja x,y € R?\A.

Pisteet x ja y voidaan yhdistii joukossa R*\ A polulla v, jolle pitee diam(|y|) =
= —yll-
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Edell4 todettiin, ettd suljetun ja tadysin epadyhteniisen joukon komplementti on pol-
kuyhtendinen ja pisteiden z ja y vilille 16ytyy polku, jolle pdtee diam(|y|) = ||z —y/|-
Se, ettd kaaren halkaisija saadaan néin rajoitettua pisteiden etiisyydesta riippuvak-
si, ei kuitenkaan tarkoita sité, etti kaaren pituus olisi samassa tilanteessa rajoitettu
pisteiden etdisyydesté riippuvaksi. Seuraavaksi tehdadsnkin konstruktio, jonka tu-
loksena on kompakti tdysin epdyhtendinen joukko, jonka komplementti ei ole kva-
sikonveksi.

Joukko B C R? on s x t-nelikulmio, jos B on siirto joukosta [0, s] x [0,#]. Téssi
méidritelméssi ei siis sallita joukon kiertoja. Kiytetdin seuraavia nimityksié:

Yldsivu on jana [0, s] x {t} ja sen kuvat siirroissa,
alasivu on jana [0, s] x {0} ja sen kuvat siirroissa,

vasen sivu on jana {0} x [0,¢] ja sen kuvat siirroissa seké
oikea sivu on jana {s} x [0,t] ja sen kuvat siirroissa.

Kaytetdan xq-akselin suunnasta nimitystd vaakasuora ja xs-akselin suunnasta ni-
mitystid pystysuora. Téten yld- sekd alasivu ovat vaakasuoria ja vasen seki oikea
sivu ovat pystysuoria.

Yksinkertaiselle murtoviivapolulle x voidaan mé&aritelld x;-akselin suuntainen pi-
tuus [4 (k). Talla tarkoitetaan polun k x1-akselin suuntaisten, eli vaakasuorien, osien
pituuksien summaa.

Lemma 5.6. Olkoon F C R? suljettu joukko ja ~ polku komplementissa R?\F.
Tdlloin on olemassa murtovitvapolku A ja yksinkertainen murtoviivapolku xk komple-
mentissa R?\F joilla on samat alku- ja pidtepisteet kuin polulla v ja joiden pituuk-
sille pitee:

1(7) = 10 > 11 (k).

Todistus. Koska F ja |v| ovat suljettuja joukkoja jotka eivit leikkaa toisiaan, niin
§ = dist(]y],F) > 0. Valitaan 0 = g < 1 < ... < typ—1 < b, = 1 siten, ettd
kaikille 1 < ¢ < m — 1 pétee seuraava: kun ¢, s € [t;_1,t;+1], niin [|y(t) —y(s)|| < 6.
Tamai voidaan tehdé, koska v on tasaisesti jatkuva.

Asettamalla z; := v(t;) saadaan murtoviivapolku
A= [20,21] * ... % [Zm—1, Zm]>
joka yhdistiid pisteet v(0) ja (1) joukossa R?\ F, silld kun = € [z;, 2;41], niin joko
x € B(z; ||zit1 — zill/2) € B(2i58) C R?\F,
tai
x € B(zit1; ||zie1 — 2il|/2) € B(zig1;0) C R?\F.
Triviaalisti I(\) < ().
Koska pallo B(z;;6) C R?\F jokaisella z; ja t; on valittu siten, ettd [z_1,2;] C
B(z;;9), voidaan jokainen murtoviivan pala A; := [z;_1, 2;] korvata komplementin

IRQ\F YMV-polulla x; := £; *n;. Téssa &; on xi-suuntainen ja 7; ro-suuntainen osa.
Télle polulle pitee
hi(ki) =1(&) < UN).
Yhdistetty polku k := kg * ... * K, on talloin pisteet v(0) ja (1) yhdistdvd YMV-
polku joukossa R?\ F, ja
(k) < 1N < ().
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Olkoon € € (0,1/4) ja B s x t-nelikulmio. Jaetaan B neljaén paillekkiiseen, sa-
mankokoiseen vaakasuoraan osaan, joiden mitat ovat s x (¢/4). Jokaisen téllaisen
vaakasuoran osaan asetetaan pystysuorassa suunnassa keskelle este, jonka mitat
ovat s X et.

N&ité esteitd on kahdenlaisia V (vasen) ja O (oikea). Molemmissa on nelikulmio,
jonka mitat ovat (2s/3) X et, ja tdmén nelikulmion toisella puolella avoin alue.
V seindssd esteen nelikulmio on nelikulmion B vasemmalla laidalla ja O seindissi
nelikulmion B oikealla laidalla. Esteet on asetettu kiytaviin jirjestyksesséd ylhaslta
alas VOVO.

2s/3

et

Kuva 6. Laatikon sxt sokkelo.

Naiin saadaan sokkelo jossa s x t-nelikulmion sisélld on nelja (2s/3) X et nelikulmio-
ta. Jokaiselle YMV-polulle A joka yhdistdd jonkin nelikulmion B alareunan pisteen
johonkin nelikulmion yldreunan pisteeseen ja joka kulkee nelikulmion B 1ipi leik-
kaamatta esteen nelikulmioita pétee:

l1(\) > 3s/3 =s,

silld polulle kuuluvat pisteet a := (a1,1/8), b := (b1,3/8), ¢ := (¢1,5/8) ja d :=
(d177/8), missd aq,c < 1/3 ja bl,dl > 2/3. Talloin

ll(/\) > |b1 —a1| + |Cl —b1‘ + |d1 —Cl| > 35/3 = 8S.

Nimitetddn néitd nelikulmion B sisilld olevia nelikulmioita nelikulmion B jéilkel&i-
siksi ja merkitd4n niiden kokoelmaa C.(B). Jokaiselle C' € C.(B), pétee t¢ = €tp,
sc = (2/3)sp ja diam(C) < (2/3)diam(B), missi nyt B on sg xtg ja C on s¢ Xto
nelikulmio.
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Lemma 5.7. Olkoon B s x t nelikulmio. Jokainen pistepari p,q € 0B wvoidaan
yhdistda toisiinsa YMV-polulla A joukossa OB siten, ettd

Todistus. (1) Pisteet p ja g ovat samalla sivulla: Jos p ja ¢ ovat vaakasuoralla
sivulla, niin ne voidaan yhdistds janapolulla A := [p, q], jolle

LA =1A) =lp—qll <s.
Jos p ja g ovat pystysuoralla sivulla, niin ne voidaan yhdistdé janapolulla
A= [p, ], jolle
(2) Pisteet p ja g ovat vierekkiisilld sivuilla: Voidaan olettaa, ettd p on pysty-
suoralla sivulla ja ¢ vaakasuoralla sivulla, ja sivuilla on yhteinen piste a.
T4lloin YMV-polku A := [p, a] * [a, ¢] yhdistda pisteet ja
LX) =1([a,q]) = [la—qll <s.

(3) Pisteet p ja ¢ ovat vastakkaisilla sivuilla: Jos p ja ¢ ovat pystysuorilla si-
vuilla, voidaan olettaa ettd p on vasemmalla ja g oikealla sivulla. Tall6in
YMV-polku A := [p, (0,0)] % [(0,0), (s,0)] * [a, q] yhdistd& pisteet ja

Li(A) = U([(0,0), (5,0)]) = s.

Jos p ja q ovat vaakasuorilla sivuilla, voidaan olettaa ettd p on alasivulla ja
q ylasivulla. Tarkastellaan pisteet yhdistavida YMV-polkuja

A= [p, (0,0)] % [(0,0), (0,8)] % [(0, ), ]
ja
ri= [p, (5,0)] + [(5,0), (s, 0)] * [(s, 1), -
Niille poluille |\ U |k| = 0B, joten
L(A) + (k) = 2s.
Néin ollen min {l1(A),l1(k)} < s.
O

Seuraavaksi todistetaan, ettd nelikulmion B kiertidminen onnistuu polulla, jonka
vaakasuora pituus on yhtd suuri tai pienempi kuin nelikulmion B sokkelon lapi
kulkevalle polulle.

Olkoon C kokoelma joukkoja. Merkitdin

Ue=Uc

cec

Lemma 5.8. Olkoon B s x t nelikulmio ja 0 < € < 1/4. Merkitiin

F:=Jc(B).

Oletetaan, etti X\ on YMV-polku joukossa (R*\F) U OF, siten, etti sen alku- ja
pidtepiste ovat joukossa (R*\B)UOB. Tilléin on olemassa YMV-polku k joukossa
(R?\B) U 0B, jolla on sama alku- ja pidtepiste kwin polulla X, ja jolle

ll(fi) S ll()\)

Todistus. Polun X joukossa (R?\B) U dB olevat osat voidaan valita polun r osiksi.
Riittaa siis tarkastella tilannetta, jossa alkupiste p ja paatepiste ¢ kuuluvat jouk-
koon 0B ja |A|\ {p, ¢} kuuluu joukon B sisdpisteiden joukkoon.
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t

S

Kuva 7. Laatikon sxt sokkelon ldpéiseva ja kiertava polku.

Pisteet p ja ¢ ovat samalla sivulla. Valitaan poluksi x pisteet yhdisté&va jana:
Jos p ja q ovat vaakasuoralla sivulla,
Li(k) = llp—dqll = [pr — 1| <L ().
Jos pisteet ovat pystysuoralla sivulla,
ll(H) =0 S ll()\)
Pisteet p ja q ovat vierekkiisilld sivulla. Voidaan olettaa, ettd p on pysty-
suoralla sivulla ja ¢ on vaakasuoralla sivulla ja sivuilla on yhteinen piste a.
Valitaan & := [p, a]  [a, q]. T&lléin
h(k) = llg—all =g = a1] = lgr = pr| <L (N).

Pisteet p ja ¢ ovat vastakkaisilla sivuilla: Jos p ja g ovat pystysuorilla si-

vuilla, voidaan olettaa ettd p on vasemmalla ja ¢ oikealla sivulla. Valitaan
nyt

k= [p, (0,2)] % [(0,1), (s, 8)] = [(s, 1), q.
Talloin
(k) =1([(0,2), (s, 8)]) = 5 = |g1 — pa] < L2 (A).

Jos p ja g ovat vaakasuorilla sivuilla, voidaan olettaa, ettd p on alasivulla
ja ¢ ylasivulla. T&llgin polku A kulkee sokkelon 1api, joten

ll(/\) Z S.

Lemman 5.7. nojalla voidaan valita YMV-polku « joukossa 0B, joka yhdis-
taé pisteet p ja q, ja jolle

IA

l1(k) < s.

Eli saadaan
ll(ﬂ) S S S ll(A)



38 MATTI-PETTERI RAJAHONKA
(]

Konstruoidaan nyt kompakti, totaalisti epdyhtendinen joukko siten, etti sen l&-
pi kulkevan polun x;-akselin suuntainen pituus on védhintddn sama kuin joukon
kiertéville polulle. Tdma tehddin Cantor-joukkojen tyyliselld konstruktiolla, jossa
kiytetddn edelld maariteltyja sokkeloita.

Téssd konstruktiossa luvuille €, pétee, ettd 0 < €, < 1/4 kaikille n > 1. Voidaan
valita esimerkiksi, etté e, = 1/8 kaikille n > 1.

Olkoon M > 0. Merkitdin
By :=[-M,M] x[-1/2,1/2]
ja
Go == {Bo},

joka on siis joukkokokoelma, jonka ainoa alkio on nelikulmio By.
Ensimmaiseksi kokoelmaksi osanelikulmioita valitaan

g1 := 661(30)7
eli nelikulmion By jélkeldiset, ja maaritellddn joukko

E, = U g1,
eli nelikulmion Bj sokkelo.

Toiseksi kokoelmaksi osanelikulmioita valitaan

G = |J Ca(B),
Begy
eli nelikulmion By jilkeldisten jalkeldiset. Madritelladn joukko

E; = Ugm

joka on siis nelikulmion By sokkelon estenelikulmioiden sisélle tehdyt sokkelot.

—
—
——

Kuva 8. Toisen vaiheen sokkelo Fs.
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Yleisesti n-asteen kokoelmaksi osanelikulmioita valitaan
On = U Ce, (B),
BeG, 1

eli edellisen n — 1-asteen nelikulmioiden jalkeldiset. Maaritellddn joukko

En = U gna
joka on n — 1-asteen estenelikulmioiden sisélle tehdyt sokkelot.

Talloin E1 D Es D ... on jono sisikkiisia kompakteja joukkoja. Joukon E,, kom-
ponenteille C pétee diam(C) < (2/3)"diam(By). Merkitdin

A= Fﬁl E,.

Nyt A on kompakti joukko ja A C [-M, M] x [-1/2,1/2]. Joukon A komponen-
teille C4 patee diam(Ca) < (2/3)"diam(By) kaikille n € N. Téllgin joukon A
komponentit ovat pisteitd ja A on siis téysin epdyhtendinen.
Osoitetaan, etti jos v on polku joukossa R?\ A joka yhdistéé pisteet (0, —1) ja (0, 1),
niin

l(y) > 2M.
Todistetaan ensin aputulos YMV-poluille.
Lemma 5.9. Olkoon n € N ja olkoon A pisteet (0,—1) ja (0,1) yhdistdvd YMV-
polku joukossa (R?\E,,) UOE,,. Tdilljin

11()) > 2M.

Todistus. Jos k yhdistéid pisteet (0,—1) ja (0,1) joukossa (R?\By) U 8By, niin on
olemassa z € |k|, jolle |z1| > M. Téllin

ll(ﬁ) Z |2’1 —O| + |Zl —O| 2 2M.

Todistetaan sitten itse viite kiyttden induktiota.
n = 1: Olkoot A YMV-polku, joka yhdisti pisteet (0, —1) ja (0, 1) joukossa (R?\ E;)U
OF;. Lemman 5.8. nojalla on olemassa pisteet yhdistdvd YMV-polku x joukossa
(R?\ By) U OBy siten, etti

ll(li) S ll(>\)
Todistuksen alussa néhtiin, ettd polulle x péatee

ll(lﬁ) Z 2M.

Siis saadaan
lLL(N) > l1(k) > 2M.

Induktioaskel: Oletetaan, etté
ll(H) Z 2M
kaikille pisteet (0, —1) ja (0,1) joukossa (R?\E,) U dE, yhdistiville YMV-poluille
K.
Olkoon A YMV-polku joukossa (R?\ E,,+1)UOE,, 1. Voidaan olettaa, etti || leikkaa
jonkin nelikulmion B € G,, sisépisteiden joukkoa. Koska
I\ € (R*\E,) UOE,,
niin
IA\| € (R*\F)U9F,
missd

S=Jc.(B).
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Lemman 5.8. nojalla A voidaan korvata joukon R?\ B)UAB YMV-polulla siten, etti
r1-akselin suuntainen pituus ei kasva.

Kun tdm tehdaan kaikille nelikulmioille B € G,, joiden sisépisteita |A| leikkaa, n&ita
nelikulmioita on vain direllinen mééiré, saadaan YMV-polku x joukossa (R*\E,,) U
OFE,, siten, etta

ll(>\) Z ll(li).
Induktio-oletuksen mukaan

ll(li) >2M,
ja ndin saadaan
li(\) > l1(k) > 2M.

Tata lemmaa kiyttden saadaan nyt tulos yleiselle polulle:
Lause 5.10. Olkoon A edelli konstruoitu kompakti taysin epayhtendinen joukko ja
7 pisteet (0, —1) ja (0,1) yhdistivi polku joukossa R*\ A. Tdlldin

l(v) >2M.

Todistus. Avoimille joukoille R?\ E,, pétee

oo

U (Rz\En) = RQ\A7

n=1
joten ne muodostavat joukon R?\ A peitteen ja niin ollen myds kiiyrén || peitteen.
Koska kiyré |y| on kompakti, on olemassa n € N siten, etté

7| C R*\E,.
Lemman 5.6. mukaan nyt 1dydetéiin YMV-polku A joukossa R?\ E,,, joka yhdisti
pisteet (0,—1) ja (0,1), ja jolle pétee

L(k) <1(v).

Edellisen lemman 5.9. mukaan
Saadaan lopulta

O

Téallaisen kompaktin tdysin epdyhteniisen joukon projektio x1-akselille on koko jana
[-M, M]. Jos tista janasta puuttuisi joku luku, pAisisi joukon ldvitse sen kohdalta
pystysuoralla janalla.

Edelld méaéariteltyja kompakteja, tiysin epdyhtendisid joukkoja kiyttadmélla voidaan
nyt konstruoida joukko, joka on kompakti ja tdysin epdyhtendinen, mutta jonka
komplementti ei ole c-kvasikonveksi millekkdén luvulle c.

Olkoon m € N. Olkoon A,, nelikulmioon [—m,m] x [—1/2,1/2] konstruoitu kom-
pakti, tdysin epidyhtendinen joukko, jolle pétee:
I(v) =z 2m
kaikille pisteet (0,—1) ja (0,1) joukossa R?\ 4, yhdistéville poluille .
Miéaritelldan
By, =ty A + b,

missa
tm = (2" 2diam(A,,)) !
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ja
1
by == -—,0).
(520
Talloin
diam(By,) = diam(ty, Am + b)) = diam(t, Am)
= tmdiam(Ay,) = (2™ 2diam(A,,)) " diam(A,)
1
- 2m+2’
joten
— 1 — 1
dist(Bm, Bm+1) > dist(B((2—m, 0); diam(By,)), B((W’ 0); diam(Bp+1)))
1 1 1
=\om " omet) "\ omr2 T omes
1
T om+3”

eli joukot B,, ovat erillisid. Joukot B,, ovat liséksi kompakteja ja tdysin epdyhte-
naisia.
Nyt joukko
o0
U Bn
m=1

on tdysin epdyhtendinen ja rajoitettu, mutta ei ole suljettu. Lisdamélla joukkoihin
B,,, niiden kasautumispiste (0, 0), saadaan joukko

A= {(0,0)} U D By,

joka on téysin epdyhtendinen ja kompakti.

B, E,

‘BI
Kuva 9. Joukon A konstruktio.

Pisteet o, := by, +11, (0, —1) ja Y := by +1, (0, 1) kuuluvat komplementtiin R?\ A
ja niiden vilissi on joukko B,,, joten komplementissa R?\ A pisteet yhdistiiville
polulle v pétee

() > 2mtyy,.

Pisteiden z,, ja y,, vilinen etdisyys on
Hym - xm” = H(bm + t'rn(o7 1)) - (bm + t’rn(07 _1))“ = 2tm-

Niéin ollen
1(v)
lym — zmll —
joten komplementti R?\ A ei voi olla c-kvasikonveksi millekiizin luvulle c.

3
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