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Kirjallinen pédssédlasku (skriftlig huvudridkning) on ruotsalaisen Birgitta
Rockstromin kehittima peruslaskutoimitusten laskemiseen tarkoitettu metodi. Se
kehitettiin 1980-luvulla ja on 2000-luvulla saavuttanut vankan aseman ala-asteen
alimpien luokkien opetuksessa Ruotsissa. Kirjallisessa pédssilaskussa laskua pyritddn
muuttamaan helpommin laskettavaan muotoon algebrallisten laskulakien avulla.
Tarkoituksena on kayttdd péddssidlaskun strategioita mutta kirjoittaa osa vilivaiheista
paperille.

Syyskuussa 2007 opetettiin tutkimuksen kohteeksi valituille luokanopettaja-
opiskelijoille (n = 20) kahden oppitunnin ajan kirjallista pééssdlaskua. Viikon paésti
siitd opiskelijat vastasivat kyselyyn, jossa he vertailivat kirjallista pédssidlaskua ja
allekkainlaskua. Tutkimuksen tarkoituksena oli selvittdd, mitd hyvid ja huonoja puolia
kirjallisella pédssélaskulla on allekkainlaskuun verrattuna. Tutkielmassa tarkasteltiin
niitd sekd kirjallisuuden valossa ettd luokanopettajaopiskelijoilla teetetyn kyselyn
perusteella. Tutkielman toinen teema oli metodin soveltuvuus Suomen oloihin.
Tutkittiin  onko metodi Suomen peruskoulun matematiikan opetussuunnitelman
perusteissa asetettujen tavoitteiden suuntainen ja selvitettiin, mitd mieltd kyselyyn
vastanneet luokanopettajaopiskelijat olivat metodin tuomisesta Suomeen.

Kaikki vastaajat olivat sitd mieltd, ettd kirjallista paédssidlaskua kannattaisi opettaa
my6s Suomessa. Monien mielestd sitd olisi hyvd opettaa allekkainlaskun rinnalla, ja
jotkut ottaisivat siitd vain joitain osia. Monet vastaajista olivat sitd mieltd, ettd
kirjallinen pédssédlasku kehittdd monipuolisesti oppilaiden matemaattista ajattelua ja
matematiikan perusasioiden ymmairtdmistd. Allekkainlaskun vahvuuksiksi vastaajat
lukivat sen, ettd siind on vain yksi laskutapa, joka kiy aina luvuista riippumatta.
Tutkimuksessa selvisi, ettd osalla vastaajista oli puutteita allekkainlaskujen

osaamisessa.

AVAINSANAT: kirjallinen pééssdlasku, skriftlig huvudrdkning, allekkainlasku,

matematiikka, alakoulu
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1 JOHDANTO

1.1 Aiheen valinta

Kevaiilla 2006 olin opiskelijavaihdossa Uumajan yliopistossa Ruotsissa ja kévin sielld
kurssin, joka kisitteli esi- ja alkuopetuksen matematiikkaa. Kurssilla tutustuin ilmiéon
nimeltd skriftlig huvudrékning, joka on Ruotsissa syrjayttinyt perinteisen
allekkainlaskun ala-asteen alimpien luokkien opetuksessa ldhes kokonaan (Timea 2006,
16). Tein kurssilla parin kanssa esseen metodista, ja tutustuttuani sithen paremmin olin
vakuuttunut sen hyvistd puolista. Yritin selvittdd, oliko Suomessa tehty aiheesta
tutkimusta, mutta en 16ytinyt kuin kaksi 2000-luvun alussa Vaasan Abo Akademissa
tehtyd maisterin tutkielmaa. Suomenkielisissd yliopistoissa metodista ei tunnuttu
tietdvan mitdan.

Nykypédivédn yhteiskunnassa tuntuu, ettd aika on ajanut allekkainlaskun ohi. Jos
paidssilasku ei riitd, turvaudutaan laskimeen tai tietokoneeseen. Tdmén tutkielman
tarkoitus on pohtia, voisiko skriftlig huvudrékning olla sopiva metodi vahvistamaan
padssélaskutaitoa ja kirjoitettuna korvaamaan allekkainlaskun kirjallisena menetelméana.
Haapasalon ja Kuparin mukaan “suppeiden ja sisédllostd riippuvien menetelmaéllisten
tietojen (algoritmisten toimintakaavioiden) sijasta on pyrittdvd tarjoamaan oppilaalle
realistisia ~ mahdollisuuksia  monipuolisten ajattelu- ja  toimintastrategioiden
kehittdmiseen ja omaksumiseen.” (Haapasalo & Kupari 1992, 46)

Padssilaskulle on tyypillistd, ettd strategia valitaan kulloinkin laskusta riippuen.
Allekkainlaskussa taas menetellddn aina samalla tavalla algoritmia seuraten luvuista
riippumatta. Skriftlig huvudrékning on vélimuoto padssilaskun ja algoritmien vélilla.
Ratkaisutapoja on useita, joista etukiteen pyritddn valitsemaan paras tarkastelemalla
lukuja. Ratkaisutavat ovat my0s ldhempénd algebraa, joten skriftlig huvudrakning voisi
olla kaivattu linkki ala- ja yldkoulumatematiikan vélilli. Lowing ja Kilborn (2003, 8)
ovat sitd mieltd, ettdi nykyddn on paremmat mahdollisuudet kuin aiemmin opettaa
oppilaille varsinaista matematiikkaa laskennon liséksi, silld laskinta kéyttaméalla
sddstettdvd aika voidaan kayttdd ymméirtdmisen parantamiseen. Néitdsen mukaan
oppilailta on kadonnut pédédssédlaskutaidon ruostumisen myotd kyky arvioida laskimen

antamaa tulosta (Mikkonen, 2008).



1.2 Kasitteiden maarittely

Aritmetiikalla tarkoitetaan téssi tutkielmassa laskentoa eli yhteen-, vihennys-, kerto- ja
jakolaskuja kokonaisluvuilla. Yleisesti algoritmilla tarkoitetaan tarkasti maariteltya
laskentasdintdd tai menetelmééd (Boyer 1968, 326). Tdssi tutkielmassa silld tarkoitetaan
1dhinni allekkainlaskua.

Allekkainlaskuksi kutsutaan aritmeettisten laskujen laskemiseen kehitettya
algoritmia, jossa luvut laitetaan allekkain kymmenjérjestelman mukaisille paikoille. Se
on laajalti kdytossd maailmassa, ja Suomessa se on edelleen vallitseva laskutapa
alakoulussa. Yhteen-, vdhennys-, kerto- ja jakolaskuille on omat algoritminsa.
Allekkainlaskua esitelldén tarkemmin luvussa 3.

Kirjallinen paassalasku (skriftlig huvudrakning) on ruotsalaisen Birgitta
Rockstromin kehittdmi peruslaskutoimitusten laskemiseen tarkoitettu metodi. Se
kehitettiin 1980-luvulla, ja 2000-luvulla se on saavuttanut vankan aseman ala-asteen
alimpien luokkien opetuksessa Ruotsissa (Timea 2006, 16). Kirjallisessa pddssilaskussa
laskua pyritdédn muuttamaan helpommin laskettavaan muotoon algebrallisen laskulakien
avulla. Tarkoituksena on kidyttdd péédssdlaskun strategioita mutta kirjoittaa osa
vélivaiheista paperille (Rockstrém 2000, 22). Ajatus laskun muuttamisen takana on:
”Mikd muu lasku antaa saman tuloksen kuin 563-278?” (Fielker 2007, 5) Kirjallista
padssdlaskua kayttimadlld vastaus kysymykseen voisi olla 565-280 tai 22+263.
Menetelma esitellddn tarkemmin luvussa 2.

Sekd allekkainlasku ettd kirjallinen padssélasku perustuvat kymmenjarjestelmaan.
Kayttimissimme  intialais-arabialaisessa  lukujdrjestelméssd  on  kymmenen
numeromerkkid 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ja 9. Jarjestelmén kantaluku on 10, mika
tarkoittaa sitd, ettd numero luvussa tarkoittaa tietyn kymmenenpotenssin lukumaarés.
Esimerkiksi 2063 =2-10° +0-10* +6-10" +3.

Kirjallisuudessa esiintyy kaksi samaa tarkoittavaa sanaa; lukukasitys ja
numerotaju. Ensimméinen tullee ruotsin kielen sanasta taluppfattning ja jalkimméiinen
englannin kielen sanasta number sense. Téssd tutkielmassa kadytetddn termid
lukukaésitys, koska mielesténi se on kuvaavampi. Késitteelld tarkoitetaan kasitystd luvun
suuruusluokasta, sen sijoittumisesta lukusuoralle ja kymmenjérjestelméstd. Hyvéa
lukukésitys auttaa vertailemaan lukuja ja kéyttiméddn niitd luovasti laskemisessa

(Hedrén 2001, 137-138; Malmer 1999/2006, 108).



2 KIRJALLISEN PAASSALASKUN ESITTELY

2.1 Kirjallisen paassalaskun historia

Metodin Skriftlig huvudrékning (jatkossa kirjallinen paéssilasku) kehitti ruotsalainen
Birgitta Rockstrom 1980-luvulla. Toimiessaan luokanopettajana hidn huomasi, ettid
hénen oppilaillaan oli selkeitd puutteita matematiikan taidoissa eivdtkd he viihtyneet
matematiikan tunneilla. Han p&étti puuttua asiaan ja alkoi kehittdd tapaansa opettaa
matematiikkaa. Johtavana ajatuksena hédnelld oli saada oppilaat ymmértamadn
mekaanisen suorittamisen sijaan. (Rockstrom 2000, 7-9)

Rockstrom halusi kehittdd metodin, joka kévisi kaikille oppilaille eikd vain
matematiikasta innostuneille. Hdnen mukaansa heikot ja epdvarmat oppilaat hyotyvit
menetelmistd eniten. Monet matematiikassa heikosti pérjaavét oppilaat ovat kirjallisen
padssédlaskun avulla saaneet otteen matematiikasta. (Holmberg 2001, 28-29)

Rockstrom 14hti liikkeelle piaédssdlaskusta. Hén pohti yhdessd luokan kanssa
erilaisia ratkaisuja padssdlaskutehtdviin. Rockstrom halusi ndyttdd oppilaille, ettd
laskuja voi ratkaista monella eri tavalla, ja saada aikaan keskustelua. Opettajajohtoisen
keskustelun avulla oppilaat oppivat argumentoimaan ratkaisuaan oikeilla
matemaattisilla termeilla.

Holmbergin maisterin tutkielmassa (2001) oli tehty kysely 22 ruotsalaiselle
peruskoulun opettajalle, jotka matematiikan opetuksessaan kéyttivdt kirjallista
pédssilaskua. Jo tuolloin 2000-luvun alussa heistd kaksi oli kdyttinyt menetelméd yli
kymmenen vuotta ja 12 oli kéyttinyt sitd 6-10 vuotta. Useimmat kertoivat saaneensa
innostuksen metodin kiytt6on Rockstromin pitimalta luennolta.

Rockstrom on kirjoittanut metodikirjan (2000) lisdksi Matteboken -nimista
alakoulun oppikirjasarjaa Marianne Lantzin kanssa. Sarja perustuu kirjalliseen
paidssdlaskuun, mutta allekkainlaskuakin opetetaan kirjallisen pééssidlaskun rinnalla

kolmannelta luokalta 14htien (Matteboken-esite, 10).
2.2 Kirjallisen paassalaskun menetelma

2.2.1 Esitiedot
Kirjallisella pédéssélaskulla (Rockstrom 2000) voi suorittaa kaikkia neljda
peruslaskutoimitusta: yhteen-, véhennys-, kerto- ja jakolaskuja. Se toimii

kokonaislukujen liséksi hyvin my0s desimaali- ja murtoluvuilla sekd aikalaskuissa.



Metodi painottaa ymmirrystd mekaanisen suorittamisen sijaan. Jotta oppilaat
ymmartédisivit menetelmien idean, heilld on oltava muutamia esitietoja.

Oppilaiden taytyy tietdd, mikd yhtdsuuruusmerkki on ja miten sitd kiytetddn.
Yleensd merkki tarkoittaa oppilaille samaa kuin “on” ja sen oikealle puolelle
kirjoitetaan laskun vastaus. Aihetta ovat tutkineet mm. Falkner ym. (1999), Hihnala
(2005) ja Knuth ym. (2008). Yhtdsuuruusmerkki on kuitenkin paljon muutakin.
Esimerkiksi luku seitsemédn voidaan ilmoittaa yhtdsuuruusmerkin avulla monella
tavalla: 7 = 5+2 = 3+4 = 8-1 = ... Yhtdsuuruusmerkkid voidaan kayttda vain, jos sen
molemmilla puolilla olevat lausekkeet ovat tdsmilleen yhti suuret.

Oppilaiden on myds osattava kirjoittaa luku avatussa muodossa, esimerkiksi 8926
= 8000 + 900 + 20 + 6. Tamidn taustalla on kymmenjirjestelmé. Oppilaille on syyta
painottaa, etti numeron arvo luvussa mairdytyy sen mukaan, missid kohdassa lukua se
sijaitsee. Yksinkertaisten laskujen taytyy olla automatisoituneita, jotta osalaskut sujuvat
helposti ja nopeasti. Sama pidtee tietenkin myos allekkainlaskuissa. Rockstrom
suositteleekin, ettd niiden mieleen painamiseen kaytetddn tarpeeksi aikaa. Opeteltavia
laskuja ovat kaikki erilaiset summat 18 asti ja kertotaulut 10 asti. Oppilaita on autettava
huomaamaan, ettd osatessaan laskun 4+8 = 12 tietdd myos, ettd 8+4 = 12,12 -4 =8 ja
12-8=4.

Vilivaiheet ovat kirjallisen péddssdlaskun vaikein ja tirkein asia. Vilivaiheet
erotetaan toisistaan yhtdsuuruusmerkilli ja niissd ndkyvét vastaajan ajatukset.
Laskulauseketta muutetaan vélivaiheen avulla helpompaan muotoon. Laskija saa itse
padttdd montako vilivaihetta hin kirjoittaa nikyviin. (Rockstrom 2000, 10-12) ”Teckna
— Titta — Tank” eli Merkitse — Katso — Mieti on Rockstromin (2000, 8) kolmen T:n
taktiikka laskujen ratkaisemiseen. Ensin merkitddn lasku ndkyviin. Sitten katsotaan
merkintdd, vertaillaan lukujen kokoa ja lukujen yhteyttd toisiinsa. Lopuksi mietitdén
paras ratkaisuvaihtoehto. Téssd asiassa kirjallinen padssélasku eroaa allekkainlaskusta,

jossa ratkaisutapa on aina sama luvuista riippumatta.

2.2.2 Yhteenlasku
1. Lukuyksikoittdin
Yhteenlaskun perusidea on se, ettd ykkoset lisdtddn ykkosiin, kymmenet kymmeniin,
sadat satoihin jne. eli lasketaan lukuyksikdittdin (Rockstrom 2000, 22)
56+25=70+11 =281 (50+20=70,6+5=11)



Lasku 70+11 on helpompi laskea kuin 56+25 ja siihen pyrittiin. Halutessaan 70+11 voi
vield hajottaa 70+11 = 80+1 = 81. Ajan myo6td sujuvuutta tulee lisdd ja turhia

vélivaiheita voi jattda pois.

2. Luvun siirtdminen
Toinen yhteenlaskun perusperiaate on sopivan luvun siirtiminen (Rockstrom 2000, 23).
Arkipdivdinen esimerkki ideasta on se, ettd kahdessa kirjapinossa on edelleen yhteensa
yhtd monta, vaikka toisesta pinosta siirtdisi toiseen. Yleensd haluamme muuttaa toisen
luvun lahimmaiksi pyoredksi luvuksi.
98+34 =100+32 =132 (98+2 =100, 34-2 = 32)
Y114 olevassa esimerkissd se onnistuu parhaiten siirtimélld kaksi ykkostd luvusta 34

lukuun 98.

3. Jarjestyksen vaihtaminen
Jos kyseessd on kolmen tai useamman luvun yhteenlasku, kannattaa selvittdd voisiko
laskujérjestystd vaihtamalla saada laskun helpommaksi (Rockstrom 2000, 23). Yleensd
etsimme pareja, joiden summa muodostaa jonkun pyoredn luvun.
46+ 17 +54+73=100+90=190

Y114 olevassa esimerkissé kaarella yhdistetyt luvut lasketaan ensin keskenddn yhteen.

2.2.3 Vahennyslasku

1. Lukuyksikoittdin
Vihennyslaskun ensimmdinen pédperiaate on sama kuin yhteenlaskussa, siis
lukuyksikéittdin (Rockstrom 2000, 26). Ennen vihennyslaskun opettamista on oppilaille
kuitenkin esiteltdva negatiiviset luvut, silli eteen tulee laskuja kuten 6-7.
56-27=30-1=29 (50-20 =30, 6-7=-1)
Joskus vdhennyslasku muuttuukin yhteenlaskuksi.

56-25 = 30+1 = 31 (50-20 =30, 6-5 = 1)

2. Saman luvun lisddminen
Toinen vdhennyslaskun periaate on lisdtd tai védhentdd sekd vdheneviastd ettd
vihentdjdstd sama luku (Rockstrom 2000, 27). Erotus pysyy silloinkin samana.
93-29 =94-30 = 64

Y114 olevan esimerkin tapauksessa kannattaa molempiin lisété yksi.



3. Etdisyyden laskeminen
Kolmas tapa laskea vihennyslaskuja on laskea lukujen etdisyys toisistaan lukusuoralla,
toisin sanoen tayttidd lukujen vili (Rockstrom 2000, 27).
54-48=2+4=6
Y114 olevassa esimerkissd aloitetaan luvusta 48. Ldhimpddn pyoreddn lukuun 50 on

matkaa kaksi ja sen jilkeen vield nelja lukuun 54 (kuvio 1).

v

KUVIO 1. Laskun 54-48 havainnollistus lukusuoralla.

Vihennyslaskusta muuntuukin helppo yhteenlasku. Laskutapa on kéytannollinen

varsinkin silloin, kun luvut ovat lihella toisiaan.

2.2.4 Kertolasku

Kertolaskun opettaminen kannattaa aloittaa sillé, ettd tutkii kertolaskua
toistettuna yhteenlaskuna (Rockstrom 2000, 32).
2 - 38 =38+38 = 30+30+8+8 = 60+16 =76
Siitd padstadn kayttdméén osittelulakia
a- (b+c)=ab +a-c,
jossa kéytetddn luvun avattua muotoa, esimerkiksi 38 = 30+8. Jokainen lukuyksikko

kerrotaan siis kerrallaan.

1. Lukuyksikéittdin (osittelulaki)

2:-38=2-30+2-8=60+16=76 (38 =30+8)
Alla olevassa esimerkissé osittelulakia on kdytetty kaksi kertaa. Ensin on hajotettu luku
13 ja sitten luku 26.

13:26=10-26+3-26=260+3-20+3-6 (13=10+3,

=260+60+18 =338 26 =20+6)



Toinen tapa laskea kertolaskua on jakaa toinen luvuista kahteen tekijddnsad ja kertoa

sitten luvut siind jérjestyksessd kuin se kulloinkin on kétevintd. Kun tekijand on luku

kaksi, Rockstrom puhuu "tuplauksesta” ja ”puolittamisesta” (Rockstrom 2000, 33).
4-350=2-2-350=2"-700=1400 4=2-2)
12-43=6-2-43=6-86=480+36=516 (12=6-2)

3. Lahin pyored luku
Jos toinen luvuista on ldhelld jotain pyoredd lukua, kannattaa sitd kéyttdd hyviksi ja
ottaa avuksi vihennys- tai yhteenlasku (Rockstrém 2000, 32).
7-49=7-50-7-1=350-7=343 (50=49-1)
5:92=5-90+5-2=450+10=460 (92 =90+2)

2.2.5 Jakolasku

Ennen jakamista kannattaa tarkastella, voiko lauseketta supistaa tai laventaa niin, ettd
nimittdjd muuttuu helpommaksi (Rockstrom 2000, 39).
(7
140 _20 _,
35 5
Erityisesti niin kannattaa tehdd nimittijin ollessa desimaaliluku.
2)
21 42
—_——= 6
35 7

Jakolaskussa idea on hajottaa osoittaja helpompiin palasiin yhteen- tai vihennyslaskun

avulla.
56_40 16 0414 (56 = 40+16)
4 4 4
ﬁ:@_izlsqzm (56 =60-4)
4 4 4

Rockstrom esittelee kirjassaan (2000, 40) lyhyen jakolaskun (ruots. kort division).
Menetelmai ei kuitenkaan ole ainutlaatuinen, silld englantilaisten kdyttama short division
on erittdin samankaltainen (Haylock 2006, 104). Lyhyen jakolaskun eduksi Rockstrom
mainitsee sen, ettd merkintitapa kuvaa jakamista paremmin ja tulos tulee oikeaan
paikkaan. Lyhyessd jakolaskussa myds kaytetddn yhtdsuuruusmerkkid. Rockstromin

(2000, 50) mukaan sisdltdjako eli kuinka monta kertaa seitsemidn menee kahteentoista”



on oppilaiden helpompi ymmartidd kuin ositusjaon “kaksitoista jaettuna seitsemalld”.

Kuviossa 2 kdydédén esimerkki lyhyestd jakolaskusta ldpi vaihe vaiheelta.

Seitsemdn menee kahteentoista kerran,

1232 yli jéa viisi. Merkitddn viitonen muistiin
7 B jaettavan yldpuolelle.

12°32
7 =1 Seitsemidn menee lukuun 53 seitsemin

123% kertaa, yli jaa neljd. Merkitddn nelonen
. =17 muistiin jaettavan ylapuolelle.

1232

— =176 Seitsemin menee lukuun 42 tasan kuusi

kertaa. Vastaus on siis 176.

KUVIO 2. Lyhyt jakolasku vaihe vaiheelta.

Lyhyt jakolasku on periaatteeltaan samanlainen kuin Suomessa kdytdssd oleva
jakokulma. Jakokulmassa tarkistuslaskut kirjoitetaan paperille, kun taas lyhyessd
jakolaskussa ne suoritetaan pddssid. Esimerkiksi kuviossa 2 pddssd suoritetaan mm.
lasku 53 - 7 - 7. Lyhyt jakolasku soveltuu hyvin laskutoimituksiin, joissa jakaja on

yksinumeroinen.

2.3 Kirjallisen paassalaskun kaytté Ruotsissa ja Suomessa

Ruotsin koulujen alkuopetuksessa kdytetddn peruslaskutoimitusten suorittamisessa
enimmikseen kirjallista padssdlaskua. Yhteen- ja vihennyslasku opetetaan alimmilla
luokilla ja kerto- ja jakolasku vuosiluokilla 5-6 (Timea 2006; 16, 18) Koska kirjallisesta
padssilaskusta ei ole tehty varsinaista tieteellistd tutkimusta, sen levinneisyydesti ei ole
tasmillistd  tietoa. Uumajan yliopiston yliopistonopettaja ~A. Radestromin
(henkilokohtainen tiedonanto 31.8.2008) mukaan Rockstromin kirjoittama Matteboken-
oppikirjasarja oli ensimmaisend tuomassa kirjallista padssidlaskua kouluihin 1990-luvun
puolividlissd. Nykyddn tdmi metodi tai vastaava on esilli myds muissa
oppikirjasarjoissa.

Suomessa kirjallinen péissilasku on vield jokseenkin tuntematon ilmid. Abo

Akademin kasvatustieteen lehtori L. Héggblomin (henkilokohtainen tiedonanto



27.8.2008) mukaan Abo Akademin luokanopettajakoulutukseen kuuluu lyhyt
tutustuminen kirjalliseen padssidlaskuun. Haggblom ei kuitenkaan tiennyt kéyttavatko
valmistuneet opettajat sitd opetuksessaan. Kirjallisesta pddssdlaskusta maisterin
tutkielmansa tehnyt luokanopettaja Holmberg kertoi (henkilokohtainen tiedonanto

19.8.2008) opettavansa kirjallista paédssilaskua oppilailleen.
2.4 Kirjallisen paassalaskun matemaattinen perusta
2.4.1 Laskutoimitusten maaritelmat ja joitakin perustuloksia

Yhteen- ja kertolaskun maéaritelmét ja ominaisuudet

Yhteenlaskun ominaisuudet:
1. Minki tahansa kahden kokonaisluvun summa on myos kokonaisluku, eli

jos b,ceZ, niin myoés b+ceZ. Yhteenlaskulle b+C on olemassa

yksikésitteinen vastaus b+c=d, jossa d € Z.

2. Yhteenlasku on vaihdannainen, eli a+b =b+a kaikilla a,be Z.

3. Yhteenlasku on liitdnndinen, eli (a+b)+c=a+(b+c) kaikilla
a,b,ceZ.

4. On olemassa nolla-alkio 0, jolle a+0=a=0+a kaikilla ae Z.

5. On olemassa vasta-alkio —a, jolle a+(-a)=0=(-a)+a kaikilla
ael.

Maédritellddn kolmen alkion yhteenlasku laskujdrjestyksen mukaisesti niin, ettd ensin
lasketaan kaksi ensimmdistd alkiota yhteen ja summaan lisdtdin kolmas alkio:
a+b+c:=(a+b)+c kaikilla a,b,ceZ. Liitdnndisyydestdi (a+b)+c=a+(b+c)
seuraa, ettd yhtd hyvin kolmen alkion yhteenlasku olisi voitu méaéiritelld

a+b+c:=a+(b+c) kaikilla a,b,ce Z.

Lause 1. Kolmen alkion yhteenlasku on vaihdannainen.

Todistus: Riittdd todistaa, etti a+b+c=a+c+b kaikilla a,b,ceZ, silli muut

yhdistelmét saa todistettua vastaavasti. Merkitddn d:=a+b ja e:=a+cC, missi

d,e € Z. Vaihdannaisuudesta a+b=Db+a seuraa, ettdi vastaavasti d=b+a ja
e =c+a. Kaikilla a,b,c € Z pétee

a+b+c=(@a+b)+c=d+c=c+d=c+(a+bh)
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=(c+a)+b=e+b=(a+c)+b=a+c+b,
missd ensimmadinen yhtdsuuruus tulee kolmen alkion yhteenlaskun madritelmasta,
toinen ja neljds yhtdsuuruus d:n  médritelméastd, kolmas yhtdsuuruus tulee
vaihdannaisuudesta, viides yhtdsuuruus liitdnndisyydestd, kuudes ja seitsemis
yhtdsuuruus e:n médiritelmistd ja kahdeksas yhtdsuuruus kolmen alkion yhteenlaskun

madritelmasti. o

Madritelladn neljén alkion yhteenlasku lisddmailld kolmen luvun summaan neljis

alkio: a+b+c+d=((a+b)+c)+d=(a+b+c)+d kaikilla a,b,c,deZ

Induktioperiaatteen avulla saadaan vaihdannaisuus todistettua useammillekin alkioille.

Lause 2. Neljan alkion yhteenlaskussa kaksi keskimmadistd alkiota ovat vaihdannaisia,

siisa+b+c+d=a+c+b+d kaikilla a,b,c,d € Z.

Todistus: Kaikilla a,b,c,d € Z pétee

at+b+c+d=(a+b)+c)+d=(a+(Mo+c)+d=(@+(c+b))+d
=(a+c+b)+d=a+c+b+d,

missd ensimmdiinen yhtisuuruus tulee neljdn alkion yhteenlaskun mééritelmasté, toinen
yhtésuuruus liitdnndisyydestd, kolmas yhtidsuuruus vaihdannaisuudesta, neljas kolmen

alkion yhteenlaskun méaritelmésta ja viides neljan alkion yhteenlaskun maaritelmasta. o

Kaikki ylld olevat ominaisuudet ja tulokset pdtevdt my0s nollasta poikkeavien
rationaalilukujen kertolaskuille, ja todistus menee vastaavasti. Nolla-alkion sijasta
kertolaskulla on ykkosalkio 1, jolle 1-a=a=a-1, ja vasta-alkion sijasta kdénteisalkio
b, jolle b-b™" =1=b""-b.

Vaihdannaisuuden ja liitdnndisyyden lisdksi térked algebran laskulaki on
osittelulaki: a-(b+c)=a-b+a-c ja(a+b)-c=a-c+b-c kaikilla a,b,ce Z

Sulkulausekkeen voi kertoa siis joko vasemmalta tai oikealta.

Véhennys- ja jakolaskun maaritelméat ja ominaisuudet

Kokonaislukujen a ja b vihennyslasku a—b maééritellddn luvun a ja luvun b

vastaluvun —b yhteenlaskuna a—b =a+ (-b). Jakolasku maédiritellddn luvun a ja
nollasta eroavan luvun b kiinteisluvun b™' (rationaaliluku) kertolaskuna %= ab™.

Siis osittelulaki patee myds jakolaskuilla:
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a—+b:(a+b)'c‘1 =a-c'+b-c” :i+9
C C C
Laskujarjestys

Laskujérjestys tdytyy ottaa huomioon tilanteissa, joissa tarvitaan sekd yhteen- ettd
kertolaskua. Laskutoimitukset suoritetaan seuraavassa jirjestyksessa:

1. Suluissa olevat laskutoimitukset sisimmasté sulusta ldhtien

2. Kerto- ja jakolaskut vasemmalta oikealle

3. Yhteen- ja vihennyslaskut vasemmalta oikealle

2.4.2 Yleisempaa matemaattista perustaa
Ryhman maaritelmé
Olkoon G epityhjd joukko. Paria (G,o) sanotaan ryhmaéksi, jos se tiyttdd ehdot:
1. o on joukossa G médritelty laskutoimitus, eli acb € G kaikilla a,b e G
2. liitdnndisyys, eli ao(boc)=(aob)oc kaikilla a,b,c € G
3. on olemassa sellainen G:n alkio e (ns. neutraalialkio), etti ace=eca=a
kaikilla a € G
4. jokaista G:n alkiota a kohti on olemassa sellainen G:n alkio a™' (ns. amn

kiinteisalkio), etti aca' =a'ca=e.

Jos laskutoimitukselle pitee lisdksi vaihdannaisuus aob=Dboa, ryhméd kutsutaan
Abelin ryhmiksi. Téllaisia Abelin ryhmid ovat mm. kokonaislukujen joukko Z ja
rationaalilukujen joukko Q yhteenlaskun suhteen, kuten myos nollasta poikkeavien
rationaalilukujen joukko Q\{0} kertolaskun suhteen (Metsénkyld & Nédtdnen, 2003).
Madritelladn kolmen alkion yhteenlasku ryhméssd samoin kuin aiemmin
kokonaisluvuilla, eli kahden ensimmdisen alkion “summaan lisdtddn” kolmas alkio:
aocboc:=(aob)oc kaikilla a,b,ceG. Kolmen alkion yhteen- ja kertolaskun
vaihdannaisuus on erikoistapaus seuraavasta tuloksesta, jonka todistus saadaan

korvaamalla lauseen 1 todistuksessa operaatio + operaatiolla o.

Lause 3. Abelin ryhmissi (G,o) kolmen alkion laskutoimitus o on vaihdannainen.

Todistus: Sama kuin lauseen 1 todistus, kun korvataan operaatio + operaatiolla o.
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Kunnan maaritelma

Joukko (K, +, - ) on kunta, jos ja vain jos se tdyttaa kaikilla a,b,c € K ehdot:
1. (K,+) on Abelin ryhma
2. (K\{0}, - ) Abelin ryhma
3. Osittelulaki

a-(b+c)=a-b+a-cja(a+b)-c=a-c+b-c

Esimerkiksi rationaalilukujen joukko Q on kunta, ja siind on maéiritelty kaikki
peruslaskutoimitukset: yhteen-, vihennys-, kerto- ja jakolasku. Siispd rationaaliluvuilla
pétee esimerkiksi kolmen luvun yhteenlaskun vaihdannaisuus ja nollasta eroavilla
rationaaliluvuilla kolmen luvun kertolaskun vaihdannaisuus. Itse asiassa vaihdannaisuus
pitee kertolaskulle my®s silloin, kun jokin tulontekijdistd on nolla, silld tdlloin tulo on

nolla.

2.4.3 Laskutoimitusten perustelut

Yhteenlaskujen perustelut

Vaihdanta- ja liitantalaki

56+25 avattu muoto

= 50+6+20+5 Lause 2

= 50+20+6+5

= 70+6+5 liitdnndisyys (a+b)+c=a+(b+¢)
=70+11

=81

Nolla-alkio ja vasta-alkio

98+34 nolla-alkio a+0=a

=98+0+34 vasta-alkio a+(-a) =0

= 98+2+(-2)+34

= 100+(-2)+34 liitdnndisyys (a+b)+c=a+(b+c)
=100+32

=132

Laskujarjestyksen muuttaminen

46+17+54+73 Lause 2

= 46+54+17+73

=100+17+73 liitdnndisyys (a+b)+c=a+(b+¢)
=100+90

=190



Vahennyslaskujen perustelut

Vaihdanta- ja liitantalaki

56-27 viahennyslaskun mééritelma a—b = a + (-b)
= 56+(-27) tekijoihin jako

=56+(-1)(27) avattu muoto

= 50+6+(-1)(20+7) osittelulaki a-(b+c)=a-b+a-c

= 50+6-20-7 Lause 2

= 50-20+6-7

= 30+6-7 liitdnndisyys (a+b)+c=a+(b+¢)

=30-1

=29

56-25 viahennyslaskun mééritelma a—b = a + (-b)
= 56+(-25) tekijoihin jako

=56+(-1)(25) avattu muoto

= 50+6+(-1)(20+5) osittelulaki a-(b+c)=a-b+a-c

= 50+6-20-5 Lause 2

= 50-20+6-5

= 30+6-5 liitdnndisyys (a+b)+c=a+(b+¢)

=30+1

=31

Nolla-alkio ja vasta-alkio

93-29 nolla-alkio a+0=a

= 93+0-29 vasta-alkio a+(-a) =0

= 93+1+(-1)-29

= 94+(-1)-29 liitdnndisyys (a+b)+c=a+(b+c¢)
=94-30

=64

54-48 nolla-alkio a+0=a

= 54+0-48 vasta-alkio a+(-a) =0

= 54+(-50)+50-48

= 4+50-48 liitdnndisyys (a+b)+c=a+(b+¢)
=4+2 vaihdannaisuus a+b=b+a

=2+4

=6

Kertolaskujen perustelut

Osittelulaki
2-38 avattu muoto
=2-(30+8) osittelulaki a-(b+c)=a-b+a-c
=2-30+2-8
=60+ 16

=76



13-26

— (10+3) - 26
—10-26+3-26
=260+ 3 - (20+6)
=260+3-20+3-6
= 260+60+18

=338

749
=7-(50-1)
=7-50+7(-1)
=350—7
=343

Tekijoihin jako
4-350
=(2-2)-350
= 2-(2-350)

=2-700
= 1400

12 - 43
=(6-2)-43
=6-(2-43)
=686

=6 (80+6)
~6-80+6-6
— 480 + 36
=516

Jakolaskujen perustelut

Supistaminen
140
35
720

75
=7-20-7".5"
=7-7".20-5"
=1-20-5""
_20

5
=4

avattu muoto
osittelulaki (a+b)-c=a-c+b-c
avattu muoto
osittelulaki a-(b+c)=a-b+a-c

50-1=49
osittelulaki a-(b+c)=a-b+a-c

liitdnnaisyys (a-b)-c=a-(b-c)

avattu muoto
osittelulaki a-(b+c)=a-b+a-c

jakolaskun mééritelma

Lause 2, kertolaskulle
kadnteisalkio b-b™' =1

jakolaskun médaritelma

14



Laventaminen

21
35

=2.21.21.3,5"
=2.21.27".3,5"
_ 221

=15-1
=14

neutraalialkio 1-a=a=a-1

kianteisalkio b-b™" =1

Lause 2, kertolaskulle

jakolaskun mééritelma

40+16 =56

osittelulaki 272 =2, P
c c ¢C

60-4 =56

osittelulaki a+h _a + b
c c ¢C

15

Perusteluissa toistuvat laskulait ovat vaihdannaisuus, liitdnndisyys ja osittelulaki.

Oppilailta ei tule vaatia laskulakien nimitysten ja perustelujen osaamista, mutta

opettajan on hyvad ne ymmartia.
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2.5 Kirjallisen paassélaskun pedagoginen perusta

Konstruktivistisen oppimiskidsityksen mukaan oppiminen on oppijan aktiivista
kognitiivista toimintaa, jossa uusi tieto tulkitaan aikaisemman tiedon perusteella
(Tymjdla 1999, 37-38). Konstruktivismin sosiokulttuurinen suuntaus kuvastaa
oppimiskésitystd Kkirjallisen padssdlaskun takana. Oppiminen ndhddin sosiaalisena
ilmidnd, jota tdytyy tarkastella omassa sosiaalisessa ja kulttuurisessa ympéristossddn
(Tynjdld 1999, 44). Kieli ndhddin tirkednd oppimisen vilineend sekd yksildiden vélilld
ettd yksilon ajattelussa. Kirjallisen péddssdlaskun luonteeseen kuuluu erilaisista
ratkaisuista keskusteleminen, mikd kehittdd matemaattisen kielen oppimista. Kieli
opitaan ensin sosiaalisessa vuorovaikutuksessa ja se siirtyy vasta myohemmin ajattelun
vilineeksi (Tynjald 1999, 47). Oppilas saa nidin keskusteluista vilineitd my0s
ajatteluunsa. Vygotskyn ldhikehityksen vyohykettd (Tynjdlda 1999, 48) pyritddn
kayttdmadn kirjallisessa padssélaskussa paljon. Erilaisista ratkaisuista keskustellessaan
oppilaat oppivat toisiltaan. Samaa suuntausta edustaa myos Viiri (2006), jonka mukaan
oppilaat oppivat niiden kielellisten ilmauksien kautta, jotka he ovat oppineet
vuorovaikutuksessa opettajan ja muiden oppilaiden kanssa.

Rockstrom painottaa kielen merkitystd. On tirkedd, ettd opettaja puhuu oikeilla
matemaattisilla termeilld ja vaatii myds oppilaitaan kadyttimadn niitd. Matematiikan
kieleen pdtee sama totuus kuin muihinkin kieliin — sitd oppii vain kdyttimalla. Hén
kuvailee kirjassaan (2000) sitd, miten 72 ja 3” on joskus 5 ja joskus 6 — ”’ja” ei siis ole
yksikisitteinen. On térkedd kayttdd laskutoimituksista niiden oikeita nimid. Lowing
pohtii kirjassaan (2006, 144), miten opettaja joutuu jatkuvasti tasapainoilemaan sen
vililla puhuuko hin oikeilla ja tdsméllisilld termeilld vai puhuuko hén oppilaille tuttua
arkipdiviistd kieltd. Lowing nékee konkretisoinnin vastauksena tihdn ongelmaan. Sen
avulla voi arkipdivéisistd asioista puhua matemaattisella kielella.

Leino kirjoittaa artikkelissaan “Konstruktivismi matematiikan opetuksessa” siité,
miten oppilaiden mieleenpainamiskeinot voivat olla hyvin pinnallisia sen sijaan, etti he
ymmairtdmisen kautta oppisivat muistamaan esimerkiksi kertotauluja. Hidn antaa
esimerkiksi laskun 5 x 5 = 25: “oppilas voi muodostaa muistisddnnén ’5 kertaa 5 —

299

kaksi viitosta siis kaks’kyt’viis’” (Leino 2004, 23) Leino perdidnkuuluttaa sitd, ettd
opettajat vaatisivat oppilailtaan perusteluja pelkédn vastauksen sijaan. Adeyn (1992, 62)
mukaan tutkimukset osoittavat, ettd oppilaiden ajattelutaidot kehittyvét, kun heitd

rohkaistaan ajattelemaan oman ajattelun ja toimintansa strategioita. Matematiikan
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tunnille sovellettuna se tarkoittaa oman ratkaisunsa perustelemista ja se taas on
olennainen osa kirjallista pddssdlaskua. Tdmén perusteella voisi siis ajatella, ettd
kirjallinen paéssdlasku kehittdisi oppilaiden metakognitiivista ajattelua. Tynjilan (1999,
114) mukaan metakognitio tarkoittaa tietoisuutta omista ajatuksistaan, oppimisesta ja
tietdmisestd. Oppimisprosessin metakognitiivinen sédédtely mahdollistaa tavoitteiden
asettamisen ja strategioiden valinnan. Metakognitiolla my6s arvioidaan omaa suoritusta
ja sen aikana tapahtunutta oppimista.

Leinon (2004, 29) mukaan oppilaiden ajattelu nousee pelkén vastauksen etsimisti
korkeammalle tasolle, kun he saavat kommentoida muiden oppilaiden ratkaisuja ja
esittdd oman ratkaisutapansa. Téllaiselle toiminnalle tulisi Leinon mielestd varata
runsaasti aikaa oppitunneilla. Rockstrom ryhtyi kehittiméin kirjallista pédédssédlaskua
yhdesséd oppilaiden kanssa juuri luokkakeskusteluissa. Kaikki halukkaat saivat esittdd
oman tapansa ratkaista ja niistd keskusteltiin. Nykyéain kirjallinen paissédlasku on valmis
metodi, jonka voi opettaa sellaisenaan. Sen luonteeseen sopivat kuitenkin keskustelut ja
erilaisten ratkaisujen vertailu. Rockstromin (2000, 57) mukaan selittiminen selkeyttda
ratkaisijan omia ajatuksia ja auttaa huomaamaan virheitd, mutta se antaa myds muille
mahdollisuuden oppia ja ottaa vaikutteita. Malmer (1999/2006, 50) on sitd mielti, ettd
puhumalla oppii. Hinen mukaansa ajatusrakenteet kehittyvit suullista ja kirjallista
kieltd kayttdmélld. Yrjonsuuri (2007, 62) nostaa esille vield sen ndkdkulman, ettd yksilo
oppii toisilta thmisiltd asioita, joita nidmé ovat “tuottaneet, tunteneet mieluisiksi ja
pitdneet tirkeind”.

Kirjallinen pééssdlasku perustuu pitkélti padssdlaskun ajatuskulkuihin, joista osa
kirjoitetaan véilivaiheiden muodossa paperille. Padssdlasku on tirked taito
jokapdivédisessd eldmdssd. Pédédssdlaskua tarvitaan my0s allekkainlaskussa ja tuloksen
jarkevyyden arvioinnissa. Hedrénin (2001, 144) mielestd oppilasta ei saisi koskaan
kehottaa laskemaan laskua paperilla tai laskimella, jos hdn osaa laskea sen pdissa.
Hedrénin mielestd opettajan tulisi jirjestdd aikaa sille, ettd oppilas saisi kertoa
suullisesti, miten ratkaisi tehtdvan.

Falkner, Levi ja Carpenter (1999) ovat tutkimuksissaan todenneet, ettd lapsilla on
usein selvid puutteita yhtdsuuruusmerkin kaytossd. Esimerkiksi yhtdlossd 13—5 = 8
monet mieltdvit vain, ettd vasen puoli on kysymys ja oikea puoli vastaus (Oksuz 2007,
3). Heilla ei ole késitysti siitd, ettd yhtdsuuruusmerkin tarkoituksena on osoittaa, etti
molemmat puolet ovat samanarvoisia. Vaikeuksia oppilaille tulee 4 + 5 =[] + 6 -

tyyppisissd laskuissa, joissa yhtdsuuruusmerkin oikealla puolella onkin vastauksen
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sijasta lauseke (Oksuz 2007, 3). Knuth, Alibali, Hattikudur, McNeil ja Stephens ovat
my0s tutkineet oppilaiden yhtdsuuruusmerkin ymmartimistd. Heiddn mukaansa
alakoulussa oppilaisiin istutettu késitys yhtdsuuruusmerkistd merkkind operaation
suorittamisesta aiheuttaa hankaluuksia mydhempind kouluvuosina. (Knuth ym. 2008,
516) Samanlaisiin tuloksiin pdityi myos Hihnala vaitoskirjassaan (2005, 46). Kirjallinen
padssilasku edellyttdd yhtdsuuruusmerkin hyvdd hallintaa ja Rockstrom (2000, 13)
suositteleekin, ettd sen kédytdon harjoittelemiseen kéytetddn tarpeeksi aikaa.

Yhtiasuuruusmerkin tarkoitus tulee selvisti ndkyviin vilivaiheitten kiytossd (Rockstrom

2000, 12).

2.6 Aikaisempaa tutkimusta kirjallisesta paassalaskusta

Kirjallisesta pddssidlaskusta ei ole tehty varsinaista tieteellistd tutkimusta, mutta
opinndytetoitd siitd on kuitenkin tehty useita sekd Ruotsissa ettd Suomessa. Seuraavaksi
niista esitelldin muutamia.

Holmbergin maisterin tutkielmassa (2001) oli tehty kysely 22 Ruotsin
peruskoulun opettajalle, jotka matematiikan opetuksessaan kidyttdvat kirjallista
padssélaskua. Opettajat suosittelivat kirjallista pidssdlaskua, koska olivat huomanneet
sen aktivoivan oppilaita enemmaén ja kehittdvéan lukukisitystd ja matemaattista ajattelua.
Kirjallinen pédssidlasku miellettiin myds hauskaksi ja antoisaksi. Erds opettaja oli
kommentoinut, ettd heikot oppilaat sekoittavat eri laskutavat. Toinen opettaja oli sitd
mieltd, ettd algoritmeja ei saa kokonaan jittdd pois, silld ne tukevat heikkoja oppilaita.
Holmbergin tutkielmaan kuului my6s Rockstromin haastattelu.

Eliasson ja Norberg (2002) tutkivat kirjallisen péddssdlaskun vaikutusta 16
ruotsalaisen kuudesluokkalaisen pééssilaskustrategioiden kehitykseen. Alku- ja
loppuhaastattelujen vélissd he opettivat oppilaille neljd viikkoa kirjallisen padssilaskun
yhteen-, vdhennys- ja kertolaskua. Niiden oppilaiden miird, jotka laskivat péédssa
allekkain, vdheni huomattavasti tutkimuksen aikana.

Karlsson ja Niemeld (2003) tutkivat 22 suomenruotsalaista kolmasluokkalaista.
He opettivat tutkittaville kahden viikon ajan kirjallisen padssdlaskun yhteen- ja
vahennyslaskua ja seurasivat oppilaiden kehitystd. Heiddn mukaansa oppilaiden
lukukésitys parani. Myo6s vilivaiheiden oli koettu olevan avuksi niin oppilaille kuin
opettajallekin. He havaitsivat, etti osa oppilaista kidytti vaihdannaisuutta myos

vahennyslaskuissa, eli a-b olisi sama kuin b-a.
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Andersson (2005) haastatteli kymmentd ruotsalaista kirjallista pddssédlaskua
kayttavad kuudesluokkalaista saadakseen selville, minkélainen lukukasitys heilld oli.
Haastattelun tehtivat mittasivat lukujen lukemista ja kirjoittamista, luvun sijoittamista
lukusuoralle, lukujen laittamista suuruusjirjestykseen, laskutaitoa ja tuloksen
jarkevyyden arviointia. Lukukisitys oli hyvé kokonaisluvuilla, mutta desimaalilukujen
lukukisityksessd oli puutteita. Vastaajilla oli ongelmia myds jakolaskujen kanssa.

Segerstrom ja Unsal (2006) tutkivat 23 ruotsalaisen yhdeksésluokkalaisen
laskutaitoa. He havaitsivat, ettd ne oppilaat, jotka laskivat kirjallisella paédssilaskulla,
saivat useimmin vadrdn vastauksen kuin ne, jotka laskivat allekkain. Vaikeuksia
oppilailla oli erityisesti kaksinumeroisella luvulla kertomisessa ja laskuissa
desimaaliluvuilla.

Timea (2006) tutki Ruotsin maahanmuuttajaoppilaiden kotona saamaa apua
matematiikan kotitehtdviin. Koulussa oppilaille opetetaan kirjallista pdédssilaskua, jota
vanhemmat eivit osaa. Useimmat vanhemmat laskevat allekkain, mutta usein erilailla
kuin Ruotsissa vallalla olevalla allekkainlaskulla. Tutkittavat oppilaat kokivat hyvéksi
asiaksi mahdollisuuden oppia erilaisia laskutapoja. Vastauksista ilmeni kuitenkin se

vaara, ettd oppilas sekoittaa koulun ja vanhempien opettamat laskutavat keskendin.
3 ALLEKKAINLASKUN ESITTELY

3.1 Laskualgoritmien historia

Allekkainlaskun algoritmien kehittdjd4 ei tiedetd. Eurooppaan menetelma tuli 800-luvun
alussa vaikuttaneen arabialaisen matemaatikon Muhammed ibn-Musa al-Khwarizmin
kautta. Hén kuvasi kirjassaan perinpohjaisesti intialaisten numerojirjestelmii ja
laskutaitoa. Arabialaisen kirjoittaman kirjan latinalaisesta kddnnoksestd De numero
indorum tuli Euroopassa menestys, minkd takia vieldkin puhutaan arabialaisista
numeroista. Sana algoritmi on perdisin al-Khwarizmin nimesti (Boyer 1968, 326).

Vilttimattomid  allekkainlaskun algoritmien kehittymiselle ovat olleet
paikkajirjestelmédn ja erityisesti nollan keksiminen. Paikkajérjestelmd oli kaytossd
Kaksoisvirranmaassa jo 4000 vuotta sitten, mutta nolla on paljon uudempi keksintod
(Boyer 1968, 55). Keskiajalla Intiassa oli kdytdssd nykyddn kiyttdmadmme
paikkajérjestelmé, jossa kantaluku on kymmenen ja jokaista kymmentd lukua vastaa
oma merkki (Boyer 1968, 308).

Leonardo Pisalainen, alias Fibonacci, edisti intialais-arabialaisten numeroiden

levidmistd suosittelemalla niiden kéyttdd kirjassaan Liber Abacci, joka julkaistiin
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vuonna 1202. Kuitenkin vasta 1500-luvulla intialais-arabialaisilla luvuilla laskeminen
lopullisesti voitti roomalaiset numerot ja helmitaulun (Boyer 1968, 360-361).
Allekkainlaskun algoritmit ovat muuttuneet paljon vuosisatojen saatossa — ainakin
ulkonddltddan. Kuviossa 3 on esitetty kaksi hyvin erindkdistd jakolaskualgoritmia
laskulle 44977 : 382. Vasemmanpuoleinen, lempinimeltddn kaljuunajakolasku, oli
satoja vuosia suosituin jakoalgoritmi. Oikean puoleinen on nykyisin Suomessa

kiytettdva jakokulma, joka on angloamerikkalaista alkuperdé (Paulsson 1985, 34-36).

2 117
2 8 3824 4977
3 9 8 - 382
1 6 7 5 3 677
3824 4 9 7 7117 ’ - 382
3 8 2 2 4 2957
3 8 7 - 2674
2 6 283

KUVIO 3. Jakolaskualgoritmien kehitys kaljuunajakolaskusta jakokulmaan

Jakolaskujen idea on hyvin samanlainen, mutta kaljuunajakolaskua on hankalampi
seurata, silld siind luvun numerot eivat vialttdmattd ole samalla rivilla.
Kaljuunajakolaskussa jaettava Kkirjoitetaan keskelle, vidhentdjat sen alapuolelle ja
erotukset sen ylipuolelle (Boyer 1968, 314). Jakokulma esitellddn tarkemmin luvussa

3.2.

3.2 Laskualgoritmien suorittaminen

Yhteenlasku

Yhteenlasku allekkain aloitetaan sijoittamalla luvut pédllekkdin lukuyksikot (ykkoset,
kymmenet, sadat jne.) kohdakkain. Alemman luvun alle vedetién viiva, jonka alle tulos
kirjoitetaan. Laskeminen aloitetaan oikealta, pienimmastd lukuyksikostd, ja lasketaan

sarake kerrallaan.

4

+
OO N -
ON N+
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4

KUVIO 4. Yhteenlasku allekkain



21

Jos tulos on yhdeksdd suurempi, luvun ykkoset kirjoitetaan viivan alle ja kymmenten
lukumddrd merkitddn muistinumeroksi seuraavan sarakkeen yldpuolelle. Kuvion 4
esimerkkitapauksessa ensin lasketaan 3+9. Koska tulos on 12, merkitdén 2 viivan alle ja

1 muistinumeroksi seuraavaan sarakkeeseen. Jatketaan vastaavasti.

Vahennyslasku
Vihennyslaskussa luvut sijoitetaan vidhentdja védhenevdn alapuolelle lukuyksikot

kohdakkain. Laskeminen aloitetaan oikeanpuolimmaisesta sarakkeesta.

12 15
r 3
7
5

=
w

6
7
8

(N W

KUVIO 5. Vihennyslasku allekkain

Jos vdhenevi on suurempi kuin vihentdjd, merkitdén tulos suoraan viivan alle. Jos taas
vihenevd on pienempi kuin vidhentdjd, tdytyy “lainata” vasemmanpuoleisesta
sarakkeesta. Kuvion 5 esimerkissd lainaamista tiytyy kdyttdad, kun eteen tulee lasku 6-7.
Vedetddn seuraavaan sarakkeeseen védhenevédn yli viiva merkiksi siitd, ettd siltd on
lainattu yksi. Se yksi vastaa kymmentd edellisessd sarakkeessa, joten nyt toisen
sarakkeen vihenevissd on 16 kuuden sijaan. Suoritetaan lasku 16-7 ja merkitddn tulos
viivan alle. Seuraavassa vaiheessa tdytyy ottaa huomioon, ettd yliviivattu numero on

yhtd pienempi. Jatketaan vastaavasti.

Kertolasku
Luvut kirjoitetaan jélleen allekkain lukuyksikot kohdakkain pienempi luku alapuolelle.
Aloitetaan kertomalla alemman luvun pienimmaélld yksikolld ylempi luku lukuyksikko

kerrallaan oikealta vasemmalle.

425
31

425
1275 1
13175

KUVIO 6. Kertolasku allekkain

Jos vilivaiheen tulos on yhdeksddn suurempi, merkitiin kymmenien lukuméaari

muistinumerona laskun viereen. Muistinumero lisdtddn seuraavan vaiheen tuloon.
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Seuraavaksi kerrotaan alemman luvun toiseksi pienimmélld yksikolld alempi luku,
mutta tulos kirjoitetaan alkamaan toisesta sarakkeesta. Jatketaan vastaavasti. Tdmén
jilkeen vedetddn viiva ja lasketaan yhteen ylld olevat vilitulokset. Kuviossa 6 on

esimerkki kolme- ja kaksinumeroisten lukujen tulosta.

Jakolasku
Jakokulma eroaa muista allekkainlaskuista siind, ettd se aloitetaan vasemmalta. Jaettava
merkitdén kulman sisélle, jakaja sen viereen vasemmalle puolelle. Tulos tulee jaettavan

ylapuolelle lukuyksikot kohdakkain.

NN
o1 oo
(62 V)

A
ola o

KUVIO 7. Jakokulma

Kuvion 7 tapauksessa ensin mietitdin, montako kertaa viisi menee lukuun 26. Vastaus 5
merkitddn kuutosen ylépuolelle. Seuraavaksi tehdddn tarkistuslasku 5x5 ja kirjoitetaan
tulos luvun 26 alapuolelle. Suoritetaan vdhennyslasku 26-25. Erotukseksi jdd 1, jonka
viereen pudotetaan alkuperiisestd jaettavasta numero 5. Tdma luku 15 on uusi jaettava,
ja toistetaan ensimmaisen vaiheen toimenpiteet. Jos jakolasku ei mene tasan, jéljelle jaa
jakojddnnds. Jakokulmassa jakojddnnds on alimmainen luku; viimeisen tarkistuslaskun

erotus.

3.3 Laskualgoritmit koulumatematiikassa

Ei ole tarkkaa tictoa siitd, koska Suomessa tai Ruotsissa allekkainlasku on otettu
kayttoon. Suomen kouluissa allekkainlaskua opetetaan vuosiluokilla 3-6 eiki sitd juuri
kaytetd sen jdlkeen. Ruotsissa kirjallinen padssidlasku on syrjdyttanyt allekkainlaskua,
mutta sitd opetetaan kuitenkin kirjallisen pédssdlaskun rinnalla keskiasteella
(vuosiluokat 4-6). Yldasteella kiytetddn enimmikseen allekkainlaskua (Radestrom,
henkilokohtainen tiedonanto 31.8.2008).

Ruotsin tai Suomen matematiikan opetussuunnitelmat eivdt mdairittele, miké
kirjallinen laskutapa oppilaille on opetettava. Molemmissa vain mainitaan, ettd oppilaan

tulee osata esittdd ratkaisujaan kirjallisesti. Pdétds tavan valinnasta jdd kunnalle tai
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viime kédessd opettajalle. Opetussuunnitelmia késitellddn enemmén kappaleessa 4.
Ik&dheimon (2005) mukaan jakokulma on ollut Suomessa kdytossd 1970-luvulta asti,
mutta nykydidn on vaihtopaineita. On huomattu, etti oppilaita sekoittaa se, ettd

jakokulmassa jakaja ja jaettava ovat “vadrinpdin”.

3.4 Laskualgoritmien matemaattinen perusta

Allekkainlaskuista yhteen- ja vdhennyslaskut perustuvat siihen, ettd luvut sijoitetaan
allekkain kymmenjérjestelmédn mukaisesti ykkoset, kymmenet, sadat jne. kohdakkain.
Lasku tehdddn osissa seuraten algoritmia. Suoritettavat osalaskutoimitukset ovat
pidasiassa yksinumeroisten lukujen yhteen-, vdhennyslaskuja. Nidin alun perin
vaikeakin lasku saadaan pilkottua useaksi helpoksi laskuksi. Mekanismi allekkainlaskun
takana on tdysin sama kuin kirjallisessa péadssilaskussa (kuvio 8), siind vain aloitetaan
pienimmastd lukuyksikdstd ja edetddn oikealta vasemmalle. Esimerkiksi allekkainlasku

4273+629 auki kirjoitettuna on

11 42734629
4 2 7 3 B
+ 6209 = 3+9+70+20+200+600+4000
4902 = 12+70+20+200+600+4000
= 102+200+600+4000
= 902+4000
= 4902

KUVIO 8. Allekkainlaskun ja kirjallisen padssilaskun yhteys

Kertolaskut perustuvat osittelulakiin a-(b+c)=a-b+a-c. Jokainen kerrottavan

lukuyksikkd kerrotaan ensin kertojan ykkosilld, sitten kymmenilld jne. Lopuksi
lasketaan osatulokset yhteen. Paikkajérjestelmidn ansiosta laskussa sarake ilmoittaa
kuuluko numero satoihin vai tuhansiin jne. eika turhia nollia tarvitse kuljettaa mukana.
Jakokulmassa aloitetaan jaettavan suurimmasta lukuyksikostd, esimerkiksi
sadoista, ja selvitetddn kuinka monta kokonaista sataa kertaa jakaja menee sithen. Yli
jaanyt osa selvitetddn vihennyslaskulla ja tuo erotus otetaan huomioon seuraavaksi

suurimman lukuyksikon kohdalla.
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3.5 Laskualgoritmien pedagoginen perusta

Allekkainlasku on kehittynyt menetelméksi, jolla saadaan luvuista riippumatta
algoritmia seuraten oikea vastaus tehokkaasti ja kompaktisti. Allekkainlaskussa on
jokaiselle laskutoimitukselle vain yksi laskutapa; se on opettajan ja oppilaan kannalta
selkedd. Kun on oppinut allekkainlaskun yhteenlaskutekniikan, osaa kaikki mahdolliset
yhteenlaskut.

Ikdheimon ja Riskun (2004, 236) mukaan allekkainlaskua voidaan alkaa opettaa
siind vaiheessa, kun oppilaat ymmartavit paikkajérjestelmidn ja heilld on hyva
lukukisitys. Oppilaan on osattava arvioida saamaansa tulosta ja pystyttivd korjaamaan

itse virheensa.
4 MATEMATIHKAN OPETUSSUUNNITELMAT

4.1 Suomen peruskoulun opetussuunnitelma

Seuraavaksi tarkastellaan, mitkd kohdat Suomen perusopetuksen opetussuunnitelman
perusteissa (2004) niyttdisivit toteutuvan paremmin kirjallisella padssélaskulla kuin
allekkainlaskulla.

Opetuksen tulee kehittédd oppilaan luovaa -- ajattelua (Opetushallitus 2004, 158)
Kirjallisessa pddssélaskussa ratkaisutapoja on useita, ja niistd valitaan paras laskun
luonteen ja laskijan mieltymyksen mukaan. Perustekniikoiden opettamisen jilkeen on
tarkoitus, ettd oppilaat kehittivét itse strategioitaan. Rockstrom kuvaa kirjassaan (2000,
27), miten oppilaat innoissaan etsivét parasta ratkaisua ja haluavat pdistd kertomaan
siitd koko luokalle. Oppilaat myos hyodyntdvdt muilta kuulemiaan ideoita tulevissa
laskuissa.

Opettaja voi omalla toiminnallaan kahlita oppilaiden luovuuden vaatimalla
ratkaisemaan tehtdvit aina tietylld tavalla. Oppilaita tiytyy rohkaista luovaan ajatteluun,
ja kirjallinen pééssilasku antaa sille paremmat mahdollisuudet kuin allekkainlasku,
jossa on vain yksi oikea tapa ratkaista.

Matematiikan opetuksen -- tulee luoda kestava pohja matematiikan kasitteiden ja
rakenteiden omaksumiselle. (Opetushallitus 2004, 158)

Kirjallisessa padssilaskussa kédytetddn vaihdannaisuutta, liitdnndisyyttd ja osittelulakia,
jotka ovat algebran tirkeimpid laskulakeja. Niiden hallinta numerotasolla helpottanee

niiden ymmartdmisti kirjaintasolla ylédkoulussa (Oksuz 2007, 3-4).
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Oppilas -- saa tyydytysta ja iloa ongelmien ymmartamisesta ja ratkaisemisesta
(Opetushallitus 2004, 158)

Rockstromin kirjassa (2000, 53) kerrotaan oppilaasta, jolla ennen oli ollut vaikeuksia
8+3 -tyyppisissd laskuissa, mutta joka kirjalliseen padssidlaskuun siirtymisen jdlkeen
laskee 676+339 hymyillen.

Oppilas -- oppii perustelemaan ratkaisujaan ja paatelmidan -- kirjallisesti tai
suullisesti (Opetuhallitus 2004, 158), koska kasitteiden muodostusprosessissa
keskeisia ovat puhuttu ja kirjoitettu kieli (Opetuhallitus 2004, 158).

Kirjallisessa paidssdlaskussa oppilas joutuu alusta asti tekemddn ratkaisuja; mikd tapa
valitaan, montako vilivaihetta merkitdin ndkyviin jne. Jos opettaja vaatii perusteluja,
oppilas joutuu tarkastelemaan omaa paittelyprosessiaan ja syventdd ndin oppimistaan.
Kirjallisen pééssdlaskuun  kuuluu luonnollisena osana erilaisista ratkaisuista
keskusteleminen, mika taas luo hyvat mahdollisuudet harjoitella kasitteiden ja oikeiden
termien kéyttdmistd puheessa. Allekkainlaskussa ratkaisuja eikd padtelmid tarvitse
tehdé, joten oppilas ei pddse harjoittelemaan perustelemista.

Keskeisid sisédltoja  vuosiluokilla 1-2 ovat mm. ’lukujen hajottaminen ja
kokoaminen konkreettisin valinein” ja kymmenjarjestelman rakentumisen periaate”
(Opetushallitus 2004, 158) Kirjallinen padssdlasku on tidynnd lukujen hajottamista ja
kokoamista. Luvun avattua muotoa 823 = 800+20+3 kiaytetddn paljon, ja se vaatii
kymmenjérjestelmén ymmartdmistd. My0s pienempid hajottamisia tarvitaan 13 = 8+5 =
6+7 = ... Rockstrom (2000, 19) kehottaa kéyttdmiin konkreettisia apuvilineitid
ymmaértdmisen syventdmiseksi. Peruslaskujen wulkoa opettelemisen polku ldhtee
laskutavan ymmartdmisestd apuvdlineilld laskemiseen ja vasta ilman vilineitd
laskemisen jdlkeen mieleenpainamiseen.

Keskeisiin ~ sisdltoihin - luetaan myds  “’laskutoimitusten  véliset  yhteydet
luonnollisilla luvuilla” (Opetushallitus 2004, 159). Kirjallisessa pédssilaskussa
laskutoimitusten vilisid yhteyksid joutuu miettimédédn, kun vihennyslasku muuttuukin
yhteenlaskuksi 95-63 = 30+2 = 12 tai kertolasku vdhennyslaskuksi 3x19 = 3x20-3x1 =
60-3 =57.

Hyvistd osaamisesta 2. luokan padttyessd kertoo se, ettd oppilas “osoittaa
matematiikkaan liittyvien kasitteiden ymmartamista kayttamalla niita ongelmien
ratkaisuissa sekda esittamalla ja selittamalla niitd toisille oppilaille ja
opettajalle”(Opetushallitus 2004, 159). Kirjallinen péaédssdlasku luo paremmat
mahdollisuudet kuin allekkainlasku kidydd matemaattisia keskusteluja oppilaiden kanssa

erilaisten ratkaisujen dédrelld. Opettajan haasteena on pitdd kdytettdvit termit oikeina,
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mutta kuitenkin rohkaista oppilaita kertomaan omin sanoin. Opettajan tiytyy oppilaan
puheesta selvittdd, onko tima ymmartinyt késitteen vai ei.

Vuosiluokkien 3-5 matematiikan opetuksen ydintehtéavind ovat matemaattisen
ajattelun kehittdminen, matemaattisten ajattelumallien oppimisen pohjustaminen,
lukukasitteen ja peruslaskutoimitusten varmentaminen sekd& kokemusten
hankkiminen matematiikan kéasitteiden ja rakenteiden omaksumisen pohjaksi.
(Opetushallitus 2004, 160)

Kirjallinen paissélasku opettaa paremmin matemaattisia ajattelumalleja, sillé sen kautta
oppilaat tutustuvat jo alaluokilla algebrallisiin laskusdéntoihin, kuten vaihdannaisuuteen
ja osittelulakiin. Kirjallisessa péédssdlaskussa on myos tilaa omille pohdinnoille ja
ratkaisutavan valinnalle. Lukukésitys varmentunee enemmaén kirjallisella padssélaskulla,
silld siind lukua verrataan toisiin lukuihin, etsitdén ldhintd pyoredd lukua jne. Myds
luvun avattua muotoa kiytetddn paljon, jolloin kdsitys kymmenjérjestelmisté selvenee.

Keskeisiin sisdltoihin vuosiluokilla 3.-5. on lueteltu mm. laskualgoritmeja ja
paassdlaskua™ ja ”negatiivisen kokonaisluvun késite” (Opetushallitus 2004, 161)
Kirjallinen péaéssdlasku on myds laskualgoritmi, jos kdyttdd jotain vakiintunutta tapaa.
Pédssilaskua on hyvé harjoitella kirjallisen padssilaskun yhteydessa, silld tekniikat ovat
suurin piirtein samat. Kirjallisessa pédédssédlaskussa negatiivisen kokonaisluvun késite
tulee luonnollisena ja tarpeellisena osana laskuja.

Hyvéstd osaamisesta 5. luokan péattyesséd kertoo se, ettd oppilas ’0saa etukéteen
arvioida tuloksen suuruusluokan ja tehtdvan ratkaisemisen jélkeen tarkistaa laskun
vaiheet seké arvioida ratkaisun mielekkyyden (Opetushallitus 2004, 163). Kirjallisen
padssilasku luo hyvét edellytykset tuloksen suuruusluokan arvioimiseen, silld siind
aloitetaan laskut vasemmalta eli suurimmasta lukuyksikdstd. Siind vaiheessa laskija
tietdd jo suurin piirtein minkélainen tulos on mielekds. Kirjallisessa pédassélaskussa
valivaiheet kertovat laskijan ajatukset. Jalkikdteenkin voi saada ajatuskulusta kiinni

katsomalla vilivaiheita ja ndin myds huomata mahdolliset virheet.

4.2 Ruotsin peruskoulun opetussuunnitelma

Ruotsin peruskoulun opetussuunnitelma (Skolverket 2002) on jaettu kunkin aineen
kohdalta tavoitteisiin, vdahimmaiisvaatimuksiin 5. ja 9. vuosiluokan jidlkeen sekd
arvosteluperusteisiin. Matematiikan yleisiksi tavoitteiksi mainitaan mm. ettd oppilaalle
kehittyy luottamus omaan ajatteluun ja oppimiskykyyn, ja ettd oppilas osaa suullisesti ja
kirjallisesti perustella ajatteluaan. Oppilaan olisi myds hyvd oppia mm. algebran

peruskisitteet ja -kaavat. Viidennen luokan pédttyessd oppilaan tiytyy osata mm.
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ymmaértad ja kdyttdd neljad peruslaskutoimitusta kokonaisluvuilla paissa, kirjallisesti ja

laskimella. Kirjallisesta pdédssélaskusta tai allekkainlaskusta ei puhuta nimeltd mitdén.
5 TUTKIMUKSEN TOTEUTTAMINEN

5.1 Tutkimuskysymykset

Aikaisemman tutkimuksen puuttuessa timédn tutkimuksen tarkoituksena oli tarkastella
kriittisesti kirjallista padssédlaskua ja 10ytdd sen vahvuuksia ja heikkouksia. Tarkastelu
paitettiin suorittaa sekd peilaamalla kirjallisen pédssidlaskun ideologiaa tieteelliseen
kirjallisuuteen ja matematiikan opetussuunnitelmaan ettd luokanopettajaopiskelijoilla
teetettdvan kyselyn perusteella. Luokanopettajaopiskelijat valittiin kohderyhmaéksi,
koska heiddn pitdisi pystyd tarkastelemaan ilmi6td oppilaan ja opettajan ndkokulmasta.
Opiskelijoina heilld ei ole vield piintyneitd tapoja opettaa matematiikkaa. Néaistd

lahtokohdista kédsin muotoutuivat seuraavat tutkimuskysymykset:

1. Mitké ovat kirjallisen péddssdlaskun edut ja haitat allekkainlaskuun verrattuna
a) kirjallisuuden ja opetussuunnitelman valossa?
b) luokanopettajaopiskelijoiden mielestd?

2. Kannattaisiko kirjallinen padssélasku ottaa kdytt6on myds Suomessa
a) kirjallisuuden ja opetussuunnitelman valossa?

b) luokanopettajaopiskelijoiden mielestd?

5.2 Menetelmat ja aineistonkeruu

Tutkimus oli fenomenografinen (Rissanen) kyselytutkimus (Hirsjdrvi, Remes &
Sajavaara 1997; 130), jonka tarkoituksena oli selvittdd ilmiotd nimeltd kirjallinen
padssdlasku ja verrata sitd vallalla olevaan menetelméédn, allekkainlaskuun.
Tutkimuksessa on sekd laadullisia ettd maaréllisid piirteitd, mutta yleisluonne on silti
laadullinen. Toteutustapana kédytettiin informoitua kyselyé. (Hirsjarvi ym. 1997, 191)
Erédlle luokanopettajaopiskelijoiden matematiikan valinnaisen kurssin ryhmalle
tehtiin kysely (liite 1), jossa he vertailivat kirjallista paassélaskua ja allekkainlaskua.
Vertailua varten heille opetettiin kirjallinen padssidlasku syyskuussa 2007 ja he saivat
harjoitella sitd tekemélld harjoitustehtdvid monisteesta (liite 2). Aikaa tdhdn kiytettiin
kaksi oppituntia. Viikon péddstd oli kysely, jota varten heitd pyydettiin kotona
kertaamaan sekd kirjallista padssdlaskua ettd allekkainlaskua. Ennen kyselyn

aloittamista pidettiin vield lyhyt kertaus molemmista laskutavoista. Opiskelijat tayttivit
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kyselyn itsendisesti ja ilman materiaalia. Kysely koostui laskuista ja niihin liittyvistd
kysymyksistd sekd yleisesti menetelmien vertailuun liittyvistd kysymyksistd. Kyselyn
tdyttdmiseen oli varattu aikaa yksi oppitunti.

Kunkin laskun kohdalla opiskelijoita pyydettiin laskemaan lasku allekkain ja
kahdella kirjallisen padssdlaskun tavalla. Sen jilkeen heiddn tuli valita ympyréimalla
mielestddn parempi kirjallisen péédssédlaskun ratkaisu. Kirjallisessa péaédssdlaskussa
heiddn tuli kdyttdd vdhintddn yhtd vélivaihetta. Kutakin neljdd peruslaskutoimitusta
testattiin kahdella laskulla, joista toinen oli suuremmilla luvuilla. Kahdeksasta

tehtdvésti yksi oli sanallinen.
6 TULOKSET

6.1 Kysely

6.1.1 Taustatiedot ja vastausten luokittelu

Kyselyyn valittiin harkinnan perusteella 20 opiskelijan ryhmé, joka osallistui samalle
kurssille. Heisté naisia oli 17 ja miehid kolme. Ialtdén he olivat 20-29-vuotiaita; kolmea
lukuun ottamatta 21-23-vuotiaita. Kyselyd varten heiddn historiaansa matematiikan
osalta kartoitettiin. Heistd 15 oli kdynyt lukiossa matematiikan lyhyen oppimééran ja 5
pitkén. Ala-asteella useimmat heisté olivat kokeneet matematiikan joko usein tai 1dhes
aina helpoksi. Nykydan heistd enemmistd kokee matematiikan usein hankalaksi.
Kirjallisen pédéssélaskun strategia on luokiteltu ryhmiin ensimmadisen vilivaiheen
mukaan, koska se antaa yleensd hyvin kuvan siitd, mihin suuntaan ratkaisu kehittyy.
Téllaista karkeaa luokittelua oli pakko tehdid, silld ratkaisuja oli ldhes yhtd monta
erilaista kuin oli vastaajaakin. Vastaajat ratkaisivat laskut kahdella kirjallisen
padssilaskun tavalla ja valitsivat niistd paremman. Kirjallisen péédssédlaskun valintaa
késittelevissd taulukoissa on huomioitu vain paremmaksi valittu laskutapa. Jos vastaaja
ei ollut valinnut kumpaakaan kirjallisen péddssélaskun ratkaisuistaan paremmaksi, joten

hénti el otettu huomioon taulukossa.

6.1.2 Yhteenlasku

Ensimmdinen tehtévi oli yhteenlasku 57+66. Kirjallisen paédssidlaskun kaksi laskutapaa
oli osattu hyvin ja kaikki olivat kdyttdneet vain niitd. Yleisin ratkaisu oli

57+66 = 50+60+7+6 = 110+13 = 123,
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missd on ensin hajotettu luvut ja laskettu sitten kymmenet yhteen ja ykkoset yhteen.
Toiseksi yleisin tapa oli siirtdd kolme:
57+66 = 60+63 = 123
Jilkimméinen tapa oli kuitenkin ddnestetty paremmaksi 11 vastauksessa
kahdestakymmenestid. Hyvin tasavékisii ndmi kaksi tapaa kuitenkin olivat, kuten
taulukko 1 osoittaa.
Toinen tehtdvi oli 1254+6847. Tarkoituksena oli testata, miten vastaajat parjaavit
kirjallisen padssdlaskun kanssa isoilla luvuilla. Yleisin ratkaisutapa oli
1254+6847 = 1000+6000+200+800+50+40-+4+7 = 7000+1000+90+11
=8000+101 = 8101,
ja 13 vastaajaa oli pitdnyt sitd parempana ratkaisuna (taulukko 1). Téssd tehtdvissé oli
paljon hajontaa, silld seuraavaksi yleisinté tapaa oli kédyttényt 6 vastaajaa. Se oli
1254+6847 = 1300+6801 = 7000+1101 = 8101,
eli luvusta 6847 siirrettiin 46 lukuun 1254.

TAULUKKO 1. Yhteenlaskuissa kdytetyt kirjallisen pdédssdlaskun menetelmait.

Yhteenlasku: 57+66 |1254+6847

lukuyksikdittain 9 13

luvun siirtdminen 11 6
yhteensé 20 19

Kuten taulukosta 2 nédkee, vastaajat olivat osanneet laskea hyvin allekkain yhteen.
Laskut olivat oikein ja merkinndissid ei ollut puutteita. Neljd vastaajaa oli jéttinyt

kokonaan laskematta allekkain.

TAULUKKO 2. Vastaajien suoriutuminen yhteenlaskusta allekkain.

Yhteenlasku

allekkain: 57+66 |1254+6874

oikein 16 16

merkinnoissa

puutteita 0 0

vaarin 0 0

lasku puuttui 4 4
yhteensa 20 20

Kysyttdessd vastaajien mielipidettd siitd, oliko allekkainlasku vai paremmaksi

valitsemansa kirjallisen pééssdlaskun tapa parempi, seitsemdn vastaajaa oli
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allekkainlaskun kannalla, kaksi kirjallisen péadssdlaskun ja loput 11 kannattivat

molempia ainakin joiltain osin. Tdma tulos on esitetty kuviossa 9.

okirjallinen
paassalasku

m allekkainlasku
11
Omolemmat

KUVIO 9. Vastaajien paremmaksi valitsema yhteenlaskutapa.

Allekkainlaskun paremmuutta perusteltiin sen nopeudella ja tuttuudella. Vilivaiheita
moitittiin. Allekkainlasku monen vastaajan mielestd on hyvai siksi, ettd se antaa suoraan
vastauksen.

Allekkainlasku on mekaaninen ja helppo tapa laskea, kun taas kirjallisessa
paassalaskussa joutuu ajattelemaan, yhdistelemdan ja ennen kaikkea
kirjoittamaan paljon valivaiheita. Tuntuu, etta siind joutuu keskittymé&an aivan
epaolennaiseen, kun ensin pitaa miettia, mitka luvut laitan yhteen ja mita siirran
jne. Allekkainlasku on kateva ja nopea tapa laskea. Nainen9

Kirjallisessa padssélaskussa kehuttiin sitd, ettd siind hahmottaa luvut ja niiden rakenteen
paremmin. Se toimii myds ilman paperia.

Allekkainlaskussa tuloksen tekee mekaanisesti osissa, mutta paassalaskussa
nékee mité laskee. Nainen17

Erés vastaajista koki onnistumisen iloa kirjallisen paéssilaskun kautta.

Paassalasku on miellyttdvampaa ja tuottaa enemman onnistumisen iloa, kun
laskun saa ratkaistua. Nainen20

6.1.3 Vahennyslasku

Vihennyslaskuista ensimmaéinen oli sanallinen tehtéava:
Heikilld on kahdenlaisia kynid. Hénelld on puuvéreja 25 kpl ja vahavireja
loput. Yhteensd Heikilld on 53 kynéd. Kuinka monta vahavérid Heikilld on?
Kaikki vastaajat olivat osanneet muodostaa haetun lausekkeen, joka oli 53-25. Yleisin
ratkaisu oli lukuyksikdittéin:

53-25=50-20+3-5=30-2 =28
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Myos luvun lisddmistd oli kdytetty useassa paperissa. Lisdttdvind lukuina oli kdytetty

+5,-5ja-3:

53-25=58-30=28 (lisatty molempiin lukuihin 5)
=48-20=28 (vdhennetty molemmista 5)
=50-22 =28 (vahennetty molemmista 3)
Lukujen etdisyyden toisistaan oli madrittinyt muutama vastaaja.
53-25=5+23 =28 (luvun 30 kautta)
=15+13 =28 (luvun 40 kautta)

Taulukosta 3 nidkee, miten eri laskutapojen kiayttd jakaantui vastaajien kesken.
Lukuyksikdittidin ratkaisemista piti parempana ratkaisuna yli puolet. Luvun siirtdmista
suosi seitsemdn ja etdisyyden kautta ratkaisemista kaksi.

Seuraavana oli vuorossa suurien lukujen vidhennyslasku 5732 — 1998. Yli
kolminumeroisten lukujen kanssa yksikoittdin laskeminen menee ty6lddksi. Monet
olivat kuitenkin laskeneet niin:

5732-1998 = 5000-1000+700-900+30-90+2-8 = 4000-200-60-6

= 3800-60-6 = 3740-6 = 3734
Kaikista pidetyin ratkaisutapa oli

5732-1998 = 5734-2000 = 3734
eli luvun 2 lisddminen sekd védhennettivddn ettd vdhentdjddn. Myds etdisyyden
laskemista oli kéytetty:

5732-1998 =2+3732 = 3734
Taulukko 3 osoittaa, ettd ylivoimaisesti suosituin laskutapa oli luvun lisddminen.
Lukuyksikdittdin sekd etdisyyden kautta laskemista kumpaakin oli kannattanut vain

kolme vastaajaa.

TAULUKKO 3. Vihennyslaskuissa kéytetyt kirjallisen padssidlaskun menetelmat.

Véahennyslasku: 53-25 | 5732-1998

lukuyksikdittdin 11 3
luvun lisdaminen 7 13
lukujen etdisyys 2 3

yhteensa 20 19
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Vihennyslasku ei endd sujunutkaan kaikilta vastaajilta moitteettomasti, kuten taulukko
4 osoittaa. Neljdlla vastaajalla oli puutteita lainaamisen merkitsemisessd. Vaaria

ratkaisuja jdlkimmaisessd laskussa oli kaksi.

TAULUKKO 4. Vastaajien suoriutuminen viahennyslaskusta allekkain.

Véahennyslasku

allekkain: 53-25 | 5732-1998

oikein 15 13

merkinndissa

puutteita 4 4

Vaarin 0 2

lasku puuttui 1 1
yhteensa 20 20

Vertaillessaan vdhennyslaskun allekkainlaskua ja kirjallista péaédssdlaskua opiskelijat
pohtivat allekkainlaskuissa tapahtuvaa lainaamista.

’Lainaaminen” voi olla tosin ongelma. Lainaaminen voi olla tietenkin joillekin
vaikea ymmartdaa ja se hyva puoli kirjallisessa paassalaskussa on, ettei
lainaamista tarvitse tehdd. Mutta kun siihen oppii, se on helppoa. Nainen12

Allekkainlaskussa tulee helposti virheitd, jos joku muistinumero unohtuu.
Nainenl8

5 Okirjallinen
paassalasku

m allekkainlasku

O molemmat

KUVIO 10. Vastaajien paremmaksi valitsema vahennyslaskutapa.

Joidenkin vastaajien mielestd kirjallisen padssédlaskun tapa oli helpompi hahmottaa ja
toisten mielestd taas nimenomaan allekkainlasku.  Allekkainlaskua niissd
viahennyslaskuissa kannatti seitsemin vastaajaa (kuvio 10). Perusteluiksi annettiin mm.

Allekkainlasku on parempi, koska siina ei tarvitse huomioida merkin vaihtumista
eik& siis negatiivisia lukuja. Luulisin, ettd ne ovat liian vaikeita alakoululaiselle.
Nainen20
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Allekkainlasku on parempi, koska siiné luvut pysyvéat koko ajan samoina. Nainen6
Kirjallisen pééssilaskun kannalla oli viisi vastaajaa.
Osissa laskeminen on selked&. Nainen18

-- sopivan laskutavan ldydyttya (haetaan lahinta pyoredd lukua) valitsen
paremmaksi tavaksi kirjallisen paéassalaskun, koska siité nékee vastauksen lahes
suoraan. Nainenl7

Loput kahdeksan vastaajaa olivat kahden vaiheilla.

6.1.4 Kertolasku

Seuraavaksi kyselyssd testattiin kertolaskuja. Ensimmdiisend oli lasku 8 - 39.
Lukuyksikdittdin laskevista suurin osa ratkaisi laskun niin:
8-39=8-30+8-9=240+72=312
Pidetyin ratkaisutapa oli kuitenkin
8:-39=40-8-8-1=320-8=312,
missd on kiytetty apuna ldhintd pyoredd lukua eli 40. Yksi vastaajista oli keksinyt
kayttda “tuplausta”:
8:39=2-2-2-39=2-2-78=2-156=312
Yksi vastaajista oli osittelulain jdlkeen kayttdnyt kertolaskun ominaisuutta toistettuna
yhteenlaskuna:
8 - 39 = 30+30+30+30+30+30+30+30+9+9+9+9+9+9+9+9 = 240+72 = 312
Taulukosta 5 nékee, miten ratkaisutavat jakautuivat. Laskutapojen suosio jakautui tasan
jakoa ei kannattanut kukaan.
Toisessa testattavassa kertolaskussa kerrottiin kaksi kaksinumeroista lukua

jota oli kdytetty mm. ndin:

25-16=25-4-4=100-4=400 (jaettu 16 tekijoihin)
=5:5-16=5-80=400 (jaettu 25 tekij6ihin)

=5-5-8-2=40-10=400 (jaettu molemmat tekijoihin ja
vaihdettu jérjestystd)

Osittelulakia kayttdmélld (eli lukuyksikoittdin) vastaajat saivat aikaan mm. téllaisia
ratkaisuja:
25-16=20-16+5-16=320+80 =400 (ositettu 25)
=25-10+25-6=250+150 = 400 (ositettu 16)
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Lahimmain pyoredn luvun taktiikkaa ei tdlld kertaa monikaan kéyttidnyt. Niistd yleisin
ratkaisu oli

25-16=25-20-25-4=500-100 = 400.

TAULUKKO 5. Kertolaskuissa kéytetyt kirjallisen padssdlaskun menetelmat.

Kertolasku: 8-39 | 25-16
lukuyksikdittain 10 8
tekijoihin jako 0 10
lahin pyo6red luku 10 1
yhteensd| 20 19

Suurin osa vastaajista oli osannut laskea molemmat laskut allekkain, mutta muutamat
eivit osanneet tai merkinndissé oli puutteita (taulukko 6). Yksi vastaaja ei ollut laskenut

allekkain ollenkaan.

TAULUKKO 6. Vastaajien suoriutuminen kertolaskusta allekkain.

Kertolasku

allekkain: 8-39 25-16

oikein 15 16

merkinnodissa

puutteita 1 2

vaarin 3 1

lasku puuttui 1 1
yhteensd| 20 20

Kertolaskuissa kirjallisesta péddssélaskusta oli pidetty enemmén kuin yhteen- ja
viahennyslaskuissa. Syiksi annettiin nopeus, selkeys ja valinnan vapaus. Ne vastaajat,
jotka eivdt osanneet laskea allekkain, olivat kuitenkin osanneet laskea kirjallisella
padssilaskulla.

En ossoo laskee laskuja allekkain, joten kirjallisen paassalaskun tapa on ihan
toimiva kylla... Mies3

Kirjallisen paassalaskun tekniikka tuntui mukavammalta. Valinnan vapaus, voi
tehda niin kuin on helpointa. Nainen5

Allekkainlaskua pidettiin yksinkertaisena. Sitd kehuttiin myds nopeaksi ja varmaksi.

-- siina lasketaan pienid kertolaskuja eika tarvitse miettida, miten olisi helpoin
luku jakaa, jotta se olisi helpoin kertoa tai ettd mika kertaa mika on x. Nainen17

Vastakkaisia kommentteja tuli mm. siitd, kummalla tavalla muistaa paremmin tehda

kaikki vaiheet:
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Allekkainlasku on helpompi, silla siind nakyy selkeasti, mita pitaa kertoa milléakin.
Kirjallisessa paassalaskussa voi helposti unohtaa kertoa jonkin luvun osan.
Nainen4

Allekkainlaskussa unohtaa muistinumerot todella helposti tai laittaa ne vaaraan
paikkaan. Tassa osiin jakaminen toimii mielestani hyvin. Silloin on helpompi
pitaa kaikki luvut mukana. Nainen18

Erés kahden vaiheilla oleva vastaaja kuvaili tuntojaan ndin:

En osaa sanoa, kumpi tavoista on parempi, koska mielestani allekkainlasku on
ajallisesti nopeampi, mutta kirjallisen p&assalaskun menetelméa opettaa
kertolaskua paremmin ja ndin ollen ymmarran paremmin kertolaskun olemusta.
Nainen6

5 Okirjallinen
paasséalasku

W allekkainlasku
10

Omolemmat

KUVIO 11. Vastaajien paremmaksi valitsema kertolaskutapa.

Kuvio 11 kertoo, miten yli puolet vastaajista oli kirjallisen pédssidlaskun kannalla,
kolme kannatti allekkainlaskua ja viisi vastaajaa molempia. Kaksi oli jittinyt

vastaamatta kysymykseen.

6.1.5 Jakolasku

Laskussa 516:3 kaikki vastaajat olivat kéyttidneet toisena laskutapana lyhytti jakolaskua

ja valinneet sen paremmaksi (taulukko 7).

5’16

=172
Osoittajan hajottamista oli kiytetty mm. seuraavilla tavoilla
516 = 3OO+ 210 +§=100+70+2 =172
3 3 3 3

516:3 =600:3 — 84:3 =200-28 =172

Erés vastaaja oli laventanut kahdella ja kéyttanyt sen jilkeen lyhyttd jakolaskua.
Laskussa 606:15 oli enemmin hajontaa laskutavan valinnassa, kuten taulukosta 7

nidkee. Lyhyt jakolasku oli edelleen suosituin laskutapa.



36

606,0
15

Osoittajan hajottamista oli kéytetty kahdella eri tavalla.

= 40,4

3
606 _ 300 306 55,390, 6" 0100422402
15 15 15 15 15 5 s
as 3
606 6007 67 _ 0 2 _ 42
5 15 15 5 s

Suosittu laskutapa oli my0s ensin supistaa kolmella ja sitten kdyttdd joko lyhyttd

jakolaskua tai osoittajan hajottamista.

TAULUKKO 7. Jakolaskuissa kdytetyt kirjallisen pddssdlaskun menetelmat.

Jakolasku: 516:3 606:15

lyhyt jakolasku 20 9

osoittajan

hajottaminen 0 3

supistaminen/

laventaminen 0 4
yhteensé 20 16

Huom. Toisessa laskussa neljd vastaajaa ei ollut laskenut kirjallisen péadssélaskun

tavalla ollenkaan.

Suurimmalta osalta vastaajista jakokulman kéyttd sujui hyvin, kuten taulukko 8
osoittaa. Kahdella vastaajalla oli kummassakin laskussa puutteita merkinndissi ja kaksi
vastaajaa oli laskenut ensimmaisen laskun véérin. Kaikki vastaajat eivit olleet laskeneet

jakokulmassa ollenkaan.

TAULUKKO 8. Vastaajien suoriutuminen jakokulman kaytosta.

Jakokulma: 516/3 | 606/15

oikein 15 15

merkinndissa

puutteita 2 2

vaarin 2 0

lasku puuttui 1 3
yhteensé 20 20

Kuten jotkut vastaajistakin mainitsivat, jakokulma ja lyhyt jakolasku ovat erittdin
lahelld toisiaan. Lyhyestd jakolaskusta pidettiin paljon; kahdeksan vastaajaa oli selvésti

sen kannalla (kuvio 12).
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KUVIO 12. Vastaajien paremmaksi valitsema jakolaskutapa.

Lyhytta jakolaskua pidettiin loogisempana kuin jakokulmaa. Jakokulma oli monilta
vastaajilta pddssyt unohtumaan tai ainakin he olivat epdvarmoja sen kiytossa.

En muistanut endd jakokulmaa, vaikka se kaytiin tunnilla 1&pi. Kirjallinen
paassalasku paljon loogisempi. Nainenl3

En muista jakokulmaa, joten kirjallinen paassalasku [lyhyt jakolasku] oli ainoa
vaihtoehto. Se on kuitenkin muutenkin selkeampi ja sen opin nopeasti. Laskun
ratkaiseminen talla tavalla on my6s mahdollista vaikkei selkedd kaavaa
muistaisikaan, kun taas jakokulman ’paatteleminen’” ei onnistu. Nainen2

Myo6s muita kirjallisen padssilaskun laskutapoja oli kiytetty.

Kirjallinen p&assalasku on parempi, jos vain osaa valita sopivan keinon. Pitada
olla silm&a sanoa laskun alussa, mika keino toimii parhaiten. Nainen5

Jakokulmaa suosivat vastaajat perustelivat menetelmaid sen tuttuudella ja silld, ettd siind
muistaa paremmin laittaa nollat ja pilkun oikeaan paikkaan.

Jakokulmassa laskeminen ja kirj. paassalasku aika samanlaisia. Itse laskisin
mieluummin jakokulmassa, muistaa paremmin nollat(kin). Nainen12

Jakokulmasta pidettiin silloin, kun jako ei mene tasan. Lyhyt jakolasku ei vastaajien
mukaan toimi niin hyvin kaksinumeroisella jakajalla.

Yhdella [yksinumeroisella] jakajalla jakamisessa ehdottomasti parempi on
kirjallisen paassalaskun tapa, kun jako menee tasan nakee siitd tavasta helposti
vastaukset. Kuitenkin kaksinumeroinen jakaja tuottaisi ongelmia kirjallisen
paassalasku tavalla. Jakokulmassa pilkun paikan pystyy paremmin katsomaan.
Nainenl
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6.1.6 Laskutavat lapsen nakdkulmasta
Kyselyn lopuksi oli vield kuusi yleistd kysymystd kirjallisen pééssidlaskun ja
allekkainlaskun vertailusta. Kysymykset kidydddn ldpi yksitellen. Ensin opiskelijoita
pyydettiin pohtimaan kirjallista pddssilaskua lapsen kannalta.
Kaytit edelld olevissa tehtdvissd allekkainlaskua ja kirjallista paéssélaskua.
Kumman tavan olettaisit olevan lapselle helpompi ymmartai? Miksi?
Taysin allekkainlaskun kannalla oli neljd vastaajaa (kuvio 13). Allekkainlaskun hyviksi
puoliksi mainittiin se, ettd siind lasketaan pienilld luvuilla kerrallaan. Sen arveltiin myds
olevan lapselle helpompi hahmottaa. Kirjallisessa pddssidlaskussa on vastaajien mukaan
litkaa erilaisia tapoja, jotka unohtuvat helposti; allekkainlaskussa on vain yksi tapa ja
niin on hyvi. Vastaajat pitdvét allekkainlaskua selkednd ja nopeana.

Allekkainlasku on mekaaninen ja helpommin ymmarrettdva. Siind ei tarvitse
keskittyd muuhun kuin olennaiseen eli lopputulokseen. Nainen9

Allekkainlaskun etu on siind, ettéd siind on vain yksi tapa... Lapsen voi olla
hankala muistaa erilaisia tapoja. Mies3

Kirjallisessa paassalaskussa lapsi saattaa helposti menna sekaisin useiden luvun
pilkkomisten ja valivaiheiden kanssa. Nainenl

-- [kirjallisella paassalaskulla] alkuun paaseminen on paljon hitaampaa. Voi
kayda niin etta laskun olisi jo ehtinyt laskemaan allekkain, kun vasta on toisessa
tavassa keksinyt mita luvuille tehd&an. Nainen16

O kirjallinen
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KUVIO 13. Laskutapa, joka vastaajien mielestd on lapselle helpompi ymmaértaa.

Kirjallisen padssilaskun puolta piti kymmenen vastaajaa. Vastaajien mielestd sen avulla
ymmértdd kymmenjérjestelmdn paremmin. Luvun voi hajottaa lukuyksikdihin, jolloin
ndkee, mistd se koostuu. Vastaajat arvelivat, ettd se auttaa hahmottamaan paremmin.

Kirjallinen péaassalasku voisi olla lapselle helpompaa, silla siind on useita
erilaisia vaihtoehtoja, joilla lapsi voi helpottaa tehtdvaa. Nainen4
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-- se [kirjallinen paassalasku] kehittad ehka enemman lapsen matemaattista
ajattelua. Mies3

Ymmartamisen kannalta kirjallinen paassalasku, silla siiné ei toisteta vain samoja
rimpsuja, joiden merkitys jad hamaran peittoon. Kirjallinen paassalasku siirtaa
ainakin minulla ajatuksen suoraan paperille. Mies7

Kirjallinen paassalasku vaatii oppilaalta alusta pitden paattelyd ja matemaattista
ajattelua. Nainen19

Erityisopettajana suosittelisin kirjallista padssalaskua. Nainen5
Kaikki vastaajat eivdt halunneet ottaa kantaa siithen, kumpi laskutavoista on parempi,
vaan kommentoivat yleisesti molempia.

Riippuu lapsesta ja laskusta. Eri laskuihin sopivat eri keinot. Opettajalla on
haastetta opettaa lapsille eri tapojen joustava kayttd. Nainen5

6.1.7 Laskutavat opettajan nadkokulmasta

Seuraavassa kysymyksessd vastaaja pyydettiin pohtimaan sitd, kumpi vertailtavista
laskutavoista olisi helpompi opettaa.

Kumman tavan, allekkainlasku vai kirjallinen paissdlasku, olettaisit olevan

helpompi opettaa? Perustele vastauksesi.
Vastaajista puolet (kuvio 14) oli sitd mieltd, ettd allekkainlasku on ehdottomasti
helpompi opettaa. Sitd perusteltiin silld, ettd sen osaa itse paremmin ja oppikirjoissakin
se opetetaan niin.

-- siitd [allekkainlaskusta] on enemméan materiaalia saatavilla. Mies15

Vastaajien mielestd allekkainlaskun opettamista helpottaa se, ettd on vain yksi tapa,
jolla lasketaan. Ei ole sitd vaaraa, ettd oppilaat menisivét sekaisin monien eri lasku-
tapojen vélilld. Allekkainlaskun sanottiin my0s olevan “mekaanisempaa”, minké takia
se on helpompi opettaa. Erds vastaaja perusteli ndin:

Allekkainlasku, silla siina ei tarvita ymmarrysta ykkosista, kymmenista jne. vaan
pelkkéa laskusdannén muistaminen riittdd. Nainen14
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KUVIO 14. Laskutapa, joka vastaajien mielestd on helpompi opettaa.
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Kirjallisen paissélaskun kannalla oli kuusi vastaajaa. Sitd pidettiin loogisena ja helposti
omaksuttavana. Vastaajat kokivat, ettd kirjallisen padssidlaskun menetelmit on helpompi
perustella lapselle.

P&aassalasku on ainakin helpompi hahmottaa, joten luulisin, ettéa se on helpompi
my0s opettaa. Allekkainlaskussa ei valttamatta tieda mihin jokin perustuu, sita
vain opettaa, etta nain tehdaan. Nainen20

Kenties kirjallinen paassalasku, silla sen vaiheet on helppo perustella lapselle.
Laskulausekkeessa sadat, kymmenet ja ykkoset erottuvat selkedsti, kun
allekkainlaskussa ne ’haviavat” helposti. Nainen2

Loput nelja vastaajaa eivit nimenneet kumpaakaan laskutapaa paremmaksi.

6.1.8 Merkintatapojen selkeys

Vastaajilta kysyttiin heiddn mielipidettdén siitd, kumpi vertailtavien laskutapojen
merkintitavoista on selkedmpi.
Kumpi merkintdtapa, allekkain vai kirjallinen pééssidlasku, on selkedmpi?
Miksi? Miten tavat eroavat?
Kuusi vastaajaa piti allekkainlaskun merkintitapaa selkedmpénd (kuvio 15).
Selkeyttivina tekijdnd monet pitivit sitd, ettd lasku mahtuu pienempéén tilaan, koska ei
ole vélivaiheita.

Allekkainlasku on selkeampi, koska siina ei tarvitse muistaa niin montaa eri tapaa
ja vaihetta. Nainen6

Allekkainlaskun merkintatavassa luvut on oikeilla paikoilla (kymmenjérj.) ja on
havainnollista ettd mista vahennetddn mita yms. Mies3

5 O kirjallinen
paassalasku
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KUVIO 15. Laskutapa, joka on merkintitavaltaan selkeampi.

Kirjallista padssilaskua piti selkedmpénd viisi vastaajaa. Joidenkin vastaajien mukaan
kirjallisesta padssilaskusta tekee selkeimmaén se, ettd siind ei kdytetd muistinumeroita,

joissa helposti tulee tehtyad huolimattomuusvirheitd. Myds vilivaiheita kehuttiin.
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Kirjallisessa [paassalaskussa] vélivaiheet nakyvat selkedsti ja tietdd mita on
tehty. Jos ei tiedad kuinka allekkain toimii, ei sitd merkinnasta née. Nainen8

Niistd vastaajista, jotka eivdt halunneet valita kumpaakaan, monet sanoivat riippuvan
laskusta kumpi on selvempi. Erityisesti kirjallisessa pddssdlaskussa on monenlaisia

ratkaisutapoja, joista toiset ovat selkedmpii kuin toiset.

6.1.9 Laskutavat arkipaivan tilanteessa

Vastaajia pyydettiin pohtimaan arkipdivin matematiikkaa ja sitd onko allekkainlasku
vai kirjallisen pdédssidlaskun menetelmét hyddyllisempid tilanteissa, joissa joko on tai ei
ole kynéé ja paperia saatavilla.
Jos laskinta ei olisi saatavilla, kumpi tavoista on arkipédivédn tilanteissa
kiytinnollisempi? Pohdi erikseen tilanteita, joissa paperia ja kyné on saatavilla
jajoissa ei ole.
Kaikki yhdekséintoista kysymykseen vastaajaa olivat sitd mieltd, ettd kirjallisen
padssélaskun strategiat ovat kiytdnnollisemmaét kuin allekkainlasku, kun apuvilineiti ei
ole saatavilla (kuvio 16).

Kirjallinen paassalasku on kaytannollisempi, jos ei ole laskinta eiké& paperia ja
kynda. Itse asiassa sitd on ’vahingossa” kayttanyt, vaikkei olekaan tallaisesta
tiennyt. Nainen20

0
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KUVIO 16. Kaytannollisin laskutapa ilman laskinta, paperia ja kynaa.

Kun kéytossd on kyné ja paperia, suurin osa vastaajista kannattaa allekkainlaskua
(kuvio 17). Allekkainlaskua pidetddn nopeana ja varmana, ja lasku mahtuu pieneen
tilaan.

Kynan ja paperin ollessa saatavilla luottaisin allekkainlaskuun enemman.
Nainenl
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KUVIO 17. Kaytannoéllisin laskutapa ilman laskinta, kun paperi ja kynd saatavilla.

Kuitenkin neljdn vastaajan mielesti kirjallinen pééssilasku toimii silloinkin paremmin.

Kirjallisella paassalaskulla laskisin akillisessa tilanteessa tai vastaavalla tavalla
koska nopeasti ei jaksa vaantaa allekkain. Nainen10

Kirjallinen paassalasku toimii usein molemmissa tilanteissa paremmin. Nainen5

6.1.10 Kirjallisen paassalaskun tulevaisuus Suomessa

Vastaajia pyydettiin kertomaan mielipiteensd kirjallisen péédssidlaskun tuomisesta
Suomen kouluihin.

Olettaisitko, ettd kirjallisella pédssélaskulla voisi olla tulevaisuutta Suomen

kouluissa? Perustele vastauksesi.
Kaikki 19 vastaajaa olivat sitd mieltd, ettd kirjallista padssdlaskua kannattaisi opettaa
myo6s Suomessa.

Kylla! Yhteinen paatds sen tuomiseksi oppikirjoihin tarvittaisiin. Nainen13

Monien mielesté sitd olisi hyva opettaa allekkainlaskun rinnalla.

Varmastikin olisi — eihdn naiden kahden tarvitse olla poissulkevia, vaan tapoja,
jotka taydentavat toisiaan. Oppilaat oppivat eri tavalla! Nainen20

Varmasti ainakin jossain muodossa, silla laskutapoja on niin monta kuin
oppilaitakin. Itse saattaisin opettaa naitd tyylejad rinnakkain, oppilaiden
kyvyt/tarpeet huomioiden. Mies7

Jotkut ottaisivat siitd vain joitain osia.

Kylla voisi, ainakin osilla tavoilla. Voisi tuoda helpotusta joillekin oppilaille ja
nopeuttaa joitakin laskuja. Nainen17

Monet vastaajista olivat sitd mieltd, ettd kirjallinen padssilasku kehittdd monipuolisesti
oppilaiden matemaattista ajattelua ja matematiikan perusasioiden ymmartamista.

Uskon, ettd voisi olla. Siksi, etta koulujen tulevaisuuden tuli muutenkin painottua
asioiden syvallisempaan ymmarrykseen eikd ulkoa muistamiseen. Kirjallinen
paassalasku voisi tukea tata. Nainen14
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6.1.11 Kirjallinen paassalasku eri oppijatyyppien nakokulmasta
Viimeisessd kysymyksessd vastaajien mielipidettd kysyttiin siitd, millaisille oppijoille
kirjallinen péaassélasku sopii parhaiten.
Sopiiko kirjallinen pddssdlasku mielestdsi erityisen hyvin jollekin oppija-
tyypille, esim. hitaasti laskevat tai matemaattisesti lahjakkaat? Perustele
vastauksesi.
Useimmat vastaajat olivat sitd mieltd, ettd menetelmd sopii kaikille, my6s hitaasti
laskeville ja matemaattisesti lahjakkaille.

Sopii mielestani varmaan molemmille, koska siind voi laske itselle mielekkaalla
tavalla. Tarvittaessa monen eri vaiheen kautta ja jos lasku sujuu, niin vdhemmilla
vélivaiheilla. Nainen10

Mielesténi sopii kaikille, my6s hitaammille. Laskun voi jakaa niin pieniin osiin
ettd ymmartad. Hidasta se toki on. Nainen12

Monet katsoivat hahmottamishéiridisten hydtyvan menetelmésté eniten.

Oppilaalle, jolle lukujen hahmottaminen on vaikeaa, tallainen sopii oikein hyvin.
Nainen2

Jos on hahmottamisongelmia, niin lukuja on ehkd hyodyllista pilkkoa osiin...
Mutta jos paassalasku on jo muutenkin vaikeaa, suosittelisin allekkainlaskua.
Nainen9

Erés vastaaja nosti esille eriyttdmisen.

No ainakin opettajan on helppo eriyttdd opetusta ja pyytad lahjakkaampia
oppilaita laskemaan sama lasku monella eri tavalla. Mies3

Erddn vastaajan mielestd kirjallinen pdéssilasku sopisi hyvin huonomuistisille.

Ei mielestani pitéisi kohdentaa millekaan erityiselle ryhmalle, mutta erimerkiksi
ns. huonomuistisille ja siksi matematiikassa huonosti parjaaville (usein
nimittdin laskusaantoja opetellaan ulkoa) olisi oiva syvallisemméan ymmarryksen
véline. Nainenl14

6.1.12 Vastaajien vapaita kommentteja

Lopuksi vastaajille annettiin mahdollisuus kommentoida vapaasti kirjallista
padssélaskua.

Tekniikkana mielestani tervetullut! Opettajien asenteita tuuletettava -> ei aina
tarvitse laskea samalla tavalla. Nainen5

Mieltani askarruttaa, kuinka matematiikassa huonommin menestyvat kokisivat k.
paassalaskun, koska itsekin meinasin valilla unohtaa kaikki eri tavat suorittaa
laskut. Pitaisiko keskittya pariin eri laskutapaan? Nainen6

Oli hyodyllinen opettajankoulutuksessa. Itse ei nakojaan viela hallussa, mutta
oppilaiden/opettamisen nakdkulmasta hyva homma. Nainen8
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Ihan hyva nakokulma, mutta vaatii valilla monimutkaista ajattelua, tai moninaista
oikeastaan. Ei sovi kaikille, varsinkaan héataisille. Valilla arsyttavaa tehda paljon
valivaiheita. Nainen9

Huomaan, ettd arkena saatan laskea laskuja enemman Kkirjallisen paassalaskun
tyyliin, joten luulen, etta se olisi luontaisempi tapa laskea. Nainen10

En osallistunut edelliselle tunnille, jossa ndma esiteltiin, joten asia oli melko
uutta. Nainenl1

Jokaisen tulisi antaa valita omat menetelmat naistd tarjotuista kirjallisen
paassalaskun menetelmista, silla ajattelemme niin eri tavoin. Jos liikaa
tyrkytetadn kaikkia erilaisia, niin vaarana on, etta tastakin laskutavasta tulee vain
mekaanista suorittamista. Nainen14

Joitakin menetelmid jai mieleen ja tulen niitd varmasti kayttamaan. Nainen17
Suurin osa vastaajien vapaista kommenteista oli positiivisia palautetta kirjallisesta
padssilaskusta. Kommenteissa oli my0s pohdintaa metodin toimivuudesta. Monet

totesivat, ettid ovat niin tottuneita laskemaan allekkain, ettei uusi tapa meinaa luonnistua.

6.2 Yhteenveto tutkimuksen tuloksista

Halusin, ettd vastaajat laskevat kahdella kirjallisen péddssidlaskun tavalla ja valitsevat
niistd paremman siksi, ettd vasta kirjallista pddssdlaskua jonkin aikaa kéytettyddn alkaa
huomata millaisissa laskuissa mitikin menetelmdid kannattaa kiyttdd. Halusin antaa
vastaajille mahdollisuuden miettid ja kdyttdd luovuuttaan. Samalla kahden laskutavan
kiyttd myos korosti sitd, miten allekkainlaskussa se ei olisi mahdollista. Taulukoissa

otettiin huomioon vain paremmaksi valittu laskutapa.

jakolasku 8 6 |

kertolasku 10 5 A h
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KUVIO 18. Kuviot 8-11 koottuna samaan kuvioon.
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Kuviossa 18 on koottuna kaikkien neljan peruslaskutoimituksen laskutapojen
kannatukset. Kirjallisen padssidlaskun menetelmistd vastaajat pitivit eniten kertolaskusta
ja véhiten yhteenlaskusta. Olettaisin syyksi sen, ettd yhteenlasku on allekkainkin helppo
— el tarvetta uudelle metodille. Kertolasku taas on ehké allekkainlaskuista hankalin.
Kirjallinen pééssilasku tuo sithen enemmain havainnollisuutta. Erddn vastaajan sanoin:
“kirjallisen péddssdlaskun menetelmd opettaa kertolaskua paremmin ja néin ollen
ymmarrdn paremmin kertolaskun olemusta” (Nainen6). Allekkainlasku oli suosituinta
yhteen- ja vdhennyslaskuissa. Taytyy kuitenkin muistaa, ettd erityisesti yhteenlaskuissa
suurin osa vastaajista ei valinnut kumpaakaan, vaan ndki molemmissa laskutavoissa

hyvié puolia.
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KUVIO 19. Kuviot 12-16 koottuna samaan kuvioon.

1. Kumman tavan olettaisit olevan lapselle helpompi ymmartaa?
2. Kumman tavan olettaisit olevan helpompi opettaa?
3. Kumpi merkintéitapa, allekkain vai kirjallinen péaassalasku, on selkeampi?
4. Jos laskinta ei olisi saatavilla, kumpi tavoista on arkipéivin
tilanteissa kaytdnnollisempi? Jos
a) paperia ja kyndi ei ole saatavilla.
b) paperi ja kyni on saatavilla.

Kuviossa 19 on koottu osa avoimien kysymyksen vastauksista samaan kuvioon.
Kirjallinen pddssilasku sai eniten kannatusta menetelména, jota voi kdyttdd arkipdivan
tilanteessa ilman apuvélineitd, mutta sitd pidettiin myds lapselle helppona ymmaértéa.
Erds vastaaja mainitsi, ettd se on “helppo perustella lapselle”. Kuitenkin harvempi piti
sitd helpompana opettaa, miki voi tietenkin johtua siité, ettei vastaaja itsekdin osannut

sitdi vield kunnolla ja oppikirjoissa ei kdytetd sitd. Vidhiten kannatusta kirjallinen
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padssélasku sai arkipdivén tilanteessa, jossa on kyné ja paperia saatavilla. Luulen sen
johtuvan siité, ettd vastaajilla allekkainlasku on selkdrangassa. Se myos mahtuu pieneen
tilaan. Erds vastaaja sanoi, ettei luota kirjallisen pdédssilaskun tuloksiin:

Kirjallisen paassalaskun tuloksiin en kuitenkaan luota (jostain syysta) yhta paljon
kuin allekkainlaskun tuloksiin! Tottumuskysymysk? Nainen1

Kahden vaiheilla olevia vastaajia oli eniten laskutapojen selkeyttd késittelevissa

kysymyksessa.

6.3 Tutkimuksen luotettavuuden tarkastelu

Minun toimintani vaikutti paljon vastaajien kuvaan kirjallisesta padssélaskusta, sillé itse
opetin menetelmén ja tein harjoitusmonisteen ja kyselyn. Pyrin opettamaan kirjallista
péddssilaskua Rockstromin metodikirjan (2000) mukaisesti. Opetuksessa otin esille
kirjallisen pééssilaskun hyvid puolia ja pyysin tutkittavia tarkastelemaan menetelmii
kriittisesti, silld yksi tutkielman tavoitteista on saada menetelmén heikkouksia esille.
Tehtdviksi yritin valita sekd kirjallisella pdédssélaskulla helppoja ettd vaikeita tehtivia.
Erés vastaaja oli kuitenkin toista mielta:

Laskuesimerkit oli valittu niin, ettd allekkainlasku oli hankalampaa lainausten
vuoksi. Nainen5

Ehtivitko vastaajat oppia kirjallisen padssdlaskun tarpeeksi hyvin? Opetusta oli
kaksi oppituntia ja lisdksi noin puolen tunnin kertaus. Vastaajat saivat ottaa
harjoitusmonisteen kotiin harjoittelua varten, mutta en tiedd kuinka paljon he kertasivat
oppimaansa kotona. Vastauksista piitellen vastaajat olivat sisdistineet eri laskutavat
hyvin, joskin niiden kéyttd oli jaykdhkod. Useimmat vastaajat olivat tehneet ldhes
kaikki mahdolliset vélivaiheet, mikd aiheuttaa sen, ettd laskusta tulee pitkd ja tyolds.
Osittain se johtunee siitd, ettd harjoitusmonisteen (liite 2) esimerkeissd oli liikaa
vilivaiheita havainnollistamista varten. Ei kirjallinen paissédlasku noin lyhyen opiskelun
jalkeen voikaan tulla yhtd sujuvaksi kuin allekkainlasku, jota he olivat kdyttineet yli
kymmenen vuotta. Olen sitd mieltd, ettd vastaajat osasivat kirjallisen padssdlaskun ja
allekkainlaskun tarpeeksi hyvin tehddkseen vertailua. Vertailu olisi kuitenkin sitd
piatevimpi mitd enemmin vastaajat olisivat kirjallista pédssidlaskua péaédsseet
harjoittelemaan.

Tutkittaville kerrottiin ennen kyselyyn vastaamista, ettd kyselylld kerétdan
aineistoa pro gradu -tutkielmaan ja ettd vastaukset késitellddn nimettomind. Opiskelijat

vastasivat kyselyihin itsendisesti. Vain yksi vastaaja ei ehtinyt tehda kyselya loppuun.
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Kyselyn laskutehtidvit osoittivat selkedsti vastaajan osaamisen. Valitettavasti
monet vastaajat eivit olleet lukeneet ohjeita huolellisesti. Esimerkiksi jotkut vastaajat
eivit olleet valinneet kahdesta kirjallisen padssédlaskun tavasta toista tai olivat vertailleet
kahta kirjallisen pddssdlaskun tapaa keskenddn. Tarkoituksena oli laskea kahdella
kirjallisen pddssdlaskun tavalla ja wvalita niistd parempi, ja verrata sitten sitd
allekainlaskuun. Avoimien kysymyksien vastauksista oli joskus hankala péaatelld oliko
vastaaja ymmairtanyt kysymyksen oikein. Useimmiten vastaukset kuitenkin késittelivit
sitd mitd pitikin.

Olen matematiikan aineenopettajaopiskelija ja sen takia voin mielestidni
suhteellisen puolueettomasti  tutkia luokanopettajaopiskelijoiden  késityksid ja
mielipiteitd. On kuitenkin pohdittava pystyinkd tulkitsemaan vastauksia vastaajien

tarkoittamalla tavalla, koska en ole itse luokanopettajaopiskelija.
7 POHDINTA

7.1 Kirjallisesta paassalaskusta

Tutkielmaa tehdessd alkoi ihmetyttdd se, ettei kirjallisesta pdidssilaskusta ole tehty
tieteellistd tutkimusta edes kotimaassaan Ruotsissa, vaikka sitd kéytetddn laajalti. Miksi
Rockstrom itse ei alun perin tutkinut menetelmainsd? Tai ehkd oikeammin sanottuna,
miksi hén ei julkaissut tutkimuksiaan? Metodikirjassaan (2000) hédn kertoo oppilaistaan,
jotka olivat hyotyneet kirjallisesta padssdlaskusta. Metodikirjaa ei voi kuitenkaan
luokitella tieteelliseksi tutkimukseksi; se on ennemminkin oppikirja. Ruotsissa
merkittdvit kasvatustieteen tutkijat, kuten Hedrén, Malmer, Lowing ja Kilborn, eivit
mainitse teoksissaan Rockstromid tai kirjallista padssidlaskua, vaikka kisittelevitkin
samaa aihetta. Eivdtkd he hyviksy kirjallista péddssdlaskua vai eikd sithen vain voi
viitata, koska sitd ei ole tieteellisesti tutkittu?

Ruotsissa on siis siirrytty kdyttdmddn kirjallista péaédssdlaskua ilman sen
perusteellista tutkimista etukdteen. Miten se on mahdollista? Ruotsin peruskoulun
opetussuunnitelma ei mainitse kirjallista pddssdlaskua mutta ei allekkainlaskuakaan;
opetussuunnitelmassa puhutaan vain yleisesti jonkin kirjallisen laskumenetelmén
oppimisesta. Pditds kirjalliseen pddssdlaskuun siirtymisestd on siis tdytynyt tapahtua
alemmilla portailla. Opettajat opettavat yleensd valitsemansa oppikirjan mukaisesti.
Onko kirjantekijoilld ja kustantajilla siis valta? Kirjallinen pééssédlasku pddsi suuren

yleison tietoisuuteen Rockstromin kirjoittaman Matteboken-oppikirjasarjan kautta.
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7.2 Laskutapojen vertailu

Allekkainlaskun puolesta puhuu sen pitka historia. Silld on hyvin pérjitty tdhankin asti
— onko tarvetta vaihtaa? Allekkainlaskua ei juuri kdytetd alakoulun jilkeen; kuvaan
astuu algebra ja laskimet. On selvdd, ettd jonkinlainen kirjallinen laskumenetelma
kaikkien tiytyy osata. Kannattaa siis valita sellainen menetelma4, josta on eniten hyotyé.
Yksi allekkainlaskun puutteista on se, ettei se tue pddssilaskua. Pddssdlaskua ithminen
tarvitsee joka pdiva ldpi elamén.

Menetelmin valintaan vaikuttaa my0s se, mitd matematiikassa pitdd tirkednd.
Onko térkeintd vastaus vai miten sithen péastddan? Onko oppilaan osaaminen hyvéa, jos
hin osaa antaa oikean vastauksen mutta ei tiedd, miten sithen pddsi? Matematiikan
hienous on sen perustelujen tdsméillisyydessd. Opetussuunnitelma vaatii opettamaan
matemaattista ajattelua ja se ei toteudu, jos keskitytddn vain vastaukseen. Muutamista
kyselyn vastauksista huokui kuitenkin oikean vastauksen korostaminen:

Allekkainlasku on mekaaninen ja helpommin ymmarrettava. Siind ei tarvitse
keskittyd muuhun kuin olennaiseen eli lopputulokseen. Nainen9

Allekkainlasku on mekaaninen ja helppo tapa laskea, kun taas kirjallisessa
paassalaskussa joutuu ajattelemaan, yhdistelemadn ja ennen kaikkea
kirjoittamaan paljon valivaiheita. Tuntuu, ettd siind joutuu keskittym&an aivan
epaolennaiseen, kun ensin pitaa miettia, mitka luvut laitan yhteen ja mita siirran
jne. Allekkainlasku on k&teva ja nopea tapa laskea. Nainen9

Vastauksia kysymykseen, kumpi laskutapa on helpompi opettaa:

Allekkainlasku, silla siind ei tarvita ymmarrysta ykkosistda, kymmenisté jne. vaan
pelkkéa laskusd&anndn muistaminen riittdd. Nainen14

Allekkainlaskun, silla pa&assalaskussa on niin paljon eri vaihtoehtoja ja se vaatii
osaamista itseltakin. Nainen9

Taytyy kuitenkin muistaa, ettd ndistd vastauksista ei selvid ovatko vastaajat sitd mielti,
ettd ymmarrystd ei tarvitsekaan olla tai ettd menetelmdn opettamisen haastavuus olisi
huono asia. He vain vastasivat kysymykseen, kumpi olisi helpompi opettaa.

Kirjallinen paassélasku 1dhti liikkeelle siitd, ettd oppilaat saivat itse kehittdd omat
laskualgoritminsa. Téllaisen luovuuden kayttd hukkuu, kun kirjallista pddssédlaskua
opetetaan tekniikkakokoelmana. Lasten kykya kehittdd omat algoritminsa on tutkittu
ympari maailmaa ja tulokset ovat olleet hyvié (esim. Fielker 2007). Opettaminen omien
algoritmien kautta vie kuitenkin paljon enemmin aikaa kuin valmiiden opettaminen.
Kaikilta oppilailta ei valttdmatti edes 10ydy resursseja omien algoritmien keksimiseen.

Lyhyt jakolasku on algoritmi kuten jakokulmakin, joten se ei oikein sovi muiden

kirjallisen pédssidlaskun menetelmien joukkoon. Siind mielessad se kuitenkin puolustaa
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paikkaansa, ettd siind kéytetdin enemméin pédssilaskua kuin jakokulmassa. Rockstrom
sen kuitenkin kirjassaan esittelee, joten siksi se esiteltiin myds tdssd tutkielmassa.
Jakokulma ja lyhyt jakolasku ovat ldhes samanlaiset. Ainoa ero laskutapojen vililld on
se, ettd jakokulmassa tarkistuslaskut kirjoitetaan nidkyviin, kun taas lyhyessd
jakolaskussa ne tehdddn pddssd; tyOmuisti kuormittuu. Jakokulman puolesta puhuu
myos se, ettd se toimii kirjainlaskuilla, toisin kuin lyhyt jakolasku. Kirjallisen
padssilaskun jakolaskutapa eli osoittajan hajottaminen toimii hyvin, ja sen lisdksi voisi
mielesténi opettaa jakokulman.

Kirjallisen padssidlaskun menetelmilld on enemmin yhteistd algebran kanssa kuin
allekkainlaskulla. Kirjallisen péddssdlaskun kaytto voisi edistdd algebran oppimista. Jo
pelkdstddn yhtdsuuruusmerkin oikean kdyton hallintakin olisi jo suuri hyoty algebraan

stirryttidessd, puhumattakaan vaihdannaisuudesta, liitdnndisyydesti ja osittelulaista.

7.3 Havaintoja luokanopettajaopiskelijoiden matematiikan taidoista

Tutkimukseni erdédnlaisena sivutuloksena selvisi, ettd osalla kyselyyn vastanneista oli
selkeitd puutteita allekkainlaskun osaamisessa. Esimerkiksi 19 vastaajasta 3 ei ollut
osannut laskea laskua 8-39 allekkain. Mielesténi se on aika paljon sithen ndhden, ettd
kaikki wvastaajat olivat kdyneet peruskoulun, lukion ja ymmartiddkseni myo0s
luokanopettajaopintojen pakollisen matematiikankurssin; matematiikan osalta he olivat
siis jo “valmiita opettajia”. Myos jakokulma oli muutamalta vastaajalta pédssyt
unohtumaan, vaikka se, kuten muutkin allekkainlaskutekniikat, kerrattiin ennen kyselyn
tayttamista.

Allekkainlaskun unohtaminen kertoo siitd, ettei sitd ole koskaan tdysin
ymmértanyt. Erds vastaaja myonsikin sen. Hénen mielestddn allekkainlaskussa
toistetaan “’vain samoja rimpsuja, joiden merkitys jad hamarin peittoon”. Miten opettaja
voi opettaa allekkainlaskua oppilailleen, jos hin ei edes itse ymmérrd, mihin se
perustuu? Allekkainlasku perustuu kymmenjéirjestelmédén; siihen, ettd ykkoset,
kymmenet, sadat jne. laitetaan allekkain. Kymmenjarjestelmavélineilld pystyy helposti
havainnollistamaan kymmenylitykset ja lainaamiset. Toivon, ettd luokanopettajien
kouluttajat tarttuvat tihén ja varmistavat, ettd kaikki tulevat luokanopettajat ymmartévit
allekkainlaskun perustan.

Yllattavasti nekin vastaajat, joilla oli ongelmia allekkainlaskun kanssa, osasivat

laskea laskut kirjallisella pddssilaskulla. He olivat siis omaksuneet kahdessa tunnissa

uuden laskutekniikan, vaikka eivdt osanneet sité, jota olivat harjoitelleet monia vuosia.
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Mielesténi timéa kertoo jotain kirjallisen péadssilaskun selkeydestd ja toisaalta siité, ettd
he varmasti ymmartédisivit allekkainlaskun perustan, jos sen heille joku selittiisi.

Yleisesti vastaajat olivat osanneet laskea kirjallisella padssilaskulla hyvin.

7.4 Tulevaisuus ja jatkotutkimusaiheita

Koska kaikki tutkimukseen osallistuneet luokanopettajaopiskelijat olivat sitd mieltd, ettd
kirjallista paédssidlaskua kannattaisi jossain médrin opettaa myds Suomessa, uskon, etti
peruskoulun piirissdkin siitd voitaisiin kiinnostua. Useimmat kirjallisen péédssdlaskun
menetelmistd ovat monille tuttuja padssidlaskun strategioina, ja sen takia kirjallinen
padssilasku tuntuu luonnolliselta tavalta laskea. Kirjallinen pééssdlasku tarvitsee
kuitenkin tieteellistd tutkimusta tuekseen, etti sitd saataisiin mukaan oppikirjoihin.
Jatkotutkimusaiheita 16ytyy useita, koska tutkimusaihe on uusi. Olisi
mielenkiintoista kokeilla kirjallista péadssdlaskua alakoulun opetuksessa. Seuraako
kirjallisen padssdlaskun kaytostd hyvd lukukdsitys, kuten Rockstrom véittdd? Jos
16ydettédisiin hyvd mittari matemaattiselle ajattelulle, myds sen kehitystd olisi
mielenkiintoista tutkia. Tutkia voisi my0s parantaako kirjallinen péadssilasku
padssilaskutaitoa niin kuin voisi olettaa. Aineenopettajana minua kiinnostaisi tutkia
helpottaisiko kirjallisen péaédssdlaskun kayttd alakoulussa algebran oppimista

yldkoulussa.
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9 LITTEET

Liite 1: Kysely
Kysely Pro Gradu — tutkielmaan 19.9.2007

Mari Mattila
maanmatt@cc.jyu.fi

Kysely kirjallisesta padssalaskusta

Téssd osiossa pyyddn sinua arvioimaan ja vertailemaan Kkirjallista péédssdlaskua ja
allekkainlaskua. Kertaa ennen kyselyn tayttdmistd allekkainlaskun ja kirjallisen
paidssdlaskun sdidnndt, jos ne ovat piddsseet unohtumaan. Et saa kiyttdd mitdén
materiaalia tai laskinta apunasi tdyttdessdsi kyselyd. Taytd kuulakérkikyndlld tai
vastaavalla (ei lyijykynilld!). Jos teet virheen, viivaa se yli. Ali suttaa virhetti piiloon!

Taustatiedot:

Sukupuoleni: "] nainen | mies
Ikéni:  vuotta

Kévin ala-asteen/kansakoulun vuosina -
Koulutukseni: ] ammattikoulu ] lukio ] korkeakoulu
Lukiossa suoritin matematiikan

1 lyhyen oppimairén. "1 pitkén oppimééran.

Koin matematiikan ala-asteella/kansakoulussa

[1 1dhes aina hankalaksi. [] usein hankalaksi. [l en osaa sanoa

"1 1ahes aina helpoksi. "1 usein helpoksi.
Koen matematiikan nykyéaén

[1 1dhes aina hankalaksi. (] usein hankalaksi. [] en osaa sanoa
"1 1ahes aina helpoksi. "1 usein helpoksi.
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Yhteenlasku:
Laske sama lasku allekkain ja kahdella kirjallisen pédssélaskun tavalla. Ympyroi

sen jdlkeen mielestdsi parempi kdyttdmistdsi kirjallisen pddssdlaskun tavoista.
Kirjallisessa péadssélaskussa kirjoita vahintdin yksi vélivaihe.

1. 57+66

2. 1254 + 6847

Vertaa allekkainlaskua ja paremmaksi valitsemaasi kirjallisen pédssdlaskun tapaa.
Kumpi tavoista on néissé tapauksissa mielestési parempi? Miksi?
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Vahennyslasku:

Laske sama lasku allekkain ja kahdella kirjallisen pédssélaskun tavalla. Ympyroi
sen jdlkeen mielestdsi parempi kdyttdmistdsi kirjallisen pddssdlaskun tavoista.
Kirjallisessa péadssélaskussa kirjoita vahintdin yksi vélivaihe.

1.  Heikilld on kahdenlaisia kynid. Hanell4 on puuvéreja 25 kpl ja vahavireja
loput. Yhteensd Heikilld on 53 kynédé. Kuinka monta vahavéria Heikilld on?

2. 5732-1998

Vertaa allekkainlaskua ja paremmaksi valitsemaasi kirjallisen péddssdlaskun tapaa.
Kumpi tavoista on néissé tapauksissa mielestési parempi? Miksi?
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Kertolasku:

Laske sama lasku allekkain ja kahdella kirjallisen pédssélaskun tavalla. Ympyr6i
sen jdlkeen mielestdsi parempi kéyttdmistdsi kirjallisen pddssdlaskun tavoista.
Kirjallisessa péadssélaskussa kirjoita vahintdin yksi vélivaihe.

1. 8x39

2. 25x16

Vertaa allekkainlaskua ja paremmaksi valitsemaasi kirjallisen pédssdlaskun tapaa.
Kumpi tavoista on néissé tapauksissa mielestési parempi? Miksi?
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Jakolasku:

Laske sama lasku allekkain ja kahdella kirjallisen pédssélaskun tavalla. Ympyroi
sen jdlkeen mielestdsi parempi kdyttdmistdsi kirjallisen pddssdlaskun tavoista.
Kirjallisessa péadssélaskussa kirjoita vahintdin yksi vélivaihe.

1. 516:3

2. 606:15

Vertaa allekkainlaskua ja paremmaksi valitsemaasi kirjallisen péédssédlaskun tapaa.
Kumpi tavoista on ndissé tapauksissa mielestdsi parempi? Miksi?
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Yleisia kysymyksia:

Kaytit edelld olevissa tehtivissd allekkainlaskua ja kirjallista padssdlaskua. Kumman
tavan olettaisit olevan lapselle helpompi ymmértda? Miksi?

Kumman tavan, allekkainlasku wvai kirjallinen padssédlasku, olettaisit olevan
helpompi opettaa? Perustele vastauksesi.

Kumpi merkintitapa, allekkain vai kirjallinen pédssélasku, on selkedmpi? Miksi?
Miten tavat eroavat?

Jos laskinta ei olisi saatavilla, kumpi tavoista on arkipdivén tilanteissa kdytannolli-
sempi? Pohdi erikseen tilanteita, joissa paperia ja kyni on saatavilla ja joissa ei ole.
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Olettaisitko, ettd kirjallisella péaédssdlaskulla voisi olla tulevaisuutta Suomen
kouluissa? Perustele vastauksesi.

Sopiiko kirjallinen péédssdlasku mielestési erityisen hyvin jollekin oppijatyypille,
esim. hitaasti laskevat tai matemaattisesti lahjakkaat? Perustele vastauksesi.

Muita kommentteja kirjallisesta padssalaskusta:

Kiitos vastauksistasi!
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1. Historiaa

Kirjallisen pddssidlaskun metodin kehitti ruotsalainen Birgitta Rockstrom. Héan ryhtyi
kehittelemddn uutta metodia ala-asteen matematiikan opetukseen 1980-luvun alussa,
silld hin koki, ettei sen aikainen matematiikan opetus tdyttdnyt niitd vaatimuksia, jotka
opetussuunnitelmassa oli. Silloinen matematiikan opetus Ruotsissa koostui opettajan
luennosta ja sen jilkeen oppilaiden hiljaisesta itsendisestd tyOskentelystd. Opetus
kisitteli suurelta osin eri algoritmien, esimerkiksi allekkain vdhennyslaskun, kédyton
opettelua. Rockstrdom huomasi, ettd opetus ei edistinyt matematiikan ymmaérrysti eikd
varsinkaan herdttinyt oppilaiden innostusta matematiikkaa kohtaan.

Rockstrom paitti siirtdd opetuksensa painopisteen algoritmien opettelemisesta
padssidlaskuun. Vuosien saatossa ja oppilaidensa avulla hdn kehitti tavan kirjoittaa
péadssilaskuajatukset matemaattisesti oikein. Kirjassaan Skriftlig huvudrikning —
metodbok [1] Rockstrom esittelee vaihtoehtoiset metodit kaikkiin neljdén
laskutoimitukseen. Toinen epdkohta, jonka hén halusi korjata, oli oppilaiden
kyvyttdomyys pukea matemaattisia ajatuksiaan sanoiksi. Hdn otti tavaksi ratkaista
tehtdvid myos yhdessd luokan kanssa niin, ettd jokainen sai esitelld oman ratkaisunsa ja
siten saada keskustelua aikaan.

Nykyédn kirjallinen pédssidlasku on syrjayttinyt Ruotsissa allekkain laskemisen
ala-asteen opetuksessa ldhes kokonaan. Sekd Rockstromiltd ettd muilta kirjailijoita on
ilmestynyt oppikirjoja, jotka opettavat matematiikkaa alusta ldhtien kyseiselld
metodilla. Ilmeisesti allekkain laskemista esitelldén jossain vaiheessa ikddn kuin
“kansanperintond”.

Kyseessdhdn ei suinkaan ole mikdin ainutlaatuinen metodi. Ympéri maailmaa,
esimerkiksi Isossa-Britanniassa (Haylock [2]) ja Yhdysvalloissa (viittauksia artikkelissa
[3]), on samantapaisia menetelmid, silli samoihin matematiikan opetuksen epékohtiin
on tormatty muuallakin. Tutkin gradussani kuitenkin tdtd Ruotsin metodia, silld sithen

tormésin ensiksi ja siitd on kirjallisuutta saatavilla.
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2. Esitiedot
Alettaessa opettaa kirjallista padssilaskua tdytyy ensin pitdd huolta siitd, ettd oppilaat
hallitsevat muutamat tiarkedt esitiedot ja -taidot. Yksi niistd on yhtdsuuruusmerkki.
Oppilaan on ymmarrettdvd miksi ja miten yhtdsuuruusmerkkid kiytetddn. Rockstrom on
kirjassaan esitellyt muutamia harjoituksia, joilla titd ymmaérrystd voi syventdd ja
harjoitella.

Toinen téirked asia kirjallisen péddssdlaskun pohjalla on paikkajérjestelma.
Numeron arvohan maddrdytyy sen mukaan, missd kohdassa lukua se sijaitsee.
Osatakseen laskea Iukuja yhteen oppilaan on ensin osattava hajottaa luku
lukuyksikoihin, esimerkiksi 279 on 2 sataa, 7 kymmentd ja9 eli 279=2-100+7 - 10 +
9=200+70+09.

Kolmanneksi oppilaalla tdytyy olla riittdvd lukukésitys. Se tarkoittaa kasitysta
luvun arvosta ja ilmenee mm. kykynid laskea eteen- ja taaksepdin annetusta luvusta.
Neljas hallittava asia on yhteenlasku- ja kertotaulut. Tarkoitus olisi, ettd ne
harjoiteltaisiin niin perinpohjaisesti, ettd ne siirtyisiviat pitkdkestoiseen muistiin.
Opettajan tiytyy kuitenkin pitdd huolta, ettd oppilas ymmartdé laskutoimituksen ja osaa

laskea kyseiset laskut apuvilineilld ja ilman ennen kuin niitd aletaan painaa muistiin.
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3. Yhteenlasku
3.1. Menetelma
Perusajatus yhteenlaskussa on se, ettd hajotetaan luku ykkdsiin, kymmeniin, satoihin
jne. ja lasketaan ne ensin erikseen yhteen aloittamalla suurimmasta yksikosta.
Esimerkiksi 367 + 232 =300 + 60 + 7 + 200 + 30 + 2 = 500 + 90 + 9 = 599.

Ensimmiisen tai molemmat vélivaiheet voi jattdd pois, kun taidot ovat
kehittyneet. Vilivaiheita on kuitenkin hyvad kayttda, silld ne ndyttivit ajatuksenkulun.
Toinen tapa laskea yhteenlaskua on siirtdd sopiva médrd ykkosid toisesta luvusta
toiseen. Esimerkiksi 56 + 99 = 55 + 100 = 155. Tdmai tapa on erityisen hyddyllinen
silloin, kun toinen luku on ldhelld jotain ’pyoredd” lukua.

Kolmas tapa on jarjestyksen vaihtaminen. Ensin kannattaa etsié sellaiset lukuparit,
jotka on helppo laskea yhteen.

36 +47+ 64 +33=(36+64)+ (47 +33)=100+80=180

3.2. Laske yksikot kerrallaan. Kirjoita ainakin yksi vilivaihe.

S6+42= .. .. 127+52= ...
S6+3T7 = 127 +7T7= o
TS+24= . 144+49= . ... ..ol
TS5 +9T = 144 +34= .. ... ... L
35+ 57 = 411 +328= ...

3.4. Vaihda ensin jérjestysté. Kirjoita ainakin yksi vélivaihe.

23+54+36+4T = .
TO+47+ 11 +35=

3.5. Samat keinot pétevit desimaaliluvuillakin. Kirjoita ainakin yksi vélivaihe.

19,7+ 17,8=. ..o
234+20,5= ... .
406,7+372,1 = . ...
268,4+4329=. ... .. ..
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4. Vihennyslasku
4.1. Menetelma
Vihennyslaskussa on sama perusajatus kuin yhteenlaskussakin — lukuyksikot eli
ykkoset, kymmenet, sadat jne. vihennetiin keskendin. Esimerkiksi
35-12=30-10+5-2=20+3=23.
Toinen tapa vdhentdd on lisdtd molempiin lukuihin sama luku. Nidin saa tehdi, silla
erotushan tarkoittaa lukujen etdisyyttd lukusuoralla. Samoin voi molemmista luvuista
vihentdd saman luvun.
93 - 48 =95 - 50 = 45 (tdssd molempiin lukuihin on lisdtty 2)
Kolmas tapa eroaa eniten siitd, mihin olemme tottuneet. Siind taytetddn lukujen vilinen
etdisyys. Tama tapa toimii erityisen hyvin, kun vihennettdvit luvut ovat ldhella toisiaan.
Aloitetaan véhentdjdstd lahdetddn kulkemaan kohti vdhennettivdd. Lasketaan ensin
etdisyys ldhimpdén pyoreddn lukuun. Sen jilkeen on yleensd jo helposti ndhtédvilld,
kuinka paljon on viel4 jéljelld vahennettavddn. Esimerkiksi

612-595=5+12=17

4.2. Laske yksikot kerrallaan. Kirjoita ainakin yksi vélivaihe.

87 -32 = 93 -48= .. . .
45-23 = T6-35=
84-63= .. . 584 -287 = .
348 - 123 = ... 144 -56=.... ... .. . . .
TS5 -5T = 411-328=. ...
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5. Kertolasku
5.1. Menetelma.
Kertolaskun opettaminen kannattaa aloittaa silld, ettd tutkii kertolaskua toistettuna
yhteenlaskuna: 2 - 37=37+37=30+30+7+7=60+ 14 =74
Siiti onkin helppo siirtyd kiyttiméin osittelulakia® eli jokainen lukuyksikkd

kerrotaan kerrallaan.

2:37=2-30+2-7=60+14=74
14-49=10-49+4-49=490+4-40+4-9=490+ 160 + 36 = 686
Toinen tapa laskea kertolaskua on jakaa toinen luku kahteen tekijddnsa ja kertoa sitten

luvut siind jérjestyksessd kuin se on kulloinkin on kétevinta.

4-350=2-2-350=2-700= 1400
14-49=7-2-49=7-98=7-100—-7-2=700—- 14 =686
Y114 olevan esimerkin loppuosassa on jo kidytetty kolmatta tapaa, eli ldhintd pyoredd”

lukua. Otetaan siis avuksi vahennyslasku.

14-49=14-50-14-1=7-100—-14 =686

5.2. Laske yksikot kerrallaan. Kirjoita ainakin yksi vélivaihe.

332 = 13-28= .
4-23= 26-35= . ...
6-63= . . . S4-2T =
3123 = 2246 = ...
5257 = 11-328=. ..

(OIS I N SNIES
O8]
oo
|

' Lapsilta ei vaadita laskulakien nimitysten osaamista.
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6. Jakolasku
6.1. Menetelma.
Ennen jakamaan ldhtemistd kannattaa tarkastella, voiko laskutoimitusta supistaa tai
laventaa niin, ettd nimittdjd muuttuu helpommaksi. Esimerkiksi
140/35 =20/5 = 4 (téssd supistettu luvulla 7)
Erityisesti niin kannattaa tehda nimittdjan ollessa desimaaliluku.
14/3,5 = 28/7 = 4 (tassd lavennettu luvulla 2)
Jakolaskussa idea on hajottaa osoittaja helpompiin palasiin yhteen- tai vihennyslaskun
avulla.
81/3=(60+21)/3=60/3+21/3=20+7=27
81/3=(90-9)/3=90/3-9/3=30-3=27

6.2. Aloita supistamalla tai laventamalla. Kirjoita ainakin yksi vilivaihe.

Kuvassa 1 on esitetty jakolaskutapa “Lyhyt jakolasku”, jota voi kdyttdd vaativampiin
jakolaskuihin. 7 menee kahteentoista kerran, jdd yli 5. Kirjoitetaan 5 muistinumeroksi
kolmosen vasempaan yldnurkkaan. 7 menee 53 seitsemdn kertaa, jdd 4. 7 menee 42
kuusi kertaa. Vastaukseksi saadaan 176.
5 4
1232
— =176

Kuva 1. Lyhyt jakolasku

6.4. Kaytd “lyhytté jakolaskua”. Kirjoita ainakin yksi vélivaihe.
304/8=. .. ..
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