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1 Johdanto

Sddtoteoria on laajalti sovellettu matematiikan osa-alue. Maailma on vaaral-
l4an dynaamisia systeemeja, joihin voi liittya sadtoa. Taloustieteet ovat tarked
sovellusala; puhtaankin sddtoteorian termistéon on vakiintunut esimerkik-
si sana “kustannukset” (cost), joka viittaa rahaan. Kaikki sovellukset eivit
kuitenkaan liity rahatalouteen. Esimerkiksi ekologiassa, luonnontaloudessa,
sadatoteoria on hyodyllinen tutkimusmenetelmé (esim. [2]). Luonto tarjoaa
lukuisia esimerkkejd optimaalisesti ratkaistuista sddtoongelmista, ja sdato-
teoria on avain nédiden matemaattiseen mallintamiseen. Thmisen talouden-
pidossa sddtoteoria taas on keino 16ytdd optimaalinen ratkaisu tietyn tyyp-
piselle ongelmalle lukuisten vaihtoehtojen joukosta.

Saatoteoriasta puhutaan paljon myos teknisissi tieteissa. Erityisesti sahko-
ja automaatiotekniikan opiskelijoille opetetaan sdatoteoriaa paitsi yliopistois-
sa myos ammattikorkeakouluissa. Automaatiotekninen lihestymistapa saato-
teoriaan on kuitenkin jossain médrin erilainen kuin se, johon tdma ty6 keskit-
tyy. Sddtotekniikasta voi lukea enemmén esimerkiksi teoksesta [3].

Nykyisin paljon tutkitaan ja sovelletaan stokastista sdatoteoriaa. Ajan-
kohtaisena esimerkkind mainittakoon Urvashi Narainin ja Anthony Fisherin
[13, s. 260| yksinkertainen malli, jolla voidaan arvioida optimaalista kasvi-
huonekaasutuotantoa. Satunnaistekijini mallissa on ekokatastrofin toden-
nakdisyys. Stokastisen sdatoteorian matematiikkaan voi perehtyé esimerkiksi
teoksen [4] kautta.

Hamilton-Jacobi-yhtalot ovat osittaisdifferentiaaliyhtél6ité, jotka ovat tul-
leet vastaan muun muassa teoreettisessa fysiikassa. Nykyisin Hamilton-Jacobi-
yhtalot tyollistaviat paljon myos matemaattisen analyysin asiantuntijoita.
Saatoteoria on yksi Hamilton-Jacobi-yhtéléiden matemaattinen sovelluskoh-
de. Toinen yhtd keskeinen on variaatiolaskenta [6, luku 6]. Alan uudehkoa
tutkimusta edustaa viskositeettiratkaisujen teoria, jota raapaistaan taméan
tyon luvussa 3.3. Myos viskositeettiratkaisuja kisittelee laajemmin teos [4].



2 Saatoteoria

2.1 Saitosysteemi

Saatoteoriassa tyypillisesti tarkastellaan tavallisten differentiaaliyhtéloiden
autonomista systeemia

y'(t) = fly(t),u(t)) , t € [to, +00], (1)

alkuarvolla y(ty) = yo . Suureiden y € R™ aikakehitys riippuu seki niista it-
sestadn ettd jostakin niiden ulkopuolisesta tekijésta v € U tietyn dynamiikan
f:R" x U — R™ miardaamalla tavalla, samalla tavalla jokaisella ajanhetkel-
4. Systeemin tilaan, suureiden y arvoihin, voidaan ulkoa péin siis vaikut-
taa sddtamalld parametrin u arvoa sopivasti eri ajanhetkilld. Niinpi wu:ta
on tapana kutsua siddiksi tai ohjaukseksi (engl. control). Joukkoa U, josta
sdato kullakin ajanhetkelld valitaan, kutsutaan sddtdjoukoksi. Saatojoukko
voi olla yksi- tai moniulotteinen, rajoitettu tai rajoittamaton. Sovellusten
kannalta sitd on mielekéstad pitdd suljettuna joukkona, ja sdéto oletetaan va-
lituksi sddtojoukon mitallisten kiyrien joukosta.

Differentiaaliyhtélosysteemis (1), tarkkaan ottaen paria (f,U), kutsu-
taan sddtosysteemiksi. Sen dynamiikkafunktio f on tapana olettaa jatkuvaksi,
vaikka toki on olemassa sddtosysteemeji, joiden dynamiikassa on epéjatku-
vuutta - esimerkiksi pullataikina, jonka hiiva kuolee tietyssd lampotilassa.
Epéjatkuvien sddtosysteemien ratkaisujen olemassaolo ja yksikésitteisyys ei
kuitenkaan ole helposti todennettavissa, joten tassa yhteydessid on paras vai-
vata paata vain jatkuvilla systeemeilla.

Saatosysteemiin (1) liittyvé alkuarvo-ongelma kirjoitetaan usein integraa-
limuodossa

y(t) = yo + / £(u(s), u(s))ds. 2)

Talloin ei tarvitse olettaa, ettd ratkaisun y(t) derivaatta y/(¢) olisi joka pis-
teessd olemassa.

Ennen kuin tutkitaan tarkemmin systeemin ratkaisujen olemassaoloa ja
vksikésitteisyyttd, kirjataan eréds tavallisten differentiaaliyhtéiloiden teorian
keskeinen aputulos, Gronwallin epayhtalo.

Lemma 2.1.1 (Gronwallin epayhtéls.) Olkoon I C R wvdli ja ty € I. Olkoon
a : Ry — Ry aidosti kasvava, jatkuva funktio ja olkoot B,~v : I — R,



jatkuvia funktioita. Jos kaikilla t € 1

1(t) < a(|t —to]) +

)

t
/ B(s)y(s)ds
to
niin silloin kaikilla t € 1
7(t) < alft — to])e o P, (3)

Todistus. Esim. [1, s. 90]. O

Tasté eteenpéin tarkastellaan sddtosysteemid, jolle on melkein kaikilla ¢ €
[to, +00[ voimassa yhtélo (2) ja rajoitutaan siind aikavilille [tg, ¢;]. Systeemin
dynamiikka f oletetaan z-argumentin suhteen Lipschitz-jatkuvaksi (niin, etta
Lipschitz-jatkuvuus x:n suhteen on tasaista myos u-argumentin suhteen) ja

saatojoukko U C R™ suljetuksi. Osoittautuu, etti yhtalolla (2) on silloin
aina yksikésitteinen ratkaisu, olipa sdato u mika hyvansa.

Oletus 2.1.2 Oletetaan, etti on sellainen luku K > 0, ettd
‘f(l'g,’d) - f(l'l,’d)| < K|£L’2 - xl‘
kaikilla x1,09 € R" u € U.

Lause 2.1.3 Oletuksen 2.1.2 vallitessa yhtdlolla (2) on jokaisella uw € U
jatkuva ratkaisu, ja tuo ratkaisu on yksikdasitteinen.

Todistus. Ks. [4, s. 218-221|. [J

Yhtalon (2) ratkaisu on kdyrd y : R — R"™. Siihen on monesti syyté
merkitd ndkyviin alkuehto y(ty) = o ja kiytetty sddatd u notaatiolla

y(t) = y(t; xo, to, u).

Ratkaisun ominaisuudet riippuvat systeemin dynamiikasta f ja sdadosta u.
Jatkossa tarvitaan paria alkuehdon vaihteluun liittyvaa piirrettd, jotka kir-
jataan ylos seuraavaksi.

Lemma 2.1.4 On olemassa sellainen ¢ > 0, ettd
|y(t;l'0,t0,U) _y(t;$17t07u)| S C|l’0—l'1| (4)

kaikilla w : [to, t1] — U, xg,x1 € R ja kaikilla t € [to, t1].
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Todistus. Merkitaan yo(t) = y(t; xo, to, u) ja y1(t) = y(t; z1, to, u). Padtellddn,
etta

[9o(t) =91 ()] = [0 — 21 + [, F(yo(s), uls)) = Fy1(s), uls))ds|
<z — 21| + Kfto [yo(s) — yi(s)|ds.
Nyt Gronwallin epidyhtdlon mukaan

ly(t; 2o, to, u) — y(t; 21, to, w)| < |z — 21| E10)

K(tl 7t0)

ja valinnalla c = e véite on tosi. [

Lemma 2.1.5 Jos sddtojoukko U on rajoitettu, niin jokaiselle R > 0 on
olemassa S > 0 niin, ettd

kaikilla w : [to, t1] — U,z € B(0, R) ja t € [to, t1].

Todistus. Koska U on suljettu ja rajoitettu ja f jatkuva, on olemassa luku
M = max,ep | f(0,u)]. Oletuksesta (2.1.2) seuraa talloin, etta

|f(z,u)| < M + Klz].

Nyt
()] <ol + [i (M + Kly(s)|)ds
= |z + M(t —to) + K [ |y(s)|ds
< x|+ M(t; —to) + K [ Jy(s)|ds,

ja Gronwallin epédyhtélon nojalla
y(®)] < [Jal + M(t — to) | X1

kaikilla ¢ € [to,t1]. Etsitty vakio S on epayhtilon oikea puoli, jossa |z| on
korvattu vapaavalintaisella positiivisella luvulla R. [

Entapa saadon u vaihtelu eri ajanhetkien valilla? Seuraava lause, Filippovin
lemma, lupaa ettei mitallisuuden vaatimus rajoita ratkaisuja.



Lause 2.1.6 (Filippovin lemma.) Olkoon y : [to,t1] — R™ absoluuttisesti
jatkuva funktio, joka melkein kaikilla t € [ty, t1] toteuttaa yhtdalon

y'(t) = fy(t),u)

jollakin w € U. Talloin on olemassa mitallinen kuvaus u : [ty,t;] — U, joka
melkein kaikilla t € [to, 1] toteuttaa yhtalon

y'(t) = fy(t), u(t)). (6)

Todistus. Vaatii jonkin verran tuloksia joukkoarvoisista funktioista, ks. [6, s.
189.

Edelld valittiin sadato u(t) kompaktista joukosta ja saatiin siististi kiyt-
taytyvid ratkaisuja. Kompaktissa sdidtdjoukossa myds optimaalisen sdddion
olemassaolo on varmempaa kuin ei-kompaktissa, kuten luvussa 2.3 ndhd&an.

2.2 Saatoongelma

Kun on saatu varmuus niistd sdddoistd, joiden mukaan systeemiad voidaan
sdatdd, voidaan siirtyd sdatoteorian keskeiseen kysymykseen: mikd sddto on
paras? Sddtoteoriasta kiytetddn englannin kielessd monesti termié "optimal
control”, optimaalinen sidito. Jotta voidaan puhua optimaalisuudesta, tay-
tyy sdatdjen paremmuuden maarittamiseksi olla jokin jarkeva mittari. Jotta
voidaan 16ytdd optimaalinen sddto, taytyy osata loytdd tdman mittarin dari-
arvo.

On huomattava, ettd - kuten dédriarvotehtévissi yleensi - on kaksi eri asi-
aa loytaa ddriarvo ja piste, jossa se saavutetaan. Matemaattisessa sdédtoteori-
assa usein tarkeimpad on optimaalisen sdadon olemassaolo kuin se, milti se
ndyttad. Sovelluksissa taas tyypillisesti keskeisempéd on osata muodostaa
optimaalinen sidato konkreettisesti. Kdytdnnén ongelmissa joudutaan sitd
varten useimmiten hydodyntdméin tietokoneita ja numeerisia menetelmia [10,
luku 6],[11]. Nekin silti vaativat matemaattista taustatyoté; jos holmoyttadan
lihdetddn numeerisesti etsiméan ratkaisua, jota ei oikeasti ole edes olemassa,
voivat seuraukset olla kohtalokkaat.

Erds matemaattinen tapa mitata sadtoji ja etsid niistd optimaalisin esi-
tetddn luvussa 2.3, jossa syvennytdan Bolzan ongelmaksi kutsuttuun saito-
teorian tehtdvityyppiin, johon useat kiytdnnon ongelmat voidaan palauttaa.
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Ensiksi kuitenkin havainnollistetaan tdhén asti esitettyé teoriaa soveltamalla
sitd kiytdnnon mallintamistilanteeseen.

Esimerkki.'Suuri vesihuoltoyhtit on voittanut tarjouskilpailun Timbuktun?
kaupungin vesihuollon jarjestdmisestd seuraavaksi kolmeksi vuodeksi. Yhti6
on kaivauttanut kaupunkiin hyvin syvén kaivon, josta se nostaa vetti myy-
taviksi haluamaansa hintaan. Veden kysyntd ) (montako litraa korkeintaan
menee kaupaksi paivissi) madrdytyy yksikisitteisesti litrahinnasta p (Malin
frangia /litra) paloittain lineaarisen, jatkuvan funktion mukaisesti:

P1 —51]9 y P € [Oapl]

) pa—2dap , pElpr,po
Q) = ps—03p . pElp2, §]
0 , D> g—;.

Vakiot p;,0; (i = 1,2,3) sekil p; ja ps tunnetaan, ja kuvaajan muoto on
kuvan 1 mukainen. Vettd siis ei voi kulua méaédrdéd p; enempédd, vaikka hinta
laskettaisiin nollaan. Toisaalta kaupungissa on vedelle tietty vihimmaéistarve.
Vetta ostetaan melkein hinnalla milld hyvinsd, minkd vuoksi kysynta laskee
nollaan hyvin hitaasti hinnan noustessa. Aina hintaan g’—;’ saakka ostajia 10y-
tyy, mutta sitd korkeammilla hinnoilla kaikki veden kiyttdjit joko hankkivat
vetensd muualta tai ovat muuttaneet pois.

Periaatteessa yhtionkin kannattaisi ostaa vettd maailmanmarkkinoilta tai
myyda niille. Maailmanmarkkinat ovat kuitenkin erittdin vaikeat mallintaa,
joten yksinkertaisuuden vuoksi ne jatetddn pois laskuista olettamalla, etta
kuljetuskustannukset Timbuktuun ovat hyvin suuret.

Veden korkeutta yhtion kaivossa verrataan péivittdin kauempana sijaitse-
van tutkimusaseman maarittdmain luonnolliseen vedenkorkeuteen. Jos vetta
nostetaan x(t) litraa péivana t, z(t) < p; kaikilla ¢, niin tutkimusten mukaan
kaivon vedenkorkeuden poikkeama vertailukorkeudesta noudattaa likimain
differentiaaliyht&loa

y'(t) = —ay(t) = Bx(t) + 7, (7)

missid « ja (0 ovat kaivon kokoon ja ympéaroivian maaperadn liittyvia vakioi-
ta ja v korjaustermi, jolla huomioidaan ennustettu vertailukorkeuden lasku

'Esimerkki on kokonaan t#t3 opinniiytetyotd varten keksitty. Tosielimén ongelmissa
joudutaan huomioimaan vield useampia yksityiskohtia kuin t&ssé, eikd puhtaan matemaat-
tinen ratkaisutapa tule kyseeseen.

2Timbuktu on historiallinen kaupunki Saharan autiomaan etelilaidalla Malissa



Veden kysyntakayra Timbuktussa
3 T T T T T

25F 1

15F 1

kysynta Q

0.5 1

0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5

hinta p

Kuva 1: Veden kysyntikidyrin muoto Timbuktussa. Kun hinta on alle in-
deksiarvon 1, vettd kiytetddn sitd tuhlaavaisemmin mitd alempi hinta on.
Hinnan kallistuessa arvosta 1 laskee kysyntd melko hitaasti.



ilmastonmuutoksen takia. Nostetun veden mééra ei vaikuta vertailukorkeu-
teen merkittavisti. Alussa poikkeama on 0.

Malin valtio on sditényt yhtiolle vesivarojen kayttoveron, jonka mukaan
yhtio maksaa € frangia péivissa jokaista metrid kohti, jonka kaivon vedenkor-
keus keskiméirin sind paivana poikkeaa vertailukorkeudesta. Veron tarkoi-
tus on pitdéd paikallinen pohjaveden korkeus sellaisella tasolla, etteivit ym-
pardivin maaseudun matalammat kaivot ehdy. Se my6s motivoi yhtitté tuke-
maan projekteja, joissa viljelijoille tajotaan vetta sddstavia kastelujarjestelmia,
etteivit heiddn kaivonsa alentaisi yhtion kaivon vedenkorkeutta.

Oletetaan, ettd muut yhtion kulut ovat kiinteité, eli nostetun veden maara,
ei vaikuta niihin. Yhti6 haluaa selvittda optimaalisen liiketoimintastrategian,
siis paljonko vettd pitdisi kunakin péivind myyda ja mihin hintaan, jotta
voitto olisi mahdollisimman suuri.

Muotoillaan ongelma sddtoongelmaksi. Ensiksi todetaan, ettd vesilitran
paivittdinen hinta p kannattaa valita niin suureksi, ettd haluttu maira saadaan
juuri ja juuri kaupaksi pdivin aikana, toisin sanoen niin, ettd x = Q(p). Sil-
loin sdadoksi riittda valita joko péivittdinen myynti x tai vesilitran hinta p -
toinen riippuu toisesta menekkifunktion kautta yksikésitteisesti, koska Q(p)
on bijektio vililld [0, £], jolla se poikkeaa nollasta. Valitaan sdéto u(t) = x(t)
ja lasketaan hinnan lauseke, p(u) kidntamalla Q(p).

(p3—q) , q€[0,q]

(P2 —q) ., q€lq,q]

(P —q) , q€lg,p]
, 4 > p1,

p(u) =

O 2|mS| =g

missa q1 = p2 — (52]92 ja qo = p1 — (51]91.

Saatojoukko on nyt kompakti vili U = [0, p;]; korkeammat myyntimé&érét
voidaan unohtaa, koska niilld hinta on nolla, eikd myyntituottoa kerry lainkaan.

Piivistd péiviaan juokseva myyntituotto on nimittidin myyntimaérin ja
hinnan tulo, josta on vihennetty vero (ja muut kulut, jotka kuitenkin téssa
jatetddn ep#olennaisina huomiotta). Voiton maksimoinnin sijaan voidaan
yvhtd hyvin ajatella minimoitavan kustannuksia, jotka sisidltdvat myyntituo-
ton "negatiivisina kustannuksina”. Silloin péivittaiset kustannukset ovat myyn-
tituoton vastaluku

r(y(t), ut)) = —(u(®)pu(t) — ely(t)])
u(t)g; (pi — u(t)) + ey(t))
£)* — Su(t) — ey(t),

10
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missd ¢ = 1,2 tai 3 kulloisenkin myyntiméédrin v mukaan. Kokonaiskustan-
nukset kolmen vuoden aikana ovat tilloin integraali

1

Clult)) = / F(y(t), u(t))d = / () = Bult) - ey(o)t

indeksi ¢ vaihdellen siidon w mukana®. Ajan yksikkonid kilytetiddn paivid,
joten integraalin ylidraja on T' = 3 - 365 = 1095.
Viimein on saatu muotoiltua tehtivi matemaattisesti: on laskettava

in O (u(t)
missé sdato u valitaan kunakin paivana ¢ niiden mitallisten kuvausten joukos-
ta, joiden maalijoukko U on vili [0, py].

Tehtéva muistuttaa sidottuja ddriarvotehtéavia (ks. [12, luku 6]). Tiede-
tadn, ettid jokaisena péivand jatkuvalla funktiolla r(u) = r(y,u) on minimi
suljetussa joukossa U. Voitaisiinko tehtidvi ratkaista yksinkertaisesti laske-
malla ensiksi paivan yksi minimi, sitten laskemalla vedenkorkeuden muutos
seuraavaan paividn, sitten laskemalla paivan kaksi minimi, ja niin edelleen?
Kustannusfunktiosta ndhdain, ettd minimikohta on itse asiassa aina sama,
olipa vedenkorkeus miké hyviansia. Onko optimiratkaisu siis vakiofunktio?

Osoittautuu, ettd ndin ei ole, silli vaikka minimikohta pysyy samana,
minimiarvo kasvaa varsin nopeasti vakioratkaisulla. Téllainen ratkaisutapa
ei otakaan huomioon, ettd vedenkorkeutta y optimoimalla voidaan pienen-
tdd tulevia kustannuksia. Jarkevimpéd olisi tarkastella sddtojen vaikutuksia
mahdollisimman pitkélle tulevaisuuteen, tissi tapauksessa aina kolmivuo-
tiskauden loppuun. Seuraavissa luvuissa 16ydetdan keinot tdhén.

2.3 Bolzan ongelma

Edellisessé esimerkissd muodostettiin jo funktio r, joka laski systeemin muut-
tujista y ja u vertailukelpoisen luvun, joka toimi ratkaisun paremmuuden
mittarina. Optimiratkaisun l6ytdmiseksi olisi pitdnyt optimoida tdmé& het-
kellinen mittari niin, ettd kustannuskertymaé C koko ajanjakson yli olisi ollut
mahdollisimman pieni, mutta taidot eivit tdhin vield riittineet.

3T#ssd yhteydesss voi her#its, epiilys integraalin olemassaolosta. Se kuitenkin seuraa
saddon u(t) mitallisuudesta, joka tassi esimerkissé on selvéd, silla hinta oletettiin vakioksi
kunakin paivané.
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Esimerkissa ei kannettu huolta siitd, mitd tapahtuu tarkastelujakson lo-
puttua. Tosielaméssa néin ei yleensid voida menetelld, vaan erityistd paino-
arvoa on annettava sille, mikd on systeemin lopullinen tila. Jos esimerkiksi
teollisuusyritys investoi uusiin laitteisiin tarkastelujakson kuluessa, on lopus-
sa otettava lukuun niiden silloinen arvo; laitteet voidaan lopuksi myyda, tai
niitd voidaan kiyttia itse vield tulevaisuudessakin.

Seuraavaksi esitettdvi Bolzan ongelma on matematiikan tarjoama apuvéa-
line, jolla tuon kaltaisten sddtdongelmat voidaan kirjoittaa matemaattiseen
muotoon. Bolzan ongelmaan on my6s olemassa ratkaisumenetelmii, joita
tulevissa luvuissa késitelladn. Aloitetaan kuitenkin peruskésitteiden méarit-
telylla.

Maadritelmi 2.3.1 Tutkitaan mddrdttyjd systeemin dynamiikkaa f(x,u), x €
R" ja sddtdjoukkoa U C R™ aikavdlilla [ty,T). Olkoon r : R" x U — R
integroituva funktio ja g : R — R. Niiden mddrddmd sdddon u kustannus-
funktionaali on

Coa(u) = / r(y(s), u(s))ds + g (y(T)),

missi y on ratkaisukdiyrd y(s) = y(s;z,t,u). Funktiota v kutsutaan juokse-
viksi kustannuksiksi ja funktiota g loppukustannuksiksi.

Maaritelma 2.3.2 Sddtdteorian Bolzan ongelma on laskea minimi

min  C,¢+(u)
u:[to,T]|—U

Huomautus 2.3.3 Monesti kustannusten minimoiminen ajatellaan ki&n-
teisesti tuoton maksimoimiseksi. Matematiikan kannalta ero on vain miinus-
merkin mittainen, ja soveltajalta sen huomaaminen vaatii tarkkuutta. Saato-
teorian kirjallisuudessa molempia nakdkulmia esiintyy.

Bolzan ongelman ratkaisemiseksi ei ole yleistd kaavaa, jota kaikissa tilanteis-
sa voitaisiin soveltaa. Esimerkiksi kustannusfunktioiden epdjatkuvuus voi es-
tdd koko minimin olemassaolon. Riittdvien oletusten vallitessa voidaan kui-
tenkin todistaa, ettd Bolzan ongelmalla on ratkaisu.

Ennen olemassaololausetta on todistettava kaksi varsin teknistd aputu-
losta ratkaisukéyrien topologiasta.
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Lause 2.3.4 Tarkastellaan systeemid (2), jonka dynamiikka f noudattaa
oletusta 2.1.2 ja jossa sddatojoukko U on kompakti. Lisiksi oletetaan, ettd
joukko

f(z,U) ={aeR":FueU:a= f(x,u)}

on konveksi jokaisella x € R"™. Olkoon (zg)k=12.. C R™ pistejono, (uy :
[to, t1] = U1, funktiojono ja (yr = y(t;to, Tk, uk))k=12,.. niitd vastaava
yhtalon (2) ratkaisukdyrien jono. Jos namd kdyrdt ovat tasaisesti rajoitetut,
niin on olemassa osajono (yg, ), joka suppenee kohti jotakin kayrdd y, joka
myos on systeemin ratkaisukdyra.

Todistus. Olkoon (y) tasaisesti rajoitettu ratkaisukéyrien jono. Koska U on
kompakti, on olemassa luku C' = max,cy |f(0,u)|. Toisaalta dynamiikan
Lipschitz-oletuksen mukaan on olemassa sellainen luku K > 0, etta

kaikilla x € R" ja u € U. Kaikilla &k on siis |y;.| = | f(yg, ur)| < C + Klygl,
ja niinpé tasaisesti rajoitetut jonon kiyridt ovat myos tasaisesti Lipschitz-
jatkuvia.

Topologiassa tunnetun Ascolin-Arzelan lauseen |9, s. 368| nojalla jonos-
ta (yx) voidaan valita osajono (i), joka suppenee tasaisesti kohti jotakin
Lipschitz-jatkuvaa kiyraa ¢ : [to, t1] — R™. Filippovin lemman 2.1.6 nojalla
tamé kdyrd on systeemin ratkaisukéyra, jos melkein kaikilla t € [t, ¢1]

edes jollakin v € U, sdadon aikakehityksestd piittaamatta. Osoitetaan, etta
tilanne on téallainen.

Tasaisesti rajoitettujen kiyrien tasaisen suppenemisen rajakiyra on tun-
netusti rajoitettu, joten voidaan valita luku My niin, ettd |f(x,u)| < M;
kaikilla u ja kaikilla z, jotka ovat kiyrdn y pisteitd. Silloin, Rademacherin
lauseen nojalla, §(t) on valilla [to, ¢;] melkein kaikkialla differentioituva. Olkoon
t erds differentioituvuushetki. Valitaan € > 0 ja méaaritellaan

F(x) = f(x,U) + B(0,¢)

yhdisteend niisté pisteisté a, jotka f jollakin saadolla u kuvaa x:lle sekd niiden
e-siteisistd palloympéristoista. Oletuksen nojalla f(z, U) on konveksi kaikilla
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x, joten myo6s F.(x) on konveksi kaikilla x. Dynamiikan Lipschitz-oletuksesta
saadaan nyt epayhtalo

|f(yn(s), u(s)) = f(5(L), ur(s))] Klyk(s) — y(t)|

K(lyr(s) = yr(®)] + lyn(t) — 4(t)[)
K(Myls = t[ + llye — lloo)-
Viemilla hetki s riittdvan ldhelle hetked t ja kasvattamalla indeksia k£ saadaan
tamé luku niin pieneksi, etta f(yx(s), ug(s)) € Fe(y(t)). Konveksissa joukossa
voidaan viliarvolausetta soveltaen havaita, etta

VAR VANRVAN

), ug(r))dr € F(y(t)).

Toisaalta

/fyk g (r))dr _ uk(s) — yk()’

s—t s—t

josta rajalla k — oo saadaan

y(s) —y(t)

s—1

€ Fe(y(t)

jarajalla s — ¢t
y'(t) € Fe(y(t).
f(y(t),U). O

(¢
Koska € oli mielivaltainen, on oltava y'(t) €

Rajakiyrad vastaa siis jokin sdito. Seuraavassa lauseessa otetaan mukaan
sdatojono ja selvitetddn sen yhteys rajakiyrdd vastaavaan sdatoon. Lause
kuitenkin vaatii tietyt oletukset Bolzan ongelman juoksevista kustannuksista:

Oletus 2.3.5 Jokaiselle R > 0 on olemassa sellainen luku vg, ettd
|7 (zg,u) — r(xy,u)| < yg|re — 21|
kaikilla z1, 29 € B(0, R) jau € U.
Oletus 2.3.6 Jokaiselle v € R™ joukko
L(z) = {(\v) eR"™Mu e U:v=f(x,u),\>r(r,u)}

on konveksi, eli kaikilla (A1, v1), (A2, v2) € L(x) myds nditd pisteitd yhdistivd
jana on joukon L(z) osajoukko.
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Lause 2.3.7 Olkoot oletukset (2.53.6) ja (2.3.5) voimassa, olkoon dynamii-
kasta oletus (2.1.2) voimassa ja olkoon sdadtdjoukko U kompakti. Olkoon
(Tr)r=12,.. C R™ pistejono, (ux : [to,t)] — U)p=1p,.. funktiojono ja
(yr = y(t;to, Tk, Uk) k1,2, Niitd vastaava yhtdilon (2) ratkaisukdyrien jono.
Jos ndma kdyrat ovat tasaisesti rajoitetut, niin on olemassa osajono (yp),
joka suppenee kohti sellaista sddtoa u vastaavaa ratkaisukdyrdd iy, ettd epd-
yhtdlo

[ oo, awye < tymint [ oo, e ©)

on voiMmassa.

Todistus. Oletetaan, etti kiyrit y, ovat tasaisesti rajoitetut (dynamiikan
Lipschitz-jatkuvuuden ja sidatdjoukon kompaktiuden ansiosta nidin on myos
silloin, jos oletetaan vain ratkaisukéyrien alkupisteiden jono (xy) rajoitetuk-
si). Ratkaisukiiyriit siis siséiltyviit johonkin palloon B(0, R), R > 0.

Kuvaus 7 on jatkuva, joten se on kompaktissa joukossa B(0, R) x U ra-
joitettu. Valitaan sellainen luku M > 0, ettd r(z,u) < M kaikilla (z,u) €
B(0, R)xU, ja laajennetaan siitosysteemii liittimilli seki dynamiikkaan et-
td saitoon yksi dimensio lisii: tarkastellaan pisteitd & = (x, z0) € B"(0, R) X
R, siitoji & = (u,up) € U = U x [0,1] € R™! ja dynamiikkaa

f(.f',?l) = (f(x,u),Mu0+(1—uo)r(x,u)). (9)
Merkitéiin f(2,U) = {f(&,4) : & € U x [0,1]} ja pastelliiin, etti

f(&,0) (2, 1), Mug + (1 — up)r(w,w)) : u € U, ug € [0, 1]}
(x,u),2):ueUr(zu) <z< M}
,Yo0) € L(x) :yo < M},

?

S

={(f(z,u
={(f(z,u
={(

<

Oletuksen (2.3.6) mukaan joukko L(z) on konveksi. Niinpé kahden konveksin
joukon leikkaus f(#, U) on konveksi.

Olkoot yx, k = 1,2, ... dynamiikan (9) méérittiméan saftosysteemin rat-
kaisukdyrat alkuehdoilla (xg,0) ja sdadoilld (ug,0). Kun juokseva kustan-
nuskertymé alkuperéisid R™:n ratkaisukdyrid pitkin merkitdin

mw:/r@@mwmb»em@L

to

niin voidaan kirjoittaa g = (yk, 2x)-
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Valitaan sellainen osajono (95) C (Jx), etta
liminf gp.(t,) = lim ga(t1).

Jonot (yx) ja (2x) ovat tasaisesti rajoitetut, joten jonoon (gy) voidaan soveltaa
lausetta 2.3.4. Sen mukaan on olemassa kiyrét 7 ja z, joita kohti jonojen (yp,)
ja (zp,) erddt osajonot (y,) ja (z,) suppenevat tasaisesti vililla [to,¢;]. Lisdksi
kiyra (y,z) on systeemin

y, :f(yvu)
{ya = woM + (1 — u)r(y, u) (10)

ratkaisukdyrd. On siis olemassa saadot @ : [tg,t1] — U ja ug : [to, t1] — U,
joilla

gl = f(yaa)
Z = aoM + (1 — up)r(y, u).

Alemman yhtélon nojalla z2 > (g, @). Siis

/t "), A < /t "

’ = 2(;1) - Z(tO)
= lim [z,(t1) — 24(0)]

g—0o0

= liminflz(t1) — 2 (to)

= liminf /tlr(yk(t),uk(t))dt.

k—o00 to

Lauseen vaitteet on nain todistettu. [

Edellisten aputulosten avulla voidaan todistaa, ettd Bolzan ongelmalle on
olemassa ratkaisu, olipa alkuehto miki hyvansa.

Lause 2.3.8 (Olemassaololause.) Lisdatddn edellisen lauseen oletuksiin vield
oletus, ettd loppukustannukset esittdvd funktio g on jatkuva. Tdalléin milld
tahansa alkuehdolla (x,t) € R™ X [to, t1] Bolzan ongelmalle on ratkaisu ole-
massa.
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Todistus. Valitaan mielivaltainen piste (x,t) € R"™ X [to,¢;] (hetki ¢; on
selvi, koska silloin kysymys on pelkistddn jatkuvan funktion g minimoin-
nista joukossa, joka saadaan kuvaamalla kompaktia joukkoa U jatkuvilla ku-
vauksilla). Valitaan kaikista sdadoistd u : [t,t1] — U jono (ug) niin, etté

lim Cy(up) = inf  C,i(u). 11

li Coofug) = inf | Clufu) (1)
Kaikilla kdyrilla on yhteinen alkupiste z, ja Lemman 2.1.5 mukaan sdétojonoa
(ug) vastaava ratkaisukéyrien jono (yx) on tasaisesti rajoitettu ajan kiydessi
t:std ti:een. Lauseen 2.3.7 nojalla kdyrdjonolla on osajono, joka suppenee
tasaisesti kohti jotakin systeemin ratkaisukéyrad g : [¢,t;] — R", jolla

/t r(g(s). 5())ds < limind /t o (yel(s), u(s))ds. (12)

Tasainen suppeneminen edellyttai pisteittiista suppenemista, joten tamankin

kiyran alkupisteen on oltava (x,t). Kun merkitdin vastaavaa sidtoa u:lla,

niin
Cr(@) i r(s), a(s))ds +g(glty; 2., 7)

lminfy oo f; 7(y(s)), ue(s))ds + limy_.o0 g(yr(ts; 2, t, uy)

i [} 7 (00(5)), w(9))ds + gyt 7,1, )]

limy o0 Co e (ug)

infu:[t,tl}—>U Ox,t(u)

IA A

yhtélon (11) perusteella, siis @ on optimaalinen sdito. O

On siis 1oydetty riittdvat ehdot optimaalisen sdddon olemassaololle. Vilt-
tamétta sddtojoukon U ei kuitenkaan tarvitse olla kompakti. Osoittautuu,
ettd talloinkin optimaalinen sdito voi olla olemassa - ainakin kun seuraavat
oletukset tayttyvit:

Oletus 2.3.9 On olemassa sellainen luku Ky, ettd systeemin dynamiikka f
noudattaa epdayhtaldd

|f (2, u)] < Ko(1 + || + |ul) (13)

kaikilla x € R™ ja u € U.
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Oletus 2.3.10 On olemassa sellainen funktio | : [0, oo[— [0, oo[ ja sellainen
luku ly <0, ettd

kun t — +o00, ja
|r(z, u)| = U(Ju]) = o (14)

kaikilla v € R* u e U.

Néiden oletusten vallitessa voidaan lauseen 2.3.8 oletuksista poistaa sié-
tojoukon kompaktisuus |6, Seuraus 7.4.7].

2.4 Dynaaminen ohjelmointi

Bolzan ongelma on vain yksi ongelmatyyppi sddtoteoriassa. Erilaista ldhes-
tymistapaa kiytetdén esimerkiksi lineaarisessa sdddossa [3] tai sddtoajan ol-
lessa vapaa parametri [6, luku 8|. Siksi myos ratkaisumenetelmét optimaalisen
sdadon loytamiseksi ovat hyvin kirjavia. Yksi klassinen ratkaisumenetelmi,
Richard Bellmanin 1950-luvun lopulla esittimé dynaaminen ohjelmointi, on
kuitenkin oleellisena perustana mychemmin kehitetylle teorialle, jota raapais-
taan syvemmin tulevissa luvuissa.

Ennen dynaamisen ohjelmoinnin periaatetta madritellddn sdatoteorias-
sa hyodyllinen arvofunktion (engl. value function) kisite Bolzan ongelman
yvhteyteen.

Maédritelmi 2.4.1 Bolzan ongelman arvofunktio on funktio V' : R"™ X [to, t1]
— R,
V(z,t) = inf{Cy,(u) : w: [t,t1] — U on mitallinen}.

Arvofunktio kertoo suoraan, kuinka pienin kustannuksin systeemi opti-
maalisimmillaan voi selvitd aikavélin [t,?;] aloitettaessa pisteestd z. Edel-
lisessé luvussa haettiin riittavia oletuksia sille, ettd optimaalinen ratkaisu on
olemassa kaikille alkutilanteille (x,t), ja ndiden oletusten vallitessa arvofunk-
tiokin on minimi eiké vain infimum.

Arvofunktio méériteltiin jokaiselle ajanhetkelle erikseen, mutta tuntuisi
johdonmukaiselta, ettd aiempien ja mychempien ajanhetkien vililld olisi jokin
riippuvuus. Tahén riippuvuuteen dynaaminen ohjelmointi pohjautuu. Seu-
raavaksi todistettava dynaamisen ohjelmoinnin periaate kertoo, miten.
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Lause 2.4.2 (Dynaamisen ohjelmoinnin periaate.) Olkoon V : R™ x [to, t1] —
R Bolzan ongelman arvofunktio ja olkoon (z,t,) € R™x|to, t1]. Tdlloin kaikille
t € [tz t1] patee yhtdilo

Ve t,) = inf [/t r(y(s), u(s))ds + V(y(e), )| (15)

itz t|—=U

Todistus. Valitaan mielivaltaisesti ¢ € [t,,t1], mitallinen s&&t6 uy : [t,, 1] —
U seké € > 0. Merkitddn x; = y(t; x, t,, uy). Koska

V(zy,t) = inf Oy (uw),

w:[te,t1]—U
niin on olemassa sellainen mitallinen sdato uy : [t,, 1] — U, ettd
Cx17t(u2) S V(.Z'l, t) +e€. (16)

Lyhyyden vuoksi kiytetddn sdatoja u; ja us vastaaville ratkaisukéyrille mer-
kintoja y1(+) = y(; @, te,ur) ja ya+) = y(+; 21, t, ug). Médritelladn "yhdistet-
ty” sdatdo w

w(s) = { ui(s) s € [ty 1]

UQ(S) S G]t,tl].
Silloin y(t1; @, t, w) = yo(t1). Arvofunktio toteuttaa nyt epayhtdlon

V(z,t,) < /t1r(y(s;x,tx,w),w(s))ds—|—g(y(t1;x,tz,w))
- / Fn(s), ur(s))ds + / " (ya(s), ua(s)ds + g(ua(t))

= /t r(y1(s),u1(s))ds + V(zq,t) + €.

Koska € ja uq olivat mielivaltaisia, voidaan paatelli, etta

Vi t,) < inf / r(y(s), u(s))ds + V(y(t), 1), (17)

Cwta U Jy,
missa y(-) = y(-; z, t,, u). Olkoon sitten usz sellainen sééto, ettd

Vi, ty) > Cyy,(ug) — € (18)
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ja merkitddn y3(-) = y(+; x,t,, u3) ja vz = ys(t). Nyt
Viast) < / P (ys(s), us(5))ds + g(ya(t)
— Con(us) - / (ys(s), us(s))ds
< Viot)+em [ o))

josta jalleen e:n mielivaltaisuuden nojalla
t
V(z,t,) > / r(ys(s), us(s))ds + V(xs,t)
2
t
> it [l a)ds + V.o,
— to

u:[tz,tl}

missa y(-) = y(+; x, t,, u). Tama epéyhtilo ja epayhtilo (17) todistavat véit-
teen. [

Dynaamisen ohjelmoinnin periaate on tirked, koska sen nojalla voidaan
ratkaista ongelma ”pala kerrallaan”:

Seuraus 2.4.3 Olkoon (x,t,) € R" X [to, t1]. Saato w : [t,t1] — U on opti-
maalinen, jos ja vain jos kaikilla t € [t,,t1]

V(e ty) = / F(y(s), u(s))ds + V(y(t), 1), (19)
missd y(+) = y(;x,ty, u).

2.5 Maksimiperiaate

Moniin Bolzan ongelman tyyppisiin sddtoongelmiin soveltuu Pontrjaginin
maksimiperiaatteena tunnettu klassinen ratkaisumenetelmé, jonka julkaisi
venildinen matemaatikko Lev Pontrjagin 1960-luvun alussa. Téssd luvus-
sa maksimiperiaate esitetdin ilman todistuksia (ne on esitetty esim. [6]:ssa),
ja sitéd sovelletaan luvun 2.2 esimerkkiin.

Aluksi madritellddn kaksi yleistettyjen derivaattojen késitetta.
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Maaritelma 2.5.1 Olkoon A C R"™ avoin, w : A — R kuvaus ja x € A.
Joukkoa

DYw(z) = {p eR™: hl’;lj;lp wly) - w|(yx)_—x|(p,y — ) < 0}

kutsutaan kuvauksen w (Fréchet-) aladifferentiaaliksi x:ssé.

Maégritelmi 2.5.2 Olkoon A C R" avoin ja v : Ax|ty, T[— R kuvaus.
Joukkoa

Vto(z,t) = {p € R" : limsup v(z+h,t) _‘fo’t) — ) < O}
h—0

kutsutaan kuvauksen v alaosittaisdifferentiaaliksi muuttujan = suhteen pis-
teessi (z,t).

Vastaavasti méiritellidn yladifferentiaali ja -osittaisdifferentiaali. Jos ku-
vaus sattuu olemaan differentioituva muuttujan x suhteen, niin ala- ja yladif-
ferentiaali ja -osittaisdifferentiaali ovat yhtd suuria kuin derivaatta tai osit-
taisderivaatta kussakin differentioituvuuspisteessa.

Pontrjaginin maksimiperiaatteen avaimena on duaalikdyriks: kutsuttu
funktio, joka on tietyn alkuarvotehtiavin ratkaisu:

Miaaritelmi 2.5.3 Tarkastellaan sidatosysteemia (2), jonka dynamiikkaa f
koskee oletus 2.1.2 ja juoksevia kustannuksia r oletus 2.3.5. Oletetaan lisikst,
ettd osittaisderivaatat f, ja v, ovat olemassa ja jatkuvia x:n suhteen. Lop-
pukustannusfunktio g oletetaan jatkuvaksi ja sdidtéjoukko U kompaktiksi.

Olkoon u : [t,T] — U Bolzan ongelman optimaalinen sidté alkuehdol-
la z(t) = xz(€ R"), ja olkoon y : [t,T] — R" y(-) = y(:;z,t,u) vastaava
optimiratkaisukdyrd. Olkoon vield vektori g € DT g(y(T)). Yhtilon (2) opti-
miratkaisun duaalikiyrd p : [t,T] — R" on alkuarvo-ongelman

P(s) = —faly(s),u(s)) - p(s) —re(y(s),u(s)) , mk seltT]
{ p(T) =q (20)

ratkaisu.

21



Duaalikdyrista kiytetdin englanninkielisessé kirjallisuudessa myos termié
co-state. Oletus sddtojoukon kompaktiudesta voidaan poistaa, jos muuten
taataan riittavit edellytykset optimaalisen sdadon olemassaololle (ks. 2.3.9).
Maaritelméasta on syytd myos havaita, ettd duaalikidyrd ei valttamatti ole
yksikésitteinen, mikéli funktio g ei ole differentioituva y(7"):ssé. Seuraavaksi
esitettdvi maksimiperiaate on kuitenkin voimassa silloinkin.

Lause 2.5.4 (Pontrjaginin maksimiperiaate.) Olkoot f, r, u, y ja p kuten
madritelmdssa 2.5.3 ja olkoon v € U. Tdlloin melkein kaikilla s € [t,T] on
voimassa epayhtdlo

—f(y(s),uls)) - p(s) = r(y(s), u(s)) = = f(y(s),v) - p(s) = r(y(s),v). (21)

Huomautus 2.5.5 Pontrjaginin maksimiperiaatteen mukaan optimaalisen
sdadon loytamiseksi riittdd maksimoida lauseke —f - p — r. TAméa on mo-
nesti ilmaistu lyhyemmin kiyttaméalla Bolzan ongelman Hamiltonin funktion
(engl. Hamiltonian) mééritelméd H (z,u,p) = —f(z,u) - p — r(z,u).* Hamil-
tonin funktiosta puhutaan lisda luvussa 3.1, mutta téssd yhteydessd kannat-
taa huomata, ettd sen avulla voidaan muotoilla kaksi kitevad yhtaloa

y'(s) = —Hy(y(s),uls),p(s)) (22)
p'(s) = Ha(y(s) uls),p(s)), (23)
s € [t,T]. Yhtéloita kutsutaan monesti Hamiltonin yhtdldiksi. Ensimmainen

niistd saadaan suoraan Hamiltonin funktion méaaritelmésta ja jalkimméinen
duaalikidyrin maaritelméasta.

Pontrjaginin maksimiperiaatteeseen liittyy olennaisesti myos seuraava ink-
luusio, joka luo yhteyden arvofunktioon.

Lause 2.5.6 Bolzan ongelman optimiratkaisun duaalikdyrdlle on kaikilla s €
[t, T| voimassa inkluusio

p(s) € VIV (y(s),s). (24)

4Periaatteesta kiytetdin joskus myos nimitystéd minimiperiaate, milloin minimoidaan
Hamiltonin funktiota sellaisenaan.
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Jélleen, jos arvofunktio on differentioituva, lauseen mukaan duaalikiyra
yvhtyy sen gradienttivektoriin. Duaalikiyra voidaan siis 10ytd4 seuraamalla ar-
vofunktion gradienttia. Mutta kuinka l6ydetddn arvofunktio? Siithen saadaan
vastaus seuraavassa osiossa. Sditoteoriaosion padtokseksi valaistakoon kui-
tenkin esimerkin kautta Pontrjaginin maksimiperiaatteen hyodyllisyytté kay-
tdnnon ongelmien ratkaisussa.

Esimerkki. Palautetaan mieleen luvun 2.2 esimerkki, jossa haluttiin maksi-
moida tuotto myytéessé vettd kaivosta Timbuktun asukkaille. Saatosysteemi
voitiin ilmoittaa muodossa

y'(t) = fy,u) = —ay(t) — fu(t) + 1,

missé «, 3 ja vy ovat vakioita. Minimoitavaksi kustannusfunktionaaliksi saatiin

%mw»:Armmwmw=A;&@k@?@—@@%

missé € on vakio ja §; ja p; ovat tunnettuja vakioita jokaisella i = 1,2, 3.
Muodostetaan Hamiltonin funktio.

H(y,u,p) = —f(y,u)-p—r(y,u)
Pi

= () + Bult) = 7)p — (0 + Eult) + 0.

Duaalikéiyrd p(f) saadaan differentiaaliyhtélosta (ks. (23), huomautus 2.5.5)

p(t) = Hy(y(t), u(t), p(t))

= ap(t)+e

€

=p(t) = De* — —

p(?) =,

missid D on vakio. Koska ¢ = 0, niin alidifferentiaali D*g(y(7)) = 0, joten

lauseen 2.5.6 nojalla p(7') = 0, siis

€

DeT — — = 0
Q@
=D = Ee’aT
Q@
Niin ollaan saatu duaalikiyralle lauseke
€
1) = — a(th)_]_ ]
plt) = (e )
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Sovelletaan sitten maksimiperiaatetta optimaalisen sdddon méaarittdmiseksi.
Jos % on optimaalinen sidito ja y sitd vastaava ratkaisukédyré, niin

H(y,u, = max H(y,u,
(g,1,p) o (y,u,p)
1 i
= max [—=u(t)* + (Bp(t) + Eyu(t) + p(t)(ay(t) — ) + ey(t)
u:[0,t]—[0,p1] 5@ 5@

Maksimi 16ytyy joko kdyrdn kirkipisteistd u(t) € 0, sq, s2, p1 tai Hamiltonin
funktion derivaatan nollakohdista
1

u(t) = §(pz‘+5zﬂp(t))

1 g

= St 5z‘€a(€a(t_T) - 1)),

mikili ne sattuvat oikealle vilille.
Jos kysyntd on kuvan 1 mallinen, niin maksimi saavutetaan kohdassa

1
’I_L(t) = é(pg + 536§(€a(tT) — 1)

Talla sdaadolla vedenkorkeus ajan funktiona on alkuarvotehtévin

{ y'(t) = —ay(t) — pu(t) +~
y(0) =0

ratkaisu

1
yt) = 402 [(Zﬁpm + (7T = 2)03¢8% — dya)e ™ — G342 +
a

missa > on vakio
Y = 20830 + 283¢3% + 4va.
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3 Hamilton-Jacobi-yhtilot

3.1 Karakterististen kiyrien menetelma

Edellisessa luvussa 2.5 Pontrjaginin maksimiperiaatteen yhteydessa esiintyi
Hamiltonin funktio H. Téssa luvussa Hamiltonin funktio on yleistys, jon-
ka avulla tutkitaan kerralla monta erilaista ongelmaa. Sille ei siten tarvita
eksplisiittistd maaritelmad. Aluksi kuitenkin méaaritellain Hamilton-Jacobi-
yhtalot.

Maééaritelma 3.1.1 Olkoon H : R" xR xR" x [0, oo[— R kahdesti jatkuvasti
differentioituva funktio. Muotoa

Owu(z,t) + H(z,u(z,t), Vu(z,t),t) =0 (25)

olevat ensimmdisen kertaluvun osittaisdifferentiaaliyhtilét ovat Hamilton-
Jacobi-yhtaloita muuttujan u : R™ X [0, co[— R suhteen.

Gradientti Vu kuvaa funktion w osittaisderivaattaa tila-argumentin x
suhteen. Sitd voidaan merkitd myds alaindeksin avulla muodossa u,. Samoin
atkaderivaatalle Oyu kiytetddn monesti merkintdd wu,.

Tyypillisesti Hamilton-Jacobi-yhtaloita tarkastellaan osana alkuarvo-
ongelmaa

{ Owu(w,t) + H(z,u(z,t), Vu(z,t),t) =0 (26)

u(z,0) = wup(x),

missi ug € C%(R").

Ongelman (26) erés klassinen ratkaisutapa on niin sanottu karakteristis-
ten kdyrien menetelmd. Esitellddn se ongelmalle, jonka Hamiltonin funktio
H ei riipu parametrista v suoraan, vaan ainoastaan sen gradientista:

{ Owu(z,t) + H(x,Vu(z,t),t) =0 (27)

u(z,0) = wuo(x),
Uy € CQ(Rn)

Maégritelmi 3.1.2 Hamilton-Jacobi-yhtilon (27) ratkaisuwun u liittyvd karak-
teristinen kiyrd on kuvaus t — (X(¢; 2),t), missd X (-, z) on yhtdilon

X = H,(X,Vu(X,t),t),

X(0) = - (28)
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ratkaisu (alaindeksi p merkitsee tdssa differentiointia keskimmdisen argu-
mentin suhteen).

Huomautus 3.1.3 Karakteristisen kiiyrin méaéritelma edellyttaa Hamilton-
Jacobi-yhtélon ratkaisun olemassaoloa. Ratkaisun ei kuitenkaan tarvitse olla
yksikésitteinen, jolloin myoskain karakteristinen kiyra ei ole yksikésitteinen.

Karakterististen kdyrien menetelma Hamilton-Jacobi-yhtalon ratkaisemi-
seksi perustuu seuraavaan paittelyyn. Oletetaan, etté ratkaisu u on olemassa
ja méaaritellaan

Ult;z) = u(X(t2),1),
P(t;z) = Vu(X(t2),1).

Kun niin méiritellyt kiyrat U ja P differentioidaan ajan ¢ suhteen, saadaan

U =w(X,t)+ Vu(X,t) - X
— —H(X,P,t)+ P H,(X,P,t)
ja '
P = Vu, (X, t) + Vu(X,t) - Hy(X, Vu(X,1),1).
Laskemalla puolittain gradientit Hamilton-Jacobi-yhtalosta (27) saadaan
0 =Vu(x,t)+VH(z,Vu(z,t),t)
= Vuy(z,t) + He(z, Vu(z,t),t) + Viu(z,t) - Hy(z, Vu(z,t),t).

Havaitaan, ettéd oikean puolen lausekkeen ensimméinen ja viimeinen termi
muodostavat P:n lausekkeen. Siis
P=—H,(X,P,t). (29)
Nyt pari X, P ratkaisee tavallisten differentiaaliyhtéloiden systeemin
)_'( = H,(X,Pt), X(0)=z, (30)
P =—-H,(X,Pt), P(0)=Vuy(z)

ja U toteuttaa yhtalon
U=—H(X,Pt)+ P-Hy(X,P,t) (31)

alkuarvolla U(0; z) = ug(z). Hamilton-Jacobi-yhtdlon (27) ratkaisu u voidaan
siis periaatteessa madrittdd ratkaisemalla X ja P yhtiloiden (30) avulla ja
sen jéilkeen ratkaisemalla U yhtélosta (31). TAma muotoillaan lauseeksi seu-
raavassa luvussa stationaaristen yhtéloiden erikoistapauksessa. Yleisempi tu-
los on esimerkiksi teoksessa [6, s. 99].
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Kuva 2: Karakteristinen kiiyrd X (¢), jolla ei ole pisteessd (1,0) kidnteisku-
vausta.
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Huomautus 3.1.4 Karakterististen kiiyrien menetelméssi on olennaista, et-
ta karakteristisella kiyralla X (f) on kddnteiskuvaus. Esimerkiksi kuvan 2
kdyrilld on pisteessd (1,0) niin sanottu kirkipiste, jossa gradientti havida.
Niinpé esimerkiksi alkuehdolla X (0) = (0, 1) ei Hamilton-Jacobi-yht&l6lla ole
ratkaisua sitd ajanhetked pitemmille, jolloin kiyrd saavuttaa pisteen (1,0).
Mydskédn alkuehdolla X (0) = (1,0) ei ratkaisua ole.

3.2 Stationaariset yhtalot

Tutkitaan sitten toisen tyyppisid erikoistapauksia Hamilton-Jacobi-yhtdloistéa
(26), nimittdin ajasta riippumattomia stationaarisia ongelmia. Olkoon Q2 C
R™ avoin joukko ja olkoon I' C 99 reunaton C?-pinta, jonka dimensio on
n — 1. My6s tutkittava Hamiltonin funktio oletetaan kahdesti jatkuvasti dif-
ferentioituvaksi, H € C?(Q x R x R"). Lisiiksi olkoon g € C?(2) tunnettu
funktio. On ratkaistava u, joka toteuttaa yhtilot

(Moo Ty = 1 s o

u(z) = g(z), zel.

Karakterististen kiiyrien menetelmé ongelmalle (32) mukailee edelli esi-
tettyd padttelyd. Ongelman topologia on kuitenkin monimutkaisempi, ja siten
my0s ratkaisu ndyttdd mutkikkaammalta.

Olkoon jilleen z € I' mielivaltainen. Olkoon v(z) pinnan I' yksikkonor-
maali pisteessii 2. Koska ratkaisun v € C'(Q) on toteutettava yhtilé u = g
koko joukossa I', voivat funktioiden u ja g derivaatat poiketa toisistaan vain
pinnan normaalin suunnassa:

Vu(z) = Vg(z) + A\v(z) (33)

jollakin A = A(z) € R. Hamilton-Jacobi-yhtélon (32) nojalla luvun A téytyy
kuulua joukkoon

A(z) ={ e R: H(z,9(2),Vg(z) + Av(z)) =0}.
Muodostetaan jalleen karakteristinen kiyrd X (-; z) yhtalon

X = Hy(X,u(X),Vu(X)), X(0;2) = 2 (34)
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ratkaisuna (alaindeksi p viittaa nyt differentioimiseen viimeisen argumentin
Vu suhteen). Asetetaan lisiksi

Ut;z) = u(X(t2)),
P(t;z) = Vu(X(t;2)).

Seuraava lemma tarjoaa systeemin, josta ratkaisu u voidaan karakterististen
kiyrien menetelmalla selvittaa.

Lemma 3.2.1 Olkoonu € CY(Q) yhtdilin (32) ratkaisu ja olkoon z € T'. Kun
X, U ja P mddritelliin kuten edelld, niin on olemassa sellainen \ € A(z),
etta

X = H,(X,U,P) ,X(0) =2
U =P-Hy,(X,UP) JU(0) = g(2) (35)
P =—-H.(X,UP)—P-H,/(X,UP) ,P0)=Vg(2)+ v (2).

Todistus. Ensimmaéinen yhtdlo on karakteristisen kidyrin méaritelméssa sel-
laisenaan. Toinen yht#lo saadaan suoraan differentioimalla u(X(-)) ja alku-
ehto péattelystd u(X(0;2)) = u(z) = g(z). Kolmas yhtélo voidaan johtaa
differentioimalla Hamilton-Jacobi-yht&lo
0 = DH(X,u(X),Vu(X))
= H,(X,u(X),Vu(X))+ H,(X,u(X), Vu(X)) - Vu(X)
+H, (X, u(X), Vu(X) - VZu(X)
= H.(X,UP)+P-H,X,UP)+P-H,X,U,P),

alkuehto puolestaan tulee yhtalosté (33). O

Maédritelmi 3.2.2 Systeemi (35) on stationaarisen Hamilton-Jacobi-yhtdlon
(82) karakteristinen systeemi. Vektori po € R™ on yhtdlon karakteristinen
vektori pisteessd zg € I', jos

H,(20,9(20),p0) - ¥(20) =0 (36)

Kéytetddn merkintdd A*(zp) joukon A(zp) osajoukosta, jonka alkiolla A €
A*(zp) vektori
Vg(z0) + Av(20) (37)

ei ole karakteristinen pisteessi z.
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Kuva 3: Esimerkkeji karakteristisista kiyristd R2-avaruudessa.

Lause 3.2.3 A*(zy) on diskreetti joukko.

Todistus. Tarkastellaan kuvausta f(\) = H (20, 9(20), Vg(20) + Av(z)). Kun
A € A*(2p), niin f(A) = 0 (koska A € A(zg)), mutta f'(\) # 0 koska vektori
(37) ei ole karakteristinen. Koska funktiot H ja g ovat kahdesti jatkuvasti
derivoituvia, on Bolzanon lauseen nojalla olemassa sellainen r» > 0, ettd A
on funktion f ainut nollakohta vélilla |]A — r, A + r[. Siis kaikki joukon A*(z)
alkiot ovat erillisid pisteitd, toisin sanoen A*(zg) on diskreetti joukko. [J

Esimerkki. Kuvassa 3 on karakteristisia kiyrid lineaarisessa tapauksessa,
Hy(z,u,p) = b(x). Kéyrit leikkaavat yksikkoympyréin keh#é avaruudessa R?.
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Joukko I' =Ty | JT'5 on se osa yksikkdympyristi, jossa
b(z)-v(z) <0.

Tassd tapauksessa milld tahansa z € ' Hamilton-Jacobi-yhtélon 32 ratkaisun
u(x) tasa-arvokiyrit myotéilevit karakteristisia kiyria.

Pisteissd A,B,C ja D b(z) - v(z) = 0, miké tarkoittaa, ettd néissd pisteis-
sd A*(z) = 0 eikd ole olemassa lokaalia ratkaisua u, joka ulottuisi joukkoon
). Huomattava kuitenkin on, ettd ympyrikehélld pisteestd E alkava karak-
teristinen kiyrd sivuaa joukon () reunaa pisteessid C' joukon 2 sisédpuolelta.
Télloin ratkaisufunktio u on epédjatkuva, mikéli g(E) # g(C).

Lause 3.2.4 Olkoon p: I' — R sellainen jatkuva funktio, ettd p(z) € A*(2)
kaikilla = € T'. Talloin on olemassa joukon I' ympdristé T' C Q ja joukossa
I" Hamilton-Jacobi-yhtilon (32) yksikdisitteinen C*-ratkaisu u, joka toteuttaa
yhtdlon

Vu(z) = Vg(2) + u(=)v(2) (38)
kaikilla z € T'.

Todistus. [6|[s. 102].

Esimerkki. Geometrisessa optiikassa ja akustiikassa sovellettava eikonaali-
yhtdlé on Hamilton-Jacobi-yhtilo, jonka Hamiltonin funktio H on

H(Vu(x)) = |Vu(z)]* =1, x € R",
Tutkitaan eikonaaliyhtaloé
|Vu(z)?—1=0 (39)

R™:n yksikkopallossa, Q = B"(0,1), jonka reunalla I' := {z € R" : |2] = 1}
on voimassa yhtalo

u(z) = 0. (40)
Jotta yhtélo (39) olisi voimassa, téytyy olla
[Vu(z)] =1,

erityisesti kaikilla z : |z] = 1. Koska reunaehdon (40) funktio g on vakio-

funktio ¢ = 0, on ratkaisun u derivaatan oltava reunalla reunan normaalin
suuntainen. Niinpé

Az) = AN (2) ={-1,+1}
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kaikilla z € I'. Niitd vastaavat karakteristiset kiyrit saadaan nyt laskettua
systeemista

X(t;z) ==42P(t; 2) , X(0;2) =z
Ult;z) ==+P(t;2z)-2P(t;z) ,U(0;2) =0
P(t;z) =0 ,P(0;2) = £v(z) = £2.

Kayriksi saadaan
X(t;z) =(142t)z
Ult;z) =2zt =2t
P(t;z) ===z

Kéyrit X kddntdmalld (ehdolla 1 £ 2¢ > 0) saadaan

x
) =15
|z
ja
|z -1
t(r) ==+ .
(e) =+

Niinpé on loydetty kaksi vaihtoehtoista ratkaisua
u(z) = U(t(x); 2(z)) = 2t(z) = £(|=] — 1).

Lokaaleja Hamilton-Jacobi-yhtélon ratkaisuja on monesti siis mahdollista
16ytaa karakterististen kiiyrien menetelmalld, ja yhtélon ja tutkittavan joukon
ollessa riittavén siistit kelpaavat ratkaisut globaalistikin. Jotkin joukon pis-
teet voivat kuitenkin jaidda edelleen vaille yksikésitteistd ratkaisua; karak-
teristiset kiyrdt saattavat leikata toisensa. Edellisessd esimerkissd origo oli
tallainen piste.

Nykyaikaisemmat menetelmét Hamilton-Jacobi-yhtdloiden ratkaisemisek-
si yleistavit ratkaisun kisitettd niin, ettd useammin saadaan globaalisti yk-
sikdsitteisia niin sanottuja heikkoja ratkaisuja. Eras naistd menetelmisti esi-
telladn seuraavassa luvussa.

3.3 Viskositeettiratkaisut

Palataan stationaarisista Hamilton-Jacobi-yhtal6isté ajasta riippuviin, maa-
ritelméan 3.1.1 mukaisiin Hamilton-Jacobi-yhtédl6ihin. Ne ovat stationaari-
sia yhtaloja keskeisempid, monessa sovelluskohteessa, kuten siitoteoriassa,
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vaikkakin monesti méairitelméa 3.1.1 suppeampikin méarittely on riittava.
Luvussa 3.4 esimerkiksi tutkitaan erikoistapauksia, jotka ovat muotoa

{ Owu(z,t) + H(x,Vu(z,t)) =0
u(z,0) = up(x),

Tamé luku aloitetaan kuitenkin Hamilton-Jacobi-yhtélon viskositeetti-
ratkaisun yleispatevilla maaritelmalla.

(41)

Maééaritelma 3.3.1 Funktio u € C(Q2 x [0,00[) on alkuarvo-ongelman (26)
viskositeettialaratkaisu, mikdli u(x,0) = uo(x) ja kaikki funktiot
v € C™(2x]0, 00[) noudattavat implikaatiota

jos funktiolla u—v on lokaali maksimi pisteessd (x,t) € Q2x]0, 00|,
niin silloin Oyv(x,t) + H(x,v(x,t), Vo(z,t),t) < 0.

Vastaavasti funktio u € C(2x[0, 0o[) on yhtalon (41) viskositeettiylaratkaisu,
mikdli w(x,0) = uo(x) ja kaikki funktiot v € C*°(Qx]0,00[) noudattavat
implikaatiota

jos funktiolla uw—wv on lokaali minimi pisteessa (x,t) € 2x]0, oo],
niin silloin Oyv(z,t) + H(x,v(x,t), Vo(z,t),t) > 0.

Funktio, joka on saman yhtdilon viskositeettiala- ja viskositeettiylaratkaisu,
on yhtdlon viskositeettiratkaisu.

Maéaritelmé voidaan yhtéapitdavasti muodostaa myos ala- ja yladifferenti-
aalin madritelmid ja kyttden. Osoittautuu esimerkiksi, ettd u on viskositeet-
tialaratkaisu tdsmélleen silloin, kun kaikille z € €2 epéyhtélo

on voimassa kaikilla (p;,p,) € DTu(z,t) [6, Lause 3.1.7 ¢]. Viskositeet-
tiyldratkaisu maarittyy vastaavasti ylddifferentiaalin avulla kiénteisen epa-
yhtalén kautta.

Pisteissé, joissa u on differentioituva, sekd ala- ettd yladifferentiaali sisél-
tavat vain funktion derivaatan. Niinpad myos viskositeettiratkaisu on talldin
yhtapitava klassisen ratkaisun kanssa.

Viskositeettiratkaisujen 16ytamiseksi erds tunnetuimmista menetelmista
on niin sanottu hdavidvin viskositeetin menetelmda (engl. vanishing viscosity).
Menetelmé perustuu seuraavaan tulokseen.
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Lause 3.3.2 Olkoon €, C|0,00[ jono, joka suppenee kohti raja-arvoa 0, ja
olkoon uy € C*(Q2 x [0, 00[) yhtdlin

Ovug(x) + H(z, up(z), Vur(z)) = exAug(z) , © € Q (43)

ratkaisu. Jos funktiojono (ux) suppenee lokaalisti tasaisesti kohti rajafunktio-
ta u, niin u on Hamilton-Jacobi-yhtdlon (25) viskositeettiratkaisu.

Todistus. |7, s. 38 (Lause VL.1)|.

Lause 3.3.2 ei takaa, ettd kaikille Hamilton-Jacobi-yhtéloille viskositeet-
tiratkaisu olisi olemassa, tai ettd mahdollinen ratkaisu olisi yksikésitteinen.
Muutamin oletuksin olemassaolo voidaan todistaa (ks. esim. [14], luku 8).
Yksikésitteisyys puolestaan voidaan johtaa seuraavaksi esitettavan vertaslu-
periaatteen avulla.

Lause 3.3.3 (Vertailuperiaate.) Olkoon H : R" x R" — R jatkuva siten,
ettd epdayhtalo

| H (z,p) — H(z,q)| < K(|lz| + 1)|p —q (44)
on jollakin K > 0 voimassa kaikilla x,p,q € R™. Oletetaan lisiksi, ettd
kaikille R > 0 on olemassa sellainen jatkuva ja kasvava kuvaus wg : [0, co|—
0, 00|, ettd wr(0) =0 ja epdyhtdlo

|H(z,p) — H(y,p)| < wr(|z —y|) +wr(jz —ylp|) (45)

on voimassa kaikilla x,y € B(0, R) ja p € R". Jos u; on Hamilton-Jacobi-
yhtdlon (41) viskositeettialaratkaisu joukossa R™ <10, T ja uy vastaava viskosi-
teettiyldratkaisu ja jos kaikilla x € R"

ui(x,0) < ug(x,0),
nn
U < U
kaikkialla joukossa R™ x [0,T.
Todistus. |4, osa III, Lause 3.15 ja Huomautus 3.18]

Huomautus 3.3.4 Vertailuperiaate todistaa kiytdnnossd, ettd Hamilton-
Jacobi-yhtélon viskositeettiratkaisu on yksikésitteinen. Jos nimittdin 7 ja
u ovat saman Hamilton-Jacobi-yhtélon viskositeettiratkaisuja, ne ovat seké
viskositeettiyldratkaisuja ja viskositeettialaratkaisuja. Vertailuperiaatteen no-
jalla yhtaalta @ < u, toisaalta u < 4. Kyseessd on siis sama ratkaisu.
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3.4 Hamilton-Jacobi-yhtilot ja siatoteoria

Otetaan vield kerran tarkasteluun luvun 2.3 Bolzan ongelma. Siiné etsittiin
optimaalista sddtéd u, jolla kustannusfunktionaali

Coalut) = / F(y(s), u(s))ds + g(y(T))

olisi pienin mahdollinen. Ongelman ratkaisuksi 16ytyi Pontrjaginin maksimi-
periaate (luku 2.5), jonka mukaan optimaalinen sdité u on se sditd, joka
maksimoi Bolzan ongelman Hamiltonin funktion

H(:L‘,u,p) = —f(x,u) "D~ r(x,u).

Se voitiin 16ytdé ratkaisemalla Hamiltonin yhtdlot

y(s) = —Hy(y(s) uls),p(s)) (46)
P'(s) = Hu(y(s),u(s),p(s)). (47)

Liséksi Bolzan ongelman arvofunktio
V(z,t) =inf{C,(u) : u: [t,T] — U on mitallinen}
kytkeytyi duaalikiyrdén p inkluusion
p(s) € VIV (y(s), s) (48)

kautta.

Luvussa 3.2 tehtiin jotakin hyvin samankaltaista ratkaistaessa stationaa-
risia Hamilton-Jacobi-yhtéloita karakterististen kiyrien menetelmélld. Onko
sddtoteorialla jonkinlainen yhteys Hamilton-Jacobi-yhtél6ihin?

Yhteys todellakin on. Nimittédin arvofunktio V' toteuttaa Hamilton-Jacobi-
yhtélon, jossa Hamiltonin funktiona on Bolzan ongelman Hamiltonin funk-
tion optimi X

H(z,p) = max H(z,u,p).

uelU

Sovelluksissa téta tietoa harvoin hyddynnetién, mutta sddtoteorian tutkimuk-
sessa tulos on merkittdva. Sen todistaminen kruunatkoon kaiken edellisissé
luvuissa esitetyn teorian.
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Lause 3.4.1 Olkoon (f,U) sddtdsysteemi, jonka sdidtdjoukko U on kompak-
ti ja dynamitkka f Lipschitz-jatkuva oletuksen 2.1.2 mukaisesti. Tarkastel-
laan Bolzan ongelmaa, jonka juoksevat kustannukset r noudattavat Lipschitz-
oletusta 2.3.5 ja loppukustannukset g ovat kaikkialla lokaalisti Lipschitz-jatku-
vat. Talléin ongelman arvofunktio V- on Hamilton-Jacobi-yhtdlon

{—atV(g;,tHﬁ(x,VV(x,t)) = 0, (a1 €]0, T[xR"

V(z, T) = g¢g(z), ze€R" (49)

yksikdsitteinen viskositeettiratkaisu.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd loppuarvotehtévi (49) on hyvin asetettu.
Merkitdén U(x,t) = V(z, T — t). Ala- ja yladifferentiaaleille pétee talloin,
etta

(peypi) € DTU(2,t) < (P, —p¢) € DTV (2, T —t)

(peypt) € D7U(x,t) < (o, —pt) € D™V (2, T —t).

Nyt, kun tehtavalla

{atU(g;,tHﬁ(x,VU(t,x)) = 0, (x1) €0, T[xR"

U(z,0) = g(z), x€R" (50)

on ratkaisu, joka vertailuperiaatteen (Lause 3.3.3) nojalla on yksikésitteinen,
niin yksikésitteinen ratkaisu on olemassa myos tehtavalla (49).

On todistettava, ettd Bolzan ongelman arvofunktio on seké viskositeettiala-
ettd viskositeettiyldratkaisu. Sitd varten valitaan ensin (z,t) € R"x]0, 7T ja
(pzypt) € DTV (x,t). Lemman 2.1.5 nojalla valitaan sellainen luku R > 0,
ettd sddtoongelman kaikki mahdolliset ratkaisukdyrat y(-;z, ¢, u) siséltyvét
joukkoon B(z, R). Olkoon

M= swp |f(z )
B(z,R)xU

Nyt kaikilla sdadoilld w : [t,T] — U
ly(s;z,t,u) —x| < Mp(s—t), s>t (51)
Valitaan sitten mielivaltainen v € U ja tarkastellaan vakiosdétod v(t) = v

vastaavaa ratkaisua y(-; z, t,v). Oletuksesta 2.1.2 ja epayhtélosta (51) péadtel-
liiin, etté

y(s) =z+ [ fy(o),v)do
— o+ f(2,0)(s — 1) + [[f(y(0),0) - fla,0)ldo (52)
— o+ [z, v)(s — 1)+ ols — 1),
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kun s lahestyy ylhaédltapain hetkeé ¢.
Arvofunktion aladifferentiaali pisteessi a = (x,t) médriteltiin

D*V(a) = {p eR": liril_:)sup Vi) = V‘é@_;‘@’ b=a) < O} .
Erityisesti
fmsup Y0029 = VD) — (pep). 0.9 = @) o
s—t P |5 - t| -

ja siis yhtélon (52) nojalla
V(y(s),s) < V(z,t) + (px - flz,0) +pe)(s — ) +o(s — ). (54)

Toisaalta, koska s > t, dynaamisen ohjelmoinnin periaatteen (Lause 2.4.2)
nojalla V(z,t) < [ r(y(o),v)do + V(y(s), s). Siis

0< (et pa f(n0)s = 0+ [r(ylo)o)do tols =0,
= (Pt 4o flz,0))(s —1) +r(z,v)(s —t) +o(s —1).
Nyt
_pt_px'f(xvv) —r(x,v) S Oa (56)

ja alkion v € U mielivaltaisuuden nojalla
—pi+ H(z,p,) <0, (57)

siis arvofunktio V' on Hamilton-Jacobi-loppuarvotehtavin (49) viskositeet-
tialaratkaisu.

Valitaan sitten (p;, p.) € D~V (x,t) sekd € > 0. Ylddifferentiaalin maari-
telmén nojalla

im inf V(y(t+6),t+6)—V(x, ? — pid — pa(y(t +6) — x)

>0, (58
olipa y mité tahansa sdfit6d u vastaava ratkaisukéyrd y(-) = y(-; x,t, u).

Epéyhtélon (51) ja dynamiikan Lipschitz-ehdon nojalla saadaan asetettua
0 niin pieneksi, etta

P (y(t+6) =) = [, po- f(y(o), ulo))do (59)
> fttJr Pz - f(:p,u(a))da - 62|p$|MfK
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missd K > 0. Yhdistdmélld epayhtalot (58) ja (59) saadaan

V(y(t+90),t+06) — V(x,t) 1

t+0
. 2+ s [ pe faale)de = o) (60)

Nojautuen dynaamisen ohjelmoinnin periaatteeseen ja funktion r integroitu-
vuuteen koko vililld [¢, T'] voidaan asettaa luku 0 niin pieneksi, etta

V(y(t+0),t+9) = V(z,t)+ /ttJrér(x, v(0))do < 62

Yhdistden epayhtalot saadaan epéyhtilo

P+ % tt+6px - f(z,u(o)) + r(z,v(o))de < o(1)

Toisaalta

/t Do f@u(0)) + (@, v(0))do > —0H (z, py)

Riittévin pienelld § nyt

~

pe— H(z,p.) < e

Koska € oli mielivaltainen, saadaan lopulta
—pe + H(,p.) 2 0, (61)

mika todistaa, ettd arvofunktio V' on myos viskositeettiylaratkaisu. [
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4 Kaytettyja merkintoja

B 0,R)  Origokeskinen R-siteinen suljettu pallo
B™(0,R) Origokeskinen R-séteinen suljettu pallo R™ :ssé
C?(U) Joukossa U kahdesti jatkuvasti derivoituvien funktioiden joukko

0 Landaun symboli
R, Reaaliakselin véli (0,00)
X X:n differentiointi aikaparametrin ¢ suhteen
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