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1 Johdanto

Geometria on matematiikan ala, jossa tutkitaan kuvioita, kappaleita ja niiden
ominaisuuksia. Voidaan sanoa, ettd peruslaskutoimitusten rinnalla geometria
on vanhin matematiikan osa—alue. Sen sanotaan syntyneen muinaisesta maan-
mittauksesta. Jo antiikin aikaan oli tdrkedd, ettd maa—alueet saatiin mitattua
tarkasti. Saatuja tuloksia kiytettiin hyviksi mm. laadittaessa verotusta.

Térked vaihe matematiikan kehityksessa oli, etté alettiin todistaa vaitteita.
Kreikkalaiskaupungista Miletoksesta kotoisin oleva Thales (624eKr. — 547eKr.)
lausui kuuluisat viisi teoreemaansa, jotka hin omien sanojensa mukaan pystyi
todistamaan:

(1) Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhté suuret.
(2) Ristikulmat ovat yhtéd suuret.

(3) Kaksi kolmiota ovat yhtenevia, jos niilla on yhtd suuret kaksi
kulmaa ja niiden vilinen sivu.

(4) Ympyrin jokainen halkaisija jakaa ympyrén kahteen yhtdsuureen
0saar.

(5) Puoliympyrin kaaren sisdltimé kulma on suora.

Kuuluisin niisti on teoreema (5), joka tunnetaan Thaleen lauseena. Jai epé-
selviksi, mitd todistamisella téssé tapauksessa tarkoitettiin. Muinaisen Kreikan
matematiikan kehitys oli vield sithen aikaan hyvin alkutekijoissdén, joten tus-
kin voidaan puhua mistédin tarkoista todistuksista. Thales saattoi ainoastaan
perustella vaittdménsa kiyttden apuna intuitiivisia mielikuvia.

Jokaiseen todistukseen liittyy joukko oletuksia ja maaritelmis, jotta erilai-
set padttelyketjut saadaan suoritettua. Herdd kysymys, kuinka paljon maaritel-
mié tarvitaan, jotta Thaleen teoreemat voidaan todistaa. Talloin syntyy tarve
madritelld aksioomajérjestelma, jonka varaan geometria rakentuu. Aksioomalla
tarkoitetaan asiaa, jonka pohjalle todistukset rakentuvat. Aksioomajarjestelma
puolestaan muodostuu useasta keskendédn riippumattomasta ja ristiriidattomas-
ta aksioomasta.

Paralleeliaksiooma jakaa geometrian kahteen osa-alueeseen, euklidiseen ja
hyperboliseen geometriaan. Tdssd pro gradu — tutkielmassa esitelldén lyhyes-
ti euklidisen ja hyperbolisen tasogeometrian aksioomajarjestelmé. Taman jal-
keen konstruoidaan euklidisen geometrian malli ja kolme hyperbolisen geomet-
rian mallia. Lisdksi vertaillaan hyperbolisen geometrian malleja toisiinsa. Pro
gradu — tutkielmassani kasitellddn erilaisia hyperbolisen geometrian malleja 14-
hinnd siksi, ettd eri malleissa eri piirteet ndkyvét hyvin. Lisdksi niistd nédkee
eri ehdokkaita teoreemoiksi ja todistuksiksi. Lisdksi mallien avulla saa ideoita
sovelluksiin.
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2 Hilbertin aksioomajirjestelma

Geometrian aksioomat sisdltévit peruskisitteet piste ja suora seki perusrelaatiot
suora kulkee pisteen kautta, vdilissdolo, janojen yhtenevyys ja kulmien yhtene-
vyys. Seuraavassa kiiydédin lipi Hilbertin! aksioomat (H1) — (H13) ja Dedekindin®
aksiooma (DA).

2.1 Hilbertin ja Dedekindin aksioomat

(H1) Jos P ja @ ovat eri pisteitd, niin on olemassa tésmélleen yksi suora, joka
kulkee pisteiden P ja @ kautta.

<
HUOM! Edelld mainitusta suorasta kiytetdan merkintdd PQ.
(H2) Jokaiseen suoraan siséltyy ainakin kaksi eri pistetta.

(H3) On olemassa kolme eri pistettd siten, ettei mikdin suora kulje niiden
kaikkien kautta.

(H4) Jos B on A:mn ja C'n vilissd, merkitdsn A «+ B = C, niin A, B ja C ovat
eri pisteitd, joiden kaikkien kautta kulkee sama suora ja C' x B * A.

(H5) Jos A ja B ovat eri pisteitd, niin suoralla AB on pisteet C, D ja FE siten,
etta
CxAxB, AxDxBjaAxBxE.

(H6) Jos A, B ja C ovat eri pisteitd, jotka kuuluvat samalle suoralle, niin
tasmélleen yksi seuraavista ehdoista on voimassa:

AxBx(C, AxCxBtai Bx AxC.
Maiéritelm3i 2.1.1. Olkoon A ja B eri pisteitd. Joukkoa
AB :={C on piste | AxC * B tai A =C tai B=C}
sanotaan janaksi AB.

Maiéritelma 2.1.2. Olkoon [ suora, sekd A ja B pisteitd, joiden kautta [ ei
kulje. Sanotaan, ettd pisteet A ja B ovat samalla puolella suoraa I, ABI tai
BAl, jos A = B tai suora [ ei sisilld janan AB pisteitd. Muulloin sanotaan, etta
A ja B ovat eri puolilla suoraa [, AlB tai BlA.

!David Hilbert (1862 — 1943) oli saksalainen matemaatikko. Hénen saavutuksiaan oli geo-
metrian aksioomajérjestelmén uudelleenasettaminen. Parhaiten Hilbert tosin tunnetaan 4&-
retonulotteisten avaruuksien kehittdjané.

2Richard Dedekind (1831 — 1916) oli Hilbertin tapaan saksalainen matemaatikko. Hinen
kiinnostuksen kohteenaan oli pddasiassa algebra. Vuonna 1850 Dedekind péityi opiskelemaan
lukuteoriaa Gottingenin kuuluisaan yliopistoon. Myhemmin hén opetti yliopistossa algebraa,
todenndkoisyyslaskentaa ja geometriaa. Dedekind ansoitui myos tutkimuksissaan. Hinen an-
siostaan kehittyivét algebran abstraktit osa-alueet, kuten ryhmit, renkaat, ja modulit. Ei ole
siis yllatys, ettd Dedekindin luomalla aksioomalla on myds syvéllinen algebrallinen merkitys.
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(H7) Olkoon [ suora sekii A, B ja C pisteitd, joiden kautta [ ei kulje. Tall6in
on voimassa:

(1) Jos ABI ja BCI, niin ACI.
(2) Jos AlB ja BIC, niin ACI.

Maiéritelm3i 2.1.3. Olkoon A ja B eri pisteitd. Joukkoa
—
AB := ABU{C on piste | Ax Bx C}

R R g
sanotaan puolisuoraksi AB.

(H8) Jos A ja B ovat eri pisteita ja P—Cj mielivaltainen puolisuora, niin on ole-

massa tdsmalleen yksi piste R € P—C)Q siten, ettd janat AB ja PR ovat yhtenevii,
AB = PR.

HUOM! C € AB\{A} <= B e AC\ {A}.

—
HUOM! Aksioomasta (H8) seuraa erityisesti, ettd pisteesti A suuntaan AB
piirretyt janat AC ja AC’ ovat sama jana, jos ne ovat yhtenevét.

(H9) Janojen yhtenevyys = on ekvivalenssirelaatio:

(1) AB = AB (Refleksiivisyys).
(2) Jos AB = CD, niin CD = AB (Symmetrisyys).
(3) Jos AB >~ CD ja CD = EF, niin AB = EF (Transitiivisuus).

(H10) Jos A * B x C, A’ x B' « C', AB = A'B’ ja BC = B'C’, niin
AC = A'C.

Maiéritelmi 2.1.4. Olkoon O ja @ eri pisteitd. Sanotaan ympyriksi pistejouk-
koa
{P on piste | OP = 0@},

missd O on ympyrin keskipiste ja @Q kehdpiste.

Kuva 1: Ympyridn méairitelméa

Madritelma 2.1.5. Kulma £ BAC muodostuu kahdesta puolisuorasta, kyljistd
—_— —
AB ja AC, jotka alkavat samasta pisteestd, kdrjestd A.
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HUOM! Kulmille on voimassa £ BAC = LCAB.

(H11) Olkoon £BAC kulma ja DE mielivaltainen suora. Olkoon lisdksi P
—

piste, joka ei sisilly suoraan DFE. Talloin on olemassa tasmaélleen yksi puolisuora

DF siten, ettd FPDE ja {BAC = {EDF.

HUOM! Aksiooma (H11) sanoo erityisesti, ettd jos kaksi kulmaa ovat yhte-
nevit ja niilld on yhteinen kylki, niin toinenkin kylki on yhteinen tai sitten eri
puolilla ensiksi mainittua kylked.

(H12) Kulmien yhtenevyys 2 on ekvivalenssirelaatio eli:

(1) LBAC = £BAC (Refleksiivisyys)
(2) Jos £BAC = LEDF, niin {EDF = £BAC (Symmetrisyys)
(3) Jos {BAC = {EDF ja {EDF = £HGI, niin {BAC = LHGI

(Transitiivisuus).

Maiéritelma 2.1.6. Olkoon A, B ja C eri pisteitd, jotka eivit kuulu samal-
le suoralle. Pisteiden A, B ja C' muodostamaa jéirjestettyd joukkoa sanotaan
kolmioksi, NABC'. Janoja AB, BC ja AC sanotaan kolmion sivuiksi, ja pisteita
A, B ja C kolmion kdrjiksi.

HUOM! Jarjestys merkitsee sitd, ettd AABC # ABAC.

Masaritelma 2.1.7. Olkoon AABC ja ADEF kolmioita. Sanotaan, ettd ne
ovat yhtenevid, NABC = ADEF, jos niiden vastaavat sivut ja kulmat ovat
yhtenevii.

(H13) Olkoon AABC ja ADEF kolmioita siten, ettd LA = LD, AB =~ DE
ja AC = DF. Télloin AABC =2 ADEF. (SKS — sidinto)

(DA) Olkoon ! suora ja L = {P | P on suoralla I} sen kaikkien pisteiden
joukko. Olkoon liséksi Dy € L ja Do € L siten, ettd

].) D1 #@JELD27£@

2) DiNDy =10

3)DyUDy =1L

)

4) Jos Q,R € D1, niin ei ole olemassa pistettd S € Ds, jolla olisi
Q * S * R.

(5) Jos Q,R € Do, niin ei ole olemassa pistettd S € D1, jolla olisi
Q * S * R.

(
(
(
(

Talloin on olemassa tdsmélleen yksi piste P € L siten, ettd kaikille A,B € L
pitee A x P x B aina ja vain kun A € Dy ja B € Dy, tai A € Dy ja B € Ds.

HUOM! Euklidisen geometrian aksioomajarjestelmain kuuluu lisdksi paral-
leeliaksiooma (PA) ja hyperbolisen geometrian aksioomajirjestelméén kuuluu
hyperbolinen aksiooma (HYP), jotka méadritelld&n kohdassa 2.3.
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2.2 Descartesin tasokoordinaatistomalli

Téassa luvussa konstruoidaan seuraavaksi euklidiselle geometrialle Descartesin
tasokoordinaatistomalli eli ns. "koulugeometriamalli”. Mallin avulla perustellaan
aksioomien (H1) — (H13), (DA) ja (PA) ristiriidattomuus.

Miiritelmi 2.2.1. Olkoon tason R? pisteet tasokoordinaatistomallin pisteiti
ja suorat muotoa

I = {(x,y) eR? | (z,y) = (w0, 90) + A(a,b), A € R}

olevia pistejoukkoja, missi (zo,y0) € R? ja (a,b) € R? \ {(0,0)} ovat kiinnitet-
tyjé. Lisdksi sanotaan, ettéd piste P kuuluu suoralle [, jos P € [.

Masritelma 2.2.2. Olkoon A ja B tasokoordinaatistomallin pisteitd. M&ari-
tellddn pisteiden vilinen etdisyys

|A =B := /(a1 — b1)? + (az — b2)?,
missd A = (a1,a2) ja B = (by1,b2). Etdisyyttd kutsutaan euklidiseksi etdisyydeksi.

Maiéritelma 2.2.3. Olkoon A, B ja C' eri pisteitd tasokoordinaatistomallissa.
Sanotaan, ettd B on pisteiden A ja C vdilissd, A x B x C, mikéli

[A=Cl=[lA- Bl +[B-C].

Lause 2.2.4. Olkoon A = (a1, a2) ja B = (b1, ba) eri pisteitd. Tasokoordinaa-
tistomallin joukko

{(z,y) € R? | (z,y) = (a1,a2) + AM(b1 — a1, by — az), X € [0,1]}
on jana AB. Sitd sanotaan usein euklidiseksi janaksi AB.
Todistus. Seuraa suoraan méiritelmistd 2.1.1, 2.2.1 ja 2.2.3. |

Kun vilisséolo nyt on médritelty, on my6s janan kisite médritelty. Pienelld las-
kulla voidaan osoittaa, ettd tillainen jana on sama asia kuin euklidinen jana.
Toisin sanoen jos A = (a1, a2) ja B = (b1,b2), niin A x C * B jos ja vain jos

C = (al,ag) +)\(b1 —a1,by — ag)

jollakin X € ]0, 1[. Vastaava pétee myds puolisuoralle. Toisin sanoen C' € 14—B> jos
ja vain jos

C = (a1,a2) + A(by — a1,b2 — az)
jollakin A > 0.

Lause 2.2.5. Olkoon A = (a1,az2) ja B = (b1, bs) eri pisteitd. Tasokoordinaa-
tistomallissa joukko

{(x,y) e R? | (z,y) = (a1,a2) + A(by — a1,b2 —az), A > O}

. - .y .. . . . . . . -
on puolisuora AB. Sitd sanotaan usein euklidiseksi puolisuoraksi AB.

Todistus. Seuraa suoraan méiritelmistd 2.1.3 ja 2.2.3 sekd Lauseesta 2.2.4. O
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Maiéritelma3 2.2.6. Olkoon A, B, C' ja D Descartesin tasokoordinaatistomallin
pisteitd. Mallin janat AB ja C'D ovat yhtenevid, AB = CD, jos on voimassa

A= B| = C - DI|.

Maaritelldan seuraavaksi kulmien yhtenevyys Descartesin tasokoordinaatistomal-
liin. Otetaan kulmien yhtenevyyden mdiéaritelméksi laajennettu Pythagoraan
lause (kosinilause)

a? =b> + ¢ — 2bccos a.

Kuva 2: Kosinilause

Maédritelméa 2.2.7. Descartesin tasokoordinaatistomallin kulmat £ BAC ja
ADEF ovat yhtenevid, { BAC =2 LEDF, jos

IA=BI?+[A-C|?—|B-C|* _ |D-E|*+|D—F|*—||E-F|*
1A= BIl[[A-C ID = E[l[|D - F]

HUOM! Niin méaaritelty ll}ltenevyys on todella kulmien vélinen relaatio. Jos
{BAC = LEDF ja B’ € AB ja C' € AC, niin {B'AC" =2 LEDF. Taméi on
helppo todeta laskemalla.

Lause 2.2.8. Descartesin® tasokoordinaatistomalli toteuttaa Hilbertin aksioo-
mat (H1) — (H13) ja Dedekindin aksiooman.

Todistus. Todetaan, ettd konstruoitu malli toteuttaa Hilbertin aksioomat:

(H1): Olkoon P ja @ tason R? eri pisteitéi. Tilldin on olemassa p1, p2, q1, @2 € R
siten, ettd P = (p1,p2) ja @ = (¢1,g2). Valitaan suoraksi

{(z,y) €R* | (z,y) = (p1,p2) + M1 — 1,42 — p2), A € R},
jolloin
P = (p1,p2) + Maq1 — p1,92 — p2),

missd A = 0 ja
Q = (p1,p2) + Ma1 — p1,92 — p2),

3René Descartes (1596 — 1650) oli ranskalainen matemaatikko, filosofi ja tiedemies. Hénts
voidaan kutsua monellakin tapaa nykymatematiikan iséksi. Descartes kehitti karteesisen koor-
dinaatiston, jonka seurauksena analyyttinen geometria sai alkunsa. Keksintd oli merkittéva,
silld se loi yhteyden algebran ja geometrian viélille.
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missd A = 1. Néin ollen on olemassa ainakin yksi suora, joka kulkee pis-
<

teiden P ja @ kautta. Osoitetaan seuraavaksi suoran PQ) yksikisitteisyys.
Olkoon [ suora siten, ettd P € [ ja @ € [. T&ll6in suoran

l= {(:E,y) € R2 | (:E,y) = (IanO) +/\(a7b)a/\ € R}

lausekkeesta saadaan

(p1,p2) = (w0,%0) + Ap(a,b)
ja
(QIa (J2) = (‘TOv yO) + )‘Q(av b)?

missé Ap, A\g € R. Néin ollen pétee

a—pn
Ao — Ap
92 — P2
Ao — Ap
(P +q)(\p — )‘QQ) —p1tq

o= 2(33 — A3) Ja

(P2 + @2)(\B — )‘QQ) —p2tq

Yo = )
203~ A2)

a =

joten suora [ voidaan kirjoittaa muodossa

l={(z,y) € R* | (z,y) = (p1,p2) + Ma1 — p1,q2 — p2), A € R}.

Siis pisteiden P ja @ kautta kulkeva suora on yksikisitteinen.

: Olkoon [ mallin mielivaltainen suora. Till6in kyseinen suora on muotoa

= {(z,y) € R*| (2,y) = (w0,50) + A(a,b), A € R}

jollakin (xo,y0) € R? ja (a,b) € R?* \ {(0,0)}. Néin ollen suora kulkee
pisteiden (xo,y0) ja (zo + a, yo + b) kautta, joten aksiooma toteutuu.

: Valitaan pisteet (0,0), (1,0) ja (1,1) tasosta R?. On helppoa todeta, ettei

mikddn mallin suorista kulje jokaisen valitun pisteen kautta, joten aksioo-
ma (H3) pitee.

: Pisteiden olo samalla suoralla seuraa tavallisen kolmioepayht&lon kiinteis-

ehdosta ja muut kohdat seuraavat suoraan maéritelméasta 2.2.3.

: Olkoon A ja B mallin eri pisteita. Talloin on olemassa ay, ag, b1, by € R

siten, ettd A = (a1,a2) ja B = (b1,b2). Niin ollen suoraksi saadaan
— 2
AB = {(a:,y) eR?| (z,y) = (a1,a2) + A\(b1 — a1,b2 — a2), A € R} .

>
Valitaan suoralta AB pisteet C, D ja E siten, ettéd

Cc = (2@1 —b1,2a2 —bz) ()\ = —1)
D = a1-2i-b17a2—2|-b2) =1

2
E = (2b1 — a1,2b2 — ag) ()\ = 2)



2.2

Descartesin tasokoordinaatistomalli 8

Talloin on voimassa

|C—B|| = +/(2a1 —b; —b1)%+ (2a2 — by — by)?
2/(a1 — b1)? + (ag — b2)?

\/(2a1 — b1 —a1)?+ (2a2 — by — az)?
V(= b1)? + (a2 — b2)?

IC— Al +A- B,

+

[A=Bl = V(a1 —0b1)? + (az — b2)?
= %\/(m —b1)2+(a2—b2)2+%\/(a1 —b1)2+(a2—b2)2

_ a_a1+bl 2+ a_a2+b2 ?
- ! 2 2 2

b 2 b 2
n \/(al"2F 1—b1) +(a”2L 1—b2>

= [[A=Dl+[D- B

ja

[A=E| = Va1 —(2b1 —a1)]? + [a2 — (2b2 — a2)]?
2v/(a1 = b1)% + (az — bs)?

V(ar —1)? + (ag — b2)?

Vbt — (261 — a1)]? + [az — (2b3 — a2)]?
= [[A-B||+|B - E|,

+

joten
CxAxB, AxDxBjaAxBxE.

: Seuraa laskulla miaritelmésta 2.2.3.

: Aksiooman (H7) voimassaolon toteaminen suoraan laskemalla on han-

kalaa, mutta lineaarialgebran tiedoilla tason siirroista ja kierroista voi-
daan mielivaltainen tilanne olettaa sellaiseksi, ettd tarkasteltava suora [
on x — akseli. Olkoon A, B ja C mallin pisteitd siten, ettd ne eivit ole
x — akselilla. T&lloin on olemassa ai, az, b1, ba, c1, ca € R siten, ettd
A = (a1,a2), B = (b1,b2) ja C = (c1,¢2), missé ag, b, ca # 0. Osoitetaan
aluksi, etté

AlB <= asbs < 0.

Olkoon AlB. Talléin (p,0) € AB jollakin p € R, joten saadaan kaksi
mahdollista vaihtoehtoa:

(1) az < p < by

(2) by < p < as.
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Néin ollen asbs < 0. Olkoon seuraavaksi asbs < 0, jolloin as < 0 ja
ba > 0 tai ag > 0 ja bs < 0. Jana AB voidaan kirjoittaa muodossa

AB = {(x,y) €R? | (z,y) = (a1,a2) + A(by — a1, by —az), X € [0, 1]} )
Valitaan
P = (ai,a2) + Ap(b1 — a1, by — as)
missi Ap = a2l]fb2 . T&ll6in piste P on janan AB ja x — akselin leikkauspiste,
joten AlB.
(1) Olkoon ABI ja BCI. Télloin dskeisen nojalla saadaan
asbs > 0 ja baco > 0,
joten agb3ca > 0 ja siis azcy > 0. Néin ollen ACI.
(2) Olkoon AlB ja BIC. Télloin saadaan
asby <0 ja boco < 0,
joten agb3ca > 0 ja siis azcy > 0. Néin ollen ACI.
HUOM! Tasokoordinaatistomallissa Al B merkitsee, ettd pisteet A
ja B ovat tavallisessa mielessé eri puolilla suoraa .
(H8): Olkoon A ja B eri pisteitd seki P—Cj mielivaltainen puolisuora. T&lloin

on olemassa a1, ag, b1, b2, p1, D2, q1, g2 € R siten, ettd A = (a1,a2),
B = (b1,b2), P = (p1,p2) ja Q = (q1,92) ja puolisuoran lausekkeeksi saadaan

PQ = {(z,y) €R? | (2,y) = (p1,p2) + M1 — p1,q2 — p2), A > 0}

. . == . .
Valitaan piste R € P(Q) siten, etti

oy = b1) 4 (62 — ba) (1 — p1,q2 — p2)
(@1 —p1)* + (g2 — p2)? ! b 2

R = (r1,72) = (p1,p2) + \/

Talloin on voimassa

|A-B|> = (a1—b1)*
(a1 —b1)* + (
(@1 —p1)? + (g2 — p2)

_ (ay — b1)2 + (ag — by)? -
- \/(ql —p1)? + (g2 — p2)? (1 pl))

(a1 —b1)? 4 (az — b2)?
" <\/(Q1 —p1)? + (g2 — p2)? (a2 —p2)>
= (p1—71)*+ (p2 —12)?
= IP-RI?,

(az — bs)*

. b2)z [(q1 — p1)* + (g2 — p2)?]

2

2
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joten

(al — 51)2 + (ag — 52)2
(1 —p1)?+ (g2 — p2)?’

IA—BI—W*Jw¢$AR—¢

Néin ollen on olemassa tidsmélleen yksi R € P—Cj siten, ettd
A= B|| = [IP-Ql
(H9): Aksiooma (H9) on voimassa:

(1) Seuraa suoraan madritelmésta 2.2.6.
(2) Seuraa suoraan méadritelmésta 2.2.6.
(3) Valitaan vield pisteet E ja F tasosta R? siten, etti, CD = EF. Talléin

ehdoista AB = CD ja CD = EF saadaan ||[A — B|| = ||C — D||
ja ||C — D|| = |E — F||. Néin ollen ||A — B|| = || — F||, joten
AB = EF.

(H10): Olkoon A * B x C, A’ x B’ x C', AB = A’B’ ja BC = B'C’, jolloin
médritelmista 2.2.3 ja 2.2.6 seuraa

[A=Cll=A=B|+|B-C| =[|A=B'|+||B"-C'|| = | A= C|.
Néin ollen AC = A'C’, joten aksiooma (H10) on my6s voimassa.

(H11): Olkoon £ BAC kulma ja DE suora. Olkoon lisiksi P piste, joka ei sisil-
—
ly suoraan DE. Koska aksiooma (H8) on voimassa téssa mallissa, niin on
—
olemassa tésmilleen yksi piste G € DF siten, ettd AB = DG. Analyyt-
tisesta geometriasta tiedetddn, ettd mallille on voimassa kolmioepéyht&lo,
jolloin
[A=B| < [[B=Cl+[A-C],
[A=Cl < [A=B[+[B-C|ja
[B-C|l < [[A-B|[+[A-C].

Ratkaisemalla ympyroitd kuvaavat yhtdloparit voidaan todeta, ettd

D — keskinen ||A — C|| — séteinen ympyré ja G — keskinen || B — C|| — sétei-

nen ympyré, leikkaavat toisensa kahdessa pisteessé, jotka ovat eri puolilla
—

suoraa DFE. Valitaan pisteeksi F' néisté se, joka on samalla puolella kuin
P. Méiritelmén 2.2.7 nojalla saadaan L BAC' = LF DG ja edelleen

ABAC = LEDF.

—
Niin ollen vaaditunlainen puolisuora DF on olemassa. Osoitetaan seu-
raavaksi sen yksikisitteisyys. Oletetaan, ettd on olemassa toinen ehdot
—

tayttavé puolisuora DF”, jolloin
AEDF = ABAC = LAEDF’.

ja siis
LEDF = LEDF’.
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. - . 4 .
On osoitettava, ettd, DF ja DF’ ovat sama suora, kun tiedetdén, ettd F

ja F’ ovat samalla puolella suoraa D<—>E kuin piste P. Voidaan olettaa, etta
D = (0,0). Olkoon lisdksi F = (f1, f2) ja F' = (f1, f3), jolloin saadaan
kaksi mahdollista vaihtoehtoa:

(1) fr = fy tai
(2) fr # f1-

(1) Voidaan olettaa, ettd fi = f; = 1. Oletetaan lisdksi £ = (1, ez) siten,
ettd
ez > fo> f3,
Merkitdén d = |D — E||. Kuvaus H : | — 00, e3] — R,

A+ f3 — (ea — fo)?

H(f2) = )

on injektio, joten
ID—E|*+|D-F|*—|E—-F|* , |D—E|*+||ID—F'|*—||E - F'|J
ID—E||D - F| D —E||D - F"|

Néin oll_e_n_)kulmat AEDF ja LEDF’ eivit ole yhtenevii, joten puo-
lisuora DF on yksikésitteinen.

£

(2) Olkoon f; # f;. Jos puolisuora DE on y — akselin suuntainen, niin
tilanne palautuu kohtaan (1) vaihtamalla akselien nimet. Voidaan
jalleen olettaa, ettd D = (0,0). Puolisuoralla ﬁ on olemassa piste,
jonka y — koordinaatti on aidosti positiivinen. Vaihdetaan tarvittaes-
sa pisteelle £ x — koordinaatiksi 1. T&ll6in tapaus palautuu kohtaan

(1).

(H12): Aksiooman kohdat (1) ja (2) on helppo perustella toteamalla ne méaaritel-
mén 2.2.7 valittomiksi seurauksiksi. Kohta (3) perustuu huomautukseen
sivulla 6.

(H13): Olkoon AABC ja ADEF kolmioita siten, ettd LA = LD, AB = DFE ja
AC = DF . Talloin méiritelmistd 2.2.6 ja 2.2.7 seuraa

|A=BI*+[A-C|*?—|IB-C|*> _ |D-E|*+|D-F|*—|E-F|?
1A= BJ|[|A = B ID = Ell[|D - F|
|[A-BIP+[[A-C|?—[B-C|* _ [A-B|P+[A-C|?—|E-F|?
1A= B|A-C| - 1A= B[A-C]
= |B-C|* = |D-F|?
= |[B-C| = |D-F|,

joten BC' = EF. Kaytetddn edelleen maéritelméi 2.2.7, jolloin saadaan

[A-B*+[B-CI?-|A-C|* _ |D-E|*+|E—F|*—|D-F|”
1A= BJl[|B - C 1D = Ell[|E - F

ja
A= C|I* +|[B-C|* —|A-B|* _ |[D—-F|*+||[E—F|*—||D-E|*

[A=ClliB - D = Fll[|E - F|
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Néin ollen £B = LF ja £C = £F, joten kolmiot AABC ja ADEF ovat
yhtenevié.

: Olkoon [ mielivaltainen suora. Olkoon lisiksi D1 C [ ja Do C I siten, ettd

(1) Dy # 0 ja Dy £ 0

(2) Dy N Dy = 1]

(3) D1 UDy =1

(4) Jos Q,R € Dy, niin ei ole olemassa pistetta S € D, jolla olisi
Q=*S*R.

(5) Jos P,@ € Do, niin ei ole olemassa pistettda S € Dy, jolla olisi
Q*S *R.

Osoitetaan, ettd on olemassa tdsmélleen yksi piste P € [ siten, ettd kaikille
A,B € I\{P} péitee A x P % B aina ja vain kun A € D; ja B € Dy, tai
A € Dy ja B € D;. Valitaan pisteet E = (e1,ea) ja F = (f1, f2) siten,
ettd E € D; ja F € D,. Valitaan joukot

Ar: = {NeR]| (e1,e2) + A(f1 —e1, foa—e2) € D1} ja
Ay: = {NeR]| (e1,e2) + A(f1 —e1, fo—e2) € Da}.

Osoitetaan, ettd joukot A; ja As toteuttavat Dedekindin aksiooman eh-
dot:

(1) Dy # 0 ja Dy # 0, jolloin on olemassa A1, A2 € R siten, ettd

(e1,e2) + Ai(f1 —e1, fa —e2) € Dy ja
(e1,€2) + Aa(f1 —e1, f2 —e2) € Ds.

Nain ollen \; € Al ja Ay € AQ.

(2) Joukoille A; ja Ay on voimassa

A1NAy ={NeR|(e1,e2) + A(f1 —e1, f2 —e2) € DiN D2} = 0.
(3) Joukoille Ay ja Ay on voimassa

ArUAy ={AeR|(e1,e2) + A(f1 —e1, fa—e2) € D1U Dy} =R.
(4) Olkoon \g, Ar € Ay, jolloin

Q = (e1,e2) +Ag(f1—e1,fo—e2) €Dija
R = (e1,e2) + Ar(f1 —e1, fa —e2) € Ds.

T4alloin ehdosta @ * S * R saadaan S € D;. Néin ollen
AQ < Ag < Ag tai A\g > Ag > AR,

missd S = (e1,e2) + As(f1 —e1, f2—e2). Siis kohta ehto (4) toteutuu.
(5) Samaan tapaan kuin kohta (4).
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Joukot A ja As toteuttavat Dedekindin aksiooman ehdot reaaliluvuille.
Talloin reaalilukujen tdydellisyyden nojalla on olemassa tismélleen yksi
luku Ap € |1, Ao siten, ettéd

Ap = supA; =inf Ay tai
Ap = inf Ay =supAs.
Niéin ollen pisteella
P =(e1,e2) + Ap(fi —e1, fa —e2)

on halutut ominaisuudet.

2.3 Paralleeliaksiooma ja hyperbolinen aksiooma

Tarkastellaan seuraavaksi suorien leikkauspisteitéd ja yhdensuuntaisuutta. M&a-
ritelldén suorien yhdensuuntaisuus ennen paralleeliaksioomaa.

Maéiritelma 2.3.1. Suoria [ ja m sanotaan yhdensuuntaisiksi, { || m, jos niilld
ei ole yhteisid pisteitd. Muussa tapauksessa merkitdan [ Jf m.

Seuraava paralleeliaksiooma on oleelliselta osalta peréisin Eukleideelta:
(PA) Olkoon ! mielivaltainen suora ja P piste, joka ei ole suoralla [. Talloin

on olemassa tasmélleen yksi suora m, joka kulkee pisteen P kautta, ja joka on
yvhdensuuntainen suoran [ kanssa.

P
®

Kuva 3: Paralleeliaksiooma (PA)

Lause 2.3.2. Descartesin tasokoordinaatistomalli toteuttaa paralleeliaksioo-
man.

Todistus. Olkoon
1= {(z,y) € R?| (z,y) = (x0,%0) + A(a,b), A € R},

missé (7o,y0) € R? ja (a,b) € R? \ {(0,0)} ovat kiinnitettyjd, mallin mielival-
tainen suora. Olkoon lisiksi P = (p1,p2) € . Valitaan suora

m = {(a:,y) e R?| (z,9) = (p1,p2) + Ma,b),\ € R}.

Oletuksen nojalla
(p1,p2) # (w0, y0) + A(a,b)

kaikilla A € R, joten

(p1,p2) + Mi(a, b) # (w0, y0) + Xa(a,b)
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kaikilla A, Ao € R. Ndin ollen suorat [ ja m ovat yhdensuuntaisia. Osoitetaan
seuraavaksi suoran m yksikésitteisyys. Olkoon suora

n= {(Iay) € R? | (‘Tvy) = (Ilayl) +/\(Cvd)7)‘ € R}v

missé (71,71) € R? ja (c,d) € R? \ {(0,0)} ovat kiinnitettyji, toinen pisteen P
kautta kulkeva suoran ! kanssa yhdensuuntainen suora. Talléin on voimassa

(z0,90) + A1(a,b) # (21,y1) + A2(c, d)

kaikilla A1,Ay € R. Toisin sanoen yhtéloparilla

Aa+ Aac = x9— X1
/\1b+>\2d = Yo — U
el ole ratkaisua. Talloin
a ¢
det [b d] =0

eli (a,b) ja (c,d) ovat lineaarisesti riippuvia. Néin ollen on olemassa A € R siten,
ettéd
Aa, b) = (¢,d).

Suora n kulkee pisteen P kautta, joten on olemassa vakio Ap € R siten, ettd

(p1,p2) = (z1,y1) + Ap(c,d) = (w1,91) + A Ap(a,b).

Talloin
(‘Ilvyl) = (p15p2) A )\P(CL, b)?

joten piste (x1,y1) € m. Néin ollen suora n voidaan kirjoittaa muodossa
n= {(‘Ivy) € R2 | (‘Ivy) = (p17p2) + )\(G,b),)\ € R} )
joten m = n. [l

Itse asiassa aikaisempien aksioomien avulla voidaan ilman paralleeliaksioomaa
osoittaa, ettd on olemassa ainakin yksi pisteen P kautta kulkeva suoran [ kanssa
yvhdensuuntainen suora. Sen sijaan seuraavassa luvussa ndemme, ettei yksiké-
sitteisyysehto seuraa néistd aksioomista, vaan todistukselle on oleellista, ettéd
tarkasteltiin Descartesin tasokoordinaatistomallia. Ndin ollen paralleeliaksioo-
ma on riippumaton aikaisemmista. Aksiooma luo eron euklidisen geometrian ja
hyperbolisen geometrian vilille. Toisin sanoen paralleeliaksiooma on voimassa
vain euklidisessa geometriassa. Médritellaén seuraavaksi hyperbolinen aksioo-
ma, joka on tarked tulevissa luvuissa.

(HYP) On olemassa sellainen suora [ ja piste P, joka ei ole suoralla [ siten,
ettd pisteen P kautta kulkee ainakin kaksi eri suoran [ kanssa yhdensuuntaista
suoraa.

HUOM! Geometrian malleissa tdsmélleen toinen aksioomista (PA) tai (HYP)
on voimassa.
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3 Puolitasomalli

Pian esiteltdvassd Hilbertin aksioomien puolitasomallissa ei toteudu parallee-
liaksiooma, vaikka muut aksioomat toteutuvat. Hyperbolisella geometriallakin
on siis olemassa malli, joten paralleeliaksiooma on riippumaton muista aksioo-
mista.

3.1 Puolitasomallin konstruointi

Konstruoidaan seuraavassa puolitasomalli Descartesin tasokoordinaatistomallin
pohjalle. Descartesin tasokoordinaatistomallin objekteja sanomme seuraavassa
yleensa euklidisiksi suoriksi, kulmiksi, ympyroiksi jne. Tasogeometriasta oletam-
me tunnetuksi paljon muutakin kuin aksioomat — eihédn tavallinen geometria ole
padaiheemme.

Miritelmi 3.1.1. Olkoon AB ja AC kaksi euklidista suoraa, jotka leikkaa-
vat toisensa pisteessd A siten, ettd kulma £BAC on suorakulma tavallisessa

. . . .. .. = = - = =
mielessd. Télloin sanotaan, ettd AC on suoran AB normaali, AB 1 AC.
Maaritelmé 3.1.2. Olkoon

T = {(z,y) eR* |y > 0}.
Kutsutaan pisteitd P € T puolitasomallin pisteiksi, ja kiytetdan niistd nimitysta
T — piste, jotta ne erottuvat euklidisista pisteisté.

Maiéritelma 3.1.3. Joukko l7 on puolitasomallin suora, mikili I+ = TN a,
missd « on joko x — akselin normaali tai ympyra, jonka keskipiste on x — akselilla.
Kutsutaan néita suoria 7— suoriksi, jotta ne erottuvat euklidisista suorista.

v

Kuva 4: Puolitasomallin suoria

Masritelmé 3.1.4. Olkoon A ja B mielivaltaisia 7— pisteita.
(1) Olkoon « ympyra, jonka keskipiste on = — akselilla. Olkoon lisdksi
P ja Q ympyrin « ja x — akselin leikkauspisteitd. T#ll6in
|A—PI[-||B-Qll|
[A=Qll-B- Pl

dr(A,B) = ‘1og

(2) Oletetaan, ettd o on x — akselin normaali. Olkoon liséksi P nor-
maalin « ja x — akselin leikkauspiste. Téll6in

1A - P

log
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Lukua d7 (A, B) sanotaan pisteiden A ja B véliseksi hyperboliseksi etiisyydeksi.

HUOM! Hyperboliselle etiisyydelle on voimassa kolmioepayhtéls. Jos A, B
ja C ovat 7— pisteitd, niin pitee

dT(A,B) < dT(A,C) + dT(B,C).

HUOM! Puolitasomallin pisteiden vélinen etdisyys voidaan ilmoittaa my0s
integraalilaskennan keinoin muodossa

dr (A, B) ::/é ds,

¥
missé v on polku A:sta B:hen pitkin 7— suoraa.

Maiéritelma 3.1.5. Olkoon A, B ja C eri 7— pisteitd. Sanotaan, ettd B on
puolitasomallin mielessé pisteiden A ja C wdlissd, A x B x C, jos A, B ja C
ovat samalla [7— suoralla ja

dr(A,C) = dr (A, B) + d7(B,C).

Maiéritelmd 3.1.6. Sanotaan, ettd janat AB1 ja CDgy ovat yhtenevid,
AB7 = CD7, jos
dT(AvB) = dT(CvD)

Maiéritelma 3.1.7. Sanotaan, ettd kulmat K BAC ja LEDF ovat yhtenevid,
—_— — —_—
{BACT = KLEDF7, jos ehdoista B’ € ABy, C' € ACr, E' € DFEr,
—
F' € DF siten, ettd ABy = DE/ ja ACr = DF} seuraa BCr = E'F4.

3.2 Aksioomat (H1) — (H13), (DA) ja (HYP) puolitaso-
mallissa

Osoitetaan seuraavaksi, ettd puolitasomalli toteuttaa aksioomat (H1) — (H13)
ja (DA). Néytetddn my0s, ettei paralleeliaksiooma ole voimassa. Kéytetdédn to-
distuksissa apuna Descartesin tasokoordinaatistomallia.

Lause 3.2.1. (H1) Jos P ja  ovat eri 7— pisteitd, niin on olemassa tdsmélleen
yksi 7— suora, joka kulkee pisteiden P ja @ kautta.

Todistus. Olkoon P = (p1,p2) ja @ = (q1,g2) eri 7— pisteita. T4lloin on olemassa
kaksi vaihtoehtoa:

(1) p1 = q1 ja p2 # o
(2) p1 # @1-

(1) Olkoon p1 = q1 ja p2 # g2. Téll6in euklidinen suora PQ on x — akselin nor-
~ —
maali, joten T N P(Q kelpaa etsityksi 7— suoraksi. Lauseen 2.2.8 nojalla

—
Descartesin tasokoordinaatistomallin suora P(Q on yksikdsitteinen, joten
ei ole olemassa muita taméan tyyppisia 7 — suoria, jotka kelpaisivat. Lisaksi
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kaikilla
z € R on voimassa

1P = (z,0)] =

|(p1,p2) — (z,0)]|

(p1 — )% + p3

(@n — )2 +p3

RIS

(1 — )%+ q3
(g1, q2) — (z,0)]
= @ —(z,0)]

joten mikddn (z,0)— keskinen ympyrd « ei toteuta ehtoa P, Q € TN a.
~ —>5
Nain ollen 7' N P on yksikisitteinen.

(2) Olkoon py # g1. Olkoon liséksi o« R— keskinen r— siteinen ympyré, missé

2 2 2 2
_l’_ — —
R =lr,m) = <p1 2?131 —qél) q270>

ja

2
\/(p1 —q)' +2(p1 — @) 03+ a3) + (a3 — p3)

2[p1 — 1

T =

Havaitaan, ettd P,Q € «, silld

- |P-x
= \/(pl —r1)° + (p2 — 12)°

2 2 2 2\ 2
p1+p2_ql_QQ) 2
= - +(p2—0
\/(pl ) (pl — Q1) (p2 )

92 _ 9 _2_2+2+22
_ \/( D1 P1q1 —P1 — P> T 44 qz) + p3

2(p1—q)
2 2 2\ ?

(p1—q1)” +45 —p3 +p2

2(p1—q1) ?
2

Vo —a) 201 — 00)* (63— 13) + (6 — p3)* + 4p3 (1 — 01)°
2(p1 —q1)
2
B \/(pl —a)" +2(1 — )" (03 + 63) + (3 — p3)
2lp1 — a1
= r
ja
Q=R = i@ —r)*+(@—r)

2 2 2 2\ 2
p1+p2_Q1_QQ) 2
= Q- +(q2—-0
\/( 2(p1 —q1) ( )
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2
B 2011 — 243 — P — P+ 4} + 43 )
= + Q3
2(p1—q1)

2
@3 —pi—(p—q)’ e
2(p1 —q1) 2

2
\/(p1 —q)' =2(p1 —01)* (3 —p}) + (¢ — p3)” + 443 ()1 — n)°

2(p1 — q1)
2
3 \/(p1 —a)" +2(1 — )" (0 + 63) + (a3 — p3)
2|p1 — a1

=

Tallsin T N o kelpaa etsityksi 7— suoraksi. Osoitetaan seuraavaksi
7 suoran yksikésitteisyys. Olkoon I7 toinen pisteiden P ja Q kautta
kulkeva 7— suora. T&lloin on olemassa «y siten, ettd I = T N aq. Ole-
tuksen nojalla p1 # ¢1, joten «a; ei ole x — akselin normaali, vaan o7 on
(s1,0)- keskinen s— séteinen ympyré, joka kulkee pisteiden P ja @ kautta.
Talloin saadaan yhtaloryhmé

(pr—r1)? +p3 = 1°
(—m)’+¢ =71
(pr—s1)°+p3 = s°
(n—51)%+q¢ = s

Naiin ollen = s ja edelleen a@ = a1, joten T N aon yksikésitteinen.
O
Lause 3.2.2. (H2) Jokaiseen 7— suoraan siséltyy ainakin kaksi eri 7— pistetta.

Todistus. Olkoon I7 mielivaltainen 7— suora. Télloin mééritelmén 3.1.3 nojalla
7T — suora on muotoa I = T N «, missd joko

(1) @ on x — akselin normaali tai
(2) @ on ympyré, jonka keskipiste on x — akselilla.

(1) Oletetaan, ettd o on x — akselin normaali. T&lloin « leikkaa x — akselin
pisteessé (o, 0), missd z¢ € R. Valitaan A = (x,1) ja B = (x0, 2), jolloin
A ja B ovat eri 7— pisteita. Lisdksi A,B € «, joten A,B € l7.

(2) Olkoon « ympyré, jonka keskipiste on P = (p,0) ja séde r. Valitaan

b))

jolloin

||A—P|—\/<p—%—p)2+<%—0>2_ g+g:7~
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ja

IB—PH=¢QH7%—pY+<§§—©2= g+g=n

Lisaksi A ja B ovat 7- pisteita, joten A,B € Ir.
Niin ollen jokaiseen 7— suoraan sisdltyy ainakin kaksi eri 7— pistetta. O

Lause 3.2.3. (H3) On olemassa kolme eri 7— pistettd siten, ettei mikdin
T— suora kulje niiden kaikkien kautta.

Todistus. Olkoon A = (—1,1), B = (0,1) ja C' = (1,1), jolloin kyseiset pisteet
ovat 7— pisteitd. Havaitaan, etté ei ole olemassa x — akselin suhteen normaalia
[ siten, ettd {A, B,C} C . Lisiiksi kaikilla (x,0) € R? on voimassa

1(0,1) = (w0, 0)|| < max {[[(—=1,1) = (z0,0)I, [I(1,1) — (x0,0) I},

joten ei ole olemassa (z9,0)— keskistd a— ympyrdd siten, ettd {A, B,C} C a.
Niin ollen mikdan 7— suora ei kulke pisteiden A, B ja C kautta. O

Lause 3.2.4. (H4) Jos A x B x C, niin A, B ja C ovat eri 7— pisteiti, joiden
kaikkien kautta kulkee sama 7— suora ja C' X B x A.

Todistus. Olkoon A x B x C. Maéritelméan 3.1.5 nojalla pisteet A, B ja C ovat
eri 7 pisteitd, ja niiden kautta kulkee sama suora [7. Téll6in mééritelmén 3.1.3
nojalla suora on muotoa Iy = T N «, missa:
(1) @ on z — akselin normaali tai
(2) @ on ympyri, jonka keskipiste on x — akselilla.
(1) Oletetaan, ettd o on z — akselin normaali. Olkoon lisdksi P o ja
x — akselin leikkauspiste. Talloin méaaritelmén 3.1.4 nojalla saadaan
1A - P

dr(A,B) = |log 1B=P|

1

T AP
log 5=p]

JB—W
A= P
= dr(B,A).

= |lo

(2) Olkoon « ympyré, jonka keskipiste on x — akselilla. Olkoon lisdksi P ja Q
a—ympyrin ja x — akselin leikkauspisteet. Talloin etdisyydelle on voimassa

[A—P|-|B-Ql

dr(A,B) = |l
e e R
- 1
- [A-PJ-[|B=QIl
log Ta=qIrB=P1
|B—P|-[A-Q]

= |lo

g
1B —=Qll-[lA- Pl
= dr(B,A).
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Nain ollen
dr(C,4) = dr(4,0)
= dr(A,B)+dr(B,C
= dT(BaA)+dT(CaB)
- dT(CaB)+dT(BuA)7
joten C' x B x A. O

Lemma 3.2.5. Olkoot A = (a1,a2), B = (b1,b2) ja C' = (c1, ¢2) eri T— pisteitd

siten, ettd ne ovat samalla 7— suoralla I = T N «a. Olkoon lisdksi kuvaus
P.:a—Jzg—r2z0 + 7],
P"“ (.I, y) =,

missd « on (g, 0) — keskinen r — séteinen ympyré. Talloin on voimassa
AXx B x(C <= P, (A) < P.(B) < P.(C) tai P.(A) > P.(B) > P.(C).
Todistus. Olkoon A x B x C. Té&lloin méaritelmén 3.1.4 nojalla saadaan

A= P|-lIC-Q
[A=Qll-lc - P
— log <|A—P| IB=Ql [[B-PI- IIC—QH)'
[A=Q[-IIB-Pll [[B=Q|-[C-P|
A= PI-IB=Q
[A=Ql-1IB - Pl
= dr(A,B) +dr(B,C),

dT(Au C) = log

B Pl-1C-Ql
I1B-@Qll-[C— Pl

= |lo

+ ‘10

joten
[A—-P|<[B-P|<|C-P|

tai
|A=P|>[B-P|>]C-P].

Naiin ollen saadaan
a1 < by < cp tai a; > by > cq,

jolloin
P.(A) < P.(B) < P.(C) tai P.(A) > P.(B) > P.(C).

Oletetaan seuraavaksi, ettd on voimassa
P.(A) < P.(B) < P.(C) tai P.(A) > P.(B) > P.(C).

Oletuksen nojalla pisteet A, B ja C ovat samalla 7 - suoralla. Viitteeseen pads-
tddn, kun kuljetaan dskeinen pdattelyketju toiseen suuntaan. O

Lause 3.2.6. (H5) Jos A ja B ovat eri 7— pisteitd, niin 7— suoralla ABr on
pisteet C, D ja E siten, etti

CxAxB, AxDxBjaAxBxE.

Todistus. Olkoon A = (a1, az) ja B = (b1, by) eri T— pisteita. Tallsin on olemassa

. . e . .
« siten, ettd AB7 =T N «, missé
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(1) @ on x — akselin normaali tai

(2) @ on ympyré, jonka keskipiste on x — akselilla.

(1) Olkoon a on x— akselin normaali. T&ll6in normaali leikkaa = — akselin
pisteessi P = (a1, 0). T4lloin saadaan kaksi vaihtoehtoa:

(1L1) AxBx P
(1.2) B*x A x P.

(1.1) Olkoon A % B x P. Valitaan 7— pisteet

b b
C = (a1,as +by),D = <a1,“2+ 2) ja E = (al,—2>,

2 2
jolloin
Cc-P A-P
dr(C,A)+dr (A, B) logﬁ —I—‘logﬁ
a2+b2 ag
= |l log —
hog 2122 2
b
= 1oga2: 2—|—1ogg—§
az(az + ba)
= 1 _
i) CLQbQ
az + by
= log b
a2+b2
= |log
2
= hogle=r1
|B - P
= dT(CuB)u
A-P D-P
dr(A,D)+dr(D,B) = logﬁ —i—}logﬁ
a a2+bo
= loga2—+2b2 + |log 22 ‘
2
as ¢12J2rb2
= lo +lo
ga2;rb2 g by
()
b (45)
= lo a2
= ng
= 1ogg—§
= g lA=P1
1B — P

= dT(AvB)
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ja
A-P B-P
dr(A,B)+dr(B,E) = ‘1ogﬁ —I—‘logﬁ
a9 bg
0og by ’ + |log %2
a2 ba
= log— + log —
og by + log %2
agbg
= log?
2
= 1ogz—j
2
= logz—:|
2
|A =P
= 1 _—
“’g [E=P]
= dr(AE).

—
Nain ollen 7- suoralla AB7 on pisteet C, D ja E siten, ettéd

CxAxB, AxDxBjaAx BxE.
(1.2) Samaan tapaan kuin kohta (1.1).

(2) Olkoon « ympyré, jonka keskipiste on = — akselilla. Talloin o— ympyralla
ja x — akselilla on olemassa leikkauspisteet P = (p,0) ja @ = (g, 0), joten
x — akseli on suora P(—C)Q Merkitdén A’ = (a1,0) ja B’ = (b1,0). Lemman
3.2.5 nojalla havaitaan, ettd A’, B/, P ja @ ovat eri pisteitd. Siksi on
voimassa

(21) A« B"x Pja B « A % (Q tai
(22) A« B «QjaB A % P.

(2.1) Olkoon aluksi A’ x B’ * P ja B’ x A’ * (). Lauseen 2.2.8 nojalla
x — akselilla on olemassa pisteet C’, D’ ja E’ siten, etté

Q+xC'xA, AAxD x«B jaB +«E xP.

Niin ollen lemman 3.2.5 nojalla 7— suoralla ﬁ'f on pisteet C, D ja
FE siten, ettd

CxAxB, AxDxBjaAxBxE.
(2.2) Samaan tapaan kuin kohta (2.1).
O

Lause 3.2.7. (H6) Jos A, B ja C ovat eri 7— pisteitd, jotka kuuluvat samalle
T - suoralle, niin tasmiélleen yksi seuraavista ehdoista on voimassa:

AxBx(C, AxCxBtaiBx AxC.
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Todistus. Olkoot A, B ja C ﬂ Tpristeité, jotka kuuluvat samalle
7T — suoralle. Talléin on voimassa AB7 = T N «, missé
(1) @ on x — akselin normaali tai
(2) @ on ympyri, jonka keskipiste on x — akselilla.
(1) Oletetaan, ettd o on x — akselin normaali. T&lloin pisteet A, B ja C kuu-

luvat myos samalle Descartesin tasokoordinaatistomallin suoralle, joten
Lauseen 2.2.8 nojalla on voimassa

AxBxC, AxCx*Btai Bx AxC.
Jos A x B x C, niin saadaan kaksi mahdollista vaihtoehtoa:

(L1) A« Bx P
(1.2) Bx Ax P,

missd P on a:n ja x — akselin leikkauspiste.
(1.1) Olkoon A * B x P. Talloin saadaan

o 1A= P
Ic=

|A-P| B~ P]|

|B=P[-[C-P|

|A—P|l-[|B-PJ

dr(A,C) =

‘1og

8B [P
oglA= Pl 1B P
1B—p| ¢ c—p]
) bgA—m+%gB—Pn
15— P IC— P

dT(A7 B) + dT(37 C)a

joten A x B x C.
(1.2) Samaan tapaan kuin kohta (1.1).

Todetaan muut vaihtoehdot vastaavalla tavalla. Niin ollen tdsmaélleen yksi
seuraavista ehdoista on voimassa:

AxBx(C, AxCxBtaiBx AxC.

(2) Olkoon a — ympyré (zg,0) — keskinen r — séteinen. Olkoon lisdksi kuvaus
Pria— Jzg —r,zo + 1,

P.(z,y) =x.

Pisteet A, B ja C ovat eri 7— pisteitd, joten on voimassa

P.(A) < P.(B)<P/(0),
P.(A) > P.(B)> P(0),
P.(4) < P.(C) < P(B),
P.(A) > P.(C)> P:(B),
P.(B) < P.(A)<P.(C)tai
P.(B) > P.(A) > P(0).
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Talloin lemman 3.2.5 nojalla saadaan

AxBx(C, AxCxBtaiBx AxC.

O

Lemma 3.2.8. Olkoon l7 = T N « puolitasomallin suora ja A, B € T\ Ir.

(1) Jos @ on x — akselin normaali, niin Al7 B jos ja vain jos AaB
euklidisessa mielessa.

(2) Jos a on ympyréi, jonka keskipiste on x — akselilla, niin Aly B
jos ja vain jos toinen pisteistd on ympyrin sisdpuolella ja toinen
ulkopuolella.

Todistus. Hyperbolinen jana AB7 on joko tavallinen euklidinen jana tai pisteita
A ja B yhdistdvd ympyrankaari, jonka keskipiste on x — akselilla. T#sté tiedosta
véite seuraa euklidisen geometrian laskulla. O

Lause 3.2.9. (H7) Olkoon lr 7— suora sekdi A, B ja C' 7T- pisteitd, joista
minkiin kautta [7 ei kulje. Talloin on voimassa:

(1) Jos ABIt ja BClr, niin ACIr.
(2) Jos AZTB ja BZTC, niin ACZT.

Todistus. Olkoon l7 T— suora sekd A = (a1,a3), B = (b1,b2) ja C = (c1,¢2)
T — pisteitd, joiden kautta I ei kulje.

(1) Olkoon ABlt ja BCly. Suora ly = T N « voi olla kahta eri tyyppi:

(1.1) & on x — akselin normaali.
(1.2) « on ympyré, jonka keskipiste on x — akselilla.

(1.1) Olkoon a on x — akselin normaali. T4lloin normaali leikkaa = — akselin
pisteessd P = (p,0). Oletetaan, ettd ABly ja BClr, jolloin lemman
3.2.8 nojalla on voimassa

max {ay,b1,c1} < p tai min{as,by,c1} > p.
T4alloin saadaan
“— .
ACTﬂaz{(:v,y)eACT|a1§:v§cl tal ¢q Sxﬁal}ﬂazﬁ,

joten ACIr.

(1.2) Olkoon « r— sdteinen ympyri, jonka keskipiste P on z — akselilla.
Talloin lemmasta 3.2.8 saadaan

r>max{[|A = P|,|[B = Pl|} tai r < min{[|A — P||, ||B - P||}
ja

r > max{||B — P||,||C — P||} tai r < min{||B — P||,||C — P||}.
Tasté seuraa

r > max{[|A = P|,[|C = P} tai r <min{||A = P, [|C - P][},
joten ACIr.
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(2) Olkoon Alr B ja BlrC'. Tarkastellaan jélleen 7— suoran l7 = T N « kaksi
eri tyyppia:

(2.1) @ on x — akselin normaali.
(2.2) a on ympyré, jonka keskipiste on z— akselilla.

(2.1) Olkoon « on x — akselin normaali. Tall6in normaali leikkaa = — akselin
pisteessd, P = (p,0). Oletetaan, ettd AlrB ja BlrC, joten lemman
3.2.8 nojalla on voimassa

max{a1,c1} < p < by tai by < p < max{ai,c1}.
T4alloin saadaan
— .
ACrNa = {(:C,y) €ACT | a1 <z < taic Sxﬁal}ﬂazﬁ,

joten ACIr.

(2.2) Olkoon « r— siteinen ympyrd, jonka keskipiste P on z — akselilla.
Talloin lemmasta 3.2.8 saadaan

min{|[A = P}, | B — P|[} <7 <max{[|A - P|,[B - P|}
ja
min{||B — P[], |C = P[[} <r <max{||B - P, [|C - Pl[}.
Tasté seuraa
r > max{||[4A— P|,||C — P||} tai » < min{||A — P||,||C — P||},
joten ACIr.
O

Lemma 3.2.10. Olkoon Iy = T N a hyperbolinen suora, missi « on
x — akselin normaali. Olkoon lisiksi A = (a1, a2), B = (a1,b2) € l7. Merkitadn
normaalin ja x — akselin leikkauspistettd pisteellda P = (a1,0). Talloin kuvaus
f1:10,a2] — R,

fi(b2) = d7 (A, B)

on aidosti vahenevi, kuvaus fs : Jas, 0o[ — R,
fa(b2) = dr (A, B)
on aidosti kasvava ja

liII(l)Jr dr(A,B) = lim dr(A,B) = 0.

xr—>00

Todistus. Todetaan, etté logaritmifunktio on aidosti monotoninen. Lisiksi

: o A-Pl| _ az|
Ay (A, B) = Ty, flos | =, 1, los 3, | = o
ja
. . |A— P : az
lim d7(A,B)= lim |lo = lim |log—| = o0,

joten viite pétee. [l
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Lemma 3.2.11. Olkoon Iy = TNao hyperbolinen suora, missa o on ympyré,
jonka keskipiste on x — akselilla. Olkoon lisdksi A = (a1,a2) € l7. Merkitdin
puoliympyran ja @ — akselin leikkauspisteitd pisteilla (p,0) ja (g,0) siten, ettd
p < q. Olkoon P, : R?2 — R?,

Br(z,y) = (,0)

ortogonaaliprojektio « — akselille. Télloin kuvaus fi : |p,a1[ — R,

on aidosti vihenevé, kuvaus fs : Jai,q[ — R,
fa(x) = dr (P (2), A)
on aidosti kasvava ja

lim dr(P ' (z),A) = lim dr (P '(z),A) = co.

T—p+ T——q—

Todistus. Todetaan, etté logaritmifunktio on aidosti monotoninen. Lisiksi

P Yz =Pl -||A—-
lim dr (P '(z),A) = lim |log I Til(x) - Qll = 0
z—p+ T—p+ HPT (;13) _Q” . HA_PH
ja
P Yz)—P| - ||A -
lim dr (P '(z),A) = lim |log I T_l(x) I @ll =0
T—q— T—sq— ||Pr (x) — QH . ||A _ P”
joten viite péatee. O

Lause 3.2.12. (H8) Jos A ja B ovat eri 7— pisteitd sekd P’—ij mielivaltainen

—
T - puolisuora, niin on olemassa tasmalleen yksi piste R € PQr siten, ettéd
AB1 = PR7.

Todistus. Lemmojen 3.2.10 ja 3.2.11 nojalla puolisuoralta P—Q)T 16ydetdan yksi-
kisitteinen piste R siten, etté

dr(A, B) = dr(PR).
Nain ollen ABr = PRt. O

Lause 3.2.13. (H9) Janojen yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio:
(1) ABT = AB7.
(2) Jos ABr =2 CD7, niin CDyr = ABr.
(3) Jos ABr 2 CDg ja CDt = EFy, niin ABy = EFr.
Todistus. Seuraa suoraan madritelméstd 3.1.6. O

Lause 3.2.14. (H10) Jos A x B x C, A’ x B' x ¢!, ABy =2 A'BL ja
BCt = B'Cl, niin ACr = A'CL.
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Todistus. Olkoon A, A’, B, B’, C ja C' T- pisteitd siten, etti A x B x C,
A" x B' x C', ABy = A'Bl ja BCr = B'C’%. Talloin oletusten nojalla saadaan

dr(A,C) = dr(A,B) +dr(B,C) = dr(A',B') + dr (B',C") = dr (A", C"),
joten ACr = A'CY.. O

Maiéritelmi 3.2.15. Sanotaan 7— isometriaksi bijektiota f : T —T siten,
ettd

kaikilla A, B € T.

Lemma 3.2.16. (1) Olkoon ABr = C'Dy. Télléin on olemassa 7— isometria
f siten, ettd f(A) = C ja f(B) = D.

(2) Olkoon LABC't = L{DEF 7. Télloin on olemassa 7 — isometria f siten, ettd
f(A) =D, f(B) € f(D)f(E)rT ja f(C) € f(D)f(F)T.

(3) Olkoon AB71 7—- suora. Talloin on olemassa 7 —isometria f, jonka rajoittuma
— — ~
T—-suoralle AB7 on identtinen kuvaus ja jolle PAB7 f(P) kaikilla P € T\ AB7.

Todistus. Katso luku 6. [l
Lemma 3.2.17. Olkoon f: T —> T T- isometria kaikilla 4, B € T. Tallsin

on voimassa
(1) Ax B x C<«<= f(A) x f(B) x f(C),
(2) ABr = CDr <= f(A)f(B)r = f(C)f (D)1 ja
(3) LABCT = LDEFT <= Lf(A)f(B)f(C) 7 = £Lf (D) f(E)f(F)-

Todistus. Viite seuraa suoraan puolitasomallin médritelmista ja oletuksesta.
O

Maéiritelmé 3.2.18. Lemman 3.2.17 kohdan (3) kuvausta f sanotaan peilauk-
“—
seksi T— suoran AB7 suhteen.

Lause 3.2.19. (H11) Olkoon £ BAC kulma ja DE7 mielivaltainen suora. Ol-
—

koon lisdksi P piste, joka ei sisdlly suoraan D F 7. Talloin on olemassa tdsmélleen

yksi puolisuora DF'7 siten, etti FPDET ja ABACT =2 {EDFr.

Todistus. Olkoon f : T—T siten, etté

kaikilla A, B € T. Lemman 3.2.16 mukaan on olemassa f siten, ettd f siten,
_ _— —
etti f(A) = D, f(B) € F(D)f(Eyr ja f(C) € F(D)f(F)r. Jos f(B)PDErT,
niin valitaan F' = (f(B). Muussa tapauksessa F = i(f(B)), missi ¢ on peilaus
7T— suoran DFE 7 suhteen. Néin ollen halutunlainen piste on olemassa.
Osoitetaan seuraavaksi pisteen F' yksikisitteisyys. Lemmasta 3.2.17 seuraa,
ettd ympyroiden tangenttien vilinen kulma EDF on yhtisuuri kuin vastaavan-
lainen kulma BAC. Piste F' sijaitsee siis ympyralld «, joka kulkee pisteen D
kautta __ji jonka keskipiste on x — akselilla. Ympyrd on yksikisitteinen, joten
my6s DF' 7 on yksikisitteinen. [l
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Lause 3.2.20. (H12) Kulmien yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio eli:

(1) £BACT = LBACT.

(2) Jos ABACT = LAEDFy, niin {FDEr = L{BACT.

(3) Jos L{BACT = LEDFr ja LEDFr = L{HGI7, niin { BACT =
LAHGIT.

Todistus. (1) Seuraa suoraan méiritelméstd 3.1.7 ja Lauseesta 3.2.13.

(2) Seuraa suoraan mééritelméstéd 3.1.7 ja Lauseesta 3.2.13.

(3) Olkoon A{BAOT = A{EDFT Ja AEDF; = L{HGIt. Valitaan P € ABT,
Qe BC’T, R e GHT ja S e GIT siten, etta

ABr 2GRt ja AQr = GST.

Lauseen 3.2.12 nojalla voidaan valita T € I_ﬁT jaU e D—I?'T siten, etta
ABr = DT7 ja AEr = DUy. Talloin Lauseesta 3.2.13 seuraa
DT7r = GRt ja DUy = GS7, joten médritelmin 3.1.7 nojalla saadaan
PQr=2TUr jaTUr =2 RSt. Néain ollen Lauseesta 3.2.13 ja mairitelmésté
3.1.7 seuraa viite.

([

Lause 3.2.21. (H13) Olkoon AABC ja ADEF puolitasomallin kolmioita si-
ten, ettd LA =2 LDy, ABT =2 DE7 ja ACr = DFr. Télloin NAABC = ADEF.

Todistus. Olkoon AABC ja ADEF puolitasomallin kolmioita siten, ettd
LAAT =2 LDy, ABy = DE7 ja ACr = DFy. Télloin méaritelmis 3.1.7 ja
oletuksia kdyttamailld saadaan BCr = EFr. Lemman 3.2.16 nojalla on olemas-
sa T isometria f : T — T siten, ettd f(A) = D ja f(B) = E. T#lldin lemmasta
3.2.17 saadaan

A= 4BAC = £f(B)f(A)f(C) = LEDf(C).

Jos f(C)FD<—E)’T, niin Lauseen 3.2.20 nojalla saadaan f(C) = F'. T4ll6in vastaa-
valla péaittelyllda saadaan A By = KEL ja ABr = AFE7, joten my0s
AABC =2 ADEF. Jos puolestaan f(C)DE7F, niin yhdistetddn kuvaukseen

f peilaus 7— suoran AB7 suhteen, jolloin tilanne palautuu edellisen kaltaisek-
si. |

Lause 3.2.22. (DA) Olkoon [l7 mielivaltainen 7— suora. Olkoon lisdksi
D, € lr ja Dy € I siten, ettd
].) D1 #@JELD27£@
2) Dy N Dy = 0
3) Dy UDy =lr
)

4) Jos Q,R € D1, niin ei ole olemassa pistettd S € Ds, jolla olisi
Q@ xS x R.

(5) Jos P,Q € Do, niin ei ole olemassa pistettd S € D1, jolla olisi
Q xS x R.

(
(
(
(
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Talléin on olemassa tésmaélleen yksi piste P € Iy siten, ettd kaikille
A,B € I7\{P} pitee A x P x B aina ja vain kun A € D; ja B € Ds, tai
A€ Dy ja B € Ds.

Todistus. Olkoon I mielivaltainen 7 suora. Téll6in suora voidaan kirjoittaa
muodossa I = T N «, missi:

(1) @ on x — akselin normaali.

(2) @ on ympyri, jonka keskipiste sijaitsee x — akselilla.

(1) Katso Lauseen 2.2.8 todistus.

(2) Olkoon « ympyra, jonka keskipiste sijaitsee x — akselilla. Olkoon liséksi
Q = (¢,0) ja R = (r,0) ympyrin « ja x — akselin leikkauspisteitd. Voidaan
olettaa, ettd ¢ < r. Lemman 3.2.5 nojalla projektio P, : Il — ]q, 7],

P"“ (.I, y) =
sdilyttdd jarjestyksen. Olkoon

Ay = ]_007Q]UPT(D1)
AQ = PT(DQ)U[T,OO[,

jolloin on oletettu, ettd di < da, kun di € P.(D1) ja do € P.(D3). Osoi-
tetaan, ettd joukot A; ja Ao toteuttavat Dedekindin ehdot suoralla

l={(z,y) R’ |y=0}:

(1) Ay # 0 ja Ay # 0, silld Dy # 0 ja Dy # 0.

(2) A1 N Ay =(]—00,q]UP.(D1)) N (Pr(D2) U][r,o0]) = 0.
(38) A1 U Ay =(]—00,q]UP(D1)) U (Pr(D2)U][r,o0]) = 1.
(4) Olkoon A, B € A;. Havaitaan, ettd on voimassa

]—OO, supPT(Dl)[ - ]_007 Q] U PT(Dl) = Ala
joten ei ole olemassa pistettd C' € Ay siten, ettd A x C' x B.
(5) Samaan tapaan kuin kohta (4).

On siis olemassa tasmaélleen yksi piste P = (p,0) siten, ettd

(2,0) * (p,0) * (y,0)

jos ja vain jos ¢ € Ay jay € Ag tali x € Ag ja y € A;. Lisdksi bijektio
Pr : ZT B ]Q7T[;
P(z,y) ==

sdilyttdd jirjestyksen, joten 7 - pisteelli P!(P) on aksiooman vaatimat
ominaisuudet. Liséksi kyseinen piste on yksikésitteinen.

O

Lause 3.2.23. Paralleeliaksiooma (PA) ei ole voimassa puolitasomallissa.
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Todistus. Olkoon B
llz{(x,y)€T|x=O},

122{($,y)€Tv|$=2} ja

= {(@y eT| @y - @0]=1}.

Havaitaan, ettd l1, Iy ja I3 ovat 7— suoria, I || l2 ja Iy || I3. Lisdksi I ja I3
kulkevat pisteen (2,1) kautta. Kuitenkin piste (2,1) on suoran I ulkopuolinen
piste, joten paralleeliaksiooma ei ole voimassa puolitasomallissa.

yh

la

h (2,1)

v

Kuva 5: Paralleeliaksiooma ei ole voimassa puolitasomallissa

O

HUOM! Puolitasomalli toteuttaa siis hyperbolisen aksiooman (HYP), jolloin
paralleeliaksiooma (PA) ei toteudu.
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4 Kleinin malli

Vanhin tunnettu hyperbolisen geometrian malli on nimeltddn Kleinin malls.
Seuraavaksi esiteltéivi, Felix Kleinin® malli toteuttaa my6s Hilbertin aksioo-
mat ja Dedekindin aksioomat, mutta ei paralleeliaksioomaa. Kleinin malli kon-
struoidaan puolitasomallin tapaan Descartesin tasokoordinaatistomallin pohjal-
le. Mallissa tarkastellaan puolitason sijaan yksikkokiekkoa.

4.1 Kleinin mallin konstruointi

Maéaritelmi 4.1.1. Olkoon
K = {(z,y) e R* | ||z, 9)|| < 1}.

Kutsutaan pisteitd P € K Kleinin mallin pisteiksi, ja kilytetddn niistd nimitysta
K— piste, jotta ne erottuvat euklidisista ja puolitasomallin pisteisté.

Madritelma 4.1.2. Kleinin suora on joukko Ix = K N 1. Téssd [ on Kleinin
mallia leikkaava euklidinen suora. Kutsutaan Kleinin suoria lyhyesti - suoriksi.
Piste P € K on suoralla lic, jos P € Ix.

Y A

,_
L
S 4

Kuva 6: Kleinin mallin suorat

Masaritelmi 4.1.3. Olkoon A ja B mielivaltaisia - pisteitd. Pisteiden A ja
B viliseksi etdisyydeksi sanotaan lukua

|A—P|-||B-Q|

WA B) =5 s g E =) |

1
510

>
missé pisteet P ja @ ovat euklidisen suoran AB ja yksikkGympyréan leikkauspis-
teet.

4Felix Christian Klein oli saksalainen matemaatikko. Hin syntyi 25. huhtikuuta 1849 Diis-
seldorffissa, Preussissa (nykyinen Saksa) ja kuoli 22. kesdkuuta 1925 Gottingenissé, Saksassa.
Lukiosta pddsyn jilkeen Klein suuntasi Bonnin yliopistoon opiskelemaan matematiikkaa ja
fysiikkaa. Opiskeluaikana hén kiinnostui hyperbolisesta geometriasta ja ryhméiteoriasta.
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HUOM! Kuten puolitasomallissa, voi nytkin maéritelld perusrelaatiot mallin
etaisyyskisitteen avulla. Sama koskee muita kisitteitd, kuten janaa, kulmia,
kolmioita, ympyroita jne. Erityisesti siis tarvitaan seuraavat méaritelmét:

Maiéritelma 4.1.4. Olkoon A, B ja C eri K- pisteitd. Sanotaan, ettd B on
pisteiden A ja C wilissd, A x B x C, jos A, B ja C ovat samalla [;c— suoralla
ja
dlC(Av C) = d’C(Aa B) + d/C(Ba O)
Maiéritelma 4.1.5. Sanotaan, ettd janat ABx ja CDyx ovat yhtenevid,
AByx = CDxg, jos
dIC(A7 B) = dlC(Cv D)

Maiéritelma 4.1.6. Sanotaan, ettd kulmat KBAC ja AEDF ovat yhtenevid,

ABACx = AEDFy, jos ehdoista E' € DE;C, e DF;C siten, ettd
ABx = DEj ja ACx = DFy. seuraa BCx = E'Fy..

4.2 Aksioomat (H1) — (H13), (DA) ja (HYP) Kleinin mal-
lissa

Kleinin malli toteuttaa aksioomat (H1) — (H13) ja (DA), mutta ei paralleeliak-
sioomaa. Osa aksioomista on helppo todeta péateviksi Kleinin mallissa. Téllaisia
ovat tietenkin insidenssiaksioomat (H1) — (H3). Kleinin mallissa janat ja vélis-
sdolo osoittautuvat laskulla samaksi kuin euklidinen vilisséolo, joten aksioomat
(H4) — (H7) seuraavat vastaavista tasomallin ominaisuuksista. My6s (HYP) on
selvé tosiasia. Ongelmaksi jadvat yhtenevyysaksioomat. Etenkin kulmat ovat
Kleinin mallissa vaikeita kisitelld. Erityisesti ne eivéit ole samoja kuin euklidiset
kulmat. Palaamme Kleinin malliin luvussa 6.
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5 Poincarén malli

Henri Poincaré® kehitti mallin, joka toteuttaa Hilbertin aksioomat ja Dedekin-
din aksioomat, mutta ei Paralleeliaksioomaa. Poincarén malli on Kleinin mallin
tapaan rakennettu yksikkokiekolle.

5.1 Poincarén mallin konstruointi

Madaritelma 5.1.1. Olkoon
P ={(z,y) eR* | ||(z,y)]| < 1}.

Kutsutaan pisteitd P € P Poincarén mallin pisteiksi, ja kiytetddn niistd nimi-
tystd P— piste, jotta ne erottuvat euklidisista, puolitasomallin ja Kleinin mallin
pisteista.

Maéritelma 5.1.2. Poincarén suora on joukko lp = (P N o), missé a on joko
origon kautta kulkeva euklidinen suora, tai yksikkOympyréan suhteen ortogonaa-
linen euklidinen ympyra. Kutsutaan naita suoria P— suoriksi, jotta ne erottuvat
euklidisista, puolitasomallin ja Kleinin mallin suorista.

ylk

Kuva 7: Poincarén suorat

HUOM! Ympyrat ovat ortogonaalisia, jos niilla on leikkauspisteissdan kohti-
suorat tangentit.

Maiéritelmi 5.1.3. Olkoon A ja B mielivaltaisia P— pisteitd. Lukua

1A= Pll-IB -~ Q|
[A=Ql-1IB - Pl

dp(A, B) = |lo

sanotaan pisteiden A ja B viliseksi etdisyydeksi, missa pisteet P ja @ ovat c:n
ja yksikk6ympyran leikkauspisteet,.

5Jules Henri Poincaré (1854 — 1912) oli ranskalainen matemaatikko ja tahtitieteilija.
Poincaré opiskeli kaivosinsindoriksi, mutta pddtyi lopulta matemaatikoksi. Vaitoskirja ilmestyi
1878. Se kisitteli differentiaaliyhtéléiden yleistd teoriaa. Poincarésta tuli Caenin matematiikan
professori vuonna 1879 ja Pariisin yliopiston matemaattisen fysiikan professori 1886. Ranskan
tiedeakatemian esimieheksi Poincaré nimitettiin 1906. Poincarén tutkimusty® oli laaja-alaista.
Hén oli my6s topologian uranuurtaja ja lukuteorian edistdja.
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Maiéritelma 5.1.4. Olkoon A, B ja C' eri P- pisteitd. Sanotaan, etti B
on pisteiden A ja C wdlissi, A x B x C, mikili A, B ja C ovat samalla
lp— suoralla ja

dp(A,C) =dp(A,B) +dp(B,C).

Maiéritelma 5.1.5. Sanotaan, ettd janat ABp ja CDp ovat yhtenevid,
ABp = CDp, jos
dP(AvB) = dP(Ca D)

Maiéritelmia 5.1.6. Sanotaan, ettd kulmat A%C ja AED_F) ovat yhtene-
vid, {BACp = KEDFp, jos ehdoista E' € DEp, F' € DFp siten, etti
ABp = DEY, ja ACp = DF}, seuraa BCp = E'Fy,.

5.2 Aksioomat (H1) — (H13), (DA) ja (HYP) Poincarén
mallissa

Poincarén malli toteuttaa aksioomat (H1) - (H13) ja (DA), mutta ei parallee-
liaksioomaa. Aksioomien todistaminen Poincarén mallissa on varsin vaivalloista.
Usein nékeekin, ettd mukaan on méiritelty inversio ympyrdin suhteen — kisite,
joka helpottaa todistuksia. Toki insidenssiaksioomista selvidéd analyyttisen geo-
metrian tiedoilla, mutta ongelmat syntyvit vilissdolon ja yhtenevyyksien kans-
sa. Aikaisempien hyperbolisten mallien tapaan (HYP) on selvi tosiasia. Tarkas-
tellaan Poincarén mallia tarkemmin luvussa 6.
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6 Isometrioita

Tarkastellaan seuraavaksi mallien vélisid isometrioita eli etdisyydet siilyttavia
(bijektiivisid) kuvauksia. Kolmessa hyperbolisen geometrian mallissa perusrelaa-
tiot (insidenssiaksioomia lukuunottamatta) ja johdetut kisitteet on miiritelty
etédisyyden avulla kaikissa samalla tavalla. Téassd luvussa 16ydetdan isometrioita
mallien vilille. Siksi riittdéd todeta kukin aksiooma jossain hyperbolisen geomet-
rian mallissa, jolloin ne patevit niissd kaikissa. Sivutuotteena saamme todis-
tuksen Lauseelle 3.2.16.

6.1 Mobius — kuvauksia

Maééritelma 6.1.1. (1) Joukkoa C* = (C U co) sanotaan laajennetuksi komp-
leksitasoksi.

(2) Joukkoa R* = (R U c0) sanotaan laajennetuksi reaaliakseliksi.

(3) Kuvausta f : C* — C* sanotaan Mdbius — kuvaukseksi, jos funktio voidaan
kirjoittaa muodossa
az+b
Z) =
fe) =2
missé a, b, ¢, d € C siten, ettd ad — be # 0. Lauseke tulkitaan tavalliseen tapaan
ja kiytetddn seuraavia sopimuksia:

Jos ¢ = 0, niin
aztb - kun z € C
re={

0, zZ = 00.

Jos ¢ # 0, niin

s}

Zzig, kun z € C\ {-4

_y_d
, kun z = {-%
, z = o0.

Q

flz) =

8

ole

HUOM! Kun ¢ # 0, niin f on jatkuva joukossa C\ {—g} ja

lim f(z) = o0.

z——2

Kun ¢ = 0, niin f on jatkuva joukossa C. Kuvauksen f jatkuvuus koko joukossa
C* selvitetdin Lauseessa 6.1.6.

Tarkastellaan seuraavaksi yksinkertaisia Mobius — kuvauksia:

(1) Mobius — kuvausta
fz)=z+w, weC
sanotaan siirroksi. Havaitaan, etta jokainen kompleksitason piste z siirtyy
luvun w verran. Siirrolla ei ole vaikutusta ddrettomyyspisteeseen, silla
l-z4+w
Z)=z4+w=—"—,
/) + 0-2z+1

joten méaritelmén 6.1.1 nojalla f(o0) = oo.
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(2) Toinen térked joukko M6bius — kuvauksia ovat vakiolla kertomiset
9(z) = Az,

missd A € C\ {0} ja z € C*. Téallakdin kuvauksella ei ole vaikutusta
adrettomyyspisteeseen, silla

Az+0
9(x) =Xz =11

joten méaritelmén 6.1.1 nojalla g(oo) = oo.

(2.1) Jos |A| = 1, kyseessé on kompleksitason kierto. Toisin sanoen funktio
g(z) kiertdd kompleksitason pisteitd kulman arg(\) verran.

(2.2) Olkoon A € Rja A > 0.

(2.2.1) Jos 0 < A < 1, niin g(z) on kutistava kuvaus.
(2.2.2) Jos A > 1, niin g(z) on venyttdvi kuvaus.

(3) Mobius — kuvauksia, jotka ovat muotoa
1

h = —

()= 1,

sanotaan kompleksisiksi inversioiksi. Kuvaus h(z) vaihtaa direttomyyspis-
teen ja origon:

h(o0) =0 ja h(0) = occ.

Lause 6.1.2. Jokainen Md&bius — kuvaus saadaan yhdistettyna kuvauksena Mo-
bius — kuvauksista f(z) = z + w, g(z) = Az ja h(z) = 1, missi w € C ja
A e C\{0}.

Todistus. Olkoon F': C* — C* mielivaltainen M6bius—kuvaus,

az +b
F(z) = zrd
misséd ad — bc # 0. Tarkastellaan seuraavaksi kaksi mahdollista vaihtoehtoa:
(I)e=0
(2)c#0

(1) Olkoon ¢ = 0. T&lloin saadaan
F(z) =

missé f(2) =z + & ja g(2) = %2.

(2) Olkoon ¢ # 0. Talloin saadaan

az+b_az+b a

az+b
cz+d
bc —ad a

bc—ad a

2f1(z) + c
= (e +

c2

F(z)
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= g(h(h(=) + =
= alg(h(£1(2))
= faogoho fi(2),

missd fi(2) = 2 + &, fo(2) = 2 + &, g(2) = X5z ja h(z) = 1.

c2
Néin ollen jokainen Mobius—kuvaus voidaan esittdéd yhdistettynd kuvauksena
funktioista f(2), g(z) ja h(2). O

Lause 6.1.3. Mo6bius — kuvaus on bijektio. Lisdksi Mobius — kuvausten yhdis-
tetty kuvaus ja kddnteiskuvaus ovat Mobius — kuvauksia.

Todistus. Viitteet seuraavat Lauseesta 6.1.2, silli Mobius — kuvausten
f(z2) =z+w, g(z) = Az (A #0) ja h(z) = L kiiéinteiskuvaukset f~1(z) = z —w,
g7 (z) = +z ja h™'(2) = L ovat M&bius - kuvauksia. O

Maiéritelmi 6.1.4. Sanotaan, ettd A C C* on awvoin, jos toinen seuraavista
vaihtoehdoista on voimassa:

(1) A ¢ C on avoin.
(2) A = B U {o0} siten, ettd B C C on avoin ja C\B on rajoitettu.
Avoimien joukkojen avulla voidaan mééaritelld laajennetun kompleksitason topo-

logia,
T={ACC"|ACC"on avoin}.

HUOM! % on todella joukon C* topologia, ja tavallinen C on joukon C* to-
pologinen aliavaruus.

Masritelma 6.1.5. Funktio f: X — Y on homeomorfismi, jos f on jatkuva
bijektio ja f~! on jatkuva.

HUOM! Funktion f homeomorfisuus tarkoittaa, etti joukot f(U) ja f~1(U)
ovat avoimia aina, kun U C X on avoin.

Lause 6.1.6. Mobius—kuvaus f : C* — C* on homeomorfismi.

Todistus. Vaite seuraa Lauseista 6.1.2 ja 6.1.3, silld kuvaukset f(z) = z + w,

g(2) = Az ja h(z) = 1, missi w € Cja A € C\ {0}, ovat homeomorfismeja. [

Lause 6.1.7. Mé6bius — kuvaus f : C* — C¥,

az+b

)= 4

kuvaa euklidiset ympyrat ja euklidiset suorat euklidisiksi ympyroiksi ja euklidi-
siksi suoriksi.

Todistus. Kuvaus f on Lauseen 6.1.2 nojalla yhdistetty kuvaus siirrosta, vakiolla
kertomisesta ja kompleksitason inversiosta, riittdd todistaa lause niille kuvauk-
sille. Néaistd ainoastaan kompleksitason inversio kaipaa tarkastelua. Todistetaan
esimerkkind laskusta, ettd jos

a<l<|z|,
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niin z:n kompleksinen inversio h kuvaa z — keskisen r — siteisen ympyran ym-
pyriksi. Olkoon 8 ympyré, jonka keskipiste on ﬁ ja sade ﬁ Olkoon
a = x + z siten, ettd |z| = a|z|. Tallin saadaan

1 1 1

ia) - z(1 — a?) T la” 2(1 — a?)

1 1

t4+2z  2(1—a?)
za? +x

z(x+2)(1 — a?)
@

|2]]1 — a2
@

2|1 = 2|

2o’ + 2
alz + 2)

Muut tapaukset voidaan kisitelld vastaavasti. Samalla huomataan, ettd myos

ﬁ — keskinen ja ﬁ — sateinen ympyrd kuvautuu z — keskisen
a|z| - séiteisen ympyrin kehélle. Koska A = h~!, niin h on kehien vilinen bijek-
tio. Vastaavasti todistetaan lauseen kaikki tapaukset. O

HUOM! Vaikka kompleksitason inversio kuvaa origon kautta kulkeva kulke-
vat suorat itselleen, se ei tietenkdidn ole identtinen kuvaus. Jatkuvuus origossa
syntyy siitd, etta

1
lim —=oc0ja lim — =0

z—0 2 zZ—00 2
C*:n topologiassa.
Lause 6.1.8. Olkoon z1, z2, z3 € C* kolme eri pistettd. Jos wy, wo, wg € C*

ovat kolme eri pistettd, niin on olemassa tasmaélleen yksi Mdbius — kuvaus
f: C* — C* siten, etta

f(z1) = w1, f(22) = w2 ja f(z3) = ws.

Todistus. Olkoon z1, 29, z3 € C* kolme eri pistettd. Koska Mo6bius — kuvausten
vhdistetyt kuvaukset ja kidanteiskuvaukset ovat Mobius — kuvauksia, voidaan
olettaa ettd

wy; =0, wy =1 ja ws = 0.

Etsitddn kuvausta, joka on muotoa

az+b

f(z) = m,

missé a, b, ¢, d € C, jolloin saadaan yht&lot

flz) = 2258 =
flon) = &5 =1
flzs) = 25 = oo,
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Tall6in on voimassa yhtaloryhmé

az1+b=0
azo +b=-czo+d
cz3+d=0.

Néin ollen kuvaus f(z) voidaan kirjoittaa muodossa

az+b
flz) = — d
_ fa+l
= 7 %
23—z z1(z2—23)
_ AT
zZ — Z3
_ (z — 21)(22 — 23)
(2 — 23)(22 — 21)’
jolloin
ad —bc = (20— 23)(—23(22 — 21)) — (—21(22 — 23))(22 — 21)
= (22 - 2’1)(21 - 2’3)(22 - 23)
£ 0.
Jos z1 = 00, 20 = 00 tai z3 = 00, niin vastaavasti
22 — 23 zZ—z . zZ—z
p— p— t p— .
Fo)= 222 ) = 2 i gy = 222

Kuvaus f on siis halutunlainen M6bius—kuvaus, jolle pétee

f(z1) =0, f(22) =1 ja f(z3) = oo.
Osoitetaan vield, ettd funktio f on yksikésitteinen. Jos olisi olemassa toinen
Mobius—kuvaus g : C* — C*,
az+b
éz+d

zZ) =

jolle pétisi
g(21) =0, g(22) =1 ja g(z3) = o0,

niin

fla™'(2))

- f(ii;i)

dz—b
ag=Z, +b

d=b
Coe: Td

(ad — bé)z + ab — ab
(cd — éd)z + ad — be’

fog ' (z)
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olisi my6s Mobius—kuvaus, silla

(ad — bé)(ad — be) — (ab — ab)(cd — éd)

ad(ad — be) — bé(ad — be)
= (ad — be)(ad — beé)
# 0.

Talloin olisi voimassa yhtaloryhmé

170y _ (ad—b&)-0+ab—ab _ ab—ab _
fog(0)= (cd—éd)-0+ad—be ~— ad—be
1 _ (ad—bé)-1+ab—ab __ aqd—bé+ab—ab
fog (1) = (cd—éd)-1+ad—be ~_ cd—éd+ad—be 1
-1 — (ad=b&)-cotab—ab _
f °g (OO) - (ch—éd)»oo—i-&d—l;c =%
josta seuraisi
ab—ab=0
ad — bé = ad — be
cd —éd = 0.

Nain ollen saataisiin
_ ad — bé)z + ab — ab ad —bé)z +0 ad — bé)z
fogi(e) @0 =b0)z b —ab _ (ad bz +0 _ (ad b0
(ed—éd)z+ad—bc  0-z4 ad—bé ad — bé

kaikilla z € C*, joten g~! olisi funktion f kiinteisfunktio. Téstd seuraisi, ettd
f = g, joten Mobius—kuvaus f on siis yksikésitteinen. O

Lause 6.1.9. Olkoon z, z1, 29, z3 € C* nelji eri pistettd ja f : C* — C*
Mobius—kuvaus. Talldin on voimassa

f(2) = f(z) flz) —flzs) z—2 21—z

f(2) = flz3) flz1) = f(22) 2—23 z1—22
Todistus. Oletuksen nojalla f : C* — C* on Mobius—kuvaus, joten f(z) on
muotoa

az+b
f(Z)—m,

missé a, b, ¢, d € C siten, ettd ad — bec # 0. Talloin saadaan

+b +b +b +b
f(z) — f(z2) i f(z1) — f(zs) _ citd ~ coatd ) catd ~ coatd
F(2) = f(zs)  f(z1) = f(22) e Rl Bl e

(ad—bc)(z—z2)  (ad—bc)(z1—23)
(cz+d)(cza+d) ) (cz1+d)(czz+d)
(ad—bc)(z—z3)  (ad—bc)(z1—22)
(cz+d)(czz+d)  (cz1+d)(cze+d)
Z— 29 21 —Z3

zZ — Zz3 21—22'

HUOM! Jos jokin pisteistd z, z1, 22, 23 = 00, niin erotusten osaméarit tul-
kitaan kuten méiaritelméassa 6.1.1. Jos siis z1 = 00, 22 = oo tai z3 = oo, niin
vastaavasti saadaan

zZ — Z9 21—2372—22 Zl—thai Zz — Z2

Z—23 21 —29 Z—23 Z—2Z3 21 — 29
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Maisritelmi 6.1.10. Olkoot d; : X2 — Rjadsy : Y2 — R kuvauksia. Kuvaus
f: X — Y on dy — dy — isometria, jos

(1) f on bijektio ja
(2) kaikille z, y € X on voimassa

dl(xvy) = dZ(f(‘r)v f(y))

HUOM! d;—d;—isometrian kidinteiskuvaus on dy —ds — isometria. Jos (X, d1)
ja (Y, d2) ovat metrisid avaruuksia, niin f : X — Y on dj —dy — isometria tasan
ollessaan metristen avaruuksien isomorfismi.

Esimerkki 6.1.11. Tarkastellaan puolitasomallia ja Poincarén mallia komplek-
sitasossa. Merkitdan siis

T = {zeC|Im(z)>0}ja
P = {zeC]||z| <1}

Valitaan pisteet z; = 0, zo = 7 ja z3 = oco. Lauseen 6.1.8 nojalla on olemassa
vksikésitteinen Mobius—kuvaus f : C* — C* siten, etté

f(0) =—1, f(i) = 0ja f(o0) = 1.
Lauseen 6.1.9 nojalla Mobius—kuvaukselle f on voimassa

f(2) = flz2) flz) = flzs) _ 2—2
f(2) = f(z3) f(z1) = f(z2) 21— 2]

josta saadaan

) =10 JO = f(x) _ z-i
f(z) = f(oo)  f(0) — f(4) 0—i
-5t -
e ;

=10 = o

Néin on saatu lauseke sille Mobius — kuvaukselle, joka kuvaa pisteet 0, 1 ja
oo pisteiksi —1, 0 ja 1. Seuraavat lauseet osoittavat, ettd tdmé puolitason T'
kiekoksi P dr — dp — isometrisesti.

Lause 6.1.12. Mobius — kuvauksen

flz) =

z—1

zZ+1

rajoittuma joukkoon T on bijektio T — P.
Todistus. Lauseen 6.1.6 nojalla kuvaus f: C* — C*,

z—1
z+1

f(z) =
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on homeomorfismi, joten sen rajoittuma joukkoon T on injektio. Liséksi kaikilla
z € C on voimassa

flz) € P
= |f(z)] < 1
== o<
Z+1
= z—i*> < |z+i
< Re(2)* + (Im(z) —1)* < Re(2)*+ (Im(z) + 1)
— —2Im(z) < 2Im(z)
=0 < Im(z)
=z e T,
joten f(f) = P. Niin olle f on my®s surjektio, joten f on bijektio. O
Lause 6.1.13. Mobius — kuvaukselle
zZ—1
fe) ==

on voimassa

dr(21,22) = dp(f(21), f(22))
kaikilla 21, 2o € T.

Todistus. Olkoon z1, zo € T. Lauseen 3.2.1 nojalla on olemassa yksikésitteinen
l7— suora, joka kulkee pisteiden z; ja zo kautta. Maaritelmén 3.1.4 mukaan

21 —wi| - |ze —w
dT(Zl,ZQ): 10g| ! 1| | 2 2|
|21 — wa| - |22 — w1
tai
21— W
dr(z1,22) = logﬁ

sen mukaan, onko o ympyré, jonka keskipiste on x — akselilla vai x — akselin
normaali. Téssd on voimassa {wy,ws} = a NR* ja lisdksi on valittu wy # oo.
T4lloin saadaan kaksi mahdollista vaihtoehtoas:

(].) wi, W € R,
(2) wy € R ja wy = 0.

(1) Olkoon wy, we € R. Tallgin Lauseen 6.1.8 nojalla

|21 —wi] - |22 — wo|

dT(Zl,ZQ) = log
|21 — w2 - |22 — w1

W%uwﬂ—fwnwuwa—fwaw
|f(21) - f(w2)| : |f(22) - f(w1)|

Kuvaus f on homeomorfismi, joten ehdoista

Z1 — wy ja 22 — w3
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seuraa C*:n topologiassa
f(z1) — flw1) ja f(z2) — f(w2).

Jos siis z; — wy pitkin ympyréd o joukossa o N 7', niin f(z1) — f(wy)

ympyrid tai suoraa f(«) (Lause 6.1.7) joukossa f(a) N f(T) = f(a) N P.

Koska f(w1) & P, niin f(w1) € f(a) N OP. Sama pétee pisteelle f(ws).
—>

Niéin ollen pisteet f(w1) ja f(wsz) ovat P—suoran f(z1)f(z2)p "padtepis-

teitd”, joten

=dp(f(21), f(22))-

dr (21, 22) = |log 1f(21) = F(wi)| - |f(z2) — flws)| ‘

|f(21) - f(w2)| : |f(22) - f(w1)|

(2) Olkoon w; € R ja wy = oco. Tall6in

|21 — wi
dr(z1,22) = logm
zit—wiitzii—wit | | 21
(Zl+i)(u)1+i) zo+1
= |log
21 | z2i—wiitzoi—wa
z1+1 (Zg+l)(w1+1)
zi—t _ wi—i| | z2—=i
z1+1 w1 +1 zo+1i
= |log . . -
21—t 1 L2zt . wi—t
z1+1 zo+1 w141

= |log

|f(21) = flwi)] - |f(z2) — f(00)|’
|f(z1) = f(oo)| - [f(22) = f(wi)||

Kuvaus f : C* — C* on homeomorfismi, joten ehdoista
Z] — Wy ja 2g — 00
seuraa kuten kohdassa (1), ettéd

f(z1) — f(wn) ja f(z2) — f(0).

>
Lisaksi reunalle jatkamalla pisteet f(w1) ja f(oo) ovat suoran f(z1)f(z2)p

paatepisteita, joten

[f(z1) = flw)[ - [f(22) = f(o0)]

7z = 100 -1 f(z2) — Flwm)]| ~ P 2D

dT(Zl, 22) = log

O
Seuraus 6.1.14. Funktio f : T — 16,

z—1
zZ+1

flz) =

on isometria. Liséksi se kuvaa puolitasomallin pisteet ja suorat Poincarén mallin
pisteiksi ja suoriksi.

Todistus. Seuraa Lauseista 6.1.7 ja 6.1.13. M6bius — kuvaukset ovat analyyttisid,
joten ne sailyttdvat my6s ympyroiden ja suorien viliset ortogonaalisuudet. [
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Seuraus 6.1.15. Funktio f~': P— T,

1 o 1z + 7

OERa
on Mobius — kuvauksen ,
z—1
1) =

kddnteiskuvaus. Se kuvaa siis Poincarén mallin pisteet ja suorat puolitasomallin
pisteiksi ja suoriksi.

Todistus. Yhdistetty kuvaus f o f~! kuvaa pisteet 0, 1 ja oo itselleen, jolloin
f o f~! on identtinen kuvaus. Viite seuraa tésti. O

Palataan seuraavaksi lemman 3.2.16 todistukseen, kun siihen tarvittavat lauseet
ovat nyt koossa:
Lauseen 3.2.16 todistus.

Todistus. Lauseen 6.1.8 nojalla 10ydetdén halutunlaiset Mobius — kuvaukset.
Liséksi Lauseen 3.2.16 oletusten avulla 16ydetddn isometriat f joukon 7' rajoit-
tumaan, josta vaitteet seuraavat. O

6.2 Ortogonaali— ja stereograafiprojektio

Tarkastellaan seuraavaksi Kleinin mallia kompleksitason osajoukkona. T&ll6in
Kleinin mallin pisteiden joukko on

K={zeC||z| <1}.

Seuraavaksi konstruoidaan dx — dp — isometria Kleinin mallin ja Poincarén
mallin vilille projektioiden avulla.

Kuva 8: Kleinin mallin ja Poincarén mallin yhteys toisiinsa
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Maiéritelm3 6.2.1. Olkoon
A= {(z,l— 1—|z|2) 2] < 1} CR?
ja
U={zeC||z| <1}
Kuvausta f: U — A,

1) = (1 - VI=TeP)

sanotaan suljetun yksikkokiekon ortogonaaliprojektioksi puolipallolle.

Lause 6.2.2. Suljetun yksikkokiekon ortogonaaliprojektio puolipallolle on bi-
jektio.

Todistus. Surjektiivisuus on méaéritelmin 6.2.1 nojalla ilmeinen. Tarkastetaan
vield kuvauksen f: U — A,

flz)= (z,l — /1 - |z|2)

injektiivisyys. Olkoon z1, zo € U siten, ettd f(21) = f(z2). Télloin saadaan

fz) = f(z)
= (21-VI-[aP) = (m1-Vi-[2P)

21 = Z29,

joten f on injektio. Nain ollen kuvaus f on bijektio. O
Maiéritelm3 6.2.3. Olkoon
A= {(zl /1o |z|2) 2] < 1} C RS

Kuvausta g : A — C,
z

9(z2) = 5

sanotaan puolipallon stereograafiprojektioksi yksikkokiekolle.
Lause 6.2.4. Puolipallon stereograafiprojektio yksikkokiekolle on injektio ja

sen kuvajoukko on
U={zeC||z| <1}.

Todistus. Olkoon (z1,21), (22,22) € A siten, ettd g(z1,21) = g(z2,x2). Tall6in
on voimassa

9(217561) = 9(22,202)
z1 - z9
2—{E1 B 2—{E2
z1 z9
— =
2-(1—1-[n]?) 2-(1—/1—]2?)

z - z9

T— |22 141 |2P

21 = 29,
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joten (z1,21) = (z1,22). Néin ollen g on injektio. Osoitetaan seuraavaksi, ettd
g(A) = U. Olkoon (z,z) € A, jolloin

||

1
- < <1
‘2—(1—«/1—|z|2)’ 1+ /T ]z

N&in ollen g(z,z) € U. Olkoon seuraavaksi w € U. Etsitddn alkukuvaa
(z,2) € A siten, ettd

|w| = 2 ,arg(z) = arg(w) jaz =1— /1 — |22

2—x

z
2—x

9(:12)] =

Talloin edelld mainituista lausekkeista saadaan

(2. 7) 2w 2|w|?
2,1) = .
’ L w1+ |w]?

Selvisti (z,x) € A, silla |z| < 1. Lisdksi on voimassa w = ¢(z,z), joten

w € g(A). Nain ollen joukko U on stereograafiprojektion kuvajoukko. O

HUOM! Kuvaus g : A — U on bijektio, joten Lauseen 6.2.2 nojalla
gof : U — U on my6s bijektio. Lisdksi g:n kiddnteiskuvaus on kuvaus

g l:U— A,
_ 2w 2|w|2
1 _
g {w) = <1+|w|2’1+|w|2>'

Lause 6.2.5. Olkoon f: K — f(K) siten, etté
1) = (21- VI= ).

Olkoon lisdksi g : f(IN() — P siten, etti
z
2—x

g(z,x) =

Talloin yhdistetty kuvaus go f : K — Pon
o zZ) =
goflz) =1 n

1—|z?

ja sen kidnteiskuvaus on f~log™!: P—K siten, etta
2z

—1 —1 _

Todistus. Viitteet saadaan pienelld laskulla. O

Lause 6.2.6. Olkoon U ={z€ C | |z| <1}. Kuvaus f : U — U,

f(Z):1

1—|z[?

on homeomorfismi ja sen kisinteiskuvaus on f~': U — U,
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Todistus. Kuvaus f on bijektio ja

2z

() = TP

sen kidnteiskuvaus, joten riittdd havaita molempien kuvausten ilmeinen jatku-
vuus joukossa U. O

Lause 6.2.7. Kuvaukselle h: P — IN(,

2z

on voimassa
dp(zl, 22) =di (h(zl)v h(Zg))
kaikilla 21, 2o € P.

Todistus. Olkoon z1, zo € P. Merkitin suoran Z129p paatepisteitd wi ja ws.
T4alloin saadaan

= dp(21,22)
_ ‘1 |21 — w1 - [22 — wo
|21 — wal - |22 — wr]
_ |21 — w1 |? - |22 — wo|?
= |log 5 5
|21 — w2|? - |22 — wi]
1 (Iz1? = 2|z |wi] + |wi]?) - (|z2]? — 2lz2]|wa] + |wal?)
= 5 |log 2 2 2 2
2 (I21]2 = 2[z1||wz| + [wa]?) - (|22]* = 2[22|Jw1| + |w1]?)
- 1 10g‘21+21|w1|2—w1—w1|zl|2‘-‘22+22|w2|2—w2—w2|22|2‘
2 |Zl + 21|w2|2 — Wo — ’w2|2’1|2| . |22 =+ 22|w1|2 —wy — w1|22|2|
221 _ 2wq . 220 _ 2ws
1 ‘1+|z1|2 THwi]? ‘1+\Z2\2 TH w2
= —|log
2 221 _ 2wsa . PED _ 2wso
‘1+|n|2 T ws]? ’1+\Z2\2 T ws]?
Lo ) = B () — )
2 |h(21) — h(w2)] - [h(22) — h(w1)]

Liséksi Lauseen 6.2.6 nojalla on voimassa
lim h(z1) = h(wy) ja lim h(z) = h(ws).
Z1—Ww1 Z2 W2

>
Néin ollen pisteet h(wq) ja h(ws) ovat suoran h(z1)h(z2)x padtepisteitd, joten

log |h(21) = h(w1)] - [h(22) — h(w2
|h(21) = h(w2)| - [h(z2) — h(w:

dp (1 2) = ;: = di (h(z1), h(z2) -

1
2

Perustelu edelliseen on samantapainen kuin Lauseen 6.1.13 todistuksessa. [



6.2 Ortogonaali— ja stereograafiprojektio 48

Seuraus 6.2.8. Funktio h: P — ]N(,

_ 2z
S 122

h(z)
on isometria. Se kuvaa Poincarén mallin pisteet ja suorat Kleinin mallin pisteiksi

ja suoriksi.

Seuraus 6.2.9. Funktio h™!: K — 15,

()

z
IEEIVEE

on isometria. Se kuvaa Kleinin mallin pisteet ja suorat Poincarén mallin pisteiksi
ja suoriksi.
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