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Tamian tutkimuksen sisélléllinen ongelma on metsdalueen puuti-
heyden kuvaaminen spatiaalisen pisteprosessin intensiteetin avulla.
Tyossé kisitellaan seki kenttihavainnointiin ettd taydellisiin tilajar-
jestyskarttoihin perustuvia tilastomenetelmii. Sovellusaineistoina on
kaksi metsin rakennetta kuvaavaa aineistoa, joista toinen on luonnon-
metsian ja toinen talousmetsidn puiden sijaintikartta. Molemmat met-
sit ovat Helsingin yliopiston metsdntutkimusaseman koemetsid Eteld-
Suomessa.

Metsien spatiaalista rakennetta tutkittiin erilaisten tilajarjestys-
t# karakterisoivien tunnuksien avulla. Intensiteetin estimoinnissa kiy-
tettiin sekd klassista kernel-menetelmid ettd bayesildistd ldhestymis-
tapaa. Bayesildisessd mallinnuksessa ldhtokohtana oli yksinkertainen
gamma-Poisson-prosessi. Spatiaalisen riippuvuusrakenteen aikaansaa-
miseksi mallia parannettiin tekem3lld priorina olevaan satunnaiskent-
tain kernel-tasoitus. Posteriorijakauma laskettiin kdyttimallda Marko-
vin ketjun simulointiin perustuvaa Monte Carlo -menetelmid (MCMC).
Laskenta-algoritmista tehtiin c-kielinen ohjelma. My&s puutiheydessé
esiintyvai trendia tarkasteltiin.

Metsien spatiaaliset rakenteet olivat odotetusti erilaiset. Puut si-
jaitsivat talousmetsissi melko sdinnollisesti pientd aluetta lukuun ot-
tamatta ja luonnonmetsissi likimain satunnaisesti. Puutiheydessd ei
ollut havaittavissa selvid trendid kummassakaan metsédssd. Estimoitu-
ja intensiteettejd vertailtiin padasiassa visuaalisesti. Molempien met-
sien kohdalla riippumattomuusmalli johti sek3 liian suuriin intensiteet-
teihin etti intensiteetin vaihteluihin. Spatiaalisen rakenteen mukaan
ottaminen otti huomioon tiheydelle tyypillisen kontekstuaalisuuden,
jolloin myos estimaatit paranivat.

Tutkimus on toteutettu osana Suomen Akatemian projekteja "Spa-
tiaalisen ymparistaineiston analyysi” ja "Paikkatiedon mallintaminen
ja GIS” ja se voidaan luokitella paikkatietojdrjestelméperusteiseksi ti-
lastoanalyysimenetelmien kehitystyoksi.

Avainsanoja: spatiaalinen pisteprosessi, intensiteetin estimointi, Bayes-
menetelmi, MCMC, metsintutkimus.
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1 Johdanto

Tutkimuskohteena on tason pistekuviot, joiden tilastollisena mallina kiyte-
taan spatiaalisia pisteprosesseja. Tavoitteena on kuvata pistetiheyden vaihte-
lua intensiteetin avulla. Tutkimuksessa kasitelldin sekd kenttdhavainnointiin
ettd tdydellisiin tilajarjestyskarttoihin perustuvia tilastomenetelmii. Empii-
risend aineistona on kaksi metsdn rakennetta kuvaavaa aineistoa, joista toi-
nen on luonnonmetsan ja toinen talousmetsan puiden sijaintikartta.

Intensiteetti on pisteprosessin ensimmaisen kertaluvun ominaisuus, ja sil-
13 kuvataan runsautta. Esimerkiksi metsétieteessd intensiteettia kiytetain
puiden tiheyden ja sen vaihtelun kuvaamiseen. Intensiteetti ilmoittaa pro-
sessin pisteiden keskimadraisen lukumaéaaran pinta-alayksikkoa kohti. Mate-
maattisesti intensiteetti maaritelliin intensiteettifunktion avulla siten, et-
td tapausten odotettu lukumé&ari alueella B voidaan esittdd integraalina
Jg Mz)dz, jossa A(-) on intensiteettifunktio. Stationaarisille prosesseille in-
tensiteettifunktio on vakio, jolloin voidaan puhua pistetiheydesta. Silloin ti-
heys kerrottuna alueen pinta-alalla antaa tapausten odotetun lukuméairan.
Epistationaarisille prosesseille tiheyttd vastaa integraali [g A(z)dz jaettuna
alueen pinta-alalla.

Pisteprosessin tilajarjestystd, jolla tarkoitetaan pisteiden suhteellista si-
joittumista alueella, voidaan tutkia pisteprosessin toisen kertaluvun ominai-
suuksien avulla. Niitd ovat mm. toisen kertaluvun intensiteetti ja K-funktio,
ja ne kuvaavat pisteparien valistd spatiaalista riippuvuutta. Muita tilajar-
jestyksen karakterisointeja ovat mm. lahinaapurietéisyys ja tyhjan tilan tun-
nusluku.



Intensiteetin mallintaminen ja perinteinen tilajarjestyksen tilastollinen
analyysi eroavat toisistaan sekd oletuksiltaan ettd tarkoituksiltaan. Tilajar-
jestyksen analyysi perustuu stationaarisuusoletukseen, kun taas intensiteetin
mallintamisessa laht6kohtana on oletus intensiteetin vaihtelusta tarkastelta-
vassa alueessa ja sen selittaminen. Tilajarjestysanalyysilld pyritian selvitta-
maan, esiintyyko pistekuviossa tilastollista sidnnonmukaisuutta kuten saan-
nollisyytta tai klusteroitumista ja missd mittakaavassa sitd on havaittavissa.
Intensiteetin mallintamisessa tavoitteena ei ole riippuvuusrakenteen analyysi
vaan tiheyden vaihtelun tutkiminen. Mikili prosessi on epastationaarinen, pe-
rinteiset tilajarjestystarkastelut eivat ole mielekkaita. Epédstationaarista pro-
sessia voidaan usein kuitenkin pitda lokaalisti stationaarisena, jolloin A(z)
tulkitaan lokaaliksi intensiteetiksi pisteessi z.

Tutkittavat objektit voidaan havaita joko taydelliselld havainnoinnilla tai
kenttdhavainnoinnilla. Taydellisessd havainnoinnissa tutkittavan alueen kai-
kista objekteista tehdiddn tilajarjestyskartta. Jos tarkasteltava alue on laaja,
tehdaan analysointi alueelta poimitun otoksen avulla, jolloin puhutaan kent-
tahavainnoinnista. Kenttahavainnoinnissa tarkastellaan useita tutkimusalaan
suhteutettuna pienia osa-alueita, joiden valinta voi perustua otantaan. Klas-
sisesti pyritddn harvaan otantaan, jolloin koealoissa tehdyt havainnot voi-
daan olettaa riippumattomiksi. Harvan otannan tapauksessa pisteprosessin
analysoinnissa kiaytetddn perinteisid lukumaiara- ja etaisyysmenetelmii.

Jos koealat on poimittu esimerkiksi ryvasotannalla, eiviat harvan otan-
nan oletukset ole voimassa. Talloin koealoissa tehtyjd havaintoja ei voida pi-
taa riippumattomina. Koska havaintojen valinen riippuvuus vaikuttaa mm.
intensiteetin estimaattorin tilastollisiin ominaisuuksiin, on se otettava huo-
mioon. Taméa voidaan tehda kahdella tavalla. Satunnaiskenttdmenetelmas-
sa riippuvuus mallinnetaan kovarianssin avulla. Toinen, sovelluksissa kayt-
tokelpoinen tapa on kiayttds hierarkkista mallinnusta. Se voidaan rinnastaa
varianssikomponenttimalliin, jossa havaintojen vilista sisdkorrelaatiota app-
roksimoidaan hierarkkisen rakenteen avulla.

Intensiteetin estimointi klassisen tilastotieteen periaattein johtaa satun-
naiskentdn parametrien estimointiin (Ripley, 1981) tai epaparametrista me-
netelmii kiyttden intensiteetin kernel-estimointiin (Silverman, 1986). Vii-
meksi mainitussa ldhestymistavassa intensiteettii estimoidaan funktiolla

A 1 & 1
fo) = o K {7 - %0},
jossa K on kernel-funktio. Vaikka kernel-estimoinnin ongelmaksi muodostuu
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yleensi ytimen ikkunaleveyden h valinta seka tilanne, jossa pisteet ovat har-
vassa, menetelma on kiayttokelpoinen ja yleisesti hyviaksytty eksploratiivinen
tyokalu. Parametrisessa lahestymistavassa pisteaineistoon sovitetaan pinta,
joka on usein polynomi

A(za y) =ao+ a1z +agy + anz’ + a22y2 + apzy + ...

Vaihtoehtoisesti voidaan kiayttdad semiparametrisia menetelmis esimerkiksi
spline-funktioita soveltaen (Green & Silverman, 1994).

Bayes-menetelman kaytto intensiteetin estimoinnissa on houkutteleva vaih-
toehto, silld se mahdollistaa paitsi intensiteetin estimoinnin niin myés inten-
siteetin estimaattorin satunnaisvaihtelun kuvaamisen seki vaihtelua kuvaa-
vien todennakoisyyksien laskemisen. Lisdksi pisteprosessin realisaatioiden si-
mulointi voidaan tehda ennustusjakaumaa kiayttaen. Bayes-lahestymistavassa,
intensiteetin maardama satunnaiskenttd ajatellaan intensiteetin priorijakau-
maksi ja huomio kohdistuu posteriorijakauman estimointiin.

Tutkimusaineistona on kaksi rakenteeltaan erilaista metsaaluetta Etela-
Suomesta. Toinen metsa edustaa hoidettua talousmetsdd, jonka kisittelyn
paaméairana on ollut maksimaalinen puun nettotuotanto. Toinen metsa on
puolestaan luonnonmetsaa, jossa harvennushakkuita et ole tehty. Tutkittava-
na on ollut molemmissa metsissa 0.25 hehtaarin alue (50m X 50m), ja kaik-
ki vahintadn 1.3 metrid korkeat puut on rekisterdity. Aineisto on muotoa
{[zn;m,]}, jossa & kuvaa puun n maantieteellista sijaintia ja m sisdltdd puun
ominaisuuksia kuvaavat muuttujat, merkit. Naita ovat puun pituus, halkaisi-
ja, puulaji ja puun tila (kuollut/eldvd). Molemmissa metsissé valtaosa puista
on kuusia. Aineistot eivat sisalld sijainnista riippuvaa kovariaattitietoa.

Spatiaalisten pisteprosessien tilastollinen analysointi ja mallintaminen ho-
mogeenisen aineiston tapauksessa tunnetaan hyvin. Heterogeenisten aineisto-
jen yleistyessa on 16ydettéava keinoja heterogeenisuuden mallintamiseen. He-
terogeenisuudella ymmarretaén tassd yhteydessd epdhomogeenisuutta seki
tiheydessi ettd riippuvuusrakenteessa. Niinpd keskiméirdisen intensiteetin
sijasta onkin mielekkaampas tarkastella, kuinka intensiteetti alueella vaihte-
lee. Aluekohtaisen tiedon saamiseksi kdytetdan riippuvuusrakenteen kuvaa-
misessa hierarkkista mallia. Lahestymistapaa ovat esittaneet erilaisten Cox-
prosessien yhteydessia Mgller, Syversveen & Waagepetersen (1998), Ickstadt
& Wolpert (1996) sekd Heikkinen & Arjas (1998). Sen sijaan kenttdhavain-
nointiin perustuvia hierarkkisia malleja ei kirjallisuudesta 16ytyne.



Ty6n tarkoitus on ensin esitelld spatiaalisten pisteprosessien yleists teo-
riaa sekd siihen perustuvia tilastomenetelmii ja lopuksi soveltaa naita kiy-
tédntoon. Lukija motivoidaan ensin luvussa 2 tutkimusongelman esittelylls ja
alustavalla aineiston tarkastelulla. Tutkimukseen liittyva pisteprosessiteoria
on esitelty luvussa 3. Ensin on esitelty pisteprosesseihin liittyvia yleisia kisit-
teitd ja analysointimenetelmii, jotka perustuvat sekd lukumaéiriin ettd etai-
syystarkasteluihin. Luvussa on médritelty yleisimpid pisteprosesseja ja tar-
kasteltu niiden ominaisuuksia. Esimerkkeind Cox-prosessin konstruktioista
ovat Matérnin klusteriprosessi, log-gaussinen Cox-prosessi ja gamma-Poisson-
rasteriprosessit. Simulointialgoritmeja on tarkasteltu 1ahinna Poisson-proses-
sin tapauksessa. Koska jatkossa pisteprosessin analysoinnissa frekventisti-
sen tilastotieteen rinnalla tullaan kiyttimiin bayesildista ajattelutapaa, on
Bayes-menetelma esitelty my6s luvussa 3.

Ty6n painopiste on intensiteetin estimoinnissa ja sen mallintamisessa: Lu-
vussa 4 kasitellddn intensiteetin estimointia kenttihavainnoinnin yhteydessi
ja luvussa 5 karttamuotoiselle aineistolle. Luku 4 alkaa kenttihavainnointiin
liittyvien kisitteiden ja menetelmien esittelylld. Intensiteetin estimointia on
tarkasteltu ensin harvan otannan tapauksessa, jossa esitellaan perinteiset me-
netelmét, lukuméira- ja etdisyysmenetelma. Riippuvien havaintojen tapauk-
sessa intensiteetin estimointia on tarkasteltu satunnaiskenttimenetelmalls
ja lopuksi hierarkkisella mallintamisella, joka mahdollistaa my6s aineistos-
sa esiintyvan heterogeenisuuden kuvaamisen. Myds bayesilaistd hierarkkista
mallinnusta on tarkasteltu.

Karttamuotoisen aineiston intensiteetin estimoinnissa luvussa 5 on kiy-
tetty ensin klassisen tilastotieteen periaatteita noudattavaa kernel-menetel-
mai, mutta padpaino on kuitenkin bayesildisessa mallinnuksessa. Mallin ra-
kentamisessa on ldhdetty liikkelle yksinkertaisimmasta mallista, joka perus-
tuu riippumattomuusoletukseen. Tamén jilkeen sitd on parannettu ottamalla
huomioon ilmiélle tyypillinen kontekstuaalisuus.

Luvussa 2 esitettyihin metsiin liittyvia empiirisia tarkasteluja on esitelty
luvussa 6. Metsien spatiaalista rakennetta on analysoitu erilaisten tilajar-
jestysta karakterisoivien tunnuksien avulla. Metsien satunnaisuutta on myés
testattu. Lisaksi on tarkasteltu esiintyyké puutiheydessd mahdollisesti tren-
dii. Intensiteetin estimoinnissa on kaytetty luvussa 5 esitelty}d menetelmia.



2  Tutkimusongelman ja -aineiston esittely

2.1 Ongelmanasettelu

Tutkimuksen siséllollinen ongelma on metsdalueen puiden tiheyden vaihtelun
kuvaaminen intensiteetin avulla. Intensiteetin estimaattia voidaan kayttii
eksploratiivisessa analyysissd vertailukohtana haettaessa visuaalisesti asso-
siaatiota spatiaalisiin ymparistomuuttujiin, joilla tarkoitetaan paikkaan liit-
tyvaa mitattavissa olevaa ymparistén ominaisuutta kuten maaperdn laatua
tai korkeutta merenpinnasta. Mikali ymparistomuuttujia on kdytettavissa
esim. paikkatietojarjestelméssi, voidaan niitd soveltaa intensiteetin vaihtelun
selittdmiseen. On kuitenkin realistista olettaa, etti selittamatonta vaihtelua
esiintyy ja se pyritdidn mallintamaan stokastisen prosessin avulla. Tutkimus
voidaan luokitella paikkkatietojirjestelmaperusteiseksi (GIS) tilastoanalyy-
simenetelmien kehitystyoksi.

Empiiriseni aineistona on kaksi dosentti Timo Kuuluvaisen (Helsingin
yliopisto, metsiekologian laitos) tutkimuksessaan (Kuuluvainen ym., 1996)
kdyttimaa aineistoa, joista toinen kuvaa luonnonmetsdd ja toinen talous-
metsaa. Naita kahta metsialuetta tullaan vertailemaan keskenddn tiheyden
vaihtelun ja tilajarjestyksen avulla. Kiinnostus on erityisesti estimoitujen in-
tensiteettien vertailussa eli kuinka spatiaalisesti homogeenisia tai heterogee-
nisia metsit ovat. Kiinnostus voisi olla edelleen puiden kokojakauman ja spa-
tiaalisen heterogeenisuuden vilisessi yhteydessd, mutta tutkimus on rajattu
koskemaan vain tilajarjestystd. Puumuuttujien mukaanotto on kiinnostava
jatkotutkimuksen aihe.



2.2 Tutkimusaineisto

Kasiteltava aineisto koostuu kahdesta erillisestd puiden sijaintikartasta. Toi-
nen niistd on kerdtty Vuorijarven ja toinen Susimé&en metsasti. Molemmat si-
jaitsevat Eteld-Suomessa lahella Helsingin yliopiston metsantutkimusasemaa
Hyytidldd. Vuorijarvi on hoidettua talousmetsia, jonka kisittelyn paamia-
rané on ollut maksimaalinen puun nettotuotanto. Metsd on noin 105 vuotta
vanha ja viimeisin hakkuu on suoritettu noin 35 vuotta sitten. Tarkkoja tie-
toja metsin hoitohistoriasta ei ole. Susiméki on puolestaan luonnon itsensi
hoitamaa metsdi, jossa harvennushakkuita ei ole tehty. Metsad on noin 150
vuotta vanha ja se rauhoitettiin harvinaisen kasvillisuuden vuoksi vuonna
1955.

Molemmista metsistd on ollut tutkittavana 0.25 hehtaarin alue (50m X
50m). Kaikki vdhintddn 1.3 metrid korkeat puut on rekister6ity. Aineisto
koostuu puiden sijaintikoordinaateista, pituuksista ja halkaisijoista seki puu-
lajista. Lisdksi on todettu, onko puu kuollut vai elava. Puut on eroteltu ylem-
pain ja alempaan kerrokseen sen mukaan, ovatko ne yli vai alle 15 metrid
korkeita. Molemmissa metsissd valtapuulajina on kuusi, mutta joukossa on
myos mantyja ja koivuja. Lisdksi Vuorijarven metsdn alemmasta kerroksesta
16ytyi pihlajia ja Susimien ylemmasta kerroksesta yksi haapa. Taulukossa 2.1
on esitetty puiden lukuméairat ja suhteelliset osuudet sekd metsien runkotila-
vuudet. Kummastakaan tutkitusta alueesta ei 16ytynyt hiljattain kaatuneita
puita eikd muita luonnon hairiéita.

Kuvassa 2.1 on esitetty tutkittujen metsdalueiden puiden sijainnit. Hoide-
tussa Vuorijarven metséssa puut ovat sijoittuneet melko tasaisesti ja véljasti
lukuunottamatta oikeassa ylakulmassa olevaa tiheampad aluetta. Kyseisella
paikalla on ollut jokin aika sitten hakkuuaukko, minké vuoksi siind nyt kasvaa
paljon nuoria koivuja. Susiméen luonnonmetséssd puut ndyttavat sijaitsevan
melko satunnaisesti ja tiheAmmassa kuin Vuorijarven metséssa.

Puiden tiheyden vaihtelua tutkittavalla alueella voidaan alustavasti tar-
kastella aggregoitujen empiiristen intensiteettien avulla. Ne saadaan, kun tut-
kittava alue diskretisoidaan k x k -ruudukoksi ja lasketaan kuhunkin ruu-
tuun kuuluvien puiden lukumaardt. Nama ns. intensiteetin raakaestimaatit
voidaan esittdd harmaasidvykuvana, josta saa karkean yleiskuvan tiheyden
vaihtelusta. Ruutujen maarasn vaikuttaa se, miten tarkka kuva tiheyden
vaihtelusta halutaan. Kasvattamalla k:ta saadaan tarkempi kuva siita, mis-
sa tiheyden vaihtelua esiintyy, mutta samalla ruutukohtaisten estimaattien
luotettavuus heikkenee. Kuvassa 2.2 on metsien empiiriset intensiteetit, kun
k = 2,4,8. Tummin alue kuvaa suurinta tiheytta.
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Kuva 2.1 Vasemmalla Vuorijarven ja oikealla Susimiden metsien puiden sijainnit:
o = kuusi, + = koivu ja A = mainty.



Taulukko 2.1 Vuorijdrven ja Susimien metsistd mitatut ominaisuudet ja puulajit
(Kuuluvainen ym., 1996).

Ominaisuus Vuorijarvi  Susiméki
Puiden lukuméiéra/ha
yhteensa 1360 1756
elavat puut 1352 1644
korkeus > 15m 400 664
korkeus < 15 m 952 980

Puulajit (%)
Korkeus > 15m

kuusi 92.0 76.3
manty 4.0 4.7
koivu 4.0 18.4
haapa - 0.6
Korkeus < 15 m
kuusi 52.7 94.8
manty 0.8 1.1
koivu 32.7 4.1
pihlaja 13.8 -
Metsén runkotilavuus m3/ha
yhteensa 335 427
elavat puut 329 422
kuolleet puut 6 5




.

Kuva 2.2 Empiiriset intensiteetit 2 X 2,4 X 4 ja 8 x 8 -diskretisoinneilla. Ylhaalla
Vuorijarvi ja alhaalla Susiméki. Tumma sivy kuvaa suurta intensiteettid ja vaalea
pienta.



3 Spatiaalinen pisteprosessi

Spatiaalinen pisteprosessi on sellainen stokastinen mekanismi, jonka reali-
saatiot ovat R%:n pistejoukkoja. Tassd tyossi tarkastellaan vain tason R?
pisteprosesseja ja niiden soveltamista puiden sijaintien stokastisena mallina.
Tassd luvussa on esitelty pisteprosessien teoriaa ja erditi yleisimpid pis-
teprosesseja. Luvun lopussa on tarkasteltu pisteprosessien simulointia. Téssé
esitellyn pisteprosessien teorian ldhteens on kiytetty kirjaa Diggle (1983).

3.1 Kasitteita

Pisteprosessi avaruudessa R’ on satunnaismuuttuja, joka saa arvoja mital-
lisessa avaruudessa [E,£]. E on niiden R%:n aliavaruuksien ¢ perhe, jotka
toteuttavat seuraavat ehdot (Stoyan, Kendall & Mecke, 1995):

1. joukko ¢ on lokaalisti ddrellinen, ts. rajoitetussa joukossa on darellinen
madra pisteitd

2. joukko ¢ on yksinkertainen, ts. z; # x;, jos ¢ # J.

Jos molemmat ehdot ovat voimassa, on ¢ € E R%n suljettu alijoukko. Jou-
kon E alkiota ¢ voidaan pitds myds mittana R?:ssa siten, ettd ¢(B) on ¢:n
pisteiden lukumaira R?:n rajoitetussa Borel-joukossa B. E:n o-algebra £ on
suppein o-algebra, jolle kaikki kuvaukset ¢ — @(B) ovat mitallisia. Piste-
prosessi N maaritellidn mitallisena kuvauksena todennékéisyysavaruudelta



[, A, P] avaruudelle [E, £]. Pisteprosessin N jakauma P avaruudessa [E, £]
maaritelladn todennakdisyyksien

PY)=P(NeY)=P({weQ:Nw)eY)}), Y €€,

avulla. Pisteprosessi N voidaan myos tulkita satunnaismitaksi.

Pisteprosessi N on stationaarinen, jos kaikki prosessia koskevat toden-
nakoéisyysvaittaméat ovat invariantteja siirron suhteen. Ts. kun pisteprosessi
kirjoitetaan muodossa N = {z1,22,...} = {z,}, prosesseilla N = {z,} ja
N, = {z, + z} on sama jakauma kaikilla z € R%.

Pisteprosessi on isotrooppinen, jos rotaatio eli akseleiden kierto ei muu-
ta todennakéisyyslakia, ts. prosesseilla N ja rN on sama jakauma kaikilla
rotaatioilla r.

Jos prosessi on seki stationaarinen ettd isotrooppinen, niin se on litkein-
variantts.

Pisteprosessia sanotaan tdysin satunnaiseks: prosessiksi, jos prosessin pis-
teet sijaitsevat tasajakautuneesti toisistaan riippumatta annetussa rajoitetus-
sa alueessa. Taysin satunnainen prosessi on identtinen homogeenisen Poisson-
prosessin kanssa, jonka tarkempi méaarittely on kappaleessa 3.3. Pisteproses-
sin satunnaisuuden testaamiseen on kehitetty useita testeja (Diggle, 1983).

Pisteprosessin ensimmdisen kertaluvun ominaisuus eli intensiteetti kuvaa
pistetiheytti. Intensiteetti ilmoittaa prosessin pisteiden keskiméaaraisen luku-
madran pinta-alayksikkod kohti ja se maaritellaan intensiteettifunktiolla

_ . [EIN(de)]
)\(x)—ldlélrgo{ |dz| }’ (3-1)

jossa dz on infinitesimaalisen pieni alue koordinaattipisteen « ymparill, |dz|
on sen pinta-ala ja N(dz) pisteiden lukumaira alueella dz. Stationaariselle
prosessille A(z) = A.

Pisteprosessin toisen kertaluvun ominaisuudet kuvaavat spatiaalista riip-
puvuutta pisteiden valilla. Spatiaalisen riippuvuuden vaihtelua kuvataan to:-
sen kertaluvun intensiteettifunktiolla

M(z,y) =
(9) = e

EIN(da) N(dy)]
{ doldy } (3:2)

jossa r ja y ovat koordinaattipisteitd. Stationaariselle prosessille Ay(z,y)
A2(z — y) ja edelleen stationaariselle ja isotrooppiselle prosessille Ay(z,y)
A2(t), missd t on pisteiden z ja y vélinen euklidinen etdisyys.
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Pisteprosessin kovarianssitiheys stationaariselle ja isotrooppiselle proses-
sille ensimmaisen ja toisen kertaluvun intensiteetin avulla mairiteltyns on

() = Ag(t) — A2 (3.3)

Toinen tapa skaalata A;(t) on jakaa se A%:lla, jolloin tuloksena on fyysik-
kojen kayttama parikorrelaatiofunktio

9(t) = =3 (3.4)

(Stoyan ym., 1995, s. 129).
Stationaarisen ja isotrooppisen prosessin toisen kertaluvun ominaisuuksia
voidaan vaihtoehtoisesti kuvata K-funktiolla. Funktio maaritelldan

K(t) = A\7! E[satunnaisesti valitusta prosessin pisteesti enintiin

etédisyydelld t olevien muiden pisteiden lukumairi].

Prosessin tunnus AK(¢) kertoo siten ¢-sdteisessi ympyrassi olevien muiden
pisteiden lukumé&aran odotusarvon, kun ympyran keskipiste on satunnaisesti
valitussa prosessin pisteessa.

Tarkastellaan K-funktion ja toisen kertaluvun intensiteettifunktion valis-
ta yhteyttd. Koska prosessi oletettiin yksinkertaiseksi, ts.

P{N(dz) > 1} =0,
kun |dz| — 0, niin tistd seuraa, etti
E[N(dz)] = P{N(dz) =1}

ja ettd

E[N(dz)N(dy)] ~ P{N(dz) = N(dy) = 1}.

Tapahtuman z ehdollinen intensiteetti ehdolla, ettd origossa on piste, on
A2(0,2)/A. Siten korkeintaan etéisyyden ¢ p4assa olevien pisteiden lukumai-
ran odotusarvo ehdolla, etta origossa on piste, on

AK(2) = /0 " /0 “Oa(e)/ A}z do df = 2m2-! /0 “No(2)edz

tai yhtapitavasti
Aa(t) = N2 (2nt) TK' ().

Téssd ehdollistaminen on ajateltava ns. Palmin todennakdisyyksien mielessa.
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Pisteprosessin analysointiin on kehitetty useita lukumairiin ja etiisyys-
tarkasteluihin perustuvia menetelmii. Ne sopivat sekd pistekuvion satun-
naisuuden testaamiseen ettd prosessin tiheyden estimointiin. Lukuméaariame-
netelméssa ei tarvitse tietdd pisteiden tarkkaa sijaintia, silla aineisto koos-
tuu osajoukoissa lasketuista lukumadrista. Osajoukot voivat olla esimerkiksi
vierekkaisia neliitd, ns. kvadraatteja. Lukumaarien mallintaminen perustuu
pisteiden lukumaiarijakaumaan

p(A) = P{N(4)=n},  n=0,1,...,

jossa A on tutkittavan joukon osajoukko. Pisteiden lukuméaarin odotusarvo
A:ssa on yleisesti

E[N(4)] = /A Az)dz (3.5)
ja stationaariselle prosessille

E[N(A)] = MA|. (3.6)

Prosessin yksinkertaisuudesta seuraa, etta
, 2

E[N(A)] = E { N(d }
vyl = e [{f Mo} |

- E[ /A N(dz) + /A /A N(dw)N(dy)]
AA(x)dw+A[4A2(w,y)dwdy, (3.7)

ja stationaariselle prosessille

E[N(A)?] = NA| + /A /A ol — y) dz dy. (3.8)
Titen
Var[N(4)] = E[N(A)’] - [EN(A))?
- /A/sz(x —y)dzdy + MA|(1 = NA]).  (3.9)
Vastaavasti

Cov[N(A), N(B)] = /A /B Xo(z — y)dzdy + AN B| = A2 A||B|. (3.10)
Edelld olevasta ndhdaan, ettd stationaarisen prosessin pisteiden lukumaa-

ran odotusarvo riippuu vain intensiteetista ja alueen pinta-alasta, mutta va-
rianssi ja kovarianssi riippuvat myds toisen kertaluvun intensiteetista.
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3.2 Etaisyystarkasteluja

Olkoon A tason rajoitettu osajoukko, jossa on n prosessin pistettti. Piste-
prosessi oletetaan stationaariseksi ja isotrooppiseksi. Tarkastellaan erilaisia
pisteiden vilisid etdisyyksia ja niiden jakaumia, kun prosessi oletetaan taysin
satunnaiseksi prosessiksi.

3.2.1 Kahden pisteen vilisen etiisyyden jakauma

Olkoon t kahden riippumattoman ja joukossa A tasaisesti jakautuneen pis-
teen valinen etéisyys. Sen teoreettinen jakauma riippuu alueen koosta ja muo-
dosta ja se voidaan joissain erikoistapauksissa (A on nelié tai ympyri) esitta
suljetussa muodossa (Bartlett, 1964). Yksikkéneliolle ¢:n kertyméfunktio on

nt? — 833 + /2, 0<t<1
H(t) = § 1/3—22 —4/2+4(t2 - 1)5(2* +1)/3
+2t%sin71(2¢72 — 1), 1<t<2
ja yksikkéympyralle

Ht) =147 {2(t2 ~ 1)cos™ (¢/2) — t(1 + /2)\/T — t2/4)} ,

kun (0 < ¢t < 2). Yksikkdympyrassa lyhyille etédisyyksille ¢ asymptoottinen
kertymafunktio on

jossa a on A:n pinta-ala, b on A:n kehdn pituus ja lim;o t0(t3) = 0 (ks. esim.
Matérn, 1960, s. 24). Ylldolevilla integraaligeometrisilla kaavoilla on kiyttos
mm. otantatarkasteluihin liittyvissd varianssiarvioissa (ks. luku 4.2.1).

Kun A:ssa on n pistetta, on kahden pisteen vilisid etdisyyksia kaikkiaan
In(n — 1). Merkitaén ¢;;:114 i:nnen ja j:nnen prosessin pisteen vilisti etéi-
syyttd. Etaisyyden ¢ empiirinen kertymafunktio méaaritelladn enintdan etai-
syydella ¢ olevien pisteparien z; ja z; suhteellisena osuutena, ts.

Ii(t) = % (3.11)

jossa # tarkoittaa lukumé&araa.
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3.2.2 Lahinaapurietiisyys

Tarkastellaan mielivaltaisen prosessin pisteen ja sen lathimméan naapurin vi-
listd etdisyytta. Olkoon y; etdisyys s:nnesti prosessin pisteesti lihimpasn toi-
seen prosessin pisteeseen. Etaisyyksid y; kutsutaan lGhinaapurietdisyyksiksi.
Merkitdan etaisyyden y kertyméafunktiota G:1l4 ja masritellasn

G(y) = P{etiisyys mielivaltaisesta prosessin pisteests

lahimp&&n prosessin pisteeseen on enintdin y}.

Léhinaapurietaisyys ei ole symmetrinen, mutta pienills etaisyyksill esiintyy
suurella todennakéisyydelld kaksinkertaisia mittauksia keskiniisten 13him-
pien naapureiden osalta.

Etéisyyksien {y;} empiirinen kertymafunktio saadaan niiden havaittujen
ldhinaapurietaisyyksien y;, jotka ovat enintdin y, ja kaikkien lzhinaapurie-
taisyyksien lukuméaarien suhteena

Culy) = 2WSY) (3.12)

n

Lahinaapurietdisyyksien y teoreettinen jakauma riippuu prosessista, ha-
vaintojen lukumaarésta n ja alueesta A eiki sitd monimutkaisten reunavaiku-
tusten vuoksi voi esittdd suljetussa muodossa. Silloin kun pisteet ovat sijoit-
tuneet tasajakauman mukaan toisistaan riippumatta, on approksimatiivinen
kertymafunktio y:lle, kun reunavaikutuksia ei oteta huomioon,

G(y) =1- (1 —my?|A7)*,

jossa my?|A|™! on todennikéisyys sille, etti mielivaltainen prosessin piste
on enintddn etdisyydelld y valitusta pisteestd. Suurille n voidaan kiyttis
approksimaatiota

G(y) =1—exp(=Any?), y>0,

jossa A = n|A|"L.

3.2.3 Etiisyys otantapisteestd 1ihimpéaén prosessin pisteeseen

Kiinnostus voi olla my6s tason mielivaltaisen pisteen (otantapisteen) ja la-
himmaén prosessin pisteen vilisessi etdisyydessi. Olkoon m otantapisteiden
lukuméira ja d; etdisyys z:nnestd otospisteestd lahimpain prosessin pistee-
seen. Merkitdan etaisyyden d kertyméafunktiota F:1la ja maaritellasn

F(d) = P{etaisyys mielivaltaisesta otantapisteesta 14himpaan

prosessin pisteeseen on enintdan d}.
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F-funktiota voidaan pitda tyhjin tilan tunnuslukuna, silla
1 — F(d) = P{origokeskinen d-siteinen ympyra on tyhja}.

Empiirinen kertyméafunktio, joka méaaritellaan kaavalla

h(a)= 29D, (3.13)

mittaa my0s tyhjaa tilaa A:ssa siind mielessé, ettd 1 — F 1(d) estimoi pinta-
alaa | B4|, missd By koostuu kaikista niistd A:n pisteisté, jotka ovat vihintain
etiisyydella d jokaisesta A:han kuuluvasta prosessin pisteesta.

Koska tdysin satunnaisessa prosessissa pisteet ovat jakautuneet tasaja-
kauman mukaisesti toisistaan riippumatta, voidaan prosessin piste ja otan-
tapiste samaistaa. Tdten on samantekeviid tarkastellaanko ldhinaapurietai-
syyttd vai tyhjaa tilaa otantapisteen ymparilld, jolloin tiysin satunnaiselle
prosessille tyhjan tilan tunnusluku ja ldhinaapurietiisyys ovat identtiset. Si-
ten my0s etdisyyden d teoreettiselle jakaumalle voidaan suurilla n kiyttaa
approksimaatiota

F(d)=1-—exp(—Ard®), d>0.
3.3 Homogeeninen Poisson-prosessi

Homogeeninen Poisson-prosessi on yksinkertaisin spatiaalisia pistekuvioita
generoiva stationaarinen ja isotrooppinen pisteprosessi. Prosessille on karak-
terista riippumattomuusominaisuus, minks vuoksi sitd kaytetaan nollahypo-
teesina pisteprosessin satunnaisuuden testaamisessa. Poisson-prosessia kiy-
tetaan myos usein 1ahtékohtana muita prosesseja konstruoidessa ja simuloi-
taessa.

Olkoon A > 0 ja N(A) = n pisteiden lukuméaira rajoitetussa tason jou-
kossa A. Homogeeninen Poisson-prosessi on seuraavat ehdot tayttava piste-
prosessi:

1. N(A) noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla A|A|.

2. Ehdolla, ettda N(A) = n, {z1,...,z,} on riippumaton otos tasajaumas-
ta A:ssa.

3. Erillisille joukoille A ja B pisteiden lukumaardt N(A) ja N(B) ovat
stokastisesti riippumattomat.
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Poisson-prosessin parametri A on prosessin intensiteetti. Riippumatto-
muudesta (ehto 3) seuraa, ettd toisen kertaluvun intensiteetti on

Ao(t) = A%, t> 0.

Odotusarvo ja varianssi prosessin pisteiden lukumaiirille A:ssa saadaan suo-
raan jakaumaoletuksestas:

E[N(A)] = Var[N(A)] = M A].
Homogeenisen Poisson-prosessin K-funktio on

E[N(50,1))] _ AP, &) _
;| = ;| = 7t*, t >0,

jossa b(0,1) on origokeskinen ¢-siteinen ympyra. Tyhjan tilan tunnusluku on

K(t) =

F(z) = P{N(b0,z)) >0} =1— P{N(b(0,z)) = 0}
(Amz?)°

= 1=

exp(=Arz?) = 1 — exp(—Arz?)

Koska homogeeninen Poisson-prosessi vastaa taydellisen satunnaisuuden ti-
lannetta, ldhinaapurietdisyys ja tyhjan tilan tunnusluku ovat identtiset, ku-
ten kappaleessa 3.2.3 todettiin. Taten

G(z) = F(z) =1 —exp(—mAz?) 1z >0.

Homogeeninen Poisson-prosessi voidaan maaritella myos raja-arvon avul-
la (Hogg & Craig, 1978). Tama lahestymistapa antaa Poisson-prosessille toi-
sen karakterisoinnin "harvinaisten” tapahtumien prosessina:

P(N(AA)=1) ~ AAA| ja P(N(AA)>1) =0,

kun AA on pieni. Tehdaidn seuraavassa tarkastelu 1-ulotteisessa tapaukses-
sa. Tarkastelu voidaan yleistad R%:hen kisittelemills joukkofunktioiden de-

rivaattoja.
Olkoon |Az| > 0 ja

= 0.

_ o olAz])
O(IASBD—IA};{EO |Az|

Pisteprosessi on homogeeninen Poisson-prosessi, jos ja vain jos seuraavat eh-
dot ovat voimassa:

1> P(N(Az) = 1) = A|Az| + o(|Az]),
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2 P(N(Az) > 2) = o(]Az]) ja
3. tapahtumien lukumiirat ovat riippumattomia erillisilla valeilla.

Ehdosta 2’ seuraa, ettd Poisson-prosessi on yksinkertainen prosessi.
Todistetaan ekvivalenssi molempiin suuntiin. Oletetaan ensin, ettd pro-
sessi on homogeeninen Poisson-prosessi. Silloin

1.
P(N(Az)=1) = XAgleMAql
2 2 3 3
= NAz| (1 _ MAg| 4+ XAzl XAq| +)
2! 3!
= AAz|+o(|Az]),
2’

P(N(Az)>2) = 1-P(N(Az)<2)
= 1= MAsl _ )\|A$|e_’\|A’”|
= of|Az|)

3. ehto on identtinen méaaritelman ehdon 3 kanssa.

Ts. jos prosessi on homogeeninen Poisson-prosessi, ovat edella esitetyt kolme
ehtoa voimassa.

Todistus toiseen suuntaan voidaan tehda induktioperiaatetta hyvaksi kayt-
tden. Oletetaan siis, etta edelld esitetyt kolme ehtoa ovat voimassa. Todetaan
ensin, ettd vaite pitad paikkansa, kun tapahtumien lukuméaira £ = 0. Ehdon
3’ avulla saadaan

P(N(z +Az)=0) = P(N(z)=0)P(N(Az) = 0)
P(N(z) = 0)[1 — AlAz| - of|Az])]
= P(N(z) = 0) = AAz|P(N(z) = 0) + o(|Az]),

josta edelleen

P(N(z + Az)=0) — P(N(z) =0)
|Az|

o(|Az])
|Ag]

= —AP(N(z) =0) + —~=
Jos nyt |Az| — 0, saadaan differentiaaliyhtalo
DyP(N(z) =0) = —AP(N(z) =0),
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jonka ratkaisuksi reunaehdon P(N(0) = 0) = 1 kanssa saadaan
P(N(z) =0) = ¢

Téaten tapahtumien lukum&drad z:n pituisella valilli on Poisson-jakautunut
parametrilla Az.
Oletetaan nyt, ettd vaite pitad paikkansa arvolla k — 1 ja osoitetaan, etts
se patee myos arvolla k. Nyt saadaan vastaavasti
P(N(z+ Az)=k) =
= P(N(z) =k)P(N(Az) =0)+ P(N(z) =k - 1)P(N(Az) =1) +...
= P(N(z) = k) [1 - A|Az| - o(|Az])]
+P(N(z) =k - 1)[A|Az| + o(|Az|)] + o(|Az]),
josta
P(N(z+Az)=k)—P(N(z)=k) _
|Az| -

= —AP(N(z) = k) + \P(N(2) = k — 1) +

o(|Az|)
|Az|

ja rajallemenon (|Az| — 0) jalkeen
D.P(N(z) =k)=—-AP(N(z) =k)+ AP(N(z) =k —1).
Nyt kéytetdan hyvaksi induktio-oletusta, jolloin saadaan

kxk—l
D,P(N(z) = k) + AP(N(z) = k) = (2 — -,

Taman differentiaaliyhtélon yleinen ratkaisu on

= e—/\x + ce—)\m

ja reunaehdon P(N(0) = k) = 0 kanssa

P(N(z) = k) = (A:!)ke-*w.

Taten arvolla k tapahtumien lukumaéara z:n pituisella valillda on Poisson-
jakautunut parametrilla Az. Induktioperiaatteesta seuraa, ettid tima on voi-
massa kaikilla arvoilla £ = 1,2,3,.... Ts. jos edelli esitetyt kolme ehtoa ovat
voimassa, on prosessi homogeeninen Poisson-prosessi.
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3.4 Epihomogeeninen Poisson-prosessi

Homogeenisesta Poisson-prosessista saadaan epidstationaarinen prosessi, kun
intensiteetti A korvataan intensiteettifunktiolla A(z). Pisteprosessi on epého-
mogeeninen Poisson-prosessi, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

1. N(A) noudattaa Poisson jakaumaa parametrilla [, A(z)dz.

2. Ehdolla N(A) = n A:ssa olevat pisteet on riippumaton otos jakaumas-
ta, joka on suoraan verrannollinen A(z):aan.

3. Erillisille joukoille A ja B pisteiden lukumiiriat N(A) ja N(B) ovat
stokastisesti riippumattomat.

Ep&homogeeninen Poisson-prosessi tekee mahdolliseksi kovariaattien mu-
kaan ottamisen analyysiin intensiteettifunktion

Mz) = h{z1(z), 22(2),. .., 2,(2)}

kautta, jossa z;(z) sisdltad tietoa esimerkiksi maaperin laadusta yms. ja h on
linkkifunktio. Erikoistapauksena on tiheydessi esiintyva trendi, jolloin kova-
riaattina on koordinaatit # = (u,v). Tyypillinen esimerkki on polynomipinta

Mz)=h{ D asuv°},
r+s<p
jossa p on trendipinnan aste. Trendipinta voi olla vakio, lineaarinen, toisen
tai kolmannen asteen pinta jne.

Yksinkertaisimmillaan epdhomogeeninen Poisson-prosessi voidaan ajatel-
la seuraavasti: Diskretisoidaan alue A siten, ettd A = UA; ja A;N A; = ¢.
Jokaisessa joukossa A; intensiteetti on vakio );, jolloin pisteiden lukuma&ira
joukossa A; on A; = [, A(z)dz. Muodostetaan joukkoihin A; toisistaan riip-
pumatta homogeeninen Poisson-prosessi intensiteettina ;. Taten osittamalla
prosessi ehdollisiin homogeenisiin Poisson-prosesseihin saadaan lopputulokse-
na epahomogeeninen Poisson-prosessi. Tallaisella "rasteriprosessilla” voidaan
epahomogeenista Poisson-prosessia approksimoida mielivaltaisen tarkasti.

3.5 Cox-prosessi

Cox-prosessi on kahdesti stokastinen prosessi. Se muodostuu satunnaisesta in-
tensiteettifunktiosta A(z) ja epdhomogeenisesta Poisson-prosessista seuraa-
vasti:
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1. {A(z) : = € R?} on ei-negatiivisia arvoja saava satunnaiskentt (sto-
kastinen prosessi R*:ssa).

2. Ehdolla {A(z) = A(z) : = € R?} tapahtumat muodostavat epahomo-
geenisen Poisson-prosessin intensiteettifunktiona A(z).

Cox-prosessi on stationaarinen, jos ja vain jos intensiteettiprosessi on sta-
tionaarinen. Sama patee isotrooppisuudelle. Samoin Cox-prosessin korrelaatio-
ominaisuudet periytyvat satunnaiskentin vastaavista ominaisuuksista.

Tarkastellaan stationaarisen Cox-prosessin ominaisuuksia. Olkoon satun-
naiskentan intensiteetin odotusarvo E[A(z)] = u ja kovarianssifunktio ¢(z, y) =

E[A(z)A(y)] — p2. Silloin
E[N(A)] = EAE[N(A)|A] = Ex /A A(z)dz = /A ExA(z) dz
= /A pdz = plAl.

Koska stationaariselle prosessille E[N(A)] = A|A|, niin voidaan paatelld, etts
Cox-prosessin intensiteetti on

A= E[A(z)] = p.
Edelleen
E[N(A)N(B)] = EAE[N(A)N(B)|A]

= E, [ [ A@de+ [ [ A@)A@)de dy]

- /A _ExA(e)do+ /A /B ExA(2)A(y) dz dy

= WANBl+ [ [ BExA@)A(y)dody,
jolloin kaavan 3.8 mukaan toisen kertaluvun intensiteetti on

A(z,y) = E[A(2)A(y)] = c(z,y) + X%

Stationaariselle ja isotrooppiselle Cox-prosessille toisen kertaluvun inten-
siteetti saadaan myo0s intensiteetin ja kovarianssin avulla, ts.

Aa(t) = X* +9(1),

jossa

7(t) = Cov[A(2), Ay)]
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on intensiteettifunktioiden vélinen autokorrelaatio. Huomattakoon, etté in-

tensiteettiprosessin kovarianssifunktio 4 on myds pisteprosessin kovarianssi-
tiheys (ks. kaava 3.3).

Seuraavassa tarkastellaan esimerkkeji Cox-prosessien konstruktioista. Ni-
ma eroavat toisistaan ainoastaan erilaisen satunnaiskenttiosan vuoksi, silli
intensiteettiprosessilla ehdollistettu Cox-prosessi on aina epdhomogeeninen
Poisson-prosessi.

3.5.1 Matérnin klusteriprosessi

Matérnin klusteriprosessissa (Matérn, 1960) satunnaiskenttd A(z) muodos-
tetaan generoimalla ensin alueelle homogeeninen Poisson-prosessi Ny, jonka
intensiteetti on p. Tamén jalkeen jokaiseen generoituun pisteeseen {£,} lii-
tetddn R-sdteinen ympyra ja jokaiseen ympyrain intensiteetti n. Satunnais-
kentaksi saadaan siis

n
A@) == ¥ lugn(e), (3.14)
gneNO

jossa b(&n, R) on &,-keskinen R-siteinen ympyra. Nyt alueella, jota peittis
kaksi ympyrad, on tiheys kaksi kertaa niin suuri kuin alueella, jota peittas
vain yksi ympyra. Sen sijaan alueella, jota ei peitd yksikiin ympyra, tiheys
on nolla.

Matérnin klusteriprosessin intensiteetti saadaan Campbellin lauseen
(Stoyan ym., 1995, s. 104) avulla seuraavasti:

> 1b(sn,R)($)}

A = E[A(x)] = —-LE

- WRz gnGNO
np np _
= ﬂ__RZ/lb(E,R)(w)df = W—RJRZ =np-

Toisen kertaluvun intensiteetti klusteriprosessille yleisesti on (Stoyan ym.,
1995, s. 160)

Ao(r) = N + %Ec(c - 1)M

2’

jossa ¢ on klusterin koko. Nyt ¢ ~ Pois(nmR?), jolloin ¢ = nm R?, toinen
kumulantti Ec(c — 1) = n’72R* ja

o) = {—((—)— 7). lmo<r<om
0

muualla.
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Téaten Matérnin klusteriprosessin toisen kertaluvun intensiteetiksi saadaan

A T r r2
Ao(r) = {,\2+21r—"<arccos(ﬁ)—2—é 1_W)’ kun 0 <r < 2R
A2, kun r > 2R.

3.5.2 Log-gaussinen Cox-prosessi

Log-gaussisessa Cox-prosessissa (Mgller ym., 1998) intensiteettiprosessi {A(s) :
s € R?} on log-gaussinen satunnaiskentt

A(s) = 0,

jossa Y = {Y(s) : s € R?} on gaussinen satunnaiskentts keskiarvona
p = E[Y(s)] ja kovarianssifunktiona

K(s,8) = Cov[Y (s), Y (2)] = EIY(s) — WY (1) — ]
Tallsin Y(s) ~ N(p,0?), jossa 0% = k(s, s). Prosessin intensiteetti on
A= EIA(s)] = B[e"0)] = e#+37".
Toisen kertaluvun intensiteetti on

Ay = E[A(S)A(t)] — E[eY(s)+Y(t)] = e2p+%(2a2+2k(s,t)) — e2y.+02+k(s,t),
silld Y (s) + Y (¢) ~ N(2u,20% + 2k(s,t)). Prosessin kovarianssitiheys on

e(s,1) = Cov[A(s)A(t)] = E[A(s)A(t)] — E[A(s)]EA(2))

2 2 2
— 62;L+cr +k(s,2)) _ 62/.L+0 — e2u+a (ek(s,t) _ 1)

3.5.3 Kernel-tasoitettu gamma-Poisson-prosessi

Olkoon {A;} joukon A ositus siten, ettd A = U;e1A4; ja A; N A; = ¢ kaikille
i # j,jossa I = {1,...,p}. Esimerkiksi, jos suorakaiteen muotoista joukkoa
A kasitelladn rasterina, ositteet {A;};e; ovat keskenddn saman kokoisia vie-
rekkaisid suorakaiteita. Monissa sovelluksissa ositteet ovat kuitenkin vaihte-
levankokoisia ja -muotoisia.

Yksinkertaisimmillaan gamma-Poisson-prosessi (Ickstadt & Wolpert,
1996), jota kutsutaan myds rasteriprosessiksi, saadaan muodostetuksi kah-
dessa vaiheessa. Ensimmaiisessd vaiheessa generoidaan kuhunkin ositteeseen
A; intensiteetti ); toisistaan riippumattomasti Gamma(a, 3~1)-jakaumasta.
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Toisessa vaiheessa generoidaan kuhunkin ositteeseen A; lukuméairit n; toi-
sistaan riippumatta Poisson-jakaumasta parametria ;| A;| kiyttien.

Néin muodostettu prosessi hallitaan kahdella parametrilla, silli gamma-
jakauman parametrit a ja 8 mairdavat prosessin ominaisuudet. Prosessin
haittapuolena on kuitenkin riippumattomuudesta aiheutuva kontekstuaali-
suuden puute. Télldin vierekkiisissd osajoukoissa A; ja A; pisteiden luku-
maédrat n; ja n; voivat vaihdella suuresti.

Erds tapa saada kohinaisesta satunnaiskentisti korreloitunut on kernel-
tasoittaa se, jonka jilkeen ositteiden intensiteetit ovat edelleen gammajakau-
tuneita, mutta nyt riippuvia. Gammajakauma on ns. darellisesti jakautunut
eli jokaiselle positiiviselle kokonaisluvulle m gammajakauma voidaan esit-
tdd m:n samoin jakautuneen riippumattoman satunnaismuuttujan summan
jakaumana (Feller, 1971, s. 176). Tamén vuoksi kernel-tasoitus on luonnol-
linen operaatio gammajakautuneelle muuttujalle. Diskretisoidulle aineistolle
(rasterille) kernel-tasoitusta vastaa liukuvan keskiarvon tasoitus. Tasoituksen
jalkeen intensiteetti muuttuu satunnaiskentissa tasaisesti eikd epatodenn-
koisia suuria hyppéayksia esiinny.

Kuten tasoittamattomassakin gamma-Poisson-prosessissa kuhunkin osit-
teeseen liitetddn ensin toisistaan riippumattomasti gammajakautunut im-

pulssi {[';}jes, J ={1,...,r}:
T; ~ Gamma(a;, 5;),

jOHOin EFj = aj,@j ja Var(I‘j) = Oljﬁ?.

Olkoon I = J ja kisitelldan joukkoa A rasterina. Satunnaiskentts saadaan
muodostetuksi laskemalla jokaiseen ositteeseen viereisten ositteiden kanssa
impulssien painotettu keskiarvo

Ai = Zk‘,’jP]’, (3.15)
jeJ
missa

k, kun|li—j||=0
ki = K, kanl<|i—j|<Vv2

0, muualla.

Ei-negatiiviset painokertoimet k;; muodostavat p x p -kerroinmatriisin K.
Huomattakoon, ettd 3.15 johtaa riippumattomiin intensiteetteihin silloin,
kun K on yksikkdmatriisi.
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Kernel-tasoitetussa gamma-Poisson-prosessissa havaintojen lukumairit
{ni}ier ovat ehdollisesti riippumattomia ehdolla, etti impulssit I'; ovat tun-
netut, ja niiden ehdollinen jakauma on

{ni}ierl{T;}jes ~ Poisson(Ai[Ai]),

missd A; = ) ;e ki;I';. Odotusarvo pisteiden lukumairalle ositteessa i on

En; = EpEni|l] = Er [/A Ai(m)dx|F]=Ep[Ai|Ai||F]

= E) |Ailkyl; =Y |Ailki; ET; = |Ai| Y kija; ;.
Jj€J jeJ jeJ
Jos ¢ # ¢/, niin

E[n,nz;] = EpE[nm,v|F] = Er[E(ﬂ,lP)E(’n,/IF)]
[
- E /AiAi(;z)dx.A,Ai,(y)dy|r]

= Er[(A:|Ai])(Au]As]) | T]

:
= Er [|A]Y_kali|Aa| Y ki’mFmJ

| leJ meJ
= |AllAs| D] Y. kakim E(TiT).
leJ meJ

Jos &* on yksikkomatriisin (/,m):s elementti, yllioleva voidaan kirjoittaa
muodossa

E[n,nz:] = IA,’”A,'/I Z Z k,[k‘,lm[(SFEFlz + (1 - 5;n)EF1EFm]
leJ medJ

ja kovarianssiksi saadaan (¢ # 1)

Cov[n;,ny] = E[ni,ni] — En;Eng;
= |A,||A,I| Z Z k,-lkz-:m[élmEF,? + (1 — J;n)EPIEFm - EF[EFm]
leJmeJ
= |Ail|Av Z Z kuki/mtfzn[EI‘lz — ETYET ]
leJ med
= |A1”Az/| E k,-zki/,\/ar(l“,)

leJ

= IA,HA,/' Z kilki/lalﬁ?-

leJ
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Jos & = #', niin t4llin
En!] = ErE[n}|T] = Er[Ai|Ai] + (Ai]Ai])® |T)]
= |A|EY kil + [APEQ kaly)?

1€d leJ
= |Ai| X kB + |Ail* Y] Y kikim[6ET] + (1 — §*)ET,ET,),
1eJ lel med

jolloin varianssiksi saadaan vastaavasti

Var(n;) = Cov[n;,n;] = E[n}] - (En,)?
= |AlD kacuBi + |Ai* Y KG[ET] — (ET)?)

IeJ leJ
= |Ai| D kacuBi + AP D KR euBi.
et €]

Kovarianssi voidaan nyt kirjoittaa yleisesti muodossa

Covlni,na] =) [5f'|Ai|kuazﬂ1 + |Aul| Aw|kitkinca B} ] :
€7

. o’ . v os o . . . . oo
jossa 6! on yksikkGmatriisin (7,¢'):s elementti. Jos kerroinmatriisi K" on yk-
sikk6matriisi, niin silloin

Var(n;) = |AilesB; ja  Cov[n;,ny] = 0.

3.5.4 Muita Cox-prosesseja

Muita Cox-prosesseja ovat esimerkiksi Matérnin klusteriprosessia muistut-
tava Thomas-prosessi (Stoyan ym., 1995, s. 160) ja satunnaisiin Poisson-
tesselaatioihin perustuva Heikkinen—Arjas-prosessi (Heikkinen & Arjas, 1998).
Thomas-prosessissa satunnaiskenttina on

A(.’B) = Uzh(x - §i)’

jossa {&1,...,&k} Poisson-prosessi ja h on 2-ulotteinen normaalijakauma.
Heikkinen-Arjas -prosessissa satunnaiskenttdnd on

K
A(SL') = Z nklEk(Ek)(w)a

k=1

jossa {E;} on pisteiden &, . .., &k Voronoi-tesselaatio ja ;. on porrasfunktion
arvo tesselaation solussa k.
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3.6 Pisteprosessien simulointialgoritmeja

Tarkastellaan Poisson-prosessin ja Cox-prosessin simulointia suorakulmiossa
A = (0,a) x (0,b), jonka pinta-ala on |A|. Olkoon Poisson-prosessin intensi-
teettifunktio A(z), joka homogeenisessa tapauksessa on vakio .

3.6.1 Homogeenisen Poisson-prosessin simulointi

Koska homogeenisen Poisson-prosessin pisteet sijaitsevat tasajakautuneesti
toisistaan riippumatta, voidaan pisteet generoida tasajakaumasta seuraavalla
prosessin maaritelméédn perustuvalla algoritmilla:

1. Generoidaan pisteiden lukuma&ra Poisson-jakaumasta parametrina A|A|.

2. Generoidaan pisteen ; x-koordinaatti tasajakaumasta vililtad (0,q) ja
y-koordinaatti tasajakaumasta valilta (0,b).

3. Toistetaan kohtaa 2 toisistaan riippumatta niin kauan, kunnes kohdan
1 osoittama maédrd pisteitad on generoitu.

Jos simuloitava alue on muu kuin suorakulmio, voidaan pisteet generoida
edellisen algoritmin mukaan suorakulmiolle, joka sisdltida kyseisen alueen. Jos
generoitu piste ei kuulu kyseiselle alueelle, se hylataan ja generoidaan uusi
piste-ehdotus.

Toinen vaihtoehto simuloida homogeeninen Poisson-prosessi on kertyma-
funktiomenetelméd (Lewis & Shedler, 1979), jossa pisteet generoidaan sek-
ventiaalisesti seuraavin periaattein: pisteiden z-koordinaatit jirjestettyna,
T(1) - - - » Z(n), muodostavat yksiulotteisen homogeenisen Poisson-prosessin in-
tensiteettingd Ab, mika on seurausta siiti, ettd z-koordinaattien valit ovat riip-
pumattomia realisaatioita eksponentiaalisesti jakautuneesta satunnaismuut-
tujasta. Sen kertyméafunktio on

F(v)=1—e

jossa v on siis jarjestettyjen ja perédttdisten z-koordinaattien vali. Talloin z-
koordinaatit saadaan maaratyksi taman kertymafunktion avulla siten, etta
jos U ~ tas(0,1), niin V = —3logU ~ exp(Ab). Jokaista z-koordinaattia
vastaava y-koordinaatti saadaan tasajakaumasta. Talloin algoritmi on seu-
raava:

1. Generoidaan luku u; tasajakaumasta valilta (0,1).
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2. Lasketaan v; = —/\ib log u;.

3. Pisteen z; x-koordinaatti on Z;;l vj.

4. Generoidaan pisteen z; y-koordinaatti tasajakaumasta vililti (0, b).

5. Toistetaan kohtia 1-4 ja lopetetaan, kun 3°; v; > a.

Huomattakoon, ettd menetelméd generoi automaattisesti pisteen (z;,y;) z-
koordinaatin kasvaessa 0:sta a:han ja pisteiden lukum&ari simuloinnin jil-
keen on Poisson-jakautunut parametrilla A\|A|. Kuvassa 3.1 on simuloitu esi-
merkki homogeenisesta Poisson-prosessista.

riippumatta.

Kuva 3.1 Realisaatio homogeenisesta Poisson-prosessista. Prosessi on tiysin sa-
tunnainen prosessi, silld prosessin pisteet sijaitsevat tasajakautuneesti toisistaan

3.6.2 Epdhomogeenisen Poisson-prosessin simulointi

Epahomogeenisen Poisson-prosessin simuloinnissa voidaan kayttia joko har-
vennusmenetelmaa tai hylkdysmenetelmas.

Harvennusmenetelman algoritmi on seuraava:

on Ag > maxgea A(z).
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2. Lasketaan jokaiselle simuloidulle pisteelle z; arvo &/\%l, joka on siis aina
valilla (0,1).

3. Generoidaan valilta (0,1) tasajakautunut satunnaisluku u; jokaista pis-
tettd z; kohti.

4. Piste z; hyvaksytdan, jos &/\%l > u;. Piste z; poistetaan, jos
&/\%l < U;.
Huomattakoon, ettd harvennuksen jalkeen pisteiden lopullinen lukumaira on
Poisson-jakautunut parametrina [, A(z)dz.
Hylkaysmenetelmaa kiyttiden prosessi simuloidaan seuraavasti:

1. Generoidaan pisteiden lukumiirid Poisson-jakaumasta parametrina
L4 A(z)de.

Generoidaan alueelle piste z; tasajakaumasta.

Lasketaan intensiteetti A(z) pisteessi ;.

Ll

Arvotaan luku v; tasajakaumasta valilta (0, A), jossa Ao > maxyea A(z).

5. Piste z; otetaan mukaan, jos A(x;) > v;. Muussa tapauksessa gene-
roidaan edellisestd riippumaton uusi piste z; ja toistetaan kohdat 4 ja
5.

6. Kun kohdan 1 osoittama maira pisteiti on generoitu, lopetetaan.
Kuvassa 3.2 on simuloitu esimerkki epidhomogeenisen Poisson-prosessin rea-

lisaatiosta, jossa A(z,y) = e™2"7Y,

3.6.3 Cox-prosessi

Cox-prosessin simuloinnissa kiytetdan hyviksi epdhomogeenisen Poisson-pro-
sessin simulointialgoritmeja, silla intensiteetilld ehdollistettu Cox-prosessi on
epahomogeeninen Poisson-prosessi. Olennaista uutta edelliseen on satunnais-
kentan {A(z)} simulointi. Cox-prosessin simulointi on kaksivaiheinen:

1. Generoidaan satunnaiskenttd {A(z)}.

2. Ehdolla {A(z) = A(z)} generoidaan epihomogeeninen Poisson-prosessi,
jonka intensiteettifunktio on A(z).
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Kuva 3.2 Realisaatio epdhomogeenisesta Poisson-prosessista, jonka intensiteetti-
funktio on A(z,y) = e~22~Y. Realisaatiosta on havaittavissa selvi trendi: pisteet
harvenevat oikealle ja yl6spédin siirryttiessi.

Matérnin klusteriprosessin ja gamma-Poisson-rasteriprosessin simuloin-
tiohjelmat on esitetty liitteessd 1. Gaussisen satunnaiskentin simulointialgo-
ritmeja tarkastelee mm. Mgller ym. (1998). Kuvassa 3.3 on realisaatio Matér-
nin klusteriprosessista ja kuvassa 3.4 realisaatiot seki tasoittamattomasta et-
td tasoitetusta gamma-Poisson-prosessista.

3.7 Bayes-menetelma

Olkoon satunnaismuuttuja X, jonka jakauma on p(z|y) (= p(z;y)) ja jossa
y on tuntematon parametri. Frekventistisen ajattelutavan mukaan y:ti esti-
moitaessa muodostetaan uskottavuusfunktio ja maksimoidaan se y:n suhteen.
Parametri y ajatellaan siis kiinteaksi vakioksi.

Bayesildisessd paattelyssd tuntematon y ajatellaan satunnaismuuttujak-
si. Parametriin y liittyy siis epavarmuutta, jota voidaan kuvata asettamalla
sille priorijakauma p(y). Se kuvaa tutkijan késityksis y:std ennen havainnoin-
tia, ts. se kertoo kuinka todennikdisia y:n eri arvot ovat. Bayes-menetelmaissa
muodostetaan y:lle "péivitetty” jakauma, posteriorijakauma, p(y|z), ottamal-
la aineiston z = {z1,...,2,} sisdltimi informaatio huomioon. Tissé kiyte-
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Kuva 3.3 Realisaatio Matérnin klusteriprosessista, jossa B = 0.1, p = 15 ja 5 =
250.

taan hyviksi Bayesin kaavaa:

__pyr(zly) _ ply)p(zly)
P (ylw)_fp(y)p(xly)dy‘ p(z)

jossa p(zly) on aineistosta laskettu uskottavuus ja p(z) skaalaustekiji (=va-
kio) eikd siten vaikuta jakauman muotoon. Titen voidaan kirjoittaa

p(ylz) o< p(y)p(zly) (3.17)

eli posteriorijakauma on suoraan verrannollinen priorijakauman ja uskotta-
vuuden tuloon. Posteriori p(y|z) voidaan tulkita priorin ja datan "kompromis-
siksi” eli se kuvaa tutkijan uskomuksia y:sta, kun data z on otettu huomioon.
Paatelmidt y:std tehdddn tarkastelemalla posteriorijakaumaa, josta voidaan
laskea y:lle tunnuslukuja.

Bayes-teorian periaatteita ja tekniikoita kisittelee yleisella tasolla mm.
Gelman ym. (1995). Ne ovat sellaisenaan sovellettavissa pisteprosessien bay-
esildiseen analyysiin (ks. esim. Mgller ym., 1998; Heikkinen & Arjas, 1998).

(3.16)

31



o (<] 23 -
? o ® o 04 iO o5 o i° ‘o O iy
o of d % d o @ b o °
9% o oo ) o, °
> o :0 o?f o Vel 0
o © ° e} o
o © o oi° 96° e 9 o: ©
b o o o3 © o o ° % o ; o
00 ° (s} o 0 o a oqg
a °o0 o & o
[ 2 6 (= 5@!90 o Rd
& ) o o gooq ? b [} osgooo S
o [=]
8 oo o, 00 %o o°°0 o ° 9 oo
e o o o b--ie 8 0. @5 00
0: ® o o & O o
00 ol ° o o | o ?’o o P 0B o @ %0
° d, o g 9 ° oi g0 o %o
Q..0..% .0 %.a 63 o 0.9 ‘9 2 5 Fe) 5 Q o
o o0 [~ (o) o
%0 4o e i 6 ) o i %o ®
o &
e o a o oo = 03 ]
o o o o
_b_ ° OU o) o, fo o
® g 0%@ ® ° O% [+] 00 o o)
° o o oo 00¢
oo o o) ?
° ° 00! ) ® b S o,
e M.0....0 o 0. 99_,......51-,,.1..9.. .

Kuva 3.4 Realisaatioita gamma-Poisson-rasteriprosesseista, joissa & = 5 ja § = 1.
Vasemmalla on tasoittamaton ja oikealla kernel-tasoitettu gamma-Poisson-prosessi.
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4 Kenttahavainnoinnin menetelmat
intensiteetin estimoinnissa

Suuren alueen tilajirjestyksen ja intensiteetin tidydelliseen tilajirjestyskart-
taan pohjautuva analysointi on l4hes mahdotonta, koska se on erittain tyslis-
ta. Niinpd suuren alueen analysoinnissa kiytetain kenttdhavainnointia, joka
on rinnastettavissa otantatutkimukseen. Tall6in tutkittavasta alueesta tar-
kastellaan vain useita tutkimusalueeseen suhteutettuna pienia koealoja, joi-
den valinta voi perustua otantaan. Tiheyden kuvaaminen alueesta poimitun
otoksen avulla on lisdksi varsin luonnollista, silla tiheys on usein tasaisesti
muuttuva ominaisuus.

Téssd luvussa on esitelty kenttdhavainnointiin liittyvia yleisia kisitteits ja
menetelmid intensiteetin estimointiin. Ensin on tarkasteltu klassisia menetel-
mid, lukumaaré- ja etdisyysmenetelméid, ja lopuksi satunnaiskenttamenetel-
maéd ja hierarkkista mallinnusta riippuvien havaintojen kuten ryvéisotannan
tapauksessa.

4.1 Yleista

Kenttdhavainnoinnin tavoitteena on alueellista otantaa hyodyntien hankkia
tietoa tutkittavasta alueesta ilman, ettd alueen jokainen objekti taytyy tutkia
erikseen. Niinpd tutkittavalta alueelta valitaan m pistettd, s, ..., s,, joita
kutsutaan otantapisteiksi.

Otantapisteissd voidaan tehda pistekuviosta joko lukumé&idrdhavaintoja
tai etdisyyshavaintoja. Lukumiirdhavainnot N(B;,),..., N(Bs,,) tehdiin



otantakoealoilta B;,, ..., B;,,, jotka ovat |B|:n kokoisia alueita otantapistei-
den ympaérilld. Koealat ovat tyypillisesti ympyréita tai nelidita ja jokaisen
koealan B;, "karakterisoivana” pisteend (esim. keskipisteeni) on otantapiste
S;.

Etaisyyshavainnoinnissa voidaan tarkastellaan etiisyytta otantapisteesti
la8himpéaan naapuriin, toiseksi ldhimp&aan tai k:nneksi ldhimpaén, etiisyyt-
ta satunnaisesta objektista ldhimpain objektiin tai naiden modifikaatioita
kuten T-otanta (Besag & Gleaves, 1973).

Otantapisteet voidaan valita esimerkiksi tasaisella satunnaisotannalla,
systemaattisella otannalla, ositetulla otannalla tai ryvasotannalla. Jos otan-
tapisteet ovat suurella todennékoisyydella erillddn toisistaan, havaintoja voi-
daan pitaa lahes stokastisesti riippumattomina. Téllaisesta otannasta kiyte-
tdan nimitysta harve otenta. Ryvasotantaa lukuunottamatta edells luetellut
otantatavat tayttivat yleensd harvan otannan oletukset.

Pistekuviota voidaan havainnoida my6s poimimalla otantapisteen sijaan
satunnaisia objekteja ja mitata niihin liittyvia suureita kuten ldhinaapurie-
taisyytta. Satunnaisen objektin poiminta on kenttdhavainnoinnin yhteydessé
kuitenkin ongelmallisempaa. Esimerkiksi satunnaisen otantapisteen lahin ob-
jekti ei tdyta satunnaisen objektin vaatimusta. Byth & Ripley (1980) ehdot-
tavat menetelmaé, jossa valitaan pieni alue otantapisteen ymparilta. Alueen
objektit numeroidaan ja niiden joukosta arvotaan yksi. Taméa objekti toteut-
taa likimain satunnaisen objektin vaatimuksen.

Kenttdhavainnointiin perustuvia tilastomenetelmia kutsutaan kenttime-
netelmiksi. Perinteisesti niitd ovat lukumddrdmenetelmd ja etdisyysmenetel-
md, ja niihin liittyva klassinen tilastoanalyysi toimii harvan otannan tapauk-
sessa. Molempia menetelmia voidaan kiyttas seki tilajarjestyksen analyysiin
ettd intensiteetin estimointiin. Lukumaaramenetelma sopii kuitenkin parem-
min intensiteetin estimointiin, silld etaisyysmenetelmé on herkkd poikkea-
malle Poisson-oletuksesta. Etaisyysmenetelmi taas sopii paremmin tilajar-
jestyksen analyysiin, silld se ei ole aivan niin tiukasti skaalaan sidottu kuin
lukuméaaramenetelma. Tosin my6s etaisyysmenetelmé on pienen skaalan me-
netelma.

Lukumédrdmenetelmd perustuu pisteiden lukumé&ériin N(B;,),...,
N(B,,,), jossa Bs,,...,Bs, ovat koealoja, joiden pinta-ala on |B|. Jos ky-
seessa, on Poisson-prosessi, jokaisen koealan pisteiden lukumaira noudattaa
Poisson-jakaumaa parametrilla A| B, ts.

(AlB])"

P(N(B)=n) = Te'AIBI, n=0,1,... (4.1)
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Kuva 4.1 Nelji spatiaalista otanta-asetelmaa 12 otantapisteelle (vasemmalta oi-
kealle, ylhd&ltd alas): tasainen satunnaisotanta, systemaattinen otanta, ositettu
otanta ja (systemaattinen) ryvisotanta.

Lukumaaramenetelméassd aineiston muodostavat koealojen lukumé&irat

Miy...,Nm, joten pisteiden tarkkaa sijaintia ei tarvitse tietdd. Intensitee-
tin estimaattorin ominaisuuksiin kuten tehokkuuteen vaikuttaa luonnollisesti
koealojen koko ja muoto, niiden maira ja kuinka ne on sijoitettu tutkimusa-

lueeseen.

Etdisyysmenetelmassé yksinkertaisinta on havaita etdisyys otantapistees-
td lahimpaan naapuriin, d;, jolloin kyseesséd on tyhjan tilan havainnointi otan-
tapisteen ymparilld. Intensiteetin estimointi perustuu etiisyyden jakauman
kertymafunktioon

F(d)=1— e d>0,
ja siitd saatuun “tyhjan tilan” jakauman kertymafunktioon
Flu)=1-¢,

jossa u = wd? on tyhja tila otantapisteen ymparill.

Jos harvan otannan oletukset eivit jostain syystd ole voimassa tai koea-
lojen valinnassa ei ole kiytetty ollenkaan otantaa, ongelmaksi muodostuu
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havaintojen vilinen riippuvuus. Riippuvuus on otettava huomioon, silla se
vaikuttaa intensiteetin estimaattorin varianssiin ja sen estimointiin. Erés ta-
pa ottaa riippuvuus huomioon on satunnaiskenttdmenetelma, joka mallintaa
riippuvuuden suoraan kovarianssin avulla. Toinen tapa ottaa riippuvuus huo-
mioon approksimatiivisesti on hierarkkinen mallinnus. Tama sopii erityisesti
heterogeenisille aineistoille, jotka aiheuttavat tyypillisesti ongelmia perinteis-
ten menetelmien yhteydessd. Hierarkkisella mallilla on lisdksi paljon etuja:
Se mahdollistaa mm. intensiteetin vaihtelun kuvaamisen seki rypain sisaisen
korrelaation approksimoinnin.

4.2 Klassinen intensiteetin estimointi

Perinteisesti intensiteetin estimointi kenttamenetelmilld perustuu harvaan
otantaan, jolloin havaintoja koealoissa voidaan pitda riippumattomina. Tal-
16in intensiteettia voidaan estimoida lukumaara- ja etdisyysmenetelmalla.
Etdisyysmenetelmd toimii vain Poisson-prosessin tapauksessa, mutta luku-
méadramenetelma ei vaadi Poisson-oletusta. Lukumaaramenetelmii voidaan
kayttdd myOs heterogeenisessa tapauksessa keskim&irdisen intensiteetin
ﬁ [g Mz)dz estimointiin.

4.2.1 Lukumaiiramenetelmia

Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd koealat ovat keskendén saman ko-
koisia ja muotoisia. Lisaksi oletetaan, ettd otantapisteet on valittu joko tasai-
selle satunnaisotannalla tai systemaattisella otannalla. Kaytetaan seuraavas-
sa havainnoista N(B;,) lyhennettys merkintid n;. Koealojen satunnaisuuden
huomioonottava estimaattori intensiteetille on pisteiden kokonaislukumaira
jaettuna koko pinta-alalla

i=1 T

m|B|

Estimaattori on homogeenisessa tapauksessa A:n harhaton estimaattori, silla

A= (4.2)

1
En, = ——ml|B
mlBlZ BBl =

Vaikka saadun estimaattorin harhattomuus ei riipu jakaumasta, sen omi-
naisuudet riippuvat. Esimerkiksi varianssi riippuu paitsi otanta-asetelmasta,
koealojen koosta ja muodosta, tarkasteltavan alueen kokonaispinta-alasta ja
taustalla olevan prosessin kovarianssirakenteesta, ks. kaava 3.9. Varianssi on
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harvan otannan tapauksessa
m
i=1"%

Var(d) = Var( m_IBI> m2|B|22Var n;)

= 2lB|2 Z{’\lBl (1-AlBY) +//)\2(:C— d:cdy}

= I)‘Bl{ — AB| + )‘|B|/ / Ao(z y)d:vdy}
= I\BI{ — A\B| + |B|/ / g(z — d:cdy}

—AlB|+ AB|Ep g(U - V)},

m“

missd (U, V) sisaltad kaksi B:ssa tasajakautunutta riippumatonta satunnais-
muuttujaa. Eg g(U —V):n laskemiseen voidaan kiayttad luvun 3.2.1 eksakteja
ja asymptoottisia tuloksia. Poisson-prosessille

. A
Var(/\) = m

Estimointitilanteessa A on tuntematon. Silloin voidaan kayttidd “lahes”
harhatonta varianssiestimaattoria

Yt (ni — ﬁ)2'
m(m — 1)

Ositetun otannan tapauksessa intensiteetin estimaattori saadaan paino-
tettuna keskiarvona

Var(n)

K
=3 Ay (4.3)
i=1 @
jossa Ai,...,Ax ovat ositteet, a = K |A4;| ja A; on kaavan 4.2 mukaan

laskettu intensiteetin estimaattori ositteessa ¢. Varianssiksi saadaan

A

Var(}) = fj (lAiI)zVar(j\i).

i=1 a

4.2.2 Etdisyysmenetelma

Tarkastellaan tyhjan tilan tunnuslukuun perustuvaa etiisyysmenetelmaa, jo-
ka toimii vain Poisson-prosessille. Oletetaan, etti jokaisesta otantapisteesta
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m on mitattu etdisyys d; lahimpasn prosessin pisteeseen. Prosessin tiheyt-
t4 voidaan estimoida etdisyyksien d; jakauman avulla. Etaisyyksiin perustu-
van menetelmén yhteydessd on kuitenkin luonnollista estimoida tiheyden A
sijasta parametria v = A~!, joka kuvaa keskimiirdists alaa pistettd kohti.
Poisson-hypoteesin ollessa voimassa :n suurimman uskottavuuden estimaat-

tori on .
. 1 )
¥=— (; dz) . (4.4)

Estimaattori on :n harhaton estimaattori ja sen asymptoottinen varianssi

on
2

Var(§) = %n—

Tyhjan tilan tunnuslukuun perustuva estimaattori on yksinkertaisin in-
tensiteetin estimaattori, mutta se on hyvin herkkd poikkeamalle Poisson-
oletuksesta. Muita etidisyysmenetelméaan liittyvid estimaattoreita 16ytyy kir-
jasta Diggle (1983).

4.3 Riippuvuuden huomioon ottaminen -satunnaiskent-
tamenetelma

Oletetaan, etta koealoissa tehtyjd havaintoja ei voida pitdd stokastisesti riip-
pumattomina, ts. harvan otannan oletukset eivit ole voimassa. Tarkastellaan
pisteiden lukuméiriin liittyvaa menetelméai, joka mallintaa havaintojen vali-
sen riippuvuuden jatkuvaparametrisen satunnaiskentdn kovarianssin avulla.
Menetelma on identtinen edellisessd kappaleessa esitetyn lukuméaariamenetel-
man kanssa, jos havainnot ovat riippumattomat.

Olkoon N pisteiden sijaintia mallintava pisteprosessi, jonka intensiteetti
on A(z). Oletetaan lisiksi, ettd koealat ovat identtiset. Maaritelladn

= —N(B,), (4.5)

jossa By, = By +s = {z + s|lt € Bo} ja s on koealaa B, karakterisoi-
va piste. Talldin {Y(s),s € R?} on jatkuvaparametrinen satunnaiskentta.
{Y(s),s € R’} on stationaarinen, jos N on stationaarinen ja edelleen iso-
trooppinen, jos N on isotrooppinen. Tdméin muunnoksen avulla estimoin-
titilanne palautuu Matérnin (1960) kehittdmaan teoriaan otannasta toisen
kertaluvun jatkuvaparametrisesta satunnaiskentasta.
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Koealojen ollessa kiinteitd satunnaiskentin odotusarvo stationaariselle

prosessille on

EIY(9)] = g EIV(B)] = MBI = A

ja kovarianssi

Cov[Y(s),Y(?)] = EgY(s)Y(t)] — E[Y(s)|E[Y (2)]
= BN BINB) - ¥
- ITSIE{MBsn B +/B/B Mo(z —-y)d:cdy} _

Varianssi saadaan tastd erikoistapauksena (s = ¢):

1

Stationaarisesta satunnaiskentésta poimitun otoksen Y'(s;), ..., Y(s,) avul-
la saadaan intensiteetille estimaattori

Var[Y(s)] =

Y;:Ya

- 1
A==
i

n

T

joka on A:n harhaton estimaattori edelld mainituille otanta-asetelmille. In-
tensiteetin estimointi palautuu siis keskiarvon estimointiin (vrt. kaava 4.2).
Estimaattorin varianssi saadaan satunnaiskentidn kovarianssin avulla.

Jos koealojen valinnassa on kiytetty otantaa, tulee koealojen satunnai-
suus ottaa huomioon ottamalla odotusarvot my6s asetelman suhteen (Matérn,
1960). Klassisesti pyritdan harvaan otantaan, jolloin Cov[Y(s;),Y(s;)] = 0,
kun : # j. Talloin voidaan siis kayttda kappaleessa 4.2 esiteltyja perinteisia
kenttimenetelmia.

4.4 Hierarkkinen mallintaminen

Kuten jo edelld todettiin, havaintojen valinen riippuvuus voi aiheuttaa inten-
siteetin estimoinnissa ongelmia. Lisaksi yleisena ongelma on jonkin, joko ha-
vaitun tai havaitsemattoman, taustamuuttujan aiheuttama heterogeenisuus.
Esimerkiksi metsén heterogeenisuuden syyné on usein mm. maaperén laatu,
korkeus merenpinnasta, maankayton historia, taudit tai tuhot.

Mahdollinen havaintojen valinen riippuvuus ja aineiston heterogeenisuus
voidaan havaita aineistosta helposti. Havaintojen vélinen riippuvuus nakyy
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sisakorrelaationa, jolloin esimerkiksi ryvasotannan yhteydessd saman rypaan
havainnot muistuttavat enemman toisiaan kuin havainnot keskimaarin. Hete-
rogeenisuus on usein havaittavissa klusteroitumisena, mika puolestaan nakyy
aineistossa ylihajontana. Ylihajonnalla tarkoitetaan tassé tilanteita, jossa lu-
kumaaradhavainnoille

Var[N(A)] > E[N(A)].

Aineistossa esiintyva riippuvuus ja heterogeenisuus aiheuttavat tyypilli-
sesti ongelmia mm. varianssin estimoinnissa lukuméaardmenetelmén yhtey-
dessd ja ylipdatdan tiheyden estimoinnissa etdisyysmenetelmalli. Heterogee-
nisen aineiston ollessa kyseessd ongelmana on lisdksi heterogeenisuuden voi-
makkuuden arviointi. Kuten kappaleessa 4.2 todettiin, lukuméaaridmenetel-
mad voidaan heterogeenisessa tilanteessa kayttad keskimé@drdisen intensitee-
tin estimointiin, mutta tall6in estimaattorin varianssi voi tulla hyvinkin suu-
reksi. Jos heterogeenisuus on ennalta odotettua, on keskimééraisen intensi-
teetin sijasta mielekkdampad tarkastella, kuinka intensiteetti alueella vaihte-
lee. Jotta aluekohtaisen tiedon saaminen olisi mahdollista, kiytetaan riippu-
vuusrakenteen kuvaamisessa hierarkkista mallia.

Hierarkkisen mallin etu perinteiseen sekoitettuun jakaumaan verrattuna
tulee esille siind, ettd kun esimerkiksi ylihajontatilanteessa sovitetaan ha-
vainnoille sekoitettua jakaumaa, joka tdssd tapauksessa voisi olla gamma-
Poisson-jakauma

fnda,B) = [ p(rilNp(A|a, B) A

- 11(§(J;)m) (IAIﬁ+ ﬂ)a (Iz‘lllﬁ| ﬂ)m ’

jonka varianssi on suurempi kuin Poisson-jakauman varianssi. Koska intensi-
teetti A on integroitu pois, mallintavat parametrit a ja # suoraan pisteiden
lukumaéaria koealoissa eika havaitsematon intensiteetti ole mukana mallissa.
T4allsin intensiteettid ei voida estimoida suoraan jakauman avulla. Hierarkki-
sessa mallissa intensiteettitaso on mukana, jolloin saadaan helposti estimaatit
rypaille.

Hierarkkinen mallinnus on luontevaa ryvasotannan yhteydessa, silla ry-
vasotanta on kaksiasteinen: ensin poimitaan rypaat ja sitten koealat. Siten
rypéat ovat hierarkiassa ensimmadiselld (ylimmalla) tasolla ja koealat toisel-
la (alemmalla) tasolla. Ryvaskohtaisten estimaattien avulla saadaan tietoa
intensiteetin vaihtelusta tarkasteltavalla pienalueella ja koealojen (toistojen)
avulla saadaan estimaatti keskiméaaraiselle intensiteetille kyseisessd rypaas-
sa. Otosrypadt poimitaan tyypillisesti harvalla otannalla, jolloin ne oletetaan
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keskendin riippumattomiksi. Otosrypaan sisalla havainnot ovat puolestaan
riippuvia, koska ne ovat suurella todennakéisyydella 1ahella toisiaan.

Havainnoille, jotka ovat joko lukumaiara- tai etdisyyshavaintoja, muodos-
tetaan kaksitasoinen hierarkkinen malli, jossa on mukana havaitsematon in-
tensiteetti. Hierarkkisen mallinnuksen ideana on, ettd mahdollisesti riippuvat
koealatason havainnot oletetaan ehdollisesti riippumattomiksi ehdolla, etta
tiedetddn, mihin rypaaseen ne kuuluvat.

Hierarkkinen mallinnus voidaan rinnastaa kiinteiden vaikutusten malliin
(varianssianalyysimalliin). Esimerkiksi lukum&4rahavainnoissa esiintyvé ko-
kanaisvaihtelu voidaan osittaa rypéiden sisdiseen ja rypaiden viliseen vaih-
teluun
m k m k m

(nij —2)* =323 (nij — i)’ + kY (i — 7)?, (4.6)
= =1

i=1 j=1 =1 j5=1

jossa m on rypaiden lukumaaré, k koealojen lukuméaara rypaassa, 72 on kaik-
kien koealojen keskiarvo ja 7;. on rypdin i koealojen keskiarvo. Rypaiden
valinen vaihtelu kuvaa heterogeenisuutta ja sisdinen vaihtelu lokaalia rypaan
sisaistd vaihtelua mitatulla alueella. Hierarkkisella mallilla voidaan siis ar-
vioida otosrypédén sisdista ja otosrypadiden valistd vaihtelua. Lisiksi sen avul-
la voidaan analysoida rypadn sisdistd korrelaatiota.

Vastaava dekompositio voitaisiin tehda my6s kiinteiden vaikutusten mal-
leja kidyttden, mutta silloin kutakin ryvistd vastaisi oma intensiteettipara-
metri. Hierarkkista mallia kiyttden selvitaan huomattavasti vahemmilla pa-
rametreilla.

Seuraavassa on sovellettu hierarkkista mallia sekd lukumaaramenetelméaan
ettd etdisyysmenetelmasdn. Molemmissa tapauksissa on tarkasteltu myos bay-
esildista ldhestymistapaa. Bayes-menetelmé on esitetty yleisesti luvussa 3.7.

4.4.1 Hierarkkinen mallinnus lukumaéairiahavainnoille

Oletetaan, ettd koealat on poimittu ryvasotannalla. Oletetaan edelleen, et-
ta intensiteetti muuttuu alueella hitaasti ja prosessi on lokaalisti Poisson-
prosessi. Talloin saman rypdan koealoilla on sama intensiteetti A;, jolloin
rypadssid 1 havaintojen lukumiird koealassa noudattaa Poisson-jakaumaa
parametrina A;|B;|. Merkitdan {; = X;|Bi| ja oletetaan (;:n jakaumaksi
Gamma(a, 371). Mallina on siis itse asiassa gamma-Poisson -prosessi (vrt.
luku 3.5.3). Huomattakoon, ettd jatkossa kiytetddn myGs parametrista (
nimitystd intensiteetti. Parametri ( on pinta-alalla kerrottu intensiteetti,
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jolloin se on vain eri skaalassa (ilmoittaa lukumairds) kuin parametri A.
Titen, kun (:n jakaumana on Gamma(a,37!), on parametrin A jakauma
Gamma(a, | B|37!). Koska myshemmin Bayes-1dhestymistavassa ei tehdi eroa
havainnon ja parametrin valilld, vaan molempia kisitellddn satunnaismuut-
tujina, niin yhdenmukaisuuden vuoksi merkitadn A:aa ja (:aa pienilla kirjai-
milla.

Lukumaéaradhavaintojen hierarkkinen rakenne on esitetty kuvassa 4.2. Mal-
li on kaksitasoinen: ylimmalla tasolla ovat gammajakauman parametrit « ja
B ja naiden alapuolella tuntematon intensiteetti (;. Havainnot N(Bj) riip-
puvat intensiteeteistd (; ja intensiteetit riippuvat edelleen gammajakauman
parametreista. Havainnot N(B;;) ovat keskenddn riippuvia. Hierarkkisesta
rakenteesta ja Poisson-oletuksesta seuraa kuitenkin, ettd havainnot N(Bj)
ovat ehdollisesti riippumattomia ehdolla (;, ts. havainnot ovat ehdollisesti
riippumattomia ehdolla, ettd ne kuuluvat samaan rypéaaseen.

ik

Kuva 4.2 Hierarkkinen rakenne lukum&irdhavainnoille. Havaintojen lukumadra
n;k Tiippuu tuntemattomasta ryvisintensiteetistd ¢;, joka puolestaan riippuu gam-
majakauman parametreista « ja S.

Intensiteetin ja sen vaihtelun kuvaamisessa huomio kohdistuu gammaja-

kauman parametreihin « ja (. Tarkasteltavan alueen A keskimé&&riisen in-

tensiteetin I_flTI fa Mz)dz estimaatti on {7 ja odotettu objektien lukumé&&éra

a—ﬁs!lﬂ. Kun estimoidaan keskiméaaridinen intensiteetti jokaiselle otosrypaille
erikseen, voidaan alueesta muodostaa interpoloinnilla (Ripley, 1981, s. 28)
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intensiteettipinta.

Kuten aikaisemmin todettiin, voidaan havainnoissa esiintyva kokonais-
vaihtelu osittaa rypédiden viliseen ja rypéiden sisaiseen vaihteluun kaavan 4.6
mukaan. Kokonaisvaihtelulle saadaan nyt approksimaatio

Var(ni;j) = E[Var(ni|¢)] + Var[E(n;|()]
E() + Var(G) = e+ af? = af(1+8). (4.7)
Rypéiden sisdistd vaihtelua approksimoidaan varianssilla Var((;) = a/8?, jol-

loin rypéiden véliseksi vaihteluksi saadaan af. Edelleen havaintojen valiselle
sisdkorrelaatiolle saadaan approksimaatio

_ Var(G)  op? B
p= Var(nij) - a/@—l—aﬁz B 1+,8-

Edellisten lisaksi kiinnostavaa on varianssi-keskiarvo-suhteen

Var((;)  of?
E(G)  of

estimointi. On huomattava, ettd gamma-Poisson-mallille varianssi-keskiarvo-
suhde ja sisdkorrelaatio ovat 1-1-suhteessa keskenddn. Varianssi-keskiarvo-
suhde voidaan samaistaa hajontaindeksiin (Fisher, Thornton & Mackenzie,
1922)

B

m (n,- — T_l)2

[===L 4.8
(m-1n ’ (48)
jossa n; on havaintojen lukumééri koealassa ¢ ja & = = 372, n;. Hajontain-

deksin tulkinta perustuu Poisson-jakauman odotusarvon ja varianssin yhta-
suuruuteen, jolloin tunnuslukua voidaan pitdd varianssisuhdetunnuslukuna,

jossa osoittaja
2 1 — _\2
s = m_l;(nz—n)
estimoi N(B;x):n varianssia, kun jakaumaoletuksia ei tehdé, ja nimittaja 7
estimoi varianssia, kun Poisson-hypoteesi on voimassa. Suuret I:n arvot ker-
tovat aggregoituneesta datasta ja pienet arvot puolestaan sdénnéllisests. Ho-
mogeeniselle Poisson-prosessille [ = 1.

Huomattakoon, ettd nyt estimoitu tunnusluku kiayttaytyy samalla tavalla
kuin hajontaindeksikin. Mita suurempi parametrin 3 arvo on, sitd heterogee-
nisemmasta aineistosta on kyse. Parametri § kuvaa siis tdssa tapauksessa
aineiston heterogeenisuutta.
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Tarkastellaan seuraavaksi bayesildista hierarkkista mallinnusta tilantees-
sa, jossa on m ryvastd ja jokaisessa rypddssd on r koealaa. Olkoon J; in-
tensiteetti rypdéssd ¢ ja N(Bi) = ni pisteiden lukumairé koealassa Bjy,
1=1,...,mjak=1,...,7. Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan, ettd koea-
lat ovat keskenddn saman kokoisia. Téassa yhteydessd A tarkoittaa itse asias-
sa intensiteettia kerrottuna pinta-alalla, jolloin se ilmoittaa siis lukumaaras.
Merkitdan A = (Ar,..., Am), 7 = (R11y. . -y N ), B = (N1, . . ., N1y ja koealan
pinta-alaa |B|:1l4.

Nyt A;:n jakauma, joka tissd on siis Gamma(a, 371), ajatellaan intensitee-
tin priorijakaumaksi p(A|a, 3). Koska havaintojen lukuméirat ovat Poisson-
jakautuneita, on kyseessad konjugaattipriori. Gammajakauman parametrien
a ja 3 epavarmuus otetaan huomioon asettamalla niille hyperpriori p(e, 3).
Hyperparametreilla o ja 8 ja niiden priorilla p(e, #) mallinnetaan siis inten-
siteettid. Intensiteettid koskevat paitelmiat tehdadn intensiteetin posterio-
rijakaumasta p(A, o, B |n), joka saadaan hyperpriorin, priorin ja aineistosta
laskettavan uskottavuuden tulona

p(’\,aaﬁln) x p(a,ﬂ)p(/\la,ﬂ)p(nl)\)
m Lya A, M r . ik
= p(a,ﬁ)H ) Aol H%B-MBI.
i=1 =

8
[(e) i=1 k=1 ik-

Koska paidhuomio on siind, miten intensiteetti vaihtelee alueella, meita
kiinnostavat intensiteetit rypéissd ehdolla havaitut lukumairat A;|n. Esti-
maatit saadaan A:n marginaaliposteriorista, A:n prediktiivisestd jakaumasta

P} = [ [ (0, ,81n) doxdg.

Jos parametreille @ ja 8 on annettu arvot tai ne on estimoitu, jolloin
kyseessd on empiirinen Bayes-menetelmi, saadaan rypiiden estimaatit A:n
ehdollisesta marginaaliposteriorista ehdolla « ja (. Se on

p()\|a,,5,n) = Hp(Ailaaﬂan)
i=1

Gy T
=1 To+ Thoy nik)

ot kms Pk~ =i(§+rIBI)
?

silla konjugaattisuudesta johtuen A;:den posteriorit ovat riippumattomia
Gamma(a + Y j—; Niks [1—3 + r|B|)-jakaumia.
Intensiteetin odotusarvoksi saadaan
o+ 22—1 Nk
(Ailn:) 5+ 7B

44



ja varianssiksi
a+ ) =g Nk
(F+riBl)?

Parametrien o ja @ riippuvuutta toisistaan voidaan tarkastella (o, 3):n
marginaaliposteriorin

pe,Bln) = / p(X, @, BIn) dA

o, 8) H O£+Zk_1 i) (5)° | B[2kar ik
|B!)a+z;=ln¢k ol

Var(\i|n;) =

avulla.

4.4.2 Hierarkkinen mallinnus etdisyyshavainnoille

Tarkastellaan etaisyytta otantapisteestd 1ahimpéain naapuriin d;. Kun ole-
tetaan, ettd prosessi on lokaalisti homogeeninen Poisson-prosessi, niin etai-
syyksille d; on voimassa

F(di|\) =1 — e V™%,

jossa A; on intensiteetti otantapisteesss s;. Kun merkitian u; = wd?, saadaan
tyhjan tilan u; jakauman kertyméafunktio

F(uz|/\,) =1- 6—)"'“",

joka on eksponenttijakauman kertyméafunktio parametrina A;.
Intensiteetin alkeellisena estimaattorina voidaan pitda etiisyyden kaan-
teisarvoa eli

joka on yhteen havaintoon perustuva su-estimaattori ylldolevalle mallille.
Huomattakoon, ettd timé on voimassa vain otantapisteessd s; ja hyvin pie-
nella alueella sen ymparilla. Lisdksi tallainen estimaattori on erityisen herkka
poikkeamalle Poisson-oletuksesta.

Jotta hierarkkinen mallinnus olisi luontevaa my6s etaisyyshavainnoin-
nin yhteydessi, tarvitaan tutkittavista otantapisteistd toistoja. Oletetaan
seuraava yksinkertainen asetelma: ryvastd vastaa otantapisteen ympéaréivan
alueen ositus neljaan 90 asteen sektoriin. Etdisyys otantapisteestd lahimpéén
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naapuriin mitataan jokaisessa sektorissa erikseen, jolloin saadaan nelja mit-
tausta. Otanta-asetelma on esitetty kuvassa 4.3. Poisson-oletuksesta seuraa,
ettd etdisyydet dix, £ = 1,2,3,4, ovat talloin stokastisesti riippumattomia
ehdolla, ettd ne kuuluvat samaan otantapisteeseen i. Nyt etdisyyden dy ja-
kauman kertymafunktio on

F(d,kl)\,) =1- 6_4L)“7rd?k
ja tyhjén tilan w;; jakauman kertyméafunktio on

Fluilh) =1 — emahw,

Kuva 4.3 Erés otanta-asetelma etiisyyshavainnoille: ¢ = satunnainen otantapiste
ja X = prosessin piste.

Hierarkkinen rakenne on vastaava kuin lukumaéirdhavainnoinninkin yh-
teydessd. Nyt vain lukum&&rid vastaa tyhja tila u;, joka noudattaa eks-
ponenttijakaumaa parametrilla ;. Intensiteetin A; jakaumaksi oletetaan
Gamma(a, 371). Nyt havainnot ovat siis ehdollisesti riippumattomia ehdolla,
ettd ne on mitattu samasta otantapisteestid. Hierarkkinen rakenne on esitet-
ty kuvassa 4.4.

Bayesildinen hierarkkinen mallinnus etdisyyshavainnoille menee vastaa-
vasti kuin lukumaarahavainnoillekin. Olkoon otantapisteiden maard m ja A,
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Kuva, 4.4 Hierarkkinen rakenne etdisyyshavainnoille. Tyhji tila w;; riippuu tunte-
mattomasta intensiteetistd A;, joka riippuu puolestaan gammajakauman paramet-
reista « ja .

pinta-alalla skaalattu intensiteetti otantapisteessa s;. Olkoon otantapistees-
sé s; tehdyt havainnot u; = (ui1,...,uu). Merkitdin u = (u1,...,Uns) ja
A=Ay Am)-

Yhteisposteriori intensiteetille ja hyperparametreille on

P\, Blu) o ple, B)p(Ala, B)p(uld)

m l)a nom 4 1
= pla,B Aol Z e i
o) g I 7
m 4 (l)a -
= p(a, 'B)H H B/ yag=Xilg+iui)

1k=1 4F(a) '

Marginaaliposteriori A:lle ehdolla « ja

m

p(’\ |aa:67u) = Hp(Ai |a,,8,u)
i=1
m (L 4 . Yot
i (5 + ke win)™" JTRSHCED DA
i M(a+1)

silla \;:den posteriorit ovat riippumattomia Gamma(a + 1, ¢ + Sy Wik)-
jakaumia (konjugaattisuus).
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Parametrien a ja 0 marginaaliposteriori on

p() o, B |u)
p(A e, B,u)
m D(e+1)(5)°
x P(Ol, /8) 1]:=]1: I‘(a)(% + Ez=1ﬁuij)a+l .

pla,Blu) =

Muita vaihtoehtoisia otanta-asetelmia etaisyysmittauksille on esitetty ku-
vassa 4.5. Vasemmanpuoleisessa otanta-asetelmassa on mitattu etdisyydet
satunnaisesta otantapisteestd ensimmaiseksi, toiseksi, kolmanneksi ja neljan-
neksi lahimpaan prosessin pisteeseen. Kiinnostus on ympyroiden, joiden kes-
kipisteena on otantapiste ja sdteind mitatut etaisyydet, pinta-aloissa. Poisson-
prosessin tapauksessa ympyréiden muodostamien renkaiden pinta-alat ovat
toisistaan riippumattomia. Oikeanpuoleinen kuva esittdd yhtd otantapiste-
ryvasta, jossa jokaisessa koealassa on mitattu etdisyydet kolmesta satunnai-
sesta otantapisteestd 1ahimpaan prosessin pisteeseen. Téllainen asetelma on
kayttokelpoinen hitaasti muuttuvalle tiheydelle.

Kuva 4.5 Otanta-asetelmia etdisyyshavainnoille: @ = satunnainen otantapiste ja
X = prosessin piste. Vasemmalla on otantapisteympyrit ja oikealla otantapistery-
vas.
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5 Karttamuotoisen aineiston intensiteetin
estimointi

Olkoon {zi,...,z,} A:ssa havaittava Cox-prosessi, jonka satunnainen inten-
siteettifunktio on A(s). Ehdolla A(s) = A(s) prosessi on epihomogeeninen
Poisson-prosessi ja sen intensiteettifunktio on A(s). Ehdollinen uskottavuus-
funktio on tyypillisesti muotoa

exp {/A As) ds} ﬁ Az;). (5.1)

Intensiteetin mallinnuksessa kiinnostus on satunnaisessa intensiteettifunk-
tiossa ehdolla havaitut pisteet {z;,...,z,}.

Tunnettuja ldhestymistapoja ovat epdparametrinen (kernel-)menetelma
(Diggle, 1985), parametrinen suurimman uskottavuuden menetelmi (Ogata
& Tanemura, 1986), hierarkkinen bayesildinen malli (Mgller ym., 1998), epi-
parametrinen bayesildinen malli (Heikkinen & Arjas, 1998; Ickstadt & Wol-
pert, 1996) ja tyypin II suurimman uskottavuuden menetelma (Ogata, 1996).

Téssd luvussa tarkastellaan kernel-menetelmad ja bayesildista lahestymis-
tapaa.

5.1 Intensiteetin klassinen estimointi

Tarkastellaan aluksi intensiteetin estimointia kernel-menetelmalla. Menetel-
ma on epaparametrinen, ja se on rinnastettavissa tiheysfunktion estimointiin.



Itse asiassa epahomogeenisen Poisson-prosessin intensiteetin estimointi voi-

daan tulkita kaksiulotteisen jatkuvan jakauman tiheysfunktion estimoinniksi

silld erolla, ettd f4 A(s)ds ei ole tunnettu. Tiheysfunktiolle se olisi yksi.
Tiheyden kernel-estimaattori on

@) = #Z;K {%(:c _ X,-)}, (5.2)

jossa K on kernel-funktio ja h ikkunaleveys (tasoittava parametri). Kernel-
funktio K vaikuttaa estimoidun tiheysjakauman muotoon tasoittamalla sita,
ja ikkunaleveydellda maaratain tasoituksen aste. Taman vuoksi estimoitu in-
tensiteettipinta on korreloitunut, jolloin intensiteetti muuttuu tasaisesti tut-
kittavalla alueella.

Kernel-funktio on yleensd symmetrinen yksihuippuinen todennakéisyys-
jakauma, jolle on voimassa

ApK@Mw:L
Yleisesti kaytettyja kernel-funktioita ovat esimerkiksi Gaussin kernel-funktio
1
K(z) = (2m)™! exp(—ngw)
ja Epanechnikovin kernel-funktio

-1(1 _ T T
K.(z) = {271' (1—z'z), kunz'z <1

0 muualla.

Kernel-estimoinnissa ongelmaksi muodostuu yleensd ikkunaleveyden h
valinta. Mitd suurempi h on sitd tasaisempi tiheysfunktiosta saadaan. Yleen-
sa tiheysfunktion kayttotarkoitus maaraa ikkunaleveyden ja monesti se voi-
daan maarata silmamairaisesti. Objektiivisia ikkunaleveyden valintaan liit-
tyvia menetelmid kuten cross-validation on esitetty mm. kirjassa Silverman

(1986).
5.2 Intensiteetin bayesildinen estimointi

Bayesildisen ajattelutavan mukaan intensiteettid kuvaava satunnaiskenttd
{\(z), =z € R*} ajatetellaan intensiteetin priorijakaumaksi. Satunnaiskentts
voi olla joko jatkuvaparametrinen tai diskreetti tilanteesta riippuen. Satun-
naiskentan konstruoinnissa tunnettuja lahestymistapoja ovat log-gaussinen
Cox-prosessi (Mgller ym., 1998), kernel-tasoitettu gamma-Poisson-prosessi
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(Ickstadt & Wolpert, 1996) ja Heikkinen—Arjas-mallit (Heikkinen & Arjas,
1998). Bayes-menetelmissé intensiteettid kuvataan satunnaiskentin poste-
riorijakaumalla p(\|z), joka yleensi lasketaan simulointia hyviksi kiyttsen.

Sovelletaan Ickstadtin ja Wolpertin gamma-Poisson-mallia hieman yk-
sinkertaistettuna. Késitellddn sekd empiirista etta taysin Bayesilaistd mene-
telmé&i. Menetelmien ero nékyy niiden suhtautumisessa priorijakauman pa-
rametreihin: empiirisessd Bayes-menetelmassd gammajakauman parametrien
vaihtelua ei oteta huomioon, kun taas taysin Bayes-menetelméssa se huomioi-
daan.

Kasitellddn ensin yksinkertaisinta tapausta, jossa satunnaiskenttd {A(z)}
on korreloimaton. Tarkasteltava tilanne on hyvin lihella kenttahavainnoinnin
yhteydessa luvussa 4.4 tehtyd Bayes-mallinnusta.

5.2.1 Yksinkertainen Bayes-malli

Tarkastellaan aluetta A rasterina, jolloin A:n osajoukot A; ovat keskeniin sa-
manmuotoisia nelidita, kvadraatteja. Kaksinkertaisten indeksien sijasta kiy-
tetdan merkintoja yksinkertaistamaan vain yhta indeksid ¢ viittaamaan
1:nteen ruutuun. Priorina on diskreetti satunnaiskentts, joka muodostetaan
rilppumattomista prosesseista, jonka realisaatiot ovat luvussa 3.5.3 esitetty-
ja rasteriprosesseja. Ts. jokaiseen kvadraattiin A; generoidaan gammajakau-
tunut intensiteetti A; toisistaan riippumatta, jonka jalkeen kunkin kvadraa-
tin objektien lukuméérd n; saadaan Poisson-jakaumasta parametrina A;|A4;|.
Mallina on siis yksinkertainen gamma-Poisson-prosessi:

Ai ~ Gamma(a,[™?)
nilAi ~ Poisson(\;|A4;]).

Tarkastellaan ensin empiiristd Bayes-menetelmai, jossa gammajakauman
parametrit o ja # estimoidaan. Estimoinnissa kiytetdan momenttimenetel-
maa, jolloin estimaatit saadaan yhtaloparista

E(Ailavﬁ) = aﬁ
Var(Ale,8) = aff,

jossa E(Xi|e, B) ja Var(\;|a, B) ovat aineistosta laskettujen raakaestimaattien
keskiarvo ja varianssi. Parametrien estimaatit ovat taten

[EVI® EQ)

Var()) b= Var(A)

Qo=
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Intensiteetin priorina on siis yksinkertaisen gamma-Poisson-prosessin avul-
la muodostettu satunnaiskenttd. Satunnaiskenttd on korreloimaton, silld in-
tensiteetit kvadraateissa ovat stokastisesti riippumattomia. Intensiteetin prio-
rijakauma on taten

O
B a-1_—F

p()‘i) = F(&) >‘z

ja yhteen havaintoon perustuva uskottavuus on Poisson-mallista johtuen

Al )™ _a
p(rile) = LA

Siten intensiteetin posteriorijakauma on

p(Xilni) o< p(Ai)p(nsl i)

1\a ‘

(E) /\c:‘z—le-%‘ (IAil/\i)n' e—lA,‘l)\,'
F(&) ¢ ni!
A(&+n,~)—-le—/\.‘(‘}§+|A£|)‘

0.8

Koska gammajakauma on Poisson-jakauman konjugaatti, on posteriori my6s
gammajakautunut. Ts. p(\;|n;) « Gamma(é& + n;, % + |A;|). Téaten intensi-
teetin Bayes-estimaatiksi kvadraatissa i saadaan

&+ n;

j\i = E(/\,|n,) =1 7Ta
5+ 1Al

(5.3)

Empiiriset Bayes-estimaatit Ai voitaisiin laskea myds iteroimalla siten, et-
té ensin lasketaan estimaatit & ja 8 kuten edelld. Tdmén jélkeen lasketaan
kaavan (5.3) mukaisesti estimaatit );, joiden avulla lasketaan uudet & ja ,é
jne. Iterointia jatketaan niin kauan kunnes & ja B eivat endd muutu.

Taysin bayesildisessd lahestymistavassa gammajakauman parametrien o
ja [ vaihtelu otetaan huomioon asettamalla niille hyperpriori p(e, 8). Téll6in
posteriorijakauma on suoraan verrannollinen hyperpriorin, priorin ja aineis-
tosta lasketun uskottavuuden tuloon. Posteriorin laskeminen johtaa nyt kui-
tenkin Markov Chain Monte Carlo -menetelmain, jota on késitelty "konteks-
tuaalisuusmallin” yhteydessa kappaleessa 5.2.3. Taysin bayesildisen ldhesty-
mistavan mukainen mallinnus tassa kappaleessa esitellylle mallille menee vas-
taavasti, silla se on itse asiassa erikoistapaus kontekstuaalisuusmallista.
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Koska triviaali Bayes-menetelma perustuu kvadraattien riippumattomuu-
teen, on intensiteettien estimointi helppoa. Menetelmé on perusteltavissa
kenttdhavainnoinnin yhteydessa, jossa rypéit ovat (ldhes) riippumattomia.
Nyt menetelmé on kuitenkin puutteellinen, silla se ei huomioi ilmiélle luon-
teenomaista kontekstuaalisuutta, ts. sita, etti tiheys muuttuu tasaisesti. Kos-
ka estimaatit ); ovat rilppumattomia, ei niiden valilla ole spatiaalista korre-
laatiota. Taman vuoksi vierekkiisissa kvadraateissa intensiteetit voivat vaih-
della suuresti, mika voi olla ilmiélle hyvin epatodennédkoista.

5.2.2 Yksinkertainen Bayes-malli kontekstuaalisuudelle

Edella tarkastellun menetelmén puuttena todettiin olevan riippumattomuus
vierekkaisten kvadraattien intensiteettien valilla. Tadma puute voidaan pois-
taa usealla tavalla. Tarkastellaan seuraavaksi kernel-tasoituksen kiyttoa.

Oleellinen ero nyt esiteltdvin mallin ja gamma-Poisson-mallin vililld on
priorina olevaan riippumattomaan gamma-Poisson-prosessiin tehtava tasoi-
tus. Priorin konstruoinnissa ldhdetaan liikkeelle riippumattomista prosesseis-
ta kuten triviaalissakin tapauksessa. Ts. jokaiseen kvadraattiin generoidaan
gammajakautunut impulssi v; toisistaan riippumatta. Taman jalkeen teh-
dain kernel-tasoitus, jossa impulsseille lasketaan vierekkiisten kvadraattien
kanssa painotettuja keskiarvoja. Satunnaiskenttd {A(z)} muodostuu siten
painotetuista keskiarvoista A;.

Mallina on siis kernel-tasoitettu gamma-Poisson-prosessi (ks. kappale 3.5.3):

v; ~ Gamma(a,3™")
A=) ki
j€J
{niYieil{iYies ~ Poisson(AilAil),

jossa «; on impulssi ja A; intensiteetti kvadraatissa 1. Nyt gammajakauman
parametreihin o ja § liittyvd epdvarmuus on luontevinta ottaa huomioon
asettamalla niille hyperpriori p(e, 3), miki johtaa tdysin bayesildiseen me-
netelmain. Parametri k;; oletetaan tunnetuksi. Ickstadt & Wolpert (1996)
mallintavat my6s k;;:t ja asettavat niihin liittyville parametreille hyperprio-
rit.

Olkoon kvadraattien lukumaard N ja kisitellaan rasteria vektorina (lue-
taan riveittdin ylhailtad alas). Havaintojen lukumédravektori on téten
n = (ny,...,ny), impulssivektori v = (v1,...,7n) ja intensiteettivektori
A= (Ay,...,An). Posteriori on

p(e, 8,7 In) o p(a, B)p(7 |e, B)p(nly), (5.4)
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jonka laskeminen on analyyttisesti mahdoton tehtdva. Ongelman ratkaise-
misessa joudutaan kdyttdmain Markov Chain Monte Carlo (lyh. MCMC)
-menetelmai. Menetelmén ideana on simuloida toisistaan riippuvia realisaa-
tioita kayttden sellaista ergodista Markovin ketjua, jonka tasapainojakau-
mana on p(a, B, |n). Tallaisen Markovin ketjun konstruointi voidaan tehdi
usealla tavalla. Tédssd kdytetdin Metropolis—Hastings-algoritmia.

Metropolis—Hastings-algoritmin periaate on seuraava: Olkoon satunnais-
muuttuja X, jonka jakauma on (). Ketjun tila hetkelld ¢ on z;. Seuraava
tila z;4; saadaan siten, ettd ensin generoidaan arvo z* ehdotusjakaumasta
q(-]z¢), joka voi riippua ketjun sen hetkisesta tilasta x;. Uusi arvo z* hyvik-
sytddn todenndkoisyydelld a(z;, z*), jossa

a@bf)=mm(L%%%%$§)'

Jos ehdotettu arvo hyvaksytadn, uudeksi tilaksi tulee z;yy = z*. Jos ehdo-
tettu arvo hylataan, ketju ei litku, ts. z;4; = z;. Jos ehdotusjakauma on
symmetrinen, ts. siirtymistodennékéisyyksille on ¢(z|z*) = ¢(z*|z), hyvik-
symistodennakéisyys on

a@hf)zmm(L”@ﬂ).

()

Seuraavaksi on konstruoitu Metropolis—Hastings-algoritmi posteriorin 5.4
simuloinnille. Parametreja on yhteensd N + 2 kappaletta, joita paivitetaan
vuorotellen. Ajatellaan parametrit « ja 3 riippumattomiksi, jolloin p(a, 8) =
p(a)p(B), ts. molemmille parametreille voidaan méairatd oma hyperpriori.
Algoritmi on seuraava:

1. Annetaan parametreille alkuarvot ag, Bo, 110, - - -, YNo-
2. Paivitetddn o

¢ generoidaan uusi arvo o* ehdotusjakaumasta g(-|e)

o lasketaan Metropolis-Hastings-suhde

_ pa8,v,n)g(ale”) _ pla”, B,vIn)g(aler)
p(elB,v,n)g(er|e)  ple, B,7|n)g(e|e)
ple®)p(yler, Bla(ale®) _ ple”)p(vle, B)g(aler)
p(a)p(vle, B)glarle)  pla)p(vle, B)g(a*|e)

P*
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p(a*)q(a|a*) ﬁ F(Ol*) ﬂ—(a"‘—a) 79"‘—:1
p(e)q(e*|a) = T(e) ’
* * N
p(a )q(ala ) ( F(a) ) IB—N(a‘—a)e(a*—a) Zﬁl logi
p(e)q(e*|a) \T(a*)
® a1 = o* todennakdisyydella min(1, P*)
muuten o4 = o

3. Péivitetdan G

e generoidaan uusi arvo #* ehdotusjakaumasta q(-|3)

¢ lasketaan Metropolis—Hastings-suhde

p(B*|a,v,m)a(B18") _ p(8)p(rle, B7)q(816")
p(Bleyv,n)a(B*18)  p(B)p(vler, B)a(B*18)
p(8)a(818%) & ( 8 )" ()
p@ap L) <7
p(8")a(B16") ( 8 ) QTS
p(B)a(5*16)
o (41 = B* todennikdisyydelld min(1, P*)

muuten F41 = Sy

P*

4. Paivitetaan impulssi v, ¢ =1,...,N

e generoidaan uusi arvo ' ehdotusjakaumasta g(-|v;)

o lasketaan Metropolis—-Hastings-suhde
merkité'-a.‘n7* = (717 oo 77;" v a7N)7 V=i = (71, ey Y1y Yitly - - - ,7N)
ja a on kvadraatin pinta-ala

p(¥i =i B,m)alvy) _ p(y", @ Bln)a(vly”)
p(vilv-i, e, B,n)a(v*ly)  p(v, @ Bln)a(v*ly)
p(a)p(B)q(vI7*) Mg p(klev, B)p (v} |, B)p(n:l)
p(a)p(ﬁ)q('r*lv)ﬂk;ez p(yxle, B)p(vile, B)p(nilv:)

') —a,)\"-‘

P =

_q(v1r)p(vf e, B) H
Q('Y*l')')p ’)’zla ,B i Me—ak

* a-1 *\ Ty
_ q(vl’r;( ) - (%_A,‘)H(A) —a(3-%)

a(v*ly e
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® vity1 = 7 todenndkéisyydelld min(1, P*)
muuten ¥; 41 = Vi

5. Kasvatetaan ¢t = ¢ + 1 ja palataan kohtaan 2.
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6 Tutkimusaineistoon liittyvia empiirisia
tarkasteluja

Tarkastellaan luvussa 2 esiteltyjen metsien, Vuorijarven ja Susiméen, spatiaa-
lista rakennetta seka intensiteetin estimointia. Puiden sijainnit on nahtavissa
kuvasta 2.1. Analysoinnissa on kiytetty Splus-ohjelmistoa ja erityisesti sen
SpatialStats-modulia.

6.1 Tilajarjestyksen tarkastelu

Metsien tildjarjestystd on tarkasteltu G-, F- ja K-funktioiden avulla. G-
funktio tarkastelee ldhinaapurietdisyytta ja F-funktio etédisyytta otantapis-
teestd lahimpain prosessin pisteeseen. K-funktio voidaan tulkita siten, etta
AK(t) kertoo t-sdteisessd ympyrassé olevien muiden pisteiden lukumé&&rin
odotusarvon, kun ympyran keskipiste on satunnaisesti valitussa prosessin pis-
teessd. Tarkasteluissa on ollut mukana kaikki puulajit, silld tilajirjestyksen
tarkastelu puulajeittain ei tdssd yhteydessa ole jarkevad, koska muita puita
kuin kuusia on vain vidhan.

Kuvassa 6.1 on vertailtu metsien G-funktioita. Kuvaajista ndhdaan, etta
molemmissa metsissd on hyvin lahekkiin sijaitsevia puita. Vuorijarven G-
funktiosta on havaittavissa klusteroitumista etaisyyden ollessa alle metrin,
miké johtunee oikean yldkulman tihedstd koivutaimikosta. Jos Vuorijarven
metsasta tarkasteltaisiin vain taysikasvuisia puita, jaisivat lyhyet (alle metri)



etiisyydet pois, jolloin G-funktiosta olisi havaittavissa selvaa sdannollisyyt-
ta. Susimien G-funktiosta ei ole havaittavissa klusteroitumista eikd sidan-
nollisyyttakadn. Samat johtopadtokset voidaan tehdd metsien F-funktioista,
jotka on esitetty kuvassa 6.2.

Tilajirjestyksen satunnaisuuden testauksessa on kiytetty G-funktiota
(Diggle, 1983, s. 16). Tulokset on esitetty kuvassa 6.3. Jos kuvaaja kulkee
simuloitujen virherajojen sisdpuolella, voidaan tulkita puiden sijoittuneen
tasaisesti ja toisistaan riippumatta, jolloin Poisson-hypoteesi on voimassa.
Vuorijarven puiden sijainteja ei voida pitdd satunnaisena, silla lyhyilla etai-
syyksilld puita on enemmaén kuin taysin satunnaisessa tapauksessa ja pidem-
milla etaisyyksilla liian vahan. Susimien metsassd puiden sijainteja voidaan
pitda ldhes satunnaisina.

Metsien K-funktiot on laskettu kidyttden Ripleyn estimaattoria (Ripley,
1976). Na&itd on verrattu kuvassa 6.4 vastaavaan homogeenisen Poisson-pro-
sessin K-funktioon. Jalleen huomataan, etta Susiméen metsa on hyvin lahella
homogeenisen Poisson-prosessin tilannetta.

Edelld tehdyt tarkastelut tukevat sitd johtopadtosta, mika voidaan tehda
silmdmaaraisesti jo kuvasta 2.1: Vuorijarven metséssa puut sijaitsevat nuorta
koivikkoa lukuun ottamatta melko sdanndllisesti, kun taas Susiméen metsas-
s& puut ovat sijoittuneet satunnaisesti.

6.2 Trendin tarkastelu

Molemmat metsat on diskretisoitu 16 x 16 -ruudukoksi ja jokaisen ruudun
keskipisteeseen (z;, y;) on liitetty tiheys z; kyseisessa ruudussa. Tarkastellaan
tiheyksissd z; esiintyviad muutoksia, ts. tutkitaan esiintyyké puutiheydessa
jonkin suuntaista trendia.

Trendin poistamiseen on kiytetty iteratiivista median polish -menetelmaa
(Cressie, 1991, s. 46), joka perustuu sekd rivi- ettd sarakesuunnassa laskettui-
hin tiheyden mediaaneihin. Trendipinnat on esitetty kuvassa 6.5, jossa ovat
my6s alkuperaiset aineistot tulkintaa helpottamassa. Kummassakaan metsas-
sa el ole havaittavissa selvad trendia missdin suunnassa. Trendipinnat eivit
ole tassa tapauksessa kovinkaan informatiivisia.

Trendin poistamisen vaikutuksia on tutkittu median polish -jadnnésten
variogrammeista vertaamalla niitd vastaaviin alkuperéisen aineiston vario-
grammeihin. Liitteessd 2 on esitetty variogrammit sekd itd-lansi-suunnassa
ettd pohjois—eteld-suunnassa alkuperiiselle aineistolle ja median polish -jaan-
noksille. Ainoastaan Vuorijarven pohjois—eteld-variogrammista on havaitta-
vissa vahiistd korrelaatiota (variogrammi kasvaa), mutta sitdkddn ei voida
selitta trendilli, silld vastaava jadnnosten variogrammi on myos kasvava (ei
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Kuva 6.1 Vasemmalla Vuorijarven ja oikealla Susimien G-funktio. Vuorijirven G-
funktiosta on havaittavissa pienilld etdisyyksilla klusteroitumista ja suurilla etii-
syyksilla sd&nnollisyyttd, kun taas Susimien G-funktiosta ei ole havaittavissa kum-
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Kuva 6.2 Vasemmalla Vuorijirven ja oikealla Susimien F-funktio.
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Kuva 6.3 Vasemmalla Vuorijirven ja oikealla Susimien satunnaisuuden testaus G-
funktion avulla. Yhteniinen viiva kuvaa G-funktiota ja pisteviivojen vilinen alue
G-funktion pisteittdistd 90 %:n luottamusvalii.
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Kuva 6.4 Vasemmalla Vuorijarven ja oikealla Susimien estimoitu K-funktio (pis-
teviiva). Yhtendinen viiva esittd4d homogeenisen Poisson-prosessin K-funktiota.
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Kuva 6.5 Median polish -menetelmilld saadut trendipinnat Vuorijirven (ylhiil-
18) ja Susimden (alhaalla) metsille. Vasemmalla alkuperdinen aineisto ja oikealla
trendi.

ole vakio etdisyyden suhteen).
6.3 Intensiteetin estimointi

6.3.1 Klassinen estimointi

Sovelletaan ensin luvussa 5.1 esitettyd kernel-menetelmii metsien intensi-
teettien estimointiin. Kernel-funktiona on kiytetty Gaussin kernel-funktiota
ja ikkunaleveytend 3 metrid. Ikkunaleveys on valittu silmamaéariisesti. Esti-
moidut intensiteettipinnat on esitetty kuvassa 6.6 harmaasavykuvina. Tum-
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ma sivy kuvaa suurta intensiteettid ja vaalea pienti. Pinnan korreloitunei-
suudesta johtuen intensiteetti muuttuu tasaisesti molemmissa kuvissa.
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Kuva 6.6 Vasemmalla Vuorijarven ja oikealla Susimien kernel-estimoidut intensi-
teettipinnat. Tumma sivy kuvaa suurta intensiteettid ja vaalea pientd.

6.3.2 Bayesildinen estimointi

Tarkastellaan ensin intensiteetin estimointia empiiriselld Bayes-menetelmalla
kiyttden luvussa 5.2.1 esitettyd yksinkertaista Bayes-mallia, jossa priorina
oleva satunnaiskenttd on korreloimaton. Aineistot on diskretisoitu 16 x 16
-ruudukoksi ja gammajakauman parametrit on estimoitu aineistosta mo-
menttimenetelmélld. Parametrien estimaatit ovat Vuorijarvelle & = 0.5 ja
,31 = 360 ja Susimaéelle &; = 1.4 ja ,82 = 794. Kaavan (5.3) mukaan lasketut
Bayes-estimaatit on esitetty harmaasdvykuvina kuvassa 6.7. Koska intensi-
teettien vililli ei ole spatiaalista korrelaatiota, voivat vierekkaisten ruutujen
estimaatit vaihdella suuresti kuten kuvasta on havaittavissa. Lisdksi inten-
siteetit ovat yliestimoituja (lilan suuria). Tdmé johtuu siité, ettd S:n esti-
mointi aineistosta epaonnistuu. Koska spatiaalista riippuvuutta ei ole otettu
huomioon on Var(A|e, 3) lilan pieni, jolloin § tulee liian suureksi.
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Kuva 6.7 Yksinkertaisen gamma-Poisson-mallin empiiriset Bayes-estimaatit. Oi-
kealla Vuorijarvi (o = 0.5 ja §; = 360) ja vasemmalla Susimiki (az = 1.4 ja
B2 = 794). Molemmista on selvisti havaittavissa kontekstuaalisuuden puute.

Jotta ilmiolle luonteenomainen kontekstuaalisuus saadaan mukaan, tar-
kastellaan seuraavaksi intensiteetin estimointia kayttiaen luvussa 5.2.2. esitet-
tya kontekstuaalisuusmallia. Tasoitusta varten painokertoimet k;; on méarat-
ty siten, ettd naapuriruutua painotetaan puolta vahemmaéan kuin itse ruutua
ja X; ki; = 1. Mallinnuksessa kéytetddn tayttd Bayes-menetelmédi, mika joh-
taa Metropolis—Hastings-algoritmin konstruoimiseen (ks. s. 54). Algoritmin
c-kielinen toteutus aliohjelmineen on esitetty liitteessa 3.

Molempien metsien tapauksessa parametrin o priorina on kiytetty
Gamma(1, 2)-jakaumaa ja S:n priorina Gamma(100, 1.5)-jakaumaa. Kaikil-
le paivitettaville parametreille ehdotusjakauman konstruoinnissa on kaytetty
artikkelissa Besag ym. (1995) esitettyd menetelmas: uusi ehdotus .4y riip-
puu edellisesta arvosta z; seuraavasti:

Teg1 = 24 - 0OV,
jossa C on vakio ja U vililld (0,1) tasajakautunut satunnaismuuttuja. Tal-
16in ehdotusjakaumat eivat ole symmetrisid, mikd on otettava huomioon
Metropolis—Hastings-suhteita laskettaessa. Parametrien o ja § péivitykses-
sa vakiolle on kdytetty arvoa C = 0.5 ja impulsseille C' = 1. Iteraatioita on
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Kuva 6.8 Kontekstuaalisuusmallin tdydelld Bayes-menetelmalla estimoidut inten-
siteetit. Oikealla Vuorijarvi ja vasemmalla Susiméki.

tehty 20000, joista ensimmaiset 2000 on jatetty pois visuaalisen tarkastelun
perusteella.

Molempien metsien tapauksessa a:n hyvidksymistodennakéisyys oli noin
20 %, B:n 25 % ja impulssien kohdalla se vaihteli 40-90 %. Kuvassa 6.9
on esitetty Vuorijarven a:n, 8:n ja ruudun (3,14) impulssin simulointiketjut
ja marginaaliposteriorijakaumat. Simulointiketjuista on havaittavissa selva
konvergenssi. Muiden 255 ruudun impulssien simulointiketjut ja posteriori-
jakaumat ovat likimain samann&kéisid. Susiméen tapauksessa tulokset ovat
vastaavanlaiset.

Parametrien o ja 3 posteriorijakaumien keskiarvot ja 90 %:n Bayes-valit
molemmista metsistd on koottu taulukkoon 6.1. Estimoidut intensiteetit, jot-
ka on saatu kernel-tasoitettujen impulssien posteriorikeskiarvoista, on esi-
tetty harmaasdvykuvina kuvassa 6.8. Nyt intensiteettipinnoista on selvasti
havaittavissa korreloituneisuus (vrt. kuva 6.7). Intensiteettien avulla on es-
timoitu myos puiden lukuma&irat jokaisessa ruudussa. Tulokset on esitetty
numeerisessa muodossa 16 x 16 -rasterina taulukoissa 6.2 ja 6.3. Vertailun
vuoksi my6s alkuperaiset aineistot on esitetty samoissa taulukoissa.
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Taulukko 6.1 Parametrien « ja (3 posteriorikeskiarvot ja 90 %:n Bayes-vilit
(1= Vuorijarvi, 2= Susimiki).

Parametri Keskiarvo 90 %:n Bayes-vali

o 0.18 0.14-0.21
By 77.61 66.53—89.40
2 0.25 0.21-0.29

B 82.71 71.31-95.56

6.4 Johtopaiatokset

Metsien spatiaaliset rakenteet vastasivat hyvin odotuksia. Tilastollista sadn-
nonmukaisuutta havaittiin vain Vuorijarven metséassi. Vuorijarven puut si-
jaitsivat pientd tihedd koivutaimikkoa lukuun ottamatta sdanndllisesti. Hoi-
detut talousmetsit ovat tyypillisesti saannollisid, silld onhan maksimaalisen
puun nettotuotannon yhtena edellytyksena se, etta puilla on tilaa kasvaa, jol-
loin ne eivat voi olla lilan 1dhelld toisiaan. Sen sijaan Susiméen metsa, jossa
harvennushakkuita ei ole tehty, vastasi melko hyvin tdydellisen satunnaisuu-
den tilannetta. Puut sijaitsivat likimain satunnaisesti ja toisistaan riippu-
matta.

Bayesildisen intensiteetin estimoinnin tuloksena saatiin, ettd spatiaali-
sen rakenteen on oltava mukana mallissa, mika oli myos ennalta odotettua.
Molempien metsien kohdalla riippumattomuusmalli, jossa priorina oli yk-
sinkertainen gamma-Poisson-malli, johti yliestimoituihin intensiteetteihin ja
kontekstuaalisuuden puutteeseen. Liian suuret intensiteetin estimaatit joh-
tuivat yli suurista gammajakauman muotoparametrin arvoista (8; = 360 ja
B2 = 794). Tama puolestaan johtui aineistoista estimoiduista intensiteettien
variansseista, jotka riippumattomuuden vuoksi olivat liian pienii.

Kontekstuaalisuusmalli toimi molempien metsien kohdalla hyvin. Gam-
majakauman muotoparametrien arvot olivat oikeaa suuruusluokkaa (poste-
riorikeskiarvot 3; = 77.61 ja B, = 82.71) ja estimoidut intensiteetit todelli-
suutta vastaavia. Priorissa tehty kernel-tasoitus nékyi tuloksena saadun in-
tensiteettikentan korreloituneisuutena.

Kummankaan metsan kohdalla puutiheydessa ei ollut havaittavissa sel-
vaa trendid missaddn suunnassa. Tahan voi vaikuttaa osaltaan myds se, etta
tutkitut alueet olivat melko pienia, vain 0.25 hehtaarin kokoisia.
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Kuva 6.9 Vuorijirven parametrien a;, 8; ja ruudun (3,14) impulssin simulointi-
ketjut ja simuloidut marginaaliposteriorit.
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Taulukko 6.2 Vuorimien puiden lukuméaarit 16 x 16 -rasterissa. Ylemmiss3 taulu-
kossa on alkuperdinen aineisto ja alemmassa taulukossa kontekstuaalisuusmallilla

estimoidut puiden lukumaarat.
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Taulukko 6.3 Susimien puiden lukumé&érit 16 x 16 -rasterissa. Ylemmassi taulu-
kossa on alkuperdinen aineisto ja alemmassa kontekstuaalisuusmallilla estimoidut
puiden lukum&arat.
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Liite 1

Matérnin klusteriprosessin ja gamma-Poisson-rasteriprosessin simulointialgo-
ritmit Splus:lla ohjelmoituina.

function(a = 1, b =1, R = 0.1, roo = 15, eta = 250)
{
# Funktio simuloi Maternin klusteriprosessin.
# Parametrit: a = alueen leveys
b = alueen korkeus
R = klusterin sédde
= intensiteetti klustereiden keskipisteille
intensiteetti klusterin sis&dlla

H H H R N
[ ]
¢ O
[l o]
L}

lkm <- rpois(l, a * b * roo)
x0 <- runif(lkm, 0, a)
yO <- runif(lkm, 0, b)
pi <- 3.141592654
n <- rpois(lkm, pi * R~2 * eta)
otosx <- vector()
otosy <- vector()
for(i in 1:1km) {
k<-0
while(k !'= n[i]) {
x1 <- runif(1, x0[i] - R, x0[i] + R)
y1 <- runif(1, yo[i] - R, yOo[i] + R)
r <- sqrt((x1 - x0[i])~2 + (y1 - yo[il)~2)
if(r<R&x1<a&yl<bé&xl>0%&yl> 0) {
otosx <- c(otosx, x1)



otosy <- c(otosy, y1)

k<-k+1
¥
¥

¥

list(x = otosx, x = otosy)
¥
function(lamdat)
{

# Funktio simuloi Gamma-Poisson -prosesssin.
# Parametrit: lamdat = intensiteettihila (=lista)
#
n <- length(lamdat[[1]]) - 1
vali <- lamdat[[1]][2] - lamdat[[1]][1]
lkm <- matrix(rpois(length(lamdat[[3]]), lamdat[[3]]), nrow = n, ncol = n)
otosx <- vector()
otosy <- vector()
for(i in 1:n) {
for(j in 1:n) {
x <- runif(lkm[j, i], vali * (i - 1), vali * i)
y <- runif(lkm[j, i], vali * (j - 1), vali * j)
otosx <- c(otosx, x)
otosy <- c(otosy, y)
}

}
list(x = otosx, y = otosy)
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Liite 2

Vuorijarven ja Susiméden variogrammit alkuperéiselle aineistolle ja median
polish -jaannoksille.
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Kuva 6.10 Vuorijarven variogrammit: kaksi ylinté, joista ylempi on median polish
-jadnnoksille ja alempi alkuperiiselle aineistolle, on laskettu pohjois—etela-
suunnassa ja kaksi alinta vastaavasti itd-ldnsi-suunnassa.
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Kuva 6.11 Susim&en variogrammit: kaksi ylinté, joista ylempi on median polish
-jadnnoksille ja alempi alkuperdiselle aineistolle, on laskettu pohjois—eteld-
suunnassa ja kaksi alinta vastaavasti iti-lansi-suunnassa.
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Liite 3

Metropolish-Hastings-algoritmin c-kielinen toteutus kontekstuaalisuusmallin
posteriorin simuloinnille. Ohessa on padohjelma ja tirkeimmat aliohjelmat.
Tasoituksen vuoksi aluetta on laajennettu siten, ettd jokaisella reunapikse-
lill4 on my®6s neljd naapuripikselid. Alueeseen kuuluvat pikselit tunnistetaan
taustan avulla: tutkittavaan alueeseen kuuluvan pikselin tausta-arvo on yksi
ja reunapikseleiden nolla. Aluetta kasitellidn yhden indeksin avulla, jolloin
impulssit ovat vektorissa.

main()
/* péddohjelma */
{
int j, t=1;
alustus();
while(t<=KIERR) {
paivita_impulssit();
paivita_alfa();
paivita_beta();
talleta(t);
t++;
}
estimointi();
lue_tiedostoon();

void alustus(void)
/* aliohjelma tekee tarvittavat alustukset */



{

/* taustan alustus */
int px, py, X, ¥, j, i;

FILE *f,;
for(i=0; i<PKOKO; i++) {
px = i)PSIVU;
py = i/PSIVU;
X =px + 1;
y =Py + 1

j =y * SIVU + x;
taustalj] = 1;
}
alfa=ALKUARVO1;
beta=ALKUARV0O2;
srand48(time(NULL)); /* satunnaisgeneraattorin alustus */

/* impulssien alustus */
for(j=0; j<KOKO; j++) {
if (taustal[j]) impulssi[j] = 0.001;
}

/* datan lukeminen */
f = fopen(DATA_TIEDOSTO,"r");
if (1) {
printf("Tiedosto "DATA_TIEDOSTO" ei aukea!\n");
exit(1);
}
for(j=0; j<KOKO; j++) {
if(taustalj]) fscanf(f,"}d", &dataljl);
}
fclose(f);
}

void paivita_impulssit(void)
/* aliohjelma paivittaa impulssitaulukon (=impulssivektorin) */
{

int t, m, j;

double paino, hyv_tn, apu, tulo;

double uusi_impulssi, vanha_lamda, uusi_lamda;

for (j=0; j<KOKO; j++) A
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if (taustalj]) A
uusi_impulssi = impulssi[j]*exp(Ci*(2*runif()-1));
m = naapurusto(j);
paino = 2*m-(m-2);
vanha_lamda = laske_lamda(j);
uusi_lamda = vanha_lamda+(1-m/paino)*(uusi_impulssi-impulssil[j]);
apu = pow((uusi_lamda/vanha_lamda),datalj])
*exp (-ALA*(uusi_lamda-vanha_lamda));
tulo = apu;
if (taustalj-1]1) {
m = naapurusto(j-1);
paino = 2*m-(m-2);
vanha_lamda = laske_lamda(j-1);
uusi_lamda = vanha_lamda+(1/paino)*(uusi_impulssi-impulssilj]l);
apu = pow((uusi_lamda/vanha_lamda),datalj-1])
*exp (-ALA*(uusi_lamda-vanha_lamda));
tulo = tulo*apu;
}
if(taustal[j+1]) A
m = naapurusto(j+1);
paino = 2*m-(m-2);
vanha_lamda = laske_lamda(j+1);
uusi_lamda = vanha_lamda+(1/paino)*(uusi_impulssi-impulssil[j]);
apu = pow((uusi_lamda/vanha_lamda),data[j+1])
*exp (-ALA*(uusi_lamda-vanha_lamda));
tulo = tulo*apu;
}
if(taustal[j-sIvu]) o
m = naapurusto(j-SIVU);
paino = 2*m-(m-2);
vanha_lamda = laske_lamda(j-SIVU);
uusi_lamda = vanha_lamda+(1/paino)*(uusi_impulssi-impulssil[j]);
apu = pow((uusi_lamda/vanha_lamda),datalj-SIVU])
*xexp(-ALA*(uusi_lamda-vanha_lamda));
tulo = tulo*apu;
}
if(tausta[j+SIVU]) A
m = naapurusto(j+SIVU);
paino = 2*m-(m-2);
vanha_lamda = laske_lamda(j+SIVU);
uusi_lamda = vanha_lamda+(1/paino)*(uusi_impulssi-impulssi[j]);
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apu = pow((uusi_lamda/vanha_lamda),datalj+SIVU])
*exp (-ALA* (uusi_lamda-vanha_lamda)) ;
tulo*apu;

tulo

¥
hyv_tn

pow((uusi_impulssi/impulssi[j]), (alfa-1))
*exp (-beta*(uusi_impulssi-impulssi[j]))*tulo
*(uusi_impulssi/impulssil[j]);
if (runif ()<=hyv_tn) {
impulssilj] = uusi_impulssi;
hyvaksytty[j]l++;

void paivita_alfa(void)
/* aliohjelma pdivittad alfan */

{

}

int i;
double hyv_tn, uwusi_alfa, apu = 1.00;
uusi_alfa = alfa*exp(C2*(2*runif()-1));
for(i=0; i<KOKOD; i++) {

if(taustali]) apu = (exp(lgamma(alfa))/exp(lgamma(uusi_alfa)))

*pow(beta*impulssi[i] ,uusi_alfa-alfa)*apu;
}
hyv_tn = apu*(uusi_alfa/alfa)*pow(uusi_alfa/alfa,A-1)
*xexp (-B*(uusi_alfa-alfa));

if (runif ()<=hyv_tn) {

alfa = uusi_alfa;

hyvak_alfat+;
}

void paivita_beta(void)
/* aliohjelma p&aivitt&& betan */

{

int i;
double hyv_tn, uusi_beta, apu=0;
uusi_beta = betaxexp(C3*(2*runif()-1));
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for(i=0;i<KOK0; i++) {
apu = impulssi[i]+apu;
}
hyv_tn = pow(uusi_beta/beta,PKOKO*alfa+C-1)*exp(-(uusi_beta-beta)
*(apu+D))*(uusi_beta/beta) ;
if (runif ()<=hyv_tn) {
beta = uusi_beta;
hyvak_betat+;
}
}

double laske_lamda(int i)
/* aliohjelma laskee tasoitetun intensiteetin pikselissd i */
{

int m;

double s, paino;

m = naapurusto(i);

s = naapurisumma(i);

paino = 2*m-(m-2);

return s/paino + (1-m/paino)*impulssili];

double naapurisumma(int i)
/* aliohjelma laskee pikselin i naapurien impulssien summan */

{

return impulssili-1]+impulssi[i+1]+impulssi[i-SIVU]+impulssi[i+SIVU];

¥

int naapurusto(int i)
/* aliohjelma laskee pikselin i naapurien lukumé&rén */

{
return taustal[i-1]+tausta[i+1]+taustal[i-SIVU]+taustali+SIVU];

¥

81



	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

