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ABSTRACT

Hihnala, Kauko

Transition from the performing of arithmetic tasks to the understanding of con-
cepts. The development of pupils' mathematical thinking when shifting from
arithmetic to algebra in comprehensive school

Jyvéskyla: University of Jyvaskyld, 2005, 169 p.

(Jyvaskyla Studies in Education, Psychology and Social Research

ISSN 0075-4625-278)

ISBN 951-39-2279-0

Summary

Diss.

This study clarifies what kind of prerequisites there would be to start the study-
ing of algebra in comprehensive school earlier than during last years. The study
was performed in two phases. The first phase included a four-year follow-up
study as a case study targeted to single age group of 89 pupils. The study sur-
veyed the mathematical skills of pupils from the sixth to the ninth grade on
general level. The measurements were made in autumns and in the spring of
the ninth grade with tests lasting for an hour. The follow-up was followed by a
cross-study. Its measurements were made in the autumn 2001. The cross-study
included 1,019 pupils from the sixth to the ninth grade from three primary
schools and five secondary schools in a mid-size Finnish town. On the basis of
this study the command of proportionality did not seem to be the qualification
for skills in algebra. It rather seemed that pupils need similar abilities for these
areas of mathematics. The skills in algebra were approximately the same among
the pupils from the sixth to the eighth grade. On the basis of the results ob-
tained it would be natural to teach proportionality and algebra simultaneously
in comprehensive school, parallel and interlocked, at least from the sixth grade
onwards.

Keywords: algebra, arithmetic, mathematical thinking, proportionality
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ESIPUHE

Tamad tyo sai alkunsa tarpeesta tutkia matematiikan osaamiseen liittyvid on-
gelmia erityisesti peruskoulun yldasteen oppilailla. Oppilaiden siirtyminen ala-
asteelta yldasteelle muodostaa opiskelussa tdarkedn nivelkohdan. Oppilaat siir-
tyvdt kuusi vuotta kestdneestd luokanopettajan opetuksesta aineenopettajien
opetukseen. Luokanopettajan ja aineenopettajan erilainen koulutustausta aset-
taa opetukselle erilaiset ldhtokohdat. Myds luokanopettajan tyon jakaantumi-
nen monen oppiaineen kesken rajoittaa hdnen mahdollisuuksiaan syventyd ma-
tematiikan opetuksen erityisvaatimuksiin. Vahvimpien kannanottojen mukaan
ala-asteella opetettava matematiikka on eri oppiaine kuin yldasteen matema-
tiikka.

Ala-asteen matematiikan opiskelu luo oppilaalle kasityksid ja uskomuksia
muun muassa omista kyvyistd ja matematiikasta. Jotkut uskomukset voivat
vaikeuttaa yldasteen oppiaineldhtoistd matematiikan opetusta. Uudet perusope-
tuksen opetussuunnitelman perusteet 2004 antavat pienen sysdyksen ala-asteen
ja yldasteen opetuksen yhtendistdimiseen. Luokkien 6-9 opetussuunnitelmien
késitteleminen yhtend kokonaisuutena on tdrked tdhdn suuntaan vaikuttava
rakenteellinen tekija. Konstruktivistiseen oppimiskéasitykseen perustuva ope-
tussuunnitelma ja siihen liittyen ongelmakeskeinen opetustapa ovat myods omi-
aan yhdenmukaistamaan matematiikan opetusta eri luokkatasoilla.

Kun ryhdyin tutkimaan opetusta ja oppimista ldhes 30 vuoden opetustyon
jilkeen, havaitsin, ettei ole helppo asettua tutkijana tarkastelemaan asioita
oman tyon ulkopuolelta. Toisaalta opettajakokemus on suureksi hyodyksi, kun
tutkimuksen tavoitteena on pyrkid vaikuttamaan opetukseen ja oppisisaltoihin.

Ensimmadisen impulssin tdmén tutkimuksen kdynnistdamiseen sain profes-
sori Jouni Vilijarveltd kevaalla 1996. Keskustellessamme peruskoulun matema-
tiikkan opetuksen ongelmista nousi pdillimmdisend esiin edelld mainittu luo-
kanopettaja - aineenopettaja asetelma. Arvioimme tuolloin, ettd ala-asteella op-
pilaille kehittyvidt matematiikka-asenteet saattavat vaikuttaa merkittavasti yla-
asteen matematiikan opiskeluun. N4itd asioita selvitin lisensiaatintydssani: On-
nistumisen iloa ja tietdmisen tuskaa - affektiivisia ja kognitiivisia kehityspiirtei-
td peruskoululaisen matematiikan opiskelussa 6. ja 7. luokalla (Hihnala 2000).
Tulokset kuitenkin osoittivat, ettd varsinkaan ala-asteen ja yldasteen taitekoh-
dassa ei ole ndhtdvissd matematiikan osaamisen ja matematiikka-asenteiden
valilla sellaisia yhteyksid, joihin puuttumalla voitaisiin oleellisesti parantaa yla-
asteen matematiikan opetusta. Oppisisdltojen tarkastelu tuntui antavan pa-
remman ldhtokohdan yldasteen matematiikan opiskelun ongelmien selvittami-
seksi.

Vuosien opettajakokemus: vuosi kunnallisessa keskikoulussa, nelja vuotta
lukiossa ja 23 vuotta peruskoulussa, oli osoittanut, ettd siirtyminen matematii-
kassa numeroluvuista kirjainlukuihin on monelle nuorelle hamment&vé tapah-
tuma. Asioiden muuttuminen abstrakteiksi koettelee oppilasta ennen kaikkea
tunnetasolla. Moni oppilas kokee, ettd hanen aiemmin hyvéksi havaitulla lasku-



taidollaan ei ole endd mitddan merkitystd. Koska tutkimuskirjallisuudesta 16ytyi
runsaasti tdtd aihepiirid kéasittelevid julkaisuja, oli innostavaa ldhted tutkimaan
tarkemmin aritmetiikasta algebraan siirtymisen ongelmakenttaa.

Tutkimukseni alkuvaiheessa tarvitsin ohjeita ja perustietoa siitd, miten
empiirinen tutkimus toteutetaan. Professori Jouni Vilijarvi Koulutuksen tutki-
muslaitoksen johtajana ja pitkédaikaisena tutkijana oli oikea henkil6 vastaamaan
ndihin haasteisiin. Han tunnusti kuitenkin jo alkuvaiheessa, ettei hdnen tieta-
myksensd matematiikasta ole riittdévd minun tutkimukseni ohjaamiseen. Sain
neuvon kddntyd erikoistutkija, tohtori Pekka Kuparin puoleen. Valmiin testis-
ton saaminen empiirisen aineiston kerddmistd varten ohjasi tutkimustani oike-
aan suuntaan. Tohtori Kupari korosti erityisesti sitd, ettei kannata haksahtaa
lilan monimutkaisiin tutkimusmenetelmiin. Tdrkeintd on pyrkid esittdmé&dn
saamansa tulokset selkedsti ja ymmarrettdavasti. Koska tutkimusaineistoni pai-
sui kuitenkin varsin laajaksi, tarvitsin asiantuntijan apua myos tutkimustulos-
ten analysoinnissa. Sakari Valkonen suoritti ammattitaidolla tarvittavat tieto-
koneajot ja opasti tulosten tulkinnassa.

Lisensiaatinty6tani varten olin seurannut yhden ikdluokan (89 oppilaan)
matematiikan osaamista kuudennen luokan syksystd kahdeksannen luokan
syksyyn. Seuraamista oli luontevaa jatkaa peruskoulun loppuun asti. Jyvasky-
lan koulujen opettajien myotavaikutuksella sain varsin vaivattomasti kerdtyksi
tarvitsemani empiirisen aineiston. Kdyttamani testit oli laadittu matematiikan
tietojen ja taitojen mittaamiseen yleiselld tasolla, joten niiden perusteella ei saa-
tu kovin tarkkaa kuvaa oppilaiden algebran osaamisesta. Syksylld 2001 kerattiin
lisdd empiiristd aineistoa poikittaistutkimuksella, joka kohdistui 1019 peruskou-
lun kuudennesta yhdeksdnteen luokkien oppilaaseen. T4lld mittauksella saatiin
tietoa oppilaiden osaamisesta murtolukujen, verrannollisuuden, prosenttilas-
kun ja algebran alueella. Kun kaikille oppilaille esitettiin sama testi (kuudes-
luokkalaisille ilman prosenttilaskuja), saatiin kuva siitd, mita algebran ymmaér-
tamiseen tarvittavia valmiuksia oppilailla on ennen, kuin algebran opiskelu
opetussuunnitelman mukaan aloitetaan. Kiitokset rehtori Jouko Rikkolalle, joka
tarjosi koulun resursseja kyselylomakkeiden tuottamiseen ja myshemmin tut-
kimustulosten esittelyyn.

Tutkimuksen tekoa hidasti alkuvaiheessa epétietoisuus siitd, voidaanko
tallainen matematiikan opetusta ja oppimista kisitteleva véitoskirjatyo esittdd
matematiikan laitoksen julkaisuna. Erddssd seminaarissa kdytyjen keskustelujen
perusteella timdn kaltaisten tutkimusten suunniteltiin edustavan didaktista
matematiikkaa, joka poikkeaisi jonkin verran kasvatustieteeseen perinteisesti
kuuluvasta matematiikan didaktiikasta. Professori Maija Ahtee lopetti minun
jahkailuni. Han kehotti suorittamaan kasvatustieteen syventdvit opinnot ja esit-
tamé&an tutkimustyon opettajankoulutuslaitoksen julkaisuna. Professori Ahteen
ohjaamat seminaari-istunnot sekd kasvatustieteen opintojen ettd opettajien tut-
kijakoulun merkeissd auttoivat etsimddn oman tutkimuksen perusideaa. Vaivo-
jaan sddstamdttd ja tyotuntejaan laskematta professori Ahtee jaksoi neuvoa ka-
destd pitden, millaisia kysymyksid tutkijan tulee esittdd ja miten niihin etsitdan
vastauksia.



Syksylla 2002 sain tilaisuuden keskittyd kolmen kuukauden ajan paitoi-
misesti tutkimusraportin laatimiseen. Jyvaskylan yliopiston kasvatustieteellinen
tiedekunta teki sen taloudellisesti mahdolliseksi. Kesilld 2004 professori Esa
Penttinen tutustui tyohoni ja antoi tdsmalliset ohjeet 1dhdeviittausten kadyttoon
ja kieliasun tarkistamiseen. Kevéadllda 2005 tyon kasikirjoitus oli lopulta siind
vaiheessa, ettd se voitiin jattdd tarkastettavaksi. Tyoni esitarkastajat kasvatustie-
teen tohtori dosentti Kaarina Merenluoto ja professori Erkki Pehkonen osoitti-
vat kannustavilla lausunnoillaan, missa kohdin tyoni oli jaanyt keskenerdiseksi.
Tyon viimeistelyvaiheessa professori Jouni Viiri tutustui tyohoni ja ohjasi minut
tekemddn tarpeelliset muutokset ja korjaukset.

Tutkimustyoni jatko-opintoineen oli alun perin suunniteltu kuuden vuo-
den mittaiseksi, mutta se kesti yhdeksdn vuotta. Vaimoni Sirkku on kannusta-
nut minua eteenpdin, vaikka tutkimustyoni on usein hallinnut perhe-elamaa.
Kriittiset kommentit ovat auttaneet minua selkeyttimé&édn ilmaisua ja muista-
maan, ettd tutkijan ndkokulma on erilainen kuin opettajan. Tyttareni Riikka on
suomen kielen asiantuntijana oikonut kielen kayttoon liittyvid mutkia. Unoh-
tamatta asiantuntijoiden korvaamatonta apua tutkimustyoni edistymisessd pi-
dédn perheen antamaa tukea korvaamattomana ja omistan timén tyon perheel-
leni. Esitdn syddmelliset kiitokseni Teille kaikille tyoni tukijoille.

Sdyndtsalossa lokakuussa 2005
Kauko Hihnala
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1 JOHDANTO

“Mihin nditd tarvitaan?” Tama oppitunneilla usein kuultu kysymys saa opetta-
jan pohtimaan omaa toimintaansa. Olenko epdonnistunut tyossani? Enko ole
esittanyt riittdvid perusteluja vai onko opetus ollut epdjohdonmukaista?

Moni aikuinen muistaa kauhun hetkid omilta kouluajoiltaan, kun matema-
tiikassa siirryttiin aritmetiikasta algebraan. Numeroluvut vaihtuivat yhtakkia
kirjaimiksi. Laskutehtdvistd ei endd syntynytkdan selkedd lopputulosta. Kirjain-
lausekkeita vain pyoriteltiin késittaméattomien sddntdjen mukaan ja joidenkin
temppujen jdlkeen saatiin hieman yksinkertaisempi lauseke. Oppilaan ndko-
kulmasta koulumatematiikassa, varsinkin algebrassa, hénelle tarjotaan tietoa,
jolle ei ole mitdan kayttod. Samalla ikdan kuin mitdtoiddan oppilaan aikaisempi
numerolukuihin perustuva laskutaito. Miten tilannetta voitaisiin korjata?

Nuorena opettajana uskoin, ettd harjoitus tekee mestarin. Saantojen ulkoa
opetteleminen ja runsas rutiiniharjoittelu olivat se toimintamalli, johon olin tot-
tunut jo kansakoulusta ldhtien. Mutta kun samat ongelmat nousivat opetukses-
sa esiin vuodesta toiseen, aloin miettid, voitaisiinko jotakin tehdd toisin. Ryh-
dyin selvittimddn ensin matematiikka-asenteiden ja matematiikan osaamisen
valisid yhteyksid (Hihnala 2000). Mielenkiintoni k&dantyi kuitenkin koulumate-
matiikan sisdltoihin. Varsinkin yldasteen alkaessa monet oppilaat kokivat, ettd
hyvésta laskutaidosta huolimatta he eivit endd ymmartaneet, missd mennéaan.
Voitaisiinko algebran opetuksessa tukeutua paremmin oppilaan aikaisempaan
kokemukseen ja laskutaitoon? Perusopetuksen opetussuunnitelman perustei-
den 2004 edellyttimd ongelmakeskeinen ldhestymistapa nadyttdisi tukevan tal-
laista suuntautumista.

PISA-tutkimusten mukaan Suomen peruskoululaisten matematiikan
osaaminen oli kansainvilistd huippuluokkaa (Kupari 2003). Tarkempi erittely
matematiikan osa-alueiden mukaan paljasti kuitenkin muutamia erikoispiirtei-
td. Muun muassa tulokset vahvistivat KASSEL-projektin ja TIMSS-tutkimuksen
antamaa kuvaa, ettd erityisesti algebran alueella suomalaisten osaaminen oli
puutteellista. Edelleen niin PISA- kuin TIMSS-tutkimuskin osoittivat, ettd hy-
vdstd yleistasosta huolimatta Suomen peruskoululaiset olivat heikkoja nimen-
omaan niilld osa-alueilla, joita oli pyritty kehittdim&an runsaalla rutiiniharjoitte-
lulla (Haapasalo 2003; Toérnroos 2003). Oppilailla saattaa myos olla valmiuksia,
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joita ei ole opetuksella vield edes pyritty luomaan. Esimerkiksi verrannollisuu-
den soveltaminen kdytannon tilanteisiin onnistuu monilta ennen kuin sitd on
matematiikassa kasitelty. Kuitenkaan murtolukujen ja prosenttilaskun opetta-
minen ei ndytd pohjautuvan verrannollisuuteen. (Hihnala 2000)

Kansakoulun ja oppikoulun sekd myohemmin peruskoulun matematiikan
opetussuunnitelmien kolmijako: aritmetiikka, algebra, geometria, on kdytan-
nossd toteutunut seuraavasti. Ensin on opiskeltu numerolukuihin liittyvét las-
kutoimitukset, viimeisimpind murtoluvut, verranto ja prosenttilasku. Taman
verrannollisuutta kasittelevan vaiheen jdlkeen on siirrytty kirjainlukujen eli
muuttujien kdyttoon, siis esialgebraan ja véhitellen algebraan. Usein samassa
vaiheessa on lisdksi otettu kayttoon negatiiviset luvut. Verrannollisuuden opis-
kelu on edeltdnyt algebran opiskelua ja muutos on ollut varsin jyrkka. Verran-
nollisuutta pidetddn erddnd keskeisend matematiikan ja luonnontieteiden aja-
tusmallina. On my®os arvioitu, ettd verrannollisuuden ymmartdminen on hitaas-
ti kehittyvd valmius, jota kaikki eivit saavuta peruskoulun aikana, eikd osa ai-
kuisenakaan.

Voitaisiinko joitakin verrannollisuuteen liittyvid asioita, esimerkiksi pro-
senttilaskua, myohentdd ja aloittaa esialgebran opiskelu nykyistd aikaisemmin
kuudennelta tai kenties jo viidenneltd luokalta?

Tutkimuksen koehenkiloitd koskevat opetussuunnitelmat oli laadittu
vuonna 1994 annettujen opetussuunnitelman perusteiden mukaisesti, joten hei-
ddn matematiikan osaamistaan arvioidaan siltd pohjalta. Varsin pian vuoden
1994 opetussuunnitelmauudistuksen jdlkeen havaittiin kuntakohtaisten ja kou-
lukohtaisten liian véljien opetussuunnitelmien tuoma epdvarmuus. Niinpa uu-
sittuun Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteisiin 2004 kohdistuu suuria
odotuksia. Monissa suomalaisissa tutkimuksissa on kdynyt selville, ettd opetta-
jalle oppikirja on tdrked opetussuunnitelman ilmentyma (Perkkild 2002; Niemi
2004; Tornroos 2005). Télld perusteella odotetaan, ettd uudet kehitteilld olevat
kuntakohtaiset opetussuunnitelmat tarjoaisivat opettajalle selkeitd kaytannon
ohjeita ja periaatteita opetuksen toteuttamiseksi. Erityisesti ongelmakeskeisyy-
den mahdollisuudet ja joustava siirtyminen aritmetiikasta algebraan kiinnosta-
vat taman tutkimuksen tekijaa.

Tassd tutkimuksessa seurataan ensin yhden 89 oppilaan ikdluokan mate-
matiikan osaamista neljain vuoden ajan kuudennen luokan alusta peruskoulun
loppuun asti. Tavoitteena oli alun perin kartoittaa oppilaiden matematiikan
osaamista mahdollisimman laajasti ja liittdd se matematiikka-asenteiden tutki-
miseen, mutta vidhitellen mielenkiinto suuntautui verrannollisuuden ja esial-
gebran hallintaan. Seurantatutkimus antoi yleiskuvan peruskoulun kuudennes-
ta yhdeksanteen luokkalaisten matematiikan taidoista ja joitakin viitteitd heidan
matemaattisesta ajattelustaan. Seurannasta muodostui tédlld tavoin perusta poi-
kittaistutkimukselle (1019 oppilasta), jossa taas keskitytddan aritmetiikan ja al-
gebran vilimaaston kartoittamiseen.

Tarked kysymys on aritmetiikan osaamisen liittyminen algebran ymmaér-
tamiseen. Onko peruslaskutaitojen merkitys algebran opiskelulle niin keskei-
nen, ettd niitd kannattaa harjoitella vield esimerkiksi seitsemdnnelld luokalla ja
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aloittaa vasta sitten algebraan siirtyminen? Onko esimerkiksi verrannollisuu-
den ymmaértdminen, joka peruskoulussa edustaa aritmetiikan vaativimpia taito-
ja, valttamaton edellytys algebran ymmairtamiselle? Kenties kyseinen aritme-
tiikkka-algebra-hierarkia on vain kansakoulun ja oppikoulun ajoilta periytynyt,
sen ajan tarpeisiin sovitettu opiskelujdrjestys. Nykyisen kasityksen mukaan
aritmetiikan ja algebran vililld on kognitiivinen kuilu, jonka ylittdminen vaatii
erityisid toimenpiteitda (Herscovics & Linchevski 1994). Aritmetiikan laskulakeja
korostamalla on luotu “kompleksia aritmetiikkaa” ja toisaalta muuttujien ja
helppojen yhtiloiden avulla “esialgebraa” (Cooper ym. 1997). Télld tavoin on
pyritty lieventamé&an muutosta aritmetiikan proseduureihin keskittyvésta toi-
minnasta algebran rakenteita hallitsevaan eli strukturaaliseen ajatteluun. Toi-
saalta juuri siirtyminen proseduraalisen tiedon hallinnasta konseptuaalisen tie-
don hallintaan kuvaa sitd muutosta oppilaan matemaattisessa ajattelussa, johon
viitataan tdiman tyon otsikossa (Hiebert & Lefevre 1986; Joutsenlahti 2005).

Tassa tutkimuksessa ndhdddan peruskoululaisen aritmetiikan taidot voi-
mavarana, jota pyritddn hyodyntaméan algebran opiskelussa. Oppilaalla pitdisi
olla tilaisuuksia keksid numerolaskuista sellaisia lainalaisuuksia, jotka patevit
myos algebrassa. Jdljittelyyn ja runsaaseen rutiiniharjoitteluun perustuva opis-
kelutapa ei vilttamaittd edistd algebran kasitteiden ymmartamistd. Tarked ky-
symys on myos se, miten kuudennen tai seitsemédnnen luokan oppilas kasittda
kirjainsymbolein ilmaistut esialgebran lausekkeet ja yhtalot.



2 MATEMATIIKKA PERUSKOULUN OPPIAINEENA

2.1 Opetussuunnitelmat

Opetussuunnitelmat luovat pohjan ja kehyksen koulun opetukselle. Niissd kou-
lun ylldpitdja ilmoittaa tahtonsa opetuksen sisdlloistd. Opetussuunnitelmassa
méadratddn mitd ja miten koulussa tulee opettaa. Kangasniemi (1989) tarkastelee
opetussuunnitelmaa (IEA/SIMS) kolmella tasolla: kirjoitettu opetussuunnitel-
ma, toimeenpantu opetussuunnitelma ja toteutunut opetussuunnitelma. Kirjoi-
tettu opetussuunnitelma siséltdad keskeiset toimenpiteet ja jdrjestelyt, joilla pyri-
tadn asetettuihin kasvatus- ja opetustavoitteisiin. Toteutunut opetussuunnitel-
ma selvidd vasta opetustapahtuman jdlkeen. Se sisdltdd usein myos opetuksesta
johdetut oppimistulokset eli tiedot, taidot ja asenteet. Kun kirjoitettu tai tarkoi-
tettu opetussuunnitelma ja toteutunut opetussuunnitelma edustavat opettajan
toimintaa ja ajattelua, kolmas taso on oppilaan kannalta koettu tai eletty opetus-
suunnitelma. Tornroos (2005) kaytti TIMSS 1999 -tutkimuksen tulosten ana-
lysoinnissa nelitasoista opetussuunnitelman mallia, josta aiemmin ovat rapor-
toineet muiden muassa Robitaille, Schmidt, Raizen, McKnight, Britton ja Nicol
(1983) sekd Kupari, Reinikainen, Nevanpdd ja Tornroos (2001). Nelitasoinen
opetussuunnitelman malli on saatu lisédmalld kolmitasoiseen mahdollinen ope-
tussuunnitelma. Mahdollinen opetussuunnitelma liittyy kdytettyihin oppimate-
riaaleihin.

Haapasalo (1998a) kritisoi kouluopetusta ja opetussuunnitelman perustei-
ta. Han viittaa Blaisin (1988) ndkemykseen, jonka mukaan oppilaat oppivat
koulussa torjumaan reflektoimisen suuntaan esitettdviat vaatimukset. Reflek-
toinnin sijaan oppilaat pyrkivit kehittdimadan nopeita “tehtdvistd selviytymisen
temppuja’. Oppilaat eivit useinkaan tiedd, miksi heiddn on tehtdva sitd, mitd he
tekevit. (Haapasalo 1998a, 54.)

Korhosen (1999) mukaan Peruskoulun opetussuunnitelman perusteissa
1994 korostettiin ymmartamistd ja soveltamista mekaanisen laskennan kustan-
nuksella. Kisitteiden oppimisen tuli perustua ymmartdmiseen ja laskutaitojen
osaamista oli varsinaisesti vasta niiden kadytto sopivassa asiayhteydessd. Seit-
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semdstd luetellusta osa-alueesta kaksi: ongelmanratkaisu ja mallintaminen seka
kasitys matematiikan lauseista, pddttelyn merkitys ja struktuurin rakentumi-
nen, viittasivat selkedsti ajattelun taitoihin, menetelmiin tai prosesseihin. (Kor-
honen 1999, 15.)

Matematiikan osalta Perusopetuksen pdattdarvioinnin kriteerit 1999 maa-
rittelee ensisijaiseksi tavoitteeksi oppilaan henkisen kasvun. Matematiikassa
opitaan myos késitteitd ajattelun jaisentdmiseen ja menetelmid ympariston hah-
mottamiseen. Ajattelun taitoja, kirjallista ja suullista esittdmistd enempdd kuin
ongelmanratkaisuakaan ei ole unohdettu. (Perusopetuksen pdittdarvioinnin
kriteerit 1999, 52-55.)

Nayttdd siltd, ettd vuoden 1994 peruskoulun opetussuunnitelman perus-
teet eivdt antaneet riittdvan tasmallisid ohjeita kunta- ja koulukohtaisten ope-
tussuunnitelmien laatijoille. Vuoden 2002 lopulla katsottiin jo tarpeelliseksi an-
taa huomattavasti tarkempia perusteita tai maarayksid. Perusopetuksen opetus-
suunnitelman perusteissa 2004 maaritelldan yleiset tavoitteet, sisdllot aihealueit-
tain ja hyvan osaamisen kriteerit. Paikallisen tason tehtdvaksi on madratty op-
pisisdltojen jakaminen vuosiluokkien kesken. Opetussuunnitelman tavoitteissa
korostuu matemaattinen ajattelu ensimmaisistéd luokista ldhtien. Sitd ehdotetaan
jopa alkuopetuksen ydintehtdviksi. Matemaattista tietoa késitellddn taman tut-
kimuksen luvussa 3 ja matemaattista ajattelua luvussa 5.

Hakkaraisen (2002) mukaan opetussuunnitelmauudistus tarjoaa mahdolli-
suuden muuttaa opettajan ja oppilaan vuorovaikutusta. Toisaalta Hakkarainen
kritisoi opetussuunnitelmien normirakennetta. Han pitdd mahdottomana, etta
ainesiséltojd opettamalla voitaisiin toteuttaa opetussuunnitelman yleiset peri-
aatteet ja tukea oppilaan persoonallisuuden kehittymistd. Valtakunnalliset ope-
tussuunnitelman perusteet eivit tarjoa konstruktivistiseen ja ongelmaldhtoiseen
oppimiskdsitykseen pohjautuvaa opetussuunnitelman mallia. Kunnalliset ope-
tussuunnitelmat jadviat helposti taka-alalle ja kdytannon opetustyotd ohjaavat
edelleen paikalliset opetusjdrjestelyt, oppimateriaalit ja didaktiset oppaat.
(Hakkarainen 2002, 351-353.)

2.2 Opetussisiltojen luetteloista ongelmalidhtoiseen tiedon
rakentamiseen

Peruskoulun opetussuunnitelman perusteissa 1994 (1994, 10) korostetaan oppi-
laan aktiivista roolia oman tietorakenteensa jdrjestdjand. Oppilaan kisitykset ja
odotukset ohjaavat informaation vastaanottoa ja sen tulkintaa. Kriittinen suh-
tautuminen tietoon ja sen totuudellisuuteen korostuu, koska tieteellisen tutki-
muksen edistyessd vanha tieto mitdtoityy yhd nopeammin. von Wrightin (1996)
mukaan 1960-luvun kognitiivisen psykologian myotd syntyi aikaisemmasta
poikkeava késitys oppimisprosessin luonteesta. Oppiessaan ihminen valikoi
tietoa ja tulkitsee sitd omien késitystensd ja odotustensa pohjalta. Tiedon konst-
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ruointi tapahtuu aina jossakin kontekstissa, joka myos jdttdd jalkensd tiedon
tulkintaan. (von Wright 1996, 10.)

Keeves (2002) arvioi, ettei konstruktivismiin pohjautuvissa opetussuunni-
telmissa ole otettu huomioon niitd kokemuksia, jotka ovat vilttamattomia Pia-
get'n tarkoittamiin formaaleihin operaatioihin suuntautuvassa ajattelussa. Kee-
ves toteaa edelleen, ettd noin 14 vuoden idssd oppilas on kykeneva sellaiseen
formaaliin ajatteluun, jota deduktiivinen todistaminen vaatii. Edellytyksend on
kuitenkin se, ettd oppilas on tottunut kdyttamaan kyseisen aihepiirin symbolei-
ta. Symboleihin perustuva opetus on hyvin turhauttavaa sellaisille oppilaille,
joiden ajattelu on tilannesidonnaista ja perustuu konkreetteihin operaatioihin.
(Keeves 2002, 344-347.) von Wrightin (1996, 19) mukaan uusissa opetussuunni-
telmissa korostuu asioiden ymmaértdminen ja tietojen soveltaminen uusiin tilan-
teisiin. Merkittdvand haasteena han pitdd sitd, ettd opetuksen sddtelyn painopis-
te siirtyy opetussuunnitelmasta opettajalle. Opettajan tehtdva muuttuu entista
enemman opiskelun ohjaajaksi ja oppimisympariston suunnittelijaksi.

Aikaisempia peruskoulun opetussuunnitelmia on arvosteltu oppiaineiden
sisdltoihin keskittymisestd ja luettelomaisesta rakenteesta (Leino 1998, 48).
Haapasalo (1998b) toteaa, ettd matematiikan opetuksessa tulisi korostaa erilai-
sia lahestymistapoja ja totuttaa oppilaita esittimddn omia ideoitaan. Opettaja
voi samalla vetdytyd taustahahmoksi ja ratkaisuprosessien tukijaksi. Kun on-
gelmanratkaisu muuttuu véhitellen luonnolliseksi osaksi opetusta, oppilaiden
kommunikointikyky paranee ja he alkavat kdyttdd korkeamman tason ajattelu-
prosesseja. (Haapasalo 1998b, 87.)

Koulujen opetussuunnitelmissa esiintyvit asiat ovat Haapasalon (1994)
mukaan yleensd vanhoja. Harvoin niissd esiintyvd matematiikan tieto on perdi-
sin 1900-luvulta. Lahinnd tdstd syystd tieto on strukturoitu luetteloiksi, jotka
pyritddn valittdimadan oppilaalle enimmaékseen opetuksen ulkoisia tekijoitd sad-
telemalld. On huomattava, ettd kulttuurin kannalta relevantti tieto on yleensa
syntynyt ongelmanratkaisuprosessien seurauksena. Myos tiedemiehet ja tutki-
jat joutuvat uutta tietoa rakentaessaan kdymaéédn ldapi samat vaiheet kuin oppilas
uutta asiaa opiskellessaan. Mikali tdllaiset tiedon syntyprosessit systemaattises-
ti sivuutetaan, tuloksena on steriilid tietdimystd, joka ei tue ongelmanratkaisu-
kulttuuria. (Haapasalo 1994, 29.)

2.3 Ongelmakeskeisyys opetussuunnitelman lihtokohtana

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa 2004 oppimiskasitystd kuva-
taan seuraavasti: "Oppiminen on kaikissa muodoissa aktiivinen ja paamaa-
rasuuntautunut, itsendistd tai yhteistd ongelmanratkaisua sisdltdvd prosessi”.
Matematiikan opetusta kuvataan siten, ettd sen tulee “kehittdd oppilaan luovaa
ja tasmallistd ajattelua, ohjata oppilasta loytdamé&dn ja muokkaamaan ongelmia
sekd etsimddn ratkaisuja niithin”. (Perusopetuksen opetussuunnitelman perus-
teet 2004, 158).
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Ongelma-nimitysta kdytetddn monessa opetussuunnitelman perusteiden
kohdassa, mutta mitddn selitystd tai mddritelmdd ongelman késitteelle ei anne-
ta. Geometrian opiskelun tavoitteissa tai toiminnan kuvailussa ei ongelma-
nimitystd esiinny. Tdstd voisi péédtelld, ettd ongelmalla ei opetussuunnitelman
perusteissa ainakaan tarkoiteta samaa kuin oppikoulun geometrian problee-
moilla (esim. Kallio, Malmio & Apajalahti 1971, 15). Toisaalta englanninkielises-
sd kirjallisuudessa problem-sanalla voidaan tarkoittaa ”tavanomaista sanallista
tehtdvdd” tai matemaattisesti hyvinkin vaativaa problem solving -tehtdvaa
(esim. Schoenfeld 1985, 1992). Schoenfeldin ohella Malaty (1993) kiinnittdad
huomiota problem solving -termin kirjavaan kadyttoon. Monenlaisia pulmateh-
tavid on Malatyn mukaan luokiteltu tdhdn ryhmadédn, vaikka niissd ratkaisu pe-
rustuu tiettyyn niksiin eikd ”tosi matematiikkaan”.

Perusopetuksen pddttoarvioinnin kriteereissda (1999, 53) korostetaan, ettd
“Ongelmanratkaisun oppimiseksi on tdrkedd suunnitella oppimistilanteet kes-
kustelunomaisiksi, kokeileviksi ja ongelmakeskeisiksi”. Keranto (1998, 32) puo-
lestaan toteaa, ettd oppilaille pitdisi antaa mahdollisuus itse “ajatella tiensd”
tiedon alueelle. Tamad tapa johtaisi Kerannon mukaan vdittelyihin ratkaisuvaih-
toehdoista ja keskusteluun niiden perusteluista. Perusopetuksen péddttdarvioin-
nin kriteereissd (1999, 54) viitataan edelleen arkieldmén tilanteisiin ja niiden
kuvaamiseen sanallisesti, taulukoilla, graafeilla ja matemaattisilla lausekkeilla.
Kysymys ndyttdisi olevan siitd, ettd peruskoulun paittovaiheessa matemaatti-
nen ongelma ymmarretddn huomattavasti laajempana kasitteend kuin pelkka
sanallinen tehtava.

Ongelmakeskeisyyden ohella on alettu puhua my6s ongelmaldhtoisyydes-
ta. Tynjald (1999, 164-165) ndkee ongelmaldhtoisen oppimisen yhtend yhteis-
toiminnallisen eli kollaboratiivisen oppimisen lajina. Hidn toteaa kuitenkin, ettd
ongelmaldhtoisen opetuksen ja oppimisen ideaa voidaan soveltaa myos yksilo-
tasolla. Tynjdldan mukaan ongelmaldhtdisen opetuksen ldhtokohtana on autent-
tinen ongelma, jonka ympdrille opiskeltava asia rakentuu. Ongelmakeskeisen ja
ongelmaldhtoisen opetuksen erona ndyttdd olevan se, ettd ongelmaldhtoisyys
viittaa pyrkimykseen yleistdd ongelmanratkaisusta saatua tietoa. Ongelmakes-
keisyys taas vaikuttaa siltd, ettd hankittu tieto rajoittuu tietynlaisten ongelmien
kasittelyyn.

Mikkild-Erdmann, Olkinuora ja Mattila (1999) kartoittivat tutkimukses-
saan vuoden 1994 opetussuunnitelmauudistuksen peruskoulun oppikirjoihin
tuomia muutoksia. Oppikirja-analyysi osoitti, ettd opetussuunnitelman paino-
tuksista huolimatta useimmissa teksteissd ei esiintynyt lainkaan ongelmakes-
keisyyttd. Ainoastaan kolmessa prosentissa teksteistd esiintyi runsaasti pohdis-
kelevaa ainesta. Oppikirjat ndyttivit edelleenkin pitdytyvan faktatietoon. Teks-
tityyppien tasolla tutkijat havaitsivat, ettd ala- ja yldasteen teksteistd suurin osa
oli edelleen kuvailevia, vailla pyrkimystd lukijan ajattelun tukemiseen. Tiiviste-
tysti voidaan sanoa, ettd uudistuneetkaan materiaalit eivét sisdlld toivottavassa
maédrin oppilaan ajattelua, oppimista ja tiedon jasentdmistd edesauttavaa ohja-
usta. (Mikkild-Erdmann, Olkinuora & Mattila 1999, 444-445.)
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2.4 Peruskoulun matematiikan opetuksen tavoitteet

Kangasniemi (1997) luo katsauksen peruskoulun opetussuunnitelman kehitty-
miseen 30 vuoden aikana vuodesta 1967 ldhtien, jolloin valmistui kokeiluperus-
kouluja varten viliaikainen opetussuunnitelma. Kangasniemi toteaa erddnd ke-
hityspiirteend sen, ettd véliaikaisen opetussuunnitelman mukaan riitti, ettd asiat
oli opetettu kaikille, mutta nykyisin pyritddn luomaan edellytyksid asioiden
ymmartamiselle (Kangasniemi 1997, 421, 424). Peruskoulun syntyajoilta kirjoit-
tajalle jai mieleen, ettd silloisen opetussuunnitelman mukaan matematiikan
opetuksessa oppilaille tuli tarjota “mieluisia eldmyksid”, joita syntyi keksittdes-
sd ratkaisuja haastaviin tehtdviin. Tasokurssien poistaminen vuonna 1985 puo-
lestaan loi vaikutelman jonkinlaisesta matematiikan osaamisen ylikorostamises-
ta. Matemaattinen tieto oli ikddn kuin jotakin yhteista hyvad, jota piti jakaa kai-
kille mahdollisimman paljon.

Koulumatematiikka voidaan Pehkosen (2000, 375) mukaan ymmartaa
“yhdistelménd laskutaitoa ja ajattelutaitoa”. Pehkonen pohtii ymmartamisen
merkitystd matematiikan opetuksessa. Han toteaa, ettd matematiikan kouluope-
tuksella tahd&tdan sekd laskuvalmiuksiin ettd asioiden ymmartdmiseen. Ym-
mértdminen ei synny pelkdstddn paljosta laskemisesta eikd myoskdan laskutaito
parane itsestddn ymmarryksen lisddntyessd. Laskimet ja tietokoneet ovat hel-
pottaneet numerolaskujen suorittamista. Laskinten ja tietokoneiden kaytto (Ku-
pari 1999, 30) ei ole epdilyksistd huolimatta heikentdnyt peruslaskutaitoja, eika
vdhentdnyt matematiikan opettamisen tarvetta.

Nykydan ymmaértdmisessd painotetaan sen prosessiominaisuutta, kun ai-
kaisemmin ilmaistiin, ettd oppilas ymmartdd tai ei ymmarrd (Pehkonen 2000,
376). Ymmadrtaminen liittyy tiettyyn henkil66n, asiaan ja tilanteeseen. Pehkonen
toteaa ymmadrtamisen kasitteen ongelmallisuuden. Samat sanat voivat tarkoit-
taa eri ihmisille eri asioita. Ymmartdmisessd on myds ndhtdvissd eri asteita.
Vaikka asiakokonaisuuden ymmartdisi kuinka hyvin, sitd voidaan aina tarkas-
tella uudesta ndkokulmasta, joka lisid ymmartdmisen astetta. Tiettyd asiaa tai
ideaa pidetddn ymmaérrettynd, kun se on tullut osaksi yksilon tietoverkkoa
(Hiebert & Carpenter 1992, 67). Kerannon (1998, 33) mukaan matematiikan
ymmarrys tarkoittaa todellisten matematiikan kdytantojen ymmartamista. Nai-
hin kédytantoihin kuuluu seké soveltava ettd teoreettinen matematiikka.

Monen oppilaan mielestd matematiikka on liian teoreettista. Kun ei nady
selkedd yhteyttd arkitodellisuuteen, mielenkiinto havida. Keranto (1998) toteaa,
ettd esimerkiksi todenndkoisyyksiin liittyvét tehtdavit kiinnostavat nuoria. Yh-
tend syynd saattaa olla se, ettd tdstd aihepiiristd on helppo keksid tehtdvid, jotka
eivdt vaadi paljon matemaattisia tietoja mutta sitdkin enemman relevantin tie-
don erottamista epdrelevantista. Ratkaisua etsiessddn oppilas joutuu tekeméddn
rohkeita hypoteeseja, joille hdn sitten etsii perusteluja. Tdassd mielessd todenné-
koisyyteen liittyvét tehtdvat ovat varsin samankaltaisia kuin kokeelliset tutki-
mukset luonnontieteissa. (Keranto 1998, 28-29.)
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Perusopetuksen vaarana on, ettd tietyt matematiikan asiat kytketddn aina
samaan kontekstiin, jolloin oppilas saattaa runsaan harjoittelun jdlkeenkin olla
kykenemiton soveltamaan tietoa uuteen tilanteeseen. Oppilas on t&lléin omak-
sunut inerttid tietoa (Feltovich, Spiro & Coulson 1993; von Wright 1996). Asiasta
tietdminen ei takaa sitd, ettd oppilas tietdd, mitd pitdd tehdd uudessa tilanteessa.
Tieto ei valttamattd ole aktivoitunut kyseisen yksilon tietojdrjestelmassa.

Kouluopetuksessa pidetddn monia matematiikan totuuksia itsestdan sel-
vyyksind. Kerannon (1998) mukaan ylldttivan véahan kiinnitetddn huomiota
terveeseen epdilyyn ja evidenssin vaatimukseen. Matematiikan ja luonnontie-
teiden kouluopetus toteutetaan pikemminkin tieteellisen tutkimuksen tuotosten
kuin prosessien nakokulmasta. Tdllad tavoin opiskeltaessa oppilaiden on mahdo-
tonta pddstd perille niistd asiayhteyksistd, konteksteista, joiden jasentdmistd var-
ten kyseinen symboliikka on alun perin kehitelty. Myo6s korkeampien ajattelu-
taitojen kehittdmisen kannalta on ongelmallista, jos oppimisympadristot ovat
sellaisia, ettd kaikki annetaan “valmiiksi pureskeltuna”. (Keranto 1998, 18-20.)

Schoenfeld (1992, 235) toteaa, ettd hyvin matematiikkaa hallitsevat oppi-
laat omaavat monia taitoja. He pystyvit tulkitsemaan ja arvioimaan monen
tyyppistd madrallistd tietoa, jota he pdivittdin kohtaavat. He kykenevit jousta-
vaan ajatteluun ja soveltamaan monia eri tekniikoita uusiin ongelmiin ja eri ti-
lanteisiin. He kykenevit kidsittelemddn analyyttisesti sekd omia ndkemyksidan
ettd toisten esittamid vditteitd. Haapasalo (1994) toteaa aiempiin tutkimuksiin
viitaten, ettd oppijan toiminta ongelmanratkaisutilanteessa voi ddritapauksissa
olla joko ekspertin tai noviisin tiedonhankintaa. Ekspertti hahmottaa nopeasti
tilanteen kayttamalld hyvdksi yleisid strategioita. Han kykenee yhdistdimé&an
konseptuaaliset ja proseduraaliset tiedot tilanteeseen sopivalla tavalla. Noviisi
puolestaan on sidoksissa ongelmatilanteen yksityiskohtiin ja keskittyy niiden
analysoimiseen. Hén ei kykene ndkemddn késitteiden ja tilanteiden vilisid suh-
teita, minkd vuoksi hdn joutuu helposti kognitiiviseen kaaokseen. (Haapasalo
1994, 60.)

de Lange (1996) korostaa matematiikan opetuksen kontekstildhtoisyyttd
vastapainona niin sanotun uuden matematiikan kasitteiden maéaérittelyyn perus-
tuvalle ldhestymistavalle. Hanen mielestddn perinteisessdé matematiikan ope-
tuksessa on jdrjestys ollut “ensin matematiikka, sitten sovellukset”. Yleensd ei
ole edes vaivauduttu ajattelemaan, ettd ”sovellusten reaalimaailman” ja ”oppi-
laiden oman reaalimaailman” vililld saattaa olla huomattava ero. (de Lange
1996, 56.) Kerannon (1998, 35) mielestd matematiikan opetuksessa on vaikeam-
paa kehittdd ongelmakeskeisid oppimisympdristoja kuin vailittdd oppikirjojen
antamaa nykyisen kaltaista kuvaa erehtymaéttomasta tieteestd.

2.5 Algebra peruskoulun opetussuunnitelman osana

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa 2004 korostetaan matemaatti-
sen ajattelun merkitystd jo ensimmadisestd luokasta lahtien. Algebran oppiaines
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on sijoitettu pddosin luokille 6-9, mutta joitakin algebran aihealueita on jo
alemmillakin luokilla. Ensimmdisen ja toisen luokan tavoitteena on oppia
”sddannonmukaisuuksien, suhteiden ja riippuvuuksien ndkeminen kuvista”.
Kolmannesta viidenteen luokilla otetaan jo esiin muun muassa lausekkeen kési-
te, tutkitaan sdannonmukaisuuksia ja riippuvuuksia sekd ratkaistaan yhtaloita
ja epdyhtaloitd paattelemalld. Luokkien 6-9 algebran alueessa mainitaan en-
simmdisend lausekkeen sieventdminen. Myshemmin puhutaan muuttujan ka-
sitteestd ja lausekkeen arvon laskemisesta sekd yhtdloistd ja ensimmdisen asteen
yhtdlon ratkaisemisesta. Algebran alueeseen kuuluvaksi luetaan myos verranto,
joka tdssd tutkimuksessa liitetddn aritmetiikkaan. Kirjoittajalle on epédselviad,
ovatko opetussuunnitelman laatijat luetteloineet asiat siihen jdrjestykseen, mis-
sd ne on tarkoitus opettaa tai yleensd johonkin tarkoitukselliseen jarjestykseen.

Peruskoulun matematiikan oppikirjoissa ei vélttaméttd edes mainita al-
gebra-sanaa. Opettajalla on kuitenkin oman koulutustaustansa perusteella mie-
likuva siitd, mikd on algebraa ja mikd on muuta matematiikkaa. Siirtyminen
numeroluvuista kirjainlukujen eli muuttujien kédyttoon lienee ndkyvin merkki
aritmetiikan vaihtumisesta algebraksi.

Algebralla ndhd&ddn olevan merkitystd jatko-opintojen kannalta. Choike
(2000) toteaa algebran olevan tdrked avainalue niin ylempiin oppilaitoksiin kuin
tyoeldaméadnkin valmentauduttaessa. Sen takia on tdrkedd luoda algebran opet-
tamisen strategioita, jotka soveltuvat kaikille oppilaille. Han nimittdd kasittei-
den ymmaértamistd “suurten ideoiden” keksimiseksi. Choike pitdd tdrkedna
monipuolisia esittdmistapoja: sanallisesti, taulukoiden avulla, graafisesti ja
symbolisesti. van Dyke ja Craine (1997, 617) havaitsivat, ettd tietyssa kontekstis-
sa jokin esitystapa voi olla muita hyodyllisempi. Opetustapa, jossa yhdistyvit
eri esitysmuodot tavoittaa paremmin eri oppimistyylin omaavat oppijat. Siind
on eréds algebran suuri idea. Choike tiivistdd vield, ettd algebra on prosessi, jon-
ka avulla jdrjestetddn se aritmetiikka, jota tarvitaan tuntemattomien suureiden
ratkaisemiseen. (Choike 2000, 561.)

Friedlander ja Hershkovitz (1997) madrittelivat algebran lahtokohdan si-
ten, ettd algebra nousee tarpeesta tutkia jannittdvid probleemoja. NCTM:n suo-
situsten mukaisesti algebran alkuvaiheen pitdisi tdhddtd muuttujan, lausek-
keen, funktion ja yhtélon kasitteiden ymmaértdmiseen sekd kykyyn konstruoida
ja analysoida mutkikkaita numerolausekkeita. Algebran kayttod jarkeilyn vali-
neend selittdmisessd ja todistamisessa ei useinkaan mainita. (Friedlander &
Hershkovitz 1997, 442.)

Tutkimuksissaan Friedlander ja Hershkovitz (1997) havaitsivat, ettd on-
gelmatilanteiden késittely kohotti oppilaiden motivaatiota. Tehtavit aiheuttivat
matemaattista pohdiskelua, mutta kaikki ratkaisut eivit suinkaan edellyttaneet
formaalin algebran kayttod. Erds perinteisen algebran opetuksen ongelma on-
kin siind, ettd se tarjoaa keinoja monenlaisten ongelmien ratkaisuun, mutta mo-
nia ndistd ongelmista ei tule oppilaille koskaan eteen. T&ltd kannalta nykyinen
koulumatematiikan jako aritmetiikkaan, algebraan ja geometriaan on mielival-
tainen ja tarpeeton. (Friedlander & Hershkovitz 1997, 446.)
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Tiedostetaanko opetussuunnitelmissa riittdvasti aritmetiikan ja algebran
vidlinen ero? Algebran symboleilla on eri merkitys kuin niilld on muissa kon-
teksteissa (mm. Stacey & McGregor, 1997, 110). Pyritdanko opetuksessa ja op-
pimateriaaleissa tietoisesti helpottamaan siirtymistd aritmetiikasta algebraan?
Opettajillakin ndyttdd olevan se késitys, ettd algebrassa vain aletaan soveltaa
aritmetiikan laskulakeja muuttujiin eli kirjainlukuihin. Todellisuudessa monet
oppilaat eivdt osaa soveltaa vaihdanta-, liitdnta- ja osittelulakeja edes numero-
lukuihin (Linchevski & Livneh, 1999, 196). Esimerkiksi sekalukujen kertolas-
kussa voitaisiin mainiosti harjoitella osittelulain kayttod, kuten esimerkiksi
Schoenfeld (1992, 342) raportoi. Resnickin, Cauzinille-Marmechen ja Mathieun
(1987) malli (kuvio 1) “mistd algebra saa merkityksensd” valaisee tilannetta.
Siirtyminen kdytdnnon ldheisestd matematiikasta formaaliin suuntaan merkit-
see “kolmiossa” nousua ylospdin ja asioiden hallinnan vaikeutumista.

FORMALISMI

LUVUT JA MAARAT JA NIIDEN
OPERAATIOT VALISET SUHTEET

KUVIO1  Resnickin, Cauzinille-Marmechen ja Mathieun (1987, 172) malli: Mist& algebra
saa merkityksensa.

Aritmetiikasta algebraan siirtyminen kuuluu yldasteen matematiikan opiskelun
kriittisiin vaiheisiin (Stacey & McGregor 1997, 110). Kouluopetuksen peruson-
gelmia on se, otetaanko formaaleja kasitteitd kayttoon liian aikaisin ja heikoin
perusteluin. Kenties samat asiat voitaisiin ratkaista aritmetiikan menetelmin
(Linchevski & Herscovics 1996, 39). Formaalit rakenteet voitaisiin opetella sit-
ten, kun pelkkd aritmetiikka ei endd riitd. Oppilaan ndkokulmasta vaikuttaa
siltd, ettd hénelle tarjotaan algebrassa matematiikan apuvdlineitd, joille ei ole
mitddn kayttod (Friedlander & Hershkowitz 1997, 446). Silver (1997) toteaa, ettd
algebrassa saatetaan opettaa pitkd lista proseduureja, joiden tarkoitusta oppi-
laat eivat ymmadrrd. Oppilaille tarjotaan algebran kursseja tietyltd luokka-
asteelta ldhtien vaativuudeltaan porrastettuna. Heiddn ideoitaan ja luovuuttaan
ei hyodynnetd. Silver tiivistdd sanomansa, ettd opettajien, opetussuunnitelmien
laatijoiden, tutkijoiden ja koulun ylldpitdjien ei pidd etsid monimutkaiseen on-
gelmaan yksinkertaista ratkaisua. (Silver 1997, 207-208.)



3 MATEMATIIKAN OPPIMINEN JA OPETTAMINEN
PERUSKOULUSSA

3.1 Oppija matemaattisen tiedon tulkitsijana

Malinen (1997) herittdaa kysymyksen, tutkitaanko kouluissa oppimista vai opis-
kelua? Hin viittaa konstruktivistiseen didaktiikkaan, missd korostetaan meta-
kognitiivisia taitoja ja oppimaan oppimista. Oppiminen voidaan késittdd oppi-
jan sisdiseksi prosessoinniksi, kun taas opiskelu on oppijan ulkoista prosessoin-
tia. Ulkoista prosessointia kuvaavat oppilaiden erilaiset orientaatiot opiskeluun.
Ne perustuvat ennakkoasenteisiin, uskomuksiin, kokemuksiin ja muihin per-
soonallisuuden ominaisuuksiin. Opiskelun tutkimisen yhteydessd tutkitaan
oppimistulosten lisdksi yleensd myos opetuksen sisdllon sopivuutta, opetusjar-
jestelyjd, opiskelijoiden kokemuksia, uskomuksia opiskelusta jne. Tdtd kaikkea
on mahdotonta siséllyttdd opetus-oppimisprosessin tutkimiseen. Omalta osal-
taan nykyaikainen opetusteknologia on lisinnyt kiinnostusta siihen, miten
opiskelijat voivat aktiivisesti hankkia ja jasennelld tietoa. (Malinen 1997, 191-
196.)

Haapasalon (1998b) mukaan on tdarkedd, ettd oppilaat oppivat arvostamaan
matematiikkaa, uskovat kykyihinsa kayttaa sitd, kypsyvat véahitellen matemaat-
tisten ongelmien ratkaisijoiksi ja oppivat ilmaisemaan ajatuksensa matemaatti-
sesti. Oppilaille on hyvé esittdd myos sellaisia ongelmia, joiden ratkaisemiseen
kuluu useita pdivia tai joihin ei 16ydy lainkaan ratkaisua. Ideointia, arviointia ja
pddttelyd sekd perustelujen esittamistd tulisi oppia arvostamaan enemman kuin
oikean vastauksen 16ytdmistd. (Haapasalo 1998b, 91.)

Perusopetuksen p&dttoarvioinnin kriteereissa (1999, 54-55) korostetaan las-
kutaitojen oppimisen ja peruskisitteiden ymmartamisen ohella mm. asioiden
ongelmakeskeistd ldhestymistd, arkieldméan tilanteiden mallintamista ja omien
suoritusten perustelemista. Pehkosen (2000, 376) mukaan monille oppilaille ma-
tematiikan opiskelu on symboleilla operointia ilman merkitysta.

Nayttad siltd, ettd yldasteelle tullessaan oppilaat ovat jo omaksuneet varsin
selvdn ndkemyksen siitd, ettd matematiikassa tarkeintd on laskeminen ja oikean
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vastauksen 1oytaminen. Tamd ndkemys sopii hyvin yhteen sellaisen oppi-
misympadriston kanssa, jossa jokainen oppilas tekee omaa tyotddn ja etenee
omaan yksil6lliseen tahtiinsa (Kupari 1999, 57). Toisaalta opetustilanteiden tuli-
si olla keskustelevia ja tuoda esiin eri ratkaisuvaihtoehtoja (Haapasalo 1998a,
75; Keranto 1998, 33; Perusopetuksen pddttoarvioinnin kriteerit 1999, 53). Kupa-
rin (1999, 177) mukaan perinteinen ja laskutaitopainotteinen matematiikan ope-
tus ei endd tuota sellaisia oppimiskokemuksia ja oppimistuloksia, jotka taman
ajan nuorille olisivat merkityksellisid ja joita oppimistulosten arvioinnissa talld
hetkelld painotetaan.

Tirosh ja Stavy (1999) havaitsivat, ettd oppilaat reagoivat samalla tavalla
kasitteellisesti hyvin erityyppisiin tehtdviin, jotka ulkonaisesti muistuttivat toi-
siaan. Monilla sisdltoalueilla oppilaiden vastaukset olivat tyyppid "enemmaén
A:ta - enemmdn B:td" tai “sama A - sama B”. Kun esimerkiksi piti verrata sddn-
nollisen viisikulmion ja sddnnollisen kuusikulmion kulmia toisiinsa, enemmisto
peruskouluikdisistd ja huomattava osa lukioikdisistd arvioi, ettd kulmat ovat
yhtd suuret, jos sivut olivat yhta suuret. (Tirosh & Stavy 1999, 52.)

Hubhtala (2000) tutki ldhihoitajaopiskelijoiden ”“omaa matematiikkaa”. Han
syventyi muun muassa klinikkaopetuksessaan peruskoulunsa pdédttaneiden,
heikosti matematiikkaa hallitsevien opiskelijoiden késityksiin matematiikasta.
Opiskelijoiden omaan matematiikkaan sisdltyi monia uskomuksia, kuten “ja-
kaminen pienentdd”, “kertominen suurentaa”. (Huhtala 2000, 149.) Vastaavia
havaintoja tekivdt myos Fischbein (1999, 16) sekd Ahtee ja Pehkonen (2000, 42).
Opiskelijat siis kuvittelivat, ettd luonnollisten lukujen ominaisuudet patevat
kaikille reaaliluvuille.

Feltovichin, Spiron ja Coulsonin (1993, 181) mukaan vaikean asian oppi-
misessa esiintyy kolmen tyyppisid puutteita. Ensiksi: vddrinymmaérrykset ja
virheellinen tieto, toiseksi: inertti tieto eli kykenemdttomyys soveltaa aiemmin
opittua uuteen tilanteeseen sekd kolmanneksi: hukattu tieto, kun aiemmin opit-
tua ei kyetd palauttamaan mieleen. von Wright (1996) arvioi opettajan roolia
oppilaiden ohjaamisessa. Hdanen mukaansa nuoret oppivat enemman asioita
koulun ulkopuolella tai koulussa toisiltaan kuin varsinaisessa kouluopetukses-
sa. Koulussa opittavaksi tarkoitetun aineksen tulee kytkeytyd oppilaan mielessa
laajempaan kontekstiin. Muutoin on vaarana, ettd kouluviisaus jad muusta tie-
dosta erilliseksi saarekkeeksi. Siitd tulee inerttid tietoa, jota ei kyetd kayttamaan
uusissa asiayhteyksissd. (von Wright 1996, 14.)

Matematiikkaa on Kuparin (1999) mukaan pidetty pitkddn erehtymatto-
médnd tieteend. Sama uskomus heijastuu matematiikan opetuksesta ja oppikir-
joista oppilaiden késityksiin. Oppilaiden taipumukseen omaksua tietoa ja uskoa
sen todenperdisyyteen vaikuttaa yhtend tekijand Feltovichin tutkijaryhméan
(1993, 193) mukaan my0s itse tietoldhde. Jos tdrkedt ihmiset sanovat jotakin,
asian tdytyy olla niin.

Haapasalo (2004) nikee ongelmia siind, miten oppimateriaalit valittavat
tietoa oppilaalle. Kun oppilas ei kykene ndkemddn kasitteiden valisid riippu-
vuuksia, hdn yrittdd soveltaa tilanteeseen sopimattomia ratkaisumenetelmia.
Epdonnistuttuaan oppilas tukeutuu opettajaan ja opettaja oppikirjaan. Haapasa-
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lon (2004, 72) mukaan on ajauduttu tilanteeseen, jossa pyritddn vélittaméaan
ekspertin tietoa noviisin menetelmin.

Oppilailla ei yleensd ole mahdollisuuksia ymmartdd, saati kokea sitd, ettd
tieto on syntynyt ongelmanratkaisuprosessien seurauksena (Haapasalo 1994,
30). Tietoon ja oppimiseen suhtaudutaan useimmiten joko jyrkan naivistisesti
tai empiirisesti. “Tiedon puu on jadnyt ilman juuria”. Tieto voi olla objektiivista
vain siind viitekehyksessd, jossa tietoa tuottava vuorovaikutus ympériston
kanssa ilmenee (Haapasalo 1994, 63).

3.2 Matematiikan kisitetieto

Matematiikka formaalina jdrjestelménd rakentuu muutamien peruslauseiden eli
aksioomien varaan. Peruslauseista johdetaan uusia lauseita (Thompson & Mar-
tinson 1994, 254). Lauseiden esittdmiseen tarvitaan kasitteitd, jotka tdytyy maa-
ritelld. Mddritelmien yhteydessd sanat voivat saada erityisid merkityksid, joita ei
esiinny tavanomaisessa kielenkdytossd. Spontaanisti omaksutut arkikasitykset
muuttuvat siten, ettd niiden taustalla olevat perusoletukset muuttuvat (Tynjala
1999, 96).

Leinonen (2003) puhuu kasitteen madrittelyn vaikeudesta ja toteaa, ettd on
parasta tyytyd vain luonnehtimaan kisitteitd. Matematiikassa puhutaan omi-
naisuuksista ja relaatioista. Esimerkiksi vaihdannaisuus on yhteenlaskun omi-
naisuus, ja joukon kuuluminen toiseen joukkoon ilmoittaa joukkojen vilisen
relaation. Ajattelu operoi kasitteilld. Kun kuulijalla ei ole tarvittavia késitteitd
kaytossddn, hdn ei tavoita sanomaa eikd siis ymmarrd puhetta. Késitteilld on
talloin valittava tehtdva henkilon jasentdessd maailmaa. Kuullun ymmaértami-
nen perustuu kuulijan tulkintaan ja valintaan, joiden avulla hin 16yt&a tarkoite-
tun kohteen ja siihen soveltuvat attribuutit.

Silfverberg (1999, 65) pitdd matemaattisen tiedon karttumista késitetiedon
lisddntymisend ja menetelmitiedon oppimisena. Kisitetiedolle on ominaista
tiedon osien vélisten suhteiden moninaisuus. Menetelmatieto taas liittyy niihin
toimenpiteisiin, joita laskutehtdvdssd on suoritettava tietyssa jarjestyksessd vas-
tauksen aikaansaamiseksi. Jos oppilaiden késitteellinen tieto ja algoritmien
kaytto eivit ole yhteydessa toisiinsa, oppilaille voi syntyd intuitiivinen tunne,
ettd he ymmartavat matematiikkaa, mutta eivdt silti osaa ratkaista tehtédvid tai
saavat vastauksen, mutta eiviat ymmarrd mihin se perustuu (Hiebert & Lefevre
1986, 9).

Niiniluoto (1980, 120) hahmottaa merkityksen ja madritelméan késitteitd
intension ja ekstension avulla. Niiniluodon mukaan késitteelld on intensio eli
tarkoitus ja ekstensio eli jokin esiintymismuoto. Esimerkiksi luvun 2 intensio on
“kahtena oleminen” ja ekstensio on “kahden objektin muodostamien joukkojen
luokka” (ks. myods Wittgenstein 1981, 39-40). Merenluodon (2001) mukaan ma-
temaattiset oliot ovat abstrakteja, joten niitd kasitellddn erilaisten esitystapojen
ja esimerkkien eli representaatioiden vélitykselld. Matematiikan késitteiden,
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esimerkiksi lukujen representaatioita voi piirtdd ja mallintaa monella tavalla.
Alkeismatematiikassa representaatioita tuotetaan konkreettien objektien avulla.
Representaatiot voivat myds tarkoittaa matemaattisen olion nimeé tai merkitys-
ta. Niilld voidaan tarkoittaa my6s nimitykseen liittyvdd mentaalista mielikuvaa
kéasitteestd ja matemaattista symbolikieltd, jonka tarkoitus on tehdd matemaat-
tinen kommunikointi yksiselitteiseksi. Samaa kasitettd voidaan merkit4 erilaisil-
la symboleilla ja samaan kisitteeseen liittyviat mentaaliset mielikuvat voivat olla
hyvin erilaisia eri oppilailla. (Merenluoto 2001, 25.)

Merenluoto (2001) pohtii matematiikan késitteiden kaksitahoista olemus-
ta. Esimerkiksi luku + 2 voidaan késittdd operaationa, jossa siirrytdan kaksi as-
kelta oikealle lukusuoralla. Toisaalta se voidaan késittdd objektina, jolloin se
edustaa kokonaislukua +2. (Merenluoto 2001, 25.) Luonnollisten lukujen yhteen
ja vdahennyslaskussa voidaan ajatella, ettd plus- tai miinusmerkki on linkki, joka
kytkee kaksi lukua toisiinsa. Negatiivisten lukujen kdyttoon ottaminen tuo
plus- ja miinusmerkille aivan uuden merkityksen luvun etumerkking, joka voi
samalla toimia myos laskutoimitusmerkkind. Lausekkeen 2 - 3 tulkitseminen
samaksi kuin - 3 + 2 vaatii aivan uudenlaista ajattelua verrattuna luonnollisten
lukujen laskutoimituksiin. Luvun késitteen tulkitsemisessa siirrytddn operatio-
naalisesta strukturaaliseen nikemykseen. Tdllaiset muutokset, kuten siirtymi-
nen aritmetiikasta algebraan, muodostavat helposti oppimisen epédjatkuvuus-
kohtia (Merenluoto 2001, 26; Sfard & Linchevski 1994, 195).

3.3 Proseduraalinen ja konseptuaalinen tieto

Matematiikan opettajien uskomuksiin matematiikasta tieteend ja oppiaineena
kuuluu matematiikan kasittdminen joko vilinematematiikkana tai suhdemate-
matiikkana (Kupari 1999, 83; Thompson 1992, 133). Vilinematematiikan tieto
muodostaa joukon ennalta madréttyjd ohjeita matemaattisen tehtdvan suoritta-
miseksi. Sitd vastoin suhdematematiikka sisdltdd kasiterakenteita, joiden avulla
on mahdollista konstruoida erilaisia polkuja tehtdvan suorittamiseksi. Téllaista
matemaattisen tiedon kahtia jakoa voidaan verrata kéasitepariin proseduraali-
nen ja konseptuaalinen tieto (Hiebert & Lefevre 1986; Haapasalo 1998a; Kupari
1999).

Proseduraalinen tieto liittyy sddnt6ihin, toimintakaavoihin ja algoritmei-
hin. Prosessia osataan viedd eteenpdin vaihe vaiheelta. Hiebertin ja Lefevren
(1986, 6) mukaan proseduuri voidaan kuvitella tuotantosysteemiksi, joka kayt-
tad tietynlaista raaka-ainetta ja valmistaa tuotteen, jonka seuraava proseduuri
taas hyvaksyy raaka-aineekseen.

Kieran (1992) kdyttdd nimityksid proseduraalinen ja strukturaalinen tieto.
Proseduraalinen liittyy aritmeettisiin operaatioihin esimerkiksi yhtdldiden rat-
kaisemisessa. Sfardin (1991) terminologiassa operationaalinen vastaa prosedu-
raalista. Strukturaalinen taas tarkoittaa jokseenkin samaa Sfardin ja Kieranin
terminologioissa. Esimerkiksi yhtdlon 5x + 5 = 2x - 4 ratkaiseminen edellyttda
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algebrallisten lausekkeiden késittelyd, joten toiminta on strukturaalista (Kieran
1992, 392). Sfard (1991) pitdd strukturaalista tietoa staattisena objektina, jota
voidaan kaisitelld kokonaisuutena. Jos taas jokin merkintd ymmarretddn prose-
duurina, sen luonne paljastuu vasta tiettyjen toimintojen jalkeen. Téssd mielessd
operationaalinen tieto on dynaamista, jonomaista ja yksityiskohtaista. (Sfard
1991, 4.) Oppilaan kyky kayttdd operaatioita ilman konkreettia ja tilannesidon-
naista ympaéristod osoittaa, ettd oppilas on noussut operaation kdytossa abstrak-
timmalle tai strukturoidummalle tasolle (Slavit 1999, 256).

Silver (1986) toteaa, ettd joskus on hyodyllistad tarkastella proseduraalisen
ja konseptuaalisen tiedon vélisid eroja. Han pitdd kuitenkin tdrkedmpdnd niitd
suhteita, jotka vallitsevat tiedon osasten vililld. Eroja saattaa olla tiedon staattis-
ten elementtien vililld, mutta kun tietoa sovelletaan ongelmanratkaisuun tai
johonkin muuhun ei-triviaaliin tehtdvddan, se tapahtuu dynaamisesti, jolloin
suhteiden merkitys korostuu. (Silver 1986, 181.)

Fischbein (1999) korostaa, ettd kaikessa matematiikan opetuksessa on tar-
kedd, ettd opettaja ymmartdd ne vuorovaikutukset, jotka vallitsevat ymmarta-
miseen, muistamiseen ja ongelmanratkaisuun liittyvien intuitiivisten, formaalis-
ten ja proseduraalisten ndkokohtien vililld. Jos intuitiiviset voimat sivuutetaan,
ne jatkavat kuitenkin vaikuttamistaan oppilaan ratkaisuprosesseissa. Tama vai-
kutus on kontrolloimatonta, ja se hdiritsee yleensd matemaattista ajattelupro-
sessia. Jos taas formaali aspekti hyldtddn ja luotetaan pelkdstddn intuitiivisiin
argumentteihin, se mitd opetetaan, ei ole matematiikkaa. (Fischbein 1999, 28.)

Hiebertin ja Lefevren (1986) mukaan konseptuaalista tietoa kuvaa parhai-
ten sen suhteiden paljous. Sitd voidaan pitdd tietoverkkona, jonka osien véliset
linkit ovat yhtad ndkyvid kuin ne tiedon osaset, joita nama linkit yhdistavat. Ka-
sitteellisen tiedon osa ei voi olla erillinen tiedon palanen, vaan sithen kuuluu
oleellisesti suhdeverkko, joka yhdistdd palasen muuhun informaatioon. Kon-
septuaalista tietoa hankitaan rakentamalla suhdeverkkoa informaation palasten
vdlille. Tdméd voi tapahtua kahden ennestddn muistissa olevan tiedon vililld,
jolloin keksitddn jotakin uutta, joka vallitsee ndiden kahden asian vililld. Kon-
septuaalinen tieto voi lisddntyd my®0s siten, ettd havaitaan jokin yhteys aiemmin
opitun ja uuden tiedon valilld. Tatd ilmiotd kutsutaan usein ymmartamiseksi tai
Piaget'n ilmausta kdyttden assimilaatioksi. Uusi tietoaines on assimiloitu aiem-
piin tietoverkkoihin tai struktuureihin. (Hiebert & Lefevre 1986, 4.)

Hiebertin ja Lefevren (1986) mielestd on hyodyllistd erottaa kaksi tasoa,
joilla matemaattisen tiedon osasten vilisid suhteita voidaan luoda. Primaari taso
on se sama taso, jolla itse tietokin esiintyy. T4dlloin tiedon osien vilinen suhde ei
ole abstraktimpi kuin itse informaatio, jota kyseinen suhde yhdistdd. Termi
abstrakti viittaa tdssd sithen, missd mddrin tietoyksikko on sidoksissa médrét-
tyihin konteksteihin. Abstraktisuus lisddntyy, kun tieto vapautuu konteksteis-
taan. Jotkut suhteet rakentuvat korkeammalla, abstraktimmalla tasolla kuin se
informaatio, jota ne yhdistdvat. Tdllaista tasoa kutsutaan reflektoivaksi tasoksi.
Tamén tason suhteet ovat heikommin sidoksissa erityisiin konteksteihin. Toi-
minta reflektiiviselld tasolla liittyy usein siihen, ettd péillisin puolin erilaisista
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informaation osista tunnistetaan samoja ydinominaisuuksia. (Hiebert & Lefevre
1986, 4-5.)

Linchevski ja Williams (1999) kayttivat hyvéksi arkipdivan tilanteita laa-
jentaessaan lukualuetta negatiivisten lukujen alueelle. He totesivat, ettd siirty-
minen proseduureista matemaattisiin objekteihin vaatii pitkdn kehityksen. Ta-
mé johtaa paradoksiin: proseduureja joudutaan kisitteleméan objekteina ennen
kuin oppilaat voivat mieltdd ne sellaisiksi (Linchevski & Williams 1999, 131).

Haapasalon (2004, 53) mukaan proseduurien aikana ei valttamattd ajatella
niitd ominaisuuksia, joita proseduureihin liittyvilld objekteilla on. Konseptuaa-
linen tieto taas on semanttinen verkko, jonka rakentamiseen ja tulkintaan yksilo
kykenee osallistumaan. Hiebert ja Lefevre (1986, 9) tiivistdvit proseduraalisen
ja konseptuaalisen tiedon vilisen eron konkreettiin muotoon. Kun verrataan
proseduraalista tietoa ja késitetietoa kokonaisuutena, voidaan tarkastella pro-
seduureja ilman késitteitd, mutta ei ole yhtd helppo kuvitella kasitteellistd tie-
toa, joka ei liity mihinkddn proseduureihin. Kahdessa seuraavassa alaluvussa
kasitellddn teorioita matemaattisen ajattelun tasoista.

3.4 van Hielen teoria matemaattisen ajattelun tasoista

Hollantilainen pitkdn linjan matematiikan opettaja van Hiele (1986) tutki ma-
tematiikan kouluoppimista vuodesta 1955 ldhtien 30 vuoden ajan. Han piti ldh-
tokohtanaan Piaget'n (1973) teoriaa, mutta korosti omassa teoriassaan seuraavia
ndkokohtia: oppimisessa on enemmaén kuin kaksi tasoa, kielen rooli on tiarked
siirryttdessd tasolta seuraavalle, kdsitteet ovat vain ihmisen luomia rakenteita,
korkeampi taso saavutetaan alempien tasojen oppimistuloksena, struktuuri on
véline, joka toimii tiettyjen lakien mukaan.

Struktuurin kisite ndyttelee tirkedd osaa van Hielen teoriassa. Erilaisia
struktuureja voi esittdd esimerkiksi piirrosten tai lukujonojen avulla. Struktuu-
rin tdrkein ominaisuus van Hielen (1986) mukaan on, ettd se voidaan laajentaa
sen rakenteen perusteella. Jos struktuuri on heikko, sille ei ole helppo luoda
hyvad jatkoa. Struktuurin toinen ominaisuus on objektiivisuus, erilaiset ihmiset
jatkavat sitd samalla tavalla. Annettu struktuuri voi olla isomorfinen (rakenteel-
taan samanlainen) toisen struktuurin kanssa, jolloin niiden sddnnét vastaavat
toisiaan. Matematiikassa esimerkiksi yhteenlasku ja kertolasku ovat keskendan
isomorfisia, koska niiden laskulait vastaavat tdsmaélleen toisiaan. (van Hiele
1986, 23.)

van Hiele (1986) kehitti viisiportaisen ajattelun tasojen teorian kuvaamaan
ldhinnd geometrisen ajattelun tasoa. Ero toisen ja kolmannen tason kohteiden
vdlilld voidaan ilmaista myos erilaisin kirjoittamistavoin. Esimerkiksi toisen
tason laskutoimitukset liittyvit konkreetteihin lukuihin:

4.3=12 ja 6+8=14
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Ajattelun kolmannella tasolla tuloksia yleistetdan
a-(btc)=a-b+a-c

Ndissd yleistyksissd ei palata alkuperdisiin toisen tason objekteihin, numerolu-
kuihin. Perustason, toisen tason ja kolmannen tason ajattelutavoilla on hierark-
kinen jarjestys. Toisen tason ajattelu ei ole mahdollista ilman perustasoa, eika
kolmannen tason ajattelu ilman toista tasoa. (van Hiele 1986, 51.)

Voidaan pédtelld, ettd ajattelun korkeampi taso on johdettu perustasosta
valitsemalla tietty ndkokulma. Té4td korkeampaa tasoa voidaan kutsua alemman
tason '"deskriptiiviseksi" tasoksi. Algebran deskriptiivinen taso on erilainen
kuin geometrian, koska algebran padhuomio kiinnittyy lukuihin ja geometrian
muotoihin. Mutta kolmas taso (teoreettinen taso) algebrassa ja geometriassa on
sama. Molemmissa deduktiivinen koherenssi on hallitseva. Asian havainnollis-
tamiseksi on mahdollista muuttaa teoreettisen tason struktuureja merkkisys-
teemin avulla. Niinpd algebra antaa aritmetiikan teoreettisen tason rakenteen ja
muodollinen logiikka vastaavasti algebran teoreettisen tason rakenteen. van
Hielen ajattelun tasojen kannalta voidaan arvioida muun muassa murtolukujen
laskusadantoja. Jotkut ratkaisut perustuvat visuaaliseen malliin, toiset eivit:

a_'bzg OK!

a-c c

a+b=a+c = b=c OK!
Mutta

a+b _b VIRHE!

a+c ¢

Kaikki kolme muunnosta on tehty saman visuaalisen rakenteen mukaan, mutta
sellainen rakenne ei ole kyllin vahva kattamaan kaikkia kolmea tapausta.

Esimerkki 3.1 '"Laskeutuminen visuaaliselle tasolle"

Murtolukuyhtilé
2 5 7
— 4 —=—
3 3 3

on toisen tason midritelmd, joten visuaaliset struktuurit auttavat asian ymmdrtamises-
si (kuvio 2).

van Hielen teoriaa on sovellettu ldhinnd geometrisen kasitetiedon arviointiin
(mm. Silfverberg 1999). Teoria nédyttdisi kuitenkin tarjoavan mahdollisuuksia
esimerkiksi murtolukujen tulkintojen arviointiin.
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KUVIO 2 Visuaalisen tason malli murtolukujen yhteenlaskusta (van Hiele 1986, 54)

3.5 Sfardin reifikaatioteoria

Sfard (1991) toteaa, ettd matematiikan madritelmid ja esittdmistapoja analysoi-
malla paddytdan abstraktien merkinttjen, kuten lukujen ja funktioiden, kahteen
taysin erilaiseen tulkintaan: strukturaaliseen eli objektitulkintaan ja operatio-
naaliseen eli prosessitulkintaan. Operationaalisten ja strukturaalisten kasitysten
vdlilla on syvéa ontologinen kuilu. Sfardin teorian perusajatus on objektifiointi.
Se tarkoittaa, ettd tietyn abstraktiotason objekteihin kohdistuvista toiminnoista
eli prosesseista kehittyy vahitellen uusi objekti, joka edustaa seuraavaa abstrak-
tiotasoa. Objektifiointi sisdltdd kolme osavaihetta: sisdistdmisen, tiivistimisen ja
reifikaation eli konkretisoinnin. Silfverberg (1999) toteaa Sfardin teoriasta, etta
esimerkiksi murto-osien muodostaminen symboloidaan objekteiksi eli murto-
luvuiksi, joihin puolestaan seuraavan abstraktiotason operaatiot eli murtoluku-
jen laskutoimitukset kohdistuvat. Silfverberg katsoo Sfardin mallin matemaatti-
sen ymmarryksen kasvusta sisdltdvan pddosin van Hielen teorian perushypo-
teesit. Sfardin tutkimukset ovat kuitenkin suuntautuneet ldhinnd algebran ja
van Hielen tutkimukset geometrian kasitteiden tutkimiseen. Molempien teori-
oiden mukaan oppimisprosessi epdonnistuu, jos opetus tapahtuu eri tasolla
kuin oppilaan ajattelu. Tuloksena voi olla esimerkiksi se, ettd oppija alkaa ope-
tella matemaattista jarjestelmdd merkkipelind ilman tulkinnallista merkitysta.
(Silfverberg 1999, 61-62.)

Merenluoto (2001) sovelsi Sfardin teoriaa tutkiessaan lukiolaisten reaalilu-
vun késitettd. Merenluoto (2001, 58) toteaa, ettd matematiikan késitteiden ope-
ratiivinen ymmaértdminen on helpompi saavuttaa, kun taas strukturaalinen ka-
sittdiminen on kognitiivisesti vaativampi ja runsasta harjaannusta edellyttava
tavoite. Merenluoto selvitti tutkimuksessaan lukiolaisten reaalilukukasitteen
strukturoitumisen astetta. Han jakoi oppilaiden ajattelussa tapahtuneet muu-
tokset kahteen ryhmédan: aikaisemman ajattelun rikastamiseen ja ajattelun radi-
kaaliin muutokseen. Merenluodon (2001, 168) mukaan nayttda siltd, ettd komp-
leksien ja abstraktien kasitteiden oppimisessa on vield jonkinlainen vilitaso,
jossa oppilas joutuu hyvidksymaddn sen, ettei vield kokonaan ymmarrad, mistd on
kysymys. Kaisitteellisen muutoksen teoriat ndyttdviat perustellusti selittdvan
oppimisen ongelmia myds matematiikan késitteiden oppimisessa (Merenluoto
2001, 171).
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3.6 Peruskoululaisen matemaattinen ajattelu

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa 2004 korostuu matemaattinen
ajattelu ensimmaisistd luokista ldhtien. Sitd ehdotetaan jopa alkuopetuksen
ydintehtavaksi. Ylemmilld luokilla matemaattista ajattelua kehitetdan. Nain
vahva matemaattisen ajattelun korostus alkuopetuksesta ldhtien viestii ainakin
siitd, ettd matematiikan perusasioiden opettamiseen kaivataan muutosta. Ope-
tussuunnitelman perusteet jattavit kuitenkin avoimeksi kysymyksen siitd, mita
on matemaattinen ajattelu.

Tutkijat ovat ndhneet matemaattisen ajattelun liittyvdn muun muassa on-
gelmanratkaisuun (Schoenfeld 1992; Korhonen 1999; Pehkonen 2000; Joutsen-
lahti 2005), jolloin korostuvat oppilaiden metakognitiiviset taidot. Malinen
(1993) ja Niiniluoto (1983) puolestaan kiinnittdvdt huomiota péadttelymenetel-
mien ldhinnd induktion ja deduktion kayttoon. Merenluoto (2001) korostaa ka-
sitteellisen muutoksen merkitystad tiedonhankinnassa.

Korhonen (1999, 15) arvioi, ettd Peruskoulun opetussuunnitelman perus-
teissa (1994) sisdltoalueet ongelmanratkaisu ja mallintaminen sekd kasitys ma-
tematiikan lauseista ja pdédttelystd viittaavat selkeésti ajattelun taitoihin, mene-
telmiin tai prosesseihin. Pehkonen (2000, 376) toteaa matemaattisen ajattelun
liittyvan ymmadrtamiseen. Ymmartdmisessd painotetaan nykyddn prosessiomi-
naisuutta, kun aiemmin ajateltiin, ettd oppilas joko ymmartda tai ei ymmarra.
Myo6s Joutsenlahti pddtyi tutkimuksessaan matemaattisen ajattelun tarkaste-
luun prosessien ndkokulmasta. Han toteaa, ettd “yksilon matemaattinen ajattelu
on hdnen matemaattisten kykyjensa saddtelemd prosessi” (Joutsenlahti 2005, 59).
Joutsenlahti muotoilee Hiebertin ja Lefevren (1986) ndkemysten pohjalta tiedon
kolmijaon, johon kuuluu ongelmanratkaisutieto, sekd kasitteen muodostumi-
seen tarvittava tieto, joka sisdltdd proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon.
Joutsenlahti liittdd ymmartamisen konseptuaaliseen ja taidon proseduraaliseen
tietoon. (Joutsenlahti 2005, 82.)

Niemi (2004, 53-57) tarkastelee lasten matemaattisen ajattelun muodostu-
mista ja vertailee eri tutkijoiden ndkemyksid. Konstruktivistinen oppimiskasitys
ndyttdd olevan monen tutkijan lihtokohtana. T&lloin korostuu oppilaan aikai-
sempi tieto ja ne merkitykset, joita hdn asettaa opiskeltaville asioille. Oppilas
valikoi ympdristostddn tarjolla olevaa tietoa. Kun yksilo reflektoi omaa toimin-
taansa, hdn oppii ymmartamaan késitteen sisdllon. Toisaalta toiminnan kautta
muodostuu uusia kasitteitd. Niemi ndyttdd liittdvan matemaattisen ajattelun
niihin prosesseihin, joiden kautta oppilas saa tietoa uusista kasitteista.

Eri tutkijat ovat tehneet havaintoja oppilaiden matemaattisesta ajattelusta
tai sen puutteesta. Strang (1990) totesi murtolukututkimustensa yhteydessd, ettd
ala-asteen matematiikan opetuksesta, ainakin murtolukujen alueelta, puuttuivat
systemaattinen kasitteen opettaminen ja matemaattisen ajattelun harjoittami-
nen. Slavit (1999) havaitsi, ettd jopa kuusi- ja seitsemédnvuotiaat olivat melko
kykenevid muodostamaan syvid ymmarryksid matemaattisista prosesseista ja
osasivat omalla tavallaan ajatella algebrallisesti. Martinez (2001) havaitsi sanal-
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listen tehtdvien merkityksen oppilaiden matemaattisen ajattelun kehittymiselle.
Héan huomasi, ettd oppilaiden metakognitiivisia taitoja voitiin kehittdd, kun
heille annettiin houkuttelevia sanallisia tehtdvid. Oppilaat kehittelividt omia rat-
kaisustrategioitaan ja kirjoittivat kriittisesti omasta ajattelustaan.

3.7 Opettaja matemaattisen tiedon vilittdjana

Opettaja opettaa niin kuin hdntd on opetettu. Opettajan uskomukset ja arvos-
tukset tarttuvat helposti oppilaisiin. Jos opettaja on innostunut esittaméastdan
asiasta, oppilaatkin saattavat innostua. Jos oppilas pitdd opettajaansa ”tdrked-
nd” henkilond, hdn arvostaa opettajan jakamaa tietoa (Feltowich ym. 1993). Toi-
saalta nykyddn oppilaiden saatavilla on runsaasti muita tietoldhteitsd koulutie-
don lisdksi. Markkinahenkisen tiedon ohella opetus ja muu koulutieto ei aina
tunnu oppilaasta yhtd houkuttelevalta.

Uusikyld (1998, 190) kirjoittaa, ettd opettajan ammatti vaatii jatkuvaa paa-
toksentekoa, olkoonpa kyse opetuksen suunnittelusta, opettamisesta tai ope-
tuksen arvioinnista. Opettajan ajattelun tutkimisesta on tullut viime vuosina
yksi keskeinen kasvatustieteen tutkimusalue. Opettaja halutaan ndhda reflektii-
visend praktikkona, joka analysoi kriittisesti omaa toimintaansa. Uusikyldan
mukaan syvillisesti ajattelevan opettajan ihanne on perdisin jo Matti Kosken-
niemen ajoilta 1960- ja 1970-luvuilta. Koskenniemeldinen nikokulma opetuk-
seen korostaa opetustapahtuman erityisluonnetta. Opetusta ei voi redusoida
pelkéksi oppimiseksi, vaan opetusta tulee tarkastella sen omista ldhtokohdista
ja pedagogisin késittein. Opetukseen vaikuttavat opettaja, oppilaat yksiloind ja
ryhmind, opetuksen tavoitteet, oppiaines ja yhteiskunnalliset kehysmuuttujat.
(Uusikyld 1998, 191.)

Kasvattaminen ja opettaminen on Kaikkosen (1999) mukaan usein ndhty
hyvinkin erilaisina tapahtumina. Kasvattaminen on kohdistunut yksilon henki-
sen kasvun ja kehityksen tukemiseen ja ohjaamiseen. Opettamista on taas pidet-
ty kasvavan kognitiivisten valmiuksien kehittimisend ja ohjaamisena. Kasvatus
ja opetus kietoutuvat kuitenkin niin monin tavoin toisiinsa, ettd niitd voidaan
pitdd perustellusti toisensa sisdltdvina kasitteind. (Kaikkonen 1999, 429.)

Torma (2001) arvioi, ettd oppimisprosessi liittyy merkitysten rakentumi-
seen. Oppimisen ohjaamisessa korostuu se, miten oppijan ja ohjaajan merki-
tysmaailmat kohtaavat. Opettaja kokee usein, ettd hdnen tarkoittamansa merki-
tys ei vility oppijalle, vaan oppija tulkitsee viestin eri tavoin. Tallainen merki-
tysten kohtaamattomuus on ongelma perinteisen opetuksen ndkokulmasta,
mutta ei oppimisen kannalta. Opettajalla on oikeus tehdd omia tulkintojaan ja
jdsentdd omaa ajatteluaan opetuksen avulla. (Torma 2001, 6, 9.)

Pelkkd matemaattinen tieto ei muutu itsestddn paremmaksi opetukseksi
(Cooney 1999, 163). Tarvitaan myds reflektointia ja joustavuutta sekd omien
matematiikkaan liittyvien uskomusten arviointia. Varsin sitkedssd ovat esimer-
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kiksi sellaiset kasitykset laskutoimituksista, ettd kertominen suurentaa ja jaka-
minen pienentdd (Huhtala 2000; Ahtee & Pehkonen 2000).

Kuparin (1999) tutkimuksissa opettajien matematiikkauskomusten ja hei-
dédn opetuskdytdntdjensd vililld havaittiin johdonmukaisuutta, mutta yleisempi
havainto oli uskomusten ja opetuksen toteutustapojen vilinen “yhteensopimat-
tomuus”. Vaikka opettajaryhmien uskomuksissa ilmeni eroja, opetustoimenpi-
teet olivat samanlaiset. Samoin havaittiin, ettd vaikka opettajaryhmdn usko-
muksissa painottui oppijakeskeisyys, opettajat suosivat perinteisid ja suoritus-
keskeisid tyomuotoja. (Kupari 1999, 175.)

Esimerkiksi luokanopettajien varsin vahvat oppijakeskeisyys-uskomukset
eivit useinkaan Kuparin mukaan kanna opetuksen kaytantoon saakka. Vaikka
tavoitteena olisikin toiminta, jossa opiskeltavaa sisdltod ldhestytddan erilaisia
materiaaleja ja toiminnallisuutta hyvaksi kdyttden, toteutuva tyoskentely saat-
taa olla hyvin yksilokeskeistd. Se, missd madrin opettajat reflektoivat (Cooney
1999, 184) omaa toimintaansa, ndyttdisi olevan yhteydessd uskomusten ja ope-
tuskadytantojen viliseen johdonmukaisuuteen (Kupari 1999, 176; ks. myos Perk-
kila 2002, 154). Aaltonen ja Pitkdniemi (2001, 415) toteavat, ettd matematiikan
opetuksesta on saatu tutkimustuloksia, joiden mukaan oppiminen tapahtuu
paremmin, jos se perustuu opettajan laadukkaaseen pedagogiseen sisiltotie-
toon. Sen sijaan aloitteleva opettaja on saattanut omaksua opettajankoulutuk-
sessa modernin oppimiskésityksen mukaisia teorioita, jotka eivit kuitenkaan
toteudu opetuksessa. Niemi (2004, 191) puolestaan tuli siihen tulokseen, etta
opettajien lisdkoulutus tai matematiikkaan erikoistuminen ei vilttamattd paran-
tanut matematiikan oppimistuloksia alemmilla luokilla. Matematiikan opetuk-
sen uudet tavoitteet, kuten ongelmakeskeinen tydskentelytapa ja oppilaiden
kokemusmaailman hyodyntdminen opiskelussa, ovat Kuparin (1999) mukaan
usein ristiriidassa opettajien ydinuskomusten kanssa. Sen takia LUMA-
hankkeiden kaltaiset ohjelmat saattavat toteutua vain pintauskomusten tasolla.
Opettaja ehkd kuvittelee muuttaneensa opetusmenetelmiddn, vaikka todelli-
suudessa ndin ei ole tapahtunut. (Kupari 1999, 178.)

Wilson (1971) toteaa, ettd opettajat usein méérittelevit opettamiseen liitty-
vidt tavoitteensa kaikkien neljan kognitiivisen tason: laskemisen, ymmartami-
sen, soveltamisen ja analysoinnin, pohjalta. He haluavat oppilaidensa kykene-
vdn luovaan ongelmanratkaisuun. Mutta heiddn opetuksensa, kokeensa ja ar-
vostelunsa painottuvat alemmille tasoille, kuten laskemiseen ja ymméartami-
seen. (Wilson 1971, 650.)

Nayttad siltd, ettd jos on tavoitteena kehittdd matematiikan opetusta kou-
luissa, on pakko ottaa huomioon opettajien ja oppilaiden uskomukset (Pehko-
nen 1995, 24). Tavallisesti tormétaan kokeneiden opettajien jaykkiin asenteisiin
ja heiddan pysyviin opetustyyleihinsd, jotka toimivat muutosten hitausvoimina.
Haapasalo (1998a, 77) toteaa, ettd opetuksen kehittdminen nayttddkin vastoin
varsin yleistd luuloa vihiten riippuvan oppilaista. Kuparin (1999) mielestd ei
pidd myoskddn arvostella eikd syyttdd opettajia “vanhan opetustavan” suosimi-
sesta. Sen sijaan on vakavasti pohdittava niitd keinoja, joilla voidaan auttaa ja
tukea matematiikan opettajia heiddn ammatillisessa kehittymisessdan. (Kupari
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1999, 179). Samaa asiaa Pehkonen (1995) perda kysymyksellddn, kuinka aute-
taan opettajia kehittamééan ja laajentamaan omaa pedagogista tietamystaan.



4 LASKUOPISTA MATEMATIIKKAAN

Peruskoulua edeltdneen rinnakkaiskoulujdrjestelmén matematiikan opetus oli
selvasti kaksijakoista. Kansakoulussa opetettiin laskentoa ja mittausoppia (esim.
Suhonen & Kalliola 1950) ja vasta oppikoulussa matematiikkaa. Oppikoulun ma-
tematiikka oli kahtena ensimmadisend kouluvuotena aritmetiikkaa, joka kolman-
tena kouluvuotena vaihtui algebraan ja geometriaan (Kangasniemi 1989, 84).

Perinteisesti aritmetiikalla tarkoitetaan koulumatematiikassa numerolu-
vuilla tapahtuvia laskutoimituksia, joihin kuuluu myos potenssiin korottami-
nen ja juurtaminen (Thompson & Martinson 1994, 34). Algebrassa taas kasitel-
ladn “yleisid lukuja”, joita tavallisesti merkitddn kirjaimilla. Radford (2000) tutki
oppilaiden kdyttdmid merkintdtapoja ja niiden merkityksid algebran oppimises-
sa. Oppilasryhmien keskustelujen perusteella hdn luokitteli oppilaiden toimin-
nat kolmelle tasolle:

(a) aritmeettinen tutkimus
(b)  yleistys luonnollista kieltd kiyttien
(c) yleistys algebran symbolein (Radford 2000, 241)

Radford toteaa, ettd algebran kaavat eivdt synny geometristen kuvioiden ha-
vainnoinnista, eivdtkd ne voi perustua ylhdiltd annettuihin esimerkkeihin. Tds-
sd mielessd siirtyminen ei-symbolisesta symbolisiin algebran ilmaisuihin mer-
kitsee ratkaisevaa eroa kahdesta asiasta, yhtddltd kaavojen geometrisesta ha-
vainnoinnista, toisaalta niiden numeerisesta luonteesta.

4.1 Kansakoulusta oppikouluun

Kansakoulun laskuopissa pitdydyttiin numerolukujen operaatioihin, vaikka
monien tehtdvien ratkaiseminen vaati samantasoista ajattelua kuin nykyisin
yldasteen matematiikka. Esimerkkind mainittakoon pééttelylaskut eli “paatos-
laskut” (Suhonen & Kalliola 1950, 233), jotka nykykielelld ilmaistuna liittyivat
suoraan ja kddntden verrannollisuuteen. Sanallisesti esitetystd tehtdvastd laadit-
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tiin ensin ”“asettamus”, josta pddteltiin tarpeelliset kerto- ja jakolaskut. Vaati-
vampi versio oli kaksiehtoinen pédttelylasku.

Esimerkki 4.1 12 miestd valmistaa erdin tyon, tehden 8 t piivdssdi, 35 pdivissi.
Kuinka monta pdivid 8 miestd viipyy samassa tyossd, kun tyoaika on

10 t paivissi?

Asettamus: 12 miestd - 8§t - 35 pv
8 miestd - 10t - X po

Erindisten vaiheiden jdlkeen pdddyttiin laskulausekkeeseen

81235
10-8

42 pv

Ainakin periaatteessa oli kysymys jonkinlaisen yhtdloparin ratkaisemisesta.
Tallaisia tehtdvid kasiteltiin kansakoulun kuudennella luokalla (Suhonen & Kal-
liola 1950, 244). Prosenttilasku aloitettiin luontevasti murtolukujen ja verrannol-
lisuuden opiskelun jdlkeen (ks. Sweeney & Quinn 2000). Samaa johdonmukai-
suutta ei ndytd esiintyvdn peruskoulun matematiikan kirjoissa (esim. Alho,
Koivu, Luoma & Rantanen 2003; Latva, Tolvanen, Tuomaala, Jarvinen & Mak-
konen 2004).

Oppikoulun opetussuunnitelman mukaan algebran opiskelu aloitettiin
13-15 vuoden idssd, riippuen siitd, kuinka monta luokkaa kansakoulua kukin
oli kdynyt. Algebran ensi askelia oli muuttujien tai yleisten lukujen kayttoonot-
to. Vilittomadsti seurasi luonnollisten lukujen joukon laajentaminen negatiivis-
ten lukujen alueelle (Kallio, Kannisto & Poukka 1966; Viisdld 1965). Oppikirja-
tekstien perusteella sama aritmetiikka-algebra-jako ndyttdd jatkuvan peruskou-
lussa silld erotuksella, ettd algebran opiskelun aloittamisen ik&dhaitari on pois-
tunut ja kaikki aloittavat algebran opiskelun noin 13 vuoden idssd (esim. Alho,
Koivu, Luoma & Rantanen 2003; Erkinjuntti, Hihnala, Juntunen, Jarvinen, Kyto-
14 & Laine 1994-1996; Latva, Tolvanen, Tuomaala, Jarvinen & Makkonen 2004;
Paasonen, Voutilainen & Kalla 1989). Toisin sanoen rinnakkaiskoulujérjestel-
méadn sisdltynyttd kahden vuoden yksilollistd joustomahdollisuutta algebran
opiskelun aloittamiseen ei peruskoulussa toistaiseksi ole.

4.2 Jakaminen ja suhteellisuus

4.2.1 Jakolasku ja murtoluvut

Kerto- ja jakolasku néyttdisivdat uusien perusopetuksen opetussuunnitelman
perusteiden 2004 mukaan tulevan oppijan ohjelmaan toisella luokalla. Aluksi
laskutoimituksia suoritetaan konkreetein apuvélinein. Erityisesti apuvélineiden
ja konkreettien mallien kadytto korostuu ala-asteella suosituksi tulleessa “unka-
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rilaisessa matematiikassa”. Hannulan (2001) mukaan unkarilaisessa matematii-
kassa on oleellista matemaattinen tapahtuminen. Toiminnassa oppilaan ajattelu
saa konkreetin muodon.

Vaikuttaa siltd, ettd opetussuunnitelmien laatijat ovat herdnneet 50-
vuotisesta unestaan, kun ”sisdltdjako” ja ”ositusjako” on ainakin nimityksind
otettu taas perusopetukseen. Sisidlttjako liittyy usein mittauksiin. Jakolasku 12
m : 2 m = 6 tarkoittaa, ettd kahden metrin mitta sisdltyy kuusi kertaa mitatta-
vaan 12 metrin matkaan. Sen sijaan jakolasku 12 m : 2 = 6 m tarkoittaa, ettd 12
metrin matka on jaettu kahteen yhtd suureen osaan, joiden kummankin pituus
on kuusi metrid. Tahédn jakolaskun dualismiin tutustutaan luokilla 3-5. Sisdlto-
jaon kytkeminen sille kuuluvaan kontekstiin eli mittaamiseen ndyttdd opetus-
suunnitelmissa edelleenkin hataralta. Entd olisiko vield aihetta palata ”“unkari-
laisiin” merkintoihin, joita Suomessakin noudatettiin ainakin 1950-luvulla? Ni-
mittdin ositusjako merkittiin jakoviivalla ja siséltdjako kaksoispisteelld (Suho-
nen & Kalliola 1950, 46-47).

Sisaltojakokésitettd on peruskoulun matematiikassa yritetty korvata suh-
de-kisitteelld (mm. Erkinjuntti, Hihnala, Juntunen, Jarvinen, Kytold & Laine
1994), mikd tuntuu vahan oudolta, ellei samalla tutkita my6s verrannollisuutta.
Uudemmissakaan yldasteen oppikirjoissa (Alho, Koivu, Luoma & Rantanen
2003; Latva, Tolvanen, Tuomaala, Jarvinen & Makkonen 2004) ei sisdltdjako
ndytd olevan erityisemmin esilld, vaikka se liittyy my6s algebrallisiin jakolas-
kuihin. Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa 2004 suhteen ja ver-
rannollisuuden kisitteet on sijoitettu luokkien 6-9 opetusohjelmaan. Kuitenkin
oppikirjatekstien perusteella murtolukuja lavennetaan ja supistetaan jo viiden-
nelld luokalla.

Strang (1990) tutki murtolukujen hallintaa peruskoulun 3.-6. luokilla. Han
analysoi myds oppikirjojen murtolukuja koskevaa oppiainesta. Strangin mu-
kaan murtolukukésitteen ymmartdamisen perusedellytys on tasajaon kéasitteen
sisdistiminen. Murtolukujen symbolimuoto on lapselle erityisen vaikea siksi,
ettd se on ristiriidassa hdnen aikaisemmin oppimiensa kokonaislukuskeemojen
kanssa. Yhdeksanvuotiaan on symbolitasolla vaikea ymmartasd, ettd 1/3 on pie-
nempi kuin 1/2, vaikka 3 on suurempi kuin 2. (Strang 1990, 51-52.)

Strangin (1990) mukaan oppimateriaaleissa kiinnitetddn varsin véahan
huomiota murtolukujen ekvivalenssiluokkien muodostamiseen, ldhinnd vain
laventamisen ja supistamisen mekaanisen harjoittelun kautta. Murtolukukaésit-
teen vahvistamiseksi voitaisiin valottaa eri nikokulmia: osa-kokonainen, suhde,
osamddrd, mitta. Peruskoulun ala-asteen matematiikan opetuksesta, ainakin
murtolukujen alueelta, puuttuu systemaattinen kasitteen opettaminen ja mate-
maattisen ajattelun harjoittaminen. (Strang 1990, 52-53.)

"Osan ottaminen jostakin" on Haapasalon (1992) mukaan yksi mielenkiin-
toisimpia murtolukuun liittyvid skeemoja. Esimerkiksi prosenttilaskenta perus-
tuu tietyn murto-osan ottamiseen jostakin kokonaisuudesta. Kun oppilas ym-
maértdd, ettd 1/2 > 1/3, hdnen on vield omaksuttava murtolukujen suhteellinen
luonne. Esimerkiksi 1/3 koripallosta on enemmén kuin 1/2 tennispallosta. T4-
mén suhteellisuusperiaatteen omaksuminen sotkee aiemmin omaksuttuja
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skeemoja. Oppilaan ajattelua helpottaa, jos ldhdetddn liikkeelle tutusta kaytan-
non tilanteesta. (Haapasalo 1992, 16.)

Murtolukujen laskutoimituksissa oppilaat saattavat turvautua muistisaan-
toihin, vaikka heilld olisi edellytykset pddtyd ratkaisuun aikaisempien tietojensa
pohjalta. Erds tillainen toimenpide on sekalukujen kertolasku. Neljds ja viides-
luokkalaiset osasivat soveltaa osittelulakia sekalukujen kertolaskuun, vaikkei
heille ollut vield opetettu murtolukujen kertolaskua (Brinker 1998; Schoenfeld
1992). Lee (2000) tutki murtolukujen kaisittelyd kuudennesta yhdeksdnteen
luokkien oppikirjoissa. Han totesi, ettd tarjolla oli runsaasti numerolaskuja:
murtolukuja, desimaalilukuja, potensseja ja sekalukuja, mutta hyvin vahan
etumerkein varustettuja lukuja. Vélttyminen vaikeilta laskutoimituksilta aiheut-
taa sen, ettd ndmd asiat ndyttdvat algebrassa uusilta. Merkkisddnnot taytyy
opettaa, niitd ei voi keksid. (Lee 2000, 174.)

4.2.2 Suhteellisuus matemaattisena ajatusmallina

Suhteen kasite on suomenkielen kannalta ongelmallinen. Suhde tarkoittaa laa-
jasti ymmarrettynd relaatiota, esimerkiksi suuruusjdrjestysta kahden luvun va-
lilla. Suppeammassa mielessad suhde tarkoittaa kahden luvun tai suureen vélista
osamddrdd. Kahden suureen vilistd relaatiota, jossa suureet riippuvat lineaari-
sesti toisistaan, kutsutaan suoraan verrannollisuudeksi. Usein puhutaan myos
lyhyemmin verrannollisuudesta tai suhteellisuudesta.

Monet tutkijat korostavat suhteellisuuden merkitystd koulumatematiikan
keskeisend relaationa. Suhteellisuuden periaate opitaan jo alimmilla luokilla,
mutta monet oppilaat eivit tdysin hallitse sitd yldasteen pddttyessdkdan (John-
son & Lauten 2000, 102). Vaikka suhteellisuusajattelua pidetddn yhtend tar-
keimmistd nuoruudessa hankituista formaalin ajattelun komponenteista, kysei-
nen taito kehittyy luultua hitaammin, eikd huomattava osa vdestostd saavuta
sitd koskaan (Flores 1995, 425; Hoffer & Hoffer 1992, 303; Riddle & Rodzwell
2000, 202). Suhteellisuusajattelu on avainkdsite matematiikan ja luonnontietei-
den opetuksessa aina ala-asteelta yliopistoon (de Bock, van Dooren, Jansson &
Verschaffel 2002, 311).

Kouluopetuksessa verrannollisuuteen liittyvét taidot jadvat Langrallin ja
Swaffordin (2000) mukaan usein vdhemmadlle huomiolle, kun symbolien ja kaa-
vojen hallintaa pidetddn tarkeampdand. Puutteellinen verrannollisuuden hallinta
aiheuttaa todenndkoisesti ongelmia korkeamman tason matematiikassa, varsin-
kin algebrassa. (Langrall & Swafford 2000, 254.) Slovinin (2000, 58) mukaan
suhteen ja verrannon opiskelu luo perustan ensimmadisen vuoden algebralle ja
myShemmadlle matematiikan opiskelulle. Ristiin kertomisen osaaminen verran-
nossa ei takaa, ettd oppilas on ymmartanyt suhteellisuuden merkityksen. Mo-
nissa oppikirjoissa kuitenkin késitellddn verrantojen ratkaisumenetelmia
enemman kuin késitteiden ymmartamistd. Kerannon (1991, 40-41) mielestd suh-
teen ja suhteellisuuden (ratio and proportion) opettaminen tulisi aloittaa sellaisis-
ta arkieldmain tilanteista ja ongelmista, jotka suoraan liittyvédt ympérsivan maa-
ilman suhteellisuuteen. Asteittainen eteneminen tapahtuisi ajatusratkaisusta
(mental solution) kirjoitettuun suhteen ja suhteellisuuden kayttoon.
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Copeland (1984) arvioi murtoluvun kisitteen ja suhteellisuuden ymmar-
tamistd eri ikdkausina. Alkuvaiheessa lapset ymmartavat murtoluvun siten, etta
kun lohkaistaan pieni pala, syntyy yksi osa - siis, kuinka monta jakoa, niin
monta osaa. Kokonaisuuden sdilyminen on oleellinen ehto operationaaliselle
jakamiselle. Tdmé&n seikan tajuaminen ei yleensd kehity ennen 6-7 ikdvuotta.
Suhteellisuuden idea: kaksi suhdetta ovat ekvivalentit, ymmarretdan yleensd
vasta 9-10-vuotiaana. Toisaalta intuitio nopeudesta, joka on matkan ja ajan
suhde, saattaa olla jo 6-vuotiaalla. (Copeland 1984, 177-178.)

Streefland (1991) tutki oppimisprosessin sisdistd kehittymistd murtoluku-
jen opiskelussa. Han madritteli oppilaiden ratkaisuprosesseille viisi tasoa sen
mukaan, miten he suhtautuivat kognitiiviseen konfliktiin. Alimmalla tasolla
oppilaat eivdt havainneet lainkaan saamiensa tulosten vdlistd ristiriitaa. Esi-
merkiksi murtolukujen yhteenlaskussa he saivat tuloksen %+ % =7%,, vaikka he
toisaalta tiesivit, ettd )+ % =1. Jotkut arvelivat, ettd tulosten erilaisuus johtui
eri ratkaisumenetelmistd. Oppilas merkittiin ylimmadlle eli viidennelle tasolle,
jos hdn ei ollut vuoden mittaisen seurannan aikana tehnyt yhtéddn edelld kuva-
tun kaltaista alkeellista virhettd. (Streefland 1991, 218-219.)

Langrall ja Swafford (2000) kartoittivat suhteellisuuteen liittyvid tehtdva-
tyyppejd peruskoulun matematiikassa. He padtyivit neljaan tehtdavatyyppiin:

(a) osa - osa - kokonaisuus, esim. pojat — tytot - oppilaat

(b)  joukot — mddrit, esim. pallot — eurot, ihmiset — pizzat, leivokset -
pakkaukset

(c) tunnetut suhteet, esim. nopeus tai yksikkéhinta

(d)  kasvaminen tai viheneminen: kahden jatkuvan mddrin vilinen suhde

Haastateltuaan 5-8-luokkalaisia oppilaita he laativat neliportaisen asteikon
suhteellisuuden tulkinnalle (proportional reasoning). Nollatasolla ei esiinny lain-
kaan suhteellisuusajattelua. Toimintaa télld tasolla kuvaa pikemminkin lisdami-
seen kuin kertolaskuun perustuva vertailu tai lukujen ja operaatioiden sattu-
manvarainen kaytto. Ykkdstasolla oppilaat soveltavat epamuodollista (informaa-
lia) suhteellisuutta. He pystyvét ilmaisemaan suhteen késitettd esineiden, kuvi-
en tai muiden mallien avulla. Langrallin ja Swaffordin mielestd on hyodyllistad
kehittdd oppilaiden strategioita tillaisten mallien avulla, ennen kuin heille ale-
taan opettaa verrantoja ja ristiin kertomisen sdantod. Kakkostasolla oppilaat
osaavat késitelld madrid ilman konkreetteja apuvilineitd ja osaavat liittdd mal-
leihinsa numeerisia laskutoimituksia. Kolmostasolla oppilaat hallitsevat verran-
nollisuuden formaalin kisittelyn. He osaavat kadyttdda muuttujia ja ratkaista
muuttujan arvon ristiin kertomalla tai ekvivalenttien murtolukujen avulla.
Langrall ja Swafford tunnistivat erditd seikkoja, joiden perusteella voi parem-
min ymmartdd oppilaiden rajoittuneen kyvyn kayttaa suhteellisuutta. Oppilaan
taytyy tunnistaa, onko muutos absoluuttinen eli yhteenlaskuun perustuva vai
suhteellinen eli kertolaskuun perustuva. Hanen on myos kyettdava selvittamadn,
voiko kyseisen tilanteen ratkaista suhteen avulla. Jos suureet muuttuvat samas-
sa suhteessa, niiden vililldi on muuttumaton eli invariantti suhde. Tarvitaan
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myos taito jakaa mddrdt sopivan suuruisiin, keskenddn samankokoisiin osiin.
(Langrall & Swafford 2000, 256-259.)

Verrannollisuuden soveltamisen kannalta on Hihnalan (2005) mukaan
oleellista, ettd oppilaat harjaantuvat kasittelemddn verrannollisuutta keskendan
jaollisilla luvuilla ja suureilla, ennen kuin heille opetetaan formaaleja ratkaisu-
menetelmid. Langrallin ja Swaffordin teorian kannalta on t&lloin kysymys siitd,
ettd toimitaan ensin kakkostasolla ja siirrytddn vasta sen jdalkeen kolmostasolle.
Jos siirrytddn liilan nopeasti formaalien menetelmien, esimerkiksi verrannon
ristiin kertomisen kayttoon, jad oppimisen ketjuun aukko kakkostasolle eli digi-
taalitasolle. Voi kdyda niin, ettd kun kolmostason ratkaisuun ei 16ydy valmista
mallia, aletaan kokeilla satunnaisesti eri laskutoimituksia, jolloin itse asiassa
pudotaan Langrallin ja Swaffordin nollatasolle. Oppilaalta puuttuu kakkosta-
son muodostama ”“turvaverkko”, jolta hidn voisi luontevasti ponnistaa kolmos-
tasolle. (Hihnala 2005, 67-68.)

Suhteellisuus muodostaa tdrkedn ldhtokohdan prosenttilaskulle. Drier
(2000) kokeili tutkivaa matematiikkaa kolmasluokkalaisten prosenttilaskun
opetuksessa. Ensin etsittiin esimerkiksi murtolukua, joka vastaisi 20 prosenttia.
Kun sellainen 16ytyi, mietittiin, miten saataisiin sen kanssa ekvivalentteja mur-
tolukuja. Huomattiin, ettd kun murtoluvun 1/5 osoittajaan lisdtddan jokin luku ja
nimittdjadn sama luku viisinkertaisena, saadaan alkuperdisen kanssa ekviva-
lentti murtoluku (31/155, 32/160, 33/165,...). Ekvivalenteista murtoluvuista
etsittiin lopuksi prosenttilaskuun sopiva edustaja. (Drier 2000, 361.)

Dole (2000, 382) puolestaan esittdd neljan askelen prosessin prosenttilasku-
jen ratkaisemiseen kahdeksannella luokalla:

(a) prosenttiasetelman elementtien tunnistaminen

(b)  prosenttiasetelman esittidminen suhteena, visuaalisesti tai
kaksoislukusuoralla

(c) siirtyminen visuaalisesta informaatiosta suhteen esittimiseen

(d)  suhdeyhtilon ratkaiseminen: kolmen sdintd, ristiin kertominen

Dole korostaa verrannollisuuden merkitystd prosenttilaskennan ajatusmallina.
Hén toteaa myds, ettd verrannon ristiin kertominen voidaan opettaa oppilaan
ymmadrrykseen perustuen. Samalla prosenttilaskujen kisittely lisdd oppilaiden
ymmarrystd verrannollisuudesta. Dolen havaintojen mukaan prosenttilaskuista
helpoimpia olivat ne, joissa piti ottaa luvusta tietty prosentti.

Langrall ja Swafford (2000) kritisoivat myos oppikirjojen tapaa esittdd suh-
teellisuuteen liittyvid tehtdvid. Heiddn tarkastelemissaan luokkatasojen 5-8 op-
pikirjoissa piti ratkaista verrannosta tuntematon, mutta kertaakaan ei pyydetty
vertaamaan suhteita. Naytti siltd, ettd oppikirjoissa pyrittiin enemmaén kehitta-
maddn proseduraalisia taitoja kuin kédsitteiden ymmartamista. Ristiin kertomisen
sdanto esitettiin ilman, ettd oppilaalle annettiin mahdollisuutta tutustua aihee-
seen kuvien ja konkreettien mallien avulla. (Langrall & Swafford 2000, 260.)



5 ARITMETIIKASTA ALGEBRAAN

Pelkkd sana algebra herittdda Moseksen (1997) mukaan monien aikuisten mielis-
sd kauhukuvia omilta kouluajoilta. Yhtdloiden ratkaiseminen, tekijoihin jaka-
minen ja sanalliset tehtdvat muistuttavat koetusta epdonnistumisesta. Kirjain-
lausekkeiden késittely siihen liittyvine laskutoimituksineen on koettu sarjaksi
temppuja ilman konkreettia tarkoitusta. Siirtymisen 2000-luvulle tulisi johtaa
Moseksen mielestd algebran opiskelua symbolien manipuloinnista toisenlaiseen
kasitykseen, jonka mukaan algebra on tapa ajatella ja menetelmd erilaisten re-
laatioiden ilmaisemiseen. (Moses 1997, 624.) Myo6s Haapasalo (2003, 17) katsoo,
ettd matemaattisen tyoskentelyn pitdisi olla oppilaan kannalta tarkoituksenmu-
kaista. Tyoskentelyssd korostuvat erityisesti kysymykset: mitd, miksi ja milld
tavalla.

Algebran kisitteiden monenlaiset merkitykset tuottavat oppilaille vaike-
uksia. Sfard ja Linchevski (1994, 191) ilmaisivat ongelman sanomalla, ettd algeb-
ran symbolit eivdt puhu puolestaan. Esimerkiksi lauseke 3(x + 5) + 1 voidaan
lukea laskutoimituksena, tiettynd lukuna, funktiona, funktiojoukkona tai pelk-
kadnd symboliketjuna, joka ei edusta mitdan. Algebran symboleilla on eri merki-
tys kuin niilld on muissa konteksteissa (mm. Stacey & McGregor, 1997, 110).

Aritmetiikasta algebraan siirtyminen kuuluu yldasteen matematiikan
opiskelun kriittisiin vaiheisiin (Stacey & McGregor 1997, 110). Kouluopetuksen
perusongelmia on se, otetaanko formaaleja késitteitd kayttoon liian aikaisin ja
heikoin perusteluin. Kenties samat asiat voitaisiin ratkaista aritmetiikan mene-
telmin (Linchevski & Herscovics 1996, 39). Formaalit rakenteet voitaisiin opetel-
la sitten, kun pelkka aritmetiikka ei endd riitd. Oppilaan ndkokulmasta vaikut-
taa siltd, ettd hanelle tarjotaan algebrassa matematiikan apuvilineitd, joille ei ole
mitddn kayttod (Friedlander & Hershkowitz 1997, 446).

Schoenfeld (1985) kuvaa tavallista opetusprosessin kulkua seuraavaan ta-
paan. Opetuksen ldhtokohtana on (hiljainen) oletus, ettd oppilas on “tabula ra-
sa”. Opettaja ndyttdd, kuinka tietty proseduuri suoritetaan. Sitten oppilas har-
joittelee proseduuria, kunnes hadn hallitsee sen. Jos joku oppilas ei saa oikeaa
vastausta, opettaja olettaa, ettd oppilas ei ole vield oppinut asiaa. Han esittdd
proseduurin vield kertaalleen ja harjoittelua jatketaan. On voitu tutkimuksin
osoittaa, ettd sellainen pedagogiikka ei ole kovin tuloksellista. Oppilaiden sa-
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mana pysyvd virhe osoittaa, ettd he ovat omaksuneet jotakin, nimittdin virheel-
lisen muodon halutusta proseduurista. Jos oppilas tekee proseduurissa jatku-
vasti saman virheen, luullen tekeviansd oikein, oikean proseduurin esittdmisestd
uudelleen ei ole hyotyd. Oppilaan virheellisen ajattelun syy on selvitettava: ha-
nen “tietovarastonsa on purettava”. Vasta sen jdlkeen hdnen on mahdollista
suorittaa proseduuri oikein. (Schoenfeld 1985, 62-63.)

Schoenfeld (1985) esittelee Matzin (1982) kuvaamia selityksid kehit-
tyneemmassd algebrassa esiintyviin itsepintaisiin virheisiin. Eréds tdllainen tul-
kinta liittyy nelitjuuriin

VA?+ B’ = A+B
missd => tarkoittaa, ettd “on virheellisesti korvattu” lausekkeella. Matzin mu-
kaan tama tulkinta kuuluu “ymmarrettdviin ekstrapolaatiovirheisiin”. Kysymys
on muotoa f(X*Y)= f(X)* f(Y) olevan yleisen lain epdonnistuneesta ekst-
rapolaatiosta. Virhe ei yleensd ole kuitenkaan ekstrapolaatiotekniikassa, vaan
lain soveltamisessa tilanteeseen, jossa se ei toimi. Esimerkki 5.1 dsken mainitun
lain oikeasta ja vddrastd soveltamisesta valaisee asiaa.

Esimerkki 5.1
B+C = E + E oikea tulkinta
A A A
A A A .
= —+—= vadrd tulkinta. (Schoenfeld 1985, 63-64.)
B+C B C

Stylianou, Kenney, Silver ja Alacaci (2000) syventyivdt oppilaiden ajatteluun
tarkastelemalla selityksid, joita ndméd antoivat omille vastauksilleen. He totea-
vat, ettd katsomatta tarkkaan oppilaiden tyoskentelyi ja selityksid tai puhumat-
ta heille heiddn ratkaisustrategioistaan on vaikea ymmartdd heiddan ajatteluaan
ja sen tuottamia “monenkirjavia” vastauksia. Kun oppilaat joutuvat perustele-
maan johtopddtoksiddan, he huomaavat samalla dokumentoinnin ja kommuni-
koinnin tarpeen matematiikassa, mikd on luonnollinen tie ymmartdd todistami-
sen tarve. (Stylianou, Kenney, Silver & Alacaci 2000, 142.)

5.1 Negatiiviset luvut peruskoulun matematiikassa

Peruskoululainen on ylédasteelle tullessaan jo tottunut siihen, ettd aika ajoin laa-
jennetaan lukualuetta. Kymmenid seuraavat sadat ja tuhannet, luonnollisia lu-
kuja murtoluvut ja desimaaliluvut. Uusimpien opetussuunnitelman perustei-
den (2004) mukaan negatiivisiin kokonaislukuihin tutustutaan jo luokilla 3-5.
Negatiivisten lukujen laskutoimituksia opetellaan ylemmilld luokilla.
Negatiivisilla luvuilla laskeminen edellyttdd uudenlaista laskutoimitusten
tulkintaa. Esimerkiksi lukujen 3 ja 2 vilinen vdhennyslasku 3 - 2 voidaan muut-
taa yhteenlaskuksi 3 + (-2) (Kallio, Kannisto & Poukka 1966, 23; Vdisdld 1965,
12). Miinusmerkki esiintyy kahdessa merkityksessa: etumerkkin ja laskutoimi-
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tusmerkkind. Yhteen ja védhennyslaskua voidaan havainnollistaa myos lu-
kusuoralla. Plus merkitsee siirtymistd oikealle ja miinus vasemmalle (Alho,
Koivu, Luoma & Rantanen 2003, 35; Latva, Tolvanen, Tuomaala, Jarvinen &
Makkonen 2004, 23; Merenluoto 2001, 25). Luvun 2 vdhentiminen voidaan
myos tulkita operaattoriksi -2, jonka vaikutus kohdistetaan johonkin samassa
lausekkeessa esiintyvadan lukuun. Monissa oppikirjoissa esiintyy téllainen tul-
kinta, vaikka sitd ei ole tarkasti selitetty. Nayttda siltd, ettd hankala asia jatetdan
oppilaan mieleen kypsymadan (esim. Alho ym. 2003; Erkinjuntti ym. 1994; Latva
ym. 2004). Vaihdantalain soveltaminen muodossa 3 + 2 = 2 + 3 tuntuu itsestdan
selvyydeltd, mutta identiteetin 3 - 2 = - 2 + 3 ymmartdminen vaatii oppilaalta
erilaista ajattelua kuin luonnollisten lukujen laskutoimitukset.

Kokonaislukujen yhteen- ja vdhennyslaskua on helppo havainnollistaa lu-
kusuoralla, mutta kertolaskulle (- 2) - (- 3) on vaikea keksid mitdan konkreettia
tulkintaa. Voidaan tietysti uskotella, ettd kun (+2) - (-3) =2.(-3) =-3 -3 =-6,
laskutoimitus (-2) - (-3) ei voi johtaa samaan tulokseen, koska siind on yhdelld
luvulla eri etumerkki, joten tuloksen tdytyy olla +6. On havaintoja siitd, ettd juuri
negatiivisten lukujen kdyttoonotto muodostaa suurimpia ongelmia aritmetiikasta
algebraan siirryttdessd (Gallardo 2002, 173). Vlassis (2002, 349) toteaa, ettd nega-
tiiviset luvut aiheuttivat ongelmia yhtdloiden ratkaisemisessa. Negatiivisten lu-
kujen esiintyminen yhtdloissd nosti niiden abstraktiotasoa ja edellytti oppilailta
algebrallisia operaatioita.

5.2 Yhtisuuruusmerkin tulkinta

Oppilaat tottuvat alaluokilla kdyttamé&an yhtdsuuruusmerkkid samaan tapaan
kuin laskutoimitusmerkkejd. Yleensd yhtdsuuruusmerkin jdlkeen kirjoitetaan
laskutehtdvan tulos. Tutkijat ovat ndhneet ongelmia oppilaiden yhtdsuuruus-
merkin tulkinnassa (Goodson-Espy 1998; Cooper ym. 1997; Falkner ym. 1999;
Hihnala 2003).

Cooperin, Bolton-Lewisin, Atwehin, Pillayn ja Mutchin (1997) tutkimusten
perusteella oppilailla oli kahdenlaisia kasityksid yhtdsuuruusmerkin tarkoituk-
sesta. Yhtaalta sitd pidettiin syntaktisena indikaattorina, joka edellyttdad vasta-
uksen kirjoittamista. Toisaalta se ndhtiin operaattorin merkkind, kehotuksena
tehdd jotakin. Sen sijaan oppilaat eivdt ndhneet yhtdsuuruusmerkkida kahden
lausekkeen ekvivalenttisuuden ilmaisijana. Tdma rajoittunut késitys yhtdsuu-
ruudesta ndytti jatkuvan ala-asteelta yldasteelle ja vielda myShemmillekin kou-
luasteille. (Cooper ym. 1997, 89-90.)

Prosessi/ objekti-dualismissa, esimerkiksi yhtdlossd 3 + 4 = 7 oppilas nédkee
Goodson-Espyn (1998, 222) mukaan vain laskutehtdvén ja sen tuloksen 7, jolloin
han keskittyy yhteenlaskuprosessiin. Tama tietdd héanelle vaikeuksia esialgeb-
rassa tyyppid 3 + x olevien lausekkeiden kanssa. Peruskoulun alemmilla luokil-
la totutaan erddnlaiseen aritmeettiseen ajatteluun tai ldhestymistapaan (method
of arithmetic proceeding) (Hihnala 2003, 74). Oppilaat kirjoittavat laskulausekkeita



47

seuraavaan tapaan: 7 - 5 =2+ 6 =8 : 4 = 2, jossa = merkki on signaali vastauk-
sen etsimiseksi (Kieran 1992, 393). Menettelyssd ei oteta huomioon yhtédsuu-
ruusmerkin symmetrisyyttd ja transitiivisuutta. Esimerkiksi laskimella laskiessa
operoidaan vain yhteen suuntaan, joten merkinnin epdasymmetrisyys ei aiheuta
ongelmia. Hihnalan (2003) mukaan menetelma toimii myos yksinkertaisia yhta-
16itd ratkaistessa. Mutta tdhdn tulkintaan takertuminen vaikeuttaa yhtélon ra-
kenteen ymmartamistd. Esimerkiksi yhtdlod 2x - 5 = 8 + x ratkaistessa saatetaan
saada kaksi eri tulosta: x = 4, koska 2 - 4 = 8, toisaalta x = - 5 vastinpariajattelun
nojalla. Syntynyttd ristiriitaa ei valttamaéttd havaita. (Hihnala 2003, 79.)

Falkner, Levi ja Carpenter (1999) toteavat, ettd opettajakaan ei ole aina pe-
rilld oppilaidensa tekemistd tulkinnoista. Kun kuudennen luokan opettajia
pyydettiin selvittdmé&édn, miten heiddn oppilaansa tulkitsevat yhtdsuuruusmer-
kin yhtédlossd 8 + 4 = [ ] + 5, asia vaikutti opettajien mielestd itsestddn selvalta.
Oppilaiden tulkinnat eivdat kuitenkaan vastanneet opettajien ennakko-
odotuksia. Kaikki 145 oppilasta ilmoitti tuloksen 12 tai 17. Oppilaat suorittivat
siis merkittyjd laskutoimituksia piittaamatta yhtdasuuruusmerkistd. Oikea tulos
olisi tietenkin ollut 7.

Cooper ym. (1997) raportoivat siitd, miten seitsemésluokkalaiset tulkitsi-
vat yhtdsuuruusmerkin eri tilanteissa. Kun tehtdvana oli selittdd yhtdsuuruus-
merkin tarkoitus lausekkeessa 28 + 7 + 20 =, yhtd oppilasta lukuun ottamatta
kaikki (N = 51) vastasivat, ettd kyseessd on vastauksen etsiminen laskutehta-
vddn. Sen sijaan yhtdlossd 28 : 7 + 20 = 60 - 36 puolet oppilaista ei osannut sa-
noa, mitd yhtasuuruusmerkki tarkoitti. Algebran ymmartamisen kannalta ovat
tarkeitd myos keskeiset laskulait: vaihdantalaki, liitdntdlaki ja osittelulaki seka
laskujdrjestyssopimukset. Laskulakien ymmartamiseen liittyi seuraava kysy-
mys: “Miten laskutehtdvéssd 6 - 13 voidaan kayttdd hyviksi laskulauseketta 60
+18?” Kolmasosalla oppilaista ei ollut mitddn késitystd asiasta. Oikean tulkin-
nan osittelulain mukaisesti osasi antaa 39 % vastaajista. Loput vastaajista selit-
tivdt, ettd luvun 6 perddn pannaan 0 ja lukuun 13 lisdtdan luku 5. (Cooper ym.
1997, 89-90, 92-93.)

Laskulakien soveltaminen tulee algebrassa valttaméattomaksi, kun muuttu-
jia sisdltdvida laskutoimituksia ei voida suorittaa “normaalissa jdrjestyksessa”.
Vaihdanta-, liitdnta- ja osittelulait pitdisi hallita numeroluvuilla, jotta niitd voisi
soveltaa kirjainlukuihin. Schoenfeld (1992, 342) toteaa, ettd jotkut oppilaat kayt-
tavat osittelulakia sekalukujen kertolaskussa. Kieranin (1992, 393) mukaan mo-
nien oppilaiden on vaikea ymmartdd, ettd lausekkeet 2(a + b) ja 2a + 2b tarkoit-
tavat samaa. Ongelma ndyttdd kytkeytyvan siihen, ettd algebrallinen lauseke
tulkitaan prosessiksi eikd matemaattiseksi objektiksi.

5.3 Muuttuja ja muuttujan lausekkeet

Kirjainluvuilla laskeminen ja kirjainlausekkeiden sieventdminen ndhda&an usein
ensimmadisind askelina siirryttdessd aritmetiikan proseduureista kohti algebran
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strukturaalista ajattelua. Matemaattisten objektien strukturaalista luonnetta on
mahdollista kuvailla myds pelkilld numeroluvuilla (Osborne & Wilson 1995;
Linchevski & Livneh 1999). Toisaalta numerolaskujen liika harjoitteleminen t&s-
sd tarkoituksessa voi johtaa oppilaiden stressaantumiseen.

Edwardsin (2000) mukaan algebran kaksi oleellista kasitettd ovat muuttuja
ja funktio. Tarkoitus on, ettd jo 3.-5. luokilla kaikki oppisivat esittdimédan tunte-
mattomia mddrid muuttujien avulla ja 6.-8. luokilla oppilaat ymmartdisivat
muuttujan kasitteend. Kyky yleistdd aritmeettisia ominaisuuksia on usein algeb-
ran oppimisen kynnyskysymys. (Edwards 2000, 28.)

Thornton (2001) toteaa, ettd muuttujia, lausekkeita ja yhtdloitd voidaan ha-
vainnollistaa muun muassa piirrosten ja konkreettien mallien avulla. Konkre-
tisointiin liittyy kuitenkin my6s ongelmia. Voidaan pddtyd “hedelmaésalaattialge-
braan”, jossa a on appelsiini ja b on banaani. Tédllainen ldhestymistapa voi nadyttaa
aluksi hedelmalliseltd, mutta johtaa mydhemmin vadrinkésityksiin, kun symbo-
leita ei ymmarretd lukuina. (Thornton 2001, 391.) Eréds tapa ldhestyad algebran ka-
sitemaailmaa on esittdd sama asia monessa eri muodossa: sanallisesti, symbolein,
graafisesti ja taulukkona (mm. Haapasalo 2003, 3; Yerushalmy 2001, 143).

Monet tutkijat ovat selvittdneet oppilaiden kasityksid muuttujista (Briscoe
& Stout 2001; Cooper ym. 1997; Chalouh & Herscovics, 1988; Kieran 1992;
Kiticheman 1981; Schoenfeld 1985). Briscoe ja Stout (2001) antoivat opettaja-
kokelaille (N = 106) tehtdviksi tutkia orsivaa’an tasapainoehtoa. Mittauksia te-
kemalld piti kehittdd yhtilo, josta voitiin etukédteen laskea tietynkokoisen pun-
nuksen paikka tasapainon vallitessa. Kolmannes opiskelijaryhmistd ei saanut
parin pdivan aikana tyydyttdvad tulosta. Tutkijat luokittelivat opiskelijoiden
tyoskentelyn kolmeen ryhmaan:

(a)  kirjainta kaytettiin muuttujana (ylin taso)

(b)  kirjain esiintyi objektina: kullekin kirjaimelle hyviksyttiin vain ennalta
mddrditty arvo ja kaavat edustivat lihinnd aritmeettisia operaatioita

(c) yhtdsuuruusmerkkid kiytettiin vddrin, myds tissd ryhmdssi kdiytettiin
kirjaimia objekteina, algebrallisia lausekkeita pidettiin lauseiden
lyhenteind, eikd myodskiin huomattu yhtilon oikean ja vasemman puolen
ekvivalenssia
(Briscoe & Stout 2001, 237)

Cooper, Bolton-Lewis, Atweh, Pillay ja Mutch (1997) ndkeviat muuttujalla nelja
eri merkitystd: aritmetiikan yleistys, ratkaisuprosessin tuntematon, méérien
vidlinen suhde ja abstraktin jdrjestelmdn osa. Jotkut tutkijat (esim. Chalouh &
Herscovics, 1988) ovat esittdneet, ettd "tuntematon" ei ole sopiva tulkinta muut-
tujan kasitteelle, koska se ei edusta muuttujan kaikkia ulottuvuuksia. Heiddn
mielestddn muuttujan merkitys on yleisemmalld tasolla. Kieran (1992) toteaa,
ettd oppilaiden on vaikea erottaa, mihin eri tarkoituksiin kirjaimia kdytetdaan
algebrassa. Han esittelee Kiichemanin (1981) kehittamdd asteikkoa kirjainluku-
jen tulkinnasta. Kiicheman havaitsi opiskelijoiden kirjainlukujen tulkinnassa
kuusi eri tasoa:
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a)  kirjaimelle annettiin numeroarvo

b)  kirjain hyldttiin tarpeettomana

c)  kirjainta pidettiin konkreettina objektina

d)  kirjainta pidettiin tuntemattomana lukuna

e)  kirjainta pidettiin yleisend lukuna, joka saattoi saada eri arvoja
f)  kirjainta pidettiin muuttujana (Kieran 1992, 396).

Kiichemanin havaintojen mukaan oppilaat operoivat yleensd kolmella ensim-
mdiselld tasolla. Enemmisto tutkituista 3000 brittildisestd yldasteen oppilaasta
(73 % 13-vuotiaista, 59 % 14-vuotiaista ja 53 % 15-vuotiaista) kasitteli kirjainlu-
kuja konkreetteina objekteina tai hylkési ne.

Stacey ja MacGregor (1997) tutkivat Australiassa 11-15-vuotiaiden algeb-
ran opiskelua. Erityisesti heitd kiinnosti yleistetty aritmetiikka ja tuntemattomi-
en esiintyminen sanallisissa tehtdvissd. Seuraavassa on esimerkkitehtdva (esi-
merkki 5.2) ja oppilaiden esittdmid ratkaisuja tulkintoineen (taulukko 1).

Esimerkki 5.2 David on 10 cm pitempi kuin Con. Conin pituus on h. Kuinka voit
merkiti Davidin pituuden?

TAULUKKO1 Oppilaiden tulkintoja henkilon pituudesta

Oppilaan ratkaisu Tutkijan tulkinta

Dh Davidin pituus

C+10=D C = Conin pituus, D = Davidin pituus

h=h+10 h = pituuden symboli ja my©s mainittu pituus

18 koska h on aakkosissa kahdeksas ja 8 + 10 =18

R kymmenes kirjain aakkosissa h:n jilkeen

160 Conin jarkeva pituus on 150 ja siihen lisdtddn 10

11 jokainen kirjain tarkoittaa lukua 1, kunnes toisin paéte-
tdédn, 10+ h=10+1=11

h10 tai 10h h10 tarkoittaa, ettd 10 enemman kuin h

h +10 oikea ratkaisu

Oikeaan ratkaisuun pddtyi puolet ensimmdisen vuoden algebran opiskelijoista
ja 75 % 3.-4. vuoden algebran opiskelijoista. (Stacey & MacGregor 1997, 112.)
Esimerkistd 5.2 kdy ilmi, ettd oppilaat saattavat keksid muuttujalle arvon jopa
aakkosjdrjestyksen perusteella. Schoenfeldin (1985) mukaan oppilailla esiintyy
virhetulkintoja, jotka perustuvat kielelliseen ilmaisuun merkityksen asemasta,
kuten esimerkistd 5.3 havaitaan.

Esimerkki 5.3 Oletetaan, etti S tarkoittaa opiskelijoiden ja P professorien
lukumddrdid. Opiskelijoita on kuusi kertaa niin paljon kuin
professoreita. Kirjoita yhtilo, joka kuvaa opiskelijoiden ja
professorien lukumdiirien vilisti yhteyttd.

Tehtdvin ratkaisu on ilmeinen S = 6P. Yksinkertaistako? Fi. Ensimmaéisen vuo-
den insinodriopiskelijoista 37 % ilmoitti yhtdlon P = 6S. Opiskelijoilla, jotka ei-
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vit olleet erityisesti perehtyneet luonnontieteisiin, matematiikkaan ja teknolo-
giaan, virheprosentti oli noin 50. Vastaavissa tehtdvissd, joissa esiintyi sanalli-
sesti ilmaistuja suhdelukuja, virheprosentti oli noin 65. Erds vakuuttava selitys
edelld mainitulle virhetulkinnalle P = 6S on ”suora kddannos” sanallisesta ilmai-
susta symbolikielelle:
kuusi kertaa opiskelijoita kuin professoreita
tulos \J \J \J \J )
6 X S = P
K&dannos on tapahtunut kielellisesti eli syntaktisesti ja merkitys eli semantiikka
on unohdettu. Toisaalta tulkinta vaikuttaa samankaltaiselta kuin mittayksikoi-

den muunnoksessa: yksi jaardi vastaa kolmea jalkaa eli 1 jaardi = 3 jalkaa.
(Schoenfeld 1985, 65.)

5.4 Yhtilot peruskoulun matematiikassa

Yhtdlod voidaan pitdd aritmetiikkaan, esialgebraan tai algebraan kuuluvana sen
mukaan, millainen on yhtdlon rakenne ja millaisia ratkaisutoimenpiteita se vaa-
tii. Yhtalolla tarkoitetaan peruskoulussa yleensa ensimmadisen asteen yhtdlod eli
lineaarista yhtdlod. Yhtdlonimitys voidaan liittdd jo pelkkiin numerolukuihin-
kin. Kolmen luvun vilinen ”aritmeettinen identiteetti”, esimerkiksi 5 =7 - 2 on
erddnlainen yhtdlo. Se voidaan ratkaista minkad tahansa noiden kolmen luvun
suhteen.

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa 2004 mainitaan yht&loi-
den ja epdyhtdloiden ratkaiseminen pdittelemailld luokkien 3-5 tavoitteissa.
Oppilaan hyvdd osaamista viidennen luokan pdittyessd kuvaa muun muassa
se, ettd “oppilas tietdd laskutoimitusten viliset yhteydet”.

Oppikirjatekstien perusteella yhtdloiden ratkaisemista harjoitellaan yleen-
sd ensin kokeilemalla tai kdédnteisten laskutoimitusten avulla (esim. Alho, Koi-
vu, Luoma & Rantanen 2003, 193). Takaperin laskeminen kay helposti yht&lois-
sd, joissa tuntematon esiintyy vain yhdessa kohdassa. Mutkikkaampia yht&loita
voidaan havainnollistaa muun muassa tasapainomallien avulla. Periaatteena on
saman termin lisddminen tai vdahentdminen puolittain. Yhtdlo voidaan myos
kertoa tai jakaa puolittain samalla luvulla (esim. Latva, Tolvanen, Tuomaala,
Jarvinen & Makkonen 2004, 126). Samaan tilanteeseen pddstddn siirtdmalla ter-
mejd yhtdlon puolelta toiselle merkkid vaihtaen.

Oppilaat eivit aina huomaa lausekkeiden ja yhtéloiden vélistd eroa. Kie-
ranin (1992, 412) mukaan siind vaiheessa, kun yhtildiden ratkaisutekniikoita on
jonkin verran harjoiteltu, tulkitaan lauseke usein yht&dloksi. Kun yhtdsuuruus-
merkin molemmille puolille on saatu jotakin, pyritddn tekemddn puolittaisia
operaatioita niin, ettd tehtdvdstd saadaan lopulta vastaukseksi numeroluku.
Myo6s Edwards (2000) toteaa saman ongelman. Algebran opiskelun alkuvai-
heessa késitteet muuttuja ja yhtdlon tuntematon menevit monilta oppilailta
taysin sekaisin. Liian varhainen yht&dléiden ratkaisemiseen keskittyminen saat-
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taa hamartdd muuttujan kasitettd. Havainto, ettd ensimmadisen asteen yhtalolla
on tasan yksi ratkaisu, poikkeaa tdysin siitd tosiasiasta, ettd avoin lause toteu-
tuu ddrettoman monella muuttujan arvolla. Esimerkiksi, kun oppilaat ovat rat-
kaisseet yhtdlon 3x - 2 = 10 ja saaneet tuloksen x = 4, he tuskin ajattelevat, ettd x
on jokin muuttuja. Tehtdva voitaisiin esittdd toisella tavalla: “Etsi sellainen luku
x, ettd 3x - 2 = 10" tai "Milld xmn arvolla lauseke 3x - 2 on yhtd suuri kuin 10 tai
13 tai 16?” Mainitunlaisella kysymysten asettelulla on mahdollista valottaa
muuttujan x todellista luonnetta, vaikka kyseessd onkin yksinkertaisten yhta-
16iden ratkaiseminen. (Edwards 2000, 29.)

Kieran (1992) viittaa yhtdlon ratkaisutekniikoiden ndenndiseen oppimi-
seen. Oppilaat, jotka osaavat siirrelld termejd yhtdlon puolelta toiselle, eivit
valttamattd ole tietoisia toimenpiteen strukturaalisesta merkityksestd. Useiden
tutkimusten mukaan yldasteella vain 7-10 % oppilaista osoitti lausekkeiden ja
yhtéloiden strukturaalista kasittamistd. (Kieran, 1992, 408.)

5.4.1 Lineaarisen yhtilon ratkaisumenetelmia

Lineaarisella yhtdlolld tarkoitetaan tdssd ensimmadisen asteen yht&lod, jossa on
yksi tuntematon, ja jonka kertoimet ovat rationaalilukuja. Téllaisen yhtdlon
graafinen ratkaisu madrdytyy kahden suoran leikkauspisteen koordinaateista.
Boulton-Lewisin, Cooperin, Atwehin, Pillayn, Wilssin ja Mutchin (1997) mu-
kaan yhtdlossa 2x + 3 = 11 on ratkaisemisen kannalta kolme tdrkedd kompo-
nenttia: yhtasuuruusmerkki, useamman kuin yhden operaation jono ja muuttu-
ja x. Yhtdlon ratkaiseminen edellyttdd binaarioperaatioiden 2x ja y + 3 (missd y
= 2x) ymmadrtdmistd. Sen sijaan yhtdlo x + 5 = 6 voidaan ratkaista aritmeettisesti
muuttamatta mitenkddn alkuperdistd yhtdlod. (Boulton-Lewis ym. 1997, 187.)

Yhtilon ratkaiseminen vaatii erilaisia tekniikoita sen mukaan, minki
tyyppinen yhtdlo on kyseessd. Moniin tilanteisiin soveltuu ”vaakamenetelma”.
Yhtédlon molemmille puolille voidaan lisédtd tai niistd vdhentdd sama luku tai
yhtdlo voidaan kertoa tai jakaa puolittain samalla luvulla. Erds toimenpide, jota
useimmat oppilaat eivdt ndytd yhtdloiden ratkaisemisen alkuvaiheessa huo-
maavan, on saman termin eliminointi yhtdléon molemmilta puolilta (Hihnala
2003, 80-81). Operaatio vaikuttaa varsin mekaaniselta, mutta silld on syvalli-
sempikin merkitys. Kun termejd vahennetddn, yhtdlo yksinkertaistuu. Jos eri-
tyisesti onnistutaan havittimaan tuntemattoman siséltdvid termejd, yhtdlo saat-
taa muuttua algebrallisesta aritmeettiseksi. Joka tapauksessa yhtdlon ratkaisun
abstraktiotaso alenee, jolloin ratkaisu helpottuu. (Ks. myos Vlassis 2002, 352.)

Linchevski ja Herscovics (1996) esittdvit edelld kuvattua monimutkai-
semman version eliminointimenetelmastd yhtalon ratkaisemisessa. Ellei yhtadlon
molemmilla puolilla satu olemaan samaa termid, voidaan jokin termi merkita
summana, jossa esiintyy eliminoitava termi. Tutkijat tekivdt tdmédn kokeilun,
ennen kuin oppilaille oli lainkaan opetettu algebraa.
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Esimerkki 5.4
a)  Eliminoidaan identtiset numerotermit
8n +11 =5n+50
8n+11 =b5n+ 11 +39
8n =bn+39

b)  Eliminoidaan tuntemattoman sisiltdivdt termit

8n =b5n+39
bn+3n =5n+39
3n =39

n =13 (Linchevski & Herscovics 1996, 55)

On helppo huomata, ettd jos yhtédlossd esiintyy negatiivisia lukuja, tarvitaan
algebrallisia operaatioita, ennen kuin puolittainen eliminointi onnistuu. Né&in
ollen tdhdn menetelmddn liittyy samoja rajoituksia kuin vaakamenetelman
kayttoon.

Vlassis (2002) oli tietoinen niistd ristiriitaisista tuloksista, joita eri tutkijat
(esim. Herscovics & Kieran 1980; Filloy & Rojano 1989; Linchevski & Herscovics
1996) olivat saaneet konkreettien mallien kdytostd lineaaristen yhtdloiden rat-
kaisemisessa. Oppilaiden tydskentelyd tarkasteltaessa ja heiddn selityksiddn
lukiessa oli paljastunut, ettd eniten vaikeuksia tuottivat sellaiset algebralliset
yhtélot, joissa esiintyi negatiivisia lukuja. Vlassis syventyi erityisesti vaakame-
netelmén kayttoon tyyppida Ax + B = Cx + D olevien yhtédloiden ratkaisemisessa.
Opetuskokeilujen jédlkeen Vlassisin tutkijaryhmd, johon kuului sekd vaakamal-
lin kannattajia ettd vastustajia, oli yhtd mieltd siitd, ettd vaakamalli ei toiminut,
kun yht&lossd oli negatiivisia lukuja. (Vlassis 2002, 341, 353.)

Kieranin (1992, 401) mukaan kokeilu yhtédléiden ratkaisumenetelmé&na
ndytti muodostavan paremman intuitiivisen pohjan strukturaalisille ratkaisu-
menetelmille kuin oikealta vasemmalle purkaminen. Viime mainittu menetelma
onnistuu vain yhtdloissd, joissa tuntematon esiintyy kertaalleen. Linchevskin ja
Herscovicsin (1996) tutkimustulosten perusteella lineaaristen yhtédloiden arit-
meettinen ratkaiseminen on sopivampi keino aloittaa muuttujilla operointi kuin
eteneminen muuttujista lausekkeisiin ja edelleen yhtaloihin.

Knuth (2000) havaitsi, ettd monilla oppilailla on rajoittunut kéasitys yhta-
16iden ja niiden kuvaajien vilisestd yhteydestd. Enemmisto testiin osallistuneis-
ta (N = 284) ei tajunnut, ettd kuvaaja sisdlsi informaatiota, joka voisi helpottaa
ratkaisun loytamistd. Vaikka kysymyksilld pyrittiin rohkaisemaan oppilaita
graafiseen ldhestymistapaan, vastaukset osoittivat luottamusta algebrallisiin
menetelmiin. Oppilaiden tason huomioon ottaen jarjettomien vastausten luku-
maédrd oli halyttava. (Knuth 2000, 48-51.)

5.4.2 Lineaarisen yhtilon ratkaiseminen algebrallisen ajattelun kuvaajana

Lineaaristen yht&dléiden ratkaisemisen kannalta voidaan ldhtokohtana pitdd ole-
tettua vaikeusastehierarkiaa. Aritmeettinen identiteetti on pelkkien numerolu-
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kujen vilinen yhtilo ja se edustaa helpointa yhtéloiden lajia. Jos yht&lo sisdltaa
muuttujan, mutta on rakenteeltaan yksinkertainen, se kuuluu esialgebraan.
Vaikeinta lajia yhtdloiden hierarkiassa edustaa algebrallinen yhtils, jota ei voi
ratkaista aritmetiikan menetelmin. Seuraavassa tarkastellaan muutamien tutki-
joiden ndkemyksid edelld kuvatun kaltaisesta hierarkiasta ja sen merkityksestd
aritmetiikan ja algebran viilistd rajaa etsittdessa.

Monet tutkijat (mm. Brown, Eade & Wilson 1999; English & Sharry 1996;
Filloy & Rojano 1989; Goodson-Espy 1998; Kieran 1992) ovat hahmotelleet arit-
metiikan ja algebran vilistd eroa yhtdloiden ratkaisemisen ndkokulmasta. Hei-
ddn mielestddn tyyppid Ax + B = Cx + D oleva yhtilo on algebrallinen, koska
siind tuntematon esiintyy yhtdlon molemmilla puolilla. Sen sijaan yht&dlo Ax + B
= C on aritmeettinen, koska tuntematon on vain yhtilon toisella puolella, joten
oppilaat pystyvét ratkaisemaan sen aritmetiikan keinoin (Filloy & Sutherland
1996, 145).

Kieran (1992) tarkentaa aritmetiikan ja algebran vilistd rajaa kéasitteiden
proseduuri ja struktuuri avulla. Proseduraalinen liittyy aritmeettisiin operaati-
oihin, joita suoritetaan numeroluvuilla. Esimerkiksi algebrallisen lausekkeen 3x
+y arvon laskeminen, kun x = 4 ja y = 5 tai yhtdlon 2x + 5 = 11 ratkaiseminen
kokeilemalla ovat aritmeettisia operaatioita. Sen sijaan lausekkeen 3x + y + 8x
sieventdminen tai yhtdlon 5x + 5 = 2x - 4 kanssa ekvivalentin yhtdlon 5x - 2x +
5 = 2x - 2x - 4 kirjoittaminen ovat strukturaalisia operaatioita, joiden seké alus-
sa ettd lopussa on algebrallinen lauseke tai yhtdlo. (Kieran 1992, 392.)

Brown, Eade ja Wilson (1999) vertailevat Filloyn ja Rojanon (1989) teoriaa
aritmetiikasta algebraan siirtymisestd Linchevskin ja Herscovicsin (1996) vas-
taavaan teoriaan. Filloy ja Rojano kayttavat ilmaisua didaktinen katkos (didactic
cut) aritmetiikan ja algebran vililld. Heiddn mielestddn tdllainen katkos ilmenee,
kun oppilaiden aritmetiikan taidot eivit endd riitd lineaaristen yhtéloiden rat-
kaisemiseen. Erityisesti ongelmia alkaa ilmetd, kun yhtdlossd esiintyy tuntema-
ton molemmilla puolilla. Filloyn ja Rojanon esittdimédéa rajaa aritmetiikan ja al-
gebran vililld voidaan pitdd matemaattisesti médariteltynd. Herscovics ja Lin-
chevski (1994) puolestaan puhuvat kognitiivisesta kuilusta (cognitive gap). Kog-
nitiivista kuilua luonnehtii oppilaiden kyvyttomyys operoida tuntemattomilla.
Herscovics ja Linchevski korostavat, ettd ongelmana ovat oppilaiden késitykset,
jotka ovat aritmetiikassa eri kehitystasolla kuin algebrassa. (Brown, Eade &
Wilson 1999, 57-58.)

Goodson-Espy (1998) selvitti haastattelemalla college-opiskelijoiden abst-
raktin ajattelun kehittymistd siirryttdessd aritmetiikasta algebraan. Goodson-
Espy tarkasteli oppilaiden ongelmanratkaisuprosessia muun muassa Sfardin ja
Linchevskin (1994) reifikaatioteorian kannalta. Mainitun teorian mukaan abst-
raktia ajattelua voi esiintyd kolmella tasolla: sisdistdminen, tiivistiminen ja
konkretisointi. Goodson-Espy havaitsi, ettd operointi korkeammilla tasoilla
mahdollisti késitteiden tarkastelemisen sekd prosesseina ettd abstrakteina ob-
jekteina. Tamé&n kyvyn kehittyminen néytti olevan kriittinen kohta siirtymisessa
aritmetiikasta algebrallisten metodien kayttoon. Oppilaat eivdt esimerkiksi
ymmartaneet prosessia, joka tarvittiin ei-aritmeettisen yhtdlon 3x + 8 = 7x + 4
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ratkaisemiseen, koska he eivit hyvéksyneet alkuoletusta, ettd nama kaksi lau-
seketta (mé&aradd) ovat ekvivalentit. (Goodson-Espy 1998, 222-225.)

Vlassis (2002) pddtyi yhtdloiden suhteen edelld esitettyd tarkempaan jaot-
teluun. Aritmeettinen yhtdlo voi hdnen mukaansa olla konkreetti tai abstrakti
sen mukaan, esiintyyko siind negatiivisia lukuja tai esiintyyko tuntematon use-
ammassa kuin yhdessd termissad. Esimerkiksi yhtdlot - x = 7 ja 2x + 3x = 10 ovat
Vlassisin luokittelussa abstrakteja aritmeettisia yhtdloitd. Toisaalta yhtdlon Ax +
B = Cx + D ratkaisu voi perustua tuttuun malliin tai luonnollisten lukujen las-
kutoimituksiin, jolloin se on tyypiltddn esialgebran yhtilo. Varsinaisia algebral-
lisia yht&loitd ei voida ratkaista minkddan konkreetin mallin avulla. Niiden vaa-
timilla operaatioilla on merkitys vain algebran kontekstissa. (Vlassis 2002, 351-
352.) Vlassisin luokittelu tdsmentdd aritmetiikan ja algebran vilistd rajaa. Rat-
kaisevana erona on vaadittavien operaatioiden abstraktiotaso eikd niinkédan yh-
taloiden ulkonainen rakenne.

Kieran (1992) selvitti useiden aikaisempien tutkimusten pohjalta, miten
matematiikan opettamisella voitaisiin luoda pohjaa algebran strukturaaliselle
ymmartamiselle. Hianen mielestddn tulisi kuluttaa nykyistd enemmaén aikaa
proseduraalisten kasitysten kanssa. Oppikirjoihin tarvittaisiin lisdd materiaalia,
joka tdhtdd siirtymiseen proseduraalisista strukturaalisiin tarkasteluihin. Toi-
saalta rakennettaessa yhteyksid aritmetiikasta algebraan olisi kaiken aikaa ylla-
pidettdva yhteyttd myos toiseen suuntaan. Tehtdvidstd ja tilanteesta riippuen
olisi mahdollista valita joko proseduraalinen tai strukturaalinen nakokulma.
Koska monet opettajat perustavat opetuksensa ldhinnd oppikirjaan (ks. Perkkila
2002; Niemi 2004; Tornroos 2005), tarvittaisiin tutkimustietoa siitd, miten opet-
tajat tulkitsevat sisdllon ja yrittavit siirtdd sen oppilaiden tietovarastoon. (Kie-
ran 1992, 413.)

5.5 Joustava siirtyminen aritmetiikasta algebraan

Aritmetiikasta algebraan siirtymisen ajankohta on aiheuttanut tutkijoiden ja
pedagogien piirissd runsaasti pohdintaa. Onko parempi kerrata vuosi aritme-
tiikkaa ja aloittaa algebran kurssi kahdeksannella luokalla vai aientaa algebran
opiskelun aloittamista? Silverin (1997) mukaan algebrassa saatetaan opettaa
loputtomalta ndyttava lista proseduureja, joiden tarkoitusta oppilaat eivit ym-
marrd. Hinen mielestddn opettajien, opetussuunnitelmien tekijoiden, opetuksen
tutkijoiden, hallintoihmisten ja lainlaatijoiden ei pida etsid yksinkertaista ratkai-
sua monimutkaiseen ongelmaan. (Silver 1997, 208.)

Suomessa ongelma on jadtetty kuntakohtaisesti ratkaistavaksi. Opetus-
suunnitelman perusteissa 2004 algebran alueeseen kuuluva oppiaines on sijoi-
tettu pddosin luokkien 6-9 opetusohjelmaan. Oppiaineksen jdrjestimiselle luok-
katasojen sisdllad (6.-9.1k.) ei ole asetettu selvid kriteereja.

Australialaiset English ja Sharry (1997) tutkivat 5-luokkalaisten ja 12-
luokkalaisten algebrallista ajattelua esittamallad heille yhtiloitd, jotka piti luoki-
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tella siten, ettd keskenddn samankaltaiset sijoitettiin samaan ryhmaan. Tutkijat
tulivat Sfardin ja Linchevskin (1994) kanssa samaan tulokseen siitd, ettd oppi-
laat tarvitsevat ensin algebran prosesseihin suuntautuvia kokemuksia, jotka
sitten johtavat tarkoituksenmukaisten algebrallisten abstraktioiden hankintaan.
Tdama on ristiriidassa sen kanssa, ettd oppilaille ensin esitetddn ”valmiiksi koot-
tuja tietopaketteja”, jolloin heilld ei ole mahdollisuutta havaita algebrallisiin
abstraktioihin liittyvien lausekkeiden luonnetta. (English & Sharry 1997, 155; ks.
myo6s Keranto 1998, 32.)

Lambdin, Lynch ja McDaniel (2000) tutkivat kuudesluokkalaisten algeb-
ran taitoja, erityisesti graafisen esityksen soveltumista muutoksen kuvaami-
seen. Muutos on heiddn mielestddn ddrimmdisen tdrked kdsite matematiikassa.
Perustasolla muutosta etsitddn, kun lukujoukosta pyritddn loytdmddn jokin
sadannonmukaisuus (vrt. Bay-Williamsin 2001 tiilikivimallit). Syvéllisemmaéssa
mielessd muutokset ovat funktioiden ja niihin liittyvdn laskennan perusele-
menttejd. Keskiluokilla (3-5) oppilailla tulisi olla sddnnollisesti tilaisuuksia
kayttdd sanallista ilmaisua, taulukoita, graafeja ja yhtdloitd sellaisten kdytannon
ongelmien ratkaisemiseen, joissa on kysymys erilaisista muutoksista. (Lambdin,
Lynch & McDaniel 2000, 196.)

Yackel (1997) arvioi, ettd mallintamalla, sdédannonmukaisuuksia keksimalld
ja rakenteita tutkimalla oppilaat (noin 12-vuotiaat) omaksuvat erilaisia ajattelu-
tapoja, jotka helpottavat algebran ymmartamistd. Monet tutkijat (mm. Feigen-
baum 2000; Witzel, Smith ja Brownell 2001) ovat selvittineet, kuinka voidaan
auttaa algebran oppimisvaikeuksissa olevia oppilaita. Samalla on saatu tietoa
siitd, millaisten ymmarrysten kautta algebran oppiminen yleenséd tapahtuu.

Linchevski ja Herscovics (1996) kokeilivat seitsemdnnen luokan oppilailla
uutta menetelmdd aritmetiikan ja algebran vilisen kognitiivisen kuilun ylitta-
miseksi. He yrittivdt vilttdd lausekkeisiin ja yht&dloihin liittyvid ongelmia pa-
laamalla muutaman askelen taaksepdin. He kartoittivat oppilaiden hallitsemien
esialgebran tietojen yldrajan, ennen kuin aloittivat algebran opetuksen. Oppilaat
saivat tyoskennelld omien intuitioidensa varassa niin kauan, kuin he itse sithen
tyytyivét. Vasta sitten, kun he tiedustelivat, eiko olisi mitddn helpompaa ratkai-
sukeinoa, heille alettiin opettaa strukturoidumpia menetelmid. (Linchevski &
Herscovics 1996, 40.)

Australialaiset tutkijat Cooper, Bolton-Lewis, Atweh, Pillay ja Mutch
(1997) selvittivat kaksitiemallin kdyttod aritmetiikasta algebraan siirtymisessa
(kuvio 3). Binaari aritmetiikka viittaa kahden numeroluvun vilisiin operaatioi-
hin ja binaari algebra muuttujan ja numeroluvun vilisiin operaatioihin. Usein
puhutaan esialgebrasta, jonka osana myos binaarialgebra voidaan nahda.

BINAARI ARITMETIIKKA ~——  BINAARI ALGEBRA

| ——

KOMPLEKSI ARITMETIIKKA ——» KOMPLEKSI ALGEBRA

KUVIO3 Cooperin ym. (1997, 91) kaksitiemalli aritmetiikasta algebraan
siirtymisessa.
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Cooperin ym. (1997) mukaan siirtymistd aritmetiikasta algebraan voidaan val-
mistella binaarialgebran tai kompleksin aritmetiikan avulla. Algebraan siirty-
misen kannalta he pitivit oppilaiden taitoja binaariaritmetiikassa tyydyttavina.
Kuitenkin jakolaskussa ja yhtdsuuruuden ymmartdmisessa oli ongelmia. Binaa-
rialgebrassa suurin ongelma oli tuntemattoman monikertojen (esim. 3x) ym-
maértdmisessd. Kompleksissa aritmetiikassa tarvittaisiin parannusta laskujédrjes-
tyksen tulkintaan ja yhtdsuuruuden ekvivalenssimerkityksen ymmartamiseen
(vrt. Hihnala 2003, 74). Samankaltaisia ongelmia ekvivalenssikasitteen ymmar-
tamisessd on havaittu suomalaisissa murtolukututkimuksissa (mm. Keranto
1986, Strang 1990).

Kaksitiemalli ndytti tutkijoiden (Boulton-Lewis, Cooper, Atweh, Pillay,
Wilss & Mutch 1997, 187-189) mukaan toimivan kumpaakin reittid, tosin on-
gelmia ilmeni molemmissa ldhestymistavoissa. Tulokset viittasivat siihen, ettd
algebran oppimista voidaan helpottaa, kun vastaavia (isomorfisia) struktuureja
harjoitellaan kompleksissa aritmetiikassa. Esimerkiksi helppojen lineaaristen
yhtdloiden ratkaiseminen aritmeettisesti nédytti helpottavan siirtymistd algeb-
raan. Useat tutkijat esittdvdt samansuuntaisia kommentteja. Algebran ajattele-
minen aritmetiikan yleistyksend ndytti motivoivan opiskelijoita (Slavit 2001,
378). Kun tajuttiin, ettd algebra ratkaisee yksittdisen ongelman asemasta koko-
naisia ongelmaluokkia, ymmadrrettiin algebran opiskelun mielekkyys (McCon-
nell &Battacharya 1999, 492). Day ja Jones (1997) tutkivat, miten sanallisia teh-
tavid ratkaisemalla voidaan rakentaa siltoja algebralliseen ajatteluun. He ar-
vioivat, ettd siind vaiheessa kun oppilaat alkavat esittdd sanallisen tehtdvan rat-
kaisuprosessia muuttujien avulla, heidédn algebrallinen ajattelunsa on alkanut.

Fernandez ja Anhalt (2001, 236) esittdvat, ettd “askarointi” fysikaalisten
mallien, taulukoiden, graafien ja symbolien kanssa luo valmiuksia oppilaan
siirtymiselle algebraan. Friedland (1998, 382-383) kaytti menestykselld tauluk-
kolaskentaohjelmaa laskukaavojen keksimiseen seitseménnelld luokalla ilman,
ettd varsinaista muuttuja-nimitysta otettiin esille.

Pugalee (2001a) havaitsi, ettd kirjoittamisella on tarked merkitys oppimi-
sessa ja opettamisessa. Kun oppilaat kirjoittivat omasta ongelmanratkaisustaan,
voitiin arvioida heiddn toimintansa metakognitiivisia piirteitd: orientoitumista
ja organisointia. Pugalee (2001b) toteaa edelleen, ettd varsinkin alempien luok-
kien opettajat eivdt vaadi oppilaitaan perustelemaan ratkaisujaan. Erityisesti
heikommilla oppilailla tekniikka, kuten graafiset laskimet, ndyttivit helpotta-
van késitteiden ymmartamistd. Dickensheets (2001, 40) toteaa, ettd teknologia
on matematiikan opetukselle hyvd apuviline. Opettajat ovat kuitenkin epéluu-
loisia kaikkien uudistusten suhteen. Ensin pitdisi todistaa, ettd opetusohjelma
toimii ja ettd sen hyvaksyviat myos muut opettajat sekd oppilaat. Lisdksi oppi-
laiden pitdisi pystyd soveltamaan oppimiaan kisitteitd myos ilman tietokonetta
eli soveltamaan uutta tietoa vanhaan oppimisymparistoon.

Kieran (1992, 402) viittaa Filloyn ja Rojanon (1985) tutkimuksiin yht&l6i-
den ratkaisumallien kdytostd. Heiddn mukaansa konkreetit tasapaino- ja pinta-
alamallit eivit oleellisesti parantaneet oppilaiden kykyad operoida symbolitasol-
la yhtéloiden ratkaisemisessa (ks. myos Vlassis 2002, 353; Lubinski & Otto 1997,
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295). Jotkut oppilaat pitdaytyivit konkreetissa mallissa, vaikkei se endd toiminut.
Sierpinska (1993, 48-49) viittaa tapaukseen, jossa sanallinen tehtdva sujui luo-
kalta vaivattomasti symbolimuodossa. Mutta kun se esitettiin konkreettien mal-
lien avulla, neljannes luokasta sai vadran tuloksen. Kukaan ei onnistunut rat-
kaisemaan tehtdavad konkreettia apuvalinettd kayttden.

Leitze ja Kitt (2000) uskovat, ettd algebran ymmartdminen on mahdollista
kaikille oppilaille. Valitettavasti monet oppilaat yrittavéat opetella algebraa ul-
komuistin varassa ja monet opettajat tukevat opetuksellaan tdtd pyrkimysta.
Leitze ja Kitt kokeilivat muun muassa paperista tehtyjd nelikulmioita negatii-
visten lukujen ja yhtédléiden opettamisessa.

5.6 Ongelmia peruskoululaisten algebrallisessa ajattelussa

Stacey ja MacGregor (1997) havaitsivat oppilaiden algebrallisessa ajattelussa
monia vaikeuksia. Oppilaiden tulkinnat algebran symboleista perustuivat
muualta saatuihin kokemuksiin, joista ei ollut tdssad yhteydessa hyotya. Kirjain-
ten kdytto algebrassa ei ollut samaa kuin muissa konteksteissa. Algebran kie-
lioppisddnnot eividt olleet samoja kuin tavalliset kielioppisddannot. Algebra ei
voinut sanoa monia niisté asioista, joita oppilaat halusivat sen sanovan.

Sfard (1997) seurasi oppilaiden toimenpiteitd muuttujan lausekkeiden sie-
ventdmisessd. Monet osasivat kirjoittaa lausekkeen 2x + 3x muotoon 5x ilman
opastusta. Uusi symboli x ei kuitenkaan nayttinyt edustavan lukua, vaan pi-
kemminkin esineen tai tuotteen nimed. Tulkinta varmistui, kun oppilaat muut-
tivat lausekkeen 2x + 3 muotoon 5x. Selitys oli se, ettd kun kahteen pannaan
kolme lisdd, saadaan 5. Virheellinen tulkinta saatiin haviamaian, kun lausekkee-
seen lisattiin kertomerkki (2 - x + 3). Sfard toteaa, ettd kertomerkki suuntasi op-
pilaiden ajattelun arkielimédn malleista matematiikan késitteisiin. Muuttujien
késittelyssa korostuivat kontekstin merkitys ja kielellisen ilmaisun tehokkuus.

Vlassisin (2002) tutkimuksessa kaksi kahdeksatta luokkaa (N = 40) osallis-
tui opetuskokeiluun. Ensi vaiheessa oppilaille annettiin sanallisia tehtdvid, joi-
den ratkaisemiseksi heilld ei ollut muuta keinoa kuin kokeilu. Tavoitteena oli
saada oppilaat huomaamaan aritmeettisten menetelmien rajoitukset. Tarkoitus
oli my®ds tuoda esiin yhtdsuuruusmerkin kayttod ekvivalenttisuuden symbolina
aikaisemman “tee jotakin” tulkinnan asemesta. Toisessa vaiheessa tehtdvid esi-
tettiin piirretyn vaakamallin avulla. Molemmissa vaakakupeissa oli tuntemat-
tomia ja tunnettuja “punnuksia”. Osa tehtdvistd annettiin yhtdlon muodossa,
mutta siten, ettd niiden ratkaisemisessa tarvittiin vain luonnollisten lukujen las-
kutoimituksia. Kolmannessa eli formaalissa vaiheessa oppilaiden oli ratkaistava
ei-aritmeettisia yhtdloitd, jotka eivit perustuneet konkreettiin malliin, ja joissa
oli my6s negatiivisia lukuja. Ensimmadinen ja toinen vaihe Vlassisin kokeilussa
sujuivat luontevasti. Oppilaiden oli helppo ymmartdd tekeminsd virheet ja
omaksua uudet késitteet. Sen sijaan kolmas vaihe ei sujunut ongelmitta. Kaikki
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alkoivat kylldkin soveltaa vaakaperiaatetta eli eliminoida samoja termejad yhta-
16n molemmilta puolilta, mutta monilla esiintyi seuraavanlaisia virheita:

a)  Yhtilostd 3x + 4 = 19 saatiin jakamalla puolittain x:n kertoimella
yhtdlé x + 4 = 6,333 eli vakiotermi 4 jdi jakamatta
b)  Lisdamilld yhtilon 4x + 4+x = 5 molemmille puolille termi -4 saatiin
yhtilo x + x =5 - 4, jolloin paitsi vakiotermi 4 myos x:n kerroin 4 on
eliminoitu
c)  Negatiiviset luvut aiheuttivat mm. seuraavanlaisen virheen:
2-3x+6=2x+18

-2x -2x  vihennetdin puolittain 2x
2-Ix+6=18
Termissi -3x etumerkki tulkittiin vihennysmerkiksi eikd luvun 3
etumerkiksi.

Vlassis esitti kaksi mahdollista selitystd oppilaiden virheille. Ensimmédinen
ndytti olevan vaakamallin virheellinen soveltaminen ja toinen liittyi mii-
nusetumerkin tulkintaan irralliseksi vihennyslaskun merkiksi. Erityisen vaike-
aksi osoittautui muuttujan ”irroittaminen” sen edessd olevasta negatiivisesta
kertoimesta. Vlassis viittaa Filloyn ja Rojanon (1989) tulkintaan, jonka mukaan
ndissd virheissd on kysymys juuttumisesta konkreettiin malliin ja kyvyttomyys
yleistdd hankkimaansa tietoa. (Vlassis 2002, 344-345.)

Kahdeksan kuukautta opetuskokeilun jdlkeen Vlassisin (2002) tutkimuk-
sessa haastateltiin viittd kokeiluun osallistunutta oppilasta. Havaittiin, ettd ne-
gatiiviset luvut muodostivat ongelman riippumatta siitd, esiintyikd tuntematon
molemmilla puolilla yhtdlod. Kukaan haastatelluista ei kyennyt eliminoimaan
yhtdlon molemmilta puolilta negatiivista termid. Koska oppilaat eivit kyenneet
konkretisoimaan negatiivisia lukuja, heilld oli ongelmia my®ds aritmeettisissa
yhtdloissda. Sekd opetuskokeilu ettd haastattelut tukivat Filloyn ja Rojanon
(1989) esittamaa kasitystd ”didaktisesta katkoksesta”. Tama katkos erottaa yhta-
16t, joissa tuntematon esiintyy vain toisella puolen, niistd yht&loistd, joissa tun-
tematon esiintyy molemmilla puolilla. Vlassis tuli kuitenkin siihen tulokseen,
ettd vaikka aritmeettiset yhtdlot olivatkin helpompia kuin ei-aritmeettiset,
helppous tai vaikeus ei johtunut yhtédloiden rakenteesta vaan niiden abstrakti-
suuden asteesta. (Vlassis 2002, 352.)

Oppilaat saattavat mieltdd algebrallisen lausekkeen merkinnéksi, jossa
kirjaimilla ei ole lukujen luonnetta. He saattavat laskea esimerkiksi, ettd 3x - x =
3, jolloin matemaattiselta kannalta vihentdmisen sijasta on suoritettu jakolasku
(Edwards 2000, 28). Jotkut kasittelevit lausekkeita kuten yhtiloitd, koska tehta-
vastd tdytyy saada lopputulos (Kieran 1992, 412). Yhtdlostd saattaa myos tulla
kaksi eri ratkaisua. Tamé voi Hihnalan (2003, 77) mukaan johtua siitd, ettd yhta-
16ssd oikean puolen ensimmdinen luku ndhdddn vasemman puolen laskun tu-
loksena (ks. my0s Falkner, Levi & Carpenter 1999, 233). Jos yhtdlon molemmilla
puolilla esiintyy kaksi termid (esimerkki 5.5), saatetaan ajatella, ettd ne vastaa-
vat pareittain toisiaan, jolloin my0s paadytdan kahteen ratkaisuun.
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Esimerkki 5.5 Yhtilon 4x - 7 = 8 - x ratkaiseminen vastinparien avulla

4x-7=8-x
4x =8 ja-7 = - x joten
x=2jax=7

Oppilas ndyttdd ajatelleen, ettd molempien puolien ensimmadiset termit vastaisi-
vat toisiaan ja toiset termit toisiaan. Siten hdn on péitellyt, ettd 4x = 8 ja -7 = -x,
jolloin hdn on saanut tulokset x =2jax =7.

5.7 Aritmetiikan ja algebran osaaminen tutkimustulosten valossa

5.7.1 Kansainvailisii tuloksia

Suomi osallistui ensimmdiseen kansainviliseen matematiikan koulusaavutus-
tutkimukseen (IEA/SIMS), jonka aineisto keréttiin kevaalld 1964. Tutkimuksen
toinen vaihe toteutettiin Suomessa 1981 (Kangasniemi 1989). Mychempid tut-
kimuksia ovat muun muassa KASSEL-projekti (Soro & Pehkonen 1998), TIMSS
1999 ja PISA.

Kangasniemi (1989) arvioi matematiikan asemaa ja opetuksen kehysteki-
joitd sekd analysoi matematiikan opetussuunnitelmaa ajanjaksona (IEA/SIMS-
tutkimusten kannalta), jonka kuluessa Suomi siirtyi rinnakkaiskoulujdrjestel-
mdstd yhtendiseen peruskouluun. Tuloksia verratessa on otettava huomioon,
ettd vuonna 1964 osa oppilaista kédvi kansakoulua ja osa oppikoulua, joilla oli
varsin erilaiset opetussuunnitelmat. Samoin vuonna 1981 peruskoulussa oli
kaytossa tasokurssijdarjestelmd, joten silloinkaan kaikille oppilaille ei ollut ope-
tettu samoja asioita. Niinpa koetehtdvit kattoivat opetusohjelmasta tyypillisesti
noin 60-64 %, kun esimerkiksi TIMSS-tutkimuksessa (1999) kattavuus oli kes-
kimééarin yli 80 % (Kupari, Reinikainen, Nevanpdd & Tornroos 2001, 27).

Kolmannessa kansainvilisessd matematiikka- ja luonnontiedetutkimuk-
sessa (TIMSS 1999) todettiin suomalaisten seitsemésluokkalaisten matematiikan
osaamisen olevan varsin hyvitasoista. Maamme tulokset olivat selvasti kan-
sainvélistd keskitasoa parempia, vain kuusi maata oli Suomea tilastollisesti
merkitsevasti parempia. Suomalaisoppilaista matematiikan huippuosaajia oli
vdhdn, mutta toisaalta myos heikkojen oppilaiden méaard oli pieni. Suomessa
parhaiten osattuja sisdltoalueita olivat luvut ja laskutoimitukset sekd tilastot ja
todenndkoisyys (Kupari ym. 2001, 37).

TIMSS 1999 -tutkimuksessa médriteltiin Kuparin, Reinikaisen, Nevanpaian
ja Tornroosin (2001) mukaan kolme matematiikan ja luonnontieteiden opetus-
suunnitelmia jasentdvéad tekijaa: sisdltoalueet, suoritusodotukset ja ndkdkulmat.
Matematiikan sisdltoalueet olivat luvut ja laskutoimitukset, mittaaminen, geo-
metria, algebra seki tilastot ja todenndkoisyys. Matematiikassa suoritusodotus-
ten pddluokat olivat tietiminen, perusmenetelmien kaytto, tutkiminen ja on-
gelmanratkaisu, matemaattinen pdéttely ja viestintd. (Kupari ym. 2001, 23.)
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Oppilaat jaettiin matematiikan osaamisen perusteella viiteen suoritustasoon
(Kupari ym. 2001). Taso 5 kuvasi parasta ja taso 1 heikointa matematiikan osaa-
mista. Tasolle 5 sijoitettiin 10 % parhaiten suoriutuneista oppilaista. Tasot 4, 3 ja 2
tarkoittivat vastaavasti pistemadrad, jonka saavutti 25 %, 50 % ja 75 % osallistu-
neista. Tasolle 5 sijoittui Suomen oppilaista 6 %, kun parhaiten menestyneen Sin-
gaporen oppilaista sijoittui tille tasolle 46 %. Tason 5 saavuttaneiden oppilaiden
taitoja luonnehdittiin seuraavasti: “Tamdn tason oppilaat osasivat jasentdd ma-
temaattista tietoa, tehdd yleistyksid ja selittdd ratkaisutapojaan totutusta poikkea-
vissakin ongelmanratkaisutilanteissa.” (Kupari ym. 2001, 40.)

TIMSS-tutkimuksessa arvioitiin algebran sisdltdalueen osaamista 33 tehta-
vdlld. Nama tehtdvit jaettiin vield kuuteen alaluokkaan: verrantoyhtdlst, lau-
sekkeet, tilanteiden esittiminen ja kaavat, yhtdlonratkaisu, epayhtalst sekd lu-
kujonot ja sdannot (Tornroos 2005, 148.) Asiantuntijat katsoivat, ettd muun mu-
assa suhde ja verranto eivét olleet yhteensopivia Suomen seitsemédnnen luokan
opetussuunnitelmien kanssa.

Algebra oli ainoa sisdltdalue, jossa Suomen suoritustaso jdi selvésti OECD-
maiden keskitason alapuolelle. Haapasalon (2003, 17) mielestd tamd on yllatta-
vdd, koska kouluopetuksessa on erityisesti painotettu lukujen ja symbolien
kayttoon liittyvdd harjoittelua (ks. myos Tornroos 2003, 72). Térnroos (2005,
149) toteaa edelleen Suomen seitsemésluokkalaisten algebran osaamista kuva-
tessaan, ettd erityisesti algebran merkintdtapojen heikko osaaminen tuli esiin
lausekkeiden ymmartamistd mittaavissa tehtavissa.

Tornroos (2005, 223) uskoo TIMSS-tutkimuksen tuloksia arvioidessaan,
ettd Suomen 13-vuotiaat ovat yhtd kehittyneitd kuin samanikdiset muissa mais-
sa ja pystyvit siten “ymmartamé&dn x:n ja y:n”. Han on my6s huolestunut siitd,
ettd uusissa opetussuunnitelman perusteissa (2004) formaali algebra ndyttdd
tyystin hédvidvdn viidenneltd luokalta ja siirtyvd kuudennesta yhdeksédnteen
luokille. Soro ja Pehkonen (1998) puolestaan esittdaviat KASSEL-projektin rapor-
toinnissaan, ettd formaalia algebraa ei tarvitsisi lainkaan opettaa kaikille perus-
koululaisille.

PISA-tutkimuksen ensimmdinen kierros toteutettiin vuonna 2000, jolloin
kohteena olivat lukutaito, matematiikka ja luonnontieteet. Tutkimuksen tulok-
sista ovat raportoineet muiden muassa Kupari ja Tornroos (2003), Vilijarvi,
Linnakyld, Kupari, Reinikainen, Malin ja Puhakka (2002). Tutkimuksen paino-
pistealueena oli tdlld kertaa lukutaito. Tutkimus on tarkoitus toistaa kolmen
vuoden vilein. PISA-tutkimuksella pyrittiin selvittdimé&dn, millaiset ovat tule-
vaisuuden osaamistarpeet koulussa, millaista on todellisuutta jdljittelevd tie-
donkdytto ja miten oppilaat osaavat kadyttdd ja soveltaa oppimaansa tietoa. Tar-
kastelun kohteena eivit siten olleet matematiikan tiedot ja taidot sellaisina kuin
niitd yleensd on kuvattu koulun opetussuunnitelmassa (Kupari & Tornroos
2003, 41).

PISA-tutkimuksen perusjoukkona oli 15-vuotiaiden ik&dluokka. Talloin
suomalaiset olivat kdyneet koulua 1-2 vuotta vihemmaén kuin muut heidén ika-
toverinsa. Tutkimuksessa oli mukana 28 OECD maata, jotka oli velvoitettu mu-
kaan, lisdksi muutama ulkopuolinen maa (Vilijarvi ym. 2002, 6). Huomatta-
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koon, ettd esimerkiksi IEA oli maiden vélistd vapaaehtoista yhteistyotd. PISA-
tutkimuksessa matematiikan osaamista jasennettiin kolmella dimensiolla: ma-
tematiikan prosessit, matematiikan sisdllot ja tilanteet, joissa matematiikkaa
kaytetdan.

PISA-tutkimuksessa matematiikan prosessit méaariteltiin Kuparin ja Toérn-
roosin (2003) mukaan yleisten matemaattisten kompetenssien avulla. N&ihin
kuuluivat muun muassa matemaattisen ajattelun taidot sekd kyky muotoilla ja
ratkaista ongelmia. Tehtdvat ryhmiteltiin vield kolmeen taitoluokkaan, joista
ensimmadinen koostui yksinkertaisista laskutehtdvistd ja mddritelmistd. Toisen
taitoluokan tehtdvissd edellytettiin tietojen yhdistelemistd ja suoraviivaisten
ongelmien ratkaisemista. Kolmannen taitoluokan tehtdvissd painottuivat ma-
temaattinen ajattelu, yleistdminen ja oivaltaminen. Matematiikan sisdllot maari-
teltiin laajahkoina sisédltokokonaisuuksina, joista télld kertaa otettiin arviointiin
mukaan muutos ja kasvu seka tila ja muoto. (Kupari & Tornroos 2003, 42.)

Muutos ja kasvu -sisédltokokonaisuuden tuloksista nousivat Kuparin ja
Tornroosin (2003, 48) mukaan selkeésti esille kuvaajien ja diagrammien vahva
osaaminen Suomessa. Sitd vastoin algebran perustaitojen (yht&lot ja kaavat)
osaaminen nédytti olevan edelliseen verrattuna heikompaa ja oli vain OECD-
maiden keskitasoa. Algebran perustaitojen heikko osaaminen naytti olevan yh-
teispohjoismainen ilmi¢. Kupari (2003, 88) toteaa myds, ettd monet suomalaiset
(21-55 %) jattivdat vastaamatta tehtdviin, joissa vaadittiin yleistyksid tai selitta-
mista.

Matematiikan osaamisessa Suomi kuului Vilijarven, Linnakyldn, Kuparin,
Reinikaisen, Malinin ja Puhakan (2002) mukaan selkedsti OECD-maiden par-
haimpaan neljannekseen. Sisdllollisesti suomalaisnuorten osaaminen oli tasais-
ta. Molemmissa tutkituissa sisdltokokonaisuuksissa, muutos ja kasvu sekd tila ja
muoto, miltei kaikkien tehtdvien ratkaisuprosentit olivat Suomessa korkeam-
mat kuin OECD-maissa keskimdarin. Edelld mainittujen tutkijoiden mukaan
oppilaiden kayttamilld opiskelustrategioilla havaittiin olevan osaamiseen koh-
talainen yhteys. Korkeatasoiseen osaamiseen liittyi tietoisuus omasta oppimi-
sesta ja pyrkimys opiskelun sddtelyyn. Opittavan aktiivinen ja omaehtoinen
tyostaminen ennakoi hyvdd suoritusta, kun taas taipumus painaa asioita mie-
leen mekaanisesti toistamalla ja ulkoa opetellen ei nédyttinyt edistdvan osaamis-
ta. (Valijarvi ym. 2002, 16, 50.)

5.7.2 Kansallisia tuloksia

Téssd luvussa tarkastellaan erditd kansallisia matematiikan osaamista késittele-
vid tutkimuksia, joihin on osallistunut tuhansia oppilaita. Téllaisia ovat olleet
muun muassa Koulutuksen tutkimuslaitoksen organisoimat tutkimukset (Ku-
pari 1993a), 9. luokan valtakunnalliset kokeet (Pehkonen 1995), 6. luokan valta-
kunnalliset kokeet 2000 (Niemi 2004), Opetushallituksen 1998 jdrjestimait valta-
kunnalliset kokeet (Korhonen 1999), TIMSS 1999 raportointi (Toérnroos 2005),
ylioppilaskirjoitusten matematiikan kokeen tulokset (Joutsenlahti 2005). Tar-
kemmin tédssd luvussa késitellddn vain Kuparin (1993a) ja Korhosen (1999) tut-
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kimuksia. Muihin edelld mainittuihin tutkimuksiin viitataan muualla tdssd ra-
portissa.

Kupari (1993a) raportoi siitd, millainen oli peruskoulun matematiikan ope-
tuksen tila vuonna 1990. Erityisen kiinnostavaa oli tietdd, olivatko oppilaiden
peruslaskutaidot tallella, kun tasokursseista oli luovuttu 1985. Vertailuperus-
teena Kupari kdytti vuonna 1979 kerittyd tutkimustietoa. Tietoa kerdttiin seka
matematiikka-asenteista ettd tiedollisista saavutuksista neljansiltd, kuudensilta
ja yhdeksédnsiltd luokilta. Tiedollisia tuloksia tarkasteltiin kolmella tavalla: rat-
kaisuprosenttien, suorituspistemédédrien ja yhteisen tavoitetason pohjalta. Rat-
kaisuprosenteilla kuvattuna oppimistulokset vuonna 1990 olivat keskimé&arin
joko paremmat tai samantasoiset kuin vuonna 1979. Neljasluokkalaiset paransi-
vat keskimddrdisid suorituksiaan noin 7 prosenttiyksikkod. Kuudesluokkalais-
ten tulokset olivat keskiméiirin samantasoiset kuin vuonna 1979, sama oli tilan-
ne vuonna 1990 peruskoulunsa pdittdneiden eli yhdeksadsluokkalaisten osalta.
(Kupari 1993a, 81, 91-93.)

Kuparin (1993a) tutkimuksen perusteella oppilailla ilmeni puutteita muun
muassa kisitteellisen osaamisen tasolla. Tamd ndkyi siten, ettd oppilaat eivit
hallinneet tiedonosasten vilisid yhteyksid. Havaittu kehitys on Kuparin mieles-
td huolestuttavaa siksi, ettd juuri késitteiden hallinnalla on todettu olevan tar-
ked merkitys soveltamis- ja ongelmanratkaisutaitojen kehittymiselle. Tutkimuk-
sessa selvitettiin my0s sitd tavoitetasoa, jota kullekin ikdluokalle opettajat piti-
vit yhteisend vaatimuksena. Ala-asteella noin viidennes ja yldasteella noin nel-
jannes ei saavuttanut tdtd tasoa. Kun vuonna 1990 tavoitetasoa konkretisoitiin
kouluarvosanoin, paddyttiin ala-asteella numeroon 6+ ja yhdeksannelld luokal-
la numeroon 6- (Kupari 1993a, 101-103).

Matematiikan taitojen ja asenteiden mittaamisen ohella Kupari (1993a) teki
erditd mielenkiintoisia havaintoja. Opetusryhmidn koolla ei ndyttdnyt olevan
suoraa yhteyttd matematiikassa menestymiseen. Sen sijaan neljainnen luokan
oppilaiden suoritusten ja kotitehtaviin kayttdimén ajan valilla vallitsi negatiivi-
nen yhteys. Mitd paremmat olivat oppilaan matematiikan suoritukset, sita va-
hemmain hén tarvitsi aikaa kotitehtdviinsd. Kuparin selitys ilmidlle liittyy ope-
tukseen ja oppimateriaaleihin. Enemmist6 neljds ja kuudesluokkalaisista pystyy
oppituntien aikana omaksumaan kdsitellyt asiat ja tekem&ddn osan annetuista
kotitehtdvistd. Ndille oppilaille riittdd 10-20 minuuttia kotitehtdviin. Sen sijaan
jos oppilas joutuu kdyttdiméadn paljon aikaa kotitehtdviinsd, se on merkki jon-
kinasteisista oppimisvaikeuksista. Jatkossa olisi syytd kiinnittdd huomiota koti-
tehtaviin kdytetyn ajan ohella tehtdvien méaaréan ja laatuun. (Kupari 1993a, 99.)

Kupari (1993b) raportoi matematiikan opetuksen ja opiskelun muutoksista
vuosien 1979 ja 1990 vililla. Opetuksen painotuksia ja muotoja koskevat tulok-
set antoivat kaksijakoisen kuvan tapahtuneesta kehityksestd. Yhtaalta tulokset
osoittivat, ettd laskutaitojen osuus oli vahentynyt ja aikaisempaa enemmin oli
pantu painoa soveltamis- ja ongelmanratkaisutaidoille. Toisaalta matematiikan
opetus ndytti nojaavan edelleen tukevasti opettajien opetukseen ja tehtdvien
laskemiseen itsekseen kirjasta. (Kupari 1993b, 21.)
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Entd mitd peruskoululaisten matematiikan oppimiselle tapahtui 1990-
luvun alun lamavuosina? Kupari (1996) viittaa opetussuunnitelman perustei-
den 1994 laadintaan, johon liittyi my®ds joitakin tuntijakomuutoksia ja toiveita
oppisiséltjen uudelleen ryhmittelystd. Peruskoulun arviointi 95 -tutkimus
osoitti, ettd yhdeksasluokkalaiset osasivat matematiikan koetehtdvit kokonai-
suutena vahintddn yhtd hyvin kuin vuonna 1990. Keskimaddrdiset tulokset heik-
kenivit lievésti laskutoimitusten ja algebran kohdalla, mutta paranivat funktio-
opin, yhtédltiden ja soveltavan matematiikan sisdltoalueilla. (Kupari 1996, 441.)

Kupari (1999) tutki vditoskirjatydssdan matematiikan opettajien uskomuk-
sia ja niiden vaikutusta opetustoimintaan. Kaksitasomallin avulla tutkimukses-
sa arvioitiin opettajien uskomusten vaikutusta oppilaiden oppimistuloksiin.
Erityisesti voimakkaat esitys- ja menettelytapauskomukset ndyttivét johtavan
heikompiin oppimistuloksiin. Yhtd voimakkaita oppilaiden suoritusten selitta-
jid olivat matematiikan oppikirja ja oppilaan sukupuoli. Yhdeksdnnelld luokalla
voimakkaimpia oppimistulosten selittdjid olivat oppilaan luottamus matematii-
kan oppimiseen ja jatkokoulutushalukkuus. (Kupari 1999, 168.)

Opettajien haastatteluissa kavi ilmi, ettd opettajilla oli taipumusta aliarvioi-
da oman opetuksensa uudistuneisuutta ja pikemminkin ndhdd perinteinen ope-
tustapa hyveend. Toisaalta Kupari (1999) havaitsi ristiriitaa opettajien uskomus-
ten ja opetuskdytannon valilld. Opettajaryhméan uskomuksissa saattoivat painot-
tua oppijakeskeisyyttd suosivat piirteet, mutta opetustyo oli kdytdannossa hyvin
perinteistd ja suorituskeskeistda. Mainittua ristiriitaa naytti vahentdvan se, jos
opettajalla oli taipumus reflektoida omaa toimintaansa. (Kupari 1999, 175-176.)

Tutkimuksen keskeinen tulos oli Kuparin mukaan se, ettd perinteinen ja
laskutaitopainotteinen matematiikan opetus ei endd tuota tdmén ajan nuorille
merkityksellisid ja hyodyllisid oppimiskokemuksia. Monet uudistukset (LUMA
ym.) jadvat pinnallisiksi, koska niiden toimintatavat ovat ristiriidassa opettajien
ydinuskomusten kanssa. (Kupari 1999, 179.)

Korhonen (1999) raportoi Opetushallituksen kevéadlld 1998 toimeenpane-
masta matematiikan oppimistulosten kansallisesta arvioinnista. Peruskoulun
yhdeksasluokkalaisten perusjoukosta arvottiin otokseen 3575 oppilasta. Oppi-
mistuloksia mitattiin kaksiosaisella koulusaavutuskokeella: perustaitoja moni-
valintatehtdvilld ja soveltamistaitoja tuottamistehtévillda (Korhonen 1999, 3). Pe-
rustaitokokeen tulos osoitti keskiméddrin hyvaa taitojen hallintaa: summapiste-
maédrien keskiarvo oli kaksi kolmasosaa maksimipistemdarastd. Soveltamistai-
tojen puutteet ndkyivit siind, ettd tuottamiskokeen tulos jdi alle puoleen mak-
simipistemddrastd. (Korhonen 1999, 68.)



6 TUTKIMUKSEN TOTEUTTAMINEN

Tutkimus jakaantuu kahteen osaan. Pitkittdistutkimukseen, jossa tarkastellaan
yhden ikdluokan matematiikan taitojen ja matemaattisen ajattelun kehittymista
neljan vuoden ajan ja poikittaistutkimukseen, jossa keskitytdan matemaattisen
ajattelun tutkimiseen kahdella matematiikan osa-alueella: verrannollisuudessa
ja algebrassa. Verrannollisuus sisdltdd murtoluvut, suhteen ja verrannon. Myos
prosenttilasku sisédltyy késitteidensd puolesta verrannollisuuteen, mutta koska
se ei sisdltynyt kuudetta luokkaa edeltdviin opetussuunnitelmiin, sitd késitel-
laan tdssd tutkimuksessa verrannollisuuden soveltamisena.

Matemaattista ajattelua tutkitaan pddasiassa oppilaiden ratkaisutapoja
analysoimalla. Tulosten kisittelyn yhteydessd havaitsin murtolukulaskuissa ja
verrantotehtdvissd erditd virhevalintoja tai virheellisid tulkintoja, joiden arvelin
merkitsevan oppilaan puutteellista kdsitteiden hallintaa kyseiselld matematii-
kan osa-alueella. Kutsun nditd virhevalintoja tdssd yhteydessa triviaaleiksi vir-
heiksi. Asiaa késitellddan tarkemmin kohdassa 6.5.1. Kun oppilaan testisuorituk-
set antavat kuvan hinen matemaattisesta osaamisestaan, triviaaleihin virheisiin
liittyvat tulkinnat antavat tietoa hdnen matemaattisesta ajattelustaan.

Peruskoulun matematiikan oppikirjoissa ei esiinny algebra-nimitysta.
Tutkimuksen teoriaosassa (luku 5.4.2) etsittiin aritmetiikan ja algebran valistd
rajaa lineaaristen yhtdloiden ratkaisemisen ndkokulmasta (mm. Brown ym.
1999; English & Sharry 1996; Filloy & Rojano 1989; Goodson-Espy 1998; Kieran
1992; Vlassis 2002). Erityisesti Vlassis pdétyi tulokseen, ettd ratkaisevinta yhta-
16n luokittelussa aritmeettiseksi tai algebralliseksi on yhtdlon ratkaisemisen
vaatima abstraktiotaso. Kyseisen luokittelun ndkokulmasta tutkimuksen empii-
risessd osassa ldhestytdan aritmetiikan ja algebran vilistd rajaa, joka tulee yhta-
16itd ratkaistessa vain niukasti ylitetyksi. Matematiikan opetuksen kannalta on
kuitenkin oleellista ndhdéd siirtymévaihe aritmetiikasta algebraan. Tamd “har-
maa alue” on niiden oppisiséltdjen kokonaisuus, joka vaatii oppilaalta abstrak-
timpaa ajattelua kuin tavanomaisten numerolaskujen suorittaminen. Algebran
osa-aluetta edustavat tdssd tutkimuksessa osittelulain soveltaminen, kirjainlu-
kujen eli muuttujien kaytto erilaisten méaarien ilmaisemiseen sekéd lineaaristen
yhtéloiden ratkaiseminen. Algebra sisdltdd empiirisen osan tarkasteluissa myos
kompleksin aritmetiikan ja esialgebran (ks. myds Cooper ym. 1997, 91).
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6.1 Tutkimustehtiva

Tassd tutkimuksessa selvitetddn peruskoululaisten matemaattisen ajattelun ke-
hittymistd aritmetiikasta algebraan siirryttdessd. Matemaattista ajattelua ja ma-
tematiikan ymmartamistd tarkastellaan tiedon prosessoinnin kannalta (Pehko-
nen 2000, 376; Joutsenlahti 2005, 82). Oppilaan proseduraalinen tieto jalostuu
opiskelun edetessd konseptuaaliseksi tiedoksi. Oppilaiden testisuorituksia tark-
kailemalla analysoidaan ldhinnd proseduraalista tietoa, mutta toisaalta juuri
proseduurit muuttavat konseptuaalista tietoa havaittavaan muotoon (Hiebert &
Lefevre 1986, 9). Vertaamalla oppilaiden virheellisid ratkaisutapoja voidaan
myos padtelld jotakin siitd, millaisia kasityksid heillda on matematiikan struktuu-
reista. Jos oppilas ratkaisee oikein monivalintatehtdvan, ei voi olla varma, onko
han “ymmartanyt” kyseisen matemaattisen rakenteen. Jos hdn sen sijaan valit-
see vaidran vaihtoehdon, on mahdollista arvioida, kuinka alkeellinen eli triviaali
hénen ajattelutapansa on ollut. Tuottamistehtdva kertoo monivalintatehtavaa
enemman oppilaan laskuvalmiuksista ja ajattelutavasta, mikali laskusuoritukset
ovat ndkyvissd. Luokittelemalla oppilaiden suorituksia tehtdvidkohtaisesti 3-5
luokkaan laadittiin poikittaistutkimuksessa asteikko oppilaiden matemaattisen
ajattelun tason arvioimiseksi.

Siirtymistd aritmetiikasta algebraan tarkastellaan myo6s kasitteellisend
muutoksena (Sfard 1991; Sfard & Linchevski 1994). Kun oppilaalla on taito suo-
rittaa johonkin matematiikan késitteeseen liittyvid operaatioita, hdnelld on ka-
sitteestd proseduraalista tietoa. Jos taas oppilas ymmartdd, mihin proseduurit
perustuvat ja millaisia rajoituksia niilld on, hdnelld on kyseisestd késitteesta
konseptuaalista tietoa.

Keskeisen ongelman aritmetiikasta algebraan siirryttdessd ndyttdd muo-
dostavan numerolukujen vaihtuminen kirjainlukuihin eli muuttujiin (Ktche-
mann 1981; Kieran 1992). Muuttujilla operointi jaetaan usein kahteen tasoon:
operationaaliseen (Sfard 1991) eli proseduraaliseen (Kieran 1992) ja strukturaa-
liseen (Kieran 1992; Sfard 1991). Alempaa eli proseduraalista tasoa edustaa
muuttujia sisdltdavian lausekkeen konstruointi tai lausekkeen arvon laskeminen
ja ylempadd eli strukturaalista tasoa lausekkeiden manipulointi, esimerkiksi sie-
ventaminen. Koska tdmdn tutkimuksen koehenkildjoukko koostui 6-9-
luokkalaisista, testeissd pitdydyttiin alemman tason operaatioihin. Tamékin taso
on vield jaettavissa kolmiportaiseen hierarkiaan: lausekkeen tunnistaminen,
arvon laskeminen ja konstruointi. Cooperin tutkijaryhméan (1997) esittaméan
kaksitiemallin yhteydessd kyseisten alemman tason operaatioiden katsotaan
kuuluvan binaarialgebraan, jota tdssd tutkimuksessa ldhinna vastaa esialgebra.

Lineaaristen yhtdldiden ratkaisemista arvioimalla pyrin saamaan tarkem-
man kuvan oppilaiden algebrallisesta ajattelusta (Kieran 1992; English & Sharry
1996; Goodson-Espy 1998; Brown ym. 1999). Jos testeissd kaytettyja yhtdloita
katsotaan Kieranin teorian (1992) nakokulmasta, vain yksi yhtilo (osio 15) edus-
taa strukturaalista tasoa. Vlassisin (2002) mukaan kyseinen yhtilo on algebral-
linen. Mittareissa kdytetyt yhtdlot ovat ndin ollen pddasiassa esialgebran yhta-
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16itd. Toisaalta juuri esialgebran kautta on mahdollista pehment&d aritmetiikas-
ta algebraan siirtymistd (Cooper ym. 1997).

6.2 Tutkimuksen ongelmat

Perinteinen koulumatematiikan jako aritmetiikkaan ja algebraan on toiminut
siten, ettd ensin on opiskeltu aritmetiikkaa mahdollisimman pitkélle (murtolu-
vut, suhde, verranto, prosentit) ja sitten siirrytty kokonaan algebraan. Vaikka
algebra voidaan ndhdé edelleenkin aritmetiikan yleistyksend, on aiheellista sel-
vittdd, kuinka laajasti aritmetiikkaa on hallittava, jotta algebran ymmaértdminen
olisi mahdollista. Erditd aritmetiikan laskulakeja, esimerkiksi osittelulakia, tar-
vitaan aika harvoin numerolaskuissa. Sen sijaan kirjainlukujen laskutoimitukset
ovat mahdollisia vain ndiden laskulakien perusteella. Oppilaat eivét yleensé ole
tottuneet aritmetiikan operaatioiden yleistimiseen, vaan siihen tarvitaan val-
mentautumista esimerkiksi kompleksin aritmetiikan tai esialgebran kautta. On
myo6s mahdollista, ettd oppilailla on valmiuksia, joita ei ole osattu riittdvasti
hyddyntdd numeroluvuista kirjainlukuihin siirryttdessa. Téltd pohjalta muotoil-
tiin seuraavat tutkimusongelmat.

1. Miten oppilaan matematiikan tiedot ja taidot muuttuivat kuudennen
luokan alusta yhdeksdnnen luokan loppuun mennessa?

1.1 Miten oppilaiden yleinen matematiikan osaaminen kehittyi kuuden-
nen luokan syksystd yhdeksannen luokan kevadseen?

1.2 Miten kuudennen luokan alussa parhaiten ja heikoimmin matematii-
kassa suoriutuneet oppilaat sdilyttivat suoritustasonsa peruskoulun
pddttyessd?

1.3 Miten kuudennen luokan alun suoriutuminen murtolukujen, esi-
algebran ja prosenttilaskennan alueilla muuttui yhdeksannen luokan
kevadseen mennessa?

2.  Miten verrannollisuuden hallinta liittyi algebran hallintaan?

21 Miten algoritmit hallitsivat oppilaiden ajattelua verrannollisuuden
soveltamisessa?

2.2 Miten oppilaiden virheelliset tulkinnat verrannollisuudesta liittyivét
menestymiseen algebrassa?

23 Miten oppilaiden verrannollisuuden hallinnan taso erosi algebran
hallinnan tasosta?
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3. Millaisia valmiuksia peruskoulun 6-9-luokkalaisilla oli algebran
opiskeluun?

3.1 Millaisia olivat oppilaiden algebran taidot eri luokka-asteilla?

3.2 Mitd lineaaristen yhtdloiden ratkaiseminen kertoi oppilaiden algeb-
rallisesta ajattelusta?

3.3 Miten oppilaiden aritmeettinen ajattelu ilmeni algebran alueella?

3.4 Millaisia ongelmia oppilailla esiintyi algebran ymmartamisessa?

3.5 Miten oppilaiden matemaattinen ajattelu kehittyi 6.-9. luokkien ai-
kana?

6.3 Tutkimusasetelma ja tutkimusmenetelmat

Peruskoulua kdydessddn oppilas on mukana pitkdssd opiskeluprosessissa. Té-
hédn prosessiin vaikuttavat oppilaan lisdksi opettaja, oppilastoverit, oppikirja ja
monet muut tekijdt. Tassd tutkimuksessa arvioin opiskeluprosessin tuotoksia
erdilld matematiikan osa-alueilla. Tutkimusasetelma viittaa jo 1960-luvulla tun-
nettuun prosessi-produkti-paradigmaan (Pitkdniemi 1997, 367). T4lloin proses-
silla ymmarretddn koko sitd tapahtumaketjua, joka opettajan johdolla on vaikut-
tanut oppilaaseen siten, ettd jotakin opetussuunnitelman tarkoittamasta sisal-
16std on siirtynyt oppilaan tietovarastoon tai valmiuksiin. Produktia edustavat
oppilaan suoritukset matematiikan testeissa.

Tutkimus oli kaksivaiheinen. Pitkittdistutkimuksessa seurattiin yhden ika-
luokan matematiikan taitojen kehittymistd kuudennen luokan alusta yhdek-
sdnnen luokan loppuun. Tamdn vaiheen empiirinen aineisto keréttiin vuosina
1996-2000. Matematiikan taitoja mitattiin syksyisin yhden oppitunnin mittai-
sella kirjallisella testilld, jolla pyrittiin kattamaan koko sithen mennessa opiskel-
tu matematiikan alue. Testid laajennettiin vuosittain siten, ettd mukaan otettiin
viimeksi opetettujen asioiden hallitsemista mittaavia osioita. Koska vastauslo-
makkeet varustettiin oppilaiden nimilld, oli mahdollista seurata kunkin oppi-
laan yksilollista kehitystd noin neljan vuoden ajan. Mittausten ajankohta valit-
tiin tarkoituksella elo-syyskuulle, jottei viimeksi opiskeltujen asioiden osaami-
nen korostu liikaa. Pitkittdistutkimuksessa etsittiin vastauksia ongelmaan 1.
Tutkimustuloksia kahdelta ensimmadiseltd vuodelta (luokat 6-8) on jo raportoitu
lisensiaatintyossani (Hihnala 2000). Tutkimuksen kestdessd vahvistui sellainen
késitys, ettd oppilaat saattaisivat ymmartdd luokkatasoaan vaativampiakin asi-
oita, jos ne esitettdisiin ilman vaikeaa terminologiaa, ldhinna sanallisesti. Talta
pohjalta suunniteltiin poikittaistutkimus, ottamalla huomioon ldhinnd Kieranin
(1992) analysoima tutkimustieto.

Poikittaistutkimuksessa keskityn verrannollisuuden ja algebran tietojen ja
taitojen arviointiin. Empiirinen aineisto keréttiin elo-syyskuussa 2001. Kaikille
tutkimukseen osallistuneille 6.-9. luokkien oppilaille tehtiin sama matematiikan
testi (6.lk:lle ilman prosenttilaskuja). Testi sisdlsi pddasiassa sanallisia tehtdvid,
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joissa oli mahdollisimman vdhdn matemaattisia termejd. Testi oli yhden oppi-
tunnin mittainen, eikd se kattanut koko peruskoulun matematiikan aluetta.
Tarkoitus oli erityisesti selvittdd murtolukuihin, suhteeseen ja verrantoon seka
muuttujan kisitteeseen ja yhtdloiden ratkaisemiseen liittyvid ongelmia. Poikit-
taistutkimuksella etsin vastauksia ongelmiin 2 ja 3.

6.3.1 Pitkittaistutkimus ja tutkimusjoukko

Pitkittdistutkimus oli luonteeltaan tapaustutkimus, joka kohdistui erdan kau-
punkimaisen taajaman yhteen ikidluokkaan. Neljd vuotta kestdneen seurannan
kohteeksi valitsin harkinnan perusteella kaksi keskisuuren suomalaisen kau-
pungin asuinaluetta, joiden oppilaat tulevat pddasiassa samalle yldasteelle.
Koehenkilsjoukkona olivat ne 89 oppilasta, jotka syksylld 1996 aloittivat maini-
tuilla alueilla peruskoulun kuudennen luokan ja pdittividt yhdeksannen luokan
samassa yldasteen koulussa kevédlla 2000, taulukko 2. Tutkimuksen kohteena
olleet ala-asteen opetusryhmait (5 ryhmad, kolmesta eri koulusta) erosivat taus-
taltaan muun muassa sen suhteen, kuinka kauan luokalla oli ollut sama opetta-
ja. Ndiden taustatekijoiden vaikutusta en kuitenkaan tarkastele tdssa tutkimuk-
sessa.

TAULUKKO 2  Pitkittdistutkimukseen osallistuneet oppilaat (poikia 54 ja tyttsja 35) ope-
tusryhmittdin ala-asteella ja siirtyminen yldasteen ryhmiin

Ala-asteen | Oppilaita | Osallistui Yldasteen ryhmd
ryhma yhteensd | tutkimukseen
7A 7B 7C 7D
6A 20 13 6 6 1
6B 20 12 1 4 7
6C 19 10 3 3 2 2
6D 25 25 4 3 7 1
6E 28 27 7 6 7 7
Muut 2 2 1 1
Yhteensd 114 89 21 23 24 21

Pitkittdistutkimuksella oli tarkoitus selvittdd peruskoulun 6.-9. luokkien oppi-
laiden matematiikan tietoja ja taitoja yleiselld tasolla. Testaukset tehtiin suunnil-
leen vuoden vilein, kaikkiaan viisi kertaa. Testit olivat kirjallisia, yhden oppi-
tunnin mittaisia ja ne suoritettiin oman opettajan johdolla. Testeissd ei kdytetty
laskinta, koska alimmilla luokilla laskimen k&ytto vaihteli jonkin verran ja eri
vuosien tuloksia piti kuitenkin pystyd vertaamaan keskendan.

Kaikki testaukset, viimeistd lukuun ottamatta, tehtiin elo-syyskuussa
mahdollisimman pian koulutyon alkamisen jdlkeen. Oletin, ettd kesdn kuluessa
“turha muistitieto” on karissut ja pysyvampi jarkeilyyn perustuva matematii-
kan osaaminen tulee paremmin esiin. Viimeinen testi tehtiin yldasteen loppu-
vaiheessa toukokuussa 2000.
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6.3.2 Poikittaistutkimus ja tutkimusjoukko

Poikittaistutkimus kohdistui suppeammalle alueelle kuin pitkittdistutkimus.
Kun pitkittdistutkimuksessa pyrin selvittimddn matematiikan osaamista mah-
dollisimman laajasti, keskitin poikittaistutkimuksessa tarkastelun kahdelle mie-
lestani keskeiselle matematiikan osa-alueelle, verrannollisuuteen ja algebraan.
Tarkoitus oli selvittdd paitsi oppilaiden suoriutumista tietynlaisista tehtévistd,
ennen kaikkea heiddn ajattelutapojaan, varsinkin virheellisia.

Pitkittdistutkimuksen alkuvaiheessa oli ilmennyt erditad seikkoja, jotka ku-
vastivat kuudes, seitsemds ja kahdeksasluokkalaisten tapaa tulkita verrannolli-
suutta. Varsinkin nuoremmilla oppilailla oli ongelmia murtoluvun muuttami-
sessa desimaaliluvuksi. Monet ndyttivdat operoivan visuaalisen havainnon pe-
rusteella (Hihnala 2000). Myds murtolukujen viliset laskutoimitukset kuvasti-
vat pikemminkin ulkomuistiin kuin jdrkeilyyn perustuvaa laskutapaa. Poikit-
taistutkimuksella pyrin selvittdmé&&dn laajemmin, millaisia yhteyksid verrannol-
lisuuden tulkinnoilla on algebran késitteiden ymmaértdmiseen (ongelma 2).

Padkysymys (ongelma 3) on kuitenkin se, missd mddrin peruskoulun
kuudennella ja seitseménnelld luokalla on jo niitd algebran opiskelun valmiuk-
sia, joita opetussuunnitelman mukaan edellytetddn vasta kahdeksannella ja yh-
deksdnnelld luokalla. Ndihin valmiuksiin kuuluu osittelulain ymmartaminen,
kyky vertailla ja muodostaa muuttujan siséltdvid lausekkeita sekd ratkaista li-
neaarisia yhtdloita. Poikittaistutkimuksen mittaukset tehtiin elo-syyskuussa
2001 saman kaupungin alueella kuin pitkittdistutkimus. Koehenkil6t (N = 1019)
valittiin yhteistyossd heiddn opettajiensa kanssa kolmelta ala-asteelta ja viidelta
yldasteelta, taulukko 3.

TAULUKKO 3  Poikittaistutkimuksen koehenkil6t kouluittain ja luokka-asteittain

Koulu |6.1k.|7.1k. | 8.1k. | 9.1k. | Opp. yht.
1 63 63
2 29 29
3 20 20
4 73 84 35 192
5 98 | 138 | 116 352
6 20 23 17 60
7 91 83 60 234
8 35 22 12 69
Opp.yht. | 112 | 317 | 350 | 240 1019

Poikittaistutkimuksen perusjoukkona ovat keskisuuren keskisuomalaisen kau-
pungin peruskoulun 6-9-luokkien oppilaat. Perusjoukosta valittiin tutkimuksen
kohteeksi ryppditd, jotka olivat peruskoulun luokkia (taulukko 3). Tyypillisesti
testiin osallistuneilta luokilta oli poissa yhdestd kahteen oppilasta, mikd vastaa
noin 10 % koehenkildjoukosta. Tavoitteena oli muodostaa mahdollisimman
edustava oppilasjoukko, jolta palautteen saaminen olisi erittdin todenn&koista.
Otantamenetelmid kayttamalld olisi jouduttu tyytymdan pienempaddan koehenki-
16joukkoon ja osallistuminen testeihin olisi ollut epavarmempaa. Koska kaytan-
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non syistd testit olisi joka tapauksessa teetetty kokonaisille luokille, jdtin opetta-
jille mahdollisuuden toimia kunkin koulun olosuhteiden mukaan. Koehenkils-
joukon satunnaistaminen ei ollut tarpeen, kun tutkimuksen pddhuomio kiinnit-
tyy oppilaiden kdyttamiin ratkaisumenetelmiin verrannollisuuteen ja algebraan
liittyvissd tehtdvissd. Normatiivista arviointia kdytetdan padasiassa vain eri rat-
kaisumenetelmien toimivuuden kuvailuun.

6.4 Mittaukset

6.4.1 Pitkittaistutkimuksen testien rakenne ja perustelut

Tutkimuksen alkuvaiheessa minua kiinnosti matematiikan osaaminen ala-
asteelta yldasteelle siirtymisen vaiheessa. Koska kokemukseni ala-asteen mate-
matiikan opetuksesta ovat vahdiset, vain yksi vuosi opetusta kuudennella luo-
kalla, oli luonnollista turvautua tietojen hankinnassa valmiiksi koeteltuun tes-
tistoon. Peruskoululaisten matematiikan tietoja, taitoja ja asenteita oli jo useiden
vuosien ajan kartoitettu laajoissa Koulutuksen tutkimuslaitoksen (KTL) tutki-
muksissa. Ndissd testeissd hioutunut tehtdvdmateriaali tarjosi luotettavan ldh-
tokohdan matematiikan osaamisen arviointiin luokilla 6-9. Niinpéd valitsin pit-
kittaistutkimuksen testien pohjaksi Kuparin (1993a) “Peruskoulun arviointi 90”
tutkimuksessa kdyttaméat kuudennen luokan matematiikan testistot. Ensimmai-
seen testiin (liite 1) valitsin 17 osiota Kuparin kadyttamasta testistostd. MENSA:n
testistostd muotoilin kaksi osiota, joilla pyrin mittaamaan vaakaperiaatteen
ymmartamistd yhtdlon ratkaisemisessa (osio 6) ja avaruudellista hahmottamista
(osio 9). Testisto rakennettiin hierarkkisesti siten, ettd edelliseen testiin lisdttiin
kunakin vuonna opiskeltua uutta aineistoa koskevia osioita. Testien aihealueet
ja niitd kuvaavat osiot on esitetty kuviossa 4. Seuraavaan testiin (liite 2) lis4ttiin
kuudennen luokan oppiainesta késittelevdd materiaalia mm. prosenttilaskua,
murtolukujen laskutoimituksia ja tilavuuden laskemista siten, ettd seitsemdn-
nen luokan testissé oli 25 osiota. Kahdeksannen luokan testistd karsittiin yhdek-
sdn aikaisempaa osiota, jotka liittyivat ldhinnd lukuihin ja laskutoimituksiin.
Vastaavasti otettiin tilalle yhtd monta, negatiivisiin lukuihin, suhteeseen ja ver-
rantoon sekd geometriaan liittyvad tehtavaa (liite 3, osiot 1, 2, 10-12, 14, 15, 18,
19).
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MAT1 osioiden vastaavuus ja aihealueet Osioiden numerot

Matematiikan osa-alue 6.LK 7.LK 8.LK 9.LKSY 9.LKKE

Luonnollisten lukujen véh.lasku, sanall. 1 1
Luonnollisten lukujen kertolasku, sanall. 2 2
Tasajako, sanallinen 4 4
Vaaan tasapaino punnussymbolein 6 6
Diagrammin tulkinta

Suorakulmion piiri, sanallinen
Suunnikkaan konstruoiminen
Jakolaskun maaritelma

Murtolukujen ekvivalenssi

Kuution hahmottaminen
Jakokulmassa jakaminen

Luonnollisen luvun seuraaja, a ... a+1
Murdes, murtoluvusta desimaaliluvuksi
Osittelulain sovellus, luonnolliset luvut
Markat ja pennit, suhteen arvo
Jaollisuus

Murtoluvun vahentaminen kok. luvusta
Matka, aika, nopeus, sanallinen
Yksikdn muunnos (vastaava)
Lukujonon jatkaminen
Verrannollisuus, sanallinen
Prosenttiluvun laskeminen

Akvaarion tilavuus

Sekaluvun kertominen kokonaisluvulla
Prosenttiosuuden laskeminen
Negatiiviset luvut

Sanallinen lukujen suuruuden vertailu
Ale %:sta alkuperdinen hinta
Suunnikkaan maaritelma

Ositusjako

Mehun laimennus

Laskujarjestys

Kolmion kulmat

Suunnikkaan ala

Polynomien kertominen

Suoran yhtalo

Pythagoraan lause

Yhtéalon ratkaiseminen

Valimatkan paatteleminen
Yhtéaléryhma

KUVIO 4 Pitkittdistutkimuksen testien aihealueet ja niitd kuvaavien osioiden numerot

Yhdeksdnnen luokan testi (liite 4) saatiin lisdamallda muuttujiin ja yhtdloihin
liittyvid osioita kuusi kappaletta ja poistamalla osio 7 (kuution avaruudellinen
hahmottaminen). Kaikissa viidessa testissd oli kahdeksan yhteistéd (ja yksi ma-
temaattisesti vastaava) peruslaskutoimituksiin liittyvaa tehtavaa (kuvio 4), jotka
pohjautuivat Kuparin (1993a) kédyttdmiin testistdihin. Niiden avulla pyrittiin
arvioimaan peruslaskutaitojen kehittymistd kuudennen luokan alusta yhdek-
sdnnen loppuun.

Jokaiseen testiin sisdltyi 12 monivalintaosiota, joissa kussakin oli viisi vas-
tausvaihtoehtoa. Vaihtoehdot pyrittiin asettamaan loogiseen jarjestykseen, esi-
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merkiksi luvut pienimmadstd suurimpaan. Jokaiseen vaihtoehtoon oli mahdollis-
ta pdatyd jonkin “logiikan” perusteella. Oppilaiden valitsemia vaihtoehtoja ver-
taamalla voitiin my6s arvioida oppilaiden ajattelutapaa ja ajattelun tasoa.

Testiosiot pisteytettiin siten, ettd monivalintatehtdvan oikeasta ratkaisusta
sai yhden pisteen ja tuottamistehtdvéasta kaksi pistettd. Tuottamistehtadvissa jopa
pelkdstd oikeasta vastauksesta annettiin tdydet pisteet. Oikeansuuntaisesta
mutta kesken jddneestd suorituksesta annettiin yksi piste. Ndin ollen testin
summapisteméddran maksimi oli 26, 38, 38, 48 ja 48 pistettd testien ajankohtien
6.sy, 7.sy, 8.sy, 9.sy ja 9.ke mukaisessa jdrjestyksessa. Kaikki testit suoritettiin
oman opettajan johdolla jollakin matematiikan tunnilla. Laskinta ei saanut kayt-
tad. Oppilaille my6s ilmoitettiin, ettd kaikki testiin liittyvat tiedot ovat luotta-
muksellisia, eivitki testin tulokset vaikuta koulun antamiin arvosanoihin. Tes-
tin ratkaisuja ei missddn vaiheessa selitetty oppilaille, jotta samoja tehtdviad voi-
tiin kdyttdd useampaan kertaan.

6.4.2 Poikittaistutkimuksen mittarin laadinta ja sen perustelut

Poikittaistutkimuksella oli tarkoitus varmistaa erditd verrannollisuuteen liitty-
vid kysymyksid, joita pitkittdistutkimus oli heradttanyt. Padtavoite oli kuitenkin
selvittdd aritmetiikasta algebraan siirtymisen ongelmia. Testi (liite 5) suunnitel-
tiin mittaamaan matematiikan osaamista kolmella osa-alueella: verrannollisuu-
dessa (murtoluvut, suhde, verranto), osiot 4-12 ja algebrassa (osittelulaki,
muuttujan lausekkeet, yhtdlot), osiot 15-23, sekd prosenttilaskuissa, osiot 24-26.
Osittelulain soveltamista testattiin osiossa 21. Osittelulakia tarvitaan harvoin
aritmetiikassa, mutta muuttujien yhdistdmisessd se on valttdmaton. Muuttujan
kayttd mddrien ilmaisemisessa on esialgebran toimintaa, jossa ei valttamatta
tarvitse yhdistelld muuttujan lausekkeita. Muuttujan kdyton hallintaa mitattiin
osioilla 16, 18 ja 19. Aritmetiikasta algebraan siirtymisen kriteereind pidettiin
oppilaiden kykyd ja tapaa ratkaista lineaarisia yhtdloitd, osiot 15, 20, 22 ja 23.
Prosenttilaskut, osiot 24-26, liittyivédt verrannollisuuden soveltamiseen. Osioi-
den tarkemmat aihealueet on esitetty taulukossa 4.

Testiin (liite 5) otettiin kaikkiaan neljd suoranaisesti murtolukuihin ja viisi
muuta verrannollisuuteen liittyvaa tehtdavad. Osio 10 liittyi hintojen vertailuun.
Tehtdavan 10 asettelussa oli ehkd monille oppilaille outoa se, ettd toisen tuotteen
hinta oli esitetty implisiittisesti. Vdisdld (1965, 47) kdytti samaa asetelmaa pyrki-
essddn osoittamaan, kuinka yhtdloiden avulla voidaan ratkaista arkieldmé&an
liittyvid ongelmatilanteita. Murtolukutehtdviin kuului kaksi varsin vaativaa,
sanallisessa muodossa esitettyd osiota, osiot 7 ja 8. Nama osiot pdéatettiin hylata
testin suorituspistemddrid laskiessa, koska niiden korrelaatiot testin kokonais-
pistemddrddn olivat alhaiset (r = - 0,030 ja 0,053). Niistd saadaan kuitenkin hyo-
dyllistd tietoa oppilaiden ratkaisutapojen arviointiin.
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TAULUKKO 4  Poikittaistutkimuksen testiosioiden aihealueet ja ongelmat, joihin niilla
etsitddn vastauksia

Poikittaistutkimuksen aihealueet Osion nro | Ongelman nro
Murdes, murtoluvusta desimaalilu-

vuksi 4

Murtolukujen ekvivalenssi 5 .
Murtolukujen kertolasku 6 2.1,22ja2.3
Verrannollisuus, sanallinen 9,12

Implisiittisesti ilmaistu maard 10

Diagrammin tulkinta 11

Osittelulain sovellus, luonnolliset

luvut 21 a1
Luonnollisen luvun seuraaja, a ... a+1 16 )
Pituus muuttujan lausekkeena 18

Suorakulmion ala muuttujan avulla 19

Yhtilon ratkaiseminen 15, 20, 22 3.2
Yhtiloiden ekvivalenttisuus 23

Prosenttiluvun laskeminen 24 21
Prosenttiosuuden laskeminen 25 ’
Perusarvon laskeminen 26

Pitkittaistutkimuksen alkuvaiheen tuloksista (Hihnala 2000) oli havaittu, ettd
prosenttiluvun laskeminen on huomattavasti vaikeampaa kuin matemaattiselta
rakenteeltaan vastaavan verrantotehtdvan ratkaiseminen. Tdtd havaintoa pdda-
tettiin vield varmistella sijoittamalla testiin kaksi sanallista verrantotehtdvad,
joista toisessa (osio 12) oli samat luvut kuin vastaavassa prosenttilaskussa (osio
24). Verrannollisuuden ja lineaarisuuden ymmairtdmistd kartoitettiin myos
kahdella graafisia kuvaajia késittelevillad osiolla (osiot 11 ja 14). Osio 14 kuiten-
kin hyléattiin, johtuen sen alhaisesta korrelaatiosta (r = 0,084) testin kokonaispis-
temddrddn. Sama toimenpide pdétettiin tehdd osion 13 kohdalla (r = - 0,131).
Prosenttikdsitteen hallintaa testattiin kolmessa muodossa: prosenttiluvun las-
keminen (osio 24), prosenttiosuuden laskeminen (osio 25) sekd prosenttiluvun
ja suhteen vertaaminen (osio 26).

Pitkittdistutkimuksessa oli jo mukana kaksi esialgebran osiota. Toinen liit-
tyi luonnollisen luvun seuraajan ilmoittamiseen muuttujan avulla (osio 5, liitel)
ja toinen osittelulain soveltamiseen luonnollisten lukujen kertolaskussa (osio 8,
liite 1). Samat osiot sisdllytettiin poikittaistutkimuksen mittariin. Esialgebraan
kuuluvina voidaan pitdd myos osioita 17, 18 ja 19 (liite 5). Osio 17 kuitenkin hy-
lattiin alhaisen korrelaation (r = 0,079) takia.

Aritmetiikasta algebraan siirtymisen vaikeuksiin syvennyttiin yhtdloiden
ratkaisemista tutkimalla. Erilaisten lineaaristen yhtédloiden ratkaisemiseen pe-
rustui neljd osiota 15, 20, 22 ja 23. Tehtdvan 22 yhtdlo (Kieran 1992) sisilsi pelk-
kid kokonaislukuja ja tuntematon oli kuvattu tyhjilla ruudulla. Yhtédlon ratkai-
semisen lisdksi tarkasteltiin oppilaiden kykya eliminoida yhtdlon molemmilta
puolilta sama termi. Eliminoimisen tai sen puuttumisen katsottiin kertovan jo-
takin oppilaan strukturaalisesta ajattelusta (Kieran 1992; Hihnala 2003). Osio 23
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sisdlsi kolme yhtilod, jotka piti tunnistaa keskenddn ekvivalenteiksi. Osiossa 15
piti ratkaista lineaarinen yhtilo, jonka kertoimet olivat kokonaislukuja ja tun-
tematon esiintyi molemmilla puolilla. Osion 15 yht&lod voitiin kappaleessa 5.5.2
esitettyjen kriteerien (Kieran 1992; Goodson-Espy 1998; Brown ym. 1999; Vlassis
2002) perusteella pitdd algebrallisena. Yhtdlo esitettiin kuitenkin sellaisessa
muodossa (kertomerkit nakyvissd), ettd kuudesluokkalaistenkin oli mahdollista
ratkaista se kokeilemalla. Osioon 20 sijoitettiin yhtdlon 15 vasen puoli ja oikea
puoli erillisind lausekkeina. Oli etsittdvad sellainen luku x, ettd lausekkeet ovat
yhtd suuret. Kyseessd oli siis lausekkeiden arvon laskeminen, vaikka se liittyi
toisaalta myos yhtdlon ratkaisemiseen. Yhtdlon 15 abstraktiotasoa alennettiin
tarkoituksella osiossa 20 eli siirryttiin algebrasta esialgebraan. Vertaamalla osi-
oiden 15 ja 20 ratkaisuja pyrittiin selvittdimédan, missd méddrin on kysymys oppi-
laan kyvystd ratkaista yhtdlo ja missd madadrin kyvystd ymmartdd yhtalon ratkai-
semiseen liittyva terminologia (Edwards 2000, 29).

6.5 Tutkimusaineiston analysointi

Tutkimuksen aineisto hankittiin kyselylomakkein pitkittdistutkimuksella ja
poikittaistutkimuksella. Pitkittdistutkimuksessa seurattiin oppilaan matemaat-
tisen ajattelun kehittymistd neljan vuoden ajan. Vaikka testeilld pyrittiin mit-
taamaan matematiikan osaamista mahdollisimman laajasti, pddhuomio kiinni-
tettiin lopulta neljadn osa-alueeseen: peruslaskutaidot, murtoluvut, prosentti-
lasku ja esialgebra. Testisuoritukset pisteytettiin, jolloin saatiin oppilaan mate-
matiikan osaamista kuvaavat summamuuttujat. Matematiikan osaamisessa ta-
pahtuneita muutoksia arvioin tavanomaisten tilastomenetelmien: ristiin taulu-
koinnin, varianssianalyysin seké tilastollisten testien (t-testi, y>-testi, F-testi) ja
tunnuslukujen lisdksi seuraamalla viiden heikoimmin menestyneen ja viiden
parhaiten menestyneen oppilaan testituloksia. Lisdksi seurannan alussa koe-
henkiljoukko jaettiin viiteen yhtd suureen ryhmaéén testitulosten perusteella ja
seurannan lopussa tarkasteltiin ryhmien koostumuksessa tapahtuneita muu-
toksia (ongelma 1).

Poikittaistutkimuksen mittariin laadin kaksitasoisen pisteytyksen. Ensin
pisteytin oppilaiden suoritukset oikein/vddrin periaatteella. Kun paperit oli
alustavasti tarkastettu, alkoivat hahmottua keskeisten osioiden tyypilliset vir-
heratkaisut. Ndiden valintojen ja ratkaisutapojen perusteella laadin kuhunkin
osioon 3-5-portaisen ratkaisutapaluokittelun. Tamdn luokittelun perusteella
asetin oppilaiden ratkaisut lopulliseen jdrjestykseen. Monivalintaosioissa oli
viisi vaihtoehtoa, joten ratkaisutapaluokittelu niissd oli viisiportainen. Ratkaisu-
tapojen luokittelun avulla pyrin saamaan tarkemman késityksen oppilaan ajat-
telusta kuin mitd pelkka oikein/vaddrin tulos kertoo. Erityisesti halusin ndhdd,
liittyisiko alkeellisten virheiden tekeminen verrannollisuuden alueella heikkoon
suoriutumiseen jollakin muulla osa-alueella. Pidin mahdollisena, ettd erdat vir-
heelliset ratkaisutavat kasaantuisivat joillekin oppilaille.
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6.5.1 Verrannollisuuden virheindeksi

Murtolukulaskuihin ja verrantotehtdviin liittyi erditd virhevalintoja tai virheelli-
sid tulkintoja, joiden arvelin merkitsevan oppilaan puutteellista kdsitteiden hal-
lintaa kyseiselld matematiikan osa-alueella. Kutsun nditd virhevalintoja tdssa
yhteydessd triviaaleiksi virheiksi. Pyrin kartoittamaan ndiden virheiden ylei-
syyttd, yhteen kuuluvuutta ja yhteyttd muihin laskusuorituksiin. Tédssd tarkoi-
tuksessa maddrittelin verrannollisuuden virheindeksin IV. Valitsin seitsemé&n
osiota IV-indeksin mddrittelyn pohjaksi, taulukko 5.

TAULUKKOS5  Oppilaan saamiin virheindeksien IV ja IVred arvoihin vaikuttaneet va-
linnat (triviaalit virheet) ja tapahtuneiden valintojen frekvenssit

Valitsi Vastanneita
Osio | Triviaali tulkinta tamap yhteensd
ratkaisun
(%)
5
4 Murtoluku Z on desimaalilukuna 5,4 26,5 1007
5 Lavennettaessa murtoluvun arvo suurenee 17,7 982

Sekaluvun kertominen kokonaisluvulla siten, ettd
6 vain kokonaisosa kerrotaan tai kerrotaan seki koko- 70.3 997
naisosa ettd murto-osan osoittaja ja nimittdja ’

Verrannollisuuden tarkastelussa on pantu osa vas-
9 | taamaan kokonaisuutta (osat 3 + 5, jolloin 3 on pantu 231 811
vastaamaan vertailussa koko madaraa) ’

Implisiittisesti ilmaistua mé&drdd on kasitelty ekspli-
10 | siittisend. Kahden tuotteen yhteishinnan ja hintojen

eron perusteella on laskettu toisen tuotteen hinta suo- 729 959
raan vahentamalla.
Lineaarisen muutoksen graafisena kuvaajana on pi-

1 detty vaakasuoraa viivaa. 121 897
Maddrien vertailussa on paadytty tulokseen, ettd osa

12 | on suurempi kuin kokonaisuus. 6,3 758

Jokainen alkeellinen virhetulkinta ko. osioissa kasvatti virheindeksid yhdella.
Ndin ollen IV-indeksi vaihteli vililld 0-7. Toisaalta indeksin arvo riippui myos
oppilaan vastausten lukumddrastd. Kaikki oppilaat eividt vastanneet kaikkiin
tehtdviin. Oppilaan antamien vastausten lukumé&drdn huomioon ottamiseksi
madrittelin redusoidun indeksin IVied, joka saatiin jakamalla oppilaan saama
IV-indeksin arvo oppilaan suorittamien murtoluku- ja verrantotehtdvien luku-
madrdlla. Ndin ollen oppilaskohtainen IVieq indeksi vaihteli valilla 0-1.

Télld indeksilld pyrin kuvaamaan tiettyjen virheellisten valintojen keskit-
tymistd murtoluku- ja verranto-osioissa samoille oppilaille. Tarkoitus oli myos
arvioida, miten algebran tehtdvistd suoriutuminen liittyy verrannollisuuden
virheindeksin arvoon. Oppilaat vastasivat kahdesta seitsem&ddn murtoluku- ja
verrantotehtdvadn, keskimdarin 6,3 tehtdvadan ja 94 % oppilaista vastasi vahin-
tddn neljadn ndistd tehtdvistd. Vastaavasti algebran tehtdvissd, joita oli kahdek-
san, oppilaat vastasivat keskimddrin 5,8 tehtdvaan ja 77 % vastasi vdhintdan
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puoleen ndistd tehtdvistd. Algebran tehtdviin vastaaminen oli siis jonkin verran
vdhdisempédd kuin verranto- ja murtolukutehtéviin vastaaminen. Yhtend syyna
saattoi olla se, ettd algebran tehtdvat olivat testin loppupuolella. Prosenttilas-
kuista, joita ei ollut kuudesluokkalaisilla, yli puolet oppilaista vastasi kahteen
tehtdvadn kolmesta ja kolmannes oppilaista vastasi kaikkiin kolmeen tehtdvaan.

6.5.2 Aritmeettisen ajattelun indeksi

Monet oppilaat ovat tottuneet kirjoittamaan numerolaskujen lausekkeita perak-
kiin sitd mukaa, kun lasku etenee, esimerkiksi 2 + 3 =5 - 4 = 1. Tdssa aritmeet-
tisessa ldhestymistavassa (Hihnala 2003), jota kutsun aritmeettiseksi ajatteluksi, ei
ajatella laskutoimitusta ja yhtdsuuruusmerkintdd siten, ettd niiden pitdisi olla
voimassa myos oikealta vasemmalle. Vaikka kyseinen menettely toimii laskinta
kdyttdessd, se saattaa aiheuttaa ongelmia algebrassa. Yhtédloiden ratkaisemises-
sa ilmeni tulkintoja, joissa yleensd pidettiin yhtdlon oikean puolen ensimmadista
termid vasemman puolen lausekkeen tuloksena ja lisdksi saatettiin saada kaksi
eri ratkaisua, taulukko 6.

TAULUKKO 6  Oppilaiden saamien indeksien IA ja IAreq arvoihin vaikuttaneet ratkaisut
ja tdllaisia ratkaisuja tehneiden oppilaiden maarat

Prosenttia Vastaajia

Osio | Aritmeettista ajattelua kuvaava oppilaan tulkinta . ..
vastanneista | yhteensi

Algebrallisesta yhtdlosta saatiin kaksi eri ratkaisua.
Ensimmadistd termid yht&lon oikealla puolella pidet- 55

15 | .. 560
tiin vasemman puolen laskun tuloksena.

37,5

Lausekkeiden yhtdsuuruuden vertailussa saatiin
20 | muuttujalle kaksi eri arvoa aritmeettisen ajattelun tai 12,5 543
vastinpariajattelun tuloksena.

Numeerinen yhtilo ratkaistiin laskemalla molem-
22 | mat puolet erikseen, vaikka olisi voitu eliminoida 25,2 747
puolittain sama termi.

Aritmeettinen ajattelu ilmeni my®s silld tavoin, ettd numeerista yht&lod ei osat-
tu yksinkertaistaa eliminoimalla yhtdlon molemmilta puolilta sama termi, vaan
kumpikin puoli laskettiin erikseen omana proseduurinaan. Tama ratkaisutapa
viittasi siithen, ettd oppilas ei ymmartdnyt yhtdlon struktuuria, vaan kasitteli
yhtdlod kahtena erillisend lausekkeena. Aritmeettista ajattelua ilmeni kolmessa
osiossa (osiot 15, 20 ja 22). T4dlloin aritmeettisen ajattelun indeksi IA saattoi saa-
da arvot 0-3, sen mukaan, kuinka monessa osiossa oppilaalla esiintyi aritmeet-
tista ajattelua. Redusoitu indeksi IAreq maéadriteltiin jakamalla IA-indeksin arvo
oppilaan kyseisiin osioihin antamien vastausten lukumaéralld. Talloin [Areq in-
deksin arvo vaihteli vililld 0-1. Tutkimuksessa arvioidaan aritmeettisen ajatte-
lun esiintymistd eri luokkatasoilla ja mahdollista yhteyttd muihin laskusuori-
tuksiin.
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6.5.3 Matemaattisen ajattelun tason mittaaminen

Tutkimuksessa tarkastellaan oppilaiden matemaattisen ajattelun kehittymista
algebran ymmartdmisen kannalta. Matemaattinen ajattelu tulee ndkyviin ma-
temaattisten prosessien suorittamistavoissa ja vastausvaihtoehtojen valinnoissa.
Matemaattisen ajattelun tasoa arvioidaan poikittaistutkimuksessa viidelld di-
mensiolla: verrannollisuuden virheindeksi, prosenttilaskun hallinta, muuttujien
tulkinta, yhtdloiden ratkaisemisen taito ja aritmeettisen ajattelun indeksi yhta-
16iden ratkaisemisessa. Mainituista dimensioista kaksi ensimmadista liittyy arit-
meettisiin operaatioihin ja kolme viimeksi mainittua algebran peruskasitteisiin.

Verrannollisuuden virheindeksi muodostaa aritmeettisen ndkdkulman
oppilaan ajatteluun, mutta silld saattaa olla yhteyttd myos algebran ymmarta-
miseen. Ennen kaikkea oli kiinnostavaa ndhdi, oliko verrannollisuuden hallinta
yleensd algebran hallinnan edellytys. Verrannollisuuden virheindeksin luomi-
sessa pidettiin ldhtokohtana oppilaan triviaalia eli alkeellista ajattelua, jota
edusti muun muassa visuaalinen ratkaisutapa numeerisissa tehtdvissda (van
Hielen taso 1, van Hiele 1986).

Prosenttilaskenta luetaan aritmetiikan alueeseen kuuluvaksi. Kouluope-
tuksessa prosentin kisitteeseen kytketddn kuitenkin nimityksid ja symboleja,
jotka nostavat kasittelyn abstraktiotasoa. Esimerkiksi perusarvon laskeminen
liittyy yhtdlon ratkaisemiseen. Prosenttilaskuista on myos ndhty muodostuvan
tehtavatyyppien mukainen vaikeusasteen hierarkia: prosenttiosuuden laskemi-
nen, prosenttiluvun laskeminen ja perusarvon laskeminen. Mainittu hierarkia
muodostaa tdssd tutkimuksessa toisen dimension oppilaiden matemaattisen
ajattelun kuvaamiseen.

Kolmas matemaattisen ajattelun dimensio liittyy muuttujien tulkintoihin.
Muuttujien, joita yleensda merkitddan kirjaimilla, eli kirjainlukujen tulkinta voi
Kiichemanin (1981) mukaan tapahtua kuudella tasolla. Tdssd tutkimuksessa
mitataan kolmea alinta tasoa: muuttujan numeroluvuksi muuttamista, muuttu-
jan hylkddmistd ja muuttujan pitdmistd konkreettina objektina.

Yhtdloiden ratkaisemisessa itse yhtdlot muodostivat oman abstrak-
tiotasonsa mukaisen hierarkian: numeerinen yhtilo, lausekeyhtilo (esialgebran
yhtdlo) ja algebrallinen yhtdlo. Mainituista yhtdlotyypeistd kaksi ensimmadista
edusti operationaalista eli proseduraalista tasoa ja algebrallinen yhtdlo struktu-
raalista tasoa (Sfard 1994; Kieran 1992). Yhtdloiden ratkaisutaidoista muodostui
matemaattisen ajattelun neljas dimensio. Korkeinta ajattelun tasoa taman nel-
jannen dimension kohdalla edusti ekvivalentin yhtdloketjun muodostaminen.

Yhtdloiden ratkaisemiseen liittyen tarkasteltiin erikseen yhtasuuruusmer-
kin tulkintaa muodostamalla aritmeettisen ajattelun indeksi. Tdssd erityisessa
merkityksessd aritmeettisella ajattelulla tarkoitetaan sitd, ettd oppilas kirjoittaa
yhtdloketjun, joka ei pidd paikkaansa. Yhtédloketju ei tdytd symmetrisyys- eika
transitiivisuusominaisuutta. Han saattaa myos pitdd yhtdlon oikean puolen en-
simmdistd termid vasemman puolen laskun tuloksena tai ajatella, ettd oikean ja
vasemman puolen termit vastaavat pareittain toisiaan (Kieran 1992; Hihnala
2003). Aritmeettisen ajattelun indeksi kuvaa oppilaan kédyttamia yhtadlonratkai-
sumenetelmid.
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6.5.4 Tutkimuksen luotettavuus

Téassd luvussa kasitellddn tutkimuksen luotettavuuden kriteereitd yleisesti ja
kdytettyjen mittareiden luotettavuutta yksityiskohtaisesti. Laajempi koko tut-
kimusta koskeva pédtevyyden ja luotettavuuden tarkastelu on tulosten jilkeen
luvussa 7.5.

Kokemus on Alkulan, Pontisen ja Ylostalon (1995) mukaan osoittanut, ettd
pysyvien tosiasioiden survey-mittausten reliaabelius on tavallisesti hyva (0,8-
0,9) eli tiedoissa on satunnaista virhettd 10-20 %. Sen sijaan esimerkiksi yksit-
tdisten asennekysymysten reliaabelius on varsin alhainen (0,3-0,4). Muuttuvien
tosiasioiden ja konkreettisen kdyttdytymisen luotettavuus on jossakin edelld
mainittujen vélimailla. (Alkula ym. 1995, 129.)

Mittauksen korkea reliaabelius tarkoittaa sitd, ettd satunnaisilla tekijoilld
on ollut vain vidhan vaikutusta mittaustuloksiin. Reliaabeliuteen liitetdan késit-
teet objektiivisuus eli antaako mittari samoja tuloksia, jos sitd kayttdd eri henki-
16; ekvivalenssi eli missd m&drin samaan mittariin kytketyt osoittimet mittaavat
samaa asiaa; stabiilius eli missd m&drin mitattava kohde pysyy samana perak-
kaisissd testauksissa ja sisdinen konsistenssi eli testin johdonmukaisuus. (Borg
ym. 1989, 257-261.) Cronbachin a kuvaa mittarin reliaabeliutta. Se perustuu
osioiden vilisiin korrelaatioihin. Sierpinska (1993) mainitsee vield erikseen tie-
teellisen tutkimuksen laadun kriteereiksi alkuperdisyyden ja ennustavuuden.

Mittarin toimivuutta kuvataan reliaabeliuden ja validiuden avulla. Vali-
diuteen vaikuttavat sekd pysyvét ettd satunnaisvirheet, mutta reliaabeliuteen
vain satunnaisvirheet. Validiuden osa-alueita ovat muiden muassa siséllon va-
lidius, ennustevalidius, kilpailuvalidius ja rakennevalidius (Borg & Gall 1989,
250-256; Gilbert 1993, 27-28).

Validiuden perinteinen kahtiajako liittyy sisdiseen ja ulkoiseen validiu-
teen. Sisdiselld validiudella ymmarretddn varmuutta siitd, ettd tulokset ovat
syntyneet suoritetuista koejdrjestelyistd. Ulkoinen validius taas tarkoittaa sitd,
missd maarin saadut tulokset ovat yleistettdvissd toisiin olosuhteisiin ja ehtoi-
hin, erityisesti luonnollisempiin ehtoihin. Kilpatrickin (1993) ja Schoenfeldin
(1991) mukaan nykyisin validiutta katsotaan laajemmasta perspektiivistd. Ra-
kennetaan silta siitd, mitd tutkittiin, sithen, mitd halutaan yleistdd. Tutkimus ei
ole itsessddn validi, vaan validius liittyy tutkimuksesta tehtyihin johtopaatok-
siin. Jos tutkimusraportti auttaa muodostamaan teorian, kyseessd on perustut-
kimus, riippumatta siitd, mitd tutkija on tarkoittanut. Jos raportti taas auttaa
ratkaisemaan kdaytdnnon ongelmia, kyseessd on soveltava tutkimus. (Kilpatrick
1993, 22.)

Edelld kuvatuista mittarin reliaabeliuden kriteereistd ekvivalenssia joudut-
tiin arvioimaan, kun erdédt esialgebran osiot antoivat ristiriitaisen kuvan oppi-
laan taidoista. Seurantatutkimus osoitti vakauden oppilaiden peruslaskutai-
doissa. Erdiden osioiden kohdalla Cronbachin a sai ldhelld nollaa olevia arvoja.
[Imi6 tulkittiin testin epdjohdonmukaisuudeksi. Télld perusteella jitettiin poi-
kittaistutkimuksen viisi osiota (osiot 7, 8, 13, 14, 17, liite 5) ottamatta huomioon
testin kokonaispistemddrid laskettaessa. Toisaalta ndistd osioista saatiin hyodyl-
listd tietoa oppilaiden ratkaisutapojen analysointiin.
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Pitkittdistutkimuksen testien luotettavuutta arvioitiin Cronbachin a:n pe-
rusteella ja vertaamalla testituloksia oppilaiden saamiin matematiikan todis-
tusarvosanoihin, taulukko 7.

TAULUKKO 7  Pitkittdistutkimuksen ja poikittaistutkimuksen testien luotettavuusarvi-
oita (Cronbachin a)

Pitkittdistutkimus Poikittaistutkimus
Luokkataso 6sy 7sy 8sy 9sy 9ke | 6.-9lk 7.-9.1k.
Osioiden 19 25 25 30 30 8 7 15 3 18
lukumaira

Cronbachina | 0,72 085 086 088 089 | 062 068 076 | 050 0,81

Korrelaatio
ldh. mat. tod. 077 076 084 0,90
Testausalue Koko testi Alg.  Verr. Koko | Pros. Koko

testi | lasku testi

Taulukosta 7 havaitaan, ettd mittareiden reliaabelius kasvaa sitd mukaa, kun
tutkimus etenee ja testi laajenee. Peruskoulun paittovaiheessa seurantatutki-
muksen mittarin reliaabelius (Cronbachin a) on peréti 0,89. My0s testisuoritus-
ten korrelaatiot lahimpiin matematiikan kouluarvosanoihin ovat samoissa lu-
kemissa.

Korhosen (1999) mukaan koulusaavutuskokeen pidtevyyden ulkoisena
kriteerind kdytettiin koetuloksen ja oppilaan todistusarvosanan vilistd korrelaa-
tiota. Kevddan 1998 kokeelle timi korrelaatio oli 0,77. Kokeen luotettavuuden
indeksind Korhonen sai peruslaskutaitokokeelle Cronbachin a-kertoimeksi 0,86
ja tuottamiskokeelle 0,83.

Seurantatutkimuksen testitulokset korreloivat erittdin merkitsevasti (esim.
alin korrelaatio r = 0,76, N = 85, p = 0,000) matematiikan kevéttodistusten ar-
vosanoihin, vahvimmin ldhimpédadn arvosanaan. Testi ndytti selvdsti mittaavan
samaa asiaa kuin matematiikan todistusarvosana.

TAULUKKO 8  Pitkittdistutkimuksen osatestien vilinen korrelaatiomatriisi, kaikki kor-
relaatiot olivat erittdin merkitsevia (p < 0,001)

Testien ajankohdat ja keskindiset korrelaatiot
Testien ajankohdat| 6.sy 7.5y 8.sy 9.sy 9.ke
6.5y 1 0,69 0,73 0,70 0,66
7.5y 1 0,82 0,81 0,80
8.sy 1 0,85 0,85
9.sy 1 0,92
9.ke 1

My0s eri testien valilld ndytti olevan johdonmukaisuutta eli testien stabiilius oli
hyvd, taulukko 8. Odotusten mukaisesti ajallisesti ldhimmat testit korreloivat
keskenddn voimakkaimmin ja ylempid luokkia kohti korrelaatio vahvistui.
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Kasilld oleva tutkimus perustuu pddosin maédréllisiin mittauksiin, mutta
erityisesti matemaattisen ajattelun kuvaamiseen tarvitaan myos laadullisia mit-
tareita. Laadullinen kasvatustieteellinen tutkimus kohdistuu ihmiseen. Kysy-
mys on ldhinnd siitd, mitd merkityksid tapahtumissa kasvu ja kasvatus syntyy.
Kaikkosen (1999) mukaan kielelld ja sen merkityksilld tartutaan todellisuuteen.
Kun merkityksid analysoidaan, annetaan todellisuudesta tietynlainen tulkinta.
Laadullisen tutkimuksen uskottavuutta arvioidaan eri perustein kuin maaralli-
sen. Reliaabelius ja validius kuvaavat kvantitatiivisen tutkimuksen tulosten py-
syvyyttd ja mittausmenetelmien patevyyttd. Laadullisen tutkimuksen uskotta-
vuus perustuu siihen, ettd lukija voi tutkimusraportoinnista itse vakuuttua tut-
kijan ja tutkimuksen tulkintojen uskottavuudesta. (Kaikkonen 1999, 433.)

Luokittelemalla oppilaiden ratkaisumenetelmid saadaan tarkempi kuva
heiddan matemaattisesta ajattelustaan kuin pelkédstd ratkaisujen oikein - véérin
arvioinnista. Monivalintatehtdvien vastausvaihtoehdot ovat erds etukdteen
suunniteltu laadullinen luokitus. Taméan tutkimuksen tehtdvéosioista suunnil-
leen puolet oli monivalintatehtédvid, joissa esitettiin viisi vastausvaihtoehtoa.
Loput olivat tuottamistehtdvid. Poikittaistutkimuksen 11 tuottamistehtdvasta
laadittiin oppilaiden ratkaisujen perusteella 3-5-kohtainen ratkaisutapojen luo-
kittelu, joka kuvasi oppilaan matemaattisen ajattelun tasoa.

Perinteisen tavan mukaan tdssdkin tutkimuksessa kaytettiin vilimatka-
asteikoille tyypillisid analysointimenetelmid, vaikka huomattava osa muuttujien
arvoista oli saatu jdrjestysasteikkoja kayttamadlld. Esimerkiksi vertailtavien
muuttujien varianssit eivdt aina tdyttdneet t-testin ja F-testin edellyttimad yh-
tasuuruuden kriteerid. Mahdolliset riskit on kuitenkin luotettavuustestauksissa
otettu huomioon. Muutama keskiarvojen vertaamiseen liittyvé t-testi on toteu-
tettu Excel-ohjelmalla, joka ei ilmoita testisuureen arvoa eikd vapausastetta.



7 TUTKIMUKSEN TULOKSET

7.1 Matematiikan taitojen kehittyminen kuudennelta
yhdeksdnnelle luokalle pitkittdistutkimuksen valossa

Tdssd luvussa kisitellddn ensin pitkittdistutkimuksen tuottamia testituloksia
kokonaisuutena ja verrataan tulostason kehitystd ajallisesti ldhinnd vastaaviin
matematiikan todistusarvosanoihin (kohta 7.1.1). Erityistd huomiota kiinnite-
tddn testeissd parhaiten ja heikoimmin menestyneisiin oppilaisiin. Oppilasjouk-
ko jaettiin testisuoritusten perusteella viidenneksiin kuudennen luokan alussa
ja yhdeksannen luokan lopussa. Tdlld perusteella arvioidaan parhaiten ja hei-
koimmin menestyneiden suoritustason muuttumista seurannan ldhtotilanteesta
loppuvaiheeseen. Arviota tarkennetaan vield seuraamalla viiden parhaiten ja
viiden heikoimmin menestyneen oppilaan testituloksia vuosittain.

Kohdassa 7.1.2 tarkastellaan matematiikan osaamista tdiman tutkimuksen
kannalta tdrkeilld matematiikan osa-alueilla: murtoluvuissa, esialgebrassa ja
prosenttilaskennassa. Muutamat yksittdiset osiot nousivat pitkittdistutkimuk-
sessa erityisasemaan. Sen takia kasitellddn vield erikseen murtoluvun muutta-
mista desimaaliluvuksi (kohta 7.1.3) sekd verrannollisuuden ja prosenttilaskun
vilistd yhteyttd (kohta 7.1.4). Kohdassa 7.1.5 arvioidaan esialgebran taitojen
muuttumista kuudennen luokan alusta yhdeksdnnen luokan loppuun mennes-
sd parhaiten ja heikoimmin menestyneiden oppilaiden osalta.

Kohdassa 7.1.6 on yhteenveto pitkittdistutkimuksen tuloksista ja siind ar-
vioidaan, missd mddrin kuudennen luokan alun testisuoritusten perusteella
voidaan ennustaa oppilaiden matematiikan osaamista peruskoulun paattovai-
heessa.

7.1.1 Matematiikan taitojen yleinen kehittyminen
Neljan vuoden seurantatutkimuksessa oppilaiden matematiikan taitoja mitat-

tiin viisi kertaa suunnilleen vuoden vilein. Jotta eri testien tuloksia olisi hel-
pompi verrata keskenddn, testipistemddrdt muutettiin ratkaisuprosenteiksi.
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Taulukkoon 9 on koottu testien ratkaisuprosentit, yhteisten osioiden ratkaisu-
prosentit, lahimmat matematiikan todistusarvosanat sekd vastaavat keskiha-
jonnat. Oppilasméédrien vaihtelu 85 oppilaasta 87 oppilaaseen johtuu satunnai-
sista poissaoloista. Yhdestd testistd poissaolon takia oppilaita ei jitetty seuran-
nan ulkopuolelle. Siirtymisessd ala-asteelta yldasteelle ndkyy todistusarvosa-
noissa selked ldhes puolen numeron pudotus kuudennen luokan keskiarvosta
7,9 seitseminnen luokan keskiarvoon 7,5. Samansuuntainen muutos havaitaan
testituloksissa. Kuudennen ja seitsemédnnen luokan testit poikkesivat kuitenkin
toisistaan siind maéérin, ettei muutoksen merkitystd voinut suoraan arvioida.

TAULUKKOY9 Matematiikan testin ratkaisuprosentin kehittyminen pitkittdistutkimuk-
sen aikana ja kuhunkin testiin liittyvéa ajallisesti lahin matematiikan to-

distusarvosana
Mittaus 6.5y 7.8y 8.sy 9.sy 9.ke
Koko testi ka (%) 63,7 58,6 47,0 50,5 58,3
keskihajonta (%-yks.) 19,6 21,6 22,3 23,7 23,9
oppilaita 85 87 85 85 85
Yhteiset osiot ka (%) 55,4 62,6 65,9 69,4 76,3
keskihajonta (%-yks.) 24,1 25,1 274 26,1 22,4
oppilaita 85 87 85 85 85
Lihin kevittodistus 6.ke 7.ke 8.ke 9.ke
mat. arvosanojen ka 7,9 7,5 7,2 7,3
keskihajonta 1,2 1,3 1,3 1,3
oppilaita 89 89 89 89

Seurannan tuloksia on havainnollistettu kuviossa 5. Oppilaiden testisuoritukset
heikkenivit jonkin verran 7-8-luokilla kuudennen luokan tasosta, mutta para-
nivat hieman yhdeksdnnen luokan loppuun mennessa. Kun ajallisesti l&hin eli
edellisen kevéttodistuksen matematiikan arvosana yhdistettiin kuvioon, voitiin
verrata todistusten arvosanoja ja testisuorituksia. Testin ratkaisuprosentti vaih-
teli samansuuntaisesti kuin oppilaiden todistusarvosanat. Kuitenkin yldasteen
loppuvaiheessa testisuoritukset ndyttaviat hieman paremmilta kuin matematii-
kan todistusarvosanat. Testin yhteisten osioiden (8 osiota) ratkaisuprosentti
parani tasaisesti neljan vuoden seurannan aikana, kuvio 5. Muutos oli tilastolli-
sesti merkitsevd siirryttdessd kuudennelta seitseménnelle luokalle (t-testi, p =
0,007) ja melkein merkitsevd yhdeksdnnen luokan syksystd kevddseen (t-testi, p
= 0,042). Testitulosten perusteella voidaan arvioida, ettd peruslaskutaidot para-
nivat koko tarkastelujakson ajan. Tamad tapahtui siitd huolimatta, ettd yldasteel-
la kédytettiin matematiikan tunneilla laskinta ja testi oli suoritettava ilman las-
kinta. Sen sijaan vuosittain testiin otettavat lisdosiot nayttivit vaikeuttavan tes-
tid. Oppilaiden matematiikan taitojen heikkenemisests ei liene kysymys.
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KUVIO5 Matematiikan taitojen kehittyminen neljan vuoden seurannan aikana ja ajalli-
sesti ldhin matematiikan todistusarvosana

Tatd kasitystd tukee se, ettd yhdeksdnnen luokan lopussa testin ratkaisuprosent-
ti oli kahdeksan prosenttiyksikkod parempi kuin luokan alussa, samalla testilld
mitattuna. Voisi ajatella, ettd toistettaessa samaa testid tapahtuu oppimisvaiku-
tusta, mutta tdssd tutkimuksessa tehtdvien ratkaisuja ei kuitenkaan selitetty op-
pilaille eikd papereita palautettu. Myos ldhes vuoden mittainen tauko perak-
kiisten testien vililld merkinnee sitd, ettei tehtdvid juurikaan ratkaistu muisti-
tiedon perusteella.

Oppilaiden matematiikan taitojen kehittymistd neljin vuoden seurannan
aikana arvioitiin my6s jakamalla koehenkil6joukko kuudennen luokan alussa
viidenneksiin testitulosten perusteella, kuvio 6. Todellisuudessa kaksi heikointa
oppilasta jouduttiin jattimddn taman tarkastelun ulkopuolelle, koska he olivat
poissa yhdeksdnnen luokan kevaan mittauksesta. Kuviossa 16 on esitetty, miten
parhaiten ja heikoimmin menestyneet oppilasjoukon viidennekset ovat ryhmina
sdilyttdineet asemansa neljan vuoden aikana. Nayttdd siltd, ettd alussa heikoim-
min menestyneet ovat parhaiten siilyttdneet suoritustasonsa (muutos - 5%-
yks.), kun taas koko joukon suoritustaso on alentunut 13 prosenttiyksikkod ja
parhaan viidenneksen 16 prosenttiyksikkod. Huomiota kiinnittdd myos se, ettd
seurannan aikana viidennesten ratkaisuprosenttien keskihajonnat ovat kasva-
neet. Suurinta kasvu on ollut parhaassa viidenneksessd, jossa keskihajonta on
muuttunut kuudesta prosenttiyksikostd 20 prosenttiyksikkoon eli kasvanut 14
prosenttiyksikkod. Muutos kuvaa sité, ettd 1dhtotilanteessa varsin samansuurui-
set ratkaisuprosentit ovat peruskoulun pdittovaiheessa jakaantuneet laajem-
malle alueelle. Tamad merkitsee myos sitd, ettd kuudennen luokan alussa mate-
matiikan testissd hyvin menestyneistd osa on menestynyt selvdsti heikommin
pddttovaiheen testissa.
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Ratkaisuprosentti Ratkaisuprosentti
6.1k syksylla 9.k kevaalla
Paras viidennes (N = 17)
Ka = 86%
Kh = 6%-yks. Ka muutos -16%yks.
Kaikki (N = 85) " Ka = 70%
Ka=64% ... Ka muutos -13%yks. Kh = 20 %-yks.
Kh = 17%-yks.

Ka =52%
Heikoin Kh =21 %-yks.
viidennes (N=17) ) Ka muutos -5%yks.
Ka - 37% ................. Ka - 32%
Kh = 8 %-yks. Kh = 12%-yks.

KUVIO 6 Kuudennen luokan alussa muodostettujen viidennesten (N=17) testitulosten
muuttuminen parhaan ja heikoimman viidenneksen osalta,
Ka = testin ratkaisuprosenttien keskiarvo, Kh = keskihajonta

Parhaan ja heikoimman viidenneksen suoritusten vilinen ero, joka oli alussa 49
prosenttiyksikkod oli seurannan aikana kaventunut 38 prosenttiyksikkoon. Kun
seurannan pddttomittauksen perusteella tehtiin uusi jako samansuuruisiin vii-
denneksiin (kuvio 7), havaittiin, ettd parhaan ja heikoimman viidenneksen vili-
nen ratkaisuprosenttien keskiarvojen ero oli kasvanut 49 prosenttiyksikostd 61
prosenttiyksikkoon.

Ratkaisuprosentit
Paras sz . %  %-yks.
vidennes [ . ST 82 5
......... 7 opp.(haj.
(17 Opp) ............... pp ( J )
................................ 66 22
Kaikki
85 opp.
................. 52 21
Heikoin
viidennes 38 16
(17 opp.)
............ 21 7

KUVIO7 Kuudennen luokan alussa ja yhdeksdnnen luokan lopussa muodostettujen
viidennesten (N=17) testitulokset parhaan ja heikoimman viidenneksen osalta,
mustat palkit kattavat 6.1k syksyn ja valkoinen palkki 9.1k kevédédn viidennesten
ratkaisuprosenttien keskiarvojen jakauman (N = 85)

Kuviosta 7 on lisdksi ndhtdvissd, ettd noin puolet eli kahdeksan oppilasta sekd
heikoimmasta ettd parhaasta viidenneksestd on sdilyttanyt tasonsa eli kuuluu
seurannan padttyessd samaan viidennekseen kuin seurannan alkaessa. Parhaas-
ta viidenneksestd kolmen oppilaan suoritustaso on pudonnut alle tutkimusjou-
kon keskiarvon. Vastaavasti heikoimman viidenneksen oppilaista kaksi on suo-
riutunut yli keskiarvon. Parhaan viidenneksen oppilaista seitsemén on hajaan-
tunut alempiin, mutta kuitenkin yli keskitason suoriutuneisiin viidenneksiin.
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Heikoimman viidenneksen oppilaista kahdeksan on noussut ylempiin, mutta
kuitenkin alle keskitason suoriutuneisiin viidenneksiin.

Koehenkildjoukon &dripdiden suoritustasoa arvioitiin vield seuraamalla
viiden parhaiten ja viiden heikoimmin menestyneen oppilaan matematiikan
taitojen kehittymistd vuosittain kuudennen luokan alusta yhdeksannen luokan
loppuun, kuvio 8. Kuudennen luokan alussa ja yhdeksdannen luokan lopussa
oppilaiden suoritustasot ndyttivit olevan keskenddn samassa ryppddssd, par-
haat omassaan ja heikoimmat omassaan, vaikka valilld oli tapahtunut huomat-
tavaa heilahtelua. Alku- ja lopputilanteessa sekd heikoimmin ettd parhaiten
suoriutuneiden viiden oppilaan ryhmien tuottamat ratkaisuprosentit (kuvio 8)
ndyttivit olevan jokseenkin samaa tasoa kuin vastaavien viidennesten keskiar-
vot (kuviot 6 ja 7). Heikoimmin menestyneistd kuitenkin yksi oppilas oli nous-
sut ldhelle keskitasoa.

100
———— —e—o0pp 1 (p)
90 1 —=—opp 2 (1)
80 1 —a—0opp 3 (p)
g 107 ——0pp 4 (p)
3 60 O~ )
17 —x—opp 5 (p
g 401 —%—0pp 85 (p)
©
X 30- —2— 0pp 86 (1)
o— é;
20 W/* o—0pp 87 (p)
10 —o—opp 88 (p)
0 —0—opp 89 (p)
6.sy 7.sy 8.sy 9.sy 9.ke

Testin ajankohta

KUVIO 8 Viiden heikoimman ja viiden parhaan oppilaan matematiikan testien ratkaisu-
prosenttien kehittyminen neljan vuoden aikana, p = poika, t = tytto

Seurannan perusteella ndyttda siltd, ettd kuudennen luokan alussa parhaiten ja
heikoimmin menestyneiden oppilaiden véliset tasoerot kaventuivat neljan vuo-
den aikana, kun asiaa tarkasteltiin oppilasryhmien (viidennesten) ndkékulmas-
ta. Oppilaskohtaiset suoritustasot muuttuivat kuitenkin siind maarin, ettd todel-
lisuudessa parhaiten ja heikoimmin menestyneiden oppilaiden vélinen tasoero
oli kasvanut ratkaisuprosentilla mitattuna noin 49 prosenttiyksikostd 61 pro-
senttiyksikkoon. Syyt ndihin heilahteluihin eivét selvid tasta tutkimuksesta.
Opettajakokemuksen perusteella arvelen, ettd erddt oppilaiden viliset sosiaali-
set tekijdt aiheuttavat osaltaan nditd suoritustasojen muutoksia. Késittelen asiaa
tarkemmin tulosten yhteenvedossa luvussa 7.4.
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7.1.2 Oppilaiden taidot matematiikan osa-alueilla

Oppilaiden matematiikan taitoja seurattiin erityisesti murtolukujen ja esialgeb-
ran alueilla kuudennen luokan alusta ldhtien ja prosenttilaskun alueella seitse-
mé&nnen luokan alusta ldhtien. Murtolukujen hallintaa mitattiin neljdlld osiolla
(7,10, 12 ja 17, liite 1), joissa oli muutettava murtoluku desimaaliluvuksi, m&ari-
tettdvd rahamaddrien suhde, sovellettava jaollisuutta ja vihennettdava murtoluku
kokonaisluvusta. Esialgebran hallintaa puolestaan kuvaavat luonnollisen luvun
seuraajan tunnistaminen (osio 4, liite 1) ja osittelulain soveltaminen luonnolli-
siin lukuihin (osio 6, liite 1). Taulukkoon 10 on koottu oppilaiden ratkaisupro-
senttien keskiarvot ja keskihajonnat luokkatasoittain.

Prosenttilaskun osaaminen oli oma lukunsa. Sitd mitattiin kahdella osiolla:
prosenttiluvun laskeminen (osio 24, liite 1) ja prosenttiosuuden laskeminen
(osio 25, liite 1). Prosenttilaskun hallinta ndytti kehittyvdan samansuuntaisesti
esialgebran kanssa (taulukko 10). Kuitenkin prosenttilaskun hallinta oli alku-
vaiheessa noin 36 prosenttiyksikkod heikompaa kuin esialgebran hallinta. Pe-
ruskoulun padttyessakin ero oli vield noin 24 prosenttiyksikkod.

TAULUKKO 10 Pitkittdistutkimuksen ratkaisuprosenttien keskiarvot luokkatasoittain
murtoluvuissa, esialgebrassa ja prosenttilaskussa sekd Cronbachin o

Matematiikan osa-alue 6.5y 7.8y 8.sy 9.sy 9.ke
Murtoluvut, 4 osiota Ka (%) 50,8 61,4 69,4 71,2 78,5
Kh (%-yks.) 294 30,8 31,3 31,3 28,1
o 0,32 0,50 0,54 0,56 0,57
Esialgebra, 2 osiota Ka (%) 61,8 59,2 54,7 65,3 714
Kh (%-yks.) 35,9 37,0 35,9 38,6 34,3
o 0,15 0,24 0,05 0,45 0,25
Prosenttilasku, 2 osiota  Ka (%) 23,0 17,7 36,2 46,7
Kh (%-yks.) 32,2 29,6 40,4 36,6
o 0,44 0,53 0,70 0,45

Oppilasmaiira 85 87 85 85 85

Prosenttilaskun tulokset vaikuttivat sikili erikoisilta, etti seitseminnen, kah-
deksannen ja yhdeksdnnen luokan syksylld keskihajonnat olivat suuremmat
kuin ratkaisuprosenttien keskiarvot. Tilanne johtui ilmeisesti siitd, ettd prosent-
tilaskun pistemddrat noudattivat ldhes binaarijakaumaa, jossa suurin frekvenssi
oli pistemddaralld nolla.

Taulukossa 10 esitettyjd tuloksia havainnollistetaan kuviossa 9. Esialgeb-
ran hallinta néytti olevan kuudennen luokan alussa parempaa kuin murtoluku-
jen hallinta (ratkaisuprosenttien ero t-testilld, p = 0,004). Kahdeksannen luokan
alussa esialgebran osaaminen putosi kuitenkin murtolukujen osaamista alem-
malle tasolle (t-testi, p = 0,000), mutta ldheni taas murtolukujen osaamisen tasoa
peruskoulun loppuvaiheessa. Yhdeksannelld luokalla matematiikan taidot pa-
ranivat kaikilla tdssd esitetyilld osa-alueilla. Tama siitd huolimatta, ettd opetuk-
sen nidkokulmasta kahdeksas luokka on yleensd vaikein kehitysvaihe. Naytti
siltd, ettd prosenttilaskun taidot alkoivat varmistua vasta peruskoulun p&atto-
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vaiheessa (kuvio 9). Tulos tukee osaltaan sitd kasitystd, ettd verrannollisuuden
ymmartaminen, johon prosenttilasku perustuu, kehittyy monilla oppilailla vas-

ta yldasteen loppuvaiheessa.
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Ratkaisuprosentti

30

20 ~

10 -

0

6.sy 7.8y 8.sy 9.sy 9.ke

Mittauksen ajankohta

KUVIO9 Ratkaisuprosenttien keskiarvot luokkatasoittain murtoluvuissa, esialgebrassa
ja prosenttilaskussa pitkittdistutkimuksessa

TAULUKKO 11 Prosenttilaskun taitojen riippuvuus sukupuolesta pitkittdistutkimuksessa

Ratkai on k U
Sukupuoli atkaisuprosenttien ka (oppilasmaéaré)

7.sy 8.sy 9.sy 9.ke
Pojat 27,4 (54) | 250(52) | 47,5(52) | 55,0(52)
Tytot 16,4 (33) 7,5 (33) 20,0 (33) | 35,0(33)
gaotkaisuprosenttien +11,0 +17,5 1275 +20,0
Vapausaste 85 83 83 83
t-arvo 1,57 2,58 3,32 2,34
p-arvo 0,119 0,012 0,001 0,022

Tassa tutkimuksessa ei ollut tavoitteena selvittdd poikien ja tyttdjen vilisid eroja
matematiikan osaamisessa. Esimerkkind voidaan kuitenkin mainita prosentti-
lasku, jossa sukupuolten viliset erot olivat suurimmat, taulukko 11. Tytot hal-
litsivat prosenttilaskun hieman poikia heikommin (taulukko 11). Suurin ero

havaittiin yhdeksdnnen luokan alussa.
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7.1.3 Murtoluvut ja desimaaliluvut

Murtolukuihin ja luonnollisten lukujen jaollisuuteen liittyvid yhteisid osioita oli
pitkittdistutkimuksessa neljd kappaletta. Osioiden 7, 10, ja 12 (liite 1) arvostelu-
asteikot olivat dikotomisia, joten niiden ratkaisutulosten kuvaamiseen riittavit
oikeiden vastausten prosenttiosuudet. Yhtendisyyden vuoksi ilmoitetaan myos
tuottamistehtavéastd 17 vain ratkaisuprosentit. Osiossa 7 piti muuttaa murtolu-
ku desimaaliluvuksi. Osiossa 10 piti ilmoittaa annettujen penni- ja markkamaa-
rien suhde. Osiossa 17 kokonaisluvusta vdahennettiin murtoluku ja osio 12 oli
sanallinen tehtdva luonnollisten lukujen jaollisuudesta. Tadstd neljan osion ko-
konaisuudesta kdytetddn nimitystd murtoluvut, kun puhutaan pitkittdistutki-
muksen mittareista.

90

80 -

70

60

50 -

40 -

30 -

Ratkaisuprosentti KA

20 +

10

6.sy 7.8y 8.sy 9.sy 9.ke

—e— Murdes —s— Suhde —a— Vahennys —x— Jaollisuus

KUVIO 10 Pitkittdistutkimuksen murtolukuihin liittyvien osioiden (liite 1) ratkaisupro-
senttien keskiarvot luokkatasoittain
Murdes: murtoluvun muuttaminen desimaaliluvuksi, osio 7
Suhde: penni- ja markkamaéérien suhde, osio 10
Vahennys: murtoluvun viahentdminen kokonaisluvusta, osio 17
Jaollisuus: sanallinen tehtdva luonnollisten lukujen jaollisuudesta,
osio 12

Kuviossa 10 on esitetty ndiden osioiden ratkaisuprosenttien kehittyminen nel-
jan vuoden aikana. Murtolukujen laskutaidot ndyttivdat paranevan koko seu-
rannan ajan. Suhteen, vihennyslaskun ja jaollisuuden ratkaiseminen noudatti
samaa linjaa seitsemé&nnestd luokasta lahtien. Kuudennella luokalla jaollisuus
oli ymmarretty hieman paremmin kuin muut murtolukuihin liittyvat kysymyk-
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set. Taman tapaisissa arkieldmadn tilanteita kuvaavissa perustehtédvissa voi odot-
taa korkeita onnistumisprosentteja. Murtoluvun muuttaminen desimaaliluvuk-
si asetti nuoremmille oppilaille enemmén haasteita kuin sanalliset teht&dvit.
Murto- ja desimaalilukujen symbolien hallinta oli kuudes- ja seitsemé&sluokka-
laisilla melko hataraa kahdeksas- ja yhdeksasluokkalaisiin verrattuna.

Murtoluvun muuttaminen desimaaliluvuksi nousi muutenkin erityisase-
maan. Varsinkin nuoremmista oppilaista monet pddtyivit visuaaliseen ratkai-
suun 6/5 = 6,5. Oppilaiden tapaa muuttaa murtoluku desimaaliluvuksi analy-
soitiin vield jakamalla koehenkil6joukko viidenneksiin testitulosten perusteella.
Jako uudistettiin kullakin testikerralla. Kuvion 11 perusteella kuudennen luo-
kan alussa triviaalia virhettd (6/5 = 6,5) esiintyi kaikissa viidenneksissd, mutta
oikeita ratkaisuja vain parhaissa viidenneksissa.

3
- 5 O Oikea ratkaisu
‘0
@ 10
)
>
X
B
c B Muu virhe
2L 13
= - B
=
3 8
> 6

4 @ Triviaali virhe

1. viidennes 2. \viidennes 3.viidennes 4. \iidennes 5. viidennes
(heikoin) (paras)

KUVIO 11 Murdes-tehtdvan ratkaisutapojen jakauma oppilasjoukon viidenneksissa 6. 1k.
syksylld; oppilaita kussakin viidenneksessa 17

Kuviosta 11 havaitaan, ettd kuudennen luokan alussa oppilaat tekivit triviaaleja

ratkaisuja murdes-tehtdvissd (eli valitsivat vaihtoehdon ¢=6,5) riippumatta

siitd, mihin viidennekseen he kuuluivat. Oikeita ratkaisuja oli selvésti eniten
parhaassa viidenneksessd, joten murdes-tehtdva erotteli kuudennen luokan
alussa hyvin matematiikkaa osaavat. Seitsemdnnesta luokasta ldhtien triviaaleja
valintoja ei esiintynyt parhaassa viidenneksessa. Triviaalit valinnat alkoivat ka-
saantua heikoimpaan viidennekseen.

Kahden vuoden kuluessa eli kahdeksannen luokan alkuun mennesséd ti-
lanne oli muuttunut, kuvio 12. Oikeita ratkaisuja esiintyi kaikissa viidenneksis-
sd, mutta triviaaleja virheitd ei endd esiintynyt kahdessa parhaassa viidennek-
sessd. Triviaalit valinnat vdhenivit siten, ettd yhdeksannen luokan lopussa tri-
viaalin valinnan teki endd neljd oppilasta. Kahdeksannen luokan alussa mur-
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des-tehtdva ndyttdisi osoittavan heikosti matematiikkaa osaavat, muttei endd
yhtéd selvasti hyvin matematiikkaa osaavia kuin kuudennen luokan alussa.

~ 5
%
@ 10
o O Oikea ratkaisu
X
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j= 10 @ Muu virhe
©
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5
2
I B | g iviaali vihe
1. viidennes 2. viidennes 3.vidennes 4. viidennes 5. viidennes
(heikoin) (paras)

KUVIO 12 Murdes-tehtdvan ratkaisujen jakauma oppilasjoukon viidennesten kesken, 8.1k
syksylla

Kun oppilaiden ratkaisutapaa murdes-tehtdvéssd seurattiin kuudennen luokan
alusta yldasteen loppuun, havaittiin, ettd niistd 13 heikoimman viidenneksen
oppilaasta, jotka aluksi tekivét triviaalin valinnan, vain kolme teki saman valin-
nan kaikissa viidessé testissd. Sen sijaan alussa oikean valinnan tehneistd kym-
menestd parhaan viidenneksen oppilaasta kahdeksan teki oikean valinnan
my0s kaikissa my6hemmissé testeissa.

7.1.4 Verranto ja prosenttiluku

Testeihin siséltyi verrannollisuuteen perustuva sanallinen tehtdva (osio 21, liite
2), jonka ratkaiseminen ei perustunut mihinkddn ennalta tuttuun matemaatti-
seen malliin. Prosenttilaskuissa oli vastaavaan asetelmaan liittyva tehtdvéa (osio
22, liite 2), jossa piti laskea prosenttiluku. Matemaattisen ratkaisumallin kannal-
ta tehtavét vaikuttivat samantasoisilta.

Osio 21: Liikenteen tarkkailussa havaittiin, ettd kahdeksan autoilijaa kymmenestdi
kiaytti turvavyoti. Kuinka monta autoilijaa 35:sti kayttid turvavydtd, jos
turvavyon kayttiminen on yhtd yleistd kuin edelld mainitussa
tapauksessa?

Ratkaisun verrantomalli 1—% =

Osio 22:  Tarhassa on 9 mustaa ja 16 harmaata lammasta. Kuinka monta %
lampaista on mustia?
9 X

9+16 100

Ratkaisun verrantomalli
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Kuviossa 13 on esitetty verrantotehtdvan (osio 21) ja prosenttilukutehtdvan
(osio 22) ratkaisuprosenttien kehittyminen yldasteen aikana.

—e— Verranto

—=&— Pros.luku

Ratkaisuprosentti

7.5y 8.sy 9.sy 9.ke

Mittausajankohta

KUVIO 13 Verrannon ja rakenteellisesti vastaavan prosenttitehtdvan ratkaiseminen luo-
killa 7-9 seurantatutkimuksessa (7.1k N=87, muut luokat N= 85), osioiden rat-
kaisuprosenttien eron merkitsevyys 9.1k kevaalld, t-testilld, p = 0,002

Nayttad siltd (kuvio 13), ettd verrantotehtdvan osasi ratkaista suunnilleen puo-
let tarkasteltavasta oppilasjoukosta. Taidot eivét juuri muuttuneet yldasteen
aikana.

7.1.5 Esialgebran taitojen kehittyminen

Esialgebran taitoja mitattiin kahdella osiolla, jotka olivat mukana kaikilla tes-
tauskerroilla. Osiossa 5 (liite 1) oli etsittdvd luonnollisen luvun a seuraaja. Osi-
ossa 8 sovellettiin kertolaskun osittelulakia luonnollisiin lukuihin.

Osio 5. Olkoon a jokin luonnollisista luvuista 1, 2, 3,... Mikd on silloin lukua a
seuraava luonnollinen luku?

A a+1 B a-1 C a-10 D a+10 E 10a
Osio 8. Miki seuraavista lausekkeista on yhti suuri kuin 7- (3 +9)?

A (7-3)+(7-9) B (7-9)+(3-9) C (7-3)+(3-9) D 7-27E 21-9
Myo6hemmin mukaan otettuja esialgebran tai algebran lisdosioita ei analysoida
tassd yhteydessd. Ne ovat mukana vain testin kokonaispisteméédrad laskettaes-

sa. Kuviossa 14 on esitetty esialgebran osioiden ratkaisuprosentit luokka-
asteittain.
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—e— Luvun seuraajan tunnistaminen —s— Osittelulain soveltaminen ‘

KUVIO 14 Esialgebran osioiden ratkaisuprosenttien keskiarvot luokkatasoittain pitkittais-
tutkimuksessa (7.1k N = 87, muut N = 85)

Vertailun vuoksi murtolukuihin (kuvio 15) ja esialgebraan (kuvio 16) liittyvia
taitoja arvioitiin myos oppilasjoukon heikoimmassa ja parhaimmassa viiden-
neksessd. Kuudennen luokan alussa havaittiin perdti 63 prosenttiyksikon ero
murtolukutaidoissa oppilaiden parhaimman ja heikoimman viidenneksen valil-
14, kuvio 15. Yhdeksdnnen luokan lopussakin heikoin viidennes ylsi alle puo-
leen (38 %) siitd mitd paras viidennes (98 %). Sen sijaan esialgebran taidoissa,
kuvio 16, heikoin viidennes (44 %) ylsi jo kuudennen luokan alussa yli puoleen
siitd mitd paras viidennes (72 %) ja peruskoulun pdittyessd viidennekset olivat
hieman ldhentyneet toisiaan (heikoin 56 % ja paras 78 %).

Néiden ryhmien koostumus oli sellainen, ettd niistd oppilaista, jotka kuu-
dennen luokan alussa kuuluivat joko parhaaseen tai heikoimpaan viidennek-
seen, yhdeksannen luokan lopussa suunnilleen puolet kuului edelleen samaan
viidennekseen. Nayttdd siltd, ettd oppilaiden viliset erot murtolukutaidoissa
ovat suurempia kuin esialgebran taidoissa. Lisdksi puutteet murtolukutaidoissa
vaikuttavat pysyvammiltd kuin puutteet esialgebran taidoissa.
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Paras viidennes

Heikoin viidennes

9.k ke Ratkaisu
prosentti

KUVIO 15 Heikoimman (N=17) ja parhaimman (N=17) viidenneksen ratkaisuprosentit
murtolukutehtdvissa pitkittdistutkimuksen alussa ja lopussa

Paras viidennes

Heikoin viidennes

6.k sy

9.k ke

KUVIO16 Heikoimman (N=17) ja parhaimman (N=17) viidenneksen ratkaisuprosentit
esialgebran tehtdvissa pitkittdistutkimuksen alussa ja lopussa

Parhaiden oppilaiden esialgebran taidot eivdt myoskddn ndytd kehittyneen yla-
asteen aikana samassa mddrin kuin heikoimpien oppilaiden vastaavat taidot.
Tulosten merkitystd arvioitaessa on syytd muistaa, ettd esialgebran tehtavilla oli
huomattavan alhainen korrelaatio testin kokonaispisteméddrdan. Alhaista korre-
laatiota selittdd osaltaan se, ettd oppilaiden vastaukset perdkkdisind vuosina
olivat epdjohdonmukaisia. Esimerkiksi kuudennella luokalla osioon 5 (luonnol-
lisen luvun seuraajan tunnistaminen) oikein vastanneista 53 oppilaasta suunnil-
leen puolet vastasi vddrin vuotta myshemmin.
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7.1.6 Koulumatematiikassa menestymisen ennustaminen neljin vuoden
pdahin

Tarkastelen seurannan aikana ilmennyttd kehitystd kuudennesta yhdeksédnteen
luokkien oppilaiden matematiikan osaamisessa toisaalta koehenkildjoukon si-
sdisend muutoksena ja toisaalta matematiikan osa-alueiden hallinnassa tapah-
tuneena muutoksena. Lahinnd murtolukuihin ja esialgebraan liittyvien testisuo-
ritusten perusteella saatiin viitteitd my06s oppilaiden matemaattisen ajattelun
kehittymisestd. Vuoden vilein toteutettu matematiikan testi koostui kahdeksas-
ta peruslaskutaitoja mittaavasta tehtdvidstd (testien yhteiset osiot, 8 osiota) ja
vuosittain muuttuvista lisatehtavista (11-22 osiota).

Kuudennen luokan alussa poikien ja tyttdjen matematiikan taidoissa ei
havaittu eroja. Vasta seitsemdnnen luokan jidlkeen alkoi ndkyad selkeitd eroja.
Erot olivat suurimmillaan yhdeksannen luokan alussa. Naytti siltd, ettd prosent-
tilaskut ja jossakin m&drin myos murtolukulaskut tuottivat tytdille enemmaén
ongelmia kuin pojille.

Pitkittdistutkimuksen perusteella néytti siltd, ettd parhaiten ja heikoimmin
matematiikassa menestyvien oppilaiden viliset tasoerot kasvoivat kuudennen
luokan alusta peruskoulun loppuun mennessa. Kuitenkaan yksittdisen oppilaan
kannalta ei voi tarkasti ennustaa tulevaa matematiikassa menestymistad neljan
vuoden pddhdn. Vain puolet parhaiten ja heikoimmin menestyneistd oppilaista
sdilytti suhteellisen tasonsa seurannan alusta sen loppuvaiheeseen.

Matematiikan osa-alueiden kannalta peruslaskutaidot kehittyivét tasaises-
ti koko seurannan ajan. Kiinnostavaa oli, ettd prosenttilaskun hallinta parani
ratkaisevasti vasta kahdeksannen luokan aikana. Vaikeudet murtolukulaskuis-
sa ndyttivdt varsin pysyviltd. Yksittdisend toimenpiteend oppilaan tapa muuttaa
murtoluku desimaaliluvuksi (murdes-osio) ndytti ennustavan oppilaan menes-
tymistd muillakin matematiikan osa-alueilla. Visuaalinen tulkinta (6/5 = 6,5)
ndytti myos liittyvdan matemaattisen ajattelun alkeellisuuteen.

Esialgebran tehtédviét olivat samat koko seurannan ajan. Ilmeisesti tehtédvi-
en monivalintarakenne oli sellainen, ettd se aiheutti tavallista enemmain satun-
naisvaihtelua, koska tehtdvaryhmén reliaabelius oli ajoittain erittdin matala.
Kuvaavaa oli, ettd esimerkiksi muuttujan lausekkeen tunnistamisessa oikean
valinnan tehneistd (50-60 % oppilaista) saattoi puolet tehdad vuotta myshemmin
virheellisen valinnan. Vaikutti siltd, ettd kuudes- ja seitsemdsluokkalaisten ma-
temaattisessa ajattelussa luku a + 1 ei merkinnyt luonnollisen luvun a seuraajaa,
vaan jotakin muuta.

Esialgebrassa erot parhaiten ja heikoimmin menestyneiden viélilld olivat
pienempid kuin murtolukualueella. Yldasteen loppuun mennessd erot vield ka-
ventuivat. Lisdksi ndytti siltd, ettd parempien oppilaiden valmius osittelulain
soveltamiseen suorastaan heikkeni yldasteen aikana. Havaintoja esialgebran
taidoista voidaan tdssd vaiheessa pitdd ainoastaan viitteind, koska testi oli silta
osin suppea eikd toiminut kovin johdonmukaisesti. Esialgebran ja algebran
osaamista tarkastellaan laajemmin poikittaistutkimuksessa.
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7.2 Verrannollisuuden hallinta ja algebran ymmartiminen
luokilla 6-9 poikittaistutkimuksessa

Tdssd alaluvussa tarkastellaan poikittaistutkimuksen tuloksia oppilaiden ma-
temaattisen ajattelun kannalta. Ensin arvioidaan kuitenkin yleistd matematiikan
osaamista eri luokka-asteilla. Kohdassa 7.2.2 tarkastellaan oppilaiden ratkaisuja
murtolukutehtédvissd ja niiden merkitystd verrannollisuuden soveltamisen kan-
nalta.

7.2.1 Matematiikan yleinen osaaminen

Ongelma 1.1

Poikittaistutkimuksen perusteella saatiin yleiskuva oppilaiden matematiikan
osaamisesta verrannollisuuden ja algebran alueilla. Kuviossa 17 on esitetty ma-
tematiikan testitulokset luokka-asteittain ratkaisuprosenttien keskiarvoja kayt-
téaen. Kaikille oppilaille esitettiin sama testi (timd yhteinen osuus kasitelldan
ilman prosenttilaskuja).

50

45 -

40

35

30

25 A
20 +
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Luokka-aste

KUVIO 17 Ratkaisuprosenttien keskiarvot luokkatasoittain poikittaistutkimuksessa
Luokka-aste 6. 7. 8 9.  Yht
Ka (%) 31,0 324 351 44,0 359
Kh (%-yks.) 185 225 21,0 235 223

Luokka-asteiden viliset erot ja niiden merkitsevyydet ovat tarkemmin liitteessa
9. Kuvion 17 perusteella kuudennen ja seitsemédnnen luokan suorituksissa oli
vain vdhdisid tasoeroja. Seitsemdnnen ja kahdeksannen luokan vilinen ero oli jo
huomion arvoinen (t-testi, p = 0,015). Tilastollisesti erittdin merkitsevd muutos
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oli kuitenkin tapahtunut siirryttdessd kahdeksannelta yhdeksannelle luokalle (t-
testi, p = 0,000). Koska mittaukset tehtiin lukuvuoden alussa, tima viittaa sii-
hen, ettd erityisesti kahdeksannen luokan opiskelu oli tuottanut tulosta. Tama
oli sikdli mielenkiintoinen havainto, ettd monen opettajan mielestd juuri kah-
deksannella luokalla on vaikea motivoida oppilaita matematiikan opiskeluun.
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o9 - 11 pist. 8.9 10.1 14 26.6
06 - 8 pist. 23.2 19.9 26.9 24.4
m 3 - 5 pist. 42.9 37.2 35.1 26.6
mO0 - 2 pist. 23.2 27.8 21.4 9.5

KUVIO 18 Oppilaiden jakaantuminen luokkatasoittain pisteluokkiin poikittaistutkimuk-
sessa (N=1019)

Tutkimuksen osanottajat jaettiin suoritusten mukaan viiteen pisteluokkaan, ku-
vio 18. Jakaumat muistuttavat toisiaan siten, ettd kaikilla luokka-asteilla piste-
luokkiin 3-5 ja 6-8 kuuluu yhteensa noin 51-66 % oppilaista. Yhdekséas luokka
erottuu muista ratkaisevasti alimpaan ja ylimpddan pisteluokkaan kuuluvien
osalta. Kun alempien luokkien oppilaista kuuluu heikoimpaan pisteluokkaan
yli 20 %, yhdeksannelld luokalla vastaava osuus on alle 10 %. Kahteen ylimpaan
pisteluokkaan kuuluu yhdeksdsluokkalaisista noin 40 %, kun osuus alemmilla
luokilla on 11-17 %.

Kuvion 18 perusteella ndyttdd siltd, ettd suoritusten kohoaminen perus-
koulun viimeisilld luokilla perustuu pddosin siihen, ettd heikoimpien suoritus-
ten mé&drd vahenee ja parhaiden lisddntyy. Keskitason suoritusten méara muut-
tuu huomattavasti vahemman. Muutos sindnsé lienee sellainen, ettd oppilaita
siirtyy kautta linjan ylempiin pisteluokkiin, mutta lopputulos on edelld kuvatun
kaltainen.
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7.2.2 Algoritmit verrannollisuuden soveltamisessa

Ongelma 2.1

Poikittaistutkimuksessa testattiin verrannollisuuden osaamista murtolukujen
laskutoimituksissa, murtolukujen soveltamisessa ja sanallisissa verrantotehta-
vissd. Ensimmadisend tehtdvand (osio 4) oli murtoluvun muuttaminen desimaali-
luvuksi.

Osio 4 Murtoluku ; on desimaalilukuna

A 54 B 14 ¢ 1,1 D 1,25 E 105

Murtoluvun muuttamisen desimaaliluvuksi (2 =1,25) hallitsi 56,5 % koehenki-

loistd, kun vastaus oli valittava viidestad vaihtoehdosta. Kuitenkin 26,5 % vastaa-
jista valitsi “visuaalisen tulkinnan” (2 =5,4). Voisi ajatella, ettd murtoviivan

tulkinta desimaalipilkkua vastaavaksi madritteeksi on vain pieni komméahdys.
Tarkempi analysointi kuitenkin osoitti, ettd tdmén virhetulkinnan taakse kat-
keytyi syvillisempidkin ongelmia matematiikan ymmartdmisessd. Murtoluku-
jen laskusddntojd, lahinnd kertolaskun ja laventamisen vélisen eron tuntemusta,
testattiin osiossa 5.

Osio 5.  Jos murtoluvun osoittaja ja nimittiji kerrotaan Prosenttia
samalla luvulla vastanneista
(N=982)
A murtoluvun arvo pienenee 8,0
B murtoluvun arvo sdilyy 50,3
C murtoluvun arvo suurenee 17,7
D tulos riippuu siitd, onko kertoja suurempi kuin 1 16,7

vai pienempi kuin 1

E  tehtivid ei voi ratkaista annettujen tietojen perusteella 7,3
Osio 6 Kertolaskun 4 - 53 tulos on Prosenttia vastanneista (N = 997)
A 213 24,4
B 20% 46,7
C 203 23,6
D 23 2,5
8
g 172 2,8
32

Osion 5 vastaajista 50,3 % osasi valita oikean vaihtoehdon. Mutta kun seuraa-
vassa tehtdvéssa (osio 6) piti kertoa sekaluku kokonaisluvulla (4-52), siinéd on-

nistui neljannes oppilaista ja vain 34,5 % laventamissddannon (osio 5) tunnista-
neista, kuvio 19. Enemmist6 heistd lavensi (vaihtoehto B, osio 6), kun piti ker-
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toa. Toisaalta ldhes neljdsosa vastaajista kertoi sekaluvun kokonaisosan ja jatti
murto-osan kokonaan kertomatta (vaihtoehto C). Laventaminen ja kertominen
ndyttivdt sotkeentuneen toisiinsa. Vaikuttaa siltd, ettd laventamisen ja kertomi-
sen laskusddnnot ovat monille vain joitakin murtolukuihin viittaavia kielellisid
ilmaisuja.

Tunnisti Osasi kertoa sekaluvun
lavennussaannon 34 % - 251 opp.
494 opp. i

Lavensi murto-osan,
kun piti kertoa
sekaluku
457 opp.

Ei tunnistanut Kertoi vain kokonaisosan

lavennussaantoa tms.
488 opp. 37 % 274 opp.

A\ 4

KUVIO 19 Laventamissddnnon tunnistaminen (osio 5) ja sekaluvun kertominen (osio 6)
poikittaistutkimuksessa

Kuviossa 19 on verrattu laventamissddnnon tunnistamista ja sekaluvun kerto-
mista. Laventamissdannon tunnisti (osio 5) suunnilleen puolet vastaajista, mut-
ta heistd vain kolmannes osasi seuraavassa tehtdvdssa (osio 6) kertoa sekaluvun
kokonaisluvulla. Vastaavasti ldhes puolet oppilaista lavensi, kun piti kertoa
murtoluku, riippumatta siitd, olivatko he tunnistaneet laventamissaannon vai
eiviat. Edelleen 17 % niistd, jotka eividt tunnistaneet laventamissdantod, osasi
kuitenkin kertoa sekaluvun kokonaisluvulla. Nayttda siltd, ettd huomattava osa
oppilaista ei todellisuudessa ymmaérrad, mitd eroa on kertomisella ja laventami-
sella.

TAULUKKO 12 Triviaalien virheiden esiintyminen eri luokka-asteilla murtolukujen algo-
ritmeihin liittyvissa tehtdvissa poikittaistutkimuksessa

Prosenttia luokkatason oppilaista
Osio Triviaali virhe
6.1k 7.1k 8.1k 9.1k
4 Valittu 3 =5,4 38,4 34,3 22,3 18,5
Valittu 4-53=20% 429 37,5 54,0 43,3
7 | Valitu2+2=23=2 72,3 38,5 58,3 48,3

Osion 6 tulkinta, jossa murtoluku lavennetaan kertomisen asemasta, oli yhta
yleinen kuudennella ja yhdeksannelld luokalla (noin 43 % oppilaista),
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taulukko 12. Havaitaan, ettd triviaali virhe osiossa 4 esiintyy yli kolmanneksella
kuudes ja seitsemésluokkalaisista. Ylemmilld luokilla kyseinen virhe vdhenee
noin viidennekseen oppilaista. Murtolukujen soveltamiseen liittyivéit osiot 7 ja
8. Molemmat osoittautuivat vaikeiksi sekd paremmin ettd heikommin testissa
menestyneille oppilaille.

Osioiden reliaabeliudet jdivéat alhaisiksi, Cronbachin o oli -0,026 osiossa 7
ja 0,045 osiossa 8. Taman takia kyseiset osiot sivuutettiin testin yhteispistemaa-
rid tarkasteltaessa. Osiokohtaisesti analysoimalla saatiin kuitenkin tarpeellista
tietoa oppilaiden ratkaisutavoista. Osiossa 7 havaittiin (liite 6), ettd sanallisessa
murtolukutehtédvidssd yli puolet oppilaista (N = 994) valitsi vaihtoehdon, jossa
oli laskettu osoittajat yhteen ja nimittdjat yhteen. Vaikka ratkaisu osoitti mate-
maattisessa mielessd puutteellista késitteiden hallintaa, se oli kuitenkin kaytan-
non kannalta jarkevd, koska tulos (5/8 = 0,625) oli numeerisesti hyvin ldhelld
oikeaa arvoa (12/19 = 0,632). Tehdyistd valinnoista ei voitu paételld, oliko oppi-
las padtynyt vaihtoehtoon jarkeilemdlld vai valitsemalla ensimmadisend mieleen
tulevan (virheellisen) algoritmin.

Osio 8  Hakkaraisen perhe pdidtti maalauttaa omakotitalonsa kuistin. Kahdelta maa-
larilta tiedusteltiin tyohon kuluvaa aikaa. Mikkonen sanoi maalaavansa
kuistin 8 tunnissa ja Timonen 6 tunnissa. Koska tyélli oli kiire, Hakkaraiset
pdaittivdit palkata molemmat maalarit. Kuinka kauan heiltd kesti maalauksen
suorittaminen yhdessi? Esitd pdittelyt ja perustelut.

Osion 8 ratkaisemisessa (taulukko 13) onnistui vain kaksi oppilasta. Puolet vas-
tagjista (N = 877) ilmoitti tyon suoritusajaksi 7 tuntia, mikd on erillisten suori-
tusaikojen 6 tuntia ja 8 tuntia keskiarvo. Tama tulos oli jokseenkin yhtd yleinen
kuudesluokkalaisilla (n. 46 % vastaajista) ja yhdeksdsluokkalaisilla (n. 43 % vas-
taajista).

TAULUKKO 13 Osion 8 ratkaisutapojen luokittelu ja vastaajien prosenttijakauma ndiden
luokkien kesken

Kahden tyontekijan 3 % y 3 % htai (6h 7h

kuluttama aika 14 h tai jokin muu

. . Oikea N N . . Yhteenlasku
Ratkaisun tulkinta ratkaisu Jarkevi arvio | Keskiarvo 6h+8h=14h
Vastaajien 0,2 33,4 49,9 16,5

jakauma (%, N=877)

Oppilaiden tulkinta ndytti kytkeytyvan harhakuvaan lineaarisuudesta eli suo-
raan verrannollisuudesta, vaikka tehtdvassd oli kyse kddntden verrannollisuu-
desta. Samalla kun oppilas tukeutui lineaarisuuteen tai keskiarvon laskemisen
algoritmiin, hdn ndytti unohtavan yhteyden todellisuuteen. Miten on ymmar-
rettdvissd, ettd kahdelta henkiloltd kuluu tietyn tyon suorittamiseen 7 tuntia,
kun toinen heistd olisi voinut tehdd tyon yksinddn 6 tunnissa. Vield suurempi
ristiriita arkitodellisuuden kanssa oli niilld oppilailla, jotka paatyivat tulokseen
14 tuntia (6 + 8 = 14). T4llaisen tuloksen sai noin 16 % vastaajista.



100
7.2.3 Verrannollisuuden hallinnan yhteys prosenttilaskun hallintaan

Ongelma 2.1

Pitkittdistutkimuksessa ilmenneitd yhteyksid verrannollisuuden ja prosenttilas-
kun valilld haluttiin vield varmistaa poikittaistutkimuksessa. Nditd yhteyksid
mitattiin osioilla 9, 12 ja 24.

Osio 9.  Kati ja Miia tarkkailivat ohikulkevia poikia. He havaitsivat, etti kol-
mella pojalla kahdeksasta oli siniset farkut.Oletetaan, ettd sinisten
farkkujen kiytto koulun pojilla on yhti yleistd kuin edelld mainituis-
sa tapauksissa. Kuinka moni koulun 72 pojasta kiyttid sinisid farkku-
ja?

Toteutuneiden ratkaisutapojen luokittelu on esitetty taulukossa 14.

TAULUKKO 14  Osion 9 ratkaisuvaihtoehtojen luokittelu ja vastaajien jakauma luokkien

kesken
Ratkaisutapa irc;sgﬁtia vastaajista
Suhteet 2 ja72:8=9tulo9-3 =27 42,8
Suhde 2 tai 72:8 = 9 jatko virheellinen 97
Laskettu 72:3 tai 72:5tai 72 -3 -5 23,1
Muu virheellinen menettely 244

Osio 9 muodostui varsin pitkdstd sanallisesta selityksestd. Joidenkin oppilaiden
saattoi olla vaikea hahmottaa ndin pitkdd kokonaisuutta. Siitd huolimatta 42,8
% vastaajista pddtyi oikeaan ratkaisuun. Ratkaisutapa 3 ndytti pohjautuvan sii-
hen, ettd pantiin osa (3 tai 5) vastaamaan kokonaisuutta tai suhteellinen osuus
yritettiin laskea vdhentamalld. Reilu viidennes 23,1 % tukeutui tdllaiseen rat-
kaisutapaan, jonka katsottiin taméan tehtdvan kohdalla merkitsevan alkeellisin-
ta ajattelutapaa, joka oli kuitenkin selvisti luokiteltavissa.

Osio 12.  Kauhallinen pilkkisaalista sisdlsi 8 sirked ja 17 ahventa. Kuinka monta sir-
ked tamidn perusteella voidaan arvioida olevan 100 kalan pilkkisaaliissa?

Osio 12 sisdlsi lyhyen sanallisen selityksen, jonka tulkitsi oikein yli puolet vas-
taajista (N=758). Osioissa 9 ja 12 vertailtiin lukumddrid niiden suhteen perus-

. . . 3 X .o . .
teella. Osion 9 ratkaisu perustui verrantoon 3.5 75 2 osion 12 ratkaisu ver-
+
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X . .. . .
——. Osiossa 12 esiintyneet ratkaisutavat on luokiteltu taulu-

rantoon =
8+17 100

kossa 15.

TAULUKKO 15 Osion 12 ratkaisuvaihtoehtojen luokittelu ja vastaajien jakauma n&diden
luokkien kesken

Prosenttia
Ratkaisutapa vastaajista
N =758
Verranto = = 7% tai suhde £ ja oikea tulos 32 56,3
Suhde % tai summa 25, mutta tulos > 100 6,3
Satunnainen laskutoimitus 100:8 tai 157
100 -8 -17 ’
Muu virheellinen menettely 21,7

Oikeiden ratkaisujen osuudet olivat 42,8 % vastanneista (N = 811) osiossa 9 ja
56,3 % (N = 758) osiossa 12. Kun jalkimmdiseen verrantoon johtava tehtdva esi-

tettiin prosenttilaskun muodossa (osio 24), oikein vastasi 29,3 % oppilaista (N =
650).

Osio 24  Luokalla on 17 poikaa ja 8 tyttéd. Kuinka monta prosenttia luokan oppilais-
ta on poikia?

Nayttad siltd, ettd kun verrantotehtdvissd (osiot 9 ja 12) oppilaat saivat jarkeillad
ratkaisunsa ilman ennalta arvattavia algoritmeja, he onnistuivat paremmin,
kuin soveltaessaan prosenttilaskun algoritmeja. Ehka he eivét olleet myoskaan
tottuneet kasittelemaan prosenttilaskuja verrantojen avulla.

Prosenttilaskuja oli testissd kaikkiaan kolme. Niissd onnistuminen noudat-
ti selvdd vaikeusastehierarkiaa. Helpointa oli prosenttiarvon laskeminen (osio
25), jossa onnistui 48,3 % vastaajista (N = 493). Vaikein tehtdva taas oli perusar-
von laskeminen (osio 26). Sen ratkaisi oikein 5,9 % (N = 684) ja prosenttiluku-
tehtdvan (osio 24) 29,3 % vastaajista (N = 650).

7.2.4 Triviaalien virhetulkintojen yhteys algebran hallintaan

Ongelma 2.2
Téssd luvussa tarkastellaan aluksi erdiden triviaalien virheiden yhteyttda oppi-
laiden suoriutumiseen verrannollisuudessa, algebrassa, prosenttilaskussa ja
koko testissd. Sitten keskitytddn verrannollisuuden virheindeksin ja algebran
osaamisen viliseen yhteyteen.

Poikittaistutkimuksessa kiinnitettiin runsaasti huomiota oppilaiden vir-
heellisten ratkaisutapojen analysointiin. Perusoletuksena oli se, ettd tietyt vir-
hevalinnat edustavat alkeellisempaa ajattelua kuin jotkut muut virheet. Tulok-
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set osoittivat, ettd muutamilla triviaaleilla virheilld oli selvésti muita kiinteampi
yhteys joihinkin matematiikan osa-alueisiin. Toisaalta erdilld pdallisin puolin
samantyyppisilld virheilld ei ndyttdnyt olevan yhteyttd oppilaiden testitulok-
siin. Triviaaleja virheitd katsottiin esiintyvan sekd verrannollisuuteen ettd al-
gebraan liittyvissad tehtadvissa.

Ratkaisuprosentti

SP

Matematiikan osa-alue

KUVIO 20 Osioissa 4, 6, 15 ja 19 triviaaleja virheitd tehneiden oppilaiden ratkaisuprosentit
poikittaistutkimuksessa, SAA = koko testi, SV = verrannollisuus, SA = algebra,
SP = prosenttilasku
0sio 4 = murtoluvun muuttaminen desimaaliluvuksi
osio 6 = sekaluvun kertominen kokonaisluvulla
osio 15 = algebrallisen yht&lon ratkaiseminen
osio 19 = muuttujan siséltavan alan lausekkeen konstruointi

Kuviosta 20 havaitaan, ettd triviaali virhe osiossa 4 liittyi vahvasti heikkoon
osaamiseen kaikilla testin osa-alueilla: koko testissd, verrannollisuudessa, al-
gebrassa ja prosenttilaskussa. Sen sijaan murtoluvun virheellinen kertominen
osiossa 6 ei ndyttanyt merkitsevan sanottavaa heikennysta testituloksiin muilla
alueilla kuin prosenttilaskussa. Yksi selittdva tekija on murtolukujen, desimaali-
lukujen ja prosenttien vastaavuus. Jos ndistd ei ymmarrad yhtd, on mahdollista,
ettd toisenkin kanssa on vaikeuksia. Prosenttilaskun heikko osaaminen naytti
kauttaaltaan liittyvan triviaaleihin virheisiin.

Tutkimuksen erddni tavoitteena oli selvittid, milld tavoin verrannollisuu-
den ymmaértdminen on algebran opiskelun edellytyksend. Verrannollisuuden
yhteydessd esiintyvien alkeellisten tulkintojen katsottiin kuvastavan oppilaan
puutteellista késitystd verrannollisuudesta. Tédtd taipumusta pyrittiin tiivista-
mé&dn médrittelemalld verrannollisuuden virheindeksi IVieq (luku 6, taulukko 5),
joka suhteutettiin oppilaan antamien verrannollisuutta koskevien vastausten
lukumddrdan. Indeksin madrittely perustui seitsemdssd eri osiossa tehtyihin
virheisiin. Kuviossa 21 on yhteenveto eri luokka-asteiden oppilaiden sijoittumi-
sesta verrannollisuuden virheindeksin [Vreq luokkiin.
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KUVIO 21 Oppilaiden jakautuminen luokka-asteittain verrannollisuuden virheluokkiin:
virheitd vahdn (IVreq = 0,00-0,33), kohtalaisesti (IVreq = 0,33-0,66), runsaasti
(IViea = 0,66-1,00)

Nayttaa siltd, ettd kaikkien luokka-asteiden oppilaista suunnilleen puolet kuu-
lui keskimmdiseen indeksiluokkaan eli he olivat tehneet kohtalaisesti triviaaleja
virhevalintoja verrannollisuuteen liittyvissd tehtdvissd. Kuudesluokkalaisia
kuului selvasti muita luokkia enemman (noin 23 %) suurimman virheindeksin
luokkaan (IVied = 0,66-1,00), kun muilla luokilla vastaava osuus oli 5-10 %. Vas-
taavasti kuudesluokkalaisia sijoittui pienimmdn virheindeksin luokkaan va-
hemméin, vain noin viidennes, kun muista luokista sithen kuului vdhintdan
kolmannes. Tamén perusteella kuudesluokkalaisten verrannollisuuden ymmar-
tdminen ei ollut ldheskddn samalla tasolla kuin ylempien luokkien oppilaiden.
Hieman yleistden voidaan sanoa, ettd verrannollisuuden triviaalit virheet (tau-
lukko 5) olivat yhtd yleisid kaikilla yldasteen luokilla. Sen sijaan kuudennella
luokalla niitd oli selvésti enemmaén. Verrannollisuuteen liittyvd matemaattinen
ajattelu ndytti taman perusteella olevan kuudennen luokan alussa selvasti al-
keellisempaa kuin yldasteella.
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KUVIO 22  Verrannollisuuden virheindeksin IVieq yhteys algebran alueella menestymi-
seen poikittaistutkimuksen mukaan. Testin algebran alueen ratkaisuprosentin
riippuvuus indeksiluokasta,testattu varianssianalyysilld, df = 1017, F = 104,3,
p =0,000

Kuvion 22 perusteella oppilaiden menestyminen algebran tehtdvissa riippui
olennaisesti siitd, mihin verrannollisuuden virheindeksin (IVred) luokkaan he
kuuluivat. Toisaalta korrelaatioita tarkastelemalla havaitaan, ettid verrannolli-
suuteen liittyvistd tehtdvistd saatu suorituspistemddrd (SV) korreloi hieman
vahvemmin algebrasta saatuun pistemddrdan (SA) kuin verrannollisuuden vir-
heindeksi (IVred) (r(SV, SA) = 0,504, p = 0,000 ja r(IVred, SA) = -0,449, p = 0,000,
N =1019). Tamén perusteella ndyttds siltd, ettd virheindeksi IVieq ei selitd algeb-
ran osaamista yhtddn enempdd kuin verrannollisuuteen liittyvistd tehtdvista
suoriutuminen. Voisi ajatella, ettd algebran osaamisen kannalta on samanteke-
vdd, millaisia virheitd oppilas tekee verrannollisuudessa. Seuraavassa saadaan
kuitenkin tarkempaa tietoa siitd, miten yksittdiset verrannollisuuden triviaalit
virhetulkinnat liittyivat algebran osaamiseen.

Kuvioon 23 on koottu verrannollisuuden virheindeksiin vaikuttaneet rat-
kaisuvaihtoehdot. Eniten vaikeuksia algebrassa oli niilld oppilailla, jotka muut-
tivat murtoluvun desimaaliluvuksi visuaalisen mallin mukaan (5/4 = 5,4). Mie-
lenkiintoista on havaita osioita 5 ja 6 vertaillessa, ettd laventamissaannon virhe-
tulkinta: laventaessa murtoluku suurenee, liittyi heikkoon algebran osaamiseen,
mutta laventamisen kaytto kertomisen asemasta ei liittynyt. Osiossa 10 impli-
siittisen ilmaisun pitdminen eksplisiittisend liittyi heikkoon algebran osaami-
seen (t-testi, p = 0,000), vaikka kyseisen ratkaisun tehneiden oppilaiden algeb-
ran suoritukset poikkesivat vain 4,5 prosenttiyksikkod koko tutkimusjoukon
suoritusten keskiarvosta. Kysymys on siité tilastollisesta tosiasiasta, ettd vertail-
tavat ryhmét ovat huomattavan suuria (689 ja 1019), jolloin pieni ero voi olla
merkitseva.
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Sadan kalan saaliissa yli sata sarkeé (N = |
56), osio 12, p = 0,007

Vaakasuora viiva suoraan
verrannollisuuden kuvaajana (N = 106), |
osio 11, p = 0,001

Implisiittisté pidetty eksplisiittisena (N =
689), osio 10, p = 0,000 |

Vertailussa osa vastaa kokonaisuutta |
(N=196), osio 9, p = 0,002

Lavennus kertolaskun sijaan (N = 459),
osio 6, p=0,110 |

Laventaessa murtoluku suurenee (N = |
176), osio 5, p = 0,000

Tulkinta 5/4 = 5,4 (N=270), osio 4, p =
0,000 |

Algebran ratkaisuprosenttien KA, kaikki (N
L ors) F
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Algebran ratkaisuprosentti

KUVIO 23  Verrannollisuuteen liittyvissa tehtdvissa alkeellisia virheitd tehneiden suoriu-
tuminen algebran tehtdvistd poikittaistutkimuksessa, vaaleat palkit: poik-
keama keskiarvosta erittdin merkitsevd, harmaat palkit: poikkeama keskiar-
vosta “vahemman merkitsevd” musta palkki: algebran ratkaisuprosenttien ka
=32,6 %, kh =23,0 %-yks.

Edelld kuvatut triviaalit virheet liittyivat kaikki jossakin mé&adrin murtolukujen
algoritmeihin. Neljd seitsemdstd virheestd liittyi selvasti heikkoon algebran
osaamiseen. Tdstd ei siis voi pddtelld, ettd kaikki triviaalit virheet algoritmien
kaytossd olisivat kriittisid algebran ymmartamisen kannalta. Nayttdd hiukan
siltd, ettd arkitodellisuuden kanssa ristiriidassa olevat ratkaisut (osioissa 6, 9 ja
12) eivit liittyneet heikkoon algebran osaamiseen. Sen sijaan ne osiot, jotka liit-
tyivat enemman laskutekniikkaan tai kuvion tai sanallisen lauseen tulkintaan,
olivat yhteydessa algebran osaamiseen.

7.2.5 Oppilaiden verrannollisuuden hallinta algebran hallintaan verrattuna

Ongelma 2.3

Pitkittdistutkimuksessa seurattiin oppilaiden matematiikan taitojen kehittymis-
td yleiselld tasolla, mutta erityisesti esialgebran, murtolukujen ja prosenttilas-
kun alueella (tuloksia esiteltiin luvussa 7.1.2). Poikittaistutkimuksessa testiosioi-
ta lisdttiin ja aluetta laajennettiin murtoluvuista verrannollisuuteen ja esialgeb-
rasta algebraan. Testi myos vaikeutui ja se ndkyi ratkaisuprosenttien putoami-
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sena suunnilleen puoleen pitkittdistutkimuksen tulostasosta. Asiaan toki saat-
taa vaikuttaa myos se, ettd koehenkildjoukko vaihtui. Poikittaistutkimuksen
testitulokset verrannollisuuden, algebran ja prosenttilaskun alueilta on koottu
kuvioon 24. Muutokset luokka-asteelta toiselle ndyttdvit varsin samansuun-
taisilta kuin pitkittdaistutkimuksessa(kuvio 9, luvussa 7.1.2).

50,0
45,0 -
40,0 -
E= 35,0 |
c
3 30,0 |
e
o 25,0 -
2
‘B 20,0
‘4
T 15,0 -
014
10,0
X i e
0,0
6.1k 7.1k 8.1k 9.1k
—e— Verrannollisuus 30,3 39,6 39,4 45,4
—a— Algebra 31,8 26,1 31,4 42,9
—a— Prosenttilasku 11,3 11,3 19,0

KUVIO 24 Verrannollisuuden, algebran ja prosenttilaskun taidot eri luokka-asteilla poikit-
taistutkimuksessa (N = 1019)

Kuudesluokkalaisten matematiikan taidot olivat verrannollisuudessa ja algeb-
rassa samaa tasoa, kuvio 24. Seitsemdnnen luokan alkaessa algebran osaaminen
oli selviasti heikompaa kuin verrannollisuuden osaaminen (ratkaisuprosenttien
keskiarvojen t-testi, p = 0,000). Algebran osaaminen seitsemasluokkalaisilla oli
jopa heikompaa kuin kuudesluokkalaisilla (t-testi, p = 0,005). Ylemmilla luokilla
algebran ja verrannollisuuden taidot kuitenkin ldhenivét toisiaan niin, ettd yh-
deksdnnen luokan alkaessa ne olivat melkein samalla tasolla (t-testi, p = 0,014).

TAULUKKO 16 Ratkaisuprosenttien eroja luokka-asteiden vililld matematiikan eri osa-
alueilla poikittaistutkimuksessa, erojen merkitsevyys t-testilla

Matematiikan Erot luokkien vililld prosenttiyksikkod

osa-alue 6./7.1k p 7./8.1k p 8./9.1k p
Verrannollisuus +93 0,005 -0,2 +6,0 0,006
Algebra -5,7 0,007 +5,3 0,000 +11,5 0,000
Prosenttilasku +0,0 +77 0,000
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Matematiikan osaamisen eroja luokkatasojen vililld on koottu taulukkoon 16.
Algebrassa kuudennen ja kahdeksannen luokan taidot olivat samaa tasoa ja
vdhdn paremmat kuin seitseménnelld luokalla. Suurin perdkkdisten luokka-
tasojen vélinen ero algebrassa oli kahdeksannen ja yhdeksdannen luokan valilla.
Matematiikan taidoista erottui prosenttilaskun osaaminen, joka oli kaiken aikaa
huomattavasti alemmalla tasolla kuin muu matematiikan hallinta. Huomatta-
koon, ettd prosenttilaskun vaikeustasoa ei etukidteen pyritty suhteuttamaan
muiden tehtdvien vaikeustasoon. Ainakin yksi prosenttilasku, osio 26, jossa oli
kyseessd perusarvon laskeminen, oli monille oppilaille ylivoimainen. My®0s silld
seikalla saattoi olla vaikutusta, ettd prosenttilaskut oli sijoitettu testin loppuun.
Muutamat oppilaat raportoivat vastauslomakkeissaan suoritusajan riittamat-
tomyydestd. Koko testid ajatellen oli kiinnostavaa, ettd testi osoitti kahdeksan-
nen luokan aikana tapahtuneen selvdd edistymistd kaikilla testatuilla matema-
tiikkan osa-alueilla, my0s prosenttilaskussa.

7.3 Peruskoulun 6-9-luokkalaisten valmiudet algebran
opiskeluun poikittaistutkimuksen valossa

Téssd alaluvussa arvioidaan ensin algebran taitoja kokonaisuutena eri luokka-
asteilla ja kdydddn sitten yksityiskohtaisesti ldpi algebran osaamista ja algebral-
lista ajattelua mitanneet osiot (tutkimuksen padongelma 3). Algebran hallintaa
kuvasivat osittelulain soveltaminen, muuttujien kéytto ja yhtdloiden ratkaise-
minen (kohta 7.3.2). Muuttujiin ja yhtéloihin liittyvistd tulkinnoista ja ratkaisu-
tavoista pddteltiin minkéd tasoista oppilaiden matemaattinen ajattelu oli algeb-
ran alueella. Erityisen huomion kohteena oli oppilaiden aritmeettinen ajattelu
yhtédloiden ratkaisemisessa (kohta 7.3.3). Lopuksi kohdassa 7.3.4 kootaan yhteen
niitd ongelmia, joita oppilailla esiintyi algebran alueella.

7.3.1 Algebran taidot eri luokka-asteilla

Ongelma 3.1

Esialgebra maédriteltiin tdaméan tutkimuksen ndkokulmasta luvussa 6. Osittelu-
lain soveltaminen sekd muuttujan lausekkeiden laatiminen ja tunnistaminen
edustavat esialgebraa. Vaikka osa poikittaistutkimuksessa kdytetyistd yhtaloista
kuuluisi helppoutensa takia esialgebraan, késitellddn yhtédloiden hallitsemista
erillisend algebran osa-alueena.

Kuvion 25 perusteella kuudesluokkalaiset hallitsivat osittelulain yhtd hy-
vin kuin yhdeksé&sluokkalaiset ja selvdsti paremmin (ero t-testilld, 6./8.1k, p =
0,000) kuin seitsemds- ja kahdeksasluokkalaiset. Muuttujan hallinta naytti ole-
van kuudes- ja seitsemdsluokkalaisilla samaa tasoa (n. 30 %), miké oli selvasti
alhaisempi kuin ylemmilld luokilla (ero t-testilld, 6./8.1k, p = 0,000). Osiokoh-
tainen vertailu (kuvio 25) ndytti, ettd muuttujan kasittelyssa kuudesluokkalaiset
olivat selvisti seitsemds- ja kahdeksasluokkalaisia heikompia ainoastaan osios-
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sa 19 (ero t-testilld, 6./7.1k, p = 0,000), jossa piti muodostaa muuttujan sisdltava
suorakulmion alan lauseke. Yhtdloiden ratkaisemisessa (kuvio 25) kuudesluok-
kalaiset olivat jopa taitavampia kuin seitsemds ja kahdeksasluokkalaiset (ero t-
testilld, 6./8.1k, p = 0,045), mutta hévisivit selvasti yhdeksdsluokkalaisille (ero t-
testillda, p = 0,000).
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Luokka-aste

KUVIO 25 Ratkaisuprosentit (koko koehenkiltjoukosta laskettuna, N = 1019) algebran
osa-alueilla (osittelulaki, muuttuja, yhtdlot) luokka-asteittain

Osiot 16 ja 18 edustavat lausekkeen tunnistamista ja osio 19 lausekkeen tuotta-
mista. Kuviosta 26 havaitaan, ettd selvésti helpoin muuttujiin liittyva tehtdva oli
luonnollisen luvun n seuraajan tunnistaminen (osio 16). Siind onnistui yli puo-
let oppilaista. Astetta vaativammaksi tehtdviksi osoittautui pojan pituuden lau-
sekkeen tunnistaminen (osio 18). Vaikein tehtdvéa taas oli laatia suorakulmion
alan lauseke, kun siihen sisdltyi muuttuja (osio 19).

Alemmilla luokilla itse alan laskeminenkin saattoi tuottaa vaikeuksia. Jot-
kut laskivat alan asemesta piirin tai korvasivat muuttujan numeroluvulla. Vain
muutama kuudesluokkalainen ja kymmenesosa seitseméasluokkalaisista onnis-
tui tdssd tehtdvdssd. Ratkaisun onnistuminen ndytti muuttuvan luokka-
asteittain samansuuntaisesti kaikissa kolmessa osiossa, kuvio 26. Ndiistd osioista
muodostui kolmitasoinen hierarkia, jossa tasojen vili ratkaisuprosentilla arvioi-
tuna oli noin 20 prosenttiyksikkod. Alinta tasoa edusti luonnollisen luvun seu-
raajan tunnistaminen, toista tasoa muuttujan siséltdvan mittaluvun tunnistami-
nen ja ylintd tasoa muuttujan siséltdvan lausekkeen konstruointi.
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KUVIO 26 Muuttujan lausekkeiden tunnistaminen ja laatiminen poikittaistutkimuksessa,

osiot 16, 18 ja 19

TAULUKKO 17 Suorakulmion alan lausekkeen konstruoinnissa esiintyneitad vaihtoehtoja

Osio 19. Ilmoita oheisen suorakulmion alan lauseke

Prosenttia
vastanneista

(N =599) valitsi
taman

5 menetelman
i
a
Ratkaisutapa tai virheellinen tulkinta
Saatu oikea lauseke 5-(a+ 3) tai 5a + 15 28,1
Algebrallinen virhe tai 573 tai 5-a3=>5a° tai3a + 5 tms. 33,1
Laskettu alan asemasta piiri 5 +5+a + 3 + a + 3 tms. 3,6
Pelkkéd numerolauseke a=2-5 tai 3-5 tai 5-3:2= 28,1
Mitattu kanta ja korkeus cm:ssa tai muu virhe 71
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Taulukossa 17 on esitetty oppilaiden ratkaisuja suorakulmion alan muodosta-
miseksi osiossa 19. Vajaa kolmannes vastanneista pddtyi oikeaan ratkaisuun.
Yhtd suuri osa vastaajista késitteli lauseketta kuin ei muuttujaa olisi ollut lain-
kaan. Yksi kolmannes taas hyvidksyi muuttujan lausekkeeseen, mutta teki al-
gebrallisen laskuvirheen. Noin seitsemdn prosenttia vastaajista turvautui mit-
taamiseen ja ilmoitti tuloksen cm-asteikolla.

7.3.2 Lineaaristen yhtiloiden ratkaiseminen oppilaiden algebrallisen
ajattelun kuvaajana

Ongelma 3.2

Poikittaistutkimuksessa oli kolme suoranaisesti yhtdlon ratkaisemiseen liittyvad
tehtdvéad ja lisdksi yksi tehtdvéd, jossa piti tunnistaa ekvivalentti yhtédloryhma.
Seuraavassa yhtdlotehtdvat on esitetty jarjestyksessd helpoimmasta vaikeimpaan
ennakkoarvioiden perusteella. Ensimmadisend on numeerinen yhtdls. Ratkaisu-
vaihtoehdoista laaditut osiokohtaiset luokittelut ovat taulukoissa 18, 19 ja 20.

TAULUKKO 18  Osion 22 ratkaisuvaihtoehtojen toteutuminen

Osio 22. Mika luku tulee sijoittaa tyhjaan ruutuun, jotta seuraava | Prosenttia

yhtalo olisi tosi? vastanneista
(235+[ ]) + (679 -122) =235 +679 N =708

Vaakaperiaate: samat termit eliminoitu puolittain,

. 30,9
oikea tulos 122

. . rqac] g Oikein 04

Ekvivalentti yhtdloketju Vadrin 0.8
Aritmeettinen ajattelu: Laskemalla molemmat Oikein 13,4
puolet erikseen Viaidrin 11,8
Eritteleméton virhe 42,7

Taulukosta 18 ndhdddn, ettd noin 31 % vastaajista ymmarsi yhtdlon rakenteen
kahden lausekkeen merkittynd yhtdsuuruutena, koska he osasivat eliminoida
yhtdlon molemmilla puolilla esiintyvdn saman termin. Toisaalta noin 13 pro-
senttia vastaajista pddtyi oikeaan tulokseen aritmeettisin menetelmin laskemalla
yhtdlon kummankin puolen erikseen. Osioon 20 sisdltyi lausekkeiden vertai-
luun perustuva esialgebran yhtdlo. Oppilaiden tekemien ratkaisujen vertailussa
pdddyttiin viiteen ryhmaéén, taulukko 19.

Taulukon 19 perusteella noin 56 % vastanneista padtyi oikeaan ratkaisuun.
Tosin alle puolet koehenkilvistd vastasi tdhdn tehtdvadn. Ilmeisesti kirjainlau-
sekkeet sindnsd estivdt osaa oppilaista syventymadstd tehtdvaan. Poikittaistut-
kimuksen osioissa oli yksi algebrallinen yhtdlo, osio 15. Sen ratkaisut jaettiin
kuuteen ryhmaan. Taulukon 20 perusteella noin 8 % vastanneista osasi muo-
dostaa algebrallisen yhtdlon ratkaisusta ekvivalentin yhtdloketjun. Toisaalta
melkein sama maard eli noin 7 % vastaajista padtyi kokeilemalla tai eri tavoin
padttelemalld oikeaan ratkaisuun.
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TAULUKKO 19 Lausekeyhtidlon ratkaisemisessa esiintyneitd vaihtoehtoja

Osio 20.  Etsi sellainen luku x, ettd lausekkeet 4-X — 7 ja Prosenttia
-~ vastanneista
8 - x ovat yhtd suuret? N = 504
Yht&lon ratkaisu tai kokeilu, oikea tulos x =3 56,4
Yhtdsuuruus selvitetty, tulos vaéars, g7
aritmeettinen ajattelu ¢
Vasemmalla eri x kuin oikealla, vastinparit,
aritmeettinen ajattelu 125
Virheellinen yhtadlon ratkaisutekniikka, esim. 33
4-X=7=4X-7-8-Xx=3Xx-7-8=3x-15 ’
Muu virheellinen ratkaisutapa 19,1

Osiot 15 ja 20 sisdlsivdt matemaattiselta kannalta saman yhtdlon. Vain niiden
sanalliset ratkaisuohjeet olivat erilaiset. Kun verrataan tehtdvien 15 ja 20 ratkai-
suosuuksia, havaitaan, ettd kun yhtalo esitettiin kahden lausekkeen yhtdsuu-
ruuden vertailuna (osio 20), sen ratkaisi ldhes nelinkertainen maara verrattuna
algebrallisen yhtdlon (osio 15) ratkaisseiden mddrdaan. Nayttad siltd, ettd yhtdlon
ratkaisun onnistuminen riippuu oleellisesti siitd, miten yht&lo on esitetty. Kuvi-
osta 27 havaitaan, ettd numeerinen yhtdlo edusti suunnilleen samaa vaikeusta-
soa kuin kahden lausekkeen vertailuna esitetty yhtdlo. Nama tehtdaviat onnistui
ratkaisemaan reilu neljannes kuudennesta kahdeksanteen luokkien oppilaista.
Vasta yhdeksdnnelld luokalla ratkaisuprosentti oli selvidsti korkeampi, lause-
keyht&lossa noin 41 % ja numeerisessa yhtalossad noin 44 %.

TAULUKKO 20 Algebrallisen yhtdlon ratkaisemisessa esiintyneitd vaihtoehtoja

Prosenttia vastanneista
Osio 15.  Ratkaise x yhtilosta X—8=7—-4-X N = 521
Ekvivalentti yhtdloketju (vaakaperiaate), 5
oikea tulos x =3 8,
Kokeilu tai oikea tulos ilman perustelua 71
Algebrallinen virhe, yhteenlasku <> kertolasku tai
tuntematon jaanyt lausekkeeseen 157
Kaksi eri ratkaisua, esim. x =15ja 5 55
Aritmeettinen ajattelu: ensimméinen luku oikealla
on vasemman puolen tulos, esim. x =15 tai x =1 37,5
Muu virheellinen ratkaisutapa 25,9

Samaa jakaumaa noudatteli algebrallisen yhtédlon ratkaisuprosentti. Tosin sen
ratkaisemisessa onnistui vain yksi kahdestakymmenestd kuudennesta kahdek-
santeen luokkien oppilaista ja joka viides yhdeksdnnen luokan oppilaista. Kun
sama algebrallinen yhtdlo esitettiin lausekkeiden vertailutehtdvand, kasvoi rat-
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kaisuprosentti noin 20 prosenttiyksikolld. Testissad kyseiset osiot eivét sijainneet
perdkkdin ja algebrallinen yhtdlo esiintyi ennen lausekkein esitettyd yht&loa.
Ratkaisutavoista pddtellen oppilaat eivit tunnistaneet ndiden kahden osion va-
listd yhteytta.
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KUVIO 27 Yhtdloiden ratkaisuprosentit luokka-asteittain ja yhtdlotyypeittdin koko koe
henkiljoukosta laskettuna (N = 1019)

Kuvion 27 perusteella ldhes kolmannes kuudesluokkalaisista onnistui muiden
yhtdloiden paitsi algebrallisen yht&lon (osio 15) ratkaisemisessa. He olivat kaik-
kien yhtiloiden ratkaisemisessa vahintddn yhtd taitavia kuin seitsemds ja kah-
deksasluokkalaiset. Vasta yhdeksdsluokkalaiset tekivit selvdn eron muihin
luokkiin yht&lon tyypistd riippumatta. Vain muutama kuudennesta kahdeksan-
teen luokkien oppilas onnistui ratkaisemaan algebrallisen yht&dlon. Yhdeksés-
luokkalaisista sen ratkaisi viidennes.

7.3.3 Oppilaiden aritmeettinen ajattelutapa algebran alueella

Ongelma 3.3

Aritmeettisella ajattelulla tarkoitetaan tdssd yhteydessd sitd, ettd oppilas tahtaa
suorituksessaan ainoastaan lopputulokseen. Han voi kirjoittaa pitkid yhtédloket-
juja, jotka eivit pidd paikkaansa. Tdssd luvussa tarkastellaan aritmeettisen ajat-
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telutavan esiintymistd eri luokka-asteilla ja yhteyttd muuhun matematiikan
osaamiseen.
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KUVIO 28 Oppilaiden jakaantuminen aritmeettisen ajattelun indeksiluokkiin (N = 1019),
[Areq = O tarkoittaa, ettd oppilaan suorituksissa ei ilmennyt aritmeettista ajatte-
lua, IAreq > O tarkoittaa, ettd oppilas sovelsi 1-3 yhtdlossd (osiot 15, 20 ja 22)
aritmeettista ajattelua

Kuvion 28 perusteella nédyttdd siltd, ettd kuudes ja seitseméasluokkalaisista ldhes
60 prosentilla esiintyi aritmeettista ajattelua ainakin yhdessa yht&lon ratkaisus-
sa kolmesta mahdollisesta tapauksesta (osiot 15, 20 ja 22). Kahdeksas ja yhdek-
sdsluokkalaisilla aritmeettinen ajattelu oli viahentynyt siten, ettd yhdeksasluok-
kalaisilla sitd esiintyi endd vajaalla kolmanneksella vastanneista. Kun verrattiin
keskenddn niitd oppilaita, joilla ei esiintynyt aritmeettista ajattelua (N = 515) ja
niitd, joilla esiintyi aritmeettista ajattelua (N = 416), havaittiin, ettd aritmeettisel-
la ajattelulla ei ollut merkitsevdd yhteyttd koko testin, verrannollisuuden eika
algebran tulokseen (koko testi t(929) = 1,26, p = 0,208, verrannollisuus t(929) =
0,86, p = 0,392 ja algebra t(929) = 1,36, p = 0,174). Tama havainto viittaa siihen,
ettd kokeilu ei ole muita menetelmid huonompi yhtiloiden ratkaisemisen alku-
vaiheessa.

Osiossa 15 aritmeettinen ajattelu ndytti kuvion 29 perusteella hieman ka-
ventaneen testin kokonaispistemddrien jakaumaa kummastakin pddstd. Arit-
meettisen ajattelun soveltaminen ei tdssdkddan ndyttanyt olevan yhteydessé tes-
tin kokonaispistemddrdan. Kaikkien oppilaiden kokonaispistemddrien keskiar-
vo oli 5,38 pistettd ja aritmeettista ajattelua osoittaneiden vastaava keskiarvo
5,35 pistetta.
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KUVIO 29  Aritmeettisen ajattelun (osiossa 15) yhteys oppilaan testin kokonaispisteméé-
rdan (N = 521)

Aritmeettinen ajattelu (liite 9) nédytti olevan algebrallisen yhtdlon ratkaisemises-
sa selvésti yleisempdd (5,5 % + 37,5 % eli 43 % vastanneista) kuin numeerisen
yhtdlon ratkaisemisessa (13,4 % + 11,8 % eli n. 25 % vastanneista). Ero selittynee
osaltaan silld, ettd aritmeettinen yhtalo oli oppilaille tutun ndkdinen ja houkut-
teli suoriin numerolaskuihin sen sijaan, ettd miettisi lukujen siirtelemistd tai
eliminointia. Numeerisen yhtédlon ratkaisussa reilu puolet aritmeettista ajattelua
soveltaneista pddtyi oikeaan ratkaisuun, kun algebrallisessa yhtdlossd tamaé ei
onnistunut keneltdkddn. Lausekkeiden vertailussa aritmeettista ajattelua sovel-
taneista noin 9 %:la oppilaista oli edellytykset oikeaan ratkaisuun, mutta he
tekivat vadran johtopddtoksen. Ilmeisesti aritmeettinen ajattelu toimii hyvin
numeerisissa yhtdloissd mutta ei lainkaan algebrallisten yhtdldiden ratkaisemi-
sessa.

Numeerinen yhtdlo (liite 9) houkutteli enemmaén oppilaita vastaamaan
(708 oppilasta eli 71 % koehenkiltjoukosta) kuin kirjainlausekkeita sisaltavat
yhtdlot (lausekeyhtdlossa 504 oppilasta eli 51 % ja algebrallisessa yhtédlossa 521
oppilasta eli 53 % koehenkiljoukosta). Numeerisessa yhtdlossd vaakaperiaatet-
ta sovelsi onnistuneesti 22 % kaikista testiin osallistuneista. Algebrallisessa yh-
talossd vastaava osuus oli 4-8 %. Vaihteluvali johtuu siitd, ettd puolet algebralli-
sessa yhtdlossd oikean vastauksen saaneista oli padtynyt ratkaisuun joko kokei-
lemalla tai arvaamalla. T4ll6in ei saatu varmuutta siitd, miten he olivat ymmar-
taneet yhtdlon rakenteen. Toisaalta 29 % oppilaista osasi ratkaista saman yhta-
16n, kun se esitettiin kahden lausekkeen yhtd suuruutena. Nayttdd siltd, etta
oppilaiden on vaikea ymmartdd symbolein esitettyd yhtdlod. Yhtdlon esittami-
nen numeerisesti (piilotettu luku) tai algebrallisten lausekkeiden vertailemisen
ndkokulmasta helpottavat yhtdlon ymmaértamistd, vaikka ne johtaisivat samoi-
hin matemaattisiin operaatioihin kuin vastaava symbolein esitetty yhtalo.

Kuviossa 30 on esitetty arvioita oppilaiden osoittamasta strukturaalisesta
ajattelusta yhtdloiden ratkaisemisessa. Ylin kayra liittyy yhtdloon, jossa piti sel-
vittdd, milld muuttujan arvolla kaksi lauseketta saavat saman arvon (osio 20).
Kyseisessd tehtdvdssd yhtdlon struktuuri on esitetty oppilaille valmiina. Siitd
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huolimatta ldhes kymmenesosa vastaajista, laskettuaan lausekkeiden arvot oi-
kein, ei osannut ilmoittaa tehtivin ratkaisua.
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— = — Lausekeyhtalo
(N=504)

—e—Numeerinen 32,1 26,1 34,7 44,0
yhtalo (N=708)
—a— Algebrallinen 0,0 1,1 0,6 30,3
yhtalo (N=521)

KUVIO 30 Strukturaalinen ajattelu yhtdloiden ratkaisemisessa poikittaistutkimuksen
mukaan

Kun sama yhtdlo esitettiin algebrallisessa muodossa (osio 15), tosin termit eri
jarjestyksessd, kuudes-, seitsemds- ja kahdeksasluokkalaisista vain pari oppilas-
ta ymmarsi, mistd on kysymys. Kuitenkin noin 3 % mainittujen luokkien oppi-
laista (N = 779) onnistui jotenkin kokeilemalla saamaan oikean lopputuloksen.
Heiddn joukossaan oli myos kuudesluokkalaisia. Vasta yhdeksasluokkalaiset
osasivat muodostaa ekvivalentin yhtdloketjun ja pdatyivat sitd kautta oikeaan
ratkaisuun. Kuvion 30 perusteella algebrallisen yhtdlon ratkaisemisessa onnis-
tui noin 30 % tehtdvddn vastanneista yhdeksasluokkalaisista. Kun otetaan
huomioon koko koehenkilsjoukko (N = 1019), osoitti strukturaalista ajattelua
algebrallisen yht&dlon ratkaisemisessa noin 5 % kaikista luokkien 6-9 oppilaista.
Jos sama osuus lasketaan testiin osallistuneista yhdeksasluokkalaisista (N=240),
strukturaalista ajattelua osoitti noin 19 % heista.

Kuvion 30 perusteella kuudennen, seitsemédnnen ja kahdeksannen luokan
oppilailla ei esiintynyt juuri lainkaan strukturaalista ajattelua algebrallisen yh-
talon ratkaisemisessa. Numeerisen yhtdlon voi ratkaista miettimédttd sen enem-
pdd, millaista matematiikan rakennetta yhtélé edustaa. Noin kolmannes vas-
tanneista ndytti ymmartdvan numeerisen yhtdlon rakenteen. Kahden lausek-
keen vertailuna esitetyn yhtdlon rakenne oli tehtdvassd jo selvitetty, joten ei ole
ihme, ettd yli puolet oppilaista onnistui ratkaisemaan kyseisen tehtavan.
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Tamaén tutkimuksen mukaan strukturaalista ajattelua algebrallisen yhtdlon
ratkaisemisessa osoitti noin 8 % vastanneista (N = 521) ja alle 5 % koko koehen-
kilsjoukosta (N = 1019). Huomattakoon, ettd lisdksi noin 7 % vastaajista eli noin
4 % koehenkildjoukosta osasi ratkaista algebrallisen yhtdlon kokeilemalla, jol-
loin heiddn mahdollisesta strukturaalisesta ajattelustaan ei saatu tietoa. On siis
mahdollista, ettd koehenkiltjoukosta ldhes 9 % olisi ymmartanyt algebrallisen
yhtélon rakenteen.

7.3.4 Algebran ymmairtimisen ongelmia eri luokka-asteilla

Ongelma 3.4

Osittelulakia soveltaessa jotkut oppilaat kertoivat vain yhden summan jasenen
tai laskivat seuraavaan tapaan 5-(a+3)=3a+5. Muuttuja saatettiin hylata lau-
sekkeesta tai toisaalta yhtdloitd ratkaistessa tuntematon jattdd ratkaisulausek-
keeseen. Potenssin kasitteeseen liittyi virheellinen tulkinta 5-a3=5a°®, jossa tu-
lontekijd muuttui eksponentiksi. Algebrallisesta yhtdlostda 4- x—7 =8— X kehit-
tyi yhtédloketju 4-Xx—7—-8—x=3x—-7-8=3x-15. Termien siirto tapahtui kuten
yhtélossd, tosin merkkivirheen kera, sitten jatkui lausekkeen sievennys. Yhtilon
ja lausekkeen késite menivit sekaisin.

Yhtdlon kanssa ekvivalenttina oppilaat pitivat ldhinnd vain sellaista yhta-
164, jossa oikea ja vasen puoli olivat vaihtaneet paikkaansa. Oppilaat osaisivat
laskuteknisesti ratkaista yhtdlon, mutta he eiviat ymmarrad, mitd heiddn edellyte-
tadn tekevan. Tarked piirre nédytti olevan se, ettd tehtdvastd saadaan “kunnolli-
nen” vastaus, joka on numeroluku. Nayttds siltd, ettd varsinkin alemmilla luo-
killa kirjainluvut ovat ldhinna kielellisid symboleja, joilla ei ole luvun merkitys-
ta.

Yhtdloa ratkaistessa saattoi yhteenlasku vaihtua kertolaskuksi tai pdinvas-
toin. Tuntematon saattoi myos jadda ratkaisun lausekkeeseen tai se unohdettiin
kokonaan.

Vakiotermi ja tuntemattoman sisdltdva termi saatettiin yhdistdd, esimer-
kiksi 7—-4-x =3 x. T4lloin laskujdrjestys oli virheellinen. Aritmeettinen ajattelu,
jossa yleensd pidettiin jotakin yhtdlon oikean puolen lukua vasemman puolen
laskun tuloksena, johti seuraavanlaisiin tulkintoihin:

x-8=7-4- xkoskax -8 =7 tiytyy olla x = 15, joten
15-8=7-4-15 tai
1-8=7-4-1jolloin on tullut myos merkkivirhe 1 - 8 = 7.

Aritmeettista ajattelua kayttden monet paddtyivat numeerisessa yhtédlossd (osio
22) oikeaan ratkaisuun. He siis ymmadrsivat kuitenkin sen, ettd oikean ja va-
semman puolen lausekkeista pitdd saada sama tulos, vaikka eivit ndhneet yhta-
164 kokonaisena struktuurina. Toisaalta lausekkeita verratessa (osio 20) muu-
tamat saivat lausekkeille saman arvon, jonka he ilmoittivat vastaukseksi. He
eivdt siis ymmartidneet, ettd ratkaisu on se x:n arvo, jolla lausekkeet saavat sa-
man arvon. Myos tdtd menettelyd pidettiin aritmeettisena ajatteluna. Algebralli-
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sessa yhtdlossd (osio 15) kukaan aritmeettista ajattelua soveltaneista ei paatynyt
oikeaan ratkaisuun. Kuvioon 31 on koottu tiedot aritmeettisen ajattelun esiin-
tymisestd yht&dloiden ratkaisemisessa.
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—e—Algebrallinen 67,4 62,5 47,7 9,0
yhtalo (N=521)
—m— Lausekeyhtalo 37,3 24,2 22 11,0
(N=504)
—a— Numeerinen yhtalo 29,7 20,6 11,9 14,0
(N=708)

KUVIO 31 Aritmeettinen ajattelu yhtiloiden ratkaisemisessa eri luokka-asteilla

Kuvion 31 perusteella kaksi kolmannesta kuudes ja seitsemésluokkalaisista se-
kd puolet kahdeksasluokkalaisista turvautui aritmeettiseen ajatteluun algebral-
lisen yht&lon ratkaisemisessa. He siis tulkitsivat esimerkiksi, ettd ensimmdinen
luku yhtidlon oikealla puolella on vasemman puolen laskun tulos tai ettd termi-
en oikealla ja vasemmalla puolella tdytyy vastata pareittain toisiaan. Vasta yh-
deksdnnelld luokalla alettiin ndhda yhtdlo matemaattisena struktuurina.

Numeerisen yhtdlon ja kahden lausekkeen vertailuna esitetyn yhtdlon tul-
kinnat vaihtelivat huomattavasti vahemman eri luokka-asteiden vililla. Niissa-
kin aritmeettinen ajattelu vaheni selvésti ylemmille luokille mentdessd. Numee-
risessa yhtdlossd aritmeettinen ajattelu tarkoittaa sitd, ettei huomata eliminoida
yhtdlon molemmilta puolilta samaa termid. Tehtdvan kasittely voi silti johtaa
oikeaan lopputulokseen. Algebrallisessa yhtdlossd sama toimenpide usein alen-
taa yhtdlon abstraktiotasoa, koska yhtdlon termit vdhenevit ja mahdollisesti
tuntematon esiintyy toimenpiteen jdlkeen vain yhdessa termissa.



118

7.4 Yhteenveto tuloksista

Tdssd luvussa vertaillaan pitkittdis- ja poikittaistutkimuksen tuloksia yhtaaltd
luokkatason ndkokulmasta ja toisaalta verrannollisuuden, prosenttilaskun ja
algebran alueilla. Luvun lopussa (kohdassa 7.4.4) tarkastellaan oppilaiden ma-
temaattista ajattelua aritmetiikasta algebraan siirtymisen kannalta. Pitkittdistut-
kimuksessa seurattiin oppilaiden matematiikan osaamista noin neljan vuoden
ajan. Poikittaistutkimus taas kohdistui samanaikaisesti neljadn perdkkdiseen
ikdluokkaan. Molemmissa tutkimuksissa mittaukset tehtiin toisiaan vastaavina
ajankohtina kuudennen, seitsemdnnen, kahdeksannen ja yhdeksdnnen luokan
syksylla. Lisdksi pitkittdistutkimuksessa tehtiin yksi mittaus peruskoulun péaat-
tovaiheessa.

7.4.1 Keskeiset matematiikan tiedot ja taidot luokilla 6-9

Ongelma 1

Pitkittdistutkimuksessa koko testistd suoriutuminen heikkeni hieman kuuden-
nelta seitsemédnnelle ja edelleen kahdeksannelle luokalle siirryttdessd. Sama
notkahdus nédkyi matematiikan todistusarvosanoissa (tuloksia havainnollistet-
tiin kuviossa 7.1). Tdllainen kehitys saattoi johtua osaltaan koulun vaihtumises-
ta ja luokanopettajan vaihtumisesta aineenopettajaan. Suurin syy notkahduk-
seen lienee kuitenkin ollut testin monipuolistuminen ja vaikeutuminen.

Pitkittdistutkimuksessa heikoimman ja parhaimman viidenneksen testien
ratkaisuprosenttien vélinen ero oli kaventunut kuudennen luokan syksyn 49
prosenttiyksikostd yhdeksdnnen luokan kevddan 28 prosenttiyksikkoon. Mutta
kun jako viidenneksiin tehtiin uudelleen peruskoulun péaittyessd, havaittiin,
ettd parhaan ja heikoimman viidenneksen vilinen ero oli 61 prosenttiyksikkoa.
Vaikutti siltd, ettd kuudennen luokan alussa havaittavat oppilasryhmien viliset
suorituserot kaventuivat huomattavasti yldasteen aikana. Toisaalta oppilaiden
suoriutuminen yksildtasolla muuttui siten, ettd erot heikoimpien ja parhaimpi-
en ryhmien suoritustasojen vililld todellisuudessa kasvoivat.

Peruslaskutaitoja (mittarina testien yhteiset osiot) arvioitiin vain pitkittdis-
tutkimuksessa. Havaittiin, ettd oppilaiden peruslaskutaidot paranivat vuosi
vuodelta. Vaikka muutos oli vain kolmesta seitsemddn prosenttiyksikkod, sitd
voitiin pitdd osoituksena laskutaitojen kehittymisestd. Etukdteen saattoi nimit-
tdin olettaa, ettd testitulokset heikkenisivit, kun oppitunneilla alettiin kayttaa
laskimia ja testi oli kuitenkin suoritettava ilman laskinta. Peruslaskutaitojen
muutokset kuudennelta seitsemédnnelle luokalle ja kahdeksannelta yhdeksan-
nelle luokalle olivat my®s tilastollisesti merkitsevid (t-testilld muutos 6./7.1k p =
0,000, muutos 8./9.1k p = 0,021). Muutokset saattoivat johtua osittain siitd, etta
sekd ala-asteen ettd yldasteen loppuvaiheessa opetuksella pyritddn varmista-
maan kaikkien oppilaiden peruslaskutaidot.

Murtolukutehtdvistd suoriutuminen parani jonkin verran neljan vuoden
aikana. Vidhiten parannusta tapahtui esialgebran taidoissa. Pitkittdistutkimuk-
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sen mukaan heikoin viidennes jdi eniten parhaasta viidenneksesta jalkeen mur-
tolukujen hallinnassa. Kuudennen luokan alkaessa ratkaisuprosenttien ero oli
63 ja peruskoulun pddttyessd 60 prosenttiyksikkdd. Sen sijaan esialgebran tai-
doissa parhaiden ja heikoimpien vilinen ero oli seurannan alussa 28 ja lopussa
22 prosenttiyksikkod.

Prosenttilaskun taitoja mitattiin ensimmadisen kerran seitsemédnnen luokan
syksylld, jolloin pitkittdistutkimuksen mukaan noin neljannes oppilaista suoriu-
tui ndistd tehtdvistd. Vaikka prosenttilaskenta oli seitsemédnnen luokan opetus-
suunnitelman keskeinen osa-alue, ndyttiviat prosenttilaskun taidot suorastaan
heikkenevan kahdeksannen luokan syksyyn mennessd. Siitd huolimatta pro-
senttilaskenta hallittiin kohtalaisesti yhdeksédnnen luokan syksylld (ratkaisupro-
sentti n. 36). Peruskoulun pddttyessd ldhes puolet oppilaista suoriutui ndista
tehtdvistd (yhteenveto tuloksista esitettiin taulukossa 10). Naytti siltd, ettd kah-
deksannen luokan aikana oppilaiden matemaattinen ajattelu oli kehittynyt sii-
hen suuntaan, ettd prosenttilaskun idea alettiin ymmartdd. Kahdeksannen luo-
kan opetuksessa verrannollisuuden painottuminen saattoi osaltaan auttaa asiaa.
Poikittaistutkimuksen mukaan pojat hallitsivat verrannollisuuden (t-testi,
t(1017) = 3,50, p = 0,000) ja prosenttilaskennan (t(905) = 2,26, p = 0,024) tyttoja
paremmin. Yhdeksdnnen luokan alussa prosenttilaskennan hallitsi noin viiden-
nes oppilaista. Poikittaistutkimuksen mittarissa yksi kolmesta prosenttilaskun
osiosta edellytti perusarvon laskemista, mikd alensi jonkin verran prosenttilas-
kennan suoritustasoa.

7.4.2 Verrannollisuuden hallinnan ja algebran hallinnan vilinen yhteys

Ongelma 2

Merkittavin muutos kuudennelta seitsemdnnelle luokalle oli pitkittdistutki-
muksessa murtolukujen hallinnan ja poikittaistutkimuksessa verrannollisuuden
hallinnan paraneminen. Verrannollisuuden hallintaa testattiin poikittaistutki-
muksessa murtolukulaskuissa ja sanallisissa verrantotehtdvissd. Murtoluvun
muuttamisen desimaaliluvuksi hallitsi yli puolet luokkien 6-9 oppilaista (N =

1007). Neljdnnes vastaajista valitsi visuaalisen tulkinnan (2=54). Tarkempi

analysointi osoitti, ettd visuaalisen tulkinnan valinneilla oli suuria vaikeuksia
kaikilla tutkituilla matematiikan osa-alueilla, erityisesti prosenttilaskussa.

Oppilailla nédytti olevan murtolukujen laskusddantoihin liittyvdd ndenndis-
tietoa. Satunnaisiin algoritmeihin turvautuminen murtolukutehtédvissa naytti
sitd yleisemmaltd, mitd vaativampi tehtdva oli. Poikittaistutkimuksen mukaan
puolet vastaajista tunnisti viiden vaihtoehdon joukosta sanallisesti esitetyn
murtolukujen laventamissddnnon, mutta heistd vain kolmannes erotti kaytan-
ndssd murtolukujen kertomisen ja laventamisen. Koko koehenkiljoukosta nel-
jannes hallitsi murtolukujen kertolaskun. Tyypillinen virhe murtoluvun kerto-
misessa kokonaisluvulla oli se, ettd kerrottiin sekd osoittaja ettd nimittdja. Ky-
seinen virhe oli yhtd yleinen kuudennella kuin yhdeksdnnelld luokalla, noin 43
prosentilla oppilaista.



120

Pitkittdistutkimuksessa verrattiin oppilaiden suoriutumista sanallisesta ver-
rantotehtdvéastd ja samaan matemaattiseen rakenteeseen johtavasta prosenttiteh-
tavastd. Seitsemdnnen luokan syksylld verrantotehtdvéastd suoriutui noin 47 % ja
prosenttitehtdvastd noin 15 % oppilaista (N = 87). Yhdeksdnnen luokan kevaalla
verrantotehtdvistd suoriutui noin 46 % ja prosenttitehtdvidstd noin 30 % oppilais-
ta (N = 85). Poikittaistutkimuksen vastaava tulos oli samansuuntainen. Verranto-
tehtdvéastd suoriutui noin 42 % ja prosenttitehtdvastd noin 21 % kaikista seitse-
méannestd yhdeksdnteen luokkien oppilaista (N = 907).

Verratessa peruskoulun oppilaiden matematiikan taitoja eri luokka-
asteilla havaittiin, ettd kuudennen luokan alkaessa algebran ja verrannollisuu-
den taidot olivat samaa tasoa, ratkaisuprosentti poikittaistutkimuksessa oli noin
31 %. Seitseménnelld ja kahdeksannella luokalla ndma taidot erkanivat selvésti
algebran tappioksi, mutta palautuivat taas yhdeksdnnen luokan alussa ldhes
samalle tasolle, ratkaisuprosentti algebrassa oli noin 43 ja verrannollisuudessa
noin 45. Verrattaessa algebran ja verrannollisuuden taitoja kuudennen ja seit-
semdnnen luokan valilld, havaittiin, ettd algebran mittaustulokset seitseméannel-
la luokalla olivat noin nelja prosenttiyksikkéd heikommat kuin kuudennella
luokalla. Vastaavasti verrannollisuuden mittaustulokset olivat yhdeksan pro-
senttiyksikkod paremmat kuin kuudennella luokalla. On kuitenkin huomattava,
ettd mahdollista koulun vaikutusta ei kontrolloitu. Vertailussa kuudesluokka-
laiset (N = 112) olivat eri oppilaita kuin seitsemdsluokkalaiset (N = 317). Tutki-
mukseen osallistuneista seitsemésluokkalaisista vain kolmannes oli ldhtoisin
samoilta ala-asteilta kuin edelld mainitut kuudesluokkalaiset.

Heikkoa verrannollisuuden hallintaa ja alkeellisten virheiden kasaantu-
mista tietyille oppilaille kuvattiin verrannollisuuden virheindeksilld. Koko tut-
kimusjoukossa virheindeksin ja algebran pistemddrdn vilinen korrelaatioker-
roin oli -0,449 (N = 1019, p = 0,000) ja verrannollisuuden pisteméédran ja algeb-
ran pistemddrdn vilinen korrelaatiokerroin 0,504 (N = 1019, p = 0,000). Korre-
laatiot viittaavat siihen, ettd alkeellisten virheiden kasaantuminen oppilaalle
merkitsi heikkoa algebran osaamista. Virheindeksi ei kuitenkaan selittanyt
heikkoa algebran osaamista yhtddn enempéad kuin verrannollisuuden suoritus-
pistemddrd. Tama merkitsee sitd, ettd verrannollisuuteen liittyvit tehtdvat mit-
tasivat huomattavassa madrin samoja matematiikan taitoja kuin algebran tehta-
vidt. Vaikuttaa siltd, ettd tdmén tutkimuksen perusteella verrannollisuuden hal-
lintaa ei voi pitdd algebran hallinnan edellytyksena.

7.4.3 Peruskoulun 6-9-luokkalaisten valmiudet algebran opiskeluun

Ongelma 3

Esialgebran taidoissa ei kuudennen ja seitsemdnnen luokan vililld havaittu
muutosta pitkittdistutkimuksen mukaan ja poikittaistutkimuksen mukaan al-
gebran taidot olivat seitsem&nnelld hieman heikommat kuin kuudennella luo-
kalla (t-testi, p = 0,005). Algebrassa kuudennen ja kahdeksannen luokan taidot
olivat samaa tasoa ja vihdn paremmat kuin seitsemdnnelld luokalla. Suurin pe-
rakkdisten luokkatasojen vélinen ero algebrassa oli kahdeksannen ja yhdeksan-
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nen luokan vililld. Algebran taidoissa ei havaittu merkittdvid sukupuolten vili-
sid eroja.

Pitkittdistutkimuksessa algebran ymmartdmistd mitattiin vain kahdella
osiolla, jotka toistuivat koko seurannan ajan. Osittelulain hallinta ja muuttujan
lausekkeen tunnistaminen antoivat alustavia viitteitd oppilaiden algebran tai-
doista. Kyseisten osioiden ratkaisuprosentit vaihtelivat kuudennen luokan syk-
syn noin 60 %:sta yhdeksdnnen luokan kevddan noin 70 %:iin. Poikittaistutki-
muksessa olivat mukana kaksi edelld mainittua esialgebran osiota. Lisdksi tes-
tattiin muuttujan lausekkeen konstruointia ja yhtédloiden ratkaisemista. Poikit-
taistutkimuksen mukaan muuttujan kdsitteen ymmartdminen oli kuudesluok-
kalaisilla suunnilleen samaa tasoa kuin seitsemdsluokkalaisilla. Tosin kuudes-
luokkalaiset onnistuivat lausekkeiden tunnistamisessa paremmin kuin seitse-
maésluokkalaiset ja vastaavasti lausekkeen muodostamisessa heikommin kuin
seitsemdsluokkalaiset. Muuttujan kisitteen hallinnassa kuudes- ja seitsemads-
luokkalaiset olivat kuitenkin alemmalla tasolla kuin kahdeksas- ja yhdeksés-
luokkalaiset.

Poikittaistutkimuksen mukaan helpoin muuttujiin liittyva tehtdva oppi-
laille oli luonnollisen luvun seuraajan tunnistaminen, jossa onnistui yli puolet
oppilaista. Kolmannes kuudennen ja seitsemadnnen luokan oppilaista sekd vajaa
puolet ylempien luokkien oppilaista tunnisti pojan pituuden lausekkeen, joka
sisdlsi muuttujan. Pitkittdistutkimus antoi jo viitteitd siitd, ettd muuttujiin liitty-
vdt monivalintatehtdvit eivit olleet kovin luotettavia. Niinpd tdssd voitaneen
pitdd lausekkeen laatimista luotettavampana mittarina kuin lausekkeen tunnis-
tamista. Oppilaiden monenlaiset virhetulkinnat kirjainluvuista saattoivat olla
osasyynd monivalintatyyppisten muuttujatehtdvien epdjohdonmukaisiin rat-
kaisuihin.

Yhtdloiden ratkaisemista ei ollut pitkittdistutkimuksessa kuudes- ja seit-
semadsluokkalaisten testeissd, joten yhtédloiden hallintaa kasitelldan vain poikit-
taistutkimuksen osalta. Yhtdloiden ratkaiseminen ndytti pddosalle oppilaista
kirkastuvan vasta kahdeksannen luokan jilkeen. Yhtdloiden ratkaisutaitoja mi-
tattiin numeerisen yhtalon, lausekkeiden vertailun, algebrallisen yht&lon ja ek-
vivalentin yhtdloryhméan avulla. Yhtdlon esitystapa ndytti vaikuttavan oleelli-
sesti ratkaisun onnistumiseen. Kun arvioitiin koko koehenkiltjoukkoa
(N=1019), numeerisen yht&lon ja lausekkeiden vertailuna esitetyn yhtdlon on-
nistui ratkaisemaan noin neljannes kuudes-, seitsemds- ja kahdeksasluokkalai-
sista. Yhdeksasluokkalaisista ndmaé yhtélot ratkaisi reilu kolmannes. Algebral-
lisen yhtdlon ratkaisi vain 5 % alempien luokkien oppilaista ja 21 % yhdeksas-
luokkalaisista.

Léhes kolmannes kuudesluokkalaisista onnistui muiden yhtédloiden paitsi
algebrallisen yhtédlon (osio 15) ratkaisemisessa. He olivat kaikkien yhtiloiden
ratkaisemisessa vahintddn yhtd taitavia kuin seitsemés ja kahdeksasluokkalai-
set. Yhdeksadsluokkalaiset erottuivat selvasti alempien luokkien oppilaista yhta-
lI6iden ratkaisemisessa. Vain muutama kuudennesta kahdeksanteen luokkien
oppilas onnistui ratkaisemaan algebrallisen yhtdlon. Yhdeksasluokkalaisista sen
ratkaisi viidennes.
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7.4.4 Oppilaiden matemaattinen ajattelu luokilla 6-9 algebran opiskelun
niakokulmasta

Tutkimuksessa arvioitiin oppilaiden matemaattisen ajattelun tasoa (laatua) tar-
kastelemalla heiddn ratkaisutapojaan matematiikan testeissa erityisesti muuttu-
jiin ja yhtéloihin liittyvissd osioissa. Myos erdiden murtolukuihin liittyvien tul-
kintojen katsottiin kuvastavan oppilaiden matemaattista ajattelua. Varsinkin
vaikeissa murtoluku- tai verrantotehtdvissd oppilaat tukeutuivat usein satun-
naisiin algoritmeihin, eivitkd huomanneet ristiriitaa saamiensa tulosten ja arki-
todellisuuden vililla. Esimerkiksi sadan kalan pilkkisaaliissa saattoi oppilaiden
laskujen perusteella olla yli sata sdrked tai he padatyivat tulokseen, jonka mu-
kaan kahdelta tyontekijdltd kului aikaa tietyn tyon tekemiseen enemmain kuin
toiselta heistd yksinddn.

Poikittaistutkimuksen tuloksista muodostettiin verrannollisuuden vir-
heindeksi, jolla pyrittiin kuvaamaan alkeellisen matemaattisen ajattelun kasaan-
tumista tietyille oppilaille ja sen vaikutusta algebran hallintaan. Kyseinen in-
deksi ei kuitenkaan ndyttanyt selittdvan algebran osaamista yhtddn paremmin
kuin verrannollisuuteen liittyvistd tehtdvistd suoriutuminen. Indeksin arvo pe-
rustui seitsemddn testiosioon, jotka yhtd lukuun ottamatta (osio 10) liittyivat
verrannollisuuteen. Kullekin osiolle maéaériteltiin ratkaisutapa, jonka katsottiin
kuvastavan muita ratkaisuvaihtoehtoja alkeellisempaa matemaattista ajattelua.
Téllaista oppilaan kadyttamaa ratkaisutapaa kutsuttiin alkeelliseksi tai triviaalik-
si virheeksi. Neljd seitsemastd triviaalista virheestd oli selvasti yhteydessa heik-
koon algebran osaamiseen.

Verrannollisuuden triviaalien virheiden yhteyttd algebran hallintaan tar-
kasteltiin myos osioittain. Eniten vaikeuksia algebrassa oli niilld oppilailla, jotka
muuttivat murtoluvun desimaaliluvuksi visuaalisen mallin mukaan (5/4 = 5,4).
Mielenkiintoinen havainto oli, ettd laventamissiannon virhetulkinta: laventaes-
sa murtoluku suurenee, liittyi heikkoon algebran osaamiseen, mutta laventami-
sen kdyttd kertomisen asemasta ei liittynyt. Implisiittisen ilmaisun pitdminen
eksplisiittisend taas liittyi heikkoon algebran osaamiseen.

Verrannollisuuteen liittyvien virhetulkintojen tarkastelu viittasi siihen,
ettd arkitodellisuuden kanssa ristiriidassa olleet ratkaisut eivit liittyneet heik-
koon algebran osaamiseen. Sen sijaan ne virheet, jotka liittyivdt enemmaén las-
kutekniikkaan tai kuvion tai sanallisen lauseen tulkintaan, olivat yhteydessa
heikkoon algebran osaamiseen.

Muuttujan kayttoon liittyvissd tehtdvissd kuudesluokkalaiset ohittivat
seitsemdsluokkalaiset ja osoittivat ldhes samaa suoritustasoa kuin kahdeksas-
luokkalaiset, kun kyseessd oli muuttujan lausekkeen tunnistaminen (luku 7.3.1,
kuviot 25 ja 26). Mutta muuttujan lausekkeen muodostamisessa ndkyivéat aika
selvésti luokkatasojen viliset erot (ratkaisuprosentit: 6.1k n. 3 %, 7.1k 11 %, 8.1k
25 %, 9.1k 23 %). Melkoinen osa oppilaista (N = 179) kuittasi muuttujan lausek-
keen pelkillda numerolausekkeella. Tama alkeellinen ajattelutapa oli yleisempi
alemmilla luokilla (6.1k n. 30 %, 7.1k 21 %, 8.1k 12 %, 9.1k 14 %). Kyseinen tulkin-
ta heijastui jossakin mé&drin myos algebran suoritustasoon (kyseisen ratkaisun
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tehneiden ja koko tutkimusjoukon ratkaisuprosenttien ero algebrassa t-testilld,
p = 0,036).

Muuttujiin liittyvien tulkintojen ohella oppilaiden algebrallista ajattelua
seurattiin yhtdloiden ratkaisemisen yhteydessd. Oppilaan katsottiin osoittavan
strukturaalista ajattelua yhtdlon ratkaisemisessa, jos hdn osasi muodostaa al-
gebrallisesta yhtdlostd ekvivalentin yhtédloketjun tai numeerisessa yhtdlossa
eliminoida yhtdlostd puolittain saman termin. Kun otetaan huomioon koko
koehenkilgjoukko (N = 1019), osoitti strukturaalista ajattelua numeerisen yhta-
16n ratkaisemisessa noin 22 % ja algebrallisen yhtdlon ratkaisemisessa noin 5 %
kaikista luokkien 6-9 oppilaista. Jos sama osuus lasketaan testiin osallistuneista
yhdeksasluokkalaisista (N = 240), strukturaalista ajattelua osoitti numeerisen
yhtdlon ratkaisemisessa noin 44 % ja algebrallisen yht&lon ratkaisemisessa noin
19 % heistd. Eri luokkatasoilla esiintyvdd strukturaalista ajattelua arvioitaessa
on tietenkin otettava huomioon, ettd kuudennella ja seitseménnelld luokalla
muuttujien ja yhtaloiden késittely oli ollut vahaista.

Aritmeettista ajattelua, jossa yhtdlon vasenta ja oikeaa puolta kaisiteltiin
erillisind lausekkeina, esiintyi suunnilleen puolella alempien luokkien oppilais-
ta ja se vaheni oleellisesti vasta yhdeksdnnen luokan alkuun mennessi. Arit-
meettisella ajattelulla ei ollut kuitenkaan yhteyttd koko testistd suoriutumiseen.
Tdssd mielessd aritmeettista yhtdloiden ratkaisutapaa voidaan pitdd harmitto-
mana vilivaiheena, joka ei pitemmén paéélle haittaa yhtdlon rakenteen ymmar-
tamista.

Algebrallisia virheita eli lahinna virheellisid muuttujien valisiad laskutoimi-
tuksia esiintyi kolmella prosentilla oppilaista lausekkeiden vertailussa ja 16
prosentilla algebrallisen yhtdlon ratkaisemisessa. Tiivistden voidaan sanoa, ettd
tassd tutkimuksessa muuttujan lausekkeen konstruointi ja algebrallisen yhtdlon
ratkaiseminen mittasivat parhaiten oppilaan algebrallisen ajattelun tasoa.

7.5 Tutkimuksen pitevyyden ja luotettavuuden arviointi

Tehdyn tutkimuksen ldhtokohta oli pitkdn opettajakokemuksen luoma nike-
mys peruskoulun algebran opetuksesta ja siihen liittyvistd ongelmista. Keskei-
sille ongelmille 16ytyi runsaasti tukea aikaisemmista tutkimuksista, etenkin ul-
komaisista julkaisuista. Kotimaiset tutkimukset taas toivat vahvasti esiin ope-
tussuunnitelmien jaykkyyden ja luettelomaisuuden. Tutkimusraporteissa ko-
rostuivat myos opettajien uskomukset sekd luokanopettajien ja aineenopettajien
erilainen koulutustausta. Tutkimusjoukko valittiin harkinnan perusteella keski-
kokoisen suomalaisen kaupungin alueelta. Tdlld tavoin varmistettiin kaikkien
kohderyhmien osallistuminen. My0s asianomaisten luokkien opettajien sitou-
tuminen yhteistyohon lisdsi uskoa siihen, ettd testit suoritettiin asianmukaisissa
olosuhteissa.

Tamdn tutkimuksen suunnittelussa ennakoitiin perusopetuksen opetus-
suunnitelmien muutosta siten, ettd luokkia kuudennesta yhdekséanteen késitel-
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tiin yhtend kokonaisuutena. Tarkastelujakson valinnasta oli se etu, ettd ala-
asteen ja yldasteen nivelkohta kuudennelta seitseménnelle luokalle saatiin mu-
kaan. Valinta aiheutti kuitenkin my6s rajoituksia. Negatiivisiin lukuihin liitty-
vit valmiudet jouduttiin jattdmadn pois seurannasta, koska niité olisi voitu mi-
tata ensimmdisen kerran vasta kahdeksannen luokan alussa. Samasta syysta
muuttujiin ja yhtdloihin liittyvdd osaamista mitattiin varsin yksinkertaisilla tes-
teilld. Edelleen oppilaiden formaalin tason ajattelun selvittdminen j&di varsin
suppeaksi. My0s peruskoulun algebraan keskeisend kasitteend liittyva funktio
jatettiin kokonaan tarkastelun ulkopuolelle.

Tutkimuksen perusajatukseen kuului testata oppilaiden ”pysyvid” val-
miuksia ja “"pysyvdd” matemaattista ajattelua. Tédssd tarkoituksessa mittaukset
tehtiin yhtd lukuun ottamatta syksylld varsin pian kesdloman jdlkeen. Jarjeste-
lylld pyrittiin minimoimaan viimeksi opiskeltujen asioiden painottuminen testi-
suorituksissa.

Mittausajankohta oletettavasti heikensi jonkin verran tulostasoa. Poikit-
taistutkimuksen ratkaisuprosentti yhdeksédnnelld luokalla (44 %) oli samaa ta-
soa kuin Kuparin (1993a) tutkimuksessa (46 %). Sen sijaan kuudennen luokan
ratkaisuprosentti (31 %) oli vain puolet siitd, mitd se oli vastaavassa Kuparin
tutkimuksessa. Ero selittyy ainakin osittain silld, ettd tdssd tutkimuksessa kaikil-
le luokkatasoille tehtiin sama testi, joka sisilsi alempien luokkien oppilaille vie-
rasta matematiikkaa.

Tutkimuksessa kadytetyt mittarit perustuivat koeteltuihin testistéihin (Ku-
pari 1993a; Kieran 1992), joista muotoiltiin kuhunkin testiin sopivat osiokoko-
naisuudet. Empiirisen aineiston keruun jidlkeen osioiden reliaabeliutta arvioitiin
muun muassa Pearsonin korrelaatiokertoimen ja Cronbachin o:n avulla. Poikit-
taistutkimuksen viisi osiota hylattiin kokonaispistemaéériad laskettaessa alhaisen
reliaabeliuden takia. Erdistd hyldtyistd osioista saatiin kuitenkin hyodyllistd
tietoa oppilaiden ratkaisutapoja analysoidessa. Alhainen reliaabelius saattoi
johtua tehtdvan asetelmasta tai vaikeusasteesta. Pitkittdistutkimuksen mittarin
reliaabelius vaihteli vélilla 0,72-0,89 ja testin korrelaatio ajallisesti lahimpé&an
matematiikan todistusarvosanaan vililld 0,76-0,90. Tehdyt testit nayttivat mit-
taavan samaa asiaa kuin matematiikan todistusarvosanat. Yldasteen loppua
kohti tdimad yhdenmukaisuus lisdédntyi selvésti.

Poikittaistutkimuksen mittarin reliaabelius luokilla 6.-9. oli 0,76 ja luokilla
7.-9. (prosenttilaskut mukana) 0,81. Verratessa reliaabeliuksia kevadlla 1998
Opetushallituksen toimeenpanemaan yhdeksasluokkalaisten valtakunnalliseen
kokeeseen (N = 3575) todetaan, ettd pitkittdistutkimuksen reliaabeliudet olivat
vdhintddan samaa tasoa kuin opetushallituksen kokeessa ja poikittaistutkimuk-
sen reliaabeliudet hieman alhaisemmat (Korhonen 1999).

Seurantatutkimuksen ongelmana saattaa olla se, ettd samat tai samanta-
paiset testiosiot toistuvat. Tehdyssa pitkittdistutkimuksessa mittaukset suoritet-
tiin suunnilleen vuoden vilein. Tehtdvdpapereita ei palautettu oppilaille eika
tehtdvien ratkaisuja selitetty heille missddn vaiheessa. Tdlld perusteella on syyta
uskoa, ettei oppimisvaikutusta syntynyt merkittdvasti seurannan aikana. Seu-
rantatutkimuksen kaikissa mittareissa oli 12 monivalintaosiota ja 7-18 tuotta-
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mistehtdvad. Monivalintaosiot nadyttivit toimivan johdonmukaisesti, paitsi yh-
dessd tapauksessa. Kun oppilaiden oli valittava viiden vaihtoehdon joukosta
luonnollisen luvun a seuraaja, teki puolet kuudennella luokalla oikean valinnan
tehneistd vuotta my6hemmin vddrdn valinnan. Havainto herdtti kysymyksen
siitd, miten oppilaat yleensa tulkitsevat muuttujan, silloin kun sit4 ei ole heille
vield opetettu. Poikittaistutkimus osoitti, ettd muuttujan lausekkeen muodos-
taminen mittaa luotettavammin oppilaan matemaattista ajattelua kuin muuttu-
jan lausekkeeseen liittyva tunnistamistehtdva.

Mittareiden reliaabeliutta kuvaavia Cronbachin oun arvoja 0,32-0,70 voi-
daan pitdd kohtuullisina murtolukujen ja prosenttilaskun mittareille, vaikka
lukemat eiviat yllakdan valtakunnallisten kokeiden tasolle (0,83-0,86, Korhonen
1999). Esialgebran kohdalla reliaabeliudet olivat alhaisempia ja vaihtelivat vuo-
sittain huomattavasti. Tulos viittaa sithen, ettd oppilaiden tekemit esialgebran
ratkaisut olivat epdjohdonmukaisia. Erddt oppilaat osasivat tulkita osittelulain
(osio 6, 6.1k.), mutta eivit tunnistaneet luonnollisen luvun seuraajaa (osio 4,
6.1k.) annettujen vaihtoehtojen joukosta. Osalle oppilaista taas oli kdynyt pdin-
vastoin. Mittarin kannalta tdmé tarkoittaa sitd, ettd kyseiset kaksi osiota eivit
mitanneet samaa asiaa. Oppilaiden vastauksia seuraamalla paljastui muutakin.
Kahdeksasluokkalaisista molemmat osiot ratkaisi oikein 26 oppilasta ja mo-
lemmat vadrin 18 oppilasta. Toisaalta ensimmainen osio oli oikein ja toinen vaa-
rin 20 oppilaalla ja ensimmdinen vé&arin ja toinen oikein 21 oppilaalla. Naista
ristikkdisistd tuloksista aiheutuu tilastollisesti erittdin alhainen luotettavuutta
kuvaava Cronbachin o = 0,05. Kuitenkin yli puolella oppilaista osioiden 4 ja 6
ratkaisut tukevat toisiaan eli heidian kohdallaan voidaan sanoa, etti molemmat
osiot ndyttavit mittaavan samaa asiaa.

Pitkittdistutkimus antoi jo viitteitd siitd, ettd muuttujiin liittyvat moniva-
lintatehtédvét eivit olleet kovin luotettavia. Niinpd tdssd voitaneen pitdd lausek-
keen laatimista luotettavampana mittarina kuin lausekkeen tunnistamista. Op-
pilaiden monenlaiset virhetulkinnat kirjainluvuista saattoivat olla osasyyna
monivalintatyyppisten muuttujatehtdvien epdjohdonmukaisiin ratkaisuihin.
Jatkotutkimuksia ajatellen on syytd harkita muuttujiin liittyvien monivalinta-
tehtdavien kontrollointia vastaavilla tuottamistehtavilla.

Tamdn tutkimuksen molempia osia, pitkittdistutkimusta ja poikittaistut-
kimusta, voidaan pitdd tapaustutkimuksina. Ne kuvaavat tietyn asuinalueen
12-15-vuotiaiden matematiikan osaamista tietyilld keskeisilldi matematiikan
osa-alueilla. Tutkimustuloksia ei voi koehenkil6joukon perusteella yleistdd ko-
ko valtakuntaan. Tulokset antavat kuitenkin selkeitd viitteitd siitd, miten tietyn
ikdiset pojat ja tytot ratkaisevat matematiikan tehtdvid, millaisia kasityksid heil-
la on aritmetiikan ja algebran késitteistd ja kuinka abstraktia matematiikkaa he
voivat tietyssd idssd oppia.



8 SIIRTYMINEN ARITMETIIKASTA ALGEBRAAN
PERUSKOULUN MATEMATIIKASSA

Tassd tutkimuksessa selvitettiin aritmetiikasta algebraan siirtymisen ongelmia
luokkien 6-9 matematiikan opiskelussa. Kansakoulun ja oppikoulun ajoilta pe-
rdisin oleva opetussuunnitelma on varsin pitkddn viitoittanut peruskoulun ma-
tematiikan opiskelua. On ajateltu, ettd hyva aritmetiikan hallinta on algebran
opiskelun aloittamisen edellytys. Aritmetiikan vaikeimpien osa-alueiden, kuten
murtolukujen, verrannollisuuden ja prosenttilaskun perinpohjainen késittely on
merkinnyt sitd, ettd algebran opiskelu on rajoittunut ldhinnd peruskoulun kah-
teen ylimpdan luokkaan. Tdssd tutkimuksessa selvitettiin mahdollisuutta aloit-
taa esialgebran opiskelu nykyistd aiemmin.

Tutkimus oli kaksivaiheinen. Ensimmdisen vaiheen muodosti noin nelja
vuotta kestdnyt seurantatutkimus, joka suuntautui keskisuuren kaupungin kah-
teen asuinalueeseen. Tutkimusjoukkona olivat ne syksylld 1996 peruskoulun
kuudennen luokan aloittaneet oppilaat (N = 89), jotka mychemmin jatkoivat
opiskeluaan samalla yldasteella. Pitkittdistutkimuksessa kartoitettiin yhden ika-
luokan matematiikan taitoja mahdollisimman monella matematiikan osa-
alueella. Téssd raportissa rajoitutaan yhtddltda peruslaskutaitojen ja toisaalta
murtolukulaskujen, esialgebran ja prosenttilaskujen hallinnan arviointiin. Joita-
kin viitteitd saatiin myos oppilaiden matemaattisen ajattelun kehittymisesta
neljan vuoden aikana.

Toisen vaiheen muodosti poikittaistutkimus, johon osallistui 1019 oppilas-
ta saman kaupungin kolmelta ala-asteelta ja viideltd yldasteelta syksylla 2001.
Poikittaistutkimuksessa mittauksia syvennettiin matemaattisen ajattelun suun-
taan. Matematiikan osa-alueet valittiin siten, ettd verrannollisuus sisidlsi murto-
luku- ja verrantotehtdvat. Algebran alueeseen puolestaan kuuluivat osittelulain
soveltaminen ja muuttujan lausekkeen tunnistaminen, jotka pitkittdistutkimuk-
sessa edustivat esialgebraa. Lisdksi algebraan kuului muuttujan lausekkeen
konstruointia ja yhtédloiden ratkaisemista. Prosenttilaskentaa arvioitiin molem-
missa tutkimuksissa omana osa-alueenaan seitseménnestd luokasta lahtien.
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8.1 Peruskoululaisen matematiikan osaamisen yleinen kehitty-
minen kuudennen luokan alusta peruskoulun loppuun

Pitkittdistutkimuksessa oppilaiden testisuoritukset heikkenividt hieman kuu-
dennelta seitsemdnnelle ja edelleen kahdeksannelle luokalle siirryttdessd. Sama
notkahdus nékyi matematiikan todistusarvosanoissa. Téllainen kehitys saattoi
johtua osaltaan koulun vaihtumisesta ja luokanopettajan vaihtumisesta aineen-
opettajaan. Suurin syy notkahdukseen lienee kuitenkin ollut testin monipuolis-
tuminen ja vaikeutuminen.

Pitkittdistutkimuksessa heikoimman ja parhaimman viidenneksen vélinen
suoritustasojen ero kaventui neljan vuoden seurannan aikana. Kun jako viiden-
neksiin tehtiin uudelleen peruskoulun péddttyessd, havaittiin, ettd ero oli todelli-
suudessa suurentunut. Heikoimmin ja parhaiten menestyneiden oppilasryhmi-
en koostumus muuttui seurannan aikana siten, ettd puolet oppilaista sdilyi enti-
sissd tasoryhmissddn. Lahtotilanteessa parhaiten menestyneilld muutokset oli-
vat suurempia kuin ldhtotilanteessa heikoimmin menestyneilld. Viiden parhai-
ten ja viiden heikoimmin menestyneen oppilaan asema edelld kuvatussa taso-
ryhmityksessd oli peruskoulun pddttyessd jokseenkin sama kuin kuudennen
luokan alussa.

Pitkittdistutkimuksessa tehdyt matematiikan tietojen ja taitojen testaukset
ndyttivdt mittaavan samaa asiaa kuin matematiikan todistusarvosanat. Testitu-
losten korrelaatio ldhimp&ddn todistusarvosanaan oli peruskoulun pédttovai-
heessa noin 0,9. Vaikutti siltd, ettd ei ole kovin helppo kuudennen luokan alussa
ennustaa yksittdisen oppilaan menestymistd matematiikassa yhdeksannen luo-
kan lopussa. Neljan vuoden aikana ehti tapahtua ylldttdvan suuria yksilotason
muutoksia varsinkin parhaiten menestyneilld oppilailla. Selityksid havaitulle
kehitykselle voi 16ytyd monelta taholta. Kun aiemmin numerolaskuissa hyvin
menestynyt oppilas havaitsee, ettei hian ymmarrd kirjainlukujen merkitystd,
saattaa motivaatio kadota lopullisesti. Opetusryhmén ilmapiiri saattaa myos
kehittya sellaiseksi, ettd osaamista ja sen aktiivista julkituomista joko suositaan
tai paheksutaan. Yksittdisen oppilaan tai oppilasryhman motivaatio matematii-
kan opiskeluun riippuu my®os siitd, millaisena ndhddan matematiikan merkitys
omien jatko-opintojen kannalta.

Oppilaiden peruslaskutaitoja arvioitiin vain pitkittdistutkimuksessa. Ha-
vaittiin, ettd kyseiset taidot paranivat vuosi vuodelta. Peruslaskutaitojen muu-
tokset kuudennelta seitseminnelle luokalle ja kahdeksannelta yhdeksannelle
luokalle olivat my®s tilastollisesti merkitsevid. Muutokset saattoivat johtua osit-
tain siitd, ettd sekd ala-asteen ettd yldasteen loppuvaiheessa pyrittiin asioita ker-
taamalla varmistamaan kaikkien oppilaiden peruslaskutaidot. Laskinten kaytto
oppitunneilla ja testien suorittaminen ilman laskimia ei ndyttanyt vaikuttaneen
oppilaiden peruslaskutaitoihin.

Pitkittdistutkimuksen perusteella murtolukutehtdvistd suoriutuminen pa-
rani jonkin verran neljan vuoden aikana. Heikoin viidennes ndytti jidvan pysy-
vasti jdlkeen parhaasta viidenneksestd murtolukujen hallinnassa. Esialgebran
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taidot eivat juuri muuttuneet seurannan aikana, eikd myoskddn heikoimman
viidenneksen ja parhaan viidenneksen vililld ollut kovin suurta eroa kyseisella
matematiikan osa-alueella.

Nopeinta matematiikan valmiuksien, tietojen ja taitojen kehittyminen oli
molempien osatutkimusten valossa kahdeksannen luokan aikana. Pitkittdistut-
kimuksen mukaan muutosta tapahtui erityisesti prosenttilaskennan ja esialgeb-
ran alueilla, poikittaistutkimuksen mukaan kaikilla matematiikan osa-alueilla.
Opettajan ndkokulmasta tulos on kiinnostava, koska yleensa koetaan, ettd juuri
kahdeksannella luokalla on vaikeinta motivoida oppilaita varsinkin teoreettis-
ten asioiden opiskeluun. Murrosikadn liittyva kehitysvaihe hamment&a oppilai-
ta ja aiheuttaa keskittymisongelmia.

8.2 Verrannollisuuden soveltaminen

Tdssd tutkimuksessa verrannollisuus sisdlsi murtolukulaskut ja verrantoon liit-
tyvit sanalliset tehtdvit. Prosenttilaskuja késiteltiin verrannollisuuden sovelta-
misena. Verrannollisuuden ymmartdmistd mitattiin vain keskenddn jaollisilla
luvuilla eli Langrallin tutkijaryhmdan (2000) luokittelun mukaan tasolla 2 eli
diskreetilld tasolla. Tasoa 3 eli formaalia tasoa, missd luvut ovat keskenddn jaot-
tomia, pidettiin etenkin kuudesluokkalaisille liian vaikeana, kun laskinta ei
saanut kayttaa.

Kansakoulun laskennossa verrannollisuuden késittely edelsi prosenttilas-
kennan opiskelua (Suhonen ym. 1950). Perusopetuksen opetussuunnitelman
perusteissa 2004 opiskeltavien asioiden jadrjestystd on muutettu. Verrannollisuu-
teen liittyvat kdsitteet: murtoluvut, murtolukujen muunnokset, mittakaava ja
prosentin késite opiskellaan p&dosin luokilla 3-5. Kuitenkin suhde ja verranto,
joiden luulisi olevan peruskdsitteitd esimerkiksi murtolukujen ekvivalenssi-
luokkia muodostaessa, mainitaan ensimmadisen kerran vasta luokkien 6-9 ope-
tussuunnitelmissa.

Oppilaiden osoittama verrannollisuuden hallinta parani vain hiukan kuu-
dennelta yhdeksannelle luokalle kestdneen tarkastelujakson aikana. Havainto
tukee aikaisempia késityksid siitd, ettd verrannollisuuden ymmairtdminen on
hitaasti kehittyvd valmius (mm. Johnson & Lauten 2000; Riddle & Rodzwell
2000).

Prosenttilaskun taitoja mitattiin ensimmdisen kerran seitseménnen luokan
syksyll4, jolloin pitkittdistutkimuksen mukaan noin neljannes oppilaista suoriu-
tui ndistd tehtdvistd. Siitd huolimatta, ettd prosenttilaskenta oli seitsemédnnen
luokan opetussuunnitelman keskeinen osa-alue, ndyttivit prosenttilaskun tai-
dot suorastaan heikkenevan kahdeksannen luokan syksyyn mennessd, kuiten-
kin prosenttilaskenta hallittiin kohtalaisesti yhdeksdnnen luokan syksylld. Pe-
ruskoulun péattyessa ldhes puolet oppilaista suoriutui ndistd tehtavistd. Naytti
siltd, ettd kahdeksannen luokan aikana oppilaiden matemaattinen ajattelu oli
kehittynyt siihen suuntaan, ettd prosenttilaskun idea alettiin ymmartaa. Kah-
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deksannen luokan opetuksessa verrannollisuuden painottuminen saattoi osal-
taan auttaa prosentin kédsitteen ymmartamista.

Pitkittdistutkimuksen mukaan prosenttilaskennan hallitsi yhdeksdnnen
luokan alkaessa noin kolmannes ja poikittaistutkimuksen mukaan noin viiden-
nes oppilaista. Molemmissa osatutkimuksissa prosenttilaskennan mittari sisalsi
prosenttiosuuden laskemisen ja prosenttiluvun maédrittamisen. Taltd osin mitta-
rit olivat toisiaan vastaavat. Poikittaistutkimuksen mittarissa oli lisdksi kolmas
tehtdvd, joka liittyi perusarvon laskemiseen. Tamad tehtavatyyppi osoittautui
selvdsti muita prosenttilaskuja vaikeammaksi ja oli siten yhtend syyna prosent-
tilaskennan heikohkoon suoritustasoon poikittaistutkimuksessa. Toisena syyna
voidaan pitdd prosenttilaskennan osioiden sijoittumista tehtdvdlomakkeen vii-
meisiksi. Muutama oppilas valitti vastauspaperissaan suoritusajan niukkuutta.

8.3 Verrannollisuuden hallinnan yhteys algebran hallintaan

Poikittaistutkimuksen perusteella kuudennen luokan alussa verrannollisuutta
ymmarrettiin suunnilleen yhtd hyvin kuin algebraa. Ylemmilla luokilla kyseiset
taidot kuitenkin eriytyivat siten, ettd vasta yhdeksdnnelld luokalla algebraa
ymmarrettiin yhtd hyvin kuin verrannollisuutta.

Kansakoulun ja oppikoulun matematiikassa verrannollisuuden opiskelu
edelsi algebran opiskelua. Sama jadrjestys on jatkunut ndihin péiviin asti perus-
koulussa. Erddnlaisena ”piilo-opetussuunnitelmana” on niakynyt, ettd verran-
nollisuuden ymmartamistd on pidetty algebran opiskelun edellytyksena.

Murtoluvun muuttaminen desimaaliluvuksi asetti nuoremmille oppilaille
enemmadn haasteita kuin sanalliset tehtdvat. Murto- ja desimaalilukujen symbo-
lien hallinta oli kuudes- ja seitsemé&sluokkalaisilla melko hataraa kahdeksas- ja
yhdeksdsluokkalaisiin verrattuna. Murtoluvun muuttaminen desimaaliluvuksi
nousi muutenkin erityisasemaan. Varsinkin nuoremmista oppilaista monet paa-
tyivdt visuaaliseen ratkaisuun 6/5 = 6,5. Murtoluvun muuttaminen desimaali-
luvuksi ndytti osoittavan kuudennen luokan alussa parhaiten matematiikkaa
osaavat ja kahdeksannen luokan alussa heikoimmin matematiikkaa osaavat
oppilaat.

Pojat menestyivit tytttjd paremmin verrannollisuudessa ja prosenttilas-
kussa. Sen sijaan algebran osaamisessa ei havaittu sukupuolten vilisid eroja.
Koko tutkimusjoukon osalta heikko verrannollisuuden hallinta liittyi heikkoon
algebran osaamiseen, mutta verrannollisuuden triviaalien virheiden kasaantu-
minen tietyille oppilaille ei tuottanut oleellista lisédtietoa asiasta. Namd tarkaste-
lut eivét tue sitda kasitystd, ettd verrannollisuuden hallinta olisi algebran ym-
maértdmisen edellytys. Verrannollisuuden ja algebran hallinta nayttivat pohjau-
tuvan ainakin osittain samoihin matematiikan valmiuksiin, tietoihin ja taitoihin.
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8.4 Peruskoululaisen algebran hallinta luokilla 6-9

Pitkittdistutkimuksessa arvioitiin oppilaiden esialgebran hallintaa vain kahden
osion perusteella. Luonnollisen luvun seuraajan tunnistaminen ja osittelulain
soveltaminen numerolukuihin eivit ndyttdneet oikein hyvin mittaavan samaa
asiaa. Oppilaiden vastauksiin liittyvit epdjohdonmukaisuudet perdkkdisten
vuosien vililld herdttivat kysymyksen siitd, miten oppilaat tulkitsevat kirjainlu-
kuja, ennen kuin niitd on heille opetettu. Kirjainluvuista saatetaan tehda kielel-
lisid tulkintoja, kun pitédisi tulkita niiden merkitystd, kuten Schoenfeld (1985)
mainitsee tai tulkinta voi perustua jopa aakkosjdrjestykseen, niin kuin Staceyn
ja McGregorin (1997) tutkimuksissa.

Poikittaistutkimuksessa muuttujiin liittyvistd osioista muodostui kolmi-
tasoinen hierarkia, jossa tasojen vili ratkaisuprosentilla arvioituna oli noin 20
prosenttiyksikkod. Alinta tasoa edusti luonnollisen luvun seuraajan tunnista-
minen, toista tasoa muuttujan sisdltdavdan mittaluvun tunnistaminen ja ylintd
tasoa muuttujan sisdltdavan lausekkeen konstruointi. Kieranin (1992) esittdméan
teorian mukaan ndma kaikki tasot liittyvit proseduraaliseen ajatteluun. Muut-
tujan lausekkeen konstruointi ja yhtidloiden ratkaiseminen nédyttivit kertovan
eniten oppilaiden algebrallisesta ajattelusta. Testiin sisédltyi kolmen yhtdlon ja
yhden yhtdloryhmén ratkaiseminen. Yhtaloistd yksi oli numeerinen, toinen esi-
tettiin kahden lausekkeen vertailuna ja kolmas ylsi Vlassisin (2002) luokittelun
mukaan algebran tasolle tai Kieranin (1992) luokittelun mukaan strukturaalisel-
le tasolle. Yhtdloiden vaikeusaste oli kuitenkin tdimén tutkimuksen tavoitteiden
mukainen. Tarkoitus ei ollut kartoittaa koko peruskoulun algebraa, vaan selvit-
tdd nimenomaan aritmetiikan ja algebran vilisen siirtyméavaiheen ongelmia.

Tutkimuksessa havaittiin, ettd algebrallinen yht&lo oli huomattavasti hel-
pompi ratkaista, kun se esitettiin kahden lausekkeen yhtdsuuruuden vertailuna
eli yhtdlon struktuuri purettiin proseduurien tasolle. Havainto tukee Kieranin
(1992) késitystd siitd, ettd kokeilu auttaa paremmin ymmartaméaan yhtalon ra-
kennetta kuin yhtdlon purkaminen kdanteisid laskutoimituksia kayttden.

Kirjoittaja on paatynyt kdytdannon opetustyossd samalle kannalle kuin Lin-
chevskin tutkijaryhma (1996), jonka mukaan lineaaristen yhtédloiden aritmeetti-
nen ratkaiseminen on sopivampi keino aloittaa muuttujilla operointi kuin ete-
neminen muuttujista lausekkeisiin ja edelleen yht&loihin. Oppilaiden motivoin-
nin kannalta aloitus sanallisista tehtdvistd, siirtyminen yhtiloihin sitten, kun
muut konstit eivat auta ja yhtdloiden ratkaisutekniikka vasta viimeksi, on kir-
joittajan mielestd osoittautunut parhaaksi tavaksi opiskella yht&loita. Mainittu
opiskelujdrjestys saa tukea tutkimuskirjallisuudesta (Stacey ym. 1997; Lin-
chevski & Herscovics, 1996; Friedlander ym. 1997).

Yhtdloiden ratkaisutaidot nédyttivat kehittyvan siten, ettd kuudennesta
kahdeksanteen luokkien oppilaat olivat suunnilleen samaa tasoa ja vasta perus-
koulun paittoluokan alkaessa kyseiset taidot olivat selvédsti parantuneet. Arvi-
oimalla oppilaiden valitsemia yhtédloiden ratkaisumenetelmid vaikutti siltd, etta
vain noin 5-9 % kuudennesta yhdeksanteen luokkien oppilaista ymmarsi algeb-
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rallisen yhtdlon matemaattisen struktuurin. Heistd pddosa oli yhdeksasluokka-
laisia ja heistd laskettuna vastaava osuus oli noin viidennes. Tulos on varsin
lahelld Kieranin (1992) arviota, ettd 7-10 % yldasteen oppilaista osoittaa lausek-
keiden ja yhtdloiden strukturaalista kasittamista.

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa 2004 algebran kasitteista
lauseke ja yhtdlot mainitaan luokkien 3-5 keskeisissd sisdlloissd. Tdstd voisi
pddtelld, ettd algebran opiskelun aloittamista halutaan varhentaa. Toisaalta
muuttujakésite ja lausekkeen arvon laskeminen, jotka kuuluvat algebran perus-
asioihin, mainitaan vasta luokkien 6-9 opetussuunnitelmissa. Opetussuunni-
telman perusteista ndyttdd puuttuvan selked kisitteiden vélinen hierarkia. Ta-
mén tutkimuksen perusteella kuudes-, seitsemds- ja kahdeksasluokkalaiset hal-
litsivat muuttujiin ja yht&loihin liittyvat perusasiat jokseenkin yhtd hyvin, joten
algebran opetus voitaisiin aloittaa vahitellen viimeistdan kuudennelta luokalta
lahtien.

8.5 Peruskoululaisen matemaattinen ajattelu luokilla 6-9
algebran opiskelun nikokulmasta

Peruskoululaisten matemaattista ajattelua tarkasteltiin tdssad tutkimuksessa ma-
tematiikan prosessien ndkokulmasta. Joutsenlahti (2005) kdytti samaa nako-
kulmaa tutkiessaan ylioppilaskokelaiden matemaattista ajattelua. Ldhtokohtana
pidettiin oppilaan kykyd suoriutua erilaisista matematiikan tehtdvistd. Mate-
maattisen ajattelun kuvaa syvennettiin arvioimalla oppilaan valitsemia ratkai-
suvaihtoehtoja tai kdyttdmid ratkaisumenetelmid. Virheellisistd ratkaisutavoista
valittiin ne, joiden katsottiin edustavan alkeellisinta eli triviaaleinta ajatteluta-
paa kyseisissd tilanteissa. Tédlld periaatteella muodostettiin verrannollisuuden
virheindeksi ja aritmeettisen ajattelun indeksi. Edelliselld kuvattiin verrannolli-
suuteen liittyvien alkeellisten virheiden kasaantumista tietyille oppilaille. Jal-
kimmadinen indeksi taas ilmaisi alkeellisten virheiden kasaantumista yhtdloiden
ratkaisemisessa.

8.5.1 Verrannollisuuden hallinta oppilaan algebrallisen ajattelun selittdjina

Murtolukujen katsottiin kuuluvan verrannollisuuden alueeseen. Verrannolli-
suuteen liittyvien virhetulkintojen tarkastelu viittasi siihen, ettd arkitodellisuu-
den kanssa ristiriidassa olleet ratkaisut, joiden katsottiin edustavan alkeellista
ajattelua, eivit liittyneet heikkoon algebran osaamiseen. Sen sijaan ne virheet,
jotka liittyivdat enemmain laskutekniikkaan tai kuvion tai sanallisen lauseen tul-
kintaan, olivat yhteydessa heikkoon algebran osaamiseen.

Murtolukutehtdvien yhteydessd ilmeni erditd seikkoja, joilla nadytti olevan
merkitystd my6s muiden matematiikan osa-alueiden hallinnassa. Erityisase-
maan nousi 0sio, jossa piti muuttaa murtoluku desimaaliluvuksi. Osa oppilaista
valitsi vastausvaihtoehdon “visuaalisin perustein”, esimerkiksi 5/4 = 5,4. Pitkit-
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taistutkimuksessa seurattiin visuaalisen vaihtoehdon valintaa vuosittain jaka-
malla tutkimusjoukko testipisteiden perusteella tasasuuriin viidenneksiin.
Kuudennen luokan alussa visuaalisia ratkaisuja esiintyi kaikissa viidenneksissa
ja oikeita ratkaisuja vain parhaissa viidenneksissd. Kyseinen tehtdva naytti tuol-
loin osoittavan parhaiten matematiikkaa osaavat oppilaat. Kahdeksannen luo-
kan alkaessa oikeita ratkaisuja esiintyi kaikissa viidenneksissa ja visuaalisia rat-
kaisuja vain heikoimmissa viidenneksissa. Talloin tehtdva naytti osoittavan hei-
kosti matematiikkaa osaavat oppilaat. Tehdyn havainnon perusteella parhaiten
menestyneille voitaisiin tarjota vaativampia lisdtehtdvid jo kuudennella luokal-
la. Sen sijaan heikommin menestyneet oppilaat kaipaisivat tukitoimia vasta
kahdeksannella luokalla. Johtopditos on viitteellinen, koska se perustuu vain
yhteen osioon.

Poikittaistutkimuksessa varmistui, ettdi murtoluvun muuttaminen desi-
maaliluvuksi visuaalisen mallin mukaan on yhteydessd muuhun matematiikan
osaamiseen. Niilld oppilailla, jotka valitsivat visuaalisen vaihtoehdon, ilmeni
vaikeuksia kaikilla tutkituilla matematiikan osa-alueilla, erityisesti prosenttilas-
kennassa. Molemmissa osatutkimuksissa esiintyi murtolukujen algoritmeihin
perustuvia tehtdvid, joiden katsotaan edustavan van Hielen (1986) teoriassa ta-
soa 2. Saman teorian kannalta murtoluvun visuaalinen tulkinta desimaalilu-
vuksi edustaa tasoa 1. Ainakin tdssd kohden van Hielen teoria, joka alun perin
liittyi geometrisen ajattelun tason kuvaamiseen, ndyttdisi toimivan myos algeb-
rassa.

Molemmissa osatutkimuksissa olivat mukana sanallisesti esitetty verran-
totehtdvd ja samaan matemaattiseen malliin perustuva prosenttiluvun mééarit-
taminen. Verrantotehtdvéastd selviytyi poikittaistutkimuksen mukaan ldhes puo-
let, mutta vastaavasta prosenttilaskusta vain noin viidennes. Yksi selitys maini-
tulle erolle on prosenttilaskennan termit ja symbolit, jotka edellyttdvit abstrak-
timpaa ajattelua kuin verrannon numeroluvut. Toinen selitys on, ettd prosentti-
laskennan opetus ei perustu verrannollisuuteen (ks. Suhonen ym. 1950; Haapa-
salo 1992; Drier 2000). Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet 2004 ei
myoskddn ota huomioon yhteyttd verrannollisuuden ja prosenttilaskun valilld,
koska verrantoa késitellddn vasta luokilla 6-9 ja prosentin késite opetetaan ai-
emmin.

Poikittaistutkimuksessa esitetyt prosenttilaskut muodostivat kolmiportai-
sen vaikeusastehierarkian. Tehtdvat helpoimmasta vaikeimpaan olivat: prosent-
tiosuuden laskeminen, prosenttiluvun laskeminen ja perusarvon laskeminen.
Vaikka prosenttilaskenta yleensd liitetddn numerolukuihin ja niiden vilisiin
algoritmeihin, havaittiin prosenttilaskun hallinnalla olevan yhteyksid moniin
matematiikan osa-alueisiin. Verrannollisuuteen liittyvien alkeellisten virheiden
lisdksi muuttujan lausekkeen konstruoinnissa ja yhtédloiden ratkaisemisessa
esiintyneet ongelmat olivat yhteydessa heikkoon prosenttilaskennan hallintaan.
Télla perusteella myos prosenttilaskun hallinnan voi katsoa kertovan jotakin
oppilaan matemaattisen ajattelun tasosta. Prosenttilaskun abstraktisuudesta
kertoo myo0s se, ettd sekd pitkittdis- ettd poikittaistutkimuksen mukaan oppilai-
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den prosenttilaskentaan liittyvat taidot paranivat oleellisesti vasta yhdeksannen
luokan alkuun mennessa.

8.5.2 Muuttujiin liittyvadt tulkinnat ja yhtdléiden ratkaiseminen oppilaan
matemaattisen ajattelun kuvaajina

Poikittaistutkimuksessa muuttujaan liittyvit tulkinnat muodostivat oppilaiden
ratkaisuprosenttien perusteella kolmiportaisen hierarkian. Alinta tasoa edusti
luonnollisen luvun seuraajan tunnistaminen, keskitasoa muuttujan sisdltdvan
mittaluvun tunnistaminen ja ylintd tasoa muuttujan lausekkeen konstruointi.
Perédkkdisten tasojen vali oli ratkaisuprosentilla mitattuna noin 20 %. Kieranin
(1992) esittamadssa luokittelussa: proseduraalinen - strukturaalinen, ndama kaik-
ki kolme tasoa kuuluvat proseduraaliseen alueeseen.

Muuttujan lausekkeen konstruoinnissa oppilaiden ratkaisut luokiteltiin
viiteen tasoon, joista alinta eli ensimmadistd tasoa edusti mittaaminen, jonka tu-
loksena paddyttiin numerolukuihin (7 % vastaajista, joita oli 638). Toisen tason
ratkaisun, jossa hylkdamalld muuttuja padadyttiin numerolausekkeeseen, teki
noin 28 % vastaajista. Ndiden tasojen voi katsoa vastaavan Kiichemanin (1981)
kuusiportaisen luokituksen kahta alinta tasoa. Muutama oppilas pdéatyi kerto-
laskun asemasta yhteenlaskuun. Téitd vaihtoehtoa ei voitu kytked Kiichemanin
luokitukseen. Sen sijaan noin 33 % vastaajista teki erilaisia algebrallisia virheitd,
jotka viittasivat siihen, ettd muuttujat olivat jotakin muuta kuin tavanomaisia
lukuja. Nédiden oppilaiden tulkinta ei tdysin vastaa Kiichemanin kolmannen
tason ratkaisua, mutta on kuitenkin selvésti kehittyneempi vaihtoehto kuin
kaksi edelld mainittua tulkintaa. Ylinta eli viidettd tasoa edusti oikean ratkaisun
aikaan saaminen, jota voitaneen pitdd Kiichemanin neljanteen tasoon kuuluva-
na, koska se edustaa selvasti edelld esitettyja vaihtoehtoja strukturoidumpaa
ajattelua.

Oppilaiden matemaattista ajattelua pyrittiin varsinaisten testisuoritusten
ohella arvioimaan kartoittamalla triviaaleja virheitd. Virheellisid ratkaisutapoja
yhdistelemailld laadittiin verrannollisuuden virheindeksi [Vieq ja aritmeettisen
ajattelun indeksi [Arqd. Tulokset osoittivat, ettd erdilld verrannollisuuden trivi-
aaleilla virheilld oli yhteyttd heikkoon matematiikan osaamiseen. Erityisesti
murtoluvun muuttaminen desimaaliluvuksi visuaalisen mallin mukaan (esim.
5/4=5,4), liittyi heikkoon menestymiseen kaikilla tutkituilla matematiikan osa-
alueilla, varsinkin prosenttilaskussa. Useiden verrannollisuuteen liittyvien al-
keellisten virheiden kasaantuminen tietyille oppilaille nédytti olevan alemmille
luokkatasoille tyypillistd, mutta ilmi6 ei kuitenkaan selittanyt heikkoa algebran
osaamista paremmin kuin heikko verrannollisuuden hallinta sindnsd. Virhein-
deksin avulla ei siis pystytty osoittamaan, ettd olisi jonkinlainen verrannollisuu-
teen liittyvéd virheellisten ajattelutapojen kasautuma, joka merkitsisi vaikeuksia
algebran ymmartdmisessa.

Alemmilla luokilla opittua kirjoittamistapaa, jossa perdkkdisid yhtdsuu-
ruusmerkkejd kadyttden kirjoitetaan laskulausekkeiden ketju, joka ei pidd paik-
kaansa, kutsutaan tdssd tutkimuksessa aritmeettiseksi ajatteluksi. Aritmeettinen
ajattelu aiheutti hammennystd yhtiloitd ratkaistessa. Oppilas tulkitsi yleensd,
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ettd yhtdlon oikean puolen ensimmdinen termi on yhtédléon vasemman puolen
laskun tulos. Usein yhtdlon ratkaisemiseen liittyi vield tulkinta, ettd yhtdlon
oikean ja vasemman puolen termit vastaavat pareittain toisiaan, jolloin yleensd
saatiin yhtdlolle kaksi eri ratkaisua. Aritmeettista ajattelua esiintyi yli puolella
kuudes- ja seitsemdsluokkalaisista, ylemmilld luokilla selvdsti vdhemman.
Aritmeettinen ajattelu on opettajan kannalta kiusallinen ilmi6 silloin, kun ope-
tellaan yhtédloiden ratkaisutekniikkaa, se ei kuitenkaan kytkeytynyt heikkoon
matematiikan osaamiseen, eikd heikkoon algebran osaamiseen. Aritmeettinen
ajattelu ndytti olevan harmiton vélivaihe edettdessa laskutoimituksiin painottu-
vasta aritmetiikasta kohti algebran strukturaalista ajattelua.

8.6 Ideoita jatkotutkimukselle ja vaihtoehtoja kaytinnon
opetustyohon

Tehdyn tutkimuksen perusteella verrannollisuuden hallinta ei ndyttdanyt olevan
algebran osaamisen edellytys. Pikemminkin vaikutti siltd, ettd verrannollisuus
ja algebra ovat matematiikan osa-alueita, joiden opiskelu edellyttdd samanta-
paisia valmiuksia, joita ilmeni murtolukujen, verrantojen, prosenttilaskujen,
muuttujan lausekkeiden ja yht&dloiden késittelyssd. Esialgebran taidot olivat jok-
seenkin samaa tasoa kuudennesta kahdeksanteen luokkien oppilailla. Saatujen
tulosten perusteella tuntuisi luontevalta opettaa peruskoulussa verrannollisuut-
ta ja algebraa samanaikaisesti, rinnakkain ja lomittain, ainakin jo kuudennelta
luokalta ldhtien. Algebran opiskelun rajaaminen omaksi alueekseen tietyille
luokka-asteille ja arkitodellisuuden sivuuttava symbolilaskenta eivét ainakaan
helpota oppilaan siirtymistd aritmetiikasta algebraan.

Nayttad siltd, ettd pelkdstdan oppilaiden virheellisid ratkaisuja analysoi-
malla ei saada luotettavaa kuvaa heiddn matemaattisesta ajattelustaan. Tutki-
muksessa havaittiin joillakin yksittdisilld verrannollisuuden virhetulkinnoilla
olevan yhteyksid heikkoon matematiikassa menestymiseen, mutta myds pdin-
vastaisia esimerkkejd 16ytyi. Myoskddn oppilaiden satunnaisiin algoritmeihin
painottuva ja kognitiivisia ristiriitoja sisdltdva ratkaisutapa ei vélttamattd mer-
kinnyt erityisid ongelmia algebran opiskelussa.

Peruskoulun matematiikan opetukseen kohdistuu odotuksia, jotka nayt-
tavat keskenddn ristiriitaisilta. Uusien opetussuunnitelman perusteiden 2004
mukaan pyritddn matemaattisen ajattelun herdttdmiseen oppilaissa jo ensim-
mdisestd luokasta ldhtien. Kysymys on ldhinnd asioiden pohtimisen ja ymmar-
tamisen nostamisesta laskutehtdvien suorittamisen rinnalle. Tdmd merkitsee
matematiikan opetuksen ja oppimisen abstraktiotason nostamista ja opiskelun
painopisteen siirtdmistd algebran suuntaan. Tavoite on samansuuntainen kuin
esimerkiksi TIMSS- ja PISA-tutkimusten raportoinneissa on esitetty. Algebran
osuutta peruskoulun matematiikassa tulisi vahvistaa. Toisaalta on ndhty oppi-
laiden turhautuminen ja heissd herdnnyt epdily, ettd peruskoulun matematii-
kassa opetetaan asioita, joita ei missddn tarvita (Linchevski & Herscovics 1996;
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Friedlander ym. 1997; English ym. 1997; Stacey ym. 1997; Keranto 1998; Slavit
2001).

Téamén tutkimuksen perusteella oppilaiden monet algebran ymmartami-
seen liittyvét valmiudet ovat suunnilleen samaa tasoa kuudennella, seitsemén-
nelld ja kahdeksannella luokalla. Havainto viittaa sithen suuntaan, ettd algebran
opiskelu voitaisiin aloittaa nykyistd aiemmin. Edelld kuvattu algebran opiske-
luun liittyva ristiriita voidaan valttdd, kun algebra ndhd&dan aritmetiikan yleis-
tyksend. Oppilaan uskomusten kannalta on tdarkedd, ettd matematiikan tehtdvis-
td saadaan kunnollinen vastaus. Tavoite toteutuu luontevasti muun muassa
sanallisten tehtdvien ja yhtdloiden ratkaisemisessa. Abstraktiotasoa voidaan
nostaa vahitellen luokkatason ja oppilaiden edistymisen mukaan. Oppilaan ma-
temaattisen ajattelun tukeminen vaatii opettajilta ja oppimateriaalien tekijoiltd
matematiikan késitejdrjestelmien ja hierarkioiden tuntemusta. Esimerkiksi ne-
gatiivisten lukujen operaattoriluonne ja kirjainlukujen késittelyyn liittyva hie-
rarkia ovat jddneet oppimateriaaleissa liian véhdlle huomiolle. Toisaalta oppi-
kirjoista valittyvd uskomus “harjoitus tekee mestarin”, on opetusmetodina ky-
seenalaistettu monissa tutkimuksissa (esim. Kupari 1999; Haapasalo 2003; Torn-
roos 2003). Muun muassa TIMSS- ja PISA-tutkimuksissa Suomen peruskoulu-
laiset ovat menestyneet huonosti nimenomaan niilld osa-alueilla, joihin on koh-
distunut runsasta rutiiniharjoittelua.

8.6.1 Verrannollisuuden soveltaminen murtolukuihin ja prosenttilaskentaan

Verrannollisuuden ymmartdaminen on hitaasti kehittyvad taito, mutta suunnil-
leen kolmannes kuudesluokkalaisista ja puolet yldasteen oppilaista hallitsee
intuitiivisesti verrannollisuuden, kun se liittyy keskenddn jaollisiin lukuihin.
Verrannollisuuden soveltamiseen voitaisiin harjaantua esimerkiksi murtoluku-
jen ekvivalenssiluokkiin tutustuessa laventamisen ja supistamisen yhteydessa.
Samaa periaatetta jatkamalla saataisiin luonteva yhteys murtoluvuista ja ver-
rannollisuudesta prosenttilaskentaan.

Perinteisen opetusmateriaalin ohella voitaisiin ryhtyd kehittdmé&&n ja ko-
keilemaan tietyn matematiikan osa-alueen kattavia opetusohjelmia tai pakette-
ja. Ne pohjautuisivat ongelmakeskeiseen ldhestymistapaan ja oppilaan ajattelua
tukevaan tehtdvamateriaaliin. Ohjelma jatkuisi esimerkiksi viidennen luokan
alusta yldasteen loppuun. Eris téllainen osa-alue voisi olla murtolukujen ja pro-
senttilaskun esittaminen suhteen ja verrannollisuuden pohjalta, kuten tehtiin
kansakoulussa ja monien tutkijoiden mielesta olisi syytd tehda edelleen. Ositte-
lulain soveltaminen sekalukuihin, kuten Brinker (1998) ja Schoenfeld (1992)
suosittelevat, perehdyttdisi oppilaat erddseen keskeiseen algebran laskusddn-
toon. Murtolukuihin, desimaalilukuihin ja potensseihin voitaisiin ottaa etu-
merkkeja mukaan. Kun merkkisddannot olisi opeteltu jo numeroluvuilla, ne
ndyttdisivat tutuilta algebrassa (esim. Lee 2000).

Verrantoja olisi luontevaa tarkastella murtolukujen ja mittakaavojen yh-
teydessd. Oppilaat voisivat keksid verrannoille omia ratkaisumenetelmiddn,
ennen kuin ristiin kertominen otetaan kdyttoon. Ristiin kertomisen osaaminen
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verrannon ratkaisemisessa ei takaa, ettd oppilas on ymmartanyt suhteellisuu-
den merkityksen (Slovin 2000).

Tassd tutkimuksessa tarkasteltiin verrannollisuutta Langrallin tutkijaryh-
mdn (2000) teorian tasolla 2 eli digitaalitasolla. Taméa taso kuitenkin riittdisi
murtolukujen kerto- ja jakolaskun perustelemiseen. Siirtyminen formaalille eli
jatkuvalle tasolle (Langrallin ym. 2000 taso 3) voisi tapahtua esimerkiksi yh-
denmuotoisten kuvioiden tai prosenttilaskujen yhteydessd siten, ettd suhteita
verrattaisiin desimaalilukujen muodossa. Desimaalilukujen kdytto suhteen ja
verrannon yhteydessd antaisi myds mahdollisuuden hyddyntdd laskimia ny-
kyistd tehokkaammin.

8.6.2 Algebran opetuksen aikaistaminen

Joidenkin algebran perusasioiden hallinnassa ei ndyttanyt olevan suurta eroa
kuudennen, seitsemédnnen ja kahdeksannen luokan vilillda. Tama houkuttelee
kokeilemaan esialgebran opettamista nykyistad aikaisemmassa vaiheessa. Sopiva
osa-alue voisi olla muuttujat, lausekkeet ja yhtdlot. Muuttujan kaytto voisi ldh-
ted tutuista suureista, joiden esittdmiseen riittdd sanallinen ilmaisu. Keskinope-
us saadaan, kun kuljettu matka jaetaan kdytetylld ajalla. Aika puolestaan saa-
daan, kun matka jaetaan keskinopeudella. Kytkentd arkielamén tilanteisiin on
omiaan vahvistamaan oppilaiden pdittelytaitoa. Seuraavassa vaiheessa muut-
tujaa merkittdisiin kirjaimella. Muuttujan lausekkeiden manipulointi, jota usein
kutsutaan sieventdmiseksi, on kdsitteellisesti vaativampi operaatio kuin esi-
merkiksi lausekkeen laatiminen tai lausekkeen arvon laskeminen. Luontevaa
olisi pohtia lausekkeiden sieventamistd silloin, kun sitd tarvitaan esimerkiksi
yhtédloiden ratkaisemisessa.

Jo numerolaskuja suorittaessa oppilaan on hyva tiedostaa, ettd kyseessa on
yhtdlo, esimerkiksi 2+3=5, joka voidaan muuttaa moneen eri muotoon. Seuraa-
vaksi tarkasteltaisiin muuttujan sisdltdavid lausekkeita. Lauseke saa eri arvoja,
kun muuttujan arvoa vaihdellaan. Kun lausekkeen arvo mdaritaan etukéteen ja
etsitddn sille sopivaa muuttujan arvoa, on kyseessd yhtélon ratkaiseminen. Tal-
lainen ldhestymistapa antaa muuttujasta monipuolisemman kuvan kuin yhta-
16n ratkaiseminen mekaanisia temppuja tekemalld. Yhtédloiden ratkaisemista
voidaan helpottaa kdyttamalld symbolien ohella sanallista ilmaisua. T&lloin tie-
toisesti alennetaan tehtédvien abstraktiotasoa.

Oppilaita voidaan kannustaa kdyttim&ddn omia ratkaisumenetelmiddn.
Esimerkiksi kokeilun kdyton yhtdloiden ratkaisukeinona on todettu antavan
hyvan pohjan lausekkeiden ja yhtédléiden rakenteen ymmartamiselle. Tarkeinta
on oppia perustelemaan ratkaisunsa. Kun oppilaan késitystd siitd, ettd matema-
titkan tehtdvéstd saadaan aina “kunnollinen” vastaus, joskus useitakin, tuetaan
mahdollisimman pitkdédn, helpotetaan siirtymistd proseduurien suorittamisesta
struktuurien ymmartamisen tasolle. Kun oppilaat huomaavat vahitellen, etta
algebra on tapa ajatella ja ratkaista mutkikkaita sanallisia tehtdvid, he ymmar-
tavat paremmin algebran kayttokelpoisuuden.
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SUMMARY

Object of research, theoretical frame and research method

The division of mathematics teaching curriculum to arithmetic, algebra and
geometry in Finnish schools dates back to former parallel school system in
Finland and hitherto has marked out the framework of mathematics teaching in
comprehensive school. It has been thought that arithmetic and, as its most
demanding areas, proportionality and percentage calculation, are necessary
prerequisites for the studying of algebra. In practice this has meant that the
studying of algebra has been limited to the two highest classes of
comprehensive school.

In this study I have clarified what kind of prerequisites there would be to
start the studying of algebra earlier by connecting the basic concepts of algebra
to number calculations and by postponing the use of difficult symbol language.

The study was performed in two phases. The first phase included a four-
year follow-up study as a case study targeted to single age group of 89 pupils.
The study surveyed the mathematical skills of pupils from the sixth to the ninth
grade on general level. The measurements were made in autumns and in the
spring of the ninth grade with tests lasting for an hour. The follow-up was
followed by a cross-study. Its measurements were made in the autumn 2001.
The cross-study included 1,019 pupils from the sixth to the ninth grade from
three primary schools and five secondary schools in a mid-size Finnish town.
All pupils were tested with otherwise similar written one-hour test, with the
exception that the test for sixth-graders did not include percentage calculations.

The frame of this study was based on the theory performed by Kieran
(1992) and Sfard (1991). They wrote that shifting from arithmetic to algebra
means going from procedural (operational) to structural thinking.

In the study I examined the developing of pupils” mathematical thinking
from the point of view of understanding algebra. Mathematical thinking could
be seen in the ways mathematical processes were performed (Joutsenlahti 2005)
and how different alternatives were chosen for answers. The level of
mathematical thinking was estimated with five dimensions in the cross-study:
the error index of proportionality, the command of percentage calculation, the
interpretation of variables, the skills in solving equations and the index of
arithmetic thinking in solving equations. The first two dimensions mentioned
were connected to arithmetic operations and the last three to the basic concepts
of algebra.

The error index of proportionality formed an arithmetic point of view to
the pupils” thinking, but it also had an observable connection to the
understanding of algebra. The basis in creating the error index of
proportionality was the pupils” trivial i e elementary thinking, of which one
example is solving numeric exercises visually (van Hieles level 1, van Hiele
1986). Percentage calculation is counted among the area of arithmetic. In school
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mathematics the concept of percentage is, however, linked with terms and
symbols which raise the abstraction level of the procedures. For example the
calculation of the original amount is connected to solving equations.
Understanding of percentage calculation formed the second dimension to the
description of the pupils” mathematical thinking in this study.

The third dimension of mathematical thinking was connected to the
interpretation of variables. The interpretation of variables or literal terms can,
according to Kiicheman (1981) take place on six levels. In this study mainly the
three lowest levels were perceived: changing a variable into numbers,
abandoning a variable and regarding a variable as a concrete object.

In solving equations it was the types of equations that formed a hierarchy
on grounds of abstraction level: numeric equation, expression equation
(prealgebraic equation) and algebraic equation. The first two of the equation
types above represented the operational i e procedural level whereas algebraic
equation represented the structural level (Sfard 1994; Kieran 1992). Skills in
solving equations formed the fourth dimension of mathematical thinking. The
highest level of thinking in this fourth dimension was represented by the
forming of an equivalent sequence of equations.

Related to solving equations, the interpretation of equality sign was
examined separately by forming an index of arithmetic thinking. In this
particular sense, by arithmetic thinking it is meant that the pupil wrote a
sequence of equations which was incorrect. The sequence of equations did not
fulfil the characteristics of symmetry and transitivity. He or she might also
regard the first term on the right side of the equation as the result of the
calculation on the left. Further he or she might think that the terms on the right
and on the left were equivalent to each other as pairs (Kieran 1992; Hihnala
2003). The index of arithmetic thinking described the methods the pupils used
in solving equations.

Results and discussion

The study reveals that the basic calculation skills of the pupils improved
steadily during the four-year monitoring period. However, mechanical
operations were characteristic for many calculation processes. Especially in
more demanding exercises the pupils could not see any conflict between a
calculated value and real life. Proportionality seemed to be a model of thought
that nearly every second pupil could intuitively apply to a written exercise,
whereas less than one third of the pupils could solve a percentage calculation
based on the same mathematical model. The procedure the pupils used in
fraction exercises and percentage calculations did not seem to be based on
proportionality. However, faulty use of algorithms, for example, the mixing of
converting to higher terms and multiplying that occurred in all class levels and
arithmetical proceeding that was typical for the pupils of sixth and seventh
grade, did not mean that the mathematical skills of the tested pupils would
have been poor.
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The results support the idea represented by several researchers that the
understanding of proportionality is a slowly progressing skill. According to the
performed study this skill did not change very much during secondary school.
The framework curriculum of comprehensive school in 2004 emphasises the
constructive model of learning and a problem-centric approach as the centre of
studying. This is a clear impulse to the direction that the teaching of fractions
and percentage calculations should be based on proportionality that is already
intuitively commanded by pupils. Even extensive practising of percentage
calculation in the seventh class did not seem to improve the understanding of
the concept of percentage. However, until the beginning of the ninth grade
there had been a significant improvement in these skills, which suggests that
the thinking skills of the pupils had been developed.

The accumulation of trivial errors in proportionality to certain pupils was
linked with the weak command of algebra. The error index of proportionality
that describes the phenomenon did not give much additional information of the
pupils” mathematical thinking. It seemed that the trivial errors that led to a
contradiction with real life had less meaning in the study of algebra than the
trivial errors that were connected to the rules of calculation or the interpretation
of figures.

There did not seem to be remarkable differences in the command of basic
concepts of algebra between the sixth, seventh and the eighth grade. It was
clearly more difficult for pupils to produce an expression including variables
than to identify one. Approximately half of the pupils were able to solve
arithmetic and prealgebraic equations. But, when estimating the problem-
solving methods the pupils had used, it was found that only about 5-9 % of the
pupils from the sixth to the ninth grade understood the mathematical structure
of algebraic equation. Most of them were in the ninth grade, totalling
approximately one fifth of the ninth-graders.

On the basis of this study the command of proportionality did not seem to
be the qualification for skills in algebra. It rather seemed that pupils need
similar abilities for these areas of mathematics. The skills in algebra were
approximately the same among the pupils from the sixth to the eighth grade.
On the basis of the results obtained it would be natural to teach proportionality
and algebra simultaneously in comprehensive school, parallel and interlocked,
at least from the sixth grade onwards. Limiting the study of algebra as a
separate area in certain grades as well as symbol calculation which goes beyond
everyday reality do not make it easier for pupils to proceed from arithmetic to
algebra.
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LIITTEET

LIITE1

MATEMATIIKAN LAHTOTASOTEST], 6. LK., SYKSY 1996

MONIVALINTATEHTAVAT

1.

7.

Messuilla kavi kaikkiaan 23 184 ihmistad. Kavijoistd oli lapsia 16 579. Kuinka paljon oli
aikuisia?
A 39753 B 17605 C 13415 D 6615 E 6 605

Lentomatkustaja voi ulkomaanlennolla ottaa 20 kg matkatavaraa. Kuinka paljon
matkatavaraa voi 18 matkustajan seurue ottaa yhteensa?
A 38kg B 36kg C 360kg D 1620kg E 1820kg

Laske 7696:37 =
A 28 B 208 C 235 D 280 E 2080

280 kadytettyd ja 20 uutta postimerkkid jaetaan tasan 30 lapsen kesken. Kuinka monta
merkkid kukin lapsi saa?
A 50 B 40 C 30 D 20 E 10

Olkoon a jokin luonnollisista luvuista 1, 2, 3,... Mikd on silloin lukua a seuraava
luonnollinen luku?
A a+1 B a-1 C a-10 D a+10 E 10 a

Vaa’at 1ja 2 ovat tasapainossa. Miké vaakakupeista A - F on asetettava kysymysmerkin
paikalle, jotta my6s vaaka 3 olisi tasapainossa?

1
R ) ~ ; .
VIYVIE D vovVe vw;n
A B I
PYVVEIEIOQ YIVVEI e e vvv;uo
8 - :
Merkitse luku g desimaalilukuna
A 6,5 B 15 C 1,2 D 1,25 E 1,05

(jatkuu)
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LOTE1 (jatkuu)

8. Miké seuraavista lausekkeista on yhtd suuri kuin 7-(3 + 9)?
A (7:3)+(79) B (79)+(39) C (73)+(39) D 727 E 219
0. Kuvitellaan, ettd oheinen kuvio leikataan reunaviivaa myoten irti paperista.

Miki laatikoista A - F voidaan rakentaa irtileikatusta paperista?

©

° i A
— B ~ c
» i I] }
..=.-* ..

10.  Mikd osa 30 p on 4 mk:sta?
A 3/4 B 3/40 C 40/3 D  4/30 E 30/4

(jatkuu)
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LITE 1 (jatkuu)

11. Alla oleva diagrammi kuvaa oppilaiden poissaoloa koulusta erédédn viikon aikana. Mina
pédivand oli yhdeksdn oppilasta poissa?
A Maanantaina B Tiistaina ~ C Keskiviikkona D Torstaina  E Perjantaina

12

10 —

Oppilaita poissa

Ma Ti Ke To Pe

Viikonpéaiva

12. Pekka ja Pirkko p&attivat ryhtyd sdadstimaan. Pekka pystyy sddstamédan 3 mk ja Pirkko 5
mk kuukaudessa. Jos kumpikin jatkuvasti sddstdd mainitun rahaméérin, kuinka monen
kuukauden kuluttua Pirkolla on tasan 10 mk enemman kuin Pekalla?

A 2 kk B 3 kk C 4 kk D 5 kk E 8 kk
TUOTTAMISTEHTAVAT
13.  Suorita yksikbnmuunnos 35dl = l dl

14.  Pallokenttd oli 100 m pitkd ja 60 m leved. Harjoituksissa tytot juoksivat kentdn ympari ja
siksi he halusivat tietdd, kuinka pitkdn matkan he juoksivat. Mikd oli kentdn

ympaérysmitta?
15. a) Piirrd suorakulmio, jonka sivut ovat 2 cm ja 4 cm.
b)  Jaasuorakulmio ldvistéjdlla kahdeksi kolmioksi.
c) Muodosta uusia kuvioita asettamalla kolmiot siten, ettd niilld on yksi

yhteinen sivu.
d)  Nimed syntyneet kuviot.

16.  Milld luvulla luku 60 on jaettava, jotta osaméddran arvo olisi 12?
1

17. Laske 1-— =
5

18.  Perhe suunnitteli lomamatkaa Lappiin. Kuinka kauan kestdisi 560 km:n automatka
Jyvéaskylastd Rovaniemelle 80 km/h keskinopeudella ajettaessa, kun lepotaukoihin
aiottiin kayttdd kolme tuntia?

(jatkuu)
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LOTE1 (jatkuu)

19. Yhdisti viivalla keskenddn samansuuruiset murtoluvut

5 21
5 15
6 3
15 6
1 4
2 4
7 3
3 7
9 o1
21 3

LIITE 2

MATEMATIIKAN LAHTOTASOTEST], 7. LK., SYKSY 1997
VASTAAVAAN 6. LK:N TESTIIN LISATYT OSIOT

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Alla olevaan lukujonoon sisdltyy jokin sddnnonmukaisuus. Lisdd puuttuvat luvut
ruutuihin ja selitd, mikd sédnnénmukaisuus lukujonoon siséltyy.

2—->5-511-523—> -
Sdaannonmukaisuus on sellainen, ettd

Liikenteen tarkkailussa havaittiin, ettd kahdeksan autoilijaa kymmenestd kaytti
turvavyotd. Kuinka monta autoilijaa 35:std kadyttdd turvavyotd, jos turvavyon
kdyttdminen on yhta yleistd kuin edelld mainitussa tapauksessa?

Tarhassa on 9 mustaa ja 16 harmaata lammasta. Kuinka monta % lampaista on mustia?

Juustohampurilaisen hinta oli aikaisemmin 18,00 mk. Hintaa korotettiin 5 %. Mika oli
hinta korotuksen jalkeen?

Akvaarion sisamitat ovat pituus 62 cm, leveys 28 cm ja korkeus 30 cm. Kuinka monta
kokonaista litraa akvaarioon mahtuu vetta?

Laske kertolasku 5-42 ja ilmoita lopputulos mahdollisimman yksinkertaisena seka- tai

murtolukuna.



154

LIITE 3
MATEMATIIKAN LAHTOTASOTEST], 8. LK., SYKSY 1998
MONIVALINTATEHTAVAT

1. Laske - (+12) - (-9) =

A 31 B 21 C -3 D +3 E +21
2. Vertaillaan keskendan lukuja 9 ja 18. Mika seuraavista vaihtoehdoista pitdd paikkansa?
A luku 9 on kaksi kertaa pienempi kuin luku 18
B luku 9 on kaksi kertaa niin pieni kuin luku 18
C luku 18 on puolta suurempi kuin luku 9
D luku 18 on kaksi kertaa suurempi kuin luku 9
E luku 18 on kaksi kertaa niin suuri kuin luku 9

3. Laske 7696:37 =

A 28 B 208 C 235 D 280 E 2080
4. Olkoon a jokin luonnollisista luvuista 1, 2, 3,.... Miki on silloin lukua a seuraava
luonnollinen luku?
A a+1 B a-1 C a-10 D a+10 E 10a
5. Merkitse murtoluku — desimaalilukuna
A 65 B 1,5 C 1,2 D 1,25 E 1,05

6.  Miki seuraavista lausekkeista on yhta suuri kuin 7-(3+9) ?
A (7-3)+(7-9) B (7-9)+(@3-9) C (7-3)+(@3-9)
D 7-27 E 21 -9

(jatkuu)
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LOTE3 (jatkuu)

7. Kuvitellaan, ettd oheinen ruudukko leikataan irti paperista. Miké laatikoista A - E voidaan
taitella irtileikatusta paperista?

' ©

8. Miki osa 30 p on 4 mk:sta?

3 3 40 4 30
A — B — C — D — E —
4 40 3 30 4

9. Katri ja Ville paattivdt ryhtyd sddstdamddn. Ville pystyy sddstimddan 9 mk ja Katri 15 mk
kuukaudessa. Jos kumpikin sddstéd jatkuvasti mainitun rahamééréan, kuinka monen
kuukauden kuluttua Katrilla on tasan 30 mk enemmaén kuin Villell&?

A 2kk B 3kk C 4kk D  5Kkk E 8 kk

10.  Puseron hintaa oli alennettu 15%:1la. Alennus oli 72 mk. Puseron alentamaton hinta oli
A 48 mk B 87 mk C 240 mk D 480 mk E
720 mk

11. Minkd nimisen geometrisen kuvion méérittelee lause: "Nelikulmio, jonka vastakkaiset
sivut ovat yhtd pitkat" ?
Kuvio on nimeltdan
A nelio B suorakulmioC suunnikas D puolisuunnikas E tasakylkinen kolmio

12. Kopiopaperin paksuus ilmoitetaan merkinnallda 80 g/ m2. Yksi nelismetri paperia painaa
siis 80 grammaa. Neliometri paperia muodostuu 16 arkista kopiopaperia. Tamén
perusteellayhden kopiopaperiarkin massa on noin

A 016 g B 5¢g C l6g D 20g E 6dg

13.  Suorita yksikonmuunnos 320g= kg

(jatkuu)
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LOTE3 (jatkuu)

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Jukka valmistaa 1,5 litran kannullisen mehujuomaa lisddmalld mehutiivisteeseen vetta.
Ohjeen mukainen laimennussuhde on 1:5. Kuinka paljon Jukka tarvitsee mehujuomaan
vettd?

Laske 4 -4 (2+6:2) =

Laske1-1/5=
Perhe suunnitteli lomamatkaa Lappiin. Kuinka kauan kestdisi 560 km:n automatka
Jyvéaskylastd Rovaniemelle 80 km/h keskinopeudella ajettaessa, kun lepotaukoihin aiottiin

kayttdd kolme tuntia?

Laske oheisessa kuviossa kulman a suuruus.

Laske oheisesta suorakulmiosta tummennetun alueen pinta-ala.

4 im bin

Akvaarion sisdmitat ovat pituus 62 cm, leveys 28 cm ja korkeus 30 cm. Kuinka monta
litraa akvaarioon mahtuu vetta?

Liikenteen tarkkailussa havaittiin, ettd kahdeksan autoilijaa kymmenesta kaytti

turvavyotd. Kuinka monta autoilijaa 35:stéd kéyttdad turvavyots, jos turvavyon kaytto on
yhtid yleistd kuin edelld mainitussa tapauksessa?

(jatkuu)
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LOTE3 (jatkuu)

22.  Tarhassa on 9 mustaa ja 16 harmaata lammasta. Kuinka monta % lampaista on mustia?

23.  Kultasormus sisdltdd puhdasta kultaa 75 %. Kuinka paljon kultaa on 5,0 grammaa
painavassa kultasormuksessa?

24.  Laske kertolasku 5 -4 3/8 ja ilmoita tulos mahdollisimman yksinkertaisena seka- tai
murtolukuna.

25.  Alla olevaan lukujonoon sisiltyy jokin sdédnnénmukaisuus. Lisdd ruutuun puuttuva luku
ja selitd, mikd sadannonmukaisuus lukujonoon sisiltyy.

255510517 >
Siannonmukaisuus on sellainen, ettd

LIITE 4

9.1k syksyn ja kevaan testi
MONIVALINTATEHTAVAT

1. Laske - (+12) - (-9) =

A -31
B -21
C -3
D +3
E +21

2. Vertaillaan keskendan lukuja 9 ja 18. Mikd seuraavista vaihtoehdoista pitdd paikkansa?
A luku 9 on kaksi kertaa pienempi kuin luku 18
B luku 9 on kaksi kertaa niin pieni kuin luku 18
C luku 18 on puolta suurempi kuin luku 9
D luku 18 on kaksi kertaa suurempi kuin luku 9
E luku 18 on kaksi kertaa niin suuri kuin luku 9

3. Laske 7696:37 =

A 28

B 208

C 235

D 280

E 2080
4, Olkoon a jokin luonnollisista luvuista 1, 2, 3,.... Miké on silloin lukua a seuraava

luonnollinen luku?

A a+1

B a-1

C a-10

D a+10

E 10 a

(jatkuu)
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LOTE4 (jatkuu)

5. Merkitse murtoluku E desimaalilukuna
A 6,5
B 15
C 1,2
D 1,25
E 1,05
6. Mika seuraavista lausekkeista on yhta suuri kuin 7 - (3+9)?
A (7-3)+(7-9)
B 7-9+@3-9)
C (7-3)+(3-9)
D 727
E 21-9
7. Oletetaan, ettd yhtdlo P =M + N on tosi. Tarkastellaan seuraavia yhtélsita I, II ja III
I N=P-M
11 P-N=M

I N+M=P
Miké seuraavista vaihtoehdoista on silloin totta?
vain yhtdlo I on tosi
vain yhtilo III on tosi
vain yhtdlot I ja II ovat tosia
vain yhtélot 11 ja III ovat tosia
yhtdlot I, 1T ja III ovat tosia

Mg N w >

8. Miké osa 30 p on 4 mk:sta?
A

o o

@)
">|8 8|_,>w|4> J>|w4>|oo

9. Katri ja Ville padattivat ryhtyd sddstdamdan. Ville pystyy sddstimddan 9 mk ja Katri 15 mk
kuukaudessa. Jos kumpikin sddstdd jatkuvasti mainitun rahamidrdn, kuinka monen
kuukauden kuluttua Katrilla on tasan 30 mk enemmaén kuin Villella?

A 2 kk
B 3 kk
C 4 kk
D 5 kk
E 8 kk

(jatkuu)
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LOTE4 (jatkuu)

10.

11.

12.

Puseron hintaa oli alennettu 15%:1la. Alennus oli 72 mk. Puseron alentamaton hinta oli

A 48 mk
B 87 mk
C 240 mk
D 480 mk
E 720 mk

Minké nimisen geometrisen kuvion méérittelee lause: "Nelikulmio, jonka vastakkaiset sivut
ovat yhta pitkat"?
Kuvio on nimeltdan
nelio
suorakulmio
suunnikas
puolisuunnikas
tasakylkinen kolmio

mgON=p

Kopiopaperin paksuus ilmoitetaan merkinnallda 80 g/ m2. Yksi nelidmetri paperia painaa
siis 80 grammaa. Neliometri paperia muodostuu 16 arkista kopiopaperia. Tamén
perusteella
yhden kopiopaperiarkin massa on noin
A 0l6g
B 5g
C l6g
D 20g
E 64 g

TUOTTAMISTEHTAVAT

13.

14.

15.

16.

17.

Suorita yksikonmuunnos 320 g = kg

Jukka valmistaa 1,5 litran kannullisen mehujuomaa lisddmalld mehutiivisteeseen vetta.
Ohjeen mukainen laimennussuhde on 1:5. Kuinka paljon Jukka tarvitsee mehujuomaan
vettd?

Laske4-4-(2+6:2) =
1

Laske 1——=
5

Perhe suunnitteli lomamatkaa Lappiin. Kuinka kauan kestdisi 560 km:n automatka
Jyviskyldstd Rovaniemelle 80 km/h keskinopeudella ajettaessa, kun lepotaukoihin
aiottiin kayttdd kolme tuntia?

(jatkuu)
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LOTE4 (jatkuu)

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Laske oheisessa kuviossa kulman a suuruus.

Laske oheisesta suorakulmiosta tummennetun alueen pinta-ala.

q}n (Ji}q

Akvaarion sisdmitat ovat pituus 62 cm, leveys 28 cm ja korkeus 30 cm. Kuinka monta litraa
akvaarioon mahtuu vetta?

Liikenteen tarkkailussa havaittiin, ettd kuusi autoilijaa kahdeksasta kédyttdd turvavyotd.
Kuinka monta autoilijaa 36:sta kéyttdd turvavyotd, jos turvavyon kdytté on yhtd yleistd
kuin edelld mainitussa tapauksessa?

Tarhassa on 11 mustaa ja 14 harmaata lammasta. Kuinka monta % lampaista on mustia?

Kultasormus sisdltdd puhdasta kultaa 75 %. Kuinka paljon kultaa on 5,0 grammaa
painavassa kultasormuksessa?

3
Laske kertolasku 6 - 35 ja ilmoita tulos mahdollisimman yksinkertaisena seka- tai

murtolukuna.

Alla olevaan lukujonoon sisiltyy jokin siadnnonmukaisuus. Lisdd ruutuun puuttuva luku
ja selitd, mikd sidnnonmukaisuus lukujonoon sisiltyy.
2-55-510->17—
Saannonmukaisuus on sellainen, ettd

Sievenni lauseke (x - 6)(x +4) =

(jatkuu)
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LOTE4 (jatkuu)

27.  Ilmoita suoran y = 2x - 1 ja x-akselin leikkauspisteen koordinaatit.

28.  Suorakulmaisen kolmion hypotenuusan pituus on 10 cm ja toisen kateetin pituus 8 cm.
Laske toisen kateetin pituus.

29. Ratkaise yhtdlo  3x-8=5x-2
30.  Oheisessa kuvassa T, L ja P ovat kylid tien varrella. Kyld L on kaksi kertaa niin kaukana

kyladstd T kuin kyldstd P. Taman tien varrella on toinenkin kyld, joka on kaksi kertaa niin
kaukana kylastd T kuin kyléstd P. Kuinka kaukana kyseinen kyla on kylasta L?

Jkm
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LIITE5 Poikittaistutkimuksen matematiikan testi
Hyvi oppilas!

Tama testi liittyy matematiikan opetuksen ja oppimisen kehittimiseen. Tavoitteena on selvittdd,
kuinka sind ja ikadtoverisi ratkaisette tietynlaisia matematiikan tehtdvid. Oikean vastauksen
ohella halutaan tietdd, kuinka olette paidtyneet esittdimiinne ratkaisuihin.

Osa tehtdvistd on monivalintatyyppisid, jolloin tarkalleen yksi esitetyistd vaihtoehdoista
on oikea. Rengasta valitsemasi vastausvaihtoehto (A, B, C, D tai E). Voit myos merkitd
laskutoimitukset tehtdvan vieressd olevaan vapaaseen tilaan.

Muissa ns. tuottamistehtivissd sinun tulee suorittaa tarpeelliset laskutoimitukset ja
esittdd niiden mahdolliset perustelut. Merkitse kaksoisalleviivauksella saamasi ratkaisu.
Ratkaise tehtdvat ilman laskinta. Kaikkia antamiasi tietoja késitelldan luottamuksellisesti.

1. Sukupuoli 1 poika
2 tytto

2. Koulu:

3. Luokka:

TEHTAVAT

4. Murtoluku — on desimaalilukuna

A 54 B 14 C 1,1 D 1,25 E 1,05

5. Jos murtoluvun osoittaja ja nimittdja kerrotaan samalla luvulla
A murtoluvun arvo pienenee
B murtoluvun arvo sdilyy
C murtoluvun arvo suurenee
D tulos riippuu siitéd, onko kertoja suurempi kuin 1 vai pienempi kuin 1
E tehtdvad ei voi ratkaista annettujen tietojen perusteella
6.  Kertolaskun 4 -52 tuloson
1 12 3 23 172
A 21; B 20 C 20 D % E %
7. Erdédn kaupungin miehistd g ja naisista g on naimisissa (lapsia ei oteta huomioon).
Kuinka suuri osa kaupungin aikuisista on naimisissa?
2 5 19 19 12
Alg Bg Cyx Dy Eg
8. Hakkaraisen perhe pé&itti maalauttaa omakotitalonsa kuistin. Kahdelta maalarilta
tiedusteltiin tyohon kuluvaa aikaa. Mikkonen sanoi maalaavansa kuistin 8 tunnissa ja
Timonen 6 tunnissa. Koska tyolld oli kiire, Hakkaraiset paattiviat palkata molemmat
maalarit. Kuinka kauan heiltd kesti maalauksen suorittaminen yhdessa? Esitd padttelyt ja
perustelut.
9. Kati ja Miia tarkkailivat ohikulkevia poikia. He havaitsivat, ettd kolmella pojalla

kahdeksasta oli siniset farkut. Oletetaan, ettd sinisten farkkujen kaytté koulun pojilla on
yhtd yleistd kuin edell& mainituissa tapauksissa. Kuinka moni koulun 72 pojasta kéayttaa
sinisia farkkuja?

(jatkuu)
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(jatkuu)

10.  Puukko ja tuppi maksavat yhteensd 25 mk. Puukko maksaa 20 mk enemmaén kuin tuppi.
Kuinka paljon tuppi maksaa?

11. Taksi perii asiakkaalta 30 mk perusmaksun ja 5 mk ajokilometriltd. Mikd

seuraavista diagrammeista kuvaa taksin perimdn maksun
ajokilometreistd?
| I
maksi - - miksu | “ |||:|+:!.||| C
] ¢
-~ 1
. o J -
i — e e T T ;IW S _Tl_ﬂ'ha-
A
miaksi $ D maksii E
e -"—’..-’- - —
- = ~J.m“|1(n - L ‘m :|li\;|

it

riippuvuutta

12.  Kauhallinen pilkkisaalista sisdlsi 8 sdrked ja 17 ahventa. Kuinka monta sirked

tdman perusteella voidaan arvioida olevan 100 kalan pilkkisaaliissa?

13.  Tarkastellaan kahta eri kokoista nelitd 1 ja 2. Pienemmaéssd neliossd alan suhde

piirin pituuteen
on suurempi kuin suuremmassa neliossa
on pienempi kuin suuremmassa neliossa
on yhtdasuuri kuin suuremmassa neligssa.
on puolet suuremman nelion vastaavasta suhteesta
ei ole ratkaistavissa

mg N =y

B

(jatkuu)
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LOTES5 (jatkuu)

14.  Oheiseen kuvaajaan liittyy yht&lo

A

H g A W™

y=2-X
y=3x
y=x+1
y=—-2-X+2
y=2-X

15.  Ratkaise x yhtilosta X —8=7 — 4-X

16.  Olkoon n jokin luonnollisista luvuista 1, 2, 3, .... Lukua n seuraava luonnollinen luku on

silloin

Mmoo N>

n+1
n-1
n-10
n+10
10n

17.  Kymmenten numero erddssd kaksinumeroisessa luvussa on kaksi kertaa niin suuri kuin

ykkosten

numero. Jos ykkosten numeroa merkitddn kirjaimella X, mainittu

kaksinumeroinen luku voidaan esittdid muodossa

A

B
C
D
E

3-X
12-x
21-X
30-x
20+X

18. Riku on 10 cm pitempi kuin Perttu. Pertun pituus on h cm. T&lloin Rikun pituus
senttimetreissd on

Mo nNw>

P+10=R
h=+10
h=R+10
h10
h+10

(jatkuu)
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LOTES5 (jatkuu)

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Ilmoita oheisen suorakulmion alan lauseke

a 3

Etsi sellainen luku x, ettd lausekkeet 4-X — 7 ja 8 — X ovat yhtd suuret?

Mika seuraavista lausekkeista on yhtd suuri kuin lauseke 7-(3+9)?
A (7-3)+ (79
B (7-9) + (3-9)
C (7-3) + (3-9)
D 7-27
E 21-9

Miké luku tulee sijoittaa tyhjadan ruutuun, jotta seuraava yhtalo olisi tosi?

(235 +[ ])+(679 —122) = 235 + 679
Kysytty luku on

Oletetaan, ettd yhtdlo P =M + N on tosi. Tarkastellaan seuraavia yhtlsitd I, 1I ja
11

I N=P-M

I P-N=M

I N+M=P
Mikd seuraavista vaihtoehdoista on silloin tosi?
vain yhtdlo I on tosi
vain yhtéld III on tosi
vain yhtdlot I ja III ovat tosia
vain yhtalot II ja I1I ovat tosia
yhtalot I, IT ja III ovat tosia

mgonNw >

Luokalla on 17 poikaa ja 8 tyttod. Kuinka monta prosenttia luokan oppilaista on poikia?

Kultainen kaulakoru sisdltdaa 75 % puhdasta kultaa. Kuinka paljon kultaa on 4,2 grammaa
painavassa kaulakorussa?

Sairaanhoitajien koulutustilaisuudessa on 99 naista ja 1 mies. Kuinka monen naisen
taytyy poistua, jotta naisten osuus olisi 98 %?

KIITOS VASTAUKSISTASI!
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LIITE6 Matematiikan testin ratkaisuprosentit ja niiden erot luokkatasoittain
poikittaistutkimuksessa, erojen p-arvot t-testilld

Luokkataso 6 7 8 9
Oppilaita 112 | 317 | 350 | 240
Ratkaisuprosentti 31,0 | 324 | 351 | 44,0
Ero 6.1k/7.1k prosenttiyksikkoa +1,4

Ero 7.1k/8.1k prosenttiyksikkod +2,7

Ero 8.1k/9.1k prosenttiyksikkoa +8,9
Keskiarvoeron merkitsevyys p- 0,265 | 0,050 | 0,000

arvo

LIITE7 Toteutuneet ratkaisuvaihtoehdot poikittaistutkimuksen osiossa 7

Osio 7 Erddn kaupungin miehistd 2/3 ja naisista 3/5 on naimisissa (lapsia ei oteta
huomioon). Kuinka suuri osa kaupungin aikuisista on naimissa?
Ratkaisu A B C D E
Ratkaisu-
vaihtoeh- % % % é—g %
dot
Ratkaisu- | Kertolas- | Osoittajien | Yhteenlasku | Lavennusja | Osoittajien
tavan ku ja 2431049 osoittajienja | laventaminen
kuvailu 2.3 nimittdgjien | > °> | nimittdjien samoiksi seka
yhteenlas- yhteenlasku | osoittajien ja
ku 20,9 _19 nimittdjien
% BB yhteenlasku
+ -
i=5jat=15
66 _ 12
9410 — 19
Valinnan
yleisyys
%, N 3.5 521 33.3 9.0 21
994)
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LIITE8 Poikittaistutkimuksen muuttujan késitteeseen liittyvien osioiden

ratkaisutapojen luokittelu

Osio 16 Olkoon n jokin luonnollisista luvuista 1, 2, 3, .... Lukua n seuraava luonnollinen luku on silloin

Ratkaisu A B C D E
Ratkaisu-
vaihtoehdot n+1 n-1 n-10 n+10 10n
Valinnan
yleisyys (%, N 67,2 5,4 5,5 7,2 14,6
= 886)
Osio 18 Riku on 10 cm pitempi kuin Perttu. Pertun pituus on h cm. Tilloin Rikun pituus senttimetreissd
on
Ratkaisu A B C D E
Ratkaisu- _ _ h=
vaihtoehdot P+10=R h=+10 R+10 h10 LAl
Valinnan
yleisyys (%,N = 17,6 16,6 15,1 71 43,6
905)
Osio 19 Ilmoita oheisen suorakulmion alan lauseke
5
i
a 3
Ratk. luokitus 1 2 3 4 5
Ale vith 5.3 Piiri Pelkka Mitt.
g. virhe — tai +5+a+ lau-
Ratkaisutavan | 5-(a+3) oikea a g +5 +§ nukmero au- | em tai
kuvailu tulos 5a° tai a seke ym.tal
a” tai 3a+5 tms. a=2-5tai | muu
3.5tai5-3:2 | virhe
Ratkaisutavan
yleisyys (%, N 28,1 33,2 3,6 28,1 71

= 599)
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LIITE9 Poikittaistutkimuksen yhtdlsihin liittyvien ratkaisutapojen luokittelu

Osio 15 Ratkaise x yhtilosti X —8=17 —4-X

Ratk.luokitus 1 2 3 4 5
Ratkaisuta- a) Ekvivalentti Algebrallinen | Kaksi  eri | Aritmeettinen Muu
van kuvailu | yhtdloketju, virhe, ratk. ajattelu, virhe
oikea tulos x=3 | yht.lasku <--> ensimmdinen
b)Kokeilemalla | kertolasku tai luku oikealla on
tai ilman tuntematon vasemman
perusteluja jaanyt puolen tulos
oikea tulos lausekkeeseen
tai hylitty
Ratkaisuta-
. a)84
van yleisyys b) 7,1 15,5 55 37,5 29,5
(%, N =521) !
Osio 20 Etsi sellainen luku x, etti lausekkeet 4-X — 7 ja 8 — X ovat yhti suuret?
Ratk.luokitus 1 2 3 4 5
Ratkaisuta- Oikea ratk. x=3 | Lausekkeen Vas. eri x| Virh. yht.ratk. Muu
van kuvailu | yht4ld tai arvo=5 kuin oik. tekniikka virhe
lausekk. vert. selvitetty, 2ja 7 tai 4.x-7=
vastaus vaaré, 2ja9 tai _
x=5 tms. ljall 4x—7-8-x=
Ratkaisuta-
van yleisyys 56,4 8,7 12,5 3,3 19,2
(%, N =504)
Osio 22 Mikdi luku tulee sijoittaa tyhjddn ruutuun, jotta seuraava yhtalo olisi tosi?
(235 +[ 1)+(679 —122) = 235 + 679
Ratk.luokitus 1 2 3 4 5
Ratkaisuta- Vaakaperiaate, | Ekvivalentti Laskemalla | Laskemalla Muu
van kuvailu | oikea tulos yhtiloketju molemmat | molemmat virhe
[ 1=122 a) oikein puolet, puolet,
b) vadrin oikea tulos | v&ari tulos
Ratkaisuta- 04
van yleisyys 30,9 z) e 13,4 11,8 42,7
(%, N =708) )0,
Osio 23 Oletetaan, etti yhtdlé P = M + N on tosi. Tarkastellaan seuraavia yhtdiloiti I, II ja 111
IN=P-M II P-N=M 1III N+ M =P Miki seuraavista vaihtoehdoista on silloin tosi?
Ratkaisu A B C D E
Vaihtoehdot . . Vain III VainIja . . . I,IIja
Vain I tosi tosi I tosi; Vain II ja III tosia T ¢ (]) sia
Ratkaisuta-
van yleisyys 51 38,8 14,0 11,4 30,5
(%, N =837)
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LIITE10 Poikittaistutkimuksen ratkaisuprosenttien muutokset ja mniiden
merkitsevyydet luokka-asteelta seuraavalle siirryttdessa

Muutos luokalta seuraavalle Koko testi | Verrannollisuus | Algebra | Prosenttilasku
Kuudennelta seitseménnelle,

prosenttiyksikkod 14 93 -54

Muu’folfsen merkitsevyys 0,265 0,001 0,010

t-testilld, p-arvo

Seltseméi.nne‘ltéi F?hdeksannelle, +26 01 +53 0,0
prosenttiyksikkoa

Muutoksen merkitsevyys 0,050 0,484 0,001 0,965
t-testilld, p-arvo

Kahdeks.arm.elta'.}.{hdeksannelle, +87 +60 +115 10,0
prosenttiyksikkoa

Muutoksen merkitsevyys 0,001 0,010 0,000 0,001
t-testilld, p-arvo

LIITE11 Verrannollisuuden virheindeksin IVieq yhteys algebran alueella
menestymiseen poikittaistutkimuksen mukaan. Testin algebran
alueen ratkaisuprosentin riippuvuus indeksiluokasta, testattu
varianssianalyysilld, df = 1017, F = 104,3, p = 0,000.

Ratkaisuprosentit algebran alueella .
Ve Keskiarvo (%) Keskihajonta (%-yks.) Oppilaita
0,00-0,33 39,2 21,6 402
0,34-0,66 24,4 15,8 560
0,67-1,00 17,0 11,9 96
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