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Esipuhe

Lahes vuoden tyorupeama saapuu paatokseensa tdmaén tutkielman valmistumisen myo-
td. Viimeinen — samalla my6s mieluisin — tehtidvani on jakaa kiitosta niille henkil6ille,
jotka sen mielesténi ansaitsevat. Kun tutkielmani ohjaajat filosofian tohtori Janne Mar-
tikainen ja filosofian tohtori Tuomo Rossi saattoivat tutkielman aiheen korviini noin
vuosi takaperin, onnistuivat he samalla kampeamaan mielenkiintoni uuteen osoittee-
seen. Aikaa myo6ten ilmeni, ettd tyoskentely Jannen ja Tuomon ohjauksessa on paitsi
tuotteliasta myds aidosti vélitontd. Apua oli aina saatavilla. Varsinkin siitd, mutta
my6s kaikesta muusta hyvéistd, molemmille kuuluu kiitos ja puolet kunniasta.

Osansa saavat kotivikikin. Vanhemmiltani Pentiltd ja Mirjamilta olen vastaanotta-
nut paljon. Ennen kaikkea olen ollut vapaa lihteméain ja saapumaan. Heille olen alati
kiitoksen velkaa. Kiitoksen ansaitsevat myd6s siskoni ja veljeni, joiden iloisesta seurasta
olen nauttinut lukemattomia kertoja. Mikéli nauru todellakin pidentad ikda, Mervin ja
Markon seurassa minulle on karttunut useita lisdvuosia.

Ystéavadni Anssi Pennasta kiitdn yhteistyosté, jota olemme opiskelujemme edisté-
miseksi tehneet. Se on ollut antoisaa ajatusten vaihtoa. Jyvéskyldssd asumani vuodet
ovat tarjonneet ikimuistoisia hetkid myo6s opiskelun ulkopuolelta. Niistd hetkista kiitan
kaikkia ystavidni ja ldheisidni tasapuolisesti.

Jyvaskyla, joulukuu 2003

Keijo Mattila



Matemaattiset merkinnat

Alla esitetty lista sisdltdd tdméan tutkielman tirkeimmét matemaattiset merkinnit.
Suurin osa merkinndistd on pyritty selittdm&aidn myds varsinaisessa tekstissi siind yh-
teydessd, missa niitd ensimmaisen kerran kiytetdin. Kaytintona on, ettd pienet kreik-
kalaiset aakkoset sekd kursivoidut latinalaiset aakkoset, esimerkiksi ¢, « ja E, edusta-
vat kokonais-, reaali- tai kompleksilukuja, toisin sanoen skalaareita. Edelld mainitun
kaltaiset aakkoset voivat edustaa myos skalaariarvoisia funktioita. Lihavoidut latina-
laiset aakkoset sekd nuolella varustetut kreikkalaiset aakkoset, esimerkiksi q, ¢ ja B,
edustavat vektoreita tai vektoriarvoisia funktioita. Isot latinalaiset aakkoset ilman eri-
koistehosteita, esimerkiksi A ja J, edustavat matriiseja.

N positiiviset kokonaisluvut, luku nolla kuuluu joukkoon

R™ n -ulotteinen reaalilukuavaruus

cr n -ulotteinen kompleksilukuavaruus

K" n -ulotteinen reaali- tai kompleksilukuavaruus

veR v on reaaliluku

i imaginddriyksikko +/—1

0 pii ~ 3.142

e Neperin luku ~ 2.178

uecCr u on vektori ja sen n komponenttia ovat kompleksiarvoisia,
joskus vektori méaaritelldén kirjoittamalla {u;}? , u; € C

A e Kmxn A on matriisi, jonka alkiot ovat reaali- tai kompleksilukuja,
matriisissa on m rivia ja n saraketta; neliomatriisit méaaritellaan
joskus muodossa {a;;}7';—1, ai; € K

AL AT matriisin A kidnteismatriisi ja transpoosi

det(A) matriisin A determinantti

(u); vektorin u ¢:nnes komponentti, kun vektorilla on n
komponenttia ja ¢ = 1,...,n; myos merkintda u,; kiytetaan

(A);; matriisin A alkio rivilld ¢ sarakkeessa j, kun i =1,...,m ja
j=1,...,n, missd m on matriisin rivien ja n sarakkeiden
lukumaéaré; toisinaan kiytetdan merkintaa a; ;

la,b],]a,b[C R suljettu ja avoin reaalilukuvili, missé a,b € R

QCR” n -ulotteisen reaalilukuavaruuden avoin osajoukko,
tassa tutkielmassa osajoukoilla tarkoitetaan yleensa alueita

Q avoimen joukon () sulkeuma

o) alueen (2 reuna

r reunan osajoukko, esimerkiksi I' C 902

i1



(u,v) taiu-v

uxv

g(x):R*— C"

n c R"”

teR”

~—

of (x

V x f(x)

“mmES > €

joukko-opillinen vahennysoperaatio, luetaan "{2,:sta pois €2,"
skalaarin w itseisarvo

vektorin u euklidinen normi

vektoreiden u ja v sisidtulo

kolmiulotteisten vektoreiden u ja v ristitulo

funktio, joka kuvaa n -ulotteisen reaalilukuavaruuden pisteen
n -ulotteiseen kompleksilukuavaruuteen

reunan tai pinnan pisteen ulkonormaalivektori,

yleensé yksikkovektori

reunan tai pinnan pisteen tangenttivektori,

yleensé yksikkovektori

funktion f osittaisderivaatta muuttujan x; suhteen

skalaariarvoisen funktion f gradientti;
Vf= (5—3{1,... 97) kun x € R”

) Oz
funktion f derivaatta ulkonormaalivektorin n suuntaan,

vaihtoehtoinen merkintd on V f(x) - n
vektoriarvoisen funktion f € K" divergenssi;

V-f=>" afi,kunXE]R"

i=1 8_:L’Z
funktion f € K? roottori;
Vxf= (2 8k 31 9% 9h _ O0) Ly x ¢ RY
funktion f integraali yli joukon {2 muuttujan x suhteen
joukon S mielivaltaisen pieni osajoukko
integrointi yli suljetun joukon S
lukujen b;, ..., b, summa
Kroneckerin symboli, joka saa arvon 1, kun ¢+ = j; muulloin
symboli saa arvon 0
kulmataajuus
aallonpituus, joissakin yhteyksissd myo6s ominaisarvo
aaltoluku
sihkokentta
magneettikentta
Jacobin matriisi
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1 Johdanto

Tamén tutkielman aiheena on sihkémagneettisen sironnan numeerinen simulointi. Sah-
komagneettinen aalto siroaa, kun se kohtaa rajapinnan, joka erottaa kaksi eri viliai-
netta. Sihkomagneettisia aaltoja ovat esimerkiksi radioaallot, eriviriset laservalot tai
auringonvalo. Viliaineiden rajapinnalla osa aallosta heijastuu takaisin ja osa ldpéisee
rajapinnan. Luonnollinen esimerkki siroamisilmitstd on auringonvalon heijastuminen
ja taittuminen vedenpinnalta. Ilmio esiintyy myos monissa nykypéivin sovelluksissa.
[lmeisend esimerkkind mainittakoon tutka, jolla voidaan havaita vaikkapa lentokone
heijastuneen radioaallon avulla.

Numeerisella simuloinnilla tarkoitetaan, ettd simuloitavaa ilmiotd mallinnetaan tie-
tokoneen avulla; ilmion kiyttdytymiselle lasketaan arvio hyodyntamalla tietokoneen
laskentatehokkuutta. Numeerinen simulointi etenee yleensa seuraavasti:

1. Selvitetdan simuloitavan ilmion fysikaaliset perusteet.
2. Muodostetaan ilmitta kuvaava matemaattinen malli.

3. Muokataan matemaattista mallia niin, ettd se soveltuu ratkaistavaksi jollakin
numeerisella menetelmélla.

4. Laaditaan muokattua mallia vastaava diskreetti tehtédvé, joka usein muotoillaan
lineaariseksi yhtaloryhmaéksi.

5. Ratkaistaan yhtaléryhmaé tilanteeseen sopivalla ratkaisumenetelmélla.

6. Lasketaan lopullinen simulointitehtévan ratkaisu, joka valtaosalle tehtévistd on
jokin fysikaalinen suure, ja tarkastetaan tulokset.

Téamén tutkielman rakenne noudattaa ylla esitettyd vaihejakoa. Luvussa 2 esitel-
ladn sihkomagnetismin perusteoriaa ja johdetaan niin sanotut Mazwellin yhtdlot, joihin
sihkomagneettisen aallon simulointi tulee perustumaan. Luvussa 3 laaditaan ilmiota
kuvaava matemaattinen malli Maxwellin yhtiloiden pohjalta. Perusajatuksena on, et-
td sirontailmittd kuvataan sopivalla funktiolla, jonka lauseketta ei kuitenkaan suoraan
tunneta. Sen sijaan funktion kiyttdytymiselle pystytddn asettamaan sellaiset ehdot,
ettd niiden avulla funktion lauseke periaatteessa kyettéisiin yksikésitteisesti paattele-
main. Mikali lausekkeen péatteleminen onnistuu, sanotaan ettd matemaattiselle mal-
lille 16ydetddn analyyttinen ratkaisu.

Sirontailmitta kuvaava matemaattinen malli tulee olemaan niin monimutkainen, et-
tei sitd kyetd analyyttisesti ratkaisemaan. Silloin joudutaan turvautumaan numeeriseen



simulointiin, joka karkeasti sanoen tarkoittaa arvion laskemista analyyttiselle ratkai-
sulle. Varsinainen lahtolaukaus numeeriseen simulointiin tapahtuukin vasta luvussa 4,
kun mallista muodostetaan integraaliyhtdlo, joka vastaa heikossa mielessd matemaat-
tista mallia ja joka soveltuu paremmin numeeriseen simulointiin. Luvussa /5 laaditaan
heikkoa muotoa vastaava diskreetti tehtavi. Operaatio lienee helpoimmin ymmarretté-
vissd niin, ettd siind asetetaan uusi tehtédvi, jonka ratkaisu approksimoi matemaattisen
mallin analyyttista ratkaisua. Diskretisointi suoritetaan dadrellisten elementtien mene-
telmdlld ja tuloksena syntyy lineaarinen yhtaléryhma.

Téassd vaiheessa sirontailmion simulointi on kiteytynyt yhtadloryhmén ratkaisemi-
seen. Itse asiassa samaan tilanteeseen paddytddn erittdin monissa numeerisen lasken-
nan tehtdvityypeissd. Esimerkiksi optimoititehtévien kohdalla tilanne on tavallinen.
Koska yhtdloryhmén ratkaiseminen on erds numeerisen laskennan perusongelmia, lu-
vussa 6 tarkastellaan iteratiivisia ratkaisumenetelmid hieman laajemmin. Erityisesti
esitellaiin GMRES menetelmé, jota tullaan soveltamaan simulointitehtévissd. Lopuksi
luvussa 7' lasketaan esimerkin vuoksi vaatimattomia simulointitehtévid ja analysoidaan
saatuja tuloksia.



2 Sahkomagnetismi

Siroava sdhkomagneettinen aalto kuuluu fysiikassa sidhkodynamiikan aihepiiriin. S&h-
kédynamiikassa tutkitaan sihko- ja magneettikenttid, jotka ovat sekd paikka- ettd ai-
kariippuvia. Fysiikassa nimitystd kenttd kiytetdan sellaisesta kuvauksesta, joka kuvaa
avaruuden pisteen vektoriarvoiseksi suureeksi. Esimerkiksi aikariippuva sidhkoékentta
kuvaa pisteen vektorisuureeksi, joka ilmaisee kyseisessi pisteessi tietylld ajanhetkelld
vaikuttavien sihkoisten voimien suuruuden ja suunnan.

Nykykasityksen mukaan kaikki sdhko- ja magneettikentit toteuttavat Mazwellin
yhtdlot. Seuraavaksi johdetaan Maxwellin yhtélot ldhtien staattisista sdhkokentisté ja
padtyen dynaamisten sihkd- ja magneettikenttien vuorovaikutukseen. Yhtéaloiden joh-
taminen on lainattu padasiassa kirjasta [33] ja luentomonisteesta [16]. Muihin l&hteisiin
viitataan erikseen.

2.1 Varaukset

Jo 1700-luvun lopulla opittiin, ettd on olemassa kahdenlaisia varauksia: positiivisia ja
negatiivisia. Kahden liikkumattoman pistevarauksen vililld vallitsee voiman ja vasta-
voiman lakia noudattava sihkostaattinen vuorovaikutus:

e Varaukset vaikuttavat toisiinsa voimilla, joiden suunta on niitd yhdistavin suoran
suuntainen ja kddntden verrannollinen varausten vélisen etdisyyden neliéon.

e Voimat ovat verrannollisia varausten tuloon siten, ettd samanmerkkiset varaukset
hylkivit toisiaan ja erimerkkiset vetdvit toisiaan puoleensa.

Sahkdstaattista vuorovaikutusta kutsutaan Coulombin laiksi ja se perustuu kokeellisiin
havaintoihin.

2.1.1 S&hkoiset voimat

Matemaattisesti ilmaistuna Coulombin laki kertoo, etta varaus ¢o vaikuttaa varaukseen

q1 sahkostaattisella voimalla
F, = kql—;hf. (2.1)
r

Yksikkovektori r osoittaa varauksesta ¢, varaukseen ¢; kuvan 2.1/ mukaisesti,  on va-
rauksien vilinen etdisyys ja k& on verrannollisuuskerroin, joka riippuu kiytetystd yk-
sikkojéarjestelméstd. Tassd tutkielmassa kiytetddn Sl-jarjestelméd, jolloin verrannolli-
suuskerroin
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Kuva 2.1: Kahden positiivisen pistevarauksen vélilla vaikuttavat sdhkoiset voimat.

1
k=

4meg

méidritellifin tyhjion permittiivisyyden ey &~ 8.854 - 1072 F/m avulla. Permittiivisyy-
den yksikkoné on faradi/metri (F/m = C?/Nm) ja varauksen yksikko coulombi (C).

Useiden varausten muodostamassa systeemissi varaukseen ¢; vaikuttava voima las-
ketaan superpositioperiaatteella

N . I‘..

Fi=q L (2.2)
— Aeq 12
J#i I

joka vastaa kokeellisista mittauksista saatuja tuloksia. Vektori r;; lahtee varauksesta
q; padttyen varaukseen ¢; ja sen pituus on 7;;.

2.1.2 Varaustiheys

Kokeellisesti on osoitettu, ettd yhden elektronin varaus e ~ 1.6019 - 10~ C on pienin
luonnossa vapaana esiintyvé varaus ja siitd syysta elektroni toimii yksikkévarauksena.
Yhden elektronin varaus on kuitenkin niin pieni, ettd makroskooppinen varausjakau-
ma muodostuu yleensi suuresta joukosta yksikkovarauksia. Makroskooppisella varaus-
jakaumalla tarkoitetaan varausten sijaintia tilavuudessa, jonka mittakaava on suuri ver-
rattuna varauksien kokoon. Suurten varausjoukkojen késittelyssd voidaan hyodyntaa
varaustiheyden késitetta.

Oletetaan makroskooppinen varausjakauma jatkuvaksi ja siledksi, jolloin kolmiulot-
teisessa avaruudessa sijaitsevan tilavuuden varaustiheydeksi méaritelldéin

o Ag(x)
plx) = P AV (x)
ja pintavaraustiheydeksi vastaavasti
- Ag(x)
o(x) = Algggo AS(x)’



missd V' on tarkasteltava tilavuus ja S tarkasteltava pinta. Varaustiheyden mééritte-
lyssi, AV (x) on tilavuus pisteen x € R3 ympéristossd ja Ag(x) ilmoittaa kyseisessi
tilavuudessa sijaitsevien varauksien méaaran. Pintavaraustiheyden merkinnét ovat vas-
taavia.

Varaustiheyden avulla suuren varausjoukon voimavaikutusta ei tarvitse endé laskea
summana (2.2), vaan voidaan siirtya kiyttamadn integraalilausekkeita. Olkoon tilavuu-
dessa V' varaustiheys p ja V:td rajoittavalla pinnalla S pintavaraustiheys o. Télloin
pisteessd r olevaan varaukseen ¢ vaikuttaa voima
r—r

q r—r / q
F, = dv
= Treo S o=V F e =

o(r')ds, (2.3)

missd r’ on niin sanottu lihdepiste darettoméan pienesta tarkastelualueesta dV tai dS.

2.2 Staattinen siahkokentta

Téassd luvussa tutustutaan sidhkovarausten aiheuttamaan staattiseen sdhkdkenttdin.
Sahkdstaattinen vuorovaikutus ajatellaan kaksivaiheiseksi. Yhden tai useamman pai-
kallaan olevan varauksen muodostama staattinen systeemi aiheuttaa sdhkdkentin E(x).
Olkoon pisteessa r varaus ¢, joka ei kuuluu sihkokentdn muodostavaan staattiseen sys-
teemiin. Sdhkokenttd E vaikuttaa varaukseen ¢ voimalla

F(r) = ¢E(r). (2.4)

Koska usean varauksen muodostamalle kokonaisvoimalle F pétee superpositioperi-
aate (2.2), niin vastaavanlainen periaate piatee myos sihkokentille. Usean varauksen
muodostama kokonaissidhkokenttd E lasketaan yksittdisten varausten muodostamien
siahkokenttien summana. Kuvassa 2.2 on esitetty positiivisen pistevarauksen ¢ ympé-
ristoonsa aiheuttama sihkokenttd E kenttaviivojen avulla. Kenttdviiva on apuviline,
jolla havainnollistetaan todellista sihkdkenttdd ja joka on jokaisessa pisteessddn varsi-
naisen sahkokentdan suuntainen.

Yksittdisten varausten ja varausjakautumien muodostama kokonaissiahkokentta pis-
teessa r on

r—r; 1 r—r r—r

1
/dvl_l_ / /dS,.
E(r) 47‘(‘60 Zq |lr — 1"z||3 dmey Jy ||r — I_/ng(r) dmey Jg |Ir — r/||30<r)

Periaatteessa siahkokenttd voidaan siis maarittad laskemalla kaikkien varausjakautu-

mien ja yksittdisten hiukkasten aiheuttamat kentit. Kaytannossa tdma on usein taysin
ylivoimainen tehtéva.



Kuva 2.2: Positiivisen pistevarauksen ymparistoonsa muodostama sahkokentta.

2.2.1 Sahkokentan vuo

Tarkastellaan origossa sijaitsevan pistevarauksen ¢ muodostamaa sdhkokenttad pistees-
sar ¢ F

E(r) = mﬁ,

missd T on origosta pisteeseen r osoittava yksikkovektori.Ympéroiddan varaus ¢ pal-
lolla V', jonka keskipiste on origossa ja jonka sidde on r. Talloin tarkasteltava piste r
sijaitsee pallon pinnalla S’ ja T ajatellaan pallon pinnan ulkonormaalivektoriksi. Ku-
va 2.3 havainnollistaa tilannetta. Tarkoituksena on laskea sdhkokentin E vuo pallon
pinnalla S’. Kuvainnollisesti sanottuna sihkokentan vuolla tarkoitetaan sdhkokentin
"virtausta" suljetun pinnan ldpi. Tosiasiassa sihkokentta ei virtaa samalla tavalla kuin
esimerkiksi neste, mutta mielikuva virtauksesta auttaa hahmottamaan vuon abstraktia
késitetta.

Vuo lasketaan summaamalla sdhkokentdn voimakkuus tarkasteltavan pinnan ulko-
normaalivektorin suuntaan jokaisessa pinnan pisteessd. Symbolilla /; tarkoitetaan sen
sihkokentdn komponentin suuruutta, joka on kohtisuorassa tarkasteltavaa pintaa vas-
taan. Pallon V' pinnalla origossa sijaitsevan varauksen ¢ muodostaman sdhkokentéin
suunta on kohtisuorassa pintaa vastaan, jolloin E -t = E|, = E. Sdhkokentdn E voi-

makkuus pinnalla S’ on
_ 1
 Awegr?’

E

Jaetaan pallon V' pinta S’ ddrettomén pieniin osa-alueisiin dS’. Pallon pinta-ala
saadaan laskemalla integraali

A :74 dS’ = 4mr?.
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Kuva 2.3: Varauksen ymparilla sijaitsevan pallon pinnan ldpaisevd sahkokentté.

Sahkokentdn vuo lasketaan integraalina suljetun pinnan yli. Origossa sijaitsevan piste-
varauksen ¢ aiheuttaman sihkokentdn E vuo pallon V' pinnalla on

@EzjfE.rds’:Ejf dS’:EA:g. (2.5)
' ' 0

Havaitaan, etti laskettu vuo ®g on riippuvainen ainoastaan varauksesta ¢. Erityi-
sesti vuo ei ole riippuvainen pallon siteestd r. Jos esimerkiksi pallon sidettd r kas-
vatetaan, niin sihkokentdn voimakkuus E pienenee samassa suhteessa kuin pinta-ala
A kasvaa, jolloin sédteen r vaikutus kumoutuu. Seuraavaksi lasketaan sihkokentdn vuo
varausta ¢ ymparoivan mielivaltaisen kappaleen V pinnalla S. Laskuissa kiytetadn hy-
vaksi tietoa, ettei pallon pinnalla laskettu vuo ole riippuvainen pallon siteesta.

Kappaleen V' pinta jaetaan direttémén pieniin osa-alueisiin dS. Ajatellaan, ettd
mielivaltainen kappale V' pitda siséllaan pallon V' ja jokainen osa-alue projisoidaan
pallon pinnalle kuvan 2.4/ hahmottelemalla tavalla. Osa-alueen dS projektio pallon
pinnalle on dS” = r - n dS, missd n on mielivaltaisen pinnan S ulkonormaalivektori
[18, sivu 50]. Lasketaan sidhkokentdn vuo erikseen jokaisessa osa-alueessa dS projek-
tion dS’ avulla ja summataan tulokset integroimalla. Yhtdlod (2.5) kdyttaméalld saa-
daan lopputuloksena kokonaisvuo pallon pinnalla S’, joka on myos sahkokentdn E vuo
mielivaltaisella pinnalla S

@E:]{E-ndS:Ej{r-ndS:Efds’:i (2.6)
S S / €o
2.2.2 Gaussin laki

Edelld on késitelty ainoastaan yksittdisen pistevarauksen aiheuttaman sdhkokentin
vuota suljetulla mielivaltaisella pinnalla. Yleistetain yhtlo (2.6) myos tapauksille, jois-
sa kappaleen V sisilld on médritelty varaustiheys p. Jatkossa varaustiheytta kutsutaan
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Kuva 2.4: Hahmotelma mielivaltaisen pinnan osa-alueen projektiosta pallon pinnalle.

varausjakaumaksi. Kappaleen V sisdltdméa kokonaisvaraus lasketaan varausjakauman

Qz/vpdV-

Kokonaisvarauksen mééritelmia kiyttden yhtélo (2.6) kirjoitetaan yleiseen muo-

j{E~ndS:i/pdV, (2.7)
S € Jv

joka on Gaussin laki integraalimuodossa. Laki muotoillaan differentiaalimuotoon kiyt-

avulla
toon

tamalla seuraavaksi méariteltavad divergenssiteoreemaa, josta kiytetadn myos nimitys-
td Gaussin lause. Riittavén siistille vektorikentélle u péatee

j{u-ndS:/V-udV, (2.8)
S v

missd n on tilavuutta V' ympéréivin pinnan S ulkonormaalivektori.
Sovelletaan yhtéloa (2.8) Gaussin lain (2.7) vasempaan puoleen, jolloin on voimassa

1
/ V-EdV =— [ pdV.
1% € Jv
Koska yhtélon taytyy olla riippumaton tilavuuden V' valinnasta, supistuu se muotoon
v E="2 (2.9)
€0

joka on Gaussin laki differentiaalimuodossa. Sanoin ilmaistuna Gaussin laki méaarittelee,
ettd sdhkokentédn vuo suljetun pinnan yli on yhtd kuin pinnan rajaaman tilavuuden
kokonaisvaraus jaettuna vakiolla €;. Toisin sanoen laki méirittelee yhteyden pinnan
sihkokentille ja pinnan rajaaman alueen varausjakaumalle.



(= E
@V% @V%

Kuva 2.5: Sdhkokentén liikuttamien varausten johteeseen aiheuttama sdhkovirta.

Gaussin laki on Mazwellin yhtdloistd ensimmaéinen. Jos Maxwellin yhtélot kirjoi-
tetaan integraalimuodossa, kiytetadn yhtaloa (2.7) ja differentiaalimuotoon kirjoitet-
taessa kiytetaan yhtalod (2.9).

2.3 Sahkovirta

Edellisessa luvussa tarkasteltiin paikallaan olevien varauksien aiheuttamaa sdhkokent-
tad. Téassa luvussa siirrytddn tutkimaan liikkuvia varauksia. Johteeseen muodostuu sih-
kovirta, kun johteen sisilld varauksia siirtyy alueesta toiseen. Kappaletta tai tilavuutta,
joka koostuu sellaisesta materiaalista, ettd varaukset pystyvit siirtyméin suhteellisen
helposti alueesta toiseen, sanotaan johteecksi. Esimerkiksi kuparilanka on johde. Seu-
raavaksi tarkastellaan, miten sihkokenttd saa johteessa olevat varaukset liikkumaan,
ja siten aiheuttaa johteeseen sdhkovirran.

Tutkitaan tilannetta, jossa tyhjiossa sijaitsevaan varaukseen ¢ kohdistuu vakiosih-
kokentdn E aiheuttama vakiovoima F = ¢E. Voima saa varauksen kiihtyvian liikkee-
seen, jolloin sen nopeus kasvaa ajan edetessd. Johteissa tilanne on toisenlainen, koska
litkkkuvien varauksien suunta muuttuu niiden tormaéillessd materiaalihiukkasiin. Tésta
seuraa, etta johteissa vakiosdhkokentén E aiheuttama voima ei saa varauksia kiihtyvaan
liikkkeeseen, vaan se saa varaukset liikkumaan vakionopeudella v. Positiiviset varauk-
set liikkkuvat sdhkokentdn suuntaan, negatiivisten varausten suunta on sihkokenttda
vastaan.

Maaritelladn sahkovirran 1 suunnaksi positiivisten varausten liikesuunta. Kun po-
sitiiviset varaukset virtaavat kuvan 2.5 esittamalld tavalla, johteen oikeaan reunaan
ajatellaan kertyvin positiivinen kokonaisvaraus. Kun varaukset ovat negatiivisia, nii-
den liikesuunta on sihkokenttad vastaan ja jilleen johteen oikeaan reunaan kertyy po-
sitiivinen kokonaisvaraus. Havaitaan, ettd positiivisten ja negatiivisten varausten ko-
konaisvaikutus on sama, jolloin ne aiheuttavat myos saman suuntaisen sahkovirran.
Liikkuvien varausten merkilld ei siis ole vaikutusta virran suuntaan.



Kuva 2.6: Johteen poikkileikkauksen lépi kulkeva sdahkovirta.

Jos ajan dt kuluessa johteessa sijaitsevan mielivaltaisen alueen lapi virtaa kokonais-
varaus d(), joka muodostuu ainoastaan positiivisten varausten liikkeestd, niin sdhko-
virta I kyseisen alueen lapi on

_dQ
Codt
Virran Sl-yksikko on ampeeri (A = C/s). On oleellista huomata, ettd vaikka sahkovir-

I (2.10)

ralle méadriteltiinkin suunta, niin se ei kuitenkaan ole vektorisuure. Sihkovirran suunta
kertoo ainoastaan sen, mita tarkoitetaan positiivisella ja negatiivisella sahkovirralla.

2.3.1 Virrantiheys

Seuraavaksi maaritellaén virrantiheys sdhkovirran I avulla. Tarkastellaan johteen poik-
kileikkausta A ja oletetaan, ettd kaikki johteessa liikkuvat varaukset ovat positiviisia.
Kuvaan 2.6 on piirretty tarkasteltava poikkileikkaus ja virtaavat varaukset. Olkoon
johteen yksikkotilavuudessa n hiukkasta, joiden kaikkien varaus on g. Muuttujaa n
kutsutaan lukuméiritiheydeksi ja sen yksikkd on m~!. Oletetaan vield, ettd kaikki
varaukset liikkuvat samalla nopeudella v. Varauksien nopeuden suuruus on v.

Ajassa dt jokainen varaus etenee matkan vdt. Kuvitellaan, ettd johteessa sijaitsee
sylinteri, jonka pohjan pinta-ala on A ja korkeus vdt kuvan 2.6 osoittamalla tavalla.
Vain ne varaukset, jotka jo ajanjakson dt alussa sijaitsevat sylinterissi, voivat ajan d¢
kuluessa virrata ulos sylinteristd. Lukuméaridtiheyden avulla ilmoitettuna, sylinterin
tilavuus sisaltdd nAvdt varausta. Ajassa dt alueen A ldpi virtaava kokonaisvaraus on

d@ = qnAvdt,

jolloin sahkovirraksi saadaan

dQ
I= Fre n|qlvA. (2.11)
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Varauksesta ¢ voidaan ottaa itseisarvo, koska jo aikaisemmin todettiin, ettd varausten
merkki ei vaikuta virran suuntaan.

Sahkovirtaa I yksikkdpinta-alan 1dpi sanotaan virrantiheydeksi J, joka edelld kay-
tetyn poikkileikkauksen A ja yhtélon (2.11) avulla kirjoitettuna on

1
J= 1= nlq|v. (2.12)

Virrantiheyden yksikko on A /m?. Vektorisuureena virrantiheys méiritelliéin yhtalolla
J =ngqv, (2.13)

jolloin yhtalo (2.12) ilmaisee vektoriarvoisen virrantiheyden suuruuden.
Sahkdvirta [ mielivaltaisen pinnan S' lipi voidaan kirjoittaa virrantiheyden J avulla
[11, sivu 113]

[ /J ‘n ds. (2.14)
S

2.3.2 Jatkuvuusyhtilo

Virrantiheys ja sdhkovaraus liittyvit l&heisesti toisiinsa. Sovelletaan yhtdloon (2.14)
divergenssiteoreemaa (2.8). Télloin suljetun pinnan S lipi tilavuuteen V' tuleva virta
on

J:—fJ-ndS:—/v-Jdv, (2.15)
S 14

missd n on tilavuuden V' ulkonormaalivektori. Sdhkovirta I voidaan ilmoittaa myos
kokonaisvarauksen () muutoksena ajan suhteen. Kun kokonaisvaraus mééritelldin va-
rausjakauman p avulla

a= [ pav,
1%
niin tilavuuteen V tulevan sdhkovirran tulee toteuttaa myds yhtalo
dQ d
1= dv. 2.16
ot dt / P (2.16)

Oletetaan tilavuus V kiinteéksi, jolloin yhtélon (2.16) aikaderivaatta voidaan vied&
integraalin sisddn. Koska p on sekd ajan ettd paikan funktio, sithen kohdistuva koko-
naisderivaatta muuttuu osittaisderivaataksi

I_/ 9 4y, (2.17)

Tilavuuteen V tulevan sdhkévirran tulee toteuttaa seké yhtélo (2.15) ettéd (2.17), jolloin

/apdv— /V«Jdv.
1%
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Koska yhtdsuuruuden taytyy péted kaikille tilavuuksille, saadaan virralle jatku-
vuusyhtdlo

L iv.J=0. (2.18)

Jos varaustiheys on ajasta riippumaton dp/0t = 0, niin siitd seuraa, etti sihkovirta
on lahteeton V - J = 0. Téllaista virtausta kutsutaan stationaariseksi.

2.4 Staattinen magneettikentti

Aikaisemmin on todettu, ettd paikallaan olevien varausten vililld vaikuttaa sdhkoisia
voimia, jotka aiheutuvat varausten muodostamista sihkokentistd. Sama pitee myos
liikkkuville varauksille. Sdhkoisten voimien lisdksi liikkuvien varausten valilla on myos
magneettista vuorovaikutusta, joka havaitaan varauksiin vaikuttavina magneettisina
voimina. Ensimmadiset todisteet magnetismin liittymisesta liikkuviin varauksiin 10ysi
Orsted vuonna 1819. Sdhkoiset ja magneettiset vuorovaikutukset liittyvat tiiviisti toi-
siinsa ja yhdessd ne muodostavat sihkomagnetismin késitteen.

Magneettinen vuorovaikutus ajatellaan samalla tavalla kaksivaiheiseksi kuin séh-
kéinen vuorovaikutus. Liikkuva varaus tai siahkovirta, joka on siis varausten liiketta
johteessa, aiheuttaa ympéardivian avaruuteen sahkokentén lisiksi myos magneettiken-
tan B. Muodostunut magneettikenttd vaikuttaa voimalla F muihin kentassa liikkuviin
varauksiin ja kentissd sijaitseviin sidhkovirtoihin. Edelld kuvattu vuorovaikutus selit-
tda myos magnetismin ehkd tunnetuimmat ilmentymét, magneettiset kappaleet. Myos
niissd on pohjimmiltaan kyse liikkkuvien varauksien muodostamasta magneettikentasta.
Magneettisen kappaleen materiaalirakenne mahdollistaa varausten eli vapaiden elektro-
nien jarjestelmaéllisen liikkkumisen kappaleen sisilld niin, ettd ympéardividn avaruuteen
muodostuu magneettikentta.

2.4.1 Magneettiset voimat

Tutkitaan aluksi, minkéilainen voimavaikutus magneettikentélld B on varauksiin ja vir-
tauksiin. Magneettinen voima F, joka kohdistuu liikkuvaan varaukseen ¢, on verran-
nollinen varauksen nopeuteen v. Magneettiset voimat eivit vaikuta paikallaan oleviin
varauksiin. Sdhkokentén aiheuttamasta voimasta poiketen, magneettinen voima F ei
ole magneettikentdn B suuntainen, vaan se on aina kohtisuorassa kenttdd B ja varauk-
sen nopeutta v vastaan. Voiman suuruus F' on verrannollinen nopeuden v kenttidd B
vastaan kohtisuorassa olevaan komponenttiin v, . Kun varauksen nopeus on magneetti-
kentdn suuntainen, niin v, = 0 eiki liikkuvaan varaukseen silloin kohdistu magneettisia
voimia.

Magneettikentéin aiheuttama voima F on siis aina kohtisuorassa sitd pintaa vastaan,
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Kuva 2.7: Magneettikentéssa lilkkuvaan varaukseen vaikuttava magneettinen voima.

joka sisaltad sekd kentdn B ettd nopeuden v. Voiman suuruus on
F = |q|lv. B = |gq|vBsing,

missd nopeuden v ja kentdn B vilinen kulma ¢ méairaytyy kuvan 2.7 esittamalld ta-
valla. Magneettikentéin B yksikkd SI-jérjestelméssé on tesla (T = Ns/Cm). Koska yksi
ampeeri A on 1 C/s, niin yksi tesla ampeerin avulla kirjoitettuna on 1 T =1 N/Am.

Voimavektori F ei ole vield yksikésitteinen, koska aina on olemassa kaksi vastak-
kaista suuntaa, jotka ovat kohtisuorassa pintaa vastaan. Esimerkiksi kuvassa 2.7/ my6s
vektori —F tayttad kohtisuoruusehdon. Voiman positiivinen suunta mééritellisin oikean
kiaden sddntoa kiayttien, jolloin voima F on

F =¢v x B. (2.19)

Kun varaus ¢ liikkuu alueessa, jossa vaikuttaa sekd sdhko- E ettd magneettikentta
B, niin varaukseen kohdistuva kokonaisvoima F lasketaan yhtéloiden (2.4) ja (2.19)
summana

F =¢(E+ v x B). (2.20)

Kokonaisvoimaa kutsutaan Lorentzin voimakst.

2.4.2 Magneettikentin vuo

Luvussa 2.2.1 méariteltiin sihkokentan vuo suljetun pinnan yli. Nyt méaaritellidn mag-
neettikentéin vuo ®p samalla tavalla. Aivan kuten sihkokenttdéd, magneettikenttdi B
voidaan kuvata kenttiviivoilla, jotka ovat jokaisessa pisteessdén kentdn suuntaisia. Sah-
kokenttad kuvattaessa varaukset toimivat ikddn kuin kentén ldhteiné ja nieluina, jolloin
varauksista tulee niiden merkistéd riippuen kenttaviivojen 1lahto- tai padatepisteitd. Kun
magneettikenttdd kuvataan kenttéviivoilla, viivat eivat lahde eivitkd paaty mihink&an,
vaan ne muodostavat aina suljettuja silmukoita. Tamé& on seurausta siité, ettei erillista
magneettista varausta ole olemassa. Kuva 2.8 havainnollistaa, miten magneettikenttaa
kuvaavat kenttdviivat muodostavat suljettuja silmukoita.
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Kuva 2.8: Johteessa kulkevan sdhkovirran ympéaristoonsa aiheuttama magneettikentté.

Lasketaan magneettikentdn vuo ®p tilavuutta V rajoittavalla suljetulla pinnalla S.
Vuo saadaan laskemalla yhteen magneettikentdn voimakkuus B tarkasteltavan pinnan
ulkoisen normaalivektorin n suuntaan jokaisessa pinnan pisteessi. Jaetaan pinta pieniin
osa-alueisiin d.9, jolloin yhden osa-alueen yli laskettu magneettikentdn vuo on

ddp = B,dS = Bcosgp dS =B -n dS.

Magneettivuon yksikké Sl-jirjestelmiisséd on weber (Wb = Tm?).

Téasmélleen samalla tavalla kuin sdhkokentédn vuota laskettaessa, summaamalla yh-
teen kaikkien osa-alueiden dS vuot, saadaan magneettikentin B kokonaisvuo suljetun
pinnan S yli

S S

Aikaisemmin todettiin, ettd magneettikentit ovat ldhteettomii. Johtopdatos on, etté
jokaisessa avaruuden pisteessd magneettikentin kokonaisvuon taytyy olla nolla. Tilan-
ne on helppo kuvitella ajattelemalla magneettikenttdd kuvaavien kenttdviivojen muo-
dostamia suljettuja silmukoita: jokaiseen pisteeseen saapuu ja lahtee kenttaviiva. Seu-
rauksena on, ettd magneettivuo minkd hyvéinsd pinnan yli on nolla

jéB ‘ndS =0, (2.22)
S

Yhtélo (2.22) on Gaussin laki magnetismille integraalimuodossa. Kun sen vasem-
paan puoleen sovelletaan divergenssiteoreemaa (2.8) ja todetaan, ettd uuden yhtilon
taytyy olla tilavuudesta V' riippumaton, niin laki saadaan differentiaalimuotoon

V-B=0. (2.23)

Gaussin laki magnetismille on Maxwellin yht#l6istd toinen ja se méaérittelee, ettd mag-
neettikentét ovat ldhteettomid.

14



2.5 Magneettikentian alkuperi

Aikaisemmissa luvuissa on tarkasteltu, miten magneettikentti vaikuttaa liikkuviin va-
rauksiin ja sdhkovirtoihin. Nyt tutkitaan, miten liikkuvat varaukset muodostavat mag-
neettikentén. Olkoon avaruuden pisteessd varaus ¢, joka liikkuessaan vakionopeudella
v aiheuttaa magneettikentin B. Tarkastellaan muodostuvaa magneetikenttaé pisteessé
P. Maaéritelladan vektori r, joka osoittaa varauksesta g tarkastelupisteesen P ja jonka
pituus on pisteiden vilinen etiisyys r.

Toisin kuin sdhkokenttd, magneettikenttd ei ole vektorin r suuntainen, vaan se on
kuvan 2.9 esittdmalla tavalla kohtisuorassa vektorit r ja v siséltdvia pintaa vastaan. On
havaittu, ettd magneettikentdn suuruus B on kiddnteisesti verrannollinen etdisyyden r
nelioon. Lisdksi on havaittu, ettd magneettikentén suuruus on verrannollinen varauksen
q nopeuteen ja vektoreiden v ja r viliseen kulmaan ¢ seuraavalla tavalla

g Ho lq|v singzﬁ.

2.24
A7 r2? ( )

Vakio po on tyhjion permeabiliteetti ja sen numeerinen arvo SI-jirjestelman yksikoissa
on 47 - 107" Tm/A.

Kuva 2.9: Liikkuvan varauksen ymparist6onsd aiheuttama magneettikentta.

Magneettikentin B positiivinen suunta maaraytyy vektoreiden v ja r ristitulosta,
joka toteuttaa oikean kiden sddnnon. Magneettikenttd vektorisuureena on yksikkovek-
torin ¥ = r/r avulla kirjoitettuna

_ Hoqv XT
Cdr 2

Aivan kuten sdhkokentille, niin myos magneettikentille on olemassa superpositioperi-

(2.25)

aate. Useiden liikkuvien varausten muodostama kokonaismagneettikenttd on summa
yksittiisten varauksien aiheuttamista kentista.
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2.5.1 S&hkévirran aiheuttama magneettikentta

Johteessa kulkevan séhkovirran ympéristoonsd aiheuttama magneettikenttd on sekd
teorian ettd kdytannon kannalta tarked erikoistapaus. Tarkastellaan aluksi, minkalai-
sen magneettikentén johteen lyhyt elementti dl aiheuttaa ympéaristoonsi. Elementtié
kuvaava vektori dl = ldl kertoo elementin suunnan ja pituuden. Olkoon elementin
poikkileikkauspinta-ala A, jolloin elementin tilavuus on Adl. Oletetaan, ettd johteen
yvksikkdtilavuudessa on n liikkkuvaa hiukkasta ja ettd jokaisen hiukkasen varaus on gq.
Talloin elementin dl siséltdmien liikkuvien hiukkasten kokonaisvaraus on

@ = nqAdl.

Ajatellaan kokonaisvaraus () yhtené yksittdisend varauksena, joka etenee johtees-
sa nopeudella v. Nyt voidaan suoraan soveltaa edellisen luvun paitelmia ja tuloksia.
Muistetaan vield yhtélon (2.11) méadritelmé siahkovirralle I = n|q|vA. Elementin dl
aiheuttaman magneettikentin voimakkuus tarkastelupisteessid P on

o |Qlv sing  po Idl sing
4t r? C4r o2

dB = (2.26)

Yksikkovektorin r avulla kirjoitettuna elementin dl aiheuttama magneettikentta on

dB:@Idlxr

A7 r?

. (2.27)

Johteen muodostama kokonaismagneettikenttd B koostuu yksittédisten elementtien
muodostamista magneettikentistd dB. Integroimalla yht#lo (2.27) kaikkien elementtien
dl yli, johteen sdhkovirta aiheuttaa ympéristoonsi kokonaismagneettikentén

Mo Idl x r
 Ar r2

. (2.28)
Saadusta yhtalosta kiytetddn nimed Biot’n ja Savartin laks.

2.5.2 Ampéren laki

Téassd luvussa tullaan kiyttamadn esimerkkitapauksena suorassa ja erittdin pitkissa
johteessa kulkevan sdhkdvirran I, ympéristoonséd aiheuttamaa magneettikenttad. Tés-
sd luvussa sdhkovirran alaindeksilla p korostetaan sitd, ettd kyseessd on yksittdisen
johteen kuljettama sdahkovirta. Soveltamalla Biot’n ja Savartin lakia, seka kidyttamélla
hyviksi tilanteen geometrista symmetrisyytté, pitkdssi ja suorassa johteessa kulkevan
sahkovirran [, aiheuttaman magneettikentédn voimakkuus on

I
B =t (2.29)

2rr

kun 7 on tarkastelupisteen etéisyys johteesta.
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Kuva 2.10: Erés integrointipolku magneettikentén viivaintegraalin laskemiseen.

Seuraavaksi on tarkoituksena laskea magneettikentéin B viivaintegraali mielival-
taista suljettua polkua pitkin. Viivaintegraalilla tarkoitetaan, ettd magneettikentan
voimakkuus polun suuntaan lasketaan jokaisessa polun pisteessi ja lopuksi saadut tu-
lokset summataan. Olkoon C' suljettu mielivaltainen polku. Maaritellddn vektori dl jo-
kaisessa polun pisteessé siten, ettd se on polun suuntainen ja pituudeltaan dl. Tall6in
magneettikentdn B viivaintegraali polun C' yli on

%B~dl.
c

Kuvassa 2.10 mielivaltaisen suljetun polun C' sisdpuolisen alueen lapi kulkee erit-
tdin pitkd johde, jota on merkitty pisteen sisdltévalla ympyrélld. Johde kuljettaa sih-
kévirtaa [, kohtisuoraan katselijan suuntaan. Vektoreiden B ja dl vélinen kulma on ¢,
jolloin vektoreiden viliselle pistetulolle saadaan yhtasuuruus B-dl = Bdl cos¢. Lisiksi
kuvasta 2.10 on padteltavissi, ettd dl cos¢ = rdf. Todetaan vield, ettd suljettu polku
voidaan integroida myo6s kulman 6 suhteen ja ettd seuraava integraali antaa tuloksena

]{d9:27r.

Yhtalon (2.29) avulla kirjoitettuna magneettikentin B viivaintegraali pitkin mieli-
valtaista suljettua polkua C' on

I I
7{3 -dl :f 1% (140 = M% 46 = pol,. (2.30)
C C 2 2 C

wr ™

tayskulman

Yhtalo (2.30) pétee myos yleisemmille tapauksille. Mikéli silmukan C' rajoittaman alu-
een lapdisee useita sihkovirtaa kuljettavia johteita, niin magneettikentdn B viivainte-
graali polkua C pitkin laskettuna on sihkdvirtojen algebrallinen summa I kerrottuna

17



vakiolla . On myo6s mahdollista osoittaa, ettd silmukan ldpéisevit johteet voivat olla
sekd mielivaltaisen muotoisia ettd suuntaisia. Kirjoitetaan vield yleistetty yhtalo

f{ B-dl =yl (2.31)
C

jota kutsutaan Ampéren laiksi. Laki on Gaussin lain (2.7) vastine magnetismille ja se
médrittelee, miten magneettikentti B voidaan laskea tunnetun virtajakauman [ avulla.
Laki patee ainoastaan staattisille sahkovirroille.

Ampéren laki saadaan differentiaalimuotoon soveltamalla Stokesin lausetta: riittéa-
van siistille vektorikentille u péatee

?{u-dlz/qu-ndS, (2.32)
c s

missd n on silmukan C rajoittaman pinnan S normaalivektori. Soveltamalla Stokesin
lausetta yhtélon (2.31) vasempaan puoleen ja yht#loa (2.14) oikeaan puoleen, saadaan

/VxB-ndS:,uo/J-ndS. (2.33)
S s

Koska yhtalon (2.33) taytyy pated kaikille pinnoille S, yhtdlé supistuu muotoon
V x B = 1, (2.34)

joka on Ampéren laki differentiaalimuodossa.

2.6 Dynaaminen sihko- ja magneettikentta

Tahan saakka on tarkasteltu ainoastaan ajasta riippumattomia kenttia. Tassa luvussa
siirrytddn tutkimaan dynaamisten eli ajasta riippuvien sihko- ja magneettikenttien
vuorovaikutusta. Ensin perehdytddn niin sanottuun sdhkomagneettiseen induktioon,
jonka jilkeen muokataan Ampéren lakia niin, ettd se pitee myos ajasta riippuville
sahkovirtauksille.

2.6.1 Faradayn laki

Luvussa 2.5.1] todettiin, ettd sdhkovirrat aiheuttavat magneettikenttid. Ilmi6é heratti
1800-luvun alussa seuraavaan kysymyksen: jos kerran sdhkovirrat aiheuttavat mag-
neettikenttii, niin eivitké magneettikentit puolestaan voisi aiheuttaa sdhkovirtoja?
Michael Faradayn 1830-luvulla suorittamat kokeet johtivat kuitenkin siihen tulokseen,
ettd stationaariset magneettikentit eivit sindnsé aiheuta virtoja, vaan siithen tarvitaan
magneettivuo, joka muuttuu ajallisesti.
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Sahkdvirtojen olemassaolo edellyttdd niin sanottua sdhkomotorista voimaa €, joka
saa varaukset lilkkumaan. Olkoon C' mielivaltainen polku, joka muodostaa suljetun
silmukan. On osoitettu, ettd staattiselle sihkokentélle péatee

fE-dl:O.
c

Mikali kenttd ei ole staattinen, ylla esitetty integraali ei ole nolla ja silmukkaan C
sanotaan indusoituvan siéhkémotorisen voiman

e — jéE'dl' (2.35)

Faradayn tekemien havaintojen mukaan, silmukkaan C' indusoituu sdhkémotorinen
voima silloin, kun silmukan rajoittamalla pinnalla S magneettivuo ®5 muuttuu ajalli-

sesti 4®
B
=——. 2.36
3 P (2.36)
Yhtéloista (2.35) ja (2.36) saadaan Faradayn induktiolaki
)
]{E dl = —d—B, (2.37)
c dt

joka on Maxwellin kolmas yhtélo integraalimuodossa. Kyseesséd on kokeellinen luonnon-
laki, joka ei seuraa mistdan muista luonnonlaeista. Lain olemassaolo ei riipu fysikaalisen
silmukan olemassaolosta, vaan se pitee annettua reittia C' pitkin lasketulle integraalille.

Seuraavaksi johdetaan Faradayn induktiolaki differentiaalimuodossa. Soveltamalla
magneettivuon madritelméd (2.21) yhtdloon (2.37), saadaan

f{E-dI:—i/B-ndS. (2.38)
c dt Jg

Ajatellaan silmukka C' kiinteéksi, jolloin aikaderivaatta voidaan vied& integraalin sisil-
le. Magneettikenttdéin B kohdistuva aikaderivaatta muuttuu osittaisderivaataksi, kos-
ka kenttd on sekd paikan ettd ajan funktio. Kun sovelletaan Stokesin lausetta (2.32)
yhtélon (2.38) vasempaan puoleen, on voimassa

/VxE-ndl:—/a—B~ndS. (2.39)

Koska yhtélon (2.39) tdytyy pated kaikille kiinteille pinnoille, Faradayn laki diffe-
rentiaalimuodossa on

0B
Faradayn laissa oleva miinusmerkki ilmaisee Lenzin lain: “Induktiovirta vastustaa muu-
tosta, joka sen aiheuttaa.” Yht&lo (2.40) ei sisdlld endd mitdén viittausta silmukkaan
C, vaan siti on pidettiva yleispiteviana relaationa kenttien E ja B vililla. Yhtalo maa-

rittelee, ettd muuttuva magneettikenttd muodostaa siahkdkentin.

19



2.6.2 Kenttavirta

Tassa luvussa Ampéren lakia laajennetaan niin, ettd se patee myos ajan suhteen muut-
tuville sdhkovirroille. Aikoinaan Maxwell huomasi séhkémagneettisia ilmioitd kuvaavis-
sa yhtéloissd teoreettisen ongelman. Oletetaan, ettd varaustiheys ja siten sihkokentté
muuttuvat ajallisesti. Otetaan yhtalosta (2.34) divergenssi puolittain V - (V x B) =
oV - J ja todetaan, ettd magneettikentidn B roottorin divergenssi on aina nolla, joten
V - J = 0. Virrantiheyden tulee toteutta myos jatkuvuusyhtalo (2.18). Kirjoittamalla
molemmat vaatimukset samaan yhtaloon huomataan, ettéd jatkuvuusyhtilo ja Ampéren
laki ovat ristiriitaisia

_ __Op
0=V J=——2"#0.

Tarkastellaan ongelmaa lahtien varauksen jatkuvuusyhtalosta (2.18), joka Gaussin
lain (2.9) avulla kirjoitettuna on
OE
V-J+e—)=0. (2.41)
ot
Maxwellin oivallus oli korvata virrantiheys Ampéren laissa (2.34) edelld esitetylld sul-
kulausekkeella. Tuloksena oli neljis Maxwellin yhtéloista differentiaalimuodossa

OE
VxB= ,qu + /11060%, (242)
jota voi hyvélla syylla nimittad Ampéren ja Mazwellin laiksi. Termia eq(OE/0t) kutsu-
taan kenttivirrantiheydeksi ja siitd kiytetddn merkintaa Jp.
Laki saadaan integraalimuotoon, kun yhtélon (2.42) molempiin puoliin sovelletaan
sopivaa pintaintegraalia

/V><B~ndS:/L0/J-ndS+ugeo/a—E'ndS.
s s g Ot

Magneettikentdn integraalilausekkeeseen sovelletaan Stokesin lausetta ja virrantihey-
den integraaliin yhtaloa (2.14). Sihkokentén integraalilausekkeeseen sovelletaan ensin
kenttévirrantiheyden merkintéé ja sitten yhtaloa (2.14), jolloin saadaan neljids Maxwel-
lin yhtal6 integraalimuodossa

C

Merkintéd ip tarkoittaa kenttdvirtaa. Sdhkovirtojen merkitseminen pienilld kirjai-
milla korostaa, ettid virtaukset ovat ajasta riippuvia. Maxwellin neljis yhtilo kertoo,
ettd ajan suhteen muuttuva sdhkdkenttd E aiheuttaa kuvitteellisen sdhkévirran, jo-
ta nimitetddn kenttavirraksi. Talloin sekd todellinen sdhkovirta ¢ ettd kuvitteellinen
kenttévirta 7p aiheuttavat ympéardivian avaruuteen magneettikentin B.
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2.7 Maxwellin yhtalot

Edellisissa luvuissa on johdettu kaikki neljd Maxwellin yht&lo4, jotka jokaisen sdhko- ja
magneettikentén tulee toteuttaa. Jatkuvuusyhtélo (2.18) seuraa Ampéren ja Maxwel-
lin laista yhdessd Gaussin lain kanssa, joten sitd ei tarvitse ottaa mukaan erillisend
yhtalond. Maxwellin nelja yhtdlod integraalimuodossa ovat

( 1
j{E ndS = —/ pdV  Gaussin laki (2.7)
s v

€0

fB ndS=0 Gaussin laki magnetismille (2.22))
s

do
7{ E.-dl= _d_tB Faradayn induktiolaki (2.37)
c

7{ B-dl = uo(i+ip) Ampéren ja Mazwellin laki (2.43).
\ c

Yhtalot on méaaritelty niin sanotussa tyhjiomuodossa. Se tarkoittaa, ettd varaukset
ja sdhkovirrat sijaitsevat tyhjiossd, joka ei sisdllda muita kappaleita. Vaikka Maxwell
ei omakitisesti laatinutkaan kaikkia neljaa yhtilod, ne kantavat hdnen nimeédin, koska
Maxwell kokosi ne yhteen ja niiden avulla ennusti sihkomagneettisten aaltojen olemas-
saolon.

21



3 Matemaattinen malli

Maxwellin yhtalot méaarittelevit, ettd ajan suhteen muuttuva magneettikenttd B ai-
heuttaa sihkokentén ja ajan suhteen muuttuva sahkokenttd E aiheuttaa magneettiken-
tdn. Muuttuvat kentdt E ja B pystyvit siis ikddn kuin yllapitdmé&in toisiaan muodos-
taen sihkdmagneettisen aallon, joka kykenee eteneméin avaruuden osa-alueesta toiseen
ilman minkianlaista viliainetta. Kun sihkémagneettinen aalto etenee avaruudessa, se
aiheuttaa kulkureitilleen muuttuvan sahko- ja magneettikentan.

Téasséd luvussa rakennetaan siroavalle sihkdmagneettiselle aallolle matemaattinen
malli Maxwellin yhtéloiden avulla. Ensin johdetaan aallon etenemistd kuvaava aal-
toyhtdlo, sitten maééritelliin aallon heijastuminen kappaleen pinnalta, jonka jilkeen
asetetaan absorboiva reunaehto ja lopuksi kootaan malli. Téassa luvussa esitetyt asiat
perustuvat kirjoihin [7], [11], [18] ja [30].

3.1 Aallon eteneminen

Kaikkien sdhko- ja magneettikenttien tulee siis toteuttaa Maxwellin yhtélot. Aloitetaan
aaltoyhtélon johtaminen kirjoittamalla Maxwellin yhtélot differentiaalimuodossa |18,
sivu 492|

V-E =2 (3.1)
€0
VB = 0 (3.2)
0B
VxE = -— (3.3)
1 OE

VxB = pu,J+ (3.4)

ot
Yhtalot on esitetty tyhjidmuodossa. Kertauksen vuoksi mainitaan, ettd p kuvaa séih-
kovarauksia ja J virrantiheyksid, €, on tyhjion sdhkodinen permittiivisyys, p, tyhjion
magneettinen permeabiliteetti ja ¢ edustaa valonnopeutta. Permittiivisyyden, permea-
biliteetin ja valonnopeuden vililli on yhteys ¢=2 = eguo.

Sahkd- ja magneettikenttid tutkitaan tyhjiossé, joka ei sisdlla sdhkovarauksia tai
sahkovirtoja. Oletuksista seuraa, ettd p = 0 ja J = 0. Télloin Mazwellin yhtalot (3.1)

ja (3.4) yksinkertaistuvat muotoon

V-E = 0 (3.5)
1 OE
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Sovelletaan roottori-operaattoria V x puolittain yhtaloon (3.3). Lisdksi tehdddn ole-
tus, ettd magneettikenttd B on riittdvin sddnnollinen sekd paikan ettd ajan suhteen.
Talloin magneettikenttiain B kohdistuvan aikaderivaatan 0/0t ja roottorin VX jar-
jestystd voidaan vaihtaa [11, sivu 365]. Kun vield kidytetddn yhtéloa (3.6), saadaan
magneettikenttd eliminoitua. Tuloksena syntyy yhtélo, joka kuvaa sihkomagneettisen
aallon sdhkokenttad

0B oV x B 1 0%E
V(Y= -V () = - EP) - ST
1 0°E
S Vx(VxE)+ 552 = 0, (3.7)

Ylla esitettyd yhtdlod nimitetddn jatkossa aaltoyhtéloksi. Todetaan, ettd vastaavan-
lainen yhtalé on mahdollista muodostaa my6s magneettikentélle B. Téll6in roottoria
sovellettaisiin yhtéaloon (3.6) ja sidhkokenttéd eliminoitaisiin kiyttden yhtdlod (3.3).
Siahkokenttd E(x,t) : R3xRT — R3 on riippuvainen ajasta ja paikasta. Vain yhdes-
td taajuudesta koostuvan aikaharmonisen aallon sdhkokentti voidaan esittdd muodossa
[30, sivu 27]
E.(x,t) = E(x)e ™, (3.8)

missd i on imaginaariyksikko, w aallon kulmataajuus ja e niin sanottu Neperin luku. Sa-
ma pitee myos magneettikentélle B. Yhtalosta (3.8) seuraa, etti sihkokentéin aikaderi-
vaatta 9/8t muuttuu kertomiseksi kompleksiluvulla —iw, koska funktio E(x) : R? — C3
ei ole aikariippuvainen.

Yhtalossa (3.8) kenttd E. on kompleksiarvoinen, mutta fysikaaliset kentét ovat re-
aaliarvoisia. Sdhkokenttd saadaan kompleksiarvoisen kentédn reaaliosana; kaikki lasku-
toimitukset voidaan suorittaa kompleksiarvoisina ja sihkokenttd saadaan ottamalla
reaaliosa lopputuloksesta |7, sivu 216

E(x,t) = Re E.(x,t). (3.9)

Jatkossa sdhkomagneettista aaltoa tarkastellaan pelkidstddn sdhkokentdn osalta.
Néin voidaan tehdi, koska yksitaajuisen aikaharmonisen aallon magneettikenttad voi-
daan ratkaista sdhkokentén avulla. Todetaan asia sijoittamalla yhtdlon (3.8) muotoa
oleva magneettikentté ja sdhkokentta yhtaloon (3.3), jolloin saadaan ratkaisuksi

A 1 .
B=_—-VxE. (3.10)
iw
Lopullinen aaltoyhtald, jolla kuvataan sihkomagneettisen aallon etenemisté, saa-
daan sijoittamalla yhtdlon (3.8) oikea puoli yhtéloon (3.7). Saadusta yhtélostd su-

pistetaan termi e . Tulevien laskutoimitusten helpottamiseksi huomioidaan viel,
ettd kulmataajuus mééritelladn yhtalolld w = 2mwe/\, missd A on aallonpituus [11), si-

vu 370]. Otetaan kiytt6on uusi muuttuja «, jota kutsutaan aaltoluvuksi ja asetetaan
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a:=w/c=2n/)\. Edelld mainittujen toimenpiteiden ja sijoitusten jilkeen aaltoyhtlo
on

V x (VxE)—ao’BE=0. (3.11)

Osoitetaan vield, ettd saadun aaltoyhtilon (3.11) ratkaisu B toteuttaa yhtélon (3.5).
Tiedetédén, etté riittavin siledin vektorikentén roottorin divergenssi on aina nolla [3] si-
vu 7|. Hy6dynnetéén edelld mainittua ominaisuutta siten, ettd sovelletaan divergenssi-
operaattoria V- puolittain saatuun aaltoyhtiloon ja supistetaan termi a?. Lopputulok-
sena saadaan, etta

V-E =0 (3.12)
=V-E = 0,

eli lopullisen aaltoyhtiilon ratkaisulle E pitee yhtild (3.5) automaattisesti.

3.2 Aallon heijastuminen

Seuraavaksi médritellidn reunaehto, joka mallintaa etenevin aallon heijastumista kap-
paleen pinnalta. Kéytetddn merkintdd €, osoittamaan heijastavaa kappaletta. Olete-
taan kappaleen pinta I'y tdydelliseksi johteeksi, jolloin kappaleen siséllé ei voi olla min-
kddnlaista sdhkokenttad [11, sivu 394].

z

T .

Kuva 3.1: Lineaarisesti polarisoitunut tasoaalto etenee x-akselin suuntaan.

Heijastavaa kappaletta ldhestyva aalto oletetaan lineaarisesti polarisoituneeksi taso-
aalloksi, jonka sdhkokentta pystytddn kirjoittamaan matemaattisesti seuraavalla tavalla
[30), sivu 31]

E'(x,t) = ue iekxtwh) (3.13)

missid k on tasoaallon etenemissuuntaa kuvaava suuntavektori ja u on tasoaallon séh-
kokentdn suuntavektori. Magneettikenttd B; voidaan ilmaista samalla tavalla, kunhan
vektori u korvataan tasoaallon magneettikentin suuntavektorilla p. Kaikki kolme suun-
tavektoria ovat yksikkovektoreita. Vektori u on kohtisuorassa aallon etenemissuuntaa
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Kuva 3.2: Lineaarisesti polarisoitunut tasoaalto heijastuu suoralta pinnalta.

k vastaan. Lisdksi vektori p on kohtisuorassa vektoreita u ja k vastaan siten, ettd
p = uxk. Talloin suuntavektorit muodostavat suorakulmaiset oikeakéitiset koordinaat-
tisuunnat |7, sivut 217-218]. Kuvassa 3.1/ on esimerkki lineaarisesti polarisoituneesta
tasoaallosta.

Kappaleen pinnalla osa ldhestyvistd tasoaallosta heijastuu takaisin ja osa ldpéisee
pinnan tunkeutuen kappaleeseen |7, sivu 223|. Kaytetdan heijastuvasta aallosta merkin-
taa E° ja lapiisevistd E'. Kun osa aallosta tunkeutuu kappaleeseen, syntyy kappaleen
sisdlle sahkokenttd. Kuten aikaisemmin todettiin, tdméa ei ole mahdollista taydellisen
johteen tapauksessa ja siksi Ef = 0.

Kappaleen pinnalla sihkokentén tangentiaalikomponentin tulee olla jatkuva [11 si-
vut 391-404]. Jatkuvuusvaatimus méirittelee aallon heijastumisen kappaleen pinnalta.
Jatkuvuus voidaan kirjoittaa pinnan pisteessd x € [y sijaitsevan mielivaltaisen yk-
sikkbtangenttivektorin t avulla. Lisdksi tarvitaan superpositioperiaatetta, jonka mu-
kaan pisteeseen muodostuva kokonaissihkokenttd voidaan laskea erillisten sidhkokent-
iw

tien summana. Kun vield supistetaan termi e **, niin reunaehdoksi tulee

t- (BE%(x,t) + E'(x,t)) = 0
=t -E'(x) = —t-ueiokx (3.14)

Kuvassa 3.2/ on yksinkertainen esimerkki siitd, miten lineaarisesti polarisoitunut taso-
aalto heijastuu suoralta pinnalta.

Kun tehtivai ratkaistaan, lihestyva tasoaalto oletetaan tunnetuksi, eli suuntavekto-
rien k ja u seké aaltoluvun « arvot tiedetdin. Edelleen heijastava kappale €2, tunnetaan
ja silloin my6s heijastavan pinnan yksikkotangenttivektorien t virittama tangenttitaso
tiedetdiin. Niin ollen reunaehdossa (3.14) ainoa tuntematon on heijastuva aalto E°.
Téassd tutkielmassa simuloidaankin ainoastaan heijastunutta aaltoa, koska kokonais-
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sihkokenttd E voidaan superpositioperiaatteen mukaan laskea tunnetun ldhestyvin
tasoaallon ja ratkaistun heijastuneen aallon summana.

3.3 Absorboiva reunaehto

Jo aikaisemmin tehtiin oletukset, ettd heijastuva sihkomagneettinen aalto etenee tyh-
jiossd, joka ei sisilla sdhkovarauksia tai sdhkovirtoja. Tyhjio ei sisidllda myodskddn muita
esteitéd heijastavan kappaleen € lisdksi, joka oletettiin taydelliseksi johteeksi. Kun aalto
etenee avaruudessa edelld kuvatuissa olosuhteissa, niin energian séilymislakien nojalla
aallon kokonaisenergia siilyy, mutta sen amplitudi pienenee |11} sivut 383-392].

Kun numeerinen simulointi suoritetaan tietokoneen avulla ja ratkaisun approksi-
mointimenetelménd on FEM (Finite Element Method), niin tietokoneen vaatimat re-
surssit ovat suoraan verrannollisia simulointialueen kokoon. Tietokoneen resurssien ol-
lessa rajalliset, aallon koko etenemismatkaa ei voida simuloida, vaan simulointialuetta
taytyy rajoittaa. Koska heijastavan kappaleen sisilla ei tarvitse laskea sihkokenttaa,
voidaan rajoitetuksi simulointialueeksi méadritella Q = Q4\ 2, missd Qg D Q siis sisél-
taa heijastavan kappaleen. Alueen € ulkoreunasta kiytetddn merkitdén I', = 0Q\OTL,
jota usein kutsutaan keinotekoiseksi reunaksi. Kuvassa 3.3 on esimerkki rajoitetusta
simulointialueesta.

Kuva 3.3: Esimerkki rajoitetusta simulointialueesta kaksiulotteisessa tapauksessa.

Koska keinotekoisen reunan ei haluta vaikuttavan aallon etenemissuuntaan milldan
tavalla, niin reunalla I', tidytyy méaritelld sellainen reunaehto, ettid heijastunut aalto
péadsee ikddn kuin vapaasti poistumaan alueesta. Artikkelissa [I] esitetty absorboiva
reunaehto keinotekoisella reunalla on

(E—cB)xnxn=G xn, (3.15)

missd n on reunan ulkoinen yksikkonormaalivektori, ¢ on edelleen valonnopeus ja G
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edustaa simulointialueeseen saapuvaa aaltoa. Koska halutaan simuloida ainoastaan hei-
jastuvaa aaltoa, voidaan asettaa G = 0. Yht&lo (3.15) on ensimméisen kertaluokan ab-
sorboiva reunaehto, jota kutsutaan usein Silver-Miiller -ehdoksi.

Muokataan reunaehtoa niin, etta siirretdan magneettikenttd B yhtidlon oikealle puo-
lelle ja sovelletaan roottori-operaattoria V x puolittain. Kun vield eliminoidaan mag-
neettikenttd kiyttaméalla yhtaloa (3.6), saadaan

1, 0E

(VxE)xn:E(E)xnxn. (3.16)

Kéytetaan vield yhtélod (3.8), joka madrittelee yksitaajuisen aikaharmonisen aallon.

Supistetaan jilleen termi e ! ja muistetaan, ettd simuloitavana on pelkéstiin heijas-
tunut aalto. Talléin lopullinen absorboiva reunaehto, jota tullaan jatkossa kiyttdmé&an

keinotekoisella reunalla I',, on
(Vx E*) xn=—iaE® x n x n, (3.17)

missad on kaytetty myos aaltoluvun o madritelmaa.

3.4 Mallin kokoaminen

Edellisissd luvuissa on madritelty yhtélot aallon etenemiselle (3.11), heijastumiselle
(3.14) ja absorboitumiselle (3.17). Lisdksi on voimassa vield yht&lo (3.12). Koska halu-
taan simuloida pelkistdén heijastunutta aaltoa, kiytetddn jélleen superpositioperiaa-
tetta ja kirjoitetaan matemaattinen malli vield yhtaloryhména

V x V x E*(x) — ®E*(x) = 0 x € () (3.18a)
t-E°(x) = —t - ue iokx x e (3.18b)
(V x BE*(x)) x n = —iaB*(x) xn x n x €Iy, (3.18c¢)

joka heijastuneen siahkomagneettisen aallon tulee toteuttaa simulointialueessa.

Sahkémagneettiset aallot on oletettu yksitaajuisiksi ja aikaharmonisiksi. Simuloin-
tialue on oletettu tyhjioksi, joka ei sisilld sdhkovarauksia eikd sdhkovirtoja. Lisdksi
heijastavan kappaleen pinta on oletettu taydelliseksi johteeksi. Kappaleen pinnan koh-
taava lahestyva aalto on oletettu lineaarisesti polarisoituneeksi tasoaalloksi.
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4 Heikko muoto

Matemaattinen malli méaarittelee ilmiotd kuvaavan funktion episuorasti asettamalla
sille joukon rajoituksia, jotka muodostavat yhtaloryhmén. Usein tilanne on se, etta so-
piva funktio on tuntematon ja se halutaan ratkaista. Néin syntyy tehtivi, jossa tiytyy
16ytaa sellainen ilmiotd kuvaava tuntematon funktio, ettd se toteuttaa yhtdléryhmén
sisaltdmat rajoitukset. Jotta tehtéva olisi mielekas, tulee rajoitukset toteuttavan funk-
tion olla olemassa ja lisdksi sen tulee olla yksikésitteinen.

Numeerisella simuloinnilla approksimoidaan matemaattisen mallin analyyttista rat-
kaisua, siis ilmiota kuvaavaa funktiota. Sanotaan, ettd funktiolle laskettu approksimaa-
tio on alkuperiisen tehtdvin numeerinen ratkaisu. Téssa tutkielmassa numeerinen rat-
kaisu muodostetaan kiyttamalld approksimointimenetelmdd FEM. Menetelmén kiytto
vaatii matemaattisen mallin muuntamista erityiselld tavalla; mallista taytyy laatia niin
sanottu heikko muoto tai toiselta nimeltdén variaatioformulointi.

Ennen heikon muodon laatimista esitellidn joukko funktioavaruuksia, joita tullaan
jatkossa tarvitsemaan. Varsinainen heikko muotoilu suoritetaan kaksiosaisena. Ensin
laaditaan matemaattista mallia vastaava integraaliyhtdlo ja lopuksi integraaliyhtaloa
kayttden méadritellidn simulointitehtdville heikko muotoilu homogeenisen Dirichlet’n
reunaechdon avulla.

4.1 Funktioavaruudet

Téssé luvussa esitelladn kootusti ne funktioavaruudet, joita tullaan tarvitsemaan hei-
kon muodon laatimisessa. Luvun lopussa esitellddn niin sanottu Greenin osittaisin-
tegrointikaava, joka ei suoranaisesti liity funktiovaruuksiin, mutta joka on seuraavan
luvun kannalta tirked matemaattinen tyokalu. Heikossa muotoilussa tarvitaan funktio-
avaruuksia, jotka edellyttavat funktioiden méaarittelyalueiden reunoilta riittdvaa sdin-
nollisyytta. Lipschitz-siannollinen reuna on yleensi riittdva ominaisuus ja sen maari-
telmé on [29, sivu 24|:

Maisritelmi 4.1.1  Olkoon D C R? avoin ja rajoitettu joukko. Joukon D reuna 0D
on Lipschitz-reuna, jos on olemassa reunan 0D avoin peite {U;}icr, e > 0,N € N ja
C > 0 siten, ettd

1. Kaikilla x € 0D on olemassa i, € I siten, etti B(x,e) C U;,.

2. Kaikilla i € I leikkaus U; N U; # 0 korkeintaan N kappaleella indekseji j € 1.
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3. Kaikilla i € I pitee U; N D = U; N D;, missd
D; ={(x,zq) € R | X' € R¥ ja zg < fi(x')}.

Funktio f; : R — R on Lipschitz-jatkuva kuvaus, jonka Lipschitz-normille
patee

| fillzip < C.

Esitellddn seuraavaksi ne funktioavaruudet, jotka madrittelevit tassa tutkielmassa
tarvittavat funktiot. Olkoon D C R? nyt sellainen avoin ja rajoitettu joukko, jonka
reuna 0D on Lipschitz-reuna. Joukosta D kuvautuvat jatkuvat, differentioituvat ja
integroituvat funktiot méaéritellddn funktioavaruuksilla [29) sivut 18-25|, [8, sivu 499]

(4.1)

C(D)={f:D — K| f on jatkuva},

CHD)={f:D—K|D’f € C(D), V8] <k},

LP(D):{f:D—HK\/D]f]pdx<oo},1§p<oo},
(D)

D) ={f: D — K| funktiolle f integroituvuus
/ |f|Pdx < oo pétee lokaalisti, kun 1 < p < oo},
D
H"(D) = {f € L*(D) | D°f € L*(D),V|5| < k},

missi DPf on funktion f yleistetty derivaatta. Merkinnin vaihtoehtoinen nimitys on
heikko derivaatta. Avaruuksien LP(D) ja L} (D) miérittelyssi on kiytetty Lebesgue-
integraalia ja avaruudet H*(D) ovat Sobolev-avaruuksien osajoukko.

Jatkossa tarvitaan myos funktioita, jotka ovat nelidintegroituvia ja joiden roottori
on nelidintegroituva. Liséksi tarvitaan sellaisia funktioita, joiden avulla matemaattinen
malli epdhomogeenisella Dirichlet’n reunaehdolla (3.18b) voidaan ratkaista homogeeni-
sen Dirichlet’n reunaehdon avulla. Edelld mainitut ominaisuudet 16ytyvét funktioista,

jotka sisdltyvét avaruuksiin |8, sivu 204]

H(curl, D) = {f € [L*(D)]" | (V x f) € [L*(D)]"},

4.2
Ho(curl,D,T') = {f € H(curl,D) | n x f =0 reunalla I' C 0D}, (4.2)

missd n on reunan pisteessi x € I sijaitseva ulkoinen yksikkonormaalivektori. Molem-
mat kohdan (4.2) avaruuksista on mééritelty, kun D C R3. Rajoitteen nx f = 0 toteut-
tavat ne funktiot, joiden tangentiaalinen komponentti reunalla [ on nolla. Tasmélleen
yhtenevi funktiojoukko saadaan rajoitteella t - f = 0, missa t on reunan mielivaltainen
yvksikkdtangenttivektori pisteessid x € I
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Tarkasti ottaen funktioavaruuden Hy(curl, D,T") formaali maarittely edellyttiisi,
ettd funktioille v € H(curl, D) etsitddn niin sanottu jalki reunalla I". Jalki mé&éri-
tellddn erityisen teoreeman (7Trace theorem) avulla, jonka todistus 16ytyy esimerkiksi
kirjasta [8, sivut 204-208|. Kuvainnollisesti sanottuna jilki ikddn kuin jatkaa funktioi-
den v € H(curl, D) méérittelyaluetta reunalle I'. Avaruuden Hy(curl, D,T") formaaliin
médrittelyyn ei perehdyté tarkemmin tissa tutkielmassa.

Seuraavassa luvussa muokataan integraaliyhtédloitd Greenin osittaisintegrointikaa-
vaa kiyttden. Greenin kaava madrittelee, miten integraalilausekkeen sisélla siirretdin
osittaisderivaatta funktiolta toiselle. Olkoot w(x) : D — K ja q(x) : D — K jatkuvasti
differentioituvia funktioita avoimessa ja rajoitetussa alueessa D C R?. Funktioiden w
ja q avulla kirjoitettuna Greenin kaava on [35] sivu 66|

ow dq
q dx = —/ w dx +/ wqn; ds, 4.3
/D 8:151 D ('33:2 oD ( )

kun 1 < i < djan = (ng,...,ng) on reunan 0D ulkoinen yksikkénormaalivektori.

Lisiksi funktioiden w ja ¢ oletetaan kuuluvan avaruuteen H'(D).

4.2 Integraaliyhtalo

Aloitetaan heikon muodon laatiminen asettamalla joukko oletuksia. Olkoon 2 C R3
sellainen avoin ja rajoitettu joukko, jonka reuna 9€2 on Lipschitz-reuna. Oletetaan, etta
niin sanottu testifunktio v on darettoman monta kertaa jatkuvasti differentioituva eli
se kuuluu avaruuteen [C(Q)]?. Oletetaan myds, etti B € [C2(Q)]® eli sihkdkentti
on kaksi kertaa jatkuvasti differentioituva. Lopuksi vaaditaan, ettd sdhkokentta | O ja
sen derivaatat ovat #drellisid, jolloin ne kuuluvat avaruuteen [L'(2)]3. Méiéritelldsin
seuraavaksi matemaattisen mallin residuaali

Rgo =V x V x B*(x) — o?B*(x). (4.4)

Nyt on ilmeisti, ettd myos residuaali Rq on &érellinen ja kuuluu avaruuteen [L'()]3.

Seuraavaksi esitellddn yksi variaatiolaskennan peruslauseista. Lokaalisti integroitu-
valle funktiolle w € L} () pitee

loc

/wv dx =0 Vve (P (Q)
Q
=w=0 mk xeQ, (4.5)

missd funktiota v sanotaan testifunktioksi ja avaruus C§°(€2) on pienin joukko, jolle
lause (4.5) on voimassa. Jatkossa lausetta sovelletaan testifunktioavaruudelle C'*°(£2),
joka sisaltad joukon C§°(€2). Lisdksi todetaan, etté lausetta voidaan soveltaa avaruuden
L} .(Q) osajoukkoon L'(Q) kuuluville funktioille.
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Sovelletaan lausetta (4.5) residuaaliin R
/RQ'VdXZO VveC®Q)?
Q
@/VXVXES-VdX—az/ES-VdX:O VveC™(Q)?, (4.6)
Q Q

jolloin saatu integraaliyhtdlo vastaa heikossa mielessd matemaattisen mallin yhtaloa
(3.18a). Matemaattisen mallin ratkaisu E* on aina myos heikon muotoilun ratkaisu,
mutta painvastainen viittdma ei valttdmétta aina pade.

Heikon muotoilun (4.6) ensimmiinen integraalilauseke siséltéii sihkokentin E*, jo-
hon on sovellettu roottori-operaattoria kaksi kertaa. Kayttdméallad Greenin kaavaa toi-
nen roottoreista voidaan siirtdd testifunktiolle v. Siirron tarkoituksena on, ettd funk-
tioiden E* ja v jatkuvuusvaatimukset saadaan yhteneviksi. Siirron seurauksena funk-
tion s jatkuvuusvaatimukset integraaliyhtilossi ovat lievemmaét kuin alkuperiisessé
differentiaaliyhtélossi (3.18a) [23) sivu 25]. Roottorin siirtdminen on mielekéstd myos
siksi, ettd numeerisen ratkaisun laskeminen helpottuu [17, sivu 13|, koska toisen as-
teen osittaisderivaattoja ei tarvitse enda laskea. Kaytetddn roottorin méaaritelmad ja
kirjataan sihkokentédn tuplaroottorille identiteetti

IV xE%); OV xE)y O(VxE) 9V xE);

AV x E%), 9(V x E*),
- 92, ). (4.7)

Sijoitetaan identiteetti yhtdlon (4.6) ensimmaéiseen integraalilausekkeeseen ja laske-
taan siahkokenttdan sovelletun tuplaroottorin ja testifunktion v sisédtulo

Q Q Q

0T 0x3
+/ oV x B dx_/MUZ dx  (4.8)
Q 8373 Q @:171
+/ —8(V < B )21}3 dx — / —8(V < B >1vg dx.
[¢) 8])1 Q axQ

Saadussa yhtédlossd on kuusi osittaiderivaatan sisdltdvaa integraalilauseketta. Sovelle-
taan erikseen jokaiseen lausekkeeseen Greenin kaavaa (4.3). Kun vield sopivasti ryhmi-
tellddn lausekkeita, niin yhtélon (4.8) oikeaksi puoleksi tulee

ey, (20 Ov o), (20 Ovs o), (22 _ O
\/Q [(V < E )1(8_1‘2 8273) * (v < B >2(8$3 8:1:1) + (V < B )3(81'1 8:)32)} dx

+/ [((V x B)gny — (V x B)gng)vy + (V x E®)ng — (V x B)3ng v+
B

(VX E%)ony — (V x ES)an)vg} ds. (4.9)
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Havaitaan, ettd yhtdlon alueintegraali pitdd sisdlldén vektoreiden V x Fos jaV xv
sisitulon. Toinen alun alkaen sihkikenttiin E* sovelletuista roottoreista on siis siir-
tynyt testifunktiolle v. Kun kirjoitetaan sdhkdkentdn roottorin V x s ja ulkoisen
yksikkdnormaalivektorin n ristitulo

(V % ES) X n = ((V X E5)2n3 — (V X Es)gng), (V X E5)3n1 — (V X ES)1n3a
(V X Es)lng - (V X ES)2n1)7

niin on tehtévissa toinenkin havainto: yhtalon (4.9) reunaintegraali sisaltdd lausekkeen
—(V x E®) x n ja testifunktion v vélisen sisdtulon. Kokoamalla yhtéloiden (4.8) ja (4.9)
tulokset seké tehdyt havainnot, saadaan

/VXVXES-de:/VxES-VXVdX—/ (VxE)xn-vds. (4.10)
Q Q o0

Nyt on mahdollista lieventaéd sdhkokenttain Es ja testifunktioon v liittyvid ole-
tuksia. Riittad, ettd sdhkokentta ja testifunktio sekd molempien roottorit ovat neliin-
tegroituvia, toisin sanoen E* ja v € H(curl,Q) [14] sivu 1327]. Valittu funktioavaruus
takaa, ettd tehtavin toteuttavalla sihkokentélld on dérellinen energia. Sijoittamalla yh-
tasuuruus (4.10) heikkoon muotoiluun (4.6) saadaan uusi integraaliyhtilo, joka funk-
tion E* tulee toteuttaa heikossa mielessi

/VXES-VXV—QQES-VdX—/ (VxE)xn-vds=0
Q o0

VveH(curl, Q). (4.11)

4.3 Simulointitehtavan heikko muotoilu

Heikko muotoilu (4.11)) ei ole vield kiytannollinen, koska reunaehtojen (3.18b)) ja (3.18c)
toteutuminen pitaé kisitelld erikseen. Seuraavaksi muokataan heikkoa muotoilua niin,
ettd reunaehdot siséltyvit yhtaloon (4.11). Tulevien merkintGjen selkeyttémiseksi esi-
telldin apufunktio g(x) : Ty — C3, joka vastaa reunaehtoa heijastavan kappaleen
pinnalla
g(x) = —ue ok,

Valitaan sopiva funktio G € H(curl,(2), jolle patee t - G |r,.= —t - g. Funktion
G rajoittuma reunalle 'y toteuttaa siis tdsmélleen sen epidhomogeenisen reunaehdon
(3.18b)), jonka ratkaistavan funktion B tulee toteuttaa. Midritellisin funktio E* sum-
mana E* = ES + G, missa ]333 € Hy(curl,Q,Ty). Funktio ]333 toteuttaa homogeenisen
reunaehdon osareunalla I';, koska se on valittu avaruudesta Hy(curl, Q, ;).

Summaméiritelmin tarkoituksena on, ettd funktion E sijasta voidaankin ratkaista
funktio Eg. Ratkaistavaksi funktioksi halutaan nimenomaan Eg, koska silloin myos tes-
tifunktiot voidaan valita avaruudesta Hg(curl,),T's). Valinnasta seuraa, etti yhtdlon
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(4.11) reunaintegraali saadaan yksinkertaisempaan muotoon, kuten tullaan mychem-
min nikemédn. Virhe, joka tehddén ratkaistaessa funktio ikddn kuin vaarilla reunaeh-
doilla, eliminoidaan kiyttadmalla sopivasti valittua tunnettua funktiota G.

Seuraavaksi kiinnitetdin huomio yhtilon (4.11) reunaintegraaliin. S&hkokenttd ha-
lutaan ratkaista rajoitetussa alueessa €2, jonka reuna 092 = I' U T, koostuu kahdesta
osasta. Osareunalla 'y tullaan hyddyntiméin vektoreiden a,b,c € K? skalaarikolmi-
tulosdéintod (a x b)-c =a- (b x c¢) [13, Liite A]. Valitsemalla testifunktio v avaruu-
desta Ho(curl,Q,Ty) ja kiyttamélla hyviksi juuri esitettyd skalaarikolmitulosdéntoa,
saadaan yhtélon (4.11) reunaintegraalilauseke nollaksi reunalla I's

(VXxE)xn-v=(VxE) - (nxv)=0 v e Hylcurl,Q,T,)

= [ (VxE)xn-vds=0 ve Hy(curl,Q,T,). (4.12)
Is
Koska reunaintegraalilauseke on nollasta eroava ainoastaan osareunalla I',, niin sii-
hen voidaan soveltaa absorboivaa reunaehtoa (3.18c). Toistuvien merkintéjen vihenta-
miseksi esitellddn niin sanottu bilineaarimuoto

a(w,q):/wa-qu—OzQw-qu—l—ia/ wXnxn-qds
Q Fa
w € H(curl,Q),q € Ho(curl,Q, '), (4.13)

joka on tiasmélleen samaa muotoa kuin yht&lon (4.11) vasen puoli edelld esitettyjen
reunaintegraalitulosten jilkeen. Koska bilineaarimuoto (4.13) on nimensd mukaises-
ti lineaarinen operaattori molempien komponenttiensa suhteen, saadaan funktion Es
summamadrittelyd kiayttamalla

a(B%,v) = a(E3,v) + a(G,v) v e Hy(curl,Q,T,). (4.14)

Yhtaloiden (4.11), (4.13) ja (4.14) avulla pystytddn viimein médrittelemédn simu-
lointitehtévan heikko muotoilu: etsi funktio E € Hy(curl, Q, I'y) siten, etté

a(ES,v) = —a(G,v) Y v e Hylcurl,Q,Ty). (4.15)

Lopuksi vield todetaan, ettd tehtdvd on hyvin asetettu, koska sille on olemassa yksi-
késitteinen ratkaisu. Véiite on todistettu ainakin artikkeleissa [14] sivut 1338-1339] ja
[15, sivut 512-514]. Tehtéva on my6s stabiili sahkokentén energiaméérin perusteella |5,
sivut 22-24|. Heikon muotoilun yksikésitteinen ratkaisu vastaa matemaattisen mallin
ratkaisua.
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5 Simulointitehtavan diskretisointi

Sahkomagneettisen aallon etenemistd ja heijastumista kuvaavan yhtdlon (4.15) ana-
lyyttinen ratkaiseminen on erittiin vaikea tehtavi. Kun tyydytaan siihen, ettd tarkalle
ratkaisulle ]:38 lasketaankin vain riittdvin hyva arvio, niin tehtdvi helpottuu huomat-
tavasti ja laskennassa pystytddan hyodyntdmain tietokonetta. Arvion laskeminen edel-
lyttad tehtdvin (4.15) diskretisoimista, joka téssi tutkielmassa suoritetaan approksi-
mointimenetelmén FEM avulla.

Adrellisten elementtien menetelmiin taustaa ja historiaa esitelliin kirjojen [17, si-
vu 1] ja [28, sivut 1-9] sisdltdmiin tietoihin nojautuen. Simulointitehtdvin diskretisoin-
ti aloitetaan esittelemilld elementtimenetelmén peruskésitteitd oppaaseen [12 sivut
242-272| ja kirjaan |34, sivut 178-191| perustuen. Simulointialueen diskretisointiin kiy-
tettéva elementtityyppi esitelladn luvussa 5.3) esitys perustuu raporttiin [27]. Lopuksi
muodostetaan diskretisoitua simulointitehtdvia vastaava lineaarinen yhtaloryhma. Yh-
taloryhméd muodostettaessa lihteind kiytetasan kirjoja [5], [17] ja [34].

5.1 Adrellisten elementtien menetelmi

Fyysikot ja insinoorit kiyttavit yleisesti differentiaaliyhtéloitd tutkimiensa ilmididen
mallintamiseen. Usein kdytdnnon ilmion mallintaminen vaatii niin monimutkaisia diffe-
rentiaaliyhtdloita, ettd niiden analyyttinen ratkaiseminen on erittdin vaikeaa ja joskus
jopa mahdotonta. Talloin on tarpeen soveltaa jotakin numeerista ratkaisutapaa riitta-
van tarkan arvion laskemiseksi analyyttiselle ratkaisulle. Yksi kidytetyimmista ratkai-
sutavoista on Adrellisten elementtien menetelmd, joka tunnetaan myos Elementtime-
netelman nimella ja jonka englannin kielestéd peritty lyhenne on FEM (Finite Element
Method).

Elementtimenetelmin syntyhetked on vaikea madaritelld tdsmallisesti, mutta yksi
ensimmaisistd, elementtimenetelmén esittelijoistd oli Courant vuonna 1943. Tuolloin
menetelmd sai vain vihdn huomiota ja se ikddn kuin keksittiin uudelleen 1950-luvun
lentokoneteollisuudessa. Henkil6iden Turner, Clough, Martin ja Topp vuonna 1956 esit-
telemd julkaisu innoitti muitakin tiedemiehid tutkimaan menetelmidn mahdollisuuk-
sia. Aluksi menetelmid kiytettiin ldhinnd rakennesuunnittelussa. Elementtimenetel-
man teoreettista taustaa ryhdyttiin tutkimaan toden teolla vasta 1960-luvulla. Tarkea
teoreettinen tulos saavutettiin vuonna 1963, kun Melosh osoitti, ettd elementtimene-
telmé onkin itse asiassa muunnos hyvin tunnetusta Raleigh-Ritz -menetelmésti. Tulos
auttoi tutkijoita tekemédan merkittdvian huomion: rakennetehtivissa FEM tuottaa jou-
kon lineaarisia tasapainoyhtiloitd minimoimalla jarjestelmén potentiaalienergian.
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Kun elementtimenetelmén yhteys minimointiin huomattiin, sen kaytto levisi no-
peasti eri insindorialoille. Menetelméaé ryhdyttiin soveltamaan erityisesti sellaisiin teh-
taviin, joita kuvataan Laplacen tai Poissonin yhtéloilla, koska kyseisilla yhtaloilla
on ldheinen yhteys funktionaalien minimointiin. Ensimmaisid sovelluskohteita olivat
lammonjohtumis- ja virtaustehtévit. Sovelluskohteiden médrd lisddntyi entisestdén,
kun 1960-luvun lopulla osoitettiin, ettd edelld mainittujen tehtdvien ratkaisemiseen
tarvittavat yhtilot voidaan johtaa kiyttamalla painotettujen residuaalien menetelmié,
joista esimerkkeind mainittakoon Galerkinin ja pienimmdn neliésumman menetelmaét.
Kyseessi oli jilleen erittdin merkittava teoreettinen tulos, koska sen avulla elementti-
menetelmid pystytdan soveltamaan hyvin monenlaisiin differentiaaliyhtaloihin.

Nykypéivind elementtimenetelmin kiytté on hyvin yleistd ja sen sovelluskohtei-
siin kuuluvat kaikki fysikaaliset ilmiot, joita voidaan mallintaa differentiaaliyhtaloilla.
Menetelmén kiyttoa ovat edistdneet sen useat hyvit ominaisuudet:

1. Mallinnettavan kohteen ominaisuudet voivat vaihdella mallinnusalueen eri osissa.
Tadmé& mahdollistaa esimerkiksi monesta eri materiaalista koostuvien kappaleiden
mallintamisen.

2. Menetelméa voidaan kayttda myos silloin, kun mallinnusalueen geometria on mo-
nimutkainen.

3. Laskentatarkkuutta mallinnusalueen eri osissa voidaan saadelld, jolloin lasken-
taresursseja voidaan kohdistaa niihin osa-alueisiin, joissa ratkaisulle erityisesti
halutaan mahdollisimman suuri tarkkuus.

4. Esimerkiksi epdjatkuvan pintakuormituksen tapaiset reunaehdot eivit aiheuta
ongelmia ja menetelméé voidaankin soveltaa kirjavalle joukolle reunaehtoja.

5. Kaikki edelld mainitut ominaisuudet voidaan sisdllyttdd yleispateviaan tietoko-
neohjelmaan, jonka avulla pystytddn ratkaisemaan suuri joukko tietyn tyyppisia
tehtavid, kuten esimerkiksi lammonjohtumistehtévi.

Elementtimenetelméin merkittdvimpéané heikkoutena on pidetty sitd, ettd menetel-
man soveltamiseen tarvitaan aina tietokonetta. Jopa yksinkertaisten tehtavien ratkai-
seminen elementtimenetelmalld on ldhes aina liian tyoldstd késin suoritettavaksi. Ny-
kypéiviné tietokoneet ovat niin yleisid ja tehokkaita, ettd elementtimenetelmén riip-
puvuus tietokoneista ei ole endd merkittava heikkous.

5.2 Elementtimenetelmin peruskisitteiti

Perusajatus elementtimenetelmén taustalla on, ettd mitd hyvinsi jatkuvaa suuretta,
kuten esimerkiksi limpdétilaa, painetta, siirtyméé tai sihkokenttidd, voidaan arvioida
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diskreetin mallin avulla. Malli koostuu paloittain jatkuvista funktioista, jotka on maé-
ritelty ddrellisessd médrdssid mallinnusalueen osa-alueita. Toisin sanoen jatkuvaa suu-
retta pyritddn arvioimaan yksinkertaisella funktiolla, joka koostetaan joukosta paloit-
tain jatkuvia funktioita ja jonka esittdmiseen tarvitaan vain #dédrellinen maird para-
metreja. Diskreetissé simulointitehtiavissd parametreille etsitddn sellaiset arvot, etta
yvksinkertainen funktio kuvaa mahdollisimman hyvin ratkaistavaa suuretta.

Adsrellisten elementtien menetelméssi tuntematonta funktiota u approksimoidaan
yleisessd tapauksessa summalla

a0 ~ 100 = ad1(x) + o+ g Bl = Y i) (5.1)

jossa on n kappaletta ratkaistavia kertoimia ¢;. Tuntematonta kerrointa g¢; kutsutaan
funktion \17, vapausasteeksi. Funktiot \ffl tunnetaan ja ne valitaan sopivasti kulloisen-
kin tehtidvin perusteella. Tuntemattomien kertoimien ratkaisemiseksi tarvitaan joukko
yhtéloitd. Yhtéloiden muodostaminen on osa simulointitehtévin diskretisointia.

Elementtimenetelméssa simulointialue jaetaan pieniin osa-alueisiin eli elementtei-
hin. Elementtien tulee tayttdd koko simulointialue siten, ettd ne eiviat ole missdan
kohdin péaéllekkdin. Tasoalueiden ja pintojen jakoon kidytetddn tavallisimmin kolmioita
ja nelikulmioita. Kolmiulotteisten alueiden jakaminen tapahtuu yleisimmin nelitahok-
kailla ja suorakulmaisilla sdrmioilld. Myos kiyraviivaisia elementtejd kiytetddn yleises-
ti. Huomautettakoon, ettd alueiden jakaminen elementteihin voidaan suorittaa ddret-
tomén monella tavalla. Kun simulointialue on ositettu elementteihin, siitd kidytetdan
usein nimitysta verkko.

Elementtien geometrian méaaraévia pisteitd, kuten esimerkiksi kolmion kérkipisteité,
kutsutaan solmuiksi ja elementtien reunoilla olevat solmut ovat vierekkiisille elemen-
teille yhteisid. Kuvassa 5.1/ on esimerkin vuoksi esitetty yksi keino jakaa kaksiulottei-
nen monikulmio kolmioelementteihin. Simulointialueen jakaminen pieniin osa-alueisiin
tilanteeseen sopivilla elementtityypeilli mahdollistaa monimutkaisten geometrioiden
mallintamisen.

5.2.1 Kantafunktiot

Yhtélossa (5.1) esiintyvid funktioita U; kutsutaan kantafunktioiksi. Useimmiten kanta-
funktioiksi valitaan matala-asteisia paloittain méairiteltyja polynomeja. Kantafunktiot
méadritellddn yleensd siten, ettd ne poikkeavat nollasta ainoastaan niiden elementtien
alueella, joihin kantafunktioon liittyvd vapausaste ¢; kuuluu. Mikéli vapausasteet yh-
distetddn esimerkiksi solmupisteisiin, niin vapausaste kuuluu kaikkiin niihin element-
teihin, joihin vapausasteeseen yhdistetty solmupiste kuuluu. Esimerkiksi kuvassa 5.1
on tilanne, missa vapausasteet on yhdistetty solmupisteisiin ja tdlloin kantafunktio U
poikkeaa nollasta ainoastaan tummennettujen elementtien alueella.
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Kuva 5.1: Esimerkki kaksiulotteisin monikulmion jakamisesta kolmioelementteihin.

Kantafunktion paloittainen méarittely toteutetaan siten, ettd kantafunktio méari-
telladn erikseen kaikissa niissé elementeissé, joissa se poikkeaa nollasta. Globaalin kan-
tafunktion U; misritelmii elementissi K, sanotaan lokaaliksi kantafunktioksi ja siitd
kiytetddn merkintda zﬁj’?, missd j on lokaalin kantafunktion elementtikohtainen indek-
si. Globaali kantafunktio koostuu siis joukosta lokaaleja kantafunktioita. Esimerkiksi
kuvan 5.1 tapauksessa kantafunktion U epatdydellinen méiritelma on

( -
¥3(x), kun x on elementin K, alueella,

\I’G(X) = 7 .
¥i(x), kun x on elementin K alueella,

\ 0, muualla.

Lokaalien kantafunktioiden avulla tuntemattomien kertoimien ¢; ratkaisemiseen tar-
vittavat yhtalot voidaan muodostaa elementeittidin. Lopulliset yhtalot kertoimien rat-
kaisemiseen saadaan, kun summataan vierekkiisten elementtien yhteiseen tuntematto-
maan kertoimeen kohdistuvat yhtalot. Yhtialoiden muodostamista kutsutaan tehtdvin
kokoamiseksi.

5.2.2 Viite-elementit

Elementtimenetelmélle muodostettava matemaattisen mallin heikko muotoilu, kuten
esimerkiksi (4.15), siséltdd aina integraalilausekkeita. Diskreetin tehtdvin kokoaminen
edellyttda kyseisten integraalilausekkeiden laskemista. Téalloin ongelmaksi voi muodos-
tua se, ettd funktioiden integroiminen mielivaltaisten elementtien yli voi olla hankalaa.

Yleisesti kdytetty keino ongelman kiertdmiseen on maééritella eri elementtityypeille
viite-elementti K lokaalissa koordinaatistossa (%1, T2, &3). Lokaali koordinaatisto vali-
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Kuva 5.2: Esimerkki viite-elementin kuvautumisesta alkuperiiseen koordinaatistoon.

taan siten, ettd integrointi viite-elementin yli on mahdollisimman yksinkertaista. Aja-
tuksena on, ettd funktioiden integrointi suoritetaankin mielivaltaisen elementin sijasta
viite-elementin yli. Integrointien laskemiseen viite-elementin avulla tarvitaan muun-
noskuvaus Tx : K — K , joka kuvaa viite-elementin K lokaalin koordinaattipisteen
alkuperéiisessa koordinaatistossa sijaitsevan elementin K pisteeksi. Merkinnélla x tar-
koitetaan lokaalin koordinaatiston vektoria.

Kolmiulotteisessa tapauksessa muunnoskuvauksen yleinen komponenttimuoto on

z1 = (Tk)1(%) = m(X)ey + m(X)cd + ...+ n (%)l
2y = (Tk)2(X) = m(X)ch + (%) + . .. + (X5, (5.2)
x5 = (Tk)3(X) = m(X)c§ + n2(X)c3 + ... + o (X) '

ja vastaava vektorimuoto
x=Tg(%) =) ni(¥)c, (5.3)
i=1

missd muunnoskuvauksen kantafunktiot n; on liitetty elementin K geometrisen muodon
mééritteleviin pisteisiin ¢’. Merkinnilld (Tx); tarkoitetaan vektoriarvoisen kuvauksen
T g i:nnettd komponenttia. Kuvassa 5.2/ on esimerkki kaksiulotteisen lineaarisen kol-
mioelementtityypin viite-elementista ja sen kuvautumisesta yleiseksi kolmioelementik-
si.

Kun funktioiden integroinnissa tehddén koordinaattimuunnos, niin yleisessa ta-
pauksessa tarvitaan vield muunnoskuvauksen Jacobin matriisia ja erityisesti sen de-
terminanttia. Yhtaloiden (5.2) ja (5.3) médrittelemédn muunnoskuvauksen T Jacobin
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matriisi on [5) sivu 216]

DTk (x) = Jg(x)

Jacobin matriisin determinanttia det(DTg) = det(Jx) kutsutaan Jacobiaaniksi.

5.2.3 Adrellinen elementti

ITk)1(x) O(Tk)i(X) O(Tk)i(X)
8.9?:1 8:2"2 a:i'd
O(Tk)2(%) O(Tk)2(%) O(Tk)2(%)
8&1 852‘2 ai’f}
INTk)s3(x) O(Tk)s(x) O(Tk)3(Xx)
8&?1 8:2’2 83%3

(5.4)

Edellisissa luvuissa on esitelty elementtimenetelméin késitteitd ldhinnd esimerkkien

avulla. Seuraavaksi méaaritelladn tasmallisemmin mita tarkoitetaan aarelliselld elemen-
tilld. Tassa luvussa esitety asiat perustuvat kirjoihin [4, sivut 93-96] ja [17, sivut 24-

29|. Elementtimenetelméssi rajoitettu simulointialue € jaetaan adrelliseen madrddn

osa-alueita, jolloin osa-alueiden joukko 7} on simulointialueen diskreetti esitys. Yksit-

tdistd osa-aluetta sanotaan elementiksi ja siitd kiytetddn tdssa luvussa merkintdd K.

Osa-alueisiin jakaminen eli simulointialueen diskretisointi suoritetaan silla tavalla, etta

seuraavat ominaisuudet ovat voimassa:

1. Q=U", K; K;€ T, missi m on elementtien lukumiré,

2. kaikki elementit K; € 7}, ovat suljettuja ja niiden sisusta K ei ole nollamittainen,

3. kaikille erillisille elementeille K, K, € 7j, pitee K) N K9 = 0,

4. kaikkien elementtien K; € 7, reuna 0K; on Lipschitz-reuna.

Adrellisen elementin yleinen méaritelmé on:

Maaritelmé 5.2.1  Adrellinen elementti on kolmikko (K, P,%), missd

(I) K on avaruuden R? suljettu osa-alue, jonka sisusta ei ole nollamittainen ja jonka

reuna on Lipschitz-reuna,

(II) P on alueessa K mddritelty ddrellisulotteinen funktioavaruus; kaytetidan merkin-

tii n = dim P,

(III) ¥ on ddrellinen joukko lineaarisesti riippumattomia lineaarisia funktionaaleja

®;,1 < i < n, jotka kuvautuvat avaruudesta P (tai avaruudesta, joka sisdltid

avaruuden P).
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Funktionaalit ®; ovat niin sanotusti P-unisolventteja , jos mielivaltaiselle joukolle
reaalilukuja a;, 1 < i <n on olemassa yksikésitteinen funktio ¢ € P siten, etti

®,(f) =a;, 1<i<n. (5.5)

Jos funktionaalit toteuttavat edelld mainitun ehdon, niin ne ovat lineaarisesti riippu-
mattomia. Ehdon toteutumisesta seuraa myos, ettd on olemassa n kappaletta funktioita
g; € P, 1 <1i<n, joille patee

1, kuni=7j,

(5.6)
0, kun i # 7,

q’j(@) = (5ij7 5ij = {
missd 1 < j < n. Merkintdd ¢0;; kutsutaan Kroneckerin symboliksi.
Kun oletetaan, ettd funktionaalit ®; toteuttavat ehdon (5.5), niin soveltamalla eh-
don suoraa seurausta (5.6) saadaan tuloksena identiteetti

F=> Ti(P)F, VFEP (5.7)
=1

joka tarkoittaa, ettd kaikki avaruuden P funktiot voidaan esittdd funktionaalien ®;
ja funktioiden ; avulla. Lineaarisia funktionaaleja ®; sanotaan a#rellisen elementin
vapausasteiksi ja funktiota @; dérellisen elementin kantafunktioiksi.

5.3 Neédélec-elementti

Yksinkertaisimmat elementtityypit ja niissd maaritellyt kantafunktiot eivit sovellu séh-
kokentan Eg approksimointiin. Syy on siind, ettd kiyttadmalld yksinkertaisten element-
tityyppien kantafunktiota, sihkomagneettisen simulointitehtivin ratkaisulta vaaditaan
litan vahvoja jatkuvuusominaisuuksia. Avaruuteen H (curl,(2) kuuluvia funktioita ap-
proksimoidaan globaaleilla kantafunktioilla, joiden tangentiaalisten komponenttien téy-
tyy olla jatkuvia eri elementtien vililli. Tangentiaalinen jatkuvuus kahden elementin
valilld ilmaistaan matemaattisesti seuraavalla tavalla:

Lause 5.3.1 Olkoot K_ ja K, kaksi Lipschitz-reunaista monikulmiota (vast. mo-
nitahokasta) avaruudesta R?, joilla on yhteinen reuna (vast. reuna tai pinta) e =
OK_NOK, # 0 ja joiden yhdisteesti kiytetdin merkintid Q = OK_ U dK . Vekto-
reilla n_ ja n, tarkoitetaan monikulmioiden tai -tahokkaiden ulkonormaalivektoreita.
Funktio u kuuluu avaruuteen H(curl,()) jos ja vain jos rajoittuma u |x_= u_ kuu-
luu avaruuteen H(curl, K_), rajoittuma u|x, = uy kuuluu avaruuteen H(curl, K. ) ja
tangentiaalinen hyppy leikkauksen e yli hdvidd: (u- xn_)+ (uy xn;) =0 x€e.

Tangentiaalisen jatkuvuuden toteuttavat esimerkiksi kantafunktiot, jotka mééri-
tellidn niin sanotuilla Nédélec-elementeilld. Tassa tutkielmassa kiytetddn sihkoken-
tin Ej approksimointiin ensimméisen asteen Nédélec-kuutioelementtejd, jotka J. C.
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Nédélec esitteli artikkelissaan [22] vuonna 1980. Varsinaiset kuutioelementit, joilla si-
mulointialue jaetaan osa-alueisiin, kuvataan viite-elementin avulla. Aivan kuten ylei-
nen darellinen elementti, niin myos Nédélec-kuutioviite-elementti maaritellidn elemen-
tin geometrian, kantafunktioiden ja vapausasteiden valinnoilla. Luonnollinen valinta
kuutioviite-elementin geometriaksi on kuutio C = [0, 1] koordinaatistossa (i1, Zo, ¥3).
Koordinaatistossa (x1, z2, x3) sijaitsevat varsinaiset kuutioelementit C' kuvataan affii-
nilla muunnoskuvaksella T siten, etti

C=Tc(C), C3x=TcX) =Bex+be xeC, (5.8)
missé matriisi B¢ on nelidmatriisi.
Viite-elementin kantafunktiot valitaan vektoriarvoisten polynomifunktioiden jou-
kosta. Seuraavaksi esitellddn joukko polynomifunktioavaruuksia, joiden avulla mé&éari-
telldin elementin kantafunktioiden komponenttifunktiot:

Maéritelméa 5.3.1 Funktioavarvudet Q. sisdltdvit sellaiset polynomit, jotka ku-
vautuvat viite-elementistd C' ja joiden aste muuttujien 1, T ja T3 suhteen on korkein-
taan [,m ja n vastaavassa jarjestyksessd.

Edellistd maaritelmai kayttiaen elementin C kantafunktioavaruudeksi valitaan

Y1
P = {95: P2 ] 11 E ka—l,k,k, P2 € Qk,k_1,k;, p3 € Q;ak,k_l}. (5.9)
¥3
Koska téssi tutkielmassa kiytetddn ensimmaisen asteen elementtejd, niin kaikki kan-
tafunktiot ovat silloin muotoa
ali'g + blii'g + Cl.@gi’g + d1
QB(}A() = agi’l + bQi’g + Cgi‘li'g + d2 € Pl. (510)
a3y + bso + c3x 122 + d3

Viite-elementin C' kantafunktioiden miirittelemiseksi taytyy kertoimet a;, b;, c; ja
d; € R ratkaista. Kertoimet saadaan ratkaistua vapausasteiden ® avulla. Esitelldin
seuraavaksi Nédélec-kuutioelementtiin liittyviat vapausasteet:

Miésritelmi 5.3.2  Olkoon C kuutioviite-elementti, t kuution sirmdin yksikkétangent-
tivektori ja 0 kuution tahkon ulkoinen yksikkonormaalivektori. Kantafunktioavaruudes-
ta P* kuvautuvien vapausasteiden joukko ¥ koostuu lineaarisista funktionaaleista, jotka
on yhdistetty kuution eri osa-alueisiin:

vapausasteet sdrmilld
() = /(f; P ds, Ve Pyaé),
jokaisella kuution C sirmilli é. Kuution sirmilli on yhteensd 12k vapausastetta.
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vapausasteet tahkoilla

A

o(P) = /(95 xn)-vda, Vv= (Z;) , 01 € Qpag1(f), v2 € Qporpa(f),
f

jokaisella kuution C tahkolla f Kuution tahkoilla on yhteensd 6 - 2k(k — 1) va-
pausastetta.

vapausasteet kuution sisilla

U1 € Q1 k—2k—2
d(p) = /CSB vdx, Vv= v Qp op_1k2
V3 € Q2 k-2k-1

Vapausasteita kuution sisdlli on yhteensd 3k(k — 1)2.

Funktioavaruus Pj_;(€é) sisaltiaa kaikki sellaiset polynomit, jotka on mééritelty sér-
mélla é ja ovat korkeintaan astetta k — 1. Vapausasteiden mééritelméin (5.3.2) perus-
teella ensimmaéisen asteen kuutioelementilld on kaksitoista vapausastetta, yksi jokaisella
sarmélld. Seuraavaksi selvitetdin kyseisiin vapausasteisiin liittyvien kantafunktioiden
kertoimet a;, b;, ¢; ja d; € R, kantafunktioiden muoto esiteltiin yhtalossa (5.10). Koska
kuution sdrmiin yhdistettyjen vapausasteiden méérittelyssi esiintyvien integraaliyhté-
16iden tulee olla voimassa kaikilla testifunktioilla v € Py, niin erityisesti niiden tulee
olla voimassa, kun v = 1. Lisdksi tiedetdan, ettd vapausasteiden tulee olla lineaarisesti
riippumattomia. Vaaditaan, ettd vapausasteet toteuttavat ehdon

®;(85) = 0y, G,j=1,...,12, (5.11)

jolloin vapausasteet ovat lineaarisesti riippumattomia.

Vapausasteille asetettu ehto (5.11) tuottaa kaksitoista yhtéloéd jokaista kantafunk-
tiota kohden. Koska kaikilla kantafunktioilla on kaksitoista tuntematonta kerrointa,
niin jokaisen kantafunktion kertoimet voidaan ratkaista yksikéasitteisesti yhtaloryhmaés-
td, jossa on sama madrd yhtaloitd kuin tuntemattomia. Kun numeroidaan kuution
sarméit kuvan 5.3/ esittamaélla tavalla ja ratkaistaan kaikkiin kantafunktioihin liittyvét
yhtaloryhmat, niin kuutioviite-elementin kantafunktioiksi saadaan

G1(x) = (1 — &9 — T3+ To23, 0, 0), Go(x) = (0, &1 — 2123, 0),
953(&) = (i'Z - £2£37 07 0)7 9546() = (07 -2 — jS + i'lf& 0),
G5(x) = (0, 0, &1 — 2122), Go(x) = (0, 0, Z12),
or(x) = (0, 0, 1 — 31 — &g + T139), Fs(x) = (0, 0, To — T129),
Po(X) = (T3 — To23, 0, 0), Fro(x) = (0, T123, 0),
G11(x) = (2923, 0, 0), P12(x) = (0, T3 — 2123, 0).

(5.12)
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Kuva 5.3: Nédélec-kuutioviite-elementti ja sen sdrmien numerointi.

Kuvassa 5.3/ on nuolilla merkitty viite-elementin sédrmien tangenttivektoreiden suunta.
Edelle esitetyt méaritelméat yhdessd muodostavat dérellisen elementin (C’, PL YD), joka
on unisolventti ja konformi avaruudessa H (curl, C’) [22, sivu 331].

Koska varsinaiset kuutioelementit C' kuvataan viite-elementin C avulla, niin myos
elementtien C' kantafunktiot JZ taytyy kuvata viite-elementin kantafunktioiden ¢; avul-

la. Ensimmaéisen asteen Nédélec-elementin C' = T¢(C') kantafunktiot saadaan kuvauk-
sella

Ui(x) = Me(@i(%) = (DTS",) o Te! (x), (5.13)

missi T;'(x) on muunnoskuvauksen T (%) kidinteiskuvaus ja DT," on lyhennys-
merkintd Jacobin kiinteismatriisin transpoosille ((DT¢)™1)?. Koska kuvaus T¢ on
médritelty affiiniksi (5.8)), sen Jacobin matriisi DT¢ on yksinkertaisesti vakiomatriisi
B¢ ja Jacobiaani det(DT¢) on vakioarvoinen reaaliluku det(B¢). Jatkossa Jacobiaani
oletetaan positiiviseksi det(B¢o) > 0. Télloin yhtélo (5.13) sievenee muotoon

Pi(x) = Mo(@i(%)) = Bo" (i 0 Tg") (). (5.14)

Koordinaatistossa (1, T2, r3) mééritelty roottori V x taytyy myos laskea muunnos-

kuvauksen avulla. Olkoon u kuutiosta C' = T¢(C') kuvautuva vektoriarvoinen funktio,
joka on méiritelty muunnoksella (5.14) vektoriarvoisesta funktiosta u. Tallin funktion
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u roottori on laskettavissa kuvauksella

1
N det(Bc)

V x u(x) Bo(V x o T (x), (5.15)
missi merkinnilld V x tarkoitetaan koordinaatistossa (Z1, 9, T3) médriteltyd roottoria.

Edelld on maééritelty kuutioviite-elementti, jonka avulla kuvataan kaikki simuloin-
tialueen varsinaiset kuutioelementit. Jokaisen elementin C' alueella tutkittavaa suu-
retta, kuten esimerkiksi sihkokenttia ES, voidaan approksimoida kyseisen elementin
kantafunktioiden lineaarikombinaatiolla. Suuretta halutaan kuitenkin approksimoida
koko simulointialueessa (2 globaaleilla kantafunktioilla, jotka ovat paloittain méairitel-
tyja usean elementin alueella. Jotta globaalit kantafunktiot kuuluisivat funktioavaruu-
teen H(curl, (), tiytyy elementtien C' kantafunktiot kuvata viite-clementin C' kan-
tafunktioista siten, ettd vierekkiisten elementtien vililla globaalit kantafunktiot ovat
tangentiaalisesti jatkuvia.

Oletetaan, ettd simulointialueen diskretisointi on suoritettu ja néin ollen tiedetdan
todellisen verkon solmupisteet. Erityisesti oletetaan, ettd diskretisoinnin jélkeen tunne-
taan sirmien tangenttivektorit. Valitaan tangenttivektoreiden joukosta mielivaltaisesti
vektori t;, missa alaindeksi j on sen sdrmén globaali tunnistenumero, johon vektori
liittyy. Nyt vaaditaan, ettd kaikki sdrmain j liittyvét lokaalit kantafunktiot QEZ ovat
sarmalld j tangenttivektorin t; suuntaisia. Téll6in kaikki globaalit kantafunktiot olisi-
vat tangentiaalisesti jatkuvia sdrmén j yli. Vaatimus tayttyy, jos ensin muodostetaan
kaikki sirméin liittyvit lokaalit kantafunktiot 1; normaalisti muunnoksella (5.14). Té-
mén jélkeen kantafunktioiden suuntaa verrataan sisétulon avulla tangenttivektoriin t;.
Viite-elementin sdrméén ¢ liittyvan kantafunktion ¢; suunnaksi sarmaélla ¢ valitaan esi-
merkiksi sirmén tangenttivektorin suunta.

Jos (Ji,tj) > 0, niin ei ryhdytd mink&inlaisiin toimenpiteisiin. Mutta jos sisitu-
lo onkin negatiivinen (@,tj) < 0, niin suoritetaan paivitys Ui — (—1@) Edellisella
merkinnalld tarkoitetaan, ettd lokaalin kantafunktion 1;1 suunta vaihdetaan vastakkais-
suuntaiseksi alkuperéiseen suuntaan verrattuna. Koska lokaalit kantafunktiot OEZ voivat
muunnoksessa (5.14) kuvautuva ainoastaan saman suuntaiseksi tai vastakkaissuuntai-
seki tangenttivektorin t; kanssa, niin paivitys takaa, ettd lokaalit kantafunktiot Jl ovat
operaation jidlkeen sirmdilld j tangenttivektorin t; suuntaisia. Todetaan, ettd suorit-
tamalla péivitysoperaatio kaikille verkon sdrmille saadaan myo6s kaikki verkon lokaalit
kantafunktiot sarmilld tangenttivektoreiden suuntaisiksi. N&in ollen kaikki globaalit
kantafunktiot ovat tangentiaalisesti jatkuvia vierekkéisten elementtien valilla.

Koska kaikki globaalit kantafunktiot U ovat tangentiaalisesti jatkuvia vierekkaisten
elementtien vélilld, niin ne kuuluvat avaruuteen H (curl,Q). Talloin tutkittavaa suu-
retta voidaan approksimoida globaalien kantafunktioiden lineaarikombinaationa. Kan-
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tafunktiot valitaan avaruudesta V}, jonka mééritelmé on [21) sivu 11|

Uy, ={u, € H(curl,Q)| up(x) € P, x€ C VC €T},
Vi=A{vih €Uyl vip xn=0, x €T} C Hy(curl,Q,Ty). (5.16)

Kun tutkittavaa suuretta approksimoidaan kiyttdmélla avaruuden Vj, kantafunktioita,
aiheutuu virhe, joka on H(curl) -normilla mitattuna kertaluokkaa O(h). Muuttuja h
edustaa verkon 7;, suurimman kuutioelementin sarmén pituutta.

5.4 Yhtiloryhmin kokoaminen

Viimeinen vaihe simulointitehtavin diskretisoinnissa on yhtaléryhméan muodostaminen.
Jaetaan luvussa [3.3 mééaritelty simulointialue €2 dérelliseen méirdan osa-alueita luvun
5.2.3 esittamalld tavalla. Kadytetddn osa-alueiden joukosta merkintdd 7;,. Lisiksi maa-
ritelladn joukko Fj, jonka alkioita ovat kaikkien kuutioelementtien K € 75, ne tahkot,
jotka kuuluvat reunalle I',.

Tehtavan (4.15) diskretisoitu muoto saadaan kiyttdmailld kohdan (5.16) dérellisu-
lotteista aliavaruutta V},. Sdhkokenttaa ]:33 approksimoidaan funktiolla Ej. Simulointi-
tehtivin diskreetti muoto on: etsi funktio E, € V}, siten, etti

a(Ep,vy) = —a(G,vy) Vv, € V. (5.17)

Bilineaarimuoto a(-, -) on mééritelty yhtalossa (4.13) ja funktio G € H(curl,2) voidaan
valita sopivasti, kunhan se toteuttaa luvussa 4.3 esitetyt ehdot.

Olkoon {@}?Zl joukko globaaleja kantafunktioita ja n verkkoon 7}, siséltyvien sér-
mien lukumaira. Madritellddn funktio E; lineaarikombinaationa globaaleista kanta-
funktioista \ffz

n
Ej(x) # Ex(x) =Y qli(x) x€eQ (5.18)

i=1
missd, kertoimet ¢; € K ovat joko reaali- tai kompleksilukuja. Tehtavin diskretisoin-
ti suoritetaan Galerkinin menetelméilld, joka on erds elementtimenetelméin variaatio.

Talloin testifunktioina vy, kiytetddn kantafunktioita ;. Sijoittamalla summalauseke
(5.18) tehtavidn (5.17) saadaan

—

o} 0, 9) = -a(G,¥,;)  i=1,...n
7=1

-

54 Z a(\ffj, \I_jl)q] = —CL(G, \Ifl) 1=1,...,n. (519)
=1

Kirjoitetaan yht&lo (5.19) matriisimuodossa

Aq =T, (5.20)
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jolloin saadaan lineaarinen yhtéléryhmé, josta ratkaistaan vektori q. Matriisi A =
{ai;}7 ;=1 muodostuu alkioista a;; := a(ffi,\fj) ja vektori f = {f;}1, alkioista f; :=
—a(G, ;). Yhtiloryhmistd (5.20) ratkaistava vektori q = {¢;}™_, koostuu yksinker-
taisesti yhtélon (5.18) tuntemattomista kertoimista ¢;. Tarkastellaan seuraavaksi miten
matriisin A ja vektorin f alkiot lasketaan.

Kirjoitetaan matriisin A alkioiden a; ; lausekkeet kokonaisuudessaan bilineaarimuo-
don avulla

ai,j:a(\l_}i,i’j):/Vx\I}i-Vx \I_}J—OZ2\I_}Z\I_}J dx—|—ia/ \I_;l XI’IXII'\I_}]' ds.

Q a

Koska simulointialue € on ositettu luvun [5.2.3| esittamalla tavalla, tdlloin patee erityi-
sesti 2 = 7, ja I'y, = Fj, niin edellisen lausekkeen integraalit voidaan laskea summana
integraaleista elementtien ja tahkojen yli

ai,jzzCVx@i~VX@j—a2@i~@jdx+iaZL\i}ixnxn~\i}jds
= & 1
Ck E%,Sl E./Th, (521)

missd m on joukkoon Fj, sisdltyvien tahkojen lukumééra.

Globaalit kantafunktiot ¥ on madritelty elementeissid C} ja tahkoilla S; lokaalien
elementtikohtaisten kantafunktioiden ¢ avulla. T#lldin yht&lossi (5.21) globaalit kan-
tafunktiot voidaan korvata lokaaleilla kantafunktioilla

aiyjzz Vxﬁk-Vx@?—a%ﬁf-dexqﬁaz fonxn-@mjds
k=1 " Ck =1 VS
C, € ZL,S[ e Fy. (5.22)

On oleellista huomata, etta vaikka kantafunktio Jf on globaalin kantafunktion U, miiii-
ritelmé elementissi Cj, niin merkinnin @Zf alaindeksi ¢ ei viittaa globaaliin kantafunk-
tioon. Funktion zﬁf alaindeksi on elementtikohtainen tunniste, joka voi téssd tutkiel-
massa saada arvot 1...12, kun taas funktion \Iﬁf2 alaindeksi voi saada arvot 1...n. Tassa
erityistapauksessa globaalin kantafunktion alaindeksi on tunniste verkon 7 sdrmélle
ja lokaalin kantafunktion alaindeksi on tunniste elementin Cj sérmaille.

Tutkitaan seuraavaksi, miten yhtalon (5.22) integraalit elementtien ja tahkojen yli
lasketaan. Integraali yksittdisen elementin Cj yli halutaan laskea viite-elementin C
avulla, jolloin taytyy suorittaa koordinaattimuunnos

/ V xR (x) - V x ¥ (x) — a®PF(x) - ¥ (x) dx
Ck

= /(v X P 0 Ty(%k) - V x 9 0 Ty (k) — a®f o Ty(%) - % 0 Ty(%))|det(DTy)|dx.
C
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Kun edellisen lausekkeen kantafunktioihin sovelletaan muunnoskuvausta (5.14) ja kan-
tafunktioiden roottoreihin kuvausta (5.15), saadaan

By =—== Br o—==
/@(det(Bk)v X Sol(x) ' det(Bk)v X QOj(X)

— a’B.TG(%) - By (%) det (B k. (5.23)

Jakolasku By /det(Bg) on hyvin maéiritelty, koska luvussa 5.3 tehtiin oletetus, ettd
det(By) > 0. Sovelletaan integraalilausekkeen (5.23)) sisdtuloihin laskuséént6d Bu-w =
u - Bf'w [24] sivu 7]. Téllsin lopullinen lauseke yksittiisen elementin Cy integraalille
viite-elementin C' avulla kirjoitettuna on

1£6.0) = | o VX AR T B - ade(BB B A (R) - 4 (%)%
(5.24)

Yleinen kdytdnto simulointitehtidvissd on, ettd integraalilausekkeiden laskemiseen
kiytetddn numeerista integrointia. Se tarkoittaa, ettd integraalilausekkeen tarkalle ar-
volle lasketaan arvio. Numeerisen integrointiyht&lon yleinen muoto on [17, sivu 52|

/K u(x)dx ~ Z wiu(xl), (5.25)

missad painokertoimet wf € R, integrointipisteet Xff € K C R? ja integrointipisteiden
lukumédédrd 0 < r € N méadrdytyvit kiytettdvin numeerisen integrointimenetelmén
mukaan. Lasketaan yhtélon (5.24) integraalilausekkeelle arvio soveltamalla numeerista
integrointiyhtaloa (5.25)

BT Bk __ —
IZ G, §) ~ I (i, 5) pr qei@y ¥ X ) VX Gi(x)

— a’det(By) (B, Bi) "' Gi(%y) - F(%p)). (5.26)

Seuraavaksi médritelladn miten yhtélossé (5.22) lasketaan integraali yksittdisen tah-
kon S; yli. Integrointiyhtdlon mairittdminen tahkolle suoritetaan samalla tavalla kuin
edelld suoritettiin vastaavan elementtikohtaisen yhtdlon méadrdaminen. Tahkon inte-
graaliyhtélo saadaan soveltamalla yhtilon (5.22) oikeanpuoleiseen integraalilausekkee-
seen koordinaattimuunnosta ja kuvausta (5.14)

@ngnxn.ﬁdeZ/(B T3(x) x B;Th x By Th - B; T3;(x))det(B;) ds

Sy S

:/Sdet(Bl)(BlTB) Y3:(%) x By T x By Th - 3;(%) ds = I7(4, 7).
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Saadulle integraalille lasketaan arvio numeerisen integrointiyhtilon (5.25) avulla

t
I9(i,) m I3, ) = 3 tiydet(By) (BT B) 'Gi(%,) x B8 x By G(%,).  (5.27)
p=1
Lopuksi méaéaritelladn lausekkeet vektorin f alkioiden laskemiseen. Funktio G vali-
taan siten, ettd se poikkeaa nollasta ainoastaan sellaisten elementtien alueella, joiden

tahko kuuluu heijastavalle reunalle I';. Erityisesti oletetaan, ettd G(x) = 0, x € T',.
Alkion f; lauseke on oletuksen nojalla

n

=Y | VxG Vxi¢f—a’G -4l dx CreT, (5.28)
k=1 " Ck

Integraalilauseke yksittiisen elementin yli on
IFG) = /CBZV x G o Ty(X) - V x @;(X) — a’det(By)B; 'G o Tx(%) - Fi(X) dx
ja sitd voidaan arvioida soveltamalla numeerista integrointiyhtaloa
IF () =~ IF () = iwp(B{v x G o Ty(%,) -V x Fi(%,)
=1
p — a?det(By)B,'G o Ti(%X,) - Gi(%X,)). (5.29)

Nyt on méadritelty kaikki lineaarisen yhtéloryhmén (5.20) kokoamiseen tarvittavat
lausekkeet. Matriisin A alkiot a;; lasketaan yhtdloiden (5.22), (5.26) ja (5.27) avulla.
Vektorin f alkiot f; lasketaan kiyttden yhtaloita (5.28) ja (5.29). Ndin muodostettu
matriisi A ei yleensé ole symmetrinen eiké positiivisesti definiitti.
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6 Yhtiloryhméan ratkaiseminen

Numeerisessa laskennassa on hyvin yleisté, ettd jossakin laskennan vaiheessa joudutaan
ratkaisemaan lineaarinen yhtaloryhma. Esimerkiksi osittaisdifferentiaaliyhtéloiden app-
roksimointi differenssi- tai elementtimenetelmalld, epélineaariset tehtivit seké lineaa-
rinen ja epélineaarinen optimointi johtavat lineaarisiin yhtaléryhmiin ja niiden ratkai-
semiseen. Tyypillisesti pienet yhtdloryhmat ratkaistaan suorilla menetelmilld, joista
esimerkkind mainittakoon Gaussin eliminointi. Kun ratkaistavien yhtaléryhmien koko
on erittdin suuri, suorien menetelmien vaatima tietokonemuistin maaré ja laskenta-aika
voi olla kohtuuton.

Nykypéivana suuret lineaariset yhtaloryhmét ratkaistaan usein iteratiivisilla mene-
telmailld, koska yleensd ne kuluttavat vihemmaén tietokoneresursseja kuin suorat mene-
telmét. Erityisesti kolmiulotteisten osittaisdifferentiaaliyhtéloiden approksimoinnista
syntyvat yhtaloryhmét joudutaan ldhes aina ratkaisemaan iteratiivisilla menetelmilla.
Edellisessa luvussa muodostettu yhtéloryhma kuuluu juuri mainittuihin erityistapauk-
siin. Myohemmin tassd tutkielmassa esiteltdvit laskentaesimerkit ratkaistaan kaytta-
mélla GMRES (Generalized Minimal Residual) nimistd iteratiivista menetelmé&a.

Tamén luvun péaitarkoitus on esitelli GMRES menetelmé artikkelin [25] ja kirjan
[24, luku 6] pohjalta. Ennen varsinaista pddasiaa tutustutaan iteratiivisten menetelmien
peruskésitteisiin; mairitelmét ja esitystapa on lainattu raportista [31] seké artikkelista
[32]. Peruskésitteiden jilkeen tarkastellaan projektiomenetelmid ja erityisesti Krylovin
aliavaruusmenetelmid, jotka ovat projektiomenetelmien tiarkeid osajoukko. Edelld mai-
nitut menetelméat tarjoavat yhtenéisen teoriapohjan monille iteratiivisille menetelmille,
mukaan lukien GMRES, koska se kuuluu Krylovin aliavaruusmenetelmiin. Projektio-
menetelmien kohdalla tukeudutaan kirjaan [24, luku 5] ja raporttiin [31]. Krylovin
aliavaruusmenetelmié esiteltdessd kdytetdédn lahteind artikkeleita [10] ja |32].

6.1 Iteratiiviset menetelmat

Lineaarinen yhtaloryhmaé, josta suotuisten olosuhteiden vallitessa voidaan yksikésittei-
sesti ratkaista n tuntematonta kerrointa, on perusmuotoon kirjoitettuna

(
ai1q1 + a12qat -+ a1 ngn =fi
a2 1q1 + A22Qo+ -+ A2nGn  =f2

L apn 141 + an,2Q2+ e QAn,ndn :fn
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Kertoimet {a;;}7';—; ja {fi}iz, tunnetaan. Yhtiloryhméssé on siis saman verran yhté-
16itd kuin tuntemattomia kertoimia {g;}! ;. Ylla esitetty yhtéloryhma voidaan kirjoit-
taa kompaktisti matriisimuodossa. Olkoon A € K™*™ neliomatriisi, jossa on n kappalet-
ta rivejd ja sarakkeita. Matriisi A muodostuu kertoimista {a;;}};_,. Vektorit q,f € K"
koostuvat puolestaan kertoimista {¢;}7; ja {f;}7_;. Vektori q ratkaistaan nyt lineaa-
risesta yhtaloryhmaésté, joka matriisimuotoon kirjoitettuna on

Aq=*f. (6.1)

Vektori q voidaan periaatteessa ratkaista lausekkeesta q = A~'f kiinteismatriisin
A=t avulla. Kéytinndssi tilanne on kuitenkin se, ettd kifinteismatriisin A~! laskeminen
suurten yhtaloryhmien kerroinmatriisille A on joitakin poikkeuksia lukuun ottamatta
liian tyolasta. Tallin yhtaloryhmén (6.1) ratkaisemisessa joudutaan turvautumaan esi-
merkiksi iteratiivisiin ratkaisumenetelmiin. Seuraavaksi maéritellidn mita iteratiivisil-
la menetelmilla tarkoitetaan ja esitelliin menetelmiin liittyvit peruskasitteet. Lahtien
jostakin alkuarvauksesta qg, iteratiivinen menetelmad muodostaa ratkaisuvektorille q
jonon approksimaatioita q; siten, ettd

lim q; = q.
j—o00
Toisin sanoen approksimaatiojono suppenee kohti ratkaisuvektoria.

Uuden approksimaation q; laskemista sanotaan iteraatioaskeleeksi ja sen yleinen

lauseke on

q‘7 = hj(qO;--wqul?A;f)- (62)

Jatkossa vektoreiden alaindeksilld j € N tarkoitetaan, ettd kyseinen vektori liittyy
alaindeksin osoittamaan iteraatioaskeleeseen. Edelld iteraatioaskel méariteltiin funk-
tiolla h; : K™<U+n*+) — K" joka voi olla hyvinkin monimutkainen ja jopa epilineaa-
rinen. Jokaiseen iteraatioaskeleeseen liittyy virhe ja niin sanottu residuaali. Virhe on
yvksinkertaisesti kulloisenkin approksimaation poikkeama ratkaisuvektorista

€ =4q; — 4

ja residuaaliksi méaritelladn
r, = qu —f.

Virheen ja residuaalin vililla on seuraavanlainen yhteys
Aej = I'j. (63)

Iteraatioaskeleelle esiteltiin yhtélossé (6.2) kokolailla abstrakti mééritelmé. Luonte-
va tulkinta iteraatioaskeleelle saadaan kiyttamélla korjausvektoria d; € K". Ajatukse-
na on, ettd jokaisella iteraatioaskeleella vektori d; méérittelee mihin suuntaan vanhaa
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approksimaatiota q;_; korjataan. Tietysti halutaan, ettd korjauksen tuloksena syn-
tyy uusi parempi approksimaatio ratkaisuvektorille q. Edelld esitetty ajatus saadaan
yhtalomuotoon kirjoittamalla

qj = qj—l + dj. (64)

Uuteen approksimaation q; liittyva virhe ja residuaali saadaan paivittamalla vanhaan
approksimaation q;_; liittyvid virhettd ja residuaalia vektorin d; avulla

e, = ej,1+dj

I'j rj—l —+ Adj

Askeleella j optimaalinen korjausvektori on
d; = —e; 1,

koska silloin e; = 0 ja approksimaatio q; onkin itse asiassa yhtéloryhmén tarkka rat-
kaisu. Soveltamalla optimaalista korjausta yhtdloon (6.3) saadaan uusi lineaarinen yh-
taloryhmé

Ad; = —r,_4, (6.5)

jonka ratkaisuvektori on siis optimaalinen korjausvektori. On kuitenkin syyté olla tie-
toinen siité, ettd vektorin d; laskeminen on yhtd vaikeaa kuin vektorin q ratkaiseminen
alkuperiisesta yhtaloryhmésta (6.1).

Lopuksi tehdaén vield yksi huomio. Kun asetetaan

dj = hj(q07 S >qj*17A’f) — -

on mahdollista havaita, etté iteraatioaskeleen mééritelmét (6.2) ja (6.4) ovat ilmaisu-
voimaltaan saman veroisia ja molempien avulla voidaan kuvata kaikki iteratiiviset me-
netelmét. Artikkeli [26] luo katsauksen iteratiivisten menetelmien historiaan ja tarjoaa
samalla monipuolisen ldhdeluettelon iteratiivisista menetelmistd kiinnostuneille.

6.2 Projektiomenetelmat

Merkittava osa nykyisistd suurten lineaaristen yhtdloryhmien ratkaisemiseen tarkoite-
tuista iteratiivisista menetelmisté, joilla on kiytannon merkitystéd, hyodyntavat tavalla
tai toisella niin sanottua projektiotekniikkaa. Olkoon lineaarisen yhtaloryhmén (6.1)
tarkka ratkaisu q € K”. Projektiotekniikan idea on, ettd ratkaisuvektorille q muodos-
tetaan approksimaatio q, joka kuuluu avaruuden K" johonkin toistaiseksi méaaritte-
leméttomaan aliavaruuteen. Kéytetddn merkintdd K siitd aliavaruudesta, joka pitda
sisdllaan kaikki approksimaatiokandidaatit. Avaruutta /C nimitetdin joskus hakuava-
ruudeksi (search supspace).
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Kuva 6.1: Vektorin vinoprojektio aliavaruuteen /C.

Olkoon hakuavaruuden K dimensio m. Sekaannusten valttdmiseksi todettakoon,
ettd avaruuden dimensiolla tarkoitetaan avaruuden kantavektoreiden lukuméaraéa. Nyt
approksimaatiovektori on lineaarikombinaatio aliavaruuden K kantavektoreista. App-
roksimaatiovektori on siis summa aliavaruuden kantavektoreista, missd jokainen kan-
tavektori on kerrottu jollakin kertoimella. Jotta approksimaatiovektori voidaan yksi-
késitteisesti valita approksimaatiokandidaattien joukosta, taytyy kantavektoreiden ker-
toimet pystyd madrittelemadn yksikasitteisesti. Maarittely onnistuu, kunhan jokaista
tuntematonta vastaa yksi rajoite. Néin ollen tarvitaan m kappaletta rajoitteita yksi-
késitteisen approksimaatiovektorin méaardamiseen.

Tyypillinen keino rajoitteiden muodostamiseen on asettaa m keskendidn riippu-
matonta kohtisuoruusehtoa (orthogonality conditions). Erityisesti residuaalivektoria
Aq—f voidaan rajoittaa, kun vaaditaan siltd kohtisuoruus m lineearisesti riippumaton-
ta vektoria vastaan. Lineaarisesti riippumattomat vektorit muodostavat aliavaruuden
L C K", jota kutsutaa usein rajoiteavaruudeksi (subspace of constraints). Residuaali-
vektorin rajoittaminen kohtisuoruusehdoilla on monille erilaisille matemaattisille me-
netelmille yhteinen tekniikka ja se tunnetaankin Petrov-Galerkin ehtona.

Projektiomenetelmille on olemassa kaksi tarkedd alaluokkaa: kohtisuorat ja vinot
menetelmét. Kohtisuorissa menetelmissi rajoiteavaruus £ on tdsmaélleen hakuavaruus
IC. Vinomenetelmissd £ ja K ovat eri avaruuksia, eikd niilld vilttAmattd ole mitddn
tekemistéd toistensa kanssa. Projektiomenetelmien jaottelu kahteen alaluokkaan, kohti-
suoriin ja vinoihin menetelmiin, on perusteltua, koska alaluokat tuottavat erityyppisia
iterointialgoritmeja. Kuva 6.1 saattaa auttaa ymmértdmain, mistd nimi projektime-
netelmé juontaa juurensa. Kuvassa vektori x on projisoitu aliavaruuteen /C siten, etta
vektori x — Px on kohtisuorassa avaruutta £ vastaan.

Seuraavaksi tutkitaan yleiselld tasolla miten projektioaskel suoritetaan. Esitetyt
asiat patevit sekd kohtisuorille ettd vinoille menetelmille. Projektimenetelmissé etsi-
tdan siis lineaarisen yhtaloryhmén tarkalle ratkaisulle approksimaatiota q, joka kuuluu
hakuavaruuteen /C. Lisiksi approksimaatioon liittyvin residuaalin T tulee olla kohti-
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Ad

Kuva 6.2: Residuaalivektorin kohtisuoruus avaruutta £ vastaan.

suorassa rajoiteavaruutta £ vastaan. Matemaattisin merkinnéin projektioaskeleen for-
mulointi on:
Etsi q € K siten, ettd r = Aq—f L L.

Mikéli projektiomenetelmissd halutaan hyodyntdd alkuarvausta qq, taytyy approk-
simaatiovektoria etsid affiinista aliavaruudesta qo + K. Téll6in projektioaskeleen uusi
formulointi on:

Etsi q € qp + K siten, etta t = Aq—f L L. (6.6)

Oletetaan, ettd ratkaisuvektorin approksimaatio saadaan alkuarvauksesta q = qo + d,
kun d € K. Lisédksi oletetaan, ettd alkuperiiseksi residuaaliksi on maééritelty ro =
Aqq — f. Projektioaskeleen formulointiin liittyvé kohtisuoruusehto on nyt

Algpg+d)—fLL & Ad+r,Ll L (6.7)
Toisin sanoen approksimaatiovektoriksi voidaan maaritell&

a=qo+d, dek,
(Ad +rg,w) =0, VYweE L.

Approksimaatiovektoriin liittyvin residuaalin ¥ = Ad + ry kohtisuoruusehtoa on ha-
vainnollistettu kuvassa 6.2.

Y114 on esitelty projektioaskeleen perusteet yleisessia muodossaan. Suurin osa tavalli-
simmin kiytetyistd menetelmisté suorittaa projektioaskeleita perdtysten useita kertoja.
Tyypillisesti uusi projektioaskel kiayttad uutta aliavaruusparia K ja L, alkuarvaukse-
na qp kiytetiadn edellisella askeleella laskettua approksimaatiota. Projektiomenetelméit
muodostavat yhteniisen teorian monille numeerisen laskennan menetelmille. Aina kun
approksimaatio madritelladan kdyttden m kappaletta vapausasteita (aliavaruus ) ja m
kappaletta rajoitteita (aliavaruus L), kyseessd on projektiotekniikka.
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6.2.1 Projektiomenetelmien luokittelu

Téassé luvussa tutkitaan yksityiskohtaisemmin projektiomenetelmié ja esitelliin maé-
ritelmé, jonka avulla projektiomenetelmié voidaan luokitella. Raportissa [31] ja artik-
kelissa |32], joihin tdmé luku perustuu, puhutaan ortogonalisointimenetelmista (ortho-
gonalization methods). Kyseiset menetelmét vastaavat kuitenkin projektiomenetelmii
ja téssa yhteydessd kiytetddnkin jalkimmaistd nimitysta.

Iteraatioaskeleeseen j liittyvé hakuavaruus olkoon KCj = span(v;_g,; ,...,Vj_1;),
eli kantavektorit v;_; ; virittdvét aliavaruuden K;, kun ¢ = 1,...,0;. Seuraavaksi esi-
telladn erds projektiomenetelmien madritelma, joka kattaa suuren joukon iteratiivisia
menetelmia:

Miédritelmi 6.2.1  Olkoon qo alkuarvaus ja ro = Aqo — f alkuarvausta vastaava re-
stduaali. Mikdli iteraatioaskel suoritetaan niin, ettd alla lueteltavat ominaisuudet pd-
tevdt, iteratitvinen menetelmd kuuluu projektiomenetelmien joukkoon. Askeleella j > 1
lasketaan ratkaisuvektorin q approksimaatio q; siten, ettd

q; € q; +span(Vj_g,j ;... Vi_1), (6.8)

missi vi_;; € K" ja q; € span(qj_o;,...,qj-1). Lisiksi approksimaatioon liittyville
residuaalille r; tulee olla voimassa kohtisuoruusehto

I'?Z]'Vj_iJ' = O, (69)

kuni=1,...,0;. Matrusit Z; eivdt ole singulaarisia ja niita kutsutaan apu- tai tuki-
matriisetksi. Projektiomenetelmdd sanotaan

o tarkaksi, jos o; = j, eli uvuden iterantin laskemiseen kdaytetadn j kappaletta vek-
toreita vj_; ;.

o uudelleen kiynnistyviksi, jos 0; = (j — 1) mod o,.s, eli uudelleen kiynnistys
suoritetaan aina, kun on edetty o,.s askelta edellisestd kaynnistyksestd.

o typistetyksi, jos 0; = min(j, Omaz), Missi Omaz on kiinnitetty. Tdlloin kdytetdidn
korkeintaan op,q. kappaletta vektoreita vi_; ; uuden iterantin laskemiseen.

o yhdistetyksi, jos typistetty menetelmd kdynnistetddan jaksoittain uudelleen. Toisin
sanoen 0; = min((j — 1) mod Oyes + 1, Opmaz)-

Koska madaritelmé (6.2.1) sisdltdd runsaasti parametreja, on se luonteeltaan tekni-
nen. Parametrisoinnilla on pyritty siihen, ettd méaaritelmén avulla voidaan kattavasti
luokitella projektiomenetelmid. Maaritelmén teknisen ulkokuoren alta paljastuu kui-
tenkin jo entuudestaan tuttuja asioita. Esimerkiksi jos matriisi Z; € ™" ajatellaan

o4



lineaarikuvaukseksi hakuavaruudelta KC; rajoiteavaruudelle £;, eli Z; kuvaa esimerkik-
si kantavektorit v;_; ; aliavaruuteen £;, niin kohtisuoruusehto (6.9) vastaa tismalleen
ehtoa (6.7).

Todetaan, ettd yleisessd tapauksessa affiini siirtovektori on joko q; = q;_,, tai

q; = qj—1. Otetaan kiyttoon lyhennemerkinnét

éj = q; —q,
r, = qu—f.

Koska aliavaruuden K; virittavit vektorit tunnetaan, niin approksimaatiolle q; saadaan
lauseke

]
Q=D YijViij + G- (6.10)
=1

Merkinnélld y; ; ei tarkoiteta matriisin alkiota, vaan iteraatioaskeleella j muodostetta-
van lineaarikombinaation kerrointa .

Edelleen kdyttdmalla yhtdloa (6.10), juuri esitettyjd lyhennemerkintGja seké resi-
duaalin ja virheen alkuperiisid méaritelmii, saadaan tuloksena

9j

e, = Zy@jvj—i,j—i_éj? (611)
i=1
93

r, = Zyi,jAVj—i,j—'—f‘j‘ (612)
i=1

Kun sijoitetaan residuaalilauseke (6.12) ehtoon (6.9), syntyy joukko yhtaloité

Ok
T T _ =T
> i Vi A L = =T LV, (6.13)
i=1
missd & = 1,...,0;. Kyseessd on itse asiassa lineaarinen yhtaléryhmai, josta voidaan

ratkaista kertoimet y; ;. Erilaisia projektiomenetelmida muodostetaan méérittelemalla
parametrit v;_; ;, q;, Z; ja 0j.Raportissa |31}, sivu 7] on esitelty taulukko, josta 16y tyvét
monien tunnettujen iteratiivisten menetelmien kiyttaméat parametrit. Kuvassa 6.3/ on
osittainen luokittelu projektiomenetelmille.

Tarkat ortogonalisointimenetelmét voidaan esittdd yksinkertaisemmin matriisimuo-
dossa. Muistetaan, ettd tarkoissa menetelmissd o; = j ja ettd jokaisella iteraatiokierrok-
sella approksimaatiovektori on lineaarikombinaatio aliavaruuden K; kantavektoreista.
Lineaarikombinaatioon liittyvistd kantavektoreiden kertoimista kaytetddn merkitdan
Yij 5---,Yj;. Olkoon

Vj = (V(]’j P ,Vj,Lj) c Knxj,

yi = Wi, .y €KY
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Kuva 6.3: Projektiomenetelmien osittainen luokittelukaavio.

eli matriisin V; sarakkeet ovat kulloisenkin aliavaruuden kantavektoreita ja vektorin y;
alkioina ovat kantavektoreiden lineaarikombinaatioon liittyvit kertoimet.
Nyt yhtélot (6.10), (6.11) ja (6.12) ovat ekvivalentteja seuraavien yhtéloiden kanssa

q; = V;y;+a;,
ej = ij]' + éj,
I‘j = Aij]‘ + f‘j.
Edelleen kohtisuoruusehto (6.9) on matriisimuodossa
T
r;Z;V; =0
ja lineaarinen yhtéloryhmé (6.13) saadaan muotoon

VIZIAV;y; = —VIZTE;. (6.14)

6.2.2 Krylovin aliavaruusmenetelmait

Projektiomenetelmien ehké térkein osajoukko muodostuu Krylovin aliavaruusmenetel-
mista (Krylov supspace methods), joita jatkossa nimitetdén lyhyemmin Krylovin mene-
telmiksi. Nykypéivana yleisesti kidytettyjen Krylovin menetelmien suosio on ldhtoéisin
siitd, ettd menetelmét perustuvat yksinkertaisiin matriisi-vektori kertolaskuihin. Ali-
avaruutta sanotaan Krylovin aliavaruudeksi, jos se voidaan parametrisoida seuraavalla
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tavalla
K;(B,v1) = span(vy, Bvy, B*vy, ..., B 7 vy),

missd B € K"*" ja v; € K". Krylovin menetelmissid hakuavaruuden kantavektoreille ja
affiinille siirtovektorille patee

Vi—ij € IC]'(B>V1)7 Qj = qj—Jj7

missd ¢ = 1,...,0;. Mikdli B # A, joudutaan jokaisella iteraatioaskeleella suorittamaan
kaksi matriisi-vektori kertolaskua: yksi matriisilla B kantavektorin v;_; ; selvittamiseksi
ja yksi matriisilla A residuaalin r; laskemiseksi. Jos B = A, niin yleisessd tapauksessa
tarvitaan vain yksi matriisi-vektori kertolasku per iteraatioaskel.

Krylovin liittomenetelmissé (Conjugate Krylov supspace methods) asetetaan B = A
ja vi = rg, jolloin

Vi—ij S ’CJ’(A, I'()).

Nyt approksimaatiovektorille seké siihen liittyvélle virheelle ja residuaalille pitee

q; € qo+K;(A 1), (6.15)
e € e+ AICJ(A, eo), (616)
r; € TIg+ AIC](A, ro). (617)

Tarkoille Krylovin liittomenetelmille asetetaan v;_; ; = A7~"r, jolloin kohtisuoruuseh-
toa (6.9) vastaa yhtélo
I'?ZjAj_iI'o = O,

missd 7 = 1,...,Jj. Asettamalla Z; = Z = vakio saadaan Krylovin liittomenetelmien
aliluokka, yleistetyt gradienttimenetelmat (Generalized conjugate gradient methods).

Krylovin menetelmié voidaan tarkastella myos toisesta ndkékulmasta. Olkoon po-
lynomifunktioiden avaruus

P,={6(\) =00+ oA+ ...+ 0,\]| 00,01,...,0, € K}

Residuaalin ry ja matriisin A virittdméa Krylovin aliavaruus on polynomifunktioiden
avulla kirjoitettuna

Ki(Aro) = {p(A)ro | ¢ € Pj1}

ja téstd syystd menetelmid, jonka approksimaatiovektorit ovat muotoa (6.15), sano-
taankin usein polynomimenetelmiksi. Polynomimenetelmien nidkékulmasta iteraatio-
askeleella j approksimaatiovektori on q; = qo + ¢j_1(A)ro, ¢;—1 € Pj_1. Erityisesti
approksimaatioon liittyvélle residuaalille on olemassa polynomiméaritelmé

r; =Aq; —f = ¢;(A)r,
missé ¢; € P; ja 1;(0) = 1.
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Krylovin menetelmissd on ajatuksena, ettd jokaisella iteraatioaskeleella minimoi-
daan approksimaatioon liittyvi residuaali. Polynomimenetelmien nikokulmasta ongel-
mana on loytda se polynomi, joka minimoi kulloisenkin residuaalin. Téssa kappaleessa
seuraavaksi esitettévit asiat perustuvat julkaisuun [9, sivu 77|. Oletetaan, ettd mat-
riisilla A on ortonormaali joukko ominaisvektoreita {v;}? ;. Ominaisvektoreita vastaa
joukko ominaisarvoja {A1,..., A} = o(A). Jos alkuarvausta vastaava residuaali on
rg = y.., (v, niin askelta j vastaava residuaali on r; = > " | B;4;(\;)v;. Télloin
residuaalin normille pétee

n 1/2
Il = (X 0,00%) < e 0] ol
P AEa(A)
Eli residuaalin r; normi on pieni, mikili residuaaliin liittyvin polynomin itseisarvo |1;]
on pieni kaikilla matriisin A ominaisarvoilla.

6.3 GMRES

Vuonna 1986 julkaistu Saadin ja Schultzin kirjoittama artikkeli [25] toi GMRES mene-
telmén alan harrastajien ja tutkijoiden tietoisuuteen. GMRES on iteratiivinen mene-
telmé lineaaristen yhtéloryhmien ratkaisemiseen ja se kuuluu yleistettyjen gradientti-
menetelmien joukkoon; talloin se on myos projektiomenetelma ja Krylovin aliavaruus-
menetelmi. GMRES menetelméssé asetetaan K = IC,,, ja L = AK,,, missid K, on
jarjestyksessaan m. Krylovin aliavaruus valinnoin vi = ry/||ro|| ja B = A. GMRES
on nykypéivana yleisesti kiytetty menetelmé, koska se soveltuu myos sellaisten yh-
taloryhmien ratkaisemiseen, joissa kerroinmatriisi ei valttdmaétta ole symmetrinen tai
hermiittinen eiké positiivisesti definiitti.

6.3.1 Arnoldin menetelmi

GMRES pohjautuu Arnoldin menetelmddn, joka esiteltiin jo vuonna 1951. Arnoldin
menetelmé perustuu edelleen Gram-Schmidt menetelméin, jolla muodostetaan line-
aarisesti riippumattomasta vektorijoukosta ortonormaali vektorijoukko. Vektorijoukko
{vi}™, on ortonormaali, jos sille pitee

(Vi,Vj) = 51';',

missd d;; on Kroneckerin symboli. Arnoldin menetelmé muodostaa Krylovin aliavaruu-
delle KC,,,(A, v1) = span(vy, Avy, A%vy, ..., A" lv)) ortonormaalin kannan. Perusalgo-
ritmi Arnoldin menetelmélle on

Algoritmi 6.3.1 : Arnoldi.
1. Valitse aloitusvektori v € K" siten, etta ||vy]| = 1.
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2. Suorita iteroimalla j = 1,...,m:

3. Laske jokaiselle i = 1,...,7: h;j = (Av;,v;).
4. Vi =Av; =31 hivi,

5. Jos ||V;41]| = 0, lopeta.

6. hjrr; = 1Vl

7. Vi =V /hig,

8. lopeta iterointi.

Jokaisella iteraatiokierroksella algoritmi kertoo edellisen Arnoldin vektorin v; mat-
riisilla A ja ortonormalisoi tuloksena saadun vektorin kaikkia aikaisempia v; vektoreita
vastaan. Kéytetddan merkintdd V,, € K"*™ matriisista, jonka sarakkeina ovat algo-
ritmin tuottamat kantavektorit, eli V,,, = (vq,...,Vvy,). Matriisi H,, € K™*™ olkoon
puolestaan sellainen, ettd sen ainoat nollasta eroavat alkiot ovat h; ;. Matriisista H,,
muodostuu niin sanottu Hessenberg-matriisi, koska sille pétee h; ; = 0, kun ¢ > j + 1.
Kun Arnoldin algoritmi on suoritettu onnistuneesti, piatee yhtdsuuruus

H,, = VL AV,,.

6.3.2 Algoritmi GMRES menetelmille

Seuraavaksi esitelldin algoritmi GMRES menetelmélle. Algoritmi voidaan johtaa kah-
della tapaa. Toinen keinoista on kiyttda kohtisuoruusehtoa (6.14), missd Z = A. Néin ei
kuitenkaan tehda tissa tutkielmassa, vaan algoritmi johdetaan suoraan residuaalivek-
torin minimointitehtévasta. GMRES hyodyntda Arnoldin menetelméd muodostaessaan
ortonormaalia kantaa aliavaruudelle /C,,(A, r(). Aluksi tehdain huomio, ettd suoritta-
malla Arnoldin algoritmia j iteraatioaskelta, saadaan muodostettua ortonormaali kan-
ta Vj;1. Samalla on muodostettu matriisi H; € KG+D%J jonka ainoat nollasta eroavat
alkiot ovat h; ;. Matriisi ﬁj vastaa aikaisemmin madriteltyd matriisia H; silld lisdyk-
sella, ettd ﬁj sisdltdd yhden uuden rivin, jonka ainoa nollasta eroava alkio on A ;.
Muodostetut matriisit toteuttavat yhtalon

AV; = V,1H;. (6.18)

GMRES menetelmén ajatuksena on, etté jokaisella iteraatioaskeleella approksimaa-
tiovektori valitaan siten, ettd siihen liittyva residuaali on minimaalinen. Aikaisempien
lukujen perusteella tiedetddn, ettd Krylovin liittomenetelmissd approksimaatiovekto-
ri, joka liittyy iteraatioaskeleeseen j, on muotoa q; = qp + d, d € K;. Pienimmén
mahdollisen residuaalin saavuttamiseksi taytyy jokaisella iteraatioaskeleella ratkaista
minimointitehtava

min ;| = min Ao+ d) = £ = min [Ad — x|
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Optimaalinen korjausvektori d lasketaan kiayttdmalla Arnoldin menetelmélld muodos-
tettua aliavaruuden K; kantaa V; siten, ettd d = V;y. Téll6in residuaalin miniminor-
mi saadaan jokaisella iteraatioaskeleella minimoimalla seuraava vektorista y riippuva
funktio:

J(y) = [[AV;y — Bvi]. (6.19)

Yhtalossa (6.19) on kiytetty merkintdd 5 = ||ro||. On oleellista huomata, etti op-
timaalisen vektorin y € K7 ratkaiseminen on pienimmén neliGsumman tehtéivi, koska
tuntemattomia on vihemméan kuin yhtil6itd. Seuraavaksi sovelletaan yhtdloa (6.18)
funktioon (6.19)

J(y) = [[Vjr(Hjy — Ber)||. (6.20)
Vektorilla e; tarkoitetaan (j+1)x (j41) dimensioisen identtisen matriisin ensimmaisté
saraketta, jolloin V,ii1e; = vq. Yhtéloa (6.20) voidaan vieldkin sieventdd. Todetaan,
ettd matriisi V,;;; on ortogonaalinen ja ettd vektorin pituus siilyy ennallaan, kun
sitd kerrotaan ortogonaalisella matriisilla. Juuri esitetyilld perusteluilla yhtalo (6.20)
sievenee muotoon

J(y) = [IH;y — Beu. (6.21)

Approksimaatiovektori q;, joka minimoi residuaalin r; iteraatioaskeleella j, on

q; = qo + Vyj,

missd y,; minimoi funktion (6.21) yli kaikkien y € KJ. Ensimméinen versio GMRES
menetelméin algoritmista on

Algoritmi 6.3.2 : GMRES.
1. Valitse alkuarvaus qo. Laske ro = Aqy — f ja v = ro/||ro]|.

2. Suorita iteroimalla 7 =1,...,m:
Laske jokaiselle i = 1,...,j: h;; = (Av;,v;).
Vigr = Av; =3 hijvi,
Jos ||[V;41]| = 0, lopeta.
hit1 = Vil
Vit = Vit /by

3. Muodosta approksimaatiovektori:
Laske q,, = qo + V;nYm, misséd y,, minimoi funktion |H,,y — fe;||, y € K™.

Minimoivan vektorin y,, laskeminen on suhteellisen helppoa, kun m on pieni. Vek-
torin laskeminen edellyttaéa (m + 1) x m dimensioisen pienimmén nelidsummatehtiavin

ijm = ﬁel (622)
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ratkaisemista. Algoritmin akilleen kantapai on se, ettd jokaisella iteraatioaskeleella al-
goritmin resurssivaatimukset kasvavat merkittavéisti. Talletettavien vektorien lukumaé-
rd on suorassa suhteessa iteraatioaskeleeseen j ja algoritmissa suoritettavien laskutoi-
mitusten lukumaéré kasvaa nelidllisesti iteraatioaskeleiden edetessé % j%n. Erids keino
ongelman kiertdmiseen on uudelleen kiynnistda algoritmi aina, kun m kappaletta ite-
raatioaskeleita on suoritettu. Kokonaislukuparametri m kiinnitetdin ennen algoritmin
aloitusta. Uudelleen kiiynnistettiva versio GMRES menetelmén algoritmista on

Algoritmi 6.3.3 : GMRES(m).
1. Valitse alkuarvaus qo. Laske rg = Aqy — f ja vi = ro/||ro]].

2. Suorita iteroimalla 7 =1,...,m:
Laske jokaiselle i = 1,...,j: h;; = (Av;,v;).
Vis = Av; =30 higvi,
Jos ||[V;41]| = 0, lopeta.
hivi5 = Vil
Virr = Vi1 .

3. Muodosta approksimaatiovektori:
Laske q,, = Qo + VinYm, missi y,,, minimoi funktion ||H,,y — fe1||, y € K™.

4. Uudelleen kiynnistys:
Laske r,, = Aq,, — f; jos residuaali on kelvollinen, niin lopeta.
Muutoin aseta qo := Qm, V1 = I'n/||rm]| ja jatka kohdasta 2.

Uudelleen kdynnistettdvin GMRES algoritmin heikkous on puolestaan se, etta sille
ei voida taata approksimaatioiden suppenemista kohti ratkaisuvektoria. Algoritmi voi
jaada ikddn kuin kidvelemédin paikalleen.

6.3.3 Algoritmin kiiytdnnollinen toteutus

Seuraavaksi késitelladn joitakin téarkeitd yksityiskohtia liittyen edellisessd luvussa esi-
tettyjen algoritmien toteutukseen. Tarkastellaan tilannetta, jossa halutaan ratkaista
pienimmaén nelibsumman tehtiva

min [[Fy — e

Klassinen keino tehtavén ratkaisemiseen on muodostaa matriisille ﬁm niin sanottu QR-
hajotelma Q,,R,, kiyttden Givens-muunnoksia. Ajatus on, ettd Givens-muunnosten
avulla Hessenberg-matriisi H,, saadaan ylakolmiomuotoon, jolloin pienimmén nelio-
summatehtivian ratkaiseminen on suoraviivaista.
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Hajotelman muodostaminen on sinénsé helppo suorittaa johtuen matriisin H,, ra-
kenteesta. Olisi kuitenkin toivottavaa, ettd hajotelman muodostaminen voitaisiin tehd&
etenevisti, eli hajotelmaa muodostettaisiin jokaisella Arnoldin prosessin iteraatioaske-
leella. Tall6in, kuten jatkossa tullaan huomaamaan, jokaisella iteraatioaskeleella pys-
tytdan laskemaan kulloiseenkin approksimaatioon liittyvan residuaalin normi niin, etta
varsinaista approksimaatiovektoria ei tarvitse laskea. Silloin jokaisella iteraatiokierrok-
sella kyetdédn ilman yliméardisid laskutoimituksia padattdméan, tarvitseeko algoritmia
endd jatkaa.

Selvitetdan yksityiskohtaisemmin, miten etenevi QR-hajotelma toteutetaan. Kay-
tetddn merkintdd F; matriisista, joka kiertdéd yksikkovektoreita e; ja ej; kulman 6;
verran

1

—rivi j+ 1,

1

missé ¢; = cosb; ja s; = sinf; sekd 7 + s7 = 1. Ylld esitetyssd matriisissa alkio —s;
sijaitsee rivilla j sarakkeessa j+1. Matriisin I'; kiyttotarkoitus on matriisikertolaskulla
nollata toisen matriisin alkio rivin j + 1 sarakkeesta j. Se onnistuu, kunhan muuttujat
c¢;j ja s; valitaan sopivasti.

Eteneva QR-hajotelma toteutetaan seuraavasti: jokaisen iteraatioaskeleen j jilkeen
matriisin ﬁj oikean alanurkan alkio nollataan matriisilla I';. Oletetaan, etta kiertomat-
riiseja F;,2 = 1,...,7 on jo sovellettu matriisiin ﬁj ja tuloksena on saatu (j 4+ 1) x j
dimensioinen ylédkolmiomatriisi

0O z 2z x» - =x
0 = =z T
R, = 0
T x
0 =z
0 0 |

Merkilld z kuvataan matriisin f{j e KU+DxJ pollasta eroavia alkioita. Seuraavalla ite-
raatioaskeleella matriisiin f{j lisdtadn rivi nollia oikean dimension séilyttdmiseksi. Sen
jalkeen matriisiin lisdtdan uusi sarake, joka koostuu Arnoldin prosessin askeleella j + 1
tuottamista alkioista h; j41, ¢ = 1,...,j + 2. Tuloksena saadaan matriisi ﬁj+1, josta
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muokataan edelleen matriisi f{jﬂ. Muokkaus aloitetaan soveltamalla matriisin ﬁjﬂ
uuteen sarakkeeseen j+ 1 aikaisempia kiertomatriiseja F;;2 = 1,..., 7. Lopputuloksena
saadaan (j +2) x (j + 1) matriisi

(v 2 2z - x|z
0Oz xz = - x | x
0 z «x N
0 e (6.23)

xr v | =z

0 z | z

0 0| r
0 0| h

Y1I4 olevassa matriisissa on pystypalkein eroteltu uuden sarakkeen alkiot. Lisdksi
on voimassa yhtasuuruus h = hjo 11, koska aikaisemmat kiertomatriisit eivét vaikuta
alkioon paikassa (j7+2) x (j+ 1). Kohdan (6.23) matriisista saadaan yldkolmiomatriisi
ﬁj.i_l nollaamalla alkio h. Se onnistuu rotaatiomatriisilla F;;, missé

i =1/ +W)V2 s = —h/(r? + 1)V

Edelld on havainnollistettu, miten algoritmin jokaisella iteraatioaskeella muodostetaan
ylikolmiomatriisia. Nyt voidaan palata askel taaksepiin ja ottaa kidyttoon merkinté
Q; = F;F,;_1---FoFy. Télloin matriisi Q; € KUHDxG+) on kiertomatriisien tulo eli
kumuloitunut kiertomatriisi. Askeleen j jilkeen on saatu aikaan hajotelma

Toisin sanoen kertomalla matriisia ﬁk vasemmalta matriisilla Q; on askeleen j jil-
keen saatu muodostettua yldkolmiomatriisi f{j, jonka viimeinen rivi on nollarivi. On
oleellista huomata, ettd myos niin sanottu oikean kiiden vektori Je; taytyy kertoa ku-
muloituneella kiertomatriisilla

g; = Quper.

Vektorilla g; € KUY on (j 4+ 1) komponenttia. Miritelldéin vektori ¢ € K7, joka
sisaltdd vektorin g; ensimmaéiset j komponenttia. Vektorin g; viimeistd komponenttia
vastatkoon muuttuja d = (g;);11. Lisiiksi kiiytetdin merkintdi R; € K7*J matriisista,
joka saadaan poistamalla matriisin ﬁ,j viimeinen nollarivi. Todetaan vield, ettd matriisi
Q; on unitaarinen, eikd ndin ollen muuta vektorien pituutta matriisi-vektori kertolas-
kuissa. Funktiolle (6.21) saadaan nyt uusi lauseke

J(y) = IHy —Beil = |Q;(Hy — Ber)| = |Ryy — g

R,y —c
() | = imy = el (6:21
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Funktio (6.24) saa minimiarvonsa ||d||, kun
Ry =c. (6.25)

GMRES algoritmi takaa, ettd (R;);; # 0 kaikilla ¢ = 1,...,j. Koska R; on ylédkolmio-
matriisi, niin vektori y on helppo ratkaista takenevilla sijoituksilla j X j dimensioisesta
yhtaloryhmasta (6.25). Nyt on ndhtévissi, ettd jokaisella iteraatioaskeleella residuaalin
r; normi on ||d||, eli vektorin g; viimeisen komponentin itseisarvo. Néin ollen paitos
algoritmin jatkamisesta tai lopettamisesta voidaan tehdé laskematta lainkaan vekto-
ria y;. Vektori y; ratkaistaan lineaarisesta yhtaloryhmaésta vain silloin, kun approksi-
maatiovektori q; = qo + Vy; tdytyy muodostaa. Téllaisia tilanteita ovat algoritmin
uudelleenkiynnistys ja lopetusvaihe.

Lopuksi mainitaan muutama sana siitd, milloin algoritmien (6.3.2) ja (6.3.3) ite-
rointi lopetetaan. Ilmeinen lopetusehto on se, etti residuaalin normi on riittavin pieni.
Algoritmit on mééritelty kuitenkin siten, ettd iterointi lopetetaan myds, kun ||v;|| =
hjt1,; = 0. Téalloin iteraatioaskeleeseen liittyvin residuaalin normi on nolla ja algo-
ritmi antaa tuloksena tarkan ratkaisun. Myos kidénteinen pétee: jos algoritmi loppuu
askeleella 7, niin hji; ; = 0.
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7 Laskentaesimerkkeji

Téassé luvussa simuloidaan sihkémagneettisen aallon heijastumista kolme erilaisen kap-
paleen pinnalta. Simuloinneissa sovelletaan aikaisemmissa luvuissa esitettyji menetel-
mié. Simuloitavat tilanteet on valittu yksinkertaisiksi, eivitkéi ne edusta sen paremmin
mitddn tiettyd luonnossa esiintyvid tilannetta kuin teknistd sovellusta. Simulointien
paatarkoitus on havainnollistaa, miten aiemmissa luvuissa teorioiltaan tutuiksi tulleita
menetelmid sovelletaan kiytdntéon. Heijastavina kappaleina tullaan kdyttdmaan kuu-
tiota, porrasta ja onkaloa. Kaikille kolmelle kappaleelle lasketaan heijastunut sdhko-
magneettinen aalto kolmella erilaisella verkolla. Lisdksi simulointeja suoritetaan kah-
della eri aallonpituudella. Simuloinnin tietokonetoteutuksessa kiytetdin apuna verkko-
generaattoria, matemaattista aliohjelmakirjastoa seké visualisointiohjelmaa, jotka kaik-
ki ovat Janne Martikaisen ohjelmoimia. Simuloinneista saatuja tuloksia tarkastellaan
ja joitakin tuloksiin perustuvia havaintoja annetaan. Lopuksi esitetdan sahkémagneet-
tisesta simuloinnista tehtyji paiatelmia.

7.1 Esimerkkitapausten simulointi

Simulaointialueeksi asetetaan yksikkokuutio [0, 1] x [0, 1] x [0, 1]. Heijastavaa kappa-
letta ldhestyvén lineaarisesti polarisoituneen tasoaallon oletetaan etenevin x-akselin
suuntaan k = (1,0,0)7 ja lihestyviin aallon sihkikentti oletetaan z-akselin suuntai-
seksi u = (0,0, 1)7. Niin sanottuna aaltolukuna kiiytetiin sekii a; = 5 etti ap = 10,
jolloin simuloitavien aaltojen aallonpituudet ovat A\; = 27/a; ~ 1.257 ja Ay ~ 0.628.
Eli mitd suurempi aaltoluku on, sitd lyhyempi on aallonpituus. Koska aaltoluku vai-
kuttaa suoraan aallonpituuteen, niin se méérittelee samalla sihkomagneettisen aallon
taajuuden. Téssd luvussa kaikki pituudet ja etdisyydet ilmoitetaan metreissi. Hei-
jastavat kappaleet kuutio, porras ja onkalo edelld mainitussa jérjestyksessi olkoot
0F = [2, 3 [, 2] x[3, 2], 0 = 05\ [§ 33, 208, 2], 00 = 0\ [1, 3[x]2, 3[x]2, 31

Simulointialueeseen muodostetaan harva verkko siten, ettd yksikkokuutio ositetaan
jokaiseen koordinaattisuuntaan yhdeksilld jakopisteelld. Jako suoritetaan vieldpé niin,
ettd yksikkokuutio jakaantuu jokaisessa koordinaattisuunnassa kahdeksaan tasamit-
taiseen osaviliin. Tallin harvan verkon jokainen elementti on kuutio, jonka sdarméan
pituus on 1/8. Samalla tavalla muodostetaan kaksi tiheimpéé verkkoa, ainoastaan ja-
kopisteiden médrdd lisdtddn. Tihedmpien verkkojen muodostamiseen kiytetddn 17 ja
25 jakopistettd, jolloin kuutioelementtien sdrmien pituudet ovat 1/16 ja 1/24. S&hko-
magneettisissa simuloinneissa on oleellista, kuinka monta elementtia mahtuu yhdella
aallonpituudella. Kun aaltoluku on 5, niin kyseiset lukuméariat edelld maéaritellyille
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Kuva 7.1: Simulointialueeseen muodostettu harva verkko ja heijastava kuutio.

verkoille ovat 10, 20 ja 30. Aaltoluvulla 10 simulointi suoritetaan ainoastaan tiheim-
malld verkolla. Téll6in elementtejd mahtuu 15 aallonpituuden matkalle. Kuvassa (7.1
on simulointialueeseen muodostettu harva verkko, jonka keskellé sijaitsee heijastavana
kappaleena toimiva kuutio.

Matemaattinen malli diskretisoidaan &irellisten elementtien menetelmalld. Muo-
dostunut diskreetti tehtiva kootaan lineaariseksi yhtdloryhmiksi, josta eliminoidaan
kaikki ne vapausasteet, jotka liittyvit heijastavan kappaleen pinnalla sijaitseviin sér-
miin. Eliminointi on mahdollista, koska tehtdvin tarkka ratkaisu tunnetaan heijastavan
kappaleen pinnalla alkutietojen perusteella. Eliminoinnilla saadaan ratkaistavan yhté-
16ryhmén kokoa pienennettyé. Eliminoinnin jalkeen yhtdloryhma ratkaistaan GMRES
menetelmilld, joka kdynnistetddn uudelleen aina 50 iteraatioaskeleen jélkeen. Iteroin-
nissa kiytetddn suhteellista lopetuskriteerid. Se tarkoittaa, ettd iterointi lopetetaan,
kun residuaalivektorin normin ja oikean puolen vektorin normin vélinen suhdeluku on
alle valitun rajan. Téssi tutkielmassa suhdeluvun rajaksi on valittu 1075,

Simulointien yhteydessd mitattiin iteraatioaskelten maara ja laskenta-aika, jonka
GMRES menetelmé tarvitsi kuhunkin tehtidviédn liittyvin lineaarisen yhtéléryhmén
ratkaisemiseen. Mitattu aika ei siis sisélld yhtdloryhmén kokoamista eikd varsinaisen
ratkaisun laskemista. Varsinainen simulointitehtdvin ratkaisu, eli simulointialueeseen
muodostuva sihkokenttd, lasketaan yhtaloryhmasta ratkaistujen tuntemattomien avul-
la. Taulukko 7.1 sisdltda simulointitehtivét sekd niille mitatut tulokset. Taulukon nel-
jés sarake kertoo, kuinka paljon tehtéviin liittyvit lineaariset yhtaloryhmét sisdltavit
tuntemattomia kertoimia. Jokainen simulointitehtava on laskettu kolme kertaa ja tau-
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lukossa ilmoitettu aika on kolmen tehtévin keskiarvo. Simuloinnit suoritettiin Fujitsu
Siemensin laitesarjaan Amilo-A kuuluvalla kannettavalla tietokoneella A1400+. Simu-
lointihetkelld tietokoneessa oli Mobile AMD XP 1400+ prosessori, 256 Mt keskusmuis-

tia ja Windows XP Home Edition kayttojarjestelma.

kappale | verkko | aaltoluku | tuntem. | elementit | iteraatiot | aika(s)

kuutio 8x8x8 5 1644 448 209 2.6

onkalo 8Xx8x8 5 1659 460 216 2.6

porras 8x8x8 5) 1700 464 260 3.4

kuutio | 16x16x16 5 11928 3584 589 64.4
onkalo | 16x16x16 5 12126 3680 617 70.0
porras | 16x16x16 5 12344 3712 647 73.1
kuutio | 24x24x24 5 38916 12096 1008 381.4
onkalo | 24x24x24 5 39681 12420 1081 439.6
porras | 24x24x24 5) 40284 12528 1064 426.9
kuutio | 24x24x24 10 38916 12096 790 327.3
onkalo | 24x24x24 10 39681 12420 874 385.0
porras | 24x24x24 10 40284 12528 717 310.6

7.2 Tulosten tarkastelu

Kun GMRES menetelmén iterointinopeutta tarkasteltiin simuloinnin aikana, oli sel-
kedsti havaittavissa, ettd nopeus kiihtyi algoritmin uudelleen kiynnistyksen seuraukse-
na. Edelleen oli havaittavissa, etti iterointinopeus pieneni jokaisella iteraatioaskeleella,
joka otettiin kidynnistyksen jilkeen ja nopeus oli hitaimmillaan juuri ennen seuraavaa
kdynnistystd. Havainnot tukevat GMRES menetelmén esittelyn yhteydessd ilmi tul-
leita teoreettisia tuloksia. Léahes itsestddn selvd havainto taulukon 7.1/ tuloksista on,
ettd mitd enemmén tehtiva sisdltid tuntemattomia sitd enemmaén iteraatioita ja aikaa
tehtiavin ratkaiseminen vaatii.

Yllattavaa kuitenkin oli, ettd tiheimmaélle verkolle laskenta-aika lyheni, kun aallon
taajuutta nostettiin. Esimerkiksi artikkelissa [20)] esitettyjen tulosten perusteella, téysin
painvastainen seuraus olisi ollut odotettavissa. Taulukossa [7.1! esitettyja tuloksia tar-
kastelemalla havaitaan, ettd laskenta-ajat ovat kasvaneet jyrkimmin onkalo-tehtéaville.
Erityisesti nayttaisi siltd, ettd tiheammalld verkolla ja korkeammalla taajuudella séh-
kokentin ratkaiseminen onkalosta heijastuneelle aallolle on laskennallisesti vaikeampaa
kuin kuutiolle ja portaalle. Varovainen arvio onkin, etté heijastavien kappaleiden geo-
metriset ominaisuudet vaikuttavat tehtévin haasteellisuuteen. Simulointituloksia visu-
aalisesti tarkastelemalla osoittautui, ettd harvalla verkolla lasketuista ratkaisuista oli
vaikea hahmottaa sdhkémagneettisen aallon muotoa. Syynéa on se, ettd harvalla verkolla
aallonpituuden matkalle mahtuu vain vihén elementteja.
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Kuva 7.2: Portaasta heijastuneen aallon muodostama sdhkokentté.

Kuvassa 7.2 on portaasta heijastuneen aallon muodostama sahkékentté Es yksikko-
kuutiossa. Simulointi on suoritettu verkolla, joka muodostettiin 17 jakopisteella. Aalto-
luku on 5. Kuvassa porrasta ldhestyvé aalto etenee vasemmalta oikealle ja ldhestyvin
aallon sdhkokentéin suunta on kuvan pystysuunta. Kuva [7.3/ on poikkileikkaus onka-
losta heijastuneen aallon sdhkokentédstd. Simulointi on suoritettu tiheimmaélla verkolla
ja aaltoluku on 10. Kuvassa 7.3 positiivisen x-akselin suunta on vasemmalta oikeal-
le ja positiivisen z-akselin suunta ylhailta alaspdin. Molemmissa kuvissa sihkokentta
on laskettu jokaisen elementin keskipisteessd. Kuvaan 7.4/ piirretyt kiyrat osoittavat,
miten residuaalivektorien normit suppenevat eri simulointitehtédvissa. Yhteistd kiyriin
liittyvilla tehtavilla on, ettd kaikissa heijastavana kappaleena toimii kuutio. Kéyrista
kolme edustaa tehtivii, joissa aaltoluku on 5; ainoastaan verkon tiheys vaihtelee. Nel-
jannen kdyran tehtavissa simulointi suoritettiin tiheimmalla verkolla aaltoluvun ollessa
10. Kuvan [7.4] vaaka- ja pystyakseleille on valittu logaritminen asteikko.

Lopuksi mainitaan muutama sana laskentaesimerkeissi syntyneiden tulosten tark-
kuudesta. Ideaalitilanteessa tuloksia voitaisiin verrata esimerkiksi keinotekoisella reu-
nalla analyyttisesti laskettuihin lausekkeisiin. Valitettavasti matemaattinen malli on
niin monimutkainen, ettei analyyttisen lausekeen laskeminen onnistu edes téssé luvus-
sa esitettyjen yksinkertaisten laskentaesimerkkien tapauksissa. Vaihtoehtoinen keino
tuloksien tarkasteluun on kdyttad esimerkiksi a posteriori -virhearviota. Talloin si-
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Kuva 7.4: Residuaalivektorien normin suppeneminen iteraatioaskelten edetessa.
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muloinnista saatavat tulokset sijoitetaan takaisin matemaattiseen malliin. Sijoituksen
jalkeen mallin residuaali lasketaan numeerisesti, jolloin tuloksille saadaan paikasta riip-
puva virhearvio. Tésséd tutkielmassa varsinaista virheen arviointia ei suoriteta. Saatu-
ja tuloksia on kuitenkin verrattu viitetuloksiin ja todettu, ettd vertailtavat vastaavat
toisiaan.

7.3 Johtopaatokset

Simulointitehtévien vaatima laskenta-aika riippuu oleellisesti siitd, kuinka suuri tark-
kuus tuloksilta vaaditaan. Esimerkiksi tdssd tutkielmassa keinotekoiselle reunalle ase-
tettu Silver-Miiller -ehto ja diskreetin tehtdvin muodostamisessa kiytetyt ensimmai-
sen asteen Nédélec -elementit ovat tarkkuudeltaan kertaluokkaa O(h), missé h edustaa
kuutioelementtien tapauksessa sirmin pituutta. Talloin simulointituloksien tarkkuus
on suoraan verrannollinen elementtien kokoon. Jotta tulosten tarkkuuden kertaluok-
kaa saataisiin nostettua, tulisi tehtdvan diskretisoinnissa kiyttda korkeamman asteen
Nédélec -elementtejé. Lisédksi keinotekoisella reunalla taytyisi soveltaa esimerkiksi PML
(Perfectly Matched Layer) -tekniikkaa [2]. Mikili keinotekoista reunaa ei huomioida,
niin tulosten tarkkuutta voidaan parantaa karkeasti sanoen kahdella tapaa: tiheimmal-
1a verkolla tai korkeamman asteen elementeilld. Molemmat johtavat entistd suurempiin
yhtéloryhmiin ja usein onkin tarpeen selvittdd, kummalla tavalla haluttu tarkkuus saa-
vutetaan edullisemmin. Sekd PML ettd korkeamman asteen Nédélec -elementit olisivat
hyvié jatkotutkimuskohteita.

GMRES menetelmén tehokas kiytto haastavien simulointitehtévien ratkaisemiseen
edellyttdd niin sanottua pohjustinta (preconditioner); pohjustimilla kithdytet&én itera-
tiivisten menetelmien konvergenssinopeutta. Lyhyesti sanottuna pohjustin on matriisi,
jota sovelletaan alkuperéiseen lineaariseen yhtdléryhméén jollakin pohjustustekniikas-
ta riippuvalla tavalla. Operaation jilkeen ratkaistaankin muunnettu yhtaléoryhmé al-
kuperéisen yhtaloryhmaén sijasta. Tehokkaita pohjustimia saadaan muodostettua yh-
distamalla FDM (Fictitious Domain Method) [19)] ja jokin nopea suora ratkaisija (Fast
Direct Solver), joka perustuu FFT:hen (Fast Fourier Transform) [6]. Artikkelissa [20]
on esitelty erds nopea suora ratkaisija, joka perustuu nimenomaan FFT:hen ja joka so-
veltuu heijastuneen sdhkomagneettisen aallon simulointiin. Kyseisessa artikkelissa jul-
kaistut konvergenssitulokset ovat merkittévisti parempia kuin esimerkiksi tissa luvussa
esitetyt tulokset. Tehokkaat pohjustimet ja nopeat suorat ratkaisijat sihkémagneetti-
sille simulointitehtaville olisivatkin haastava ja mielenkiintoinen jatkotutkimuskohde.

On osoittautunut, ettd kolmiulotteiset sihkomagneettiset simulointitehtivit ovat
yksi haastavimmista tehtavijoukoista. Syitd on useita. [Imi6itd kuvaavat matemaatti-
set lausekkeet ovat monimutkaisia ja niiden numeerinen laskeminen vaatii paljon lasku-
toimituksia. Laskuissa joudutaan kdyttdméan kompleksilukuaritmetiikkaa, joka on las-
kennallisesti raskaampaa kuin reaalilukuaritmetiikka. Térkein syy on kuitenkin se, etta
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sihkomagneettisen aallon aallonpituuden matkalla tulee olla vihintédén 8 - 12 element-
tid, jotta saatu ratkaisu kuvaisi edes tyydyttavisti aallon kiyttiytymisti. Seurauksena
on, ettd vaatimattomissakin simulointitehtdvissid tuntemattomien maéra kasvaa kym-
meniin tuhansiin. Kéytdnnon merkitystd omaavissa simulointitehtivissd tuntematto-
mia on helposti miljoonia.
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8 Yhteenveto

Tasséd tutkielmassa tarkasteltiin sihkomagneettisen sironnan numeerista simulointia.
Tutkielman alkuosa keskittyi sironnan fysikaalisiin taustoihin ja matemaattisiin perus-
teisiin. Aivan ensimmaiseksi tutkittiin sihkomagnetismia fysikaalisena ilmioné. Merkit-
tavimpéana yksittdisend asiana esiteltiin Maxwellin yhtélot. Yhtéloiden pohjalta johdet-
tiin matemaattinen malli kappaleen pinnalta heijastuneen sidhkomagneettisen aallon
sihkokentille. Malli koostui aaltoyhtalostd, heijastavan kappaleen pinnalle méiritel-
lystd reunaehdosta ja keinotekoiselle reunalle asetetusta Silver-Miiller -ehdosta. Mate-
maattista mallia muodostettaessa tehtiin joukko oletuksi. Tarkeimpinad mainittakoon,
ettd ymparoiva avaruus oletettiin tyhjicksi, joka ei sisilla sdhkoisid varauksia eikd vir-
toja, sihkomagneettinen aalto oletettiin yhdestd taajuudesta koostuvaksi aikaharmo-
niseksi aalloksi ja heijastavan kappaleen pinta oletettiin tadydelliseksi johteeksi.

Tutkielman seuraava looginen kokonaisuus oli matemaattista mallia vastaavan dis-
kreetin tehtdvin muodostaminen. Ensitoiksi mallista laadittiin heikko muotoilu, joka
on integraalivastine matemaattiseksi malliksi kutsutulle osittaisdifferentiaaliyhtaloryh-
mille. Seuraavaksi heikko muotoilu diskretisoitiin dérellisten menetelmien menetelmal-
1a. Diskretisoinnissa kéytettiin ensimmaéisen asteen Nédélec -kuutioelementteja. Kuu-
tioelementtien kiytto oli mielekésté, koska heijastavat kappaleet oletettiin yksinkertai-
siksi. Monimutkaisempien kappaleiden mallintamiseen tarvittaisiin elementteji, jotka
ovat esimerkiksi nelitahokkaita tai kiyrareunaisia. Lopuksi diskreetti tehtava koottiin
lineaariseksi yhtaloryhmiksi. Diskretisointi olisi voitu tehdd vaihtoehtoisesti vaikkapa
reunaelementtimenetelmalld (Boundary Element Method). Kiintoisa kohde jatkotutki-
mukselle olisikin tutkia reunaelementtimenetelmén soveltuvuutta sihkomagneettisiin
simulointitehtaviin.

Viimeinen osio tutkielmassa piti sisidllidn lineaarisen yhtaloryhmén ratkaisemisen
ja simulointitulosten tarkastelua. Yhtaloryhmien ratkaisemiseen liittyen tarkasteltiin
iteratiivisia menetelmié ja niistd erityisesti projektio- ja Krylovin aliavaruusmenetel-
mid. GMRES menetelmille esiteltiin konkreettinen algoritmi ja perehdyttiin algoritmin
kiyttokelpoiseen toteutukseen. Vihoviimeiseksi ratkaistiin joukko laskentaesimerkkejé
GMRES menetelmén avulla. Laskentaesimerkit olivat yksinkertaisia simulointitehté-
vid, joiden tarkoituksena oli tuoda ilmi konkreettiseen simulointiin liittyvia seikkoja.
Téarkein havainto oli, ettd kolmiulotteiset sdhkomagneettiset simulointitehtivit ovat
laskennallisesti erittdin haasteellisia. Huolimatta siitd, ettd niiden ratkaisemista on tut-
kittu jo vuosikymmenia, ne muodostavat edelleenkin aktiivisen tutkimusalueen. Tekni-
sen kehityksen myota tutkimuksissa syntyville menetelmille ja keksinnéille 16ytyy paiva
paivilta enemman sovelluskohteita.
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