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TIIVISTELMA

Tutkimuksessa kartoitetaan matemaattisen ongelri@saprosessin etenemista
kuudesluokkalaisilla oppilailla. Kolmen ongelmat@iin perusteella selvitetaan,
millaisiin asioihin opettajan tulisi kiinnittd& hooota kyetakseen auttamaan oppilas-
ta ongelmanratkaisutaidon oppimisessa. Ongelmaaisairosessin etenemisen

tarkka kuvaaminen muodostaa tutkimuksen perustan.

Tutkimuksen kohdejoukko koostuu Etela- Pohjanmasijaitsevan kaupungin 84:
sta kuudesluokkalaisesta oppilaasta. Heistd 7aisatkolme matemaattista ongel-
maa kirjallisesti ja 12 haastattelutilanteessasgosppilaan ratkaisun pohjalta pyrit-

tiin yhdessa I6ytdmaan lopullinen ratkaisu ongeimaa

Aineiston kasittely etenee kahdessa vaiheessa.sAkiKallisten ratkaisujen perus-
teella selvitetdan ongelmien keskeisimmat solmukghdli ratkaisun vaihe, josta
oppilas ei ole osannut jatkaa eteenpain. Tamaegallhaastattelujen perusteella tar-
kastellaan, miten haastattelija on vaikuttanut sidomtien selvittamiseen. Oppilaan
ajattelun eteneminen oppimistilanteessa pyritdda&omaan mahdollisimman tarkas-
ti. Ongelmatehtavien luonteen ja ratkaisuun liigyw asioiden ymmartamiseksi sy-

vallisemmin, myods 14 luokanopettajaopiskelijaa a@k/at ongelmat kirjallisesti.

Ratkaisuprosessien kuvailut osoittavat oppilaidattelun olevan varsin yksil6llista.

Erilaiset nakdkulmat kaytannon ongelmiin vaikuttareerkittavasti ratkaisuun. Tut-

kimuksen keskeisin merkitys on osoittaa, miten lgigen ajattelu etenee kolmea
tiettyd ongelmaa ratkaistaessa. Sen perusteelltappe on mahdollista saada virik-
keita opetukseensa ja oppia ymmartamaan oppila@etelua ratkaisun aikana.

Avainsanat: ongelmanratkaisuprosessi, ongelma,madid&an opettaminen
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1. JOHDANTO

Tulevana opettajana minulle on haaste luoda ofipilaellaisia virikkeita, etta hei-

dan kognitiiviset taitonsa paasisivat todella kyhitian. Mahdollistaakseni virkkeel-
lisen opetuksen minun olisi tiedettdva, miten oggttilajattelevat ja miten heidan ajat-
teluunsa voisi vaikuttaa. Olen matematiikan opissani havainnut ongelmatehtavi-
en olevan hyva keino opetella ymmartamaan ajattesgssin kulkua. Matemaattis-
ten ongelmien ja todellisiin elamantilanteisiiritivien pahkinéiden hyédyntadminen
jokapaivaisessa koulutydssa vaikuttaa toimivaltmddéa ohjata lapsia pohtivaan ja
kyseenalaistavaan oppimiseen. Opetusharjoittelajeana olen huomannut muuta-
mien kokeneiden opettajien kayttavan ongelmate@itdwvaksi johdonmukaisen

ajattelun opettelussa.

Tekemieni matematiikan aineopintojen yhteydessa plehtinut millaista kouluma-
tematiikan tulisi olla. Ongelmalahtoisyys vaikuttamelenkiintoiselta mahdollisuu-
delta koko matematiikan opetuksen lahtokohdakssidlaman tilanteisiin ja luon-
nolliseen tarpeeseen ratkaista pohjautuva opetiss oita toimiva nédkdkulma ope-

tusjaksojen suunnittelussa ja opetuksen toteuttsis

Pro gradu —tutkielma on hyva mahdollisuus syvetayemmin ongelmanratkaisuun
ja oppilaiden ajattelun kulkuun ratkaisun edetesBarkastelen tutkimuksessa kou-
lumaailmalle tyypillisissa tilanteissa, miten ot voisi ohjata lapsia ongelmanrat-
kaisutilanteissa mahdollisimman tehokkaasti. Tutiémetodien ja aineiston ana-
lysointiin liittyvilla valinnoilla pyrin mahdollismman tarkkaan oppilaiden ajattelun
kulun kuvaamiseen ongelmanratkaisuprosessin aik&graperusteella saan yksityis-
kohtaista tietoa ongelmanratkaisuprosessin etemrstidiga opettajan keinoista vai-

kuttaa siihen.

Koetan yhdistaa tyésséani oppilaiden ratkaisupresesstenemisesta tekemani tul-
kinnat, niihin vaikuttavien tekijoiden pohdinnan jgtkuvan aiemmin tehtyihin tut-
kimuksiin peilaamisen yhdeksi kokonaisuudeksi. Sikgkielman esitysjarjestys
poikkeaa perinteisesta tutkimuksen rungosta. Aldssitelen kuitenkin keskeisim-
mat tydssani tarvittavat kasitteet ja maaritelmat.



2. ONGELMANRATKAISU

Tassa kappaleessa esitellaan tutkimuksessa esiinkggkeisimmat kasitteet ja on-

gelmanratkaisua kasittelevat teoriat.

2.1 Mik& on ongelma?

Maaritettdessa, mitd tarkoittaa matemaattinen omgebn tarpeen aluksi erottaa pu-
hekielessa usein esiintyva sana "ongelma” ja maatiman kasite toisistaan. Puhe-
kielessd ongelma- sanaa kaytetddn usein tilanig@iben liittyy jotain kielteista.
Tallaisia tilanteita ovat esimerkiksi alkoholiongel tai ongelma parisuhteessa. Ylei-
sesti voidaan sanoa, etta tilanteesta muodostukiltiés ongelma siind vaiheessa,

kun nakopiirissa ei ole keinoja tilanteen selvitiseksi. (Haapasalo 1997, 16).

Matemaattiselle ongelmalle on olemassa useitai®alanaarittelyja. Dornerin mu-
kaan yksilo kohtaa ongelman halutessaan siirtyétiun lopputilaan tilasta, joka ei
ole toivottu, mutta kuitenkaan hanella ei sillakediti ole sopivia keinoja kaytettavis-
saan. Yhdysvaltalaisten tutkijoiden SchoenfeldirkK@ntowskin tulkinnoissa ongel-
ma on uudenlainen tilanne, jossa ei tunneta ratka@setelmad, mutta ratkaisuun
tarvittava tieto on kaytettavissa (Pehkonen & Zimmmen 1990, 39). Nama maari-
telmat erottaa toisistaan l&ahinnd yksilon ratkaistivaation mukanaolo Dornerin
maaritelmassa. Hyvin samanlainen on myos VaularaoRghkosen ongelmakasit-
teen maarittely. He katsovat ongelman tilantegksisa yksilo joutuu jarjestdmaan
tai rakentamaan aiemmin opittua tietoa uudellalasiorittaessaan annettua tehta-
vaa. Yksinkertaisesti voisi sanoa, ettd matemaattiehtdva on ongelma vain jos
oppilas saavuttaa tehtavaa ratkaistessaan pigtestan,han ei enaa osaa jatkaa eteen-
pain. (Vaulamo & Pehkonen 1999, 13-14).

Tyoni kannalta Polyan nakemys ongelman luonteeatkuttaa mielenkiintoiselta.
Hanen mukaansa ongelmanratkaisussa taytyy |0ytéadntmt, joiden avulla saavu-
tetaan tavoiteltu, mutta ei valittbmasta havaittapdamaara (Polya 1981, 117). On-
gelmanratkaisussa on siis Polyan mukaan kyse féytdmisesta tilanteessa, missa
mikaan tie ei ole valmisteltu (Vaulamo & Pehkon&99, 21). Koska pyrin tyéssani
kartoittamaan oppilaiden ajattelun etenemistd,l@ftamaan heidan paatelmiensa

reitin, on syyta korosta Polyan nédkdkulmaa ongehaiiaisusta.
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Ongelman maarittelyssa etenkin pedagogisessa éel@s tarpeen erottaa mate-
maattinen ongelma ja harjoitustehtava toisistaamjdttustehtava tarkoittaa tehtavaa,
jonka ratkaisemiseksi oppilaalla on valmiiksi tiedaan ratkaisukeino. Talléin oppi-
laan tarvitsee tehtdva suorittaakseen ainoastaakidpgoveltamaan tietdmaansa
standardimenetelmaa (Pehkonen & Zimmerman 1990,T38keaa on myds havaita,
ettd ongelmanratkaisuprosessi voi sisadltaa ja wssitadkin edella maariteltyja har-
joitustehtavan aineksia, osia joiden ratkaiseminanoppilaalle tuttua (Haapasalo
1985, 32).

Kuitenkin voi olla hankalaa erottaa ongelmatehtfvéarjoitustehtava toisistaan.
Tata vaikeuttaa viela entisestaankin ongelmakasitsihteellisuus. Se mika on jol-
lekulle tietylla hetkell&a ongelma, saattaa jolld&ibiselle olla pelkka rutiinitehtava

(Haapasalo 1997, 17). Haapasalon (1985) maaritélentbo yksiselitteisesti mita

tehtavalta vaaditaan ollakseen ongelmatehtavata’ladtty tilanne olisi maaratylla

hetkella tietylle henkildlle ongelma, sen on ailetava tassa yksilossa juuri silla
hetkella tietoista, pddméaéarahakuista (ajattelujtugm, joka tahtdd tavoiteltavaan
tulokseen ilman valittémasti havaittavia keinojbl&@pasalo 1985, 32). Ongelman-
ratkaisu nahdaan tapahtumana, jossa ongelmallelagt olevan annettuna lahtoti-
lanne ja pdaméaara, jota kohden voidaan edeta (MaukaPehkonen 1999, 18). Lah-
totilanteesta paamaaraan paaseminen edellyttd&isapoperaatioista koostuvan

polun ldytamista ongelman eri tilojen kautta (Hasgda 1997, 21).

Oppilaiden ratkaisuja analysoidessa on tarke& hawvala saavuttaako oppilas rat-
kaisun edetessa pisteen, josta han ei heti odamjateenpain. Jos nain jollekin oppi-
laalle tapahtuu voidaan tdmén sanallisen tehtaviteygessa puhua Haapasalon
(1985) maaritelman mukaisesti taman tietyn oppileehdalla ongelmatehtavasta,
vaikka tehtava ei tyypiltdan olisikaan selkedsviawngelmatehtava. Toki luonteel-
taan avoin ongelmakin voi esimerkiksi tutkimustaaiten teettamani testin tekovai-
heessa olla jollekin oppilaalle rutiinitehtava, juén on jo aiemmin ratkaissut kysei-

sen ongelman.

Tutkimusongelmani kannalta on hyddyllistda huomioidi@ld ongelmanratkaisun
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maarittely tiedollisen rakenteen nékdkulmasta. Tdarioittaa tuttujen tilanteiden
huomioimista aidoissa tilanteissa, seka toimimistanistettuihin piirteisiin sopivalla
tavalla (Vaulamo & Pehkonen 1999, 18). Hyvin sanadiiaknen on méaarittely, jossa
ongelmanratkaisua pidetaan prosessina, jossa arerhamkittua tietoa kaytetaan

uudessa ja tuntemattomassa tilanteessa (Vaulameh&adAen, 1999, 18).

2.2 Ongelman luokittelu

Tutkimuksen aikana puhun useaan otteeseen ongélroateesta. Etenkin oppilai-
den vastausten analysoinnissa se on tarkead agiglr@et voidaan jakaa avoimiin ja
suljettuihin ongelmiin. Avoin ongelma tarkoittaghtavaa, jonka laht6- tai lopputi-
lanne on annettu avoimena. Jos seka laht6- etfiulilgnne ovat tehtavanannossa
tarkoin méaariteltyjad on ongelma suljettu. Hyvin meglyista ja huonosti maaritel-
lyistd ongelmista puhuttaessa tarkoitetaan tatéaagakoa. (Vaulamo & Pehkonen
1999, 14). Useimmin koulukirjoissa esiintyy suligdt ongelmia. Tall6in voitaisiin
oikeastaan puhua tehtéavista (Pehkonen & Zimmerr380,142). Tallaisten sanallis-
ten tehtavien ja aitojen ongelmatehtavien erottamitoisistaan on hankalaa. Aitoja
avoimia ongelmatehtavia ovat esimerkiksi projef@ehkonen 1997, 9 ).

Avoimet ongelmat on huomioitava myds ongelmakeskempetuksen kannalta. On-
gelmakeskeinen lahestymistapa on hyva keino kéhappilaan ajattelua ja luovuut-
ta, jotka kuuluvat oppimisen formaaleihin tavo#iai (Pehkonen 1994, 61).

2.3 Ongelmanratkaisuprosessin eteneminen

Haapasalon jaottelun mukaisesti ongelmanratkaisgssiin vaikuttavat erilaiset
osatekijat. Han erottelee toisistaan resurssiateggiat, kontrollin seka emootiot ja
uskomukset. Naista resursseilla tarkoitetaan kaikietotaitoa, joka ratkaisijalla on
kaytettavissaan ongelmatilanteessa: kasitteitégseltay proseduureja seka sisallosta
riippumattomia valmiita strategioita. HaapasalofiQ1) mukaan resursseja ja strate-
gioita on hankala erottaa toisistaan. Yleises#tegioilla tAssa yhteydessa ymmarre-
taan henkisia operaatioita, joilla kognitiivisieopesseja ohjaillaan ja kontrolloidaan.
(Haapasalo 1997, 20- 25).

Kontrolli voi olla oman itsen tai yhteison tahot&pahtuvaa. Ongelmanratkaisupro-

sessin etenemisen kannalta on tarkeaa havaita oggilitibiden keskeinen rooli rat-
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kaisustrategioiden kontrolloinnissa, niiden kaytyksessa ja hylkaamisessa. Ne
toimivat toimeenpanijoina prosessin kuluessa. Magakiot ovat yhteisnimitys
kontrollistrategioille, joilla tietoisesti saadeidlid ja ohjaillaan tiedonkasittelyprosesse-
ja ja ongelmatilanteessa ratkaisustrategioita. gdsalo 1997, 27)

Emootio voivat vaikuttaa yksilon toimintaan ongehratkaisutilanteessa suurestikin.
Huonot kokemukset ja erilaiset affektiot voivatrabea alyllista suoristusta merkitta-
vastikin. Toisaalta esimerkiksi Helm on osoittamgnestymisen elamysten myon-
teisen vaikutuksen ongelmanratkaisuprosessiin. Eotosaattavatkin saadella on-
gelmanratkaisua tehokkaammin ja nopeammin, kuinimmiletoisella kontrollilla

pystytaan. (Haapasalo 1997, 28).

Tutkimuksessani ratkaisupapereista on ainoastagtalissa metakognitioiden vai-
kutus. Itse metakognitioiden tunnistaminen on h&aasilla kohteena on tunnistus-

prosessi itse.

Varsin erilaisista ongelmanratkaisustrategioitakkossta tutkimustuloksista huoli-
matta, on loydettavissa tiettyja sddnndénmukaisaul@igelmanratkaisuprosessin
etenemisesta. Nama ovat antaneet lahtokohdan oageltkaisumallien esittamisel-
le (Vaulamo & Pehkonen 1999, 20). Kuuluisin ja léiyin ongelmanratkaisumalli
on Polyan malli (1973). Polya on pyrkinyt luomaaalimsa niin, etta se olisi sovel-
lettavissa lahes kaikkiin ongelmiin. HaapasalonO@Omukaan Polyan malli tulisi
kasittda lahinna yleisiksi kayttaytymisohjeiksi ehgantilanteessa, eikd niinkaan

prosessin etenemisen kuvailuna (Haapasalo 2004, 86)

Polyan ongelmanratkaisuprosessin kuvailu on ndleiaen. Etsiessdan ratkaisua
ongelmaan ratkaisija muuttaa ndkdkulmaansa jatkuvessitys ongelmasta on eri-

lainen ratkaisun alkuvaiheessa, kuin ratkaisunesgét ja ratkaisun I6ydyttya (Polya
1973, 5).

Mallin ensimmaisessa vaiheessa ratkaisijan taywynki@ ymmartamaan ongelma.
Taytyisi ndhda selvasti mitéa vaitetaan. Opettajdeet auttaa oppilasta ymmartamaan
ongelma. Kuitenkin oppilaan oma motivaatio on tarkeppilaan tulisi janota ratkai-

sua (Polya 1973, 6). Polyan mukaan ei kuitenkaarvalttdmattd oppilaan vika jos
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hanelté puuttuu ratkaisunhalua. Opettajan on taoiallaan pyrittdva auttamaan mo-
tivaation synnyttamisessa. Ongelman pitaa olla mdlittu, oikean tasoinen, kiin-

nostava ja lisdksi opettajan tulisi esitella ailgeih. (Polya 1973, 6-9).

Toiseksi ratkaisijan taytyy tehda suunnitelma, mitatkaisussaan etenee. Suunni-
telman teko on ongelmanratkaisun hankalin vaiheois@aatehtava ongelmatehta-
van ratkaisussa. Idea siita, miten tehtava tudi{aista voi tulla valahdyksen kaltai-
sesti tai useiden epaonnistuneiden yritysten telo&sJoskus se voi vaatia onneakin.
Auttaakseen oppilasta ratkaisun suunnittelussatajpat pitaisi miettia omia ongel-
manratkaisukokemuksiaan. Nain han voisi nahda,anissheessa ratkaisua oppilas
etenee. Matemaattisissa ongelmanratkaisutehtasea@lut aiemmat tiedot, koke-
mukset ja ratkaisut ovat avainasemassa ratkaisksirksessa. Polya kehottaakin
kyselemaan itselta, voisiko aiemmin tehtya ratkaibytdyntdd uuden ongelmateh-
tavan ratkaisussa. (Polya 1973, 6-11).

Kolmannessa vaiheessa noudatetaan tehtyd suuresteboteutetaan suunnitelma.
Suunnitelman ollessa hyva ja toimiva on tama vdibkpo. Lopuksi neljdnnessa
vaiheessa, sen jalkeen kun ratkaisu on saatu,apalatield ratkaisujen tekemiseen,
tarkistetaan ratkaisu ja pohditaan koko ongelm#wieidelleen. Tarkistus, takaisin
omiin valintoihin ja ratkaisuihin katsominen on ah mukaan erinomainen tilaisuus
oppia ongelmanratkaisua. Lisaksi huolellinen tddsspaljastaa usein virheellisesti
tehdyn péattelyn tai ratkaisun puutteellisuudenly@® 1973, 6-18).

Polyan nelivaiheinen ongelmanratkaisun kuvailu eaiden ongelmanratkaisumalli-
en pohjana. Sita on kuitenkin kritisoitu liian ydeksi. Mason (1982) on typistanyt
Polyan mallin kolmeen vaiheeseen, eli aloituksgeitykseen ja tarkasteluun. Malli
korostaa ymmartamisen tarkeytta. Masonin mallissiga® mallin toinen ja kolmas
vaihe on yhdistetty. Tassa kohtaa on ongelmanmatkaydin, sen luova komponent-
ti, jota ilmeisesti ei voida systematisoida. Masomallissa ongelmanratkaisu tapah-
tuu kierteenda, jossa ahaa- ja jumissa -havainnototielevat. Erilaisia ratkaisuyri-
tyksia tekemalla paastaan lopulliseen ratkaisuMaukamo & Pehkonen 1999, 19-
20).
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2.4 Ongelmanratkaisutaidon kehittaminen

Tutkiessani ongelmanratkaisua, siina tarvittavatemaattista luovuutta ja opettajan
roolia ratkaisun onnistumisessa kouluymparistosstumon syyta tarkastella lyhy-

esti, miten ongelmanratkaisutaitoa voisi kehittdaapasalon (1997) mukaan ongel-
manratkaisutaitoa ei sinallaan voi opettaa, vaagttamisella tarkoitetaan kaikkia

sellaisia toimenpiteitd, joilla tuetaan oppilaargeimanratkaisutaidon kehittymista.
Opettajan tulee ongelmanratkaisutaitoja kehiteti@ashjata oppilasta tekemaan oi-
keita valintoja ja tarkkailemaan tietoisesti omgattaluaan. Sen sijaan tiettyja ope-
raatioiden ketjuja tai yksittaisia heuristiikkojgeaitamalla ongelmanratkaisutaitoja

opitaan huonosti. (Haapasalo 1997, 124).

Heuristiikoilla tarkoitetaan Schoenfeldin (1980) kaan toimia tai strategioita, jotka
auttavat ratkaisijaa ymmartamaan ja ratkaisemageloraa. Heuristiikoista voi olla
hanen mukaansa merkittdvaa hyotya, mutta niidettda@ynen ei ole aina helppoa.
Heuristiikkoja pitaisi opettaa oppilaille yhta ptédisesti kuin muitakin tekniikoita

mikali halutaan, etta oppilaat kayttaisivat ni&choenfeld 1980, 9-17).

Doérner (1987) maarittelee heuristiset strategiatkstiureiksi, jotka organisoivat ja
kontrolloivat keksimisprosessia (Pehkonen & Zimmanml990, 45). Heuristisia
strategioita voivat olla esimerkiksi piirroksen ¢skinen, erikoistapauksen kasittely
ja yleistyksen sovittaminen tahan erikoistapauksedita strategioita kaytetaan
etenkin hyvassa ongelmanratkaisussa jatkuvagiipgstamattakin. Pehkosen ja Zim-
mermanin mukaan heurististen strategioiden opesemmerkitys on tiedostamatto-
man toiminnan tuomisessa tietoisuuteen, silla t@l@é@nsa parantaa suoritusmahdol-
lisuuksia. Heuristiikkojen harjoittelun, esimerkikauvion piirtdmisen ja osatavoit-
teiden harjoittamisen on havaittu auttavan opgil&tyttdmaan heuristiikkoja tehok-
kaasti ja nain suoriutumaan paremmin ongelmanmsukehtavien ratkaisemisesta.
(Pehkonen & Zimmerman 1990, 45).

Ongelmanratkaisun kehittamisesséa on tarpeen hagaiinnakkain niin systemaatti-
seen, kuin luovaankin ratkaisemiseen ohjaavia neéméi. Systemaattisen tehtava-
analyysin opettelun voi aloittaa aivan yksinkeit@ongelmilla. Tarkeinta on luoda
oppilaalle mielikuva selkeasta ja systemaattiseatkaisemisesta. Oppilas pitaisi

saada loytamaan sellaiset ratkaisuun tarvittaveiokejotka héan jo hallitsee. Uusia
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ratkaisumenetelmid opitaan monipuolisten toimintadedlisuuksien kautta. (Vau-
lamo & Pehkonen 1999, 24-25).

Vaulamo ja Pehkonen (1999) mukaan ongelmanratkaipetuksessa tulisi korostaa
laajaa ja rikasta lahestymistapaa. Oppilaidenitialiaa ideansa ja lahestymistapansa
muiden kanssa ja etsia erilaisia ratkaisumallejié snuotoilla itse ongelmia todelli-
sista tilanteista. (Vaulamo & Pehkonen 1999, 25).

Ongelmanratkaisua opetettaessa on hyva kiinnitg@#niota lisaksi ratkaisuun liitty-
viin vaikeuksiin. Nain niiden vaikutuksen voisi dpksellisilla jarjestelyilla ja suun-
nitelmallisuudella minimoida. Barbara Moses (1982) luokitellut oppilaiden on-
gelmanratkaisun onnistumisen tiella olevat vaike¢ kddmeen tasoon. Toisaalta nais-
ta kolmesta tasosta ilmenee myds ongelmanratkaisapgttavat taidot.

Ensimmainen taso on ongelmaan tutustuminen. Oppdaskyettava motivoitumaan
tehtavan ratkaisuun. Motivaation aikaansaanti ameati eras keskeisimpia opetta-
jan tehtavid tdmankaltaisessa pitkajannitteisegsskentelyssa. Toisella vaikeusta-
solla ovat perustaidot. Niihin kuuluu matemaattigetustaidot ja lukemisen taidot.
Ongelmatehtavat ovat sanallisessa muodossa, jatettept luetun ymmarryksessa
voivat aiheuttaa esteen ongelmanratkaisulle. Kofrala tasolla ovat oppilaan ylei-
set kognitiiviset taidot. N&ita ovat visualisoinjgustava ajattelu ja analogioiden

muodostaminen. (Moses 1982, 11).

Kokonaan erilainen lahestymistapa ratkaisutaidomttiéeniseen on matemaattisten
ajattelutaitojen opettaminen. Yrjonsuuri (2004)rakentanut matematiikan tehtavan
ratkaisemisen mallin, joka soveltuu reaalimaailngagelmien matematisointiin ja
matemaattisen ajattelun opiskeluun. Malli on vigiheinen ja sen jokaisessa vai-
heessa voidaan kayttdad monenlaista matemaattettelag Talldéin opetuksen on-
gelmaksi tulee sellaisen ajattelun ongelman erotiam jota erityisesti halutaan
opettaa. (Yrjonsuuri 2004, 118).

Ensimmainen vaihe on matemaattisen tehtavan ta\®etenerkitsee alku- ja lopputi-
lan sisallollisen muutoksen tiedostamista, Tahanldat ongelman havaitseminen

ja hahmottaminen, seka kuvallinen hahmottaminemiglikuva tuloksesta. Toises-
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sa vaiheessa siirrytaan verbaalista kielesta syisg®ol kielen, eli muunnetaan reaa-
limaailman tapahtuma ja kieli matematiikan kielelleAssa vaiheessa reflektoiva
ajattelu seka kasitteiden ja rakenteiden koettghat tirkeité asioita. TAméa vaihe voi
tuottaa heikoille oppilaille suuria vaikeuksia. [¢rsuuri 2004, 119).

Kolmannessa vaiheessa ratkaisija pohtii matemgattlsisitteiden, lauseiden ja ope-
raattoreiden ominaisuuksia. Pohdinta mahdollistagebnan alkutilan muuttamisen

lopputilaksi. Seuraavaksi kaytetdan matemaattipiraattoria tai menetelmaa, el

suoritetaan toimet rutiininomaisesti. Lopuksi viessa vaiheessa arvioidaan on-
gelman rajoja, eli pyritddn ottamaan huomioon kiaikiahdollisuudet ja verrataan

kriittisesti saatuja rinnakkaistuloksia tavoiteltulopputilaan. (Yrjénsuuri 2004, 119-

120).

2.5 Solmukohta

Solmukohta on taman tutkimuksen yksi keskeisimmesaaoista. Solmukohdalla
tarkoitetaan tassa tutkimuksessa sellaista kohd#eisussa, josta oppilas ei ole
osannut jatkaa eteenpain. Kaytan tasta vaiheestilystd solmukohta siksi, etta se
kuvaa erinomaisesti oppilaiden ratkaisujen jumiigia) solmuun menoa. Solmu-
kohdat voidaan ylittdd haastattelutilanteissapjolivertauskuvallisesti solmu aukeaa

ja oppilas osaa jatkaa ratkaisuaan.
Esimerkiksi Ikédheimo on kayttanyt solmukohta —sagaanerkityksesséa, kuvaamaan

keskeisia matematiikan osa-alueita kirjassaan jgogmmarrysta matematiikkaan
(Ikdheimo 1995, 63-142).
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3. TUTKIMUKSEN TARKOITUS JA TUTKIMUSONGELMAT

Tassa tutkimuksessa tutkitaan kuudesluokkalaispgilaadden ongelmanratkaisupro-
sessin etenemista kolmen matemaattisen ongelmedehtivulla. Tutkimuksessa
kaytetyt ongelmat: véalimatka-, ika- ja siltaongelsstelladn tarkemmin luvussa 4.3.
Tutkimustehtavana on selvittaa millaisiin asioibpettajan tulisi kiinnittdd huomiota
kyetakseen auttamaan oppilasta ongelmanratkaisutadppimisessa. Tasta syysta
on tarpeen pyrkia aluksi kuvaamaan ratkaisuprasestsineminen mahdollisimman
tarkasti. Prosessin etenemisen kuvailun pohjaléddaa tietoa seuraavista ongelmis-
ta:

Miten ongelmanratkaisuprosessi etenee? Mika erattaéstuneen ratkaisun epaon-
nistuneesta? Millaisiin solmukohtiin tehtavissa ibggt jJumiutuvat, ja miten he toi-
mivat naissa tilanteissa? Millaisia tietoja niilgppilailla on enemman, jotka ovat
selvittdneet solmukohdat? Onko heidan ajattelusgaaim yhteista? Millaiset tiedot
tai ajattelutavat/suunnat avittavat ratkaisemistdfiset tekijat (kysymykset, paino-

tukset, asenteet, tavat..) ohjaavat hyvaa ongehtlaisua?

Naiden kysymysten ymmartaminen antaa keinoja tuikbehtavan selvittamisessa:

Miten opettajana voin auttaa oppilaan ongelmanistie&
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4. TUTKIMUKSEN SUORITTAMINEN

4.1 Tutkimuksen kohdejoukko

Tutkimuksen kohdejoukon muodostavat Pohjanmaaljaitstvan keskikokoisen
kaupungin keskustan koulun kuudensien luokkienlappja heidén lisdkseen yhden
kylakoulun kaikki nelja kuudesluokkalaista. Otinidd& mukaan tutkimukseen, kun
halusin saada lisaselvitysta ja lisamateriaalisskgstan koululta tutkimukseen osal-
listuivat kaikki vanhemmiltaan luvan saaneet kuwikem luokkien oppilaat. Jokaisel-
ta keskustan koulun neljalta luokalta arvottiin giatyttoa ja kaksi poikaa, jotka teki-
vat testin tutkijan lasné ollessa. Loput ryhmiermitgsta tekivat testin kirjallisesti.
Pelkastaan kirjallisesti testin teki 72 oppilastarkempaan seurantaan osallistui yh-

teensa 12 oppilasta, joista nelja oli kylakoulupitgpta.

Kuudensien luokkien oppilaiden lisaksi tutkimuksexsallistui myds 14 Jyvaskylan
yliopiston toisen vuosikurssin luokanopettajaopigka. Heidan testissa tekemiaan
ratkaisuja hyodynsin usealla eri tavalla tutkimwdsssi. Erityisesti kaytin niita sel-
vittdmaan kuudesluokkalaisten ratkaisuista tekempi##telmid. Luokanopettaja-
opiskelijat kirjoittivat ratkaisupapereihinsa palj@jatuksiaan. Naista Kirjoituksista
oli helppo tulkita, miten he ymmarsivat ratkaisusremisen, mika oli hankalaa ja
mitka asiat he kokivat oleellisiksi. Oppilaidenkasujen analysointi edellyttaa mi-
nulta ongelman tarkkaa tuntemista. Tassa aikuisikaisut toimivat oivallisesti.

Esimerkiksi siltaongelman (liite 1) erilaisten raitkustrategioiden luokitteluun luo-

kanopettajaopiskelijoiden ratkaisut toivat kokonaadenlaisen tulkinnan.

4.2 Analysointimenetelmat ja analyysin vaiheet

Tutkimuksen analysointitavat voidaan karkeasti gakahdella tavalla. Voidaan pu-
hua selittamiseen ja ymmartamiseen pyrkivista l§nestavoista. TAman jaottelun
rinnalla kaytetdén jaottelua tilastolliseen ja kediiviseen analyysiin. (Hirsjarvi
1986, 55). Tassa tutkimuksessa minulla on ilmiditt&misen sijaan ennen kaikkea
tarkoitus etsia ymmarrysta ongelmanratkaisuprosestginemisesta ja siihen vaikut-

tavista asioista. Tarkastelen oppilaiden toimirdagelmanratkaisutilanteessa, kerdén
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tietoa heidan tekemistdén valinnoista ja etsin olailgta tietoa oppilaiden ajattelusta

ratkaisuprosessin edetessa.

Aineistoa keratdan perinteisesti usein hypotedasistaamiseksi. Talldin tutkijalla on
jokin tutkimuskysymys, johon haetaan vastaustaistiogta. Aineiston tarkoituksena
voidaan katsoa olevan myos hypoteesien keksimieepelkastaan niiden todenta-
minen. Aineistot siis vauhdittavat tutkijan ajati®] eivat latista tai jarruta sita. Ai-
neistojen avulla tutkija voi I6ytaa uusia nakokudmei pelkastaan todentaa ennestaan
epailemadansa. (Eskola 2001, 136). Nama Eskolanlj2@@vainnot aineiston keruu-
tarkoituksesta ovat mielenkiintoisia ja kuvaavavihysita, miten tamén tutkimuksen
aineistoa on hyddynnetty. Kerétty aineisto on taimimonella tavoin tutkijan ajatte-
lun vauhdittajana. Olen kayttanyt aineistoa oikaastkahdessa vaiheessa. Ensim-
maisessa vaiheessa p&ajoukon eli kaikkien kijafligatkaisujen perusteella olen
muokannut hypoteesin, jota sitten jatkoaineistorugteella testataan. Kuitenkin on
huomattava, etta kirjallinen aineisto ja haastattelotoiset seurannat tehtiin saman-
aikaisesti, toisistaan riippumattomina. Olisi ollmhdollista toteuttaa tutkimus eri
tavoinkin. Tarkempi seuranta voitaisiin tehda vasta jalkeen, kun tutkimusaineis-
ton ensimmainen osa olisi analysoitu ja mahdoflisglssi 16ydetty hypoteesi, jota

toisen osan perusteella maarétietoisesti testataan.

Laadullisessa tutkimuksessa tutkimusongelma evalgamatta tasmallisesti ilmais-
tavissa tutkimuksen alussa, vaan se tasmentyy kiakonuksen ajan. Tarkastelu voi
nakemyksen kehittyessa kohdentua uusiin mielensiirkohteisiin. Keskeista onkin
loytaa tutkimuksen kuluessa ne johtavat ideat,norojaten tutkimuksellisia ratkai-
suja tehdaan. (Kiviniemi 2001, 69-71). ToisaaltaMutari (1994) korostaa, etta
myo6s laadullinen tutkimusprosessi on olennaisikdtaan hypoteesien testaamista.
Hypoteeseja ei vain muotoilla ennakkoon, vaan eflbit tutkimuksen ja analyysin
edetessa, sitd mukaa tutkija l0ytdd mielekkaitd/mysksia tai hypoteeseja (Alasuu-
tari 1994, 240).

Kiviniemen (2001) ja Alasuutarin (1994) luonnehdjen pohjalta voi perustella
valitsemaani tutkimusasetelmaa. Tehdessani hagstasamanaikaisesti kirjallisten
testien kanssa kykenin hyddyntamaan niistakin satigioa hypoteesien ja tutki-

musongelmien muokkaamisessa. Lisdksi etsittdess@ati jonka avulla koetetaan
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oppia ymmartdmaan lasten ajattelua ongelmanratiaisieessa, on tarkeaa erottaa
tutkijan liilan hatikdidyt tulkinnat ja todellineroiminta toisistaan. Siksi paadyin te-
kem&an koko aineiston keruun, kummatkin vaiheehaseikaisesti. Viela on huo-
mioitava, etta myds tutkimuksen luotettavuuden kdtarnolisi huono vaihtoehto teet-

taa sama testi saman oppilasryhman oppilaillekerisesti.

Kayttamani analyysimenetelmat ovat paaosin laaialliLaadullinen tutkimus on

luonteeltaan prosessiluonteista. Tutkimuksen ernehtit kehittyvét joustavasti ko-

ko tutkimuksen ajan (Kiviniemi 2001, 68). Laadudlie tutkimukselle on yleisesti

pyrkimyksené tavoittaa tutkittavien nakokulma (Kidmi 2001, 68). Nama luon-

nehdinnat laadullisen tutkimuksen luonteesta kuabanalyysiprosessia erinomai-
sesti. Lisaksi ne osoittavat, miten laadullinerkitauis eroaa perinteisesta maaralli-
sesta tutkimuksesta.

Tarkastellessa tutkijan suhdetta teoriaan tasddntuksessa voidaan havaita sen
olevan seka aineistolahtdista, ettd teoriasidotmaieoriasidonnaisuus tarkoittaa
Sitd, etté analyysissa on teoreettisia kytkentojdtta se ei suoraan nouse teoriasta tai
pohjaudu teoriaan (Eskola 2001, 137). Toisaaltaisoga teoriasta ja vaittamista
konstruoidaan suoraan aineistosta. Talléin tutkinous aineistolahtdista (Eskola
2001, 136). Tutkimuksen suhde teoriaan on huomiaitsksi, etta tutkimuksen ai-
neistolahtoisyys luo perustan monille prosessiraraktehdyille valinnoille. Pyrin
aktiivisesti etsimaan oppilaiden ratkaisuista heidénia ajatuksiaan ja tatd kautta
teen johtopaatoksia. Valmiiden ongelmanratkaiswugssis mallien hyédyntadminen

luo perustan analyysille.

Olen tarkastellut testissa kayttamiani ongelmigk&agan hieman eri tavoin. Siksi on
syyta kirjoittaa tarkemmin kayttamistani analyysimatelmista ja analyysin kulusta
erikseen kaikkien ongelmien osalta. Aineiston aysily eteneminen paapiirteittain
on luettavissa kuvasta 1. Kuvassa 1 on esiteltytt&dyani tutkimusaineiston eri
osia. Kuudesluokkalaisten kirjalliset ratkaisuj@nljiokanopettajaopiskelijoiden rat-
kaisujen perusteella olen muodostanut itsellenokaliskuvan ratkaisuprosessin ete-
nemisesta. Kokonaiskuvan pohjalta olen todennukeissnmat ratkaisuprosessissa
iimenevét solmukohdat. Tamén jalkeen haastattetigton perusteella tutkin, miten

havaitut solmukohdat on mahdollista ylittaa.
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Kirjallinen Opiskelijoiden

aineisto ratkaisut

A1l

Solmukchdai

1r

Haastatteluineisto

Kuva 1. Analysoinnin vaiheet tutkimuksessa.

4.2.1 Haastattelutilanne

Haastattelin yhteensa 12 oppilasta. Heidat valitirpomalla niin, ettd jokaisesta
neljasta oppilasryhmasté arvottiin tyttd ja poikidan lisakseen haastattelin neljaa
kylakoulun oppilasta, kahta tytt6a ja kahta poikéarkoituksena minulla oli saada
haastatteluista lisatietoa ongelmanratkaisuprasest&inemisesta ja sen perusteella

pohtia selityksia kirjallisista ratkaisuista nousekysymyksiin.

Haastattelutilanteen aikana oppilaat ratkaisivéikoongelmaa. Samaan aikaan luo-
kan muut oppilaat tekivat samaa testia opettajdwonaassa luokassa. Jokainen op-
pilas ratkaisi tehtavat erillisille vastauspapédeeil oteutin haastattelun niin, etta yksi
oppilas kerrallaan oli kanssani pikkukopissa, jdsd@amme yleensa yhden tehtavan
kerrallaan lapi. Taman jalkeen oppilaat vaihtoipaikkoja niin, etta kopin ulkopuo-
lella ollut oppilas tuli haastatteluun ja toinen nhelkopuolelle yksin miettimaan
seuraavaa tehtavaa. Ennen haastattelun aloittakasgtdla oppilailla oli kuitenkin
vahintdéan kymmenen minuuttia aikaa miettid tehtadain minulla oli selvilla,
kuinka paljon oppilas on itse osannut tehtavadiéaista, mutta kuitenkin oli mah-

dollista my6s ratkaista tehtavia yhdessa.
Pyysin oppilaita aina aluksi omin sanoin kertomaallessaan nauhoituskoppiin,

mitd he ovat saaneet ongelmasta selville. Josagppli pdassyt mieleiseensa ratkai-

suun han sai selittdd miten ongelma on ratkenolaiden haastattelutilanne oli eri-
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lainen. Pyrin luomaan niista oppimistilanteen, gosppilaalla olisi mahdollisuus itse

ymmartaa, miten ongelmat saadaan ratkaistuksi. USflkeinteessa opettajan tulisi
olla keskustelun yllapitaja ja virittaja (Seppakd4, 13). Halusin ongelmien ratkai-
semisen tapahtuvan ja etenevan aidosti haastdéetaessa saadakseni selville, mi-
ten oppilaan ajatukset oikeasti missakin tilant@estenevat. Puhtaasti jalkikateen
tapahtuva perinteisempi haastattelu ei tahan takseen toimi yhta hyvin. Bergerin

mukaan tutkimuksen kohteita tulisi laadullisesstkitouksessa tarkastella niiden
luonnollisessa ymparistossa (Berger 1998, 31). Plekinyt tahan luomalla haastat-
telutilanteesta keskustelunomaisen luontevan ogpilamteen.

Tekemani kysymykset ja kommentit ohjaavat oppilagitelua ja ratkaisun etene-
mista. Siksi kayttamallani tyotavalla ei ole malidth kuvata ratkaisuprosessin ete-
nemista tilanteessa, jossa oppilas ratkaisee orgeyksin. Tasta syysta on oleellista
huomioida, ettd oppilailla oli aikaa miettid ratkad ennen valiintuloani ja siihen
mennessa oppilaan tekema ratkaisu on hanen omeakkeen sen jalkeiseen vai-

kuttavat esittdmani kommentit ja kysymykset. Kukienkoulussakin tilanne on hy-

vin samankaltainen. Opettaja ohjaa oppimista ongetatkaisutilanteissa kaikella
toiminnallaan. Tassa tutkimuksessa pyritaankin saamnmselvitystd ennen kaikkea
ongelman ratkaisun etenemisesta kuvailemassanutidanteessa, ei niinkaan labo-

ratorio-olosuhteiden kaltaisessa tilanteessa, jogpdas on ajatuksineen yksin.

Simon on kuvannut matematiikan oppimisen prosegs{a, auttaa opettajaa suunnit-
telemaan opetuksensa sisadltba, muotoa ja oppirtasiéh Oppilaiden ajattelu ja

ymmartaminen tulee ottaa vakavasti. Oppilaan djatteeuraaminen on jatkuva pro-
sessi ja se edellyttaa jatkuvaa tiedon keruuta sékésten tekemistd ja varmenta-
mista. Opettajan tietamys lisdantyy samanaikaisggtilaiden tiedon kasvun kanssa.
(Kupari 1999, 39). Oppimistilanteessa tekemaniukde¢t saattavat olla jalkikateen
ajatellen vaaria. Niiden perusteella saatan jolidatgppilaan ratkaisua suuntaan,
joka ei edista lopullisen ratkaisun |0ytymista. ssikppimistilanteen aikana taytyy
jatkuvasti pyrkid Simonin kuvailun mukaisesti vantemaan ja hylkdamaan tulkin-

toja oppilaan ajattelusta.

Saadakseni tietoa tutkimustehtavieni selvittamiskksyin useita erilaisia tilanteesta

riippuvia kysymyksid. Oppilaan antamat selitykséthm kysymyksiin antoivat mi-
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nulle tietoa hanen ajattelunsa vaiheesta, muttak@miiden oli tarkoitus ohjata op-
pilaan ajattelua. Voi ajatella, etta pikkukysymyksaimivat vinkkina suuntamaan
oppilaan ajattelua kokonaisratkaisun saamiseksméi&iksi Vaulamo & Pehkonen
(1999) tutkiessaan ongelmanratkaisutaitoja kayttky&éymysta: "Onko muita vaih-
toehtoja?”, vinkkind ratkaisemista helpottamaan a#taltaisessa ongelmassa kuin
tehtavassa 1 (Liite 1).

Toisaalta kysymykseni voivat myds haitata ongelmatkaisemista. Kysyessani jo-
tain, kun oppilaalla on viela oma ajatusprosessk&a ohjaan hanen ajatuksiaan pois

esimerkiksi mahdollisesta kokonaisstrategian kelsagsta.

4.2.2 Esitystapa

Tutkimusanalyysissa on pyritty kuvaamaan oppilgatuakulun jalki ratkaisun kan-

nalta oleellisilta osilta. Tarkastelussa on pyrittahdollisimman tarkasti pohtimaan
oppilaan toimia ratkaisutilanteessa, syita han@nitmalleen kohtaamissaan solmu-
kohdissa ja tutkijan kommenttien vaikutusta oppiladakemisiin. Nain koetetaan
syventaa Kkirjallisen aineiston analysoinnin pereisiesyntynyttéd kuvaa ongelman-

ratkaisun etenemisesta ja etsia vastauksia tutkingesmiin.

Jo aineiston analysointi tutkimuksessa kaytetyimebelmin, on sinallaan tulkittavis-
sa tuloksiksi. Osioissa 5.2.1 & 6.2.1 esitetaakijan tulkinta oppilaan ajattelun po-
lusta, niissa kuvataan ratkaisuprosessia, johonlagpp tutkija ovat vaikuttaneet.
Tulkinta luo kuvan tietyn ratkaisutilanteen etensestd. Samalla on luontevaa vetaa
johtopaatoksia tehdyista |6ydoksista ja analyysmésevista kysymyksista. Tasta

syysta pohdinta ja tulosten esittely sekoittuvaitkglyn aikana.

Kaikki kaksitoista oppimistilannetta esitetdaan ko&suudessaan liitteessa (Liite 2).
Kaikkien tilanteiden etenemisesté esitetaan tutkigkema tulkinta. Tyon lukemisen
helpottamiseksi tilanteet kasitelladn ongelma Kkexaia. Liséaksi muutamia mielen-

kiintoisimpia tilanteita on kasitelty tarkemmin.

20



4.3 Tutkimuskysymykset ja niiden rakenne

Tutkimuksessa kaytetty mittari koostuu kolmesta enstattisesta ongelmasta. On-
gelmat on valittu niin, ettd ne mahdollisimman mysgoveltuisivat ratkaisuprosessin
etenemisen tarkasteluun. Kuudesluokkalaisille driytengelmanratkaisutaitoja mit-
taava tutkimus (Rantala 2002), jossa selvitettiiitem hyvin kuudesluokkalaiset
osaavat ratkaista ongelmatehtavid. Siksi hyodymsitika tutkimusta tehtavien va-
linnassa, silla tutkimusongelmieni selvittamisemralta on tarkeada, etta testi olisi
vaikeustasoltaan kuudesluokkalaisille sopiva. Omga on oltava riittdvan haasta-
via niin, ettéd oppilasjoukon ratkaisut hajautuisikatavasti. Toisaalta niiden ei saisi
kuitenkin olla liian hankalia. Keskityn tutkimuksasi ongelmien solmukohtiin,
jotka on ylitettava ratkaisun saamiseksi. Sikssidiarpeen, etta ongelmaa ratkaistes-
sa oppilaalta vaaditaan jatkuvaa pohdintaa, ei ylié heti alussa tulevaa oivallusta.
Liséksi on oletettavaa, etté ratkaisupolut ovat dadilsimman monipuolisia ongel-

missa, jotka edellyttavat luovaa ajattelua. Tabats/at avoimet ongelmatehtavat.

Hyodynsin Rantalan (2002) tutkimusta ongelmiennraissa kayttaen sité oikeastaan
mittarin toimivuuden testaamisen asemesta. Valitgigelmat, joiden pistehajonta
oli Rantalan (2002) tutkimuksessa suuri ja muutdelld esittelemani kriteerit tayt-

tyvét. Lopulta paadyin valitsemaan testiin kolmgemaa (liite 1).

Ensimmainen ongelma on tyypillinen avoin ongelma.08 Rantalan tutkimuksessa
tehtavd A2. Myos Vaulamo ja Pehkonen ovat kaytths®avaad tutkimuksissaan
(1999) Muutin ongelmaa hieman ettei se olisi liiatiu luokanopettajaopiskelijoille,

jotka ovat saattaneet siihen opinnoissaan tornfattkimuksessa tata ongelmaa kut-

sutaan valimatkaongelmaksi.

Toinen ongelma luonteeltaan suljettu ongelma. Ramtautkimuksessa se on tehtava
B3 (Rantala 2002). Siihen on I6ydettavissa ain@asiksi oikea ratkaisu, kuten kah-
teen edelliseenkin. Ratkaisu on mahdollista l6y&atummalla maaralla keinoja,
kuin ensimmaisessa ja kolmannessa ongelmassaa migaisia mahdollisia ajattelu-

reitteja on useita. Toista ongelmaa kutsutaan igélmnaksi.

Testin kolmas ongelma on ensimmaisen kaltaisektiagetelmaltaan avoin. Tosin

tarkasti tulkittuna kumpaankin on olemassa oikeastain yksi oikea ratkaisu. Ran-
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talan testissa se on tehtava B2 (Rantala 2002)aTdégelma on varsin pitka ja sen
ratkaiseminen oikein edellyttda oppilaalta maaraitiéa, sinnikédsta ja oman ratkai-

sun suhteen kriittista pohdintaa. Ongelmaa kutsusdtaongelmaksi.

Tutkimukseni perustuu oppilaiden ratkaisujen labsegn analyysiin, ratkaisujen
tulkintaan ja kuvailuun. Tasta syysta on tarpeewmakla mahdollisimman tarkasti,

mit& oppilaan on tiedettava kyetdkseen ratkaiseroagelmat. Esittelen siksi tulkin-

tani asioista, jotka oppilaiden on ymmarrettavédékseen oikean ratkaisun, jokai-
sen ongelman kohdalta.

On olemassa muutamia keskeisia asioita, joiderodettu haittaavan ongelman rat-
kaisua. Mosesin (1982) mukaan ratkaisumotivaatituf@misen- ja luetun ymmar-
tamisen taidot ovat keskeisia ratkaisuun vaikuétaekijoitd. Motivaation puuttumi-
nen tai luetun ymmartamisen vaikeudet haittaavtarsua suuresti. Sanallisiin teh-
taviin liittyviin vaikeuksiin ovat yhteydessd muunuassa ongelman matemaattis-
looginen rakenne, opitut pinnalliset strategiaksten ymmartaminen ja oppilaiden
uskomukset (Kinnunen & Vauras 1998, 276).

Kaikissa tutkimukseni ongelmatehtavissa oppilaidenymmarrettava, ettei ongel-
miin ole l0ydettavissa valttamattd ainoastaan Weliedd oikeaa vastausta. Ensim-
maisessa ongelmassa kysytaan kuinka pitkd matkzaeim ja Annin talojen valill&.
Usein oppilaat ovat koulussa tottuneet siihen, @ttédlemassa ainoastaan yksi oikea
vastaus. Siksi ongelma saattaa vaikuttaa epaméli@iisalttamatta kaikille ei ole
heti selvaa mita kysytaan. Pasin ja Annin talojalile on lopulta I6ydettavissa aare-
ton maara ratkaisuja, eli oikea ratkaisu on sulje#tli kahdesta kymmeneen kilomet-
riin ([2,10]). Lyhimmilladan matka voi olla siis kak kilometria. ja pisimmillaan
kymmenen kilometria. Myos kaikki matkat taltd viilovat mahdollisia. Useimmat
kuudesluokkalaiset joutuvatkin uudenlaisen tehtae#agen. Heidan on luotettava
omiin epailyksiinsa ja tekemiinsa paatelmiin, vaikikintuisikin helpoimmalta todeta
vain yksi selkea vastaus. Aaretonhan on useimrkiliedesluokkalaisille viela tun-

tematon kasite, eika heille sellaisenaan olemdssa waihtoehto.

Erilaiset mahdollisuudet Pasin ja Annin kotien jpglisi nakyvét kuvasta 2. Pasi voi

asua neljan kilometrin ja Anni kuuden kilometrirggéa koulusta. Erilaiset vaihtoeh-

22



dot muodostavat siis ympyrakuviot, joissa koulu @€) ympyran keskipiste ja etéi-
syys koulusta on ympyran sade. Lyhin mahdollindimatka (2km) on jana [Al, P]
ja pisin véalimatka (10km) on pisteiden [P, A2] vad¥asin talon paikka merkitd&an P-
kirjaimella. Siihen nahden mahdollisimman laheidemin talon paikka on merkitty
Al-tunnuksella ja kaukainen tunnuksella A2. Kaikiiut vaihtoehdot talojen vali-
matkaksi ovat siis talta valilta. Kuvan piirtamingrhtaa tdssa ongelmassa varsin
suoraan oikeaan ratkaisuun. Etenkin se auttaaisgdeahuomaamaan useiden vas-

tausvaihtoehtojen olemassaolon.

ND

Kuva 2. Ensimmaisen ongelman ratkaisu: VaihtoeliRbgin ja Annin talojen pai-

koiksi. (K= koulu, A= Annin talo, P= Pasin talo)

Ikdaongelmassa (lite 1) ratkaisijan on kyettavaitélemaan lasten ikaa, jota ei ole
konkreettisesti kerrottu, vaan on ainoastaan amnelktjeitdq, joiden perusteella ne
pitaisi ratkaista. lkdongelman ratkaiseminen edgldy erityisen hyvaa ymmartavaa
lukutaitoa ja rohkeaa koulumatematiikalle epéatyhigih kokeilemista. Tehtavassa
annetut oletukset toteutuvat ainoastaan Pekarsalleggmmenen ja Saijan viisi vuot-

ta vanha.

Oikea ratkaisu on mahdollista |0ytaa kokeilematfitaesten vaihtoehtojen toimivuut-

ta, tai suoraan laskemalla. Oikea ratkaisu saaesiamerkiksi yhtalosta
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(2x) — 4 = (x— 4)*6
&2X—4=6x-24
~4x=20

&x=5,

missa Saijan ikda merkitddn x- kirjaimella. On &élvettei useimmilla kuudesluok-
kalaisista ole valmiuksia téllaisen yhtalon muodosseen. Tallaisessa tilanteessa
tehtavan ratkaiseminen onkin tyypillistd luovaa @nganratkaisua. Oppilaan on tar-
kasteltava erilaisia vaihtoehtoja ja muodostettsama perusteella jokin ratkaisustrate-
gia. Strategian ei valttamatta tarvitse heti alults oikea, silla puutteellista suunni-
telmaa voi korjata ja kehittda. Oikea ratkaisutapattaa 10ytya naiden kokeilujen

perusteella.

Kolmas ongelma, eli siltaongelma on haastava ratRaisijalle, kuin tutkijallekin.
Ratkaisuprosessi on monivaiheinen ja edellyttééarsifalta hyvaa ymmartavan lu-
kemisen taitoa ja etenkin toisesta tehtavasta pekselkeaa ratkaisustrategiaa. Silta
on mahdollista ylittdd nopeimmillaan kahdessatamstauutissa. Mielenkiintoista on
se, ettd kahdentoista minuutin ratkaisuun voi gaaiyn oikeiden, kuin vaarienkin
paatelmien perusteella. Kolmetoista minuuttia vidai esimerkiksi luokanopettajien

ratkaisujen perusteella todennakdisimmalta ratkaisioehdolta.

Siltaongelman ratkaisijan tulee aluksi keksia keimiten palauttaa lamppu takaisin
lahtépuolelle. Ongelman avoin asettelu mahdolligakisten palautustapojen poh-
dinnan. Erilaisten apuvalineiden kayttoa ei oldl&tty, joten jarkevasti perusteltuna
niitd voidaan kayttdd lampun palauttamiseksi. Aakgberustelu apuvdlineiden kay-
tossa ei ole kuitenkaan helppoa ja siksi haastatiteissa oppilaiden jumiuduttua
pohtimaan esimerkiksi kdyden hyddyntamista ylitydsse pyrin ohjaamaan heidéan
ajatteluaan ratkaisuun, joka on tasmallisesti tet¢éavissa tehtdvassa esiintyvien
oletusten avulla. Koska silta on 150 metria pitkéitkaan henkilGista voi palauttaa
lamppua heittdmalla. Siksi lampun kuljettaminenaiain on ainoa tasmallisesti rat-
kaistavissa oleva vaihtoehto. Ville valitaan lumaigti usein palauttajaksi, koska han
ylittda sillan nopeimmin. Tama vaihtoehto johtadnkentoista minuutin vastauk-

seen. Kahdentoista minuutin ratkaisussa Ville ragalauta lamppua. Ratkaisijan

tulee ymmartaa, etta hitaimpien, Antin ja Veerdisi glitettava silta yhdessa. Silta-
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ongelman omalaatuisuus johtaa analysoinnissa nkigdwisiin haasteisiin. Oikea

ratkaisu on luettavissa kuvasta 3.

Ylittajat Ylitykseen kuluva aika  Ylittaja
Ville ja 2 min|
Jenni
| 1mir Ville
Antti ja 5mir |
Veera
_ | 2mir Jenni
Ville ja :
’ 2mir | [ Kaikki perilla, 12min
Jenn

Kuva 3. Kolmannen ongelman oikea ratkaisu.

4.4 Tutkimuksen luotettavuus
Kasittelen tassa luvussa lyhyesti tutkimuksen liaweiutta. Otan siihen liittyviin
tilanteisiin kantaa myos tutkimuksen analysointiggssa tilanteissa, joissa tdhén on

luontevaa puuttua.

Validiteetilla tarkoitetaan luotettavuutta siindai@issa, tutkitaanko sitd mita on tar-
koitus tutkia. Validiteetti voidaan jakaa ulkoisgarsisdiseen validiteettiin. Ulkoisel-
la validiteetilla tarkoitetaan sita, onko tutkimuieistettavissa, ja jos on, niin mihin
ryhmiin. Siséinen validiteetti tarkoittaa tutkim@somaa luotettavuutta. Siihen kuu-
luu muun muassa kasitteiden hyvyys, teorian sogiyvauttarin muodostaminen ja

mittauksen virhelahteet. (Metsamuuronen 2003, 35).

Tutkimuksen testikysymykset on valittu huolella.idéin valinnan perustana toimii
Rantalan pro gradu —tutkielma, josta selvidd mhgain kuudesluokkalaiset ovat

osanneet testiin valitut ongelmat ratkaista. Hybsiyhpia tutkimukseni kannalta
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ovat ongelmat, joissa oppilaiden saavuttama pigiaete on suuri ja vaikeustaso on
rittdvan kova. Testikysymykset soveltuvat ongelnadgkaisuprosessin tutkimiseen
hyvin. Kuitenkin kysymysten vahainen maara alemsadettavuutta. Voisi olla mah-

dollista, ettéd osa tutkimuksen kohdejoukon oppiasn aiemmin ratkaissut ongel-
man, mikd saattaa vaaristaa tuloksia. Luokkientajtsanoivat, etteivat ole kaytta-

neet testin ongelmia luokassa kysyesséani tatatietemisen jalkeen.

Tutkimuksen luotettavuuden kannalta on tarkeaa oiden tutkimuksen tarkoitus.
Tutkimuksessa selvitettiin ongelmanratkaisuprosesgtnemista ja opettajan vaiku-
tusta ratkaisuihin. Tutkimusasetelmassa aluksitigtskirjallisten ratkaisujen perus-
teella solmukohtia. Niiden etsimisessa ja ongelniiemteen selvittdmisessa apuna
kaytettiin luokanopettaja opiskelijoiden ratkaisujiin saatiin parempi kokonaisku-
va erilaisista ajattelutavoista. Oppilaiden kank&gdyt haastattelut tehtiin samaan
aikaan kirjallisten ratkaisujen teon kanssa, ediefutut oppilaat kertoisi ajatuksiaan
ongelmista toisilleen. Tama johti kuitenkin siihettéd solmukohdat eivat olleet tie-
dossa haastattelun aikana. Taméan voidaan katskattéaian luotettavuuteen mones-
sakin suhteessa. Mikéli solmukohdat olisivat olteetlossa, niitd olisi voitu maara-
tietoisemmin testata. Toisaalta keskustelutilanéenivat oppilaskeskeisemmin, kun
toimintaa ei ohjannut ulkoinen pyrkimys ennalta kaittujen asioiden testaamiseen.
Kaytetty tyttapa korostaa keskustelutilanteen kmalisuutta, aitoa oppimistilannet-

ta, jota halusinkin tutkia.

Reliabiliteetti viittaa tutkimuksen toistettavuuigeli saataisiinko samanlaisia tulok-
sia mitattaessa ilmi6ta monta kertaa samalla niiggiMetsdmuuronen 2003, 43).
Kirjalliset ratkaisut luokiteltiin oppilaiden tehtdn ymmarryksen tason mukaisesti.
Tama menettely korostuu siltaongelman analysoianiEssimmaisessa ongelmassa
solmukohtia etsittiin ongelman luonteen vuoksi i@ oppilaiden ratkaisujen tason
mukaan. Siltaongelman analysointiin ja mittarin k&yn sisaltyy enemman tutkijan
omaa tulkintaa. Talloin reliabiliteetti laskee. Aukaytetyt opiskelijoiden ratkaisut
luovat paremman kokonaiskuvan erilaisista ratkaiatesgioista, mikd parantaa re-
liabiliteettia. Yleisesti voidaan kuitenkin sane#ta tutkimus on varsin spesifi ja mit-
tarin kaytt6on sisaltyy paljon tulkintaa. Useaanmt&an ja erilaisin perustein tehty
luokittelu osoittaa mittarin ongelmat hyvissa ajosiksi reliabiliteetin voi arvioida

kohtuulliseksi.
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5. VALIMATKAONGELMA

Valimatkaongelman analysointi on kaksivaiheineruk&i selvitéan tutkimuksen paa-
joukon tekeman Kkirjallisen testin perusteella, mifgitkalle oppilas on ongelman
kyennyt ratkaisemaan tai siis millaiseen solmukaht&an on juuttunut. Samalla
huomioin, miten oppilas on ratkaisuunsa paatyn@man jalkeen tarkastelen teke-
mieni haastattelujen perusteella, miten oppilaat dyenneet ratkaisemaan ongel-
man vuorovaikutuksessa kanssani. Selvitdn millaisiekkien avulla oppilaat ovat
kyenneet etenemaan aiemmin ilmenneiden hankaliétiekoyli. TAssd on avain-
asemassa oppilaan ja tutkijan valisen dialogin ppilaan ajatusten perusteella
muokkaantuneen ratkaisureitin jaljentdminen. Sengteella pohdin, miten oppilaan

ongelmanratkaisuprosessia voi edistaa.

5.1 Kuudesluokkalaisten kirjalliset ratkaisut

Tyo6tapa ratkaisujen analysoinnissa on laadullideralysoinnin aluksi kavin vasta-

ukset lapi useaan kertaan ja kirjasin ylos millarseatkaisuun oppilaat ovat paaty-
neet, seka miten he ovat ongelman ratkaisseet. Mgatkeen kokosin yhteen sa-

mankaltaisia ratkaisuja. Ryhmiin jakamisen perustaidin aluksi ongelman ymmar-

tamista. Sopiva menetelma ymmartamisen tason atwoon Charlesin, Lesterin ja

O’ Dafferin (1990) kehittdma ongelmien analyyttingisteytys. He pisteyttavat on-

gelmanratkaisuprosessin vaiheittain. He ovat jagaeagelman ratkaisun kolmeen
osaan. Ratkaisun vaiheita ovat tehtavan ymmartamunagkaisun suunnittelu ja vas-

tauksen saaminen. Jokainen ratkaisun vaihe araoidallan, yhden tai kahden pis-
teen arvoiseksi. Oppilas on ymmartanyt tehtavamé&alpisteen arvoisesti, jos tehta-
va on ymmarretty taysin oikein. Arvioksi tulee yksste, kun osa tehtavasta on ym-
marretty vaarin. Taysin vaarin ymmarretty tehtawvdaa nolla pistetta. Ratkaisun

suunnittelu on kahden pisteen arvoista, mikali aestk oikein suoritettuna johtaisi

oikeaan tulokseen. Osittain oikea, oikeaan tulyitttehtdvan osaan pohjautuva rat-
kaisu antaa yhden pisteen. Nolla pistetta ratkasswmnittelusta saa, mikali ratkaisu
on tehtdvaan taysin soveltumaton. Kolmannessa &sdae arvioidaan vastauksen
saamista skaalalla nollasta kahteen. (Charleset&sO’Daffer 1990, 30).

Myds TIMSS —tutkimuksissa vuosina 1995 ja 199%antetty avoimien ongelma-
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tehtavien pisteytyksessa diagnostista koodaustad#ias perustuu oppilaiden autent-
tisille vastauksille. Arviointiskaala on Charlegim. luokituksen tavoin nollasta kah-
teen pistettd. Ratkaisuista eroteltiin vastaukssiksi ratkaisutapa. (Kupari, Reini-
kainen, Nevanpaa & Tornroos 2001, 31-32).

Charlesin ym. (1990) ja TIMSS —tutkimuksissa kayteingelmanratkaisun vaiheit-
taisuuteen perustuva pisteytys on kattava. Kuitenkikuttaa ilmeiseltd, etta tehta-
van perimmaisidean ymmartaminen korostuu avoimiegebnatehtavien ratkaisus-
sa. Hyva ja selkiintynyt tehtavan ymmartaminen ahgtkaisua koko prosessin ajan.
Tasta syysta aloitan ratkaisun etenemisen kamaigEn ymmartamisen tason arvi-
oinnilla. Charlesin ym. analyyttinen pisteytys kokisuudessaan kuvaa ratkaisijan
heikkouksia ja vahvuuksia ja ratkaisun tasoa (@sailester ja O Daffer 1990, 33).
Tama ei kuitenkaan minun tutkimuksessani ole téawksena ja siksi pisteytyksen
hyodyntdminen kokonaisuudessaan ei ole jarkevéan kaskityn ainoastaan tehté-

van ymmartamisen arviointiin.

Olen hyoddyntanyt Charlesin ym. (1990) analyyttigtieytysta tehtdvan ymmartami-
sen osalta lahinn& perustana ratkaisujen luokdsaluPaadyin lopulta luokittelemaan
ratkaisut pelkan ymmartamisen tason sijaan vastaujssiihen edetyn reitin perus-
teella. Kognitiivisten toimintojen havaitseminenraden luokittelu ei ole ongelma-
tonta. Siksi onkin tarpeen kayttaa luokittelussikHhiakasilla oleva tieto. Tehtavan
ymmartamisen taso ilmenee oppilaiden ratkaisuiktakista heiddn tekemistadn
merkinnoistda. Kuudesluokkalaiset eivat kirjoittanegatteluaan paperiin niin vuo-
laasti, kuin toivoin. Taman takia ongelman ratkpresessi on havaittavissa lahinna
oppilaiden kirjoittamasta vastauksesta. Kuitenkioniasa papereissa oppilaat olivat
piirtdneet kuvia ja kuvailleet ajatteluaan sanainkfaikki nAma merkinnat on tar-

peen huomioida analysoinnissa.

Paadyin lopulta luokittelemaan ratkaisut kolmeeéarpdmaan. Luokat kuvaavat la-
hinna ratkaisua, jonka oppilaat ovat saaneet. V@htgmmartaminen on kuitenkin
luottavissa naistakin ryhmista. Vain 2 km ja vaih Km—ryhmissa oppilaan ongel-
man ymmarrys on heikompaa, kuin muuta —ryhmén iakssa. Olen lisaksi kirjan-
nut, miten oppilas on paatynyt ratkaisuunsa, on#o fiirtanyt kuvia, kirjoittanut

ajatuksiaan ja onko naissa mahdollisesti ristigitaksia. Nama ovat kolmen paaluo-
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kan alapuolisia, ratkaisutapaa ja ajattelureittididdevia ryhmid. Esimerkiksi piirre-
tyn kuvan ja vastauksen valisesta ristiriidastajeisisain tilanteissa paatella oppilaan
ajattelusta jotain sellaista mika ei suoraan ilmeastauspaperista. Siksi néiden ala-
luokkien huomioiminen on tarke&aa. Olen koonnut mnséisen tehtavan ratkaisujen
luokittelun oheiseen taulukkoon (Kuva 4). Siité éinee myds samankaltaisten rat-
kaisujen maara. Vain 2 km —ryhman alapuolisia téefi& ratkaisuluokkia on nelja ja
vain 10 km —ryhméan alapuolisia luokkia kaksi. Luggda on kuvailtu, miten oppilaat
ovat paatyneet ratkaisuihinsa. Pelkk& lasku -luskaatkaisupapereihin oli kirjoitet-
tu ainoastaan laskutoimitus 6 — 4 = 2. Seuraakabalessa luokassa paperissa oli
laskutoimitus, kirjoitettu selitys ja kuva. Luokas3asku, selitys, kuva vast.” naiden
valilla ei ollut mitdén ristiriitaa, vaan toteutettatkaisu oli suunnitelman kaltainen.
"Lasku, selitys, kuva ei vast.” —luokka tarkoittzdtd kuva tai selitys ei vastaa lasku-

toimitusta.

Aiemmin esittelemieni luokkien lisdksi my6s muuteykmassa on kategoria, jossa
vastauksessa on loydetty ainoastaan yksi vaihtaerettomasta maarasta mahdolli-
sia ratkaisuja. Siina kuitenkin oppilaat ovat aswieet lisdpohdinnallaan, ettei yksi
vaihtoehto ole riittdva. Seuraavissa kahdessa muytamén luokassa oppilas on
l6ytanyt mahdollisiksi ratkaisuiksi kaksi ja kymmankilometrid. Naista jalkimmai-

sessa luokassa oppilaan piirtama kuva tai hanégkseinsa eivat vastaa laskutoimi-
tuksia, eli niiss& on jotain ristiriitaista. "Kakgaihtoehtoa + extraa” —ryhman ratkai-
suissa on jalleen lisapohdintaa, joka osoittaa ymykéen tason olevan suurempi
kuin ratkaisuissa, joissa on loydetty ainoastadrmdka ja kymmenen kilometrin vas-
taukset. "3 vaihtoehtoa: 2, 10 ja 90 ast.” —vastaugrotettu omaksi ryhméakseen, ja
se tarkoittaa tilannetta, jolloin oppilas on osarsijoittaa talot kolmeen eri asemaan.
Saman kadun varrelle, jolloin valimatka on kakdokietrid. Koulun vastakkaisille

puolille, jolloin védlimatka on kymmenen kilometija 90 asteen kulmaan. Tarkoitan
90 asteen vaihtoehdolla tilannetta, jolloin Paai®nnin koulureittien jaljet leikkaa-

vat toisensa suorassa kulmassa. Tama vaihtoehiittaosou myohemmassa analyy-

sissa tarkeaksi valiportaaksi vastausten 2 jadkg g2,10] valilla.

Olen koonnut kuvaan 4 luokittelun, josta ndkyy ymiyiésen tason lisaksi ongelman
keskeisimmat solmukohdat. Erityisesti olen korogtairtymista yhden mahdollisen

ratkaisun olemassaolosta useamman mahdollisengaitkalemassaoloon. On tarke-
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aa huomioida viela erikseen, ettéd kuvasta on listta kuinka pitkalle kuudesluok-
kalaiset ovat osanneet edeta ratkaisuissaan iltkapuolista apua ratkaisutilantees-
sa. Siksi esimerkiksi jokaisen muuta —ryhman aledmovalilla on solmukohta. Oppi-
las, joka on loytanyt kolme mahdollista ratkaisoa, lAhempana oikeaa ratkaisua
kuin kaksi vaihtoehtoa I6ytanyt oppilas. Kaksi wa#htoa I6ytaneen oppilaan ajatte-
lutapa saattaa olla merkittavasti erilainen kuitme vaihtoehtoa I6ytdneen. Ennen

kaikkea jatkossa tapahtuvan analysoinnin kannaitadckeaa huomioida alaluokat

erikseen.
B -taso |:> A -taso
— —
Vain 2 km, 40 Vain 10 km, 12 Muuta, 19
- pelkka lasku 21 | - lasku, selitys, - 1 vaihtoehto
- lasku, selitys,| | kuva vast. g + extraa 2
kuva vast. 10 | - lasku. selitvs - 2 vaihtoehtoa:
- lasku, selitys, 2jal0 3
kuva ei vast. & - 2 vaihtoehtoa:

2 ja 10 ei vast. 2
- 2 vaihtoehtod

+ extraa 3

- 3 vaihtoehto:

Kuva 4. Kuudesluokkalaisten kirjalliset ratkaismsammaiseen ongelmaan. Ratkai-

sujen luokittelu ja solmukohdat.

Jatkossa tapahtuvan analysoinnin helpottamiseksedm muuta —ryhman ratkaisut
A —tasoisiksi. Tama tarkoittaa sita, ettd ongelmammarrys on oppilailla ollut A —
tasoista. Edelleen olen nimennyt vain 2, sekad 1&in-ryhmien ymmarryksen B —
tasoiseksi. On huomattava, ettda A —tasoinen té@ntaimmartaminen ei tarkkaan
ottaen ole samantasoista eri ratkaisuja vertadle§fideksastatoista A —tasoisesta
vastauksesta osassa ongelma on ymmarretty tayginga muutamassa on osattu

ainoastaan sanoa vaihtoehtoja olevan enemman ksinjasta jaosta tulee kuiten-
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kin selkeasti esiin tarkeimmaksi osoittautunut dmge solmukohta, a —tasoisissa
ratkaisuissa on kyetty havaitsemaan useamman Kuileny mahdollisen ratkaisun

olemassaolo.

5.1.1 Solmukohdat

Ratkaisuista yhteensa 52:ssa (52/72) oli paadgtigarsuun, jossa on vain yksi vaih-
toehto Pasin ja Annin talojen valimatkaksi. Taloj@timatkaksi oli ilmoittanut kaksi
kilometria 40 oppilasta (40/72) ja kymmenen kilornéetll (11/72) oppilasta. Kah-
teen kilometriin paatyneista noin puolet (21/40)roérkinnyt ratkaisupaperiin aino-
astaan laskutoimituksen 6-4=2. Laskua vastannegankoli ensimmaisen ryhman
ratkaisuista piirtanyt 10 (10/40) oppilasta ja goll tavalla ristiriitaisen kuvan 8
(8/40) oppilasta. Toisen ryhman, eli vain 10 —ryhmastauksista kaikki olivat piir-
taneet laskun liséksi kuvan, joista 9:ssa (9/12)akuastasi laskua ja 3:ssa (3/12)

niissa oli jokin ristiriitaisuus.

Kolmannen, eli muuta —ryhman ratkaisuja on yhteeb8&(19/72). Kolmetoista
(13/72) oppilasta on loytanyt kaksi mahdollistakaddua. Heistd kolme on liséksi
pohtinut ongelmaa pidemmalle. Taysin oikean ratkaisn kyennyt antamaan vain

yksi oppilas.

Ratkaisuista on havaittavissa muutama selkea salhtakeli kohta jossa oppilas on
lopettanut ratkaisemisen. 21 oppilasta on ainoastédentanyt ndkemansa luvut
toisistaan, eika oikeastaan ole tutkijalle osoiitaaloittaneensakaan todellista poh-
dintaa. Syita siihen, ettd oppilas toimii nain wila useita. Han on saattanut tottua
koulussa tekemaan sanallisista tehtavista selkbastittavissa olevilla luvuilla joi-

tain tuttuja laskutoimituksia, tdssd vahennyslaskguon toisaalta tuloskin saattaa
vaikuttaa tyydyttavalta jaa ratkaiseminen siiheais@alta ongelma saattaa olla liian
haastava ja vahennyslasku on aidosti ainoa toirdenpinka oppilas ongelman rat-

kaisemiseksi osaa tehda.

Useista ratkaisuista kay ilmi, etteivat oppialag¢ dbttuneet siihen, ettd ratkaisuja
saattaa olla useampikin kuin yksi. Ainoastaan 1Qilapta 72:sta on paassyt etene-

maan siihen voisiko vaihtoehtoja olla enemmankissh nakyy selkeasti ensimmai-
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sen ongelman suurin solmukohta, useimpien oppitardékaiseminen loppuu tahan.
Tassa vaiheessa, kirjallisten ratkaisujen perdsteglvoi ottaa kantaa siihen kuinka
monella oppilaalla on ylipaansa edellytyksia syvaappohdintaan, voidaan ainoas-
taan todeta 51:n oppilaan l6ytaneen pelkastaanytatkaisun.

Oppilaista 13 on paatynyt toteamaan, etta vaihtgahalojen valimatkaksi on kaksi.
Kaikki kaksi vaihtoehtoa antanutta kertoivat raskemahdollisuuksien olevan kaksi
ja kymmenen. Ne ovat taydellisen ratkaisun, elinvf?,10] paatepisteet. Viela oleel-
linen asia oikean ratkaisun loytymisen tiella onnyantad, ettd kahden ja kymme-

nenkin liséksi vaihtoehtoja voi olla lisaa.

Taulukosta 1 on siis nahtavissa millaisiin ratkdisuoppilaat ovat paatyneet. Eten-
kin kolmannen, eli muuta —ryhman alaluokat ovatlemkiintoisia tutkimuksen jat-
kon kannalta, silla tarkemman seurannan tai siastattelujen perusteella on nahta-

vissa, millaiset vinkit ovat johtaneet parempaammartamiseen.

5.1.2 Ryhmien vertailu

Ratkaisuja analysoidessa on huomioitava varsinesuenot testiin osallistuneiden
oppilasryhmien valilla. Nelja ryhmaa jakautuvat eastaan kahteen osaan niin, etta
ensimmainen ja toinen ryhma ovat keskendén samtaska, samoin kuin kolmas ja
neljas. Ongelman ymmartdminen on selkeasti paremmasoista kolmannessa ja
neljannessa ryhmassa verrattuna ensimmaiseensgetoryhméaéan. Tama kay ilmi
verratessa ryhmien vastauksia keskenaan. Toisglssdissé on ainoastaan kaksi a -
tason mukaista ratkaisua ja 14 ratkaisua, joisdéyatetty vain yksi vaihtoehto. Toi-
saalta kolmannen ryhman oppilaista yhdeksan oratgyta —tason vastauksen ja

kymmenen oppilaan ratkaisussa on ainoastaan ykgioednto.
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Ensimmainen ongelma, paajoukko
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Kuva 5. Kuudesluokkalaisten ratkaisut ensimmaisaegelmaan ryhmittain.

Paajoukon ratkaisuista kootut tulokset nayttaishwatin erilaisilta, mikali tutkimuk-
sen kohdejoukkona olisi ainoastaan kolmannen j@matn oppilasryhmén oppilai-
den ratkaisut, tai toisaalta ensimmaisen ja toiggman oppilaat. Kolmannen ja nel-
jannen ryhman ratkaisuista 44% (17/39) on a —tasoi¢eista siis lahes puolet on
ymmartanyt, etta ongelmalla voi olla useita ratkgs Vertailtaessa tatd ensimmai-
sen ja toisen oppilasryhman tekemiin ratkaisuiim @ huomattava. Niista ainoas-
taan 15% (5/33) on a —tasoisia. Lisaksi on huomattattd kaikissa a —tasoisissa
ensimmaisen ja toisen oppilasryhmén ratkaisuisdaagaittu ainoastaan vaihtoehdot
kaksi ja kymmenen kilometrid. A —tasoisista ratkesta kaikki, joissa on todettu
olevan enemman kuin kaksi vaihtoehtoa tulevat kalmeata ja neljannesta oppilas-

ryhmasta.

Erot ongelman ymmartamissa ryhmien valilla ovakeigh. Siksi onkin lyhyesti syy-

ta pohtia, mistd tama johtuu. Kaikki oppilasryhrsatvat samat ohjeet (Liite ?) ja
yhta paljon aikaa. Liséksi testi tehtiin saman paiaikana jokaiselle ryhmalle, joten
naiden ulkoisten tekijoiden vaikutus tuloksiin aermi. Suurin erottava tekija ryhmi-

en valilla on opetus. Kaikilla ryhmilla on samartkaden opetussuunnitelma ja kay-
téssdan sama matematiikan oppikirjasarja, mutteekkin opettajan tekemat paino-
tukset ja valinnat opetuksessaan ohjaavat tyoskgntéstd huolimatta. Vaikuttaa
silta, ettd kolmannen ja neljannen ryhman oppitaatt tottuneempia ongelmanrat-

kaisijoita. Ongelmanratkaisukokemus vaikuttaa nisekiasti ratkaisemisen oppimi-
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seen (Sorvari 1999, 149). Liséksi ratkaisupaperekiigoituksissa oli merkittava ero
ryhmien valilla. Ensimmaisen oppilasryhman ratkastguyli puolessa (9/17) oli paa-
dytty tulokseen pelkan laskun perusteella. Luokassaksutun tyotavan vaikutus

tuloksiin tAman kaltaisessa ratkaisujen analysesabn suuri.

5.2 Kuudesluokkalaisten haastattelut

Ensimmaisen ongelman analysoinnissa halusin enai&hda etsia selvitysta seuraa-
viin kysymyksiin: Millaisiin solmukohtiin tehtavigsoppilaat jumiutuvat? Miten he

toimivat naissa tilanteissa? Millaisia tietoja Idibppilailla on enemman, jotka ovat
selvittdneet solmukohdat? Onko heidan ajattelusgaaim yhteista? Millaiset tiedot

tai ajattelutavat/suunnat avittavat ratkaisemistdfiset tekijat (kysymykset, paino-

tukset, asenteet, tavat) ohjaavat hyvaa ongelnamsan? Miten opettajana voin

avittaa ongelmanratkaisua?

Olen nimennyt ratkaisutilanteessa esittamani vigkitkysymykset lyhennyksilla.
Taman on tarkoitus helpottaa ratkaisutilanteemdmista, seka lyhentaa ja selkiyt-
tdd kuvailuja. Tarkeimmét ratkaisutilanteessa léwgéni vinkit ja kysymykset:

K1= Kuinka pitka matka Pasilla on Annin luo?

K2= Onko muita vaihtoehtoja?

K3= Voiko Anni asua muualla?

K4= Voiko (Anni tai Pasi) asua tdssa? (kuvastaytiebhta)

K5= Matkan pituus: Voiko olla lynempi kuin 2km taidempi kuin 10km?

5.2.1 Tulkinta ratkaisujen etenemisesta

Seuraavassa olen Kkirjoittanut tulkintani ratkaissmi etenemisesta. Muutamassa
olen jatkanut pohdintaa enemmankin. Olen pyrkirglitsemaan tarkemman selityk-
sen kohteiksi mielenkiintoisimmat ja antoisimmakeaasutilanteet. Keskustelut ovat

kokonaisuudessaan liitteena (liite 2).

Olen nimennyt oppilaat uudelleen niin, ettei heitd yhdistaa alkuperdisiin henki-
|6ihin. Mielenkiintoisimmista ajattelun kuvauksistéen jatkanut pohdintaa kuvailun

ohessa. Yksi seurantatilanne on tekstissa mukapatteakseen lukijaa analysointi-
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tavan ymmartamisessa. Lukemisen helpottamiseksiutat mieleen ensimmaisen

ongelman asetelman.

Pasi ja Anni kayvat samaa koulua. Annin koulumatkab kilometria ja Pasin 4 ki-

lometrid. Kuinka kaukana toisistaan he asuvat?

T: Nyt sitte toiset, oot merkinnyt matkat, mitase8it

Lupu: Pitaskahan ne miinustaa, eiku ei siitd tia kuirkeaukana ...jooo kymmenen
T: 10km paassé, joo kirjota siihen ettd kymmenem&San paljon tilaa, koko iso
lappu.

Lupu: Saako tahan sitte kirjottaa se vastaus?

T: Joo, ja voit sanoakin samalla niin mé& kuulen.

Lupu: Tuota niin ne asuu samas koulus niin taalta on 4&msin sinne koululle ja
kuusi kilometria sinne Annille, niin se matka ateskymmenen km sinne Pasille.

T: Joo se pitaa paikkansa ... .. joo siina oli vastgkiigoitti)

Lupu: Ja sitte kakkonen.

T: Tuota katotaan via sita ykkosta, mitas jos tuoiPlasn se lahtee tuonne Annin
luo, menee vaikka kdymas sia pelaamas jotain tdutgs jotain, minka takia se kave-
lee ton koulun kautta?

Lupu: Se tuota, niin joo, jos niinku asuu sieltd Pagikdé niinku vaikka toisaalla se
ei valttamatta..

T: Jos sa oisit tAméa Pasi tassa niin lahtisitkd Alenkloulun kautta, siis jos sa haluat
Annille menna.

Lupu: Niin el valttamatta, elikka se vois menng, josrenee koulun kautta sitte se
on ainakin kymmenen.

T: Se pitaa paikkansa.

Lupu: Mutta jos niinku, sehan voi olla tietenkin niinlettéa se asuu vain kaksi kilo-
metrid tasta nain ja sen matkan sitte tuos.

T: Niin voi hyva eli se voi olla myds kaks kilomes&matka.

Lupu: Niin, jos se asuu taalla(nayttaa oikein).

T: Hyva, joo jos ei oo pakko kulkea koulun kautté# oisaakko sanoa ettd kuinka
pitk& se matka VOI olla?
Lupu: Jos se mendo tastd? Ei mee koulun kautta jostakiumlta
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T: Niin no tietenkin jos se lahtee tanne kavelem&am iympari.. kaks kilometria se
voi olla jos ne asuu samalla suunnalla.

Lupu: Eli taalla?

T: Joo.

Lupu: Sitte, senki sitte jos menee koulun kautta niilkygnmenen, mutta jos se..

T: Jos se menis tasta suoraan, kuinka pitka sedigfte

Lupu: Suoraan?

T: Niin jos se menis taalta, pasi menis ihan suoraanin luo taalta(kulma90-180)
Lupu: Tasta? (nayttad)

T: Niin oisko se pitempi vai vahemman ku 10?

Lupu: Se vois ehka olla vahan véahemman ku se tavallasrddlinnuntieta.

T: Pitaa paikkansa.

Lupu: Koska se mend0 aiva suoraan niin linnuntieta dryémpi.

T: Hyva, no enta sitte?

Lupu: Nii ja vaikiakulukuusempi..

T: Nii voi no voiko se matka olla pitempi ku 10 km.

Lupu: Jos se mendo tata reittia — niin no — no voi $&en harhaalee tai sitte vetaa
oikeen jostaki..

T: No jos sovitaan ettéd se menee kaikista suorintti&evaikka kaikkien peltojen yli
ja kaikkien.. voiko se olla yli 10km?

Lupu: Hmm, noperiaattees voi, tai no ei, jos se men&e taikiampaa etta pitda
kaantyylla niin sehan on sitte kymmenen, jos seemenorinta niin ei se voi oikeen

menna sen 10 yli.

P K

Kuva 6. Lupun ensimmainen piirros ongelman asetsiana

Lupun vastaus on aluksi kymmenen kilometrid. H&hkea aluksi lasten koulumatkat
yhteen ja piirtéa tilanteesta kuvan niin, etta Faginni eivat asu saman koulun kaut-
ta kulkevan suoran tien varrella. Selitthessaanvigla sanoo Pasin kulkevan koulun
kautta Annin luo. Yritan saada h&net sitten pohimangelmaa lisaa ja kysyn miksi
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Pasi kulkee Annin luo koulun kautta. Miettiessadéd t_upu havaitsee myds kahden
kilometrin olevan mahdollinen. Pohdinnan edetesgéduLtoistaa itselleen ikdan kuin
hyvaksyttyna vaihtoehtona, etta koulun kautta lagdka matka ainakin on kymmenen
kilometria. Kysyessani kuinka pitk& matka PasillssicAnnin luo suoraan lyhinta
mahdollista reittid kulkiessa, Lupu toteaa matkésvan lyhyempi koska kuljetaan
"linnuntietd”. Tama on selvasti hanen mielessad@valvalmis tieto, tosiasia johon
on helppo uskoa. Vaikuttaa silta, ettd "linnuntidieto auttaa hanta paasemaan

eteenpdain koulun kautta kulkemisesta.

Lupun konkreettinen tapa ajatella kay ilmi kysyes$K5) voiko matka olla pidempi
kuin 10kilometrid. Han sanoo, etta voi jos eksyyKaantyilee ja korostaa kuvan
suoran reitin olevan vaikeakulkuisempi kuin koukawutta kuljettu reitti. Han kui-
tenkin sanoo lopulta matkan olevan lyhyempi kuinmkyenen kilometrid. Taméan
paatelman tekemiseen han kayttda aiemmin tosiasiokoittautuneita oletuksia.
Han paattelee linnuntietd kuljettaessa matkan oldyhyempi, koska reitti jossa

pitaa kaantyilla on kymmenen kilometrid pitka.

Lupun ajattelu on erilaista kuin useilla muilla btdelluilla. Useissa tilanteissa han
vaikuttaa ajattelevan varsin konkreettisesti. Tasgittaa, etta oppilas voi aivan hy-
vin ajatella koko ajan oikein, mutta opettaja ttdke ettei han tajua tehtavaa oikein.
Esimerkiksi jos ajatellaan ensimmaisen ongelmartedsa kirjaimellisesti oikeassa
tilanteessa, voidaan kohdata monia pienia ongel@mgelman tilanne on kaytannos-
sa hyvinkin erilainen riippuen siita ajatellaankt® sesimerkiksi maaseutu- vai kau-
punkiympéaristdssa. Kaupungissa ei voida aina kutkemaan kun edessa on suuria
taloja ja muita esteitd. Maaseudulla taas voitisnutta todennakoisesti ei ole yhta
paljon teitéd kuin kaupungissa ja joudutaan kulkemeaikeakulkuisessa maastossa.
Siksi voidaankin ajatella, ettd Lupunkin tapa gi@tPasin ja Annin talot suhteessa
kouluun (valimatkan ollessa 10kilometrid) ei olekaain vaara kuin se puhtaasti

matemaattisesti ajatellen olisi.

Opettajat kannustavat oppilaita ajattelemaan onigeheaalimaailmassa. Kuitenkin
jos nain tekee, pitéisi olla valmis itsekin todedi@ttelemaan ongelmaa kirjaimelli-
sesti ja konkreettisesti. Mindkin kysyin Lupultalksiko h&n Pasin asemassa Annin

luo koulun kautta. Oletin ettei han niin misségratzksessa tekisi. Jalkikateen ajatel-
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len se voisi kuitenkin olla mahdollista ja palja@dénnékdisempadkin kuin haastatte-
lutilanteessa ajattelin. Kaupungissa, jossa Lupw asi valttaméatta oikeasti ole niin

paljon teita, etta h&nen olisi mahdollista lahte@ih luo mehulle lyhyempaa reittia.

Oppilaiden omaan elamysmaailmaan siirtyminen okéiegn piirre konstruktivisti-
sille matematiikan opetukselle. Sen mukaan ihmikenstruoi tiedot aikaisemman
tietorakenteensa pohjalta. (Leino 1993, 15-16). urufkokemusmaailma ei ollut
haastattelutilanteessa samankaltainen kuin minemon (1993) konstruktivistisen
matematiikan opetuksen luonnehdinnan ja Lupun isukapohjalta taytyy huomioi-

da matemaattisen tiedon luonne tasta nakokulmasta.

Piaget'n mukaan tieto on yksilon konstruktio, oppitakentaa tietonsa sulauttamalla
uuden jo omaksuttuihin tietoihin. Toisaalta muksas® jo omittu tieto tai kayttay-
tyminen niin, etta uusi tieto tai tilanne voidaaallita. (Piaget 1988, 15). Radikaalis-
sa konstruktivistisessa oppimisnakemyksessa tisglatyminen ja sen merkitys op-
pilaan itsensé kannalta korostuu. Keskeisinta tanékemyksen mukaan ovat hen-
kisten toimintojen aktiiviset prosessit, joissa ibgp konstruoi itselleen kuvaa todel-
lisuudesta muuntaen sitd koko ajan vuorovaikutideseympariston kans-
sa.(Haapasalo 1993, 18). Oppiminen tapahtuu oppijpana aktiivisena konstruk-
tiona (Malinen & Pehkonen 2004, 12).

Todellisuudessa ongelman ratkaisemiseen vaikutitiaie paljon, miten sité tarkas-
tellaan. Haastattelujen aikana ensimmaista ongelmaainnollistettiin ja sita tarkas-
teltiin muutamista eri lahtokohdista. Ongelmaa ptiind kuvaa piirtamalla ja sita
katselemalla, tarkasti reaalimaailmaan sijoitetiw#dimatkojen lukuarvoja miettien
ja naiden yhdistelmana. Tarkastelutapa oli ainalagap oma, kun se tilanteessa oli

mahdollista.

Tama minun ja Lupun muodostama oppimistilanne taieurististen strategioiden
merkityksen ongelmanratkaisun opettamisessa. Va#dieerkiksi piirtaminen ei
auttaisikaan oppilasta ongelman ymmartamisess&duapettajalle mahdollisuuksia
oppilaan ajattelun ymmartadmiseen ja nain oppilaars@miseen. Toisaalta useissa

tapauksissa piirtdminen auttoi oppilaankin toimanta
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Muutamien haastattelutilanteiden kulku oli kesken&§vin samantyyppinen. Esi-
merkiksi Tupu ja Hupu osoittavat ymmartavansa tamahyvin ja |6ytavat lopulta
oikean vastauksen. Kumpikin heista havaitsi vaa/&ttksi vaihtoehtoa Annin ja Pa-
sin talojen valimatkaksi. Taméa tukee aiemmin tekempaatelmia, eli useamman
kuin yhden vastausvaihtoehdon olemassaolon mabldoden ymmartdminen on
lopullisen ratkaisun kannalta oleellisin solmukohfakstissd seuraavana on tulkin-

tani Tupun ja Hupun haastattelutilanteiden etenestis

Aluksi Tupu piirtdd kuvaan pyynndstani Pasin kopiankan. Ensimmainen vaihtoeh-
to Annin kodin paikaksi on "samalla kadulla”, jalhotalojen vélimatka on kaksi ki-
lometria. Tupu ilmoittaa 10 kilometridkin olevan hnallinen valimatka kysyttyani
mietityttdako tehtavassa vield jokin. Kolmannenht@hdon Annin talolle Tupu
kertoo kysyttyani (k3) voiko Anni asua viela muaalKysymyksiini voiko valimatka
olla pienempi kuin kaksi tai suurempi kuin kymmeriglometria Tupu vastaa oi-
kein. Taman jalkeen Tupu vastaa kysymyksen (k3}tdaijalkeen muitakin mahdol-
lisuuksia olevan, jonka jalkeen han vastaa myogysjd@nykseen oikein, 2-10 kilo-

metria.

Hupu vastasi aluksi 2ja 10km. Han osasi piirtdéelset vaihtoehdot kuvaan oikein.
Jatkoimme taman jalkeen kuvan tarkastelua. VinKi) (tilanteen Hupu osasi selit-
taa oikein. Kysyttyani onko olemassa muita vaihtogh(K2) han selitti, etté vaihto-
ehtoja Annin talolle on 4km sateella koulun ymparilSitten han osasikin vastata

valimatkan olevan 2-10 kilometria.

Haastattelutilanteessa olleista Tiinu oli aino&ajmli 16ytanyt kaikki mahdolliset
ratkaisut jo haastatteluun tullessaan. Tiinu vdilkaitiksi hyvin epavarmalta ratkai-
sustaan, mutta ilmoitti sitten taydellisen vastaumksJos Pasi ja Anni asuvat samalla
suunnalla, he asuvat 2km paassa toisistaan. Magthg asuvat eri suunnalla niin, he
asuvat kauempana toisistaan eli 10km? Matka vai joliain sita valiltakin riippuen

milla suunnalla ne asuu.”.

Leenun, Liinun, lineksen ja Tiinun kanssa kaymisté@skusteluista voidaan havaita
oppilaan oman ratkaisusuunnitelman tarkeys. Tiilnunion epavarma omasta vasta-

uksestaan, ettei luottanut ollenkaan tekemiinséisik paatelmiin. Leenu ei ymmar-
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tanyt ongelmaa yhta hyvin kuin Tiinu, ja hdnen epawutensa ja tilanteen outous

muuttivat tilanteen aidosta oppimistilanteestangerseksi auktoriteetin kyselyksi.

Leenu oli laskenut ensin vastaukseksi 6-4=2km. remgiisen vinkin (K2) jalkeen

han ilmoitti vastaukseksi myods 10km. Vinkin (K2)igiamisen jalkeen han antoi
vaihtoehdon (90astetta), kolmannen toiston jalkegm antoi vield neljanneksi vaih-
toehdoksi vastakkaisen askeiselle (270 astettaljamien kerran kysyttyani (K2)

Leenu vastasi ettei ole muita mahdollisuuksia. Kys§iman jalkeen konkreettisem-
man kysymyksen (K4), eli voisiko Anni asua osoitteasani kohdassa (vali-
ilmansuunnat). Naihin kysymyksiin Leenu osasi viastelan osoitti puutteen tehta-
van ymmarryksessa vastaamalla, ettd matka voipadlampi, kuin 10km mikali he

asuvat vastakkaisissa suunnissa (180 astetta).uE@nkaan jatkanut keskustelua,
kun ratkaisemisesta oli muodostunut pelkkaa kysyswmgstauspelia.

Samankaltainen kysymys-vastausasetelma vallitekfian kanssa kaymassani kes-
kustelussa. lineksellak&dan ei ollut selkeasti Htaxzaa ratkaisua ohjaavaa suunni-
telmaa. Ensimmaiseksi vastaukseksi lines ilmoika. Kuitenkin h&n pohti alun
perin my6s muita vaihtoehtoja, kun kysyi asuvatksiRa Anni samalla tiella. Vih-
jeen (K2) jalkeen han sanoi myds 10km olevan mdimgéol. Vihjeen toistaminen
tuotti vaihtoehtoja lisaa, kuitenkin yleensa yhdartoehdon kerrallaan. Tama ker-
too siitéa, miten oppilas koki tilanteen. Min& okysyja ja han vastaaja. Tilanne ei
ollut ihan aito ja aktiivinen ongelmanratkaisutiten Vaikka oppilas osasi sanoa
useita erilaisia vaihtoehtoja Annin talon paikaksin vastasi vaarin perimmaiseen
kysymykseen, miten kaukana toisistaan Anni ja Rasvat (K1). Hanen ratkaisuaan
ei ohjannut suunnitelma, jossa pitaa selvittaa AnaiPasin kotien etaisyys toisis-
taan. Kysyttyani toiseen kertaa voiko matkaa rajateenkdan, han sanoi matkan

olevan 2-10km.

Liinu ilmoittaa matkaksi aluksi 10km, mutta han mpattaa matkan olevan silloin
koulun kautta kuljettu. Han sanoo, ettéd Anni vaiasnuuallakin kysymyksen (K3)
jalkeen. Han vastaa, etta matka Annilta Pasin lisb DOkm jos kuljettaisiin koulun
kautta tilanteissa, jolloin Pasi ja Anni eivat @suman suoran tien varressa. Kuitenkin
han sanoo, ettd suoraankin voisi kulkea. Tamaregilkkartoitan kuvasta erilaisia

vaihtoehtoja Annin talon paikaksi yksi kerrallaaf], naiden Liinu toteaa olevan
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mahdollisia. Liinu vastaa oikein kysyessani kuimayt valimatka voi olla. Kuiten-
kin kysyessani mita han nyt vastaisi han sanoa, ketksi kilometria. Taman jalkeen
totean aaneen, mita olemme saaneet selville ong@miaiinu keskeyttdd minut to-
deten, ettd matka voi olla mika vaan. Johdattelekgaymykseen (K5) voiko matka
olla lyhempi kuin kaksi tai pidempi kuin 10kilomigty han vastaa oikein. Han perus-
telee, ettei matka voi olla yli kymmenta kilometrikbska silloin kannattaisi kulkea

koulun kautta.

Saimme Liinun kanssa selvitetyksi kaikki ongelmatkaisuun vaadittavat elementit.
Kuitenkin han oli yksin saanut vastaukseksi airmast10kilometrin vaihtoehdon.
Miksi sitten han ei kyennyt ratkaisemaan tehtawd@m apukysymyksiani? Vaikut-
taa silta, ettd Liinu ei rohjennut edeté eteengiisimmaisestda kohdanneestaan on-
gelmasta. Han totesi, ettd matka on kymmenen kiioénkuljettaessa koulun kautta.
Selvasti hanelle oli siis tullut mieleen, ettei koukautta valttamatta kannattaisikaan
kulkea. Kohdatessaan ongelman Liinu oli painanut segelestdan ja keskittynyt
saamaan yhden selkedn vastauksen? On huomioitda&iahd@ ymmarsi selkeésti
oikein erilaiset vaihtoehdot, kun han kohtasi nsikerrallaan. Koko tehtavan ym-
martamiseksi pitaisi hallita ndma kaikki tiedot gisda ja koostaa niista ymmarretta-
va kokonaisuus. Liinullakin oli olemassa edellytyksatkaista ongelma, mutta yksin
han ei sithen kyennyt. Jokin tuki ratkaisussa #ittearmasti hantakin. Selkeé ratkai-
sua ohjaava johtava kysymys tai suunnitelma, jolmmojautua ongelmaa ratkais-
tessa, auttaisi Liinuakin uskaltamaan ajatellautuj varmaa pidemmalle. TA&ma on

ongelmanratkaisun edellytys.

Leenun, Liinun, lineksen ja Tiinun ratkaisujen aella opettajan tulee huomioida
muutama onnistuneen ratkaisun tiella oleva, jaje#ii ja luottamuksella hoidetta-

va asia. Ne ovat rohkeuden ja sujuvan ratkaisuhlyegesia:

"Ratkaistessa pitaa uskaltaa olla luova. Pitd&diéespavarmuus. Pitdd mennd merta
edemmas kalaan. Merta edemmas on mahdollista me&xingos tietda ettd jaksaa

palata takaisin ja muistaa mista lahti liikkeelle.”

Heluna vastaa aluksi 10km. Kuitenkin hanelle owvé| ettd matka voi olla myos

2km. Tama selvida, kun hén osaa heti vastata okygpmykseeni muista vaihtoeh-
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doista. Miksi sitten han ei osannut heti vastatapaiakin vaihtoehtoa? Todennakoi-
sesti hanelld on mielesséén niin voimakkaana reidii, ettd matematiikan tehtaviin
on olemassa vain yksi oikea vastaus, ettda tamé&sulkn aktiiviselta ajattelun jat-
kamiselta. Kun kysyin onko muita vaihtoehtoja (KR)jn asuminen samassa tai eri
suunnassa, han ei osaa sanoa. Kun konkretisoinmgysen kuvan avulla (K4) ja
sanon, etta jos Pasi asuu tassa, niin voiko Anma asuualla, kuin esille tulleissa
kohdissa, han osaa sanoa lisda vaihtoehtoja. Vioksto antaa jalleen lisdéa vaihto-
ehtoja. Heluna kasittdd oikein myods matkan PasiAnain kotien valilla, silla han
sanoo matkan olevan 10km koulun kautta kuljettan&y/hempi suoraan mennessa.
Vinkin (K4) toistelu vielakin antaa sitten jo paljerilaisia vaihtoehtoja Annin koti-
talolle. Tamén jalkeen han osaa itse antaa oikatwisun, Pasin ja Annin kotien

valimatka on 2-10km.

Helunan haastattelu osoittaa haastattelemisenrml@kaastaan koko ajan ongelman-
tausvaihtoehtoa, mutta ilmoittaa vastaukseksi t@sen niista. Kun oppilaalla ei ole

aiempaa mallia tehtavan tekemisesta, hanen ajatteslessinsa voi tokata jo ihan
alkuunsa vaikka todellisuudessa mieli on kaynypatjon pidemmalla. Haapasalo on
todennut, ettd ongelmanratkaisutilanne kuivuu ladituunsa, heuristiset prosessit
jaavat kokonaan syntymétta, jos oppilas ei tunmasgelmatilannetta tai halua selvit-

taa siind esiintyvaa vaikeutta (Haapasalo 2004, B&unakaan ei jalkikateen ajatel-

len tunnistanut ongelmatilannetta tasmallisesteimik

Tallaisissa tilanteissa opettajan on toimittava limalongelmantilanteissa toimimi-
sesta (Haapasalo 2004, 87). Kysellessani annanllaaopailaalle rohkaisua ja vah-
vistusta miettia pidemmalle, kuin mihin h&n on dotit ja nain ajattelu vapautuu
uudelleen. Tassa voi olla osasyy siihen, ettd appibsaavat vastata oikein vihjeisiin
ja kysymyksiin, mutta eivat itse kykene kokoamagpailgksiaan ja ajatuksiaan ko-
konaisuudeksi niin, ettd he aidosti ja aktiivisestettisivat ratkaisua todelliseen on-
gelmaan. Toisaalta selvan tukirangan puuttumin@tag siihen, etta vaikka oppilas
olisi saanut ainekset kysymysten ja vastausten pasadratkaista koko ongelma, ei

han siihen kykene.

Seuraavissa kahdessa, eli Hansun ja Touhon kardgsaidsani keskusteluissa on
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paljon muista oppimistilanteista poikkeavia piitdeiKumpikin osoitti useassa koh-
dassa luovaa ajattelua ja mielenkiintoisia paatelmutta lopullinen tehtavan ratkai-

seminen oikein ei onnistunut.

A P P A

A A

A

Kuva 7. Hansun piirros ensimmaisen ongelman tikstse

Hansu ilmoittaa aluksi vastaukseksi 2km ja san@neansa ratkaisun erotuksella.
Pyysin hanta piirtAmaan taman paperille niin, kttédu oli asetettu valmiiksi. Hansu
piirsi talot koulun eri puolille vastakkaisiin sutiin. Valimatkaksi han ilmoitti 270km.

Kuitenkaan h&n ei osannut piirtda ensin lasketaikarsua, missa valimatka olisi
2km. Pyytaessani hanta uudelleen piirtAmaan taradrioehdon han sanoi, etta sil-
loin kummallakin on yksi kilometri matkaa kouluumaman jalkeen korostin, etta

koulumatkat on ilmoitettu jo tehtavassa. Han kysyko matkoja supistaa.

Oppilaalla ei selvastikdan ollut kunnollista kasty ongelmasta. Han ei ymmartanyt
oikein tehtdvan oletuksia, eika sitakaan, mitd hapidisi tehda. Han pyrki muun
muassa saamaan Pasin ja Annin koulumatkojen véiksita kilometria. En tieda
mitdén taustoja oppilaan matemaattisista ja kisisté taidoista. Pelkén ratkaisemi-
sen tarkkaileminen ei anna selvitystd naista jdyapmtikin on tassa tapauksessa

hankalaa.

Vaikuttaa kuitenkin silta, etta piirtdminen ei tam@ppilaan kohdalla auttanut hdnen
ongelmanratkaisuaan, vaan pikemminkin haittasi tdéisu pyrki piirthmaan kuvat
tarkasti niin, etté valimatkat ovat oikeita. Yksiutu vastasi yhta kilometrid. Taméa
johti siihen, etta piirrettyaan suuren koulun (n8ix 4 ruutua), 1 x 1 kokoisten talo-
jen valimatka koulusta vaaristyi. Kuvassahan naytta, ettd esimerkiksi Annin
talon kuuden kilometrin etéisyys koulusta ei muadds sateista ja koulukeskista

ympyraa, vaan Annin talon ja koulun etaisyys dhistm koulun seinien suuntaisilla
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suorilla. Toisaalta Hansu ei myodskaan laskenusyyiia koulun keskipisteesta vaan
konkreettisesti seindsta seindan. Lisahankaludksigela ruutujen lavistajien suun-
nassa tapahtuvat laskelmat. Mittakaavasta johtungelma ja piirroksen virheelli-
syys, johtivat siihen ettd kuva ei edistanyt haagtieluaan vaan johti ratkaisun vaa-
rille poluille. Hanen ajatuksensa kiinnittyivat katsemisen kannalta epéoleellisiin

asioihin, mika omalta osaltaan haittasi hanellerjpestaan hankalaa ratkaisemista.

Hansu osasi antaa kuvan perusteella oikealta \taikatvaihtoehtoja Annin talon
paikaksi. Vinkkien avulla han siis kykeni laajentan ratkaisuaan aivan oikein.
Hanella ei ollut mitdan vaikeuksia kertoa erilaig@htoehtoja Annin talon paikaksi.
Lopullista ratkaisua miettiessa hanen ajattelurmakieettisuus kavi uudelleen sel-
vaksi. Kysyin millaisia vaihtoehtoja olemme saan&dbjen valimatkaksi. Huo-
masimme ainakin 2, 4, 6, 8 ja 10km:n kayvan. Niigerusteella han vastasikin Pa-
sin ja Annin talojen vélimatkaksi kayvan parillidetvut. Kun vield selvensin, etta

saimme ratkaistua aiemmin, ettd matka ei voi gtheimpi kuin 2, mutta ei mydskaan

pidempi kuin 10km han vastasi oikein, etta mahdialvalimatkoja ovat 2-10km.”

)ii a a

Kuva 8. Touhon piirros ensimmaisen ongelman tilestz.
Touho vastaa aluksi 2 km. Kuvaan han piirtaa hiewigmeellisesti tilanteen niin,

ettad talot eivat olisi aivan saman kadun varreggkkien (K2) ja (K4) kysymisen ja

toistelun jalkeen han osasi aina antaa uusia \&ildga Annin talon paikaksi. Lopul-
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ta, kun olimme saaneet vaihtoehtoja eripuoliltalk@uAnnin talon paikaksi, han

sanoi ettei uusia vaihtoehtoja enaa ole.

Taman jalkeen totesin, etta naistd kahdesta kdddamun on 6 km matka. Kysyin

onko niiden valissa olevasta kohdasta kuuden knkam#&ihan Touho vastasi myon-
tavasti. Toistettuani, ettd entds niiden vélisésthdasta, hdn sanoi aluksi etta ei.
Naytin viela sormella lahekkain olevia taloja jaesin kummastakin olevan kuuden
kilometrin matka. Taman jalkeen han totesi niidetisestakin talosta olevan kou-
luun kuusi kilometrid. Samoin kavi, kun pienenséli& koko ajan. Totesin ohimen-
nen, ettd saamme todella paljon vaihtoehtoja. Tgéli&een Touho havaitsi, etta eri

vaihtoehdoista Annin talon paikaksi muodostuu kuvgapyra.

Vaikka Touho kykeni vinkkien avulla selvittamaanlaset vaihtoehdot Annin talon
paikaksi, hanelle ei samalla selvinnyt talojen seéii matkan pituus. Kysyttyani
kuinka pitkd matka Pasin luota on Annille, kun Arasuu jossain kohtaa piirta-
maamme ympyraa ja Pasi oppilaan piirtamassa koadsass vastasi jalleen matkan
olevan 2 km. Vaikka olimme kehitelleet ongelmarkagtua ja Touho oli vinkkien
avulla keksinyt erilaisia vaihtoehtoja Annin talpaikaksi, han ei kuitenkaan ymmar-
tanyt, mita tama merkitsee tehtavan lopullisenaistkn (K1) kannalta. Han unohti
kaikki ongelman osaratkaisut, jotka han osasi aiemratkaista. Han ei ollut ymmar-
tanyt, miten tietoja voi hyddyntaa. Galperin koeastyksilon ulkoisen toiminnan ja
sitd vastaavien henkisten prosessien valista yhte@ppiminen ja tietoisuus raken-
tuvat, kun yksilon ulkoiset toiminnot sisaistyv&uokamo 2000, 49-50). Selvasti-
kdan Touho ei ollut sisdistanyt ratkaisemiaan ogelonia, vaan osasi ainoastaan
vastata konkreettiseen kysymykseen.

Mietimme Touhon kanssa ratkaisua kuvan kautta. ddetimme koko ajan ratkai-
sun edetessa kehittyvdd kuvaa. Erilaisten vaihtpemtetsiminen ohjasi toimin-
taamme lopulta siihen, ettd mietimme oikeastaahtoahtoja kysymykseen: "Mista
kohdista kouluun on kuuden kilometrin matka?”. \dtka silta, ettd Touholla ei
ollut selvdnd mielessdén omaa strategiaa ongelatkaisemiseksi, joka olisi kehit-
tynyt ja mahdollistanut sitten oikean ratkaisun $iekisen keskustelumme pohjalta.
Tassa tapauksessa esittamani kysymykset eivatradgai ouhoa lopullisen ratkai-

sun etsimiseen, vaan ne olivat pikemminkin ykst&auktoriteetin esittamia kysy-
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myksid, joihin han halusi vastata oikein. Sama#taotn kuin lineksen ja Leenun
kansa kaymissani keskusteluissa kavi. Annin koditkgn eri vaihtoehtojen etsimi-
nen, on lopullisen ratkaisun kannalta tarked oselomg, mutta tdssa tapauksessa
tama nakokulma ei auttanut Touhoa tehtavan kokoat&esun keksimiseen.

Hanellakaan ei siis kokonaisuus pysynyt hallussista tulee uudelleen mieleen
muutamia kysymyksia. Olisiko tarkeintd ohjata enkaikkea kokonaisuuden hah-

mottamiseen, eikd niinkaan ratkaisun osien tajua@m?@ Miten tdma olisi mahdollis-

ta esimerkiksi tassa tapauksessa? On kuitenkin ioitare kokemuksen ja maaréatie-
toisen opiskelun merkitys ratkaisujen kehittymigesstiedon sisaistamisessa. Yrjon-
suuren mukaan tosiasiatieto, eli tietdminen voskgiun kautta muuttua kokemuk-
selliseksi toimijan tiedoksi ja kun se on opittiinroppilas osaa kayttaa sitd monen-
laisissa tilanteissa (Yrjonsuuri 1990, 7).

Jalkikateen voi huomata, ettd ehka haastattelunlishvoinut tehda paremmin, silla
kun kyselen kuinka pitkd matka Pasilla on Annin kyjapilas selvasti miettii aina
yhta tilannetta kerrallaan. Niihin ratkaisut ovatloikeanlaisia. Kuitenkin kokonai-

suuden kokoamiseen johdattavat vinkit, tai kokon&aisenlainen lahestymistapa
olisi toiminut tassa tapauksessa hyvin. Tama olisit mielenkiintoista pohdittaessa
ongelmanratkaisutaitojen opettamista. Kokonaisuuaerkitys siind on suuri, kui-

tenkin vinkkini ja kysymykseni suuntaavat yksityasitiin ja testaavat enemman yk-
sityiskohtaisia oppilaan taitoja.

Minnin ja Mikin haastattelutilanteet ovat keskendgwin samankaltaisia. Ne olivat
kaksi ensimmaista keskustelua ja toimintani nieiséllut riittavan hyvaa. Siksi nii-

den tarkempaan kasittelyyn ei ole syytd. Haastdtmat kuitenkin liitteena (Liite

2).

5.2.2 Solmukohtien ylittaminen

Viidennessa kappaleessa olen pohtinut valimatkdoraye (litel) perusteella on-
gelmanratkaisuprosessin kulkua. Haastatteluaineisésusteella on mahdollista tar-
kastella l1ahemmin, millaiset vinkit ovat auttaneppilaita solmukohtien yli. Toisaal-
ta voidaan huomioida millaisissa tilanteissa vstgion ollut haittaa. Kuvassa 4 on

esitelty keskeisimmét solmukohdat. Luvun (5.2.10upteella havaitaan yksityiskoh-
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taisesti, miten kaksitoista oppilasta ovat kyennatamaan ratkaisua solmukohtien

yli. Tassa kappaleessa kasittelen kuitenkin vieldutamia tilanteita erikseen.

Merkittavin solmukohta kirjallisten ratkaisujen peteella oli useamman kuin yhden
mahdollisen ratkaisun olemassaolon ymmartaminenkkiKaatkaisijat antoivat lo-
pulta ratkaisun, jossa vaihtoehtoja oli enemmam Kikisi, eli merkittdvimman sol-
mukohdan ylittdminen onnistui vinkkieni avulla kati&. Itsenaisesti taman kynnyk-
sen oli ylittanyt kolme oppilasta, eli Tiinu, Huga Tupu. Tiinu esitti taydellisen
vastauksen itsenéisen pohdinnan jalkeen ja Tuplufukin paasivat ratkaisuun yk-

sinkertaisten vinkkien avulla.

Loput oppilaista antoivat ensimmaiseksi ratkaisukaibastaan yhden vaihtoehdon,
kaksi tai kymmenen kilometrid. Kaikki oppilaat ldy&t lisda vaihtoehtoja valitto-
masti kysyttyani onko muita vaihtoehtoja. Luontevgpimistilanteen muodostami-
seen pyrkiminen johti kuitenkin siihen, etten dkmiut kaikkien oppilaiden kanssa
tasta. Voidaan ajatella, ettd tdma vinkki toimi itgifle rohkaisuna ajattelulle. Haa-
pasalon (1993) mukaisesti itse ongelma muodosti@li® vasta tassa vaiheessa opet-
tajan toiminnan avulla. Ainakin ongelma nayttaybyipilaille vinkin jalkeen eri ta-
valla. Aluksi kaikilla ei ollut mitaan mallia tehtéta, joissa vastausvaihtoehtoja on
useita. Vinkki muokkasi oppilaalle ongelmaksi pahtnillaisia erilaisia vaihtoehtoja

on olemassa.

Ongelman muuttuminen onkin konkreettinen osoituskkstelutilanteen aikana ta-
pahtuneesta laadullisesta oppimisesta. Yrjonsumgman matematiikan laadullisel-
la oppimisella tarkoitetaan yksilon tietyn aluesdollisen rakenteen muuttumista ja
sen tuloksena skeemat ja sisdiset mallit muuttiavegtkentuvat uudelleen (Yrjonsuu-
ri 1990, ). Oppilaiden kasitys matematiikasta muuttkun vastausvaihtoehtoja voi-

kin olla useita.

Sanallisten vihjeiden lisaksi hyoédynsimme oppilaid@nssa erilaisia ratkaisuteknii-
koita. Schoenfeldin mukaan téarkeimpia ongelmaniatitakniikoita ovat muun mu-
assa kuvion piirtdminen, kokeilu ja tuloksen tasdmsinen (Ruokamo 2000, 51-52).
Kaikkien naiden tarkeys tulee esille oppilaiderkaggujen perusteella. Kuvan piir-

taminen auttoi esimerkiksi Hupua ymmartamaan etga vaihtoehtojen Annin ko-

47



din paikaksi sijoittuvan ympyrdn muotoon koulun arile. Toisaalta Hansun rat-
kaisua piirtaminen hairitsi. Hanen konkreettineatt@junsa johti siihen, ettéa kuvasta

tuli virheellinen ja ongelman ymmartaminen sen ptella oli mahdotonta.

Kokeilua kaytimme esimerkiksi Touhon kanssa sopiwaihtoehtojen pohtimisessa
yksi kerrallaan. Tuloksen tarkistamisen vaihe ktrosesimerkiksi Polyan (1973),
Masonin (1982) ja Yrjosuuren (2004) ongelmanratikaiesessin kuvailuissa. Oppi-
laiden ratkaisujenkin perusteella se vaikuttaaddltih. Useissa tapauksissa esittdma-
ni kysymys kaynnisti prosessin uudelleen ja jo &alieen ajatellusta 16ytyi uusia

asioita, jotka edistivat ratkaisua.

Toisen ihmisen ajattelun jaljentamisen hankaluottapohtinut esimerkiksi Yrjon-
suuri. Han korostaa, etta yksilon ajattelun tasol@ipysyva, vaan se vaihtelee moni-
en ulkoisten ja sisaisten tekijéiden mukaan. Hamelkaansa oppija voi pitaa oppi-
maansa pinnallisena tai syvallisena tietona tavigé@maansa tiedon rakennetta sa-
tunnaisena tai jasentyneena. (Yrjonsuuri 2004, .1dahdatteluni keskustelutilan-
teessa on ulkoinen ajatteluun tasoon vaikuttava &duutamissa tapauksissa oppi-
laan hyva ja suunnitelmallinen ajatus katosi jotedani takia. Esimerkiksi Touho

kadotti kokonaan mielestaan, mita tehtavassa lapykytaan.

Kaiken kaikkiaan kuvassa 4 esiteltyjen solmukohiigttamisessa auttoi vinkit, ky-

symykset, lisapohtimiseen kannustaminen ja piintgami Naista etenkin piirtdminen
ja lisdpohtimiseen kannustaminen ovat keinojaajojpettaja kykenee helposti kayt-
tamaan isoakin ryhmééa ohjatessaan. Ongelmanrakickismus ja —varmuus tuovat
ratkaisijalle itselleen mahdollisuuden hyodyntagkkieja ja kysymyksiéa itsendisen-

kin ratkaisun aikana.

5.3 Luokanopettajaopiskelijoiden ratkaisut

Olen hyodyntanyt luokanopettajaopiskelijoiden régkg jo muodostaessani koko-
naiskasitystd ongelman luonteesta ja pyrkiessahdmlisimman monipuolisesti eri
nakokulmien huomioimiseen (Kuva 4). Luokanopettaj@staukset ovat toimineet
ikéd&n kuin peilind tai tukirankana, joiden peruite®len pyrkinyt ymmartamaan
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itselleni vieraita ajattelutapoja. Esittelen kukem vield lyhyesti miten opiskelijat

ovat ensimmaisen ongelman ratkaisseet.

En pyri osoittamaan opiskelijoiden ratkaisutaitojasoa, siihen otos on liian pieni.
Toisaalta taytyy muistaa, etta opettajankoulutukdeskeutuvien joukko on valikoi-

tunut ja koulukokemukseltaan varsin homogeeninerratessa sité kuudesluokkalai-
sista koostuvaan joukkoon. Siksikaan ei voida veidammalle menevia johtopaa-
toksia aikuisten ja lasten ratkaisujen eroista.s@gijoiden ratkaisut antavat kuiten-
kin viitteita siitd, miten enemman matematiikkaas@plleiden ratkaisut eroavat las-

ten ratkaisuista.

Ratkaisupapereita oli siis kaiken kaikkiaan nelgito Kahdeksan (8/14) ratkaisua on
taydellisesti oikein. Niisséa kaikissa perustelldarolella erilaiset vaihtoehdot. Yh-
dessa (1/8) néista ratkaisija on aloittanut polsamitoteamalla, etta tehtavassa ei ole
annettu riittavasti tietoa, jotta voisi paatya ynteatkaisuun. Taman jalkeen kuiten-
kin ratkaisija on perustellut miksi néain on. Matlielessa siita, etta oikeita vastauksia
voi olla ainoastaan yksi ohjaa ajattelua merkittlivése sulkee oven luovalta ajatte-
lulta. Tamé on varsin suoraan verrattavissa opalakin ratkaisuihin. Niissa yhden
vastauksen malli muodosti vain usein niin suureteers oppilaan ajattelulle, etta

ratkaisu ei enaa edennyt.

Kokeneiden ongelmaratkaisijoiden kyky ratkaista mmartkaisia ongelmia johtuu

osittain siitd, ettd he ovat kehittdneet stratégisemanttisten verkkojen muodosta-
miseksi. Tallainen on esimerkiksi kasitekartta. §pi@salo 2004, 74). Matematiikassa
hyvat opiskelijat kykenevat kasittelemaan epéavartiaanetta kokemattomia oppi-

laita paremmin. Kokeneina ratkaisijoina he osadwaidyntaé tietojaan ongelman
ratkaisemiseksi. Kasitekarttaan perustuva ajatialtaa ensimmaisen ongelman rat-
kaisussa. Ratkaisija kykenee nain hierarkkisoimiégtimansa osaratkaisut ja ko-

koamaan niista lopullisen ratkaisun.

Yrjobnsuuren mukaan matematiikka on ihmisen ajattdlulos; formaalinen raken-
nelma, jossa pienetkin osaset ovat tietyilla pdi&kan. Matemaattinen tieto on jasen-
tynytta ja hierarkkisoitunutta. Matematiikan rakegite on ominaista, etté abstrakteja

ominaisuuksia on hierarkkisesti yhd korkeammallstralistiotasolla. (Yrjonsuuri
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2004, 112). Jasentyneen tiedon kasittely on helppgahdonmukaista. Opiskeli-
joidenkin ratkaisuista on havaittavissa ratkaigigsa ongelman ymmartamisen taso
on puutteellinen. Se johtaa siihen, etta ratkamsijykene taitojensa edellyttamaan
ehedan loppuratkaisuun.

Yksi opiskelija on paatynyt vastaukseen 6 — 4 =a aqgjinen vastaukseen kaksi ja
kymmenen kilometrid. Tasta tulee mieleen muutarggykyksia, jotka ovat tuoneet
erilaisia nakokulmia analysointiin. Onko ratkaisigadella tormannyt solmukohtaan?
Eikd han ole osannut jatkaa eteenpdin vai onkorhanéamansa vastaus hanen mie-
lestaan oikea? Jakamani tehtavapaperin ohjeistal()i pyydan ratkaisijaa kirjoitta-
maan mika tuntui vaikealta ja johti siihen ettekeaseminen onnistunut, mikali rat-
kaisija ei ole paassyt mielestaan oikeaan ratkaishéiden opiskelijoiden ratkaisu-
paperissa luki ainoastaan kuvan ja laskutoimitukegiksi lyhyt perustelu vastauk-
selle. Siita voi paatella, ettéa on ainakin mahdtlj ettd ratkaisu on opiskelijan mie-
lesta oikea. Ainakin kuudesluokkalaisilla voi hedpouskoa kayvan nain. Polyakin
(1973) korostaa looking back —vaihetta ongelmakaiatissa. Tarkistaminen ja uu-
delleen ongelman asetelmaan palaaminen kaynnisigasti uudelleen jo sammu-
neen ratkaisumotivaation. Muuten kay helposti rétié ensimmaisen suunnitelman

mukainen ratkaisu jaa lopulliseksi.

Mikali ajatellaan, ettei opiskelija ole mielestd@itméannyt solmukohtaan vaan on
l6ytanyt oikean vastauksen, voisi pohtia miksei bEnldytanyt aiemman luokittelu-
ni mukaista a —tasoista ratkaisua. Syita siihenollai useita, kuten riittdméaton taito,
huono motivaatio, huolimattomuus, muut mieless&ipggb asiat tai vaikkapa tahalli-
suus. Tassa tutkimuksessa tyydyn ainoastaan tosegratd naita syita olisi mielen-

kiintoista selvittaa jatkossa.

Kolmen ratkaisun (3/14) perusteella voi todeta \anbBanonnan: "Tieto lisdad tus-
kaa.”, paikkansapitdvyyden. Naissa ratkaisija orkipyt selvittamaan talojen etai-
syytta Pythagoraan kaavan mukaisesti nimeamall@&rmattomia matkoja kirjaimin
X ja y. Naista ratkaisuista huomaa ratkaisijan hileeen tiedon maaraan. He ovat
unohtaneet mita tietavat yrittdessaan ratkaistalgpareja. Tuntemattomien matko-
jen olemassaolo palauttaa mieleen ylaasteen jarulaskut, joissa muodostamalla

suorakulmainen kolmio ratkaistiin tuntemattomiaupksia. Tietynlainen tehtavéan
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asettelu johtaa helposti muistin mukaisiin toimimutta johtaa samalla ajatukset
harhaan oleellisesta. Esimerkiksi lukion matematiikongelmanratkaisukurssille
oppikirjaksi tarkoitetun Matemaattinen ongelmanasthk- kirjassa tarkeimmiksi
omaksuttaviksi taidoiksi nimetdén taito muodostasitella ja kayttdd hyvaksi kir-
jainlausekkeita (Aalto, Kangasaho & Makinen 20011,3n helppo uskoa, etta aina-
kin tallainen tietoinen pyrkiminen ongelmanratkaisavulla perehdyttdd oppilaita
lausekkeiden muodostukseen voi johtaa siihen, reitié pyritddn kayttamaan tilan-
teissa mihin ne eivét sovi. Tietenkin on todettaattd tdma on yksittdinen esimerkki
ja ettd Pythagoraan kaava antaa mahdollisuudeaistakidssékin ongelmassa Pasin

ja Annin talojen etéisyyden ennalta maaratyisséissiesa paikoissa.

Yrjonsuuren matemaattisen ajattelun kuvailu hefmo®ythagoraan kaavan kayttgji-
en ratkaisujen tulkintaa. Hanen mukaansa toimim@&lltieto ohjaa ulkoista kayttay-
tymista ja muunnoksia, jotka tapahtuvat muistisdlairs, kun tiedon tuottaminen
tapahtuu. Esimerkiksi algoritmien ja kaavojen kdytinen tehtavan ratkaisussa ovat
tallaista toiminnallista tietoa. Matemaattisestemionasta voidaan kayttaa nimityk-
sia algoritminen ja reflektoiva ajattelu. (Yrjonsuw2004, 116-117). Selkeé&sti
useimmilla opiskelijoilla ajattelu oli luonteeltaaadgoritmista, eli edella esitellyn
toiminnallisen tiedon ohjaamaa. Heidan oppimansatttoimia tietynlaisessa tilan-

teessa ohjasivat toimintaa, estaen pohtivan, reflekn ajattelun.

valimatkan pituudelle. Han toteaa ainoastaan, ratitka kyetdan varmasti maaritta-
maan, mutta han ei tiedd miten. Opiskelija on gyt neljd ympyréaéa koulun ympéa-
rille mahdollisiksi talojen paikoiksi, mutta h&n letkene rajaamaan valimatkaa mi-
tenkdan. Han toteaa ainoastaan vaihtoehtoja olasaita. Yhdysvalloissa esimer-
kiksi Frank (1988) on havainnut tutkiessaan uskosiauknatematiikasta, etta oppi-
laat saattavat uskoa ongelmassa tai heidan toissaaa olevan jotain vialla ellei se
ratkea muutamassa minuutissa. Hoskosen (1996) ksaslaokkalaisille tekeman
tutkimuksen perusteella kuitenkin ainoastaan hgatgivat ongelman ratkaisun ellei

se ratkea muutamassa minuutissa. (Hoskonen 1996, 48

51



Tama toteutui muutamassa opiskelijoiden ratkaisui¥%si ratkaisija tulkitsi tehta-
vassa olevan jotain vikaa kun ei keksinyt ratkajsuanuutama epaili omia paatelmi-

aan.
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6. SILTAONGELMA

Siltaongelman analysointi on muiden ongelmien aswhnin tapaan kaksivaiheinen.
Kirjallisten ratkaisujen perusteella selvitan aluksillaisiin ratkaisuihin oppilaat
ovat paatyneet ja miten he ovat ongelman yrittars#tista. Haastattelujen perus-
teella jatkan analysointia ja pohdin selityksidksnioppilaat ovat juuttuneet tiettyihin
solmukohtiin, miten osa oppilaita on osannut jatkaamlen kohtien yli ja milla taval-

la oppilaat ovat tarkasti kuvattuna kasittaneetetmgtilanteen.

Kolmostehtava, eli siltaongelma on varsin pitkésgm ratkaiseminen onnistuneesti
edellyttaa useita paatelmia. Sita ratkaistessalagppoi siksi juuttua useaan eri sol-
mukohtaan. Kohdatessaan téllaisia ongelmatilantejtpilaat toimivat eri tavoin.

Ongelmanratkaisutaidon edellyttama luovuus tuleeirhgsiin tallaisissa kohdissa.
Siksi tAman ongelman analysoinnissa keskitytddketamin oppilaiden antamiin

erilaisiin ratkaisuehdotuksiin, heidan luoviin yksiinsa ratkaista ongelma. Naiden
erilaisten ratkaisujen huomioiminen on oleellistgkimustehtavan selvittamisen

kannalta.

6.1 Kuudesluokkalaisten kirjalliset ratkaisut

Kirjallisten ratkaisujen analysointimenetelma dingankaltainen kuin ensimmaisen
ongelman kohdalla. Aluksi kavin ratkaisut lapi ume&kertaan. TAman perusteella
tutkijalle muodostui kokonaiskuva oppilaiden ratkgen tasosta. Kaikista ratkaisuis-
ta kirjattiin oppilaiden antama ratkaisu ja ratkéssa ilmenneet paatelmét. Taman
jalkeen aloin ryhmitella samankaltaisia ratkaispignempiin osajoukkoihin. Taman
luokittelun avulla minun oli mahdollista muodostasivaikutelmaa tarkempi koko-
naiskuva ongelman solmukohdista. Taman perusteelldttelin ratkaisut tasoltaan
Charlesin ym. (1990) luokittelun kaltaisesti, edeadlsitetyin perustein kolmeen ryh-

maan: a-, b- ja ¢ —tasoisiin ratkaisuihin (5.1).

Kuten ensimmaisen ongelman analysoinnissa (5.t¢itisejaottelusta ilmenee ennen
kaikkea ongelman ymmartamisen taso. Solmukohdaingelman ymmartamisen
taso liittyvat toisiinsa kiinteasti tassa muodassst luokittelussa. Edetessaan keskei-
simmiksi osoittautuneiden ongelman solmukohtien, @ippilas osoittaa ymmarta-

vansa tehtavaa koko ajan paremmin.
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Erottelin oppilaiden ratkaisuista lopulta kolme pdénéa. a, b ja ¢ —tasoiset ratkai-
sut. Jokainen paaryhma jakautuu pienempiin osaiyhjotka mahdollisimman tar-
kasti ja oleellisilta osin kuvaavat ratkaisua. &gkt ratkaisut ilmenevat taulukosta 2.
"Ei mitaan kasitysta” —ryhmassa oppilas ei ole tiaout ymmartaneensa tehtavaa
lainkaan. "Vast. 12”- ryhmén vastaukset tarkoittatiannetta, jolloin oppilas on
selkeasti vaarin perustein vastannut 12 minuutdast. 12/"3"" —vastaukset on ero-
teltu omaksi rynmakseen, koska niissé oppilaatt @lglaskeneet tehtavan asettelus-
sa ilmenneitd kulkuaikoja yhteen, kuten suurin @2aminuuttia vastanneista. He

ovat kirjoittaneet, etta jokaiselta henkildlta kulyitykseen aikaa kolme minuuttia.

"Jonkun on kuljetettava lamppua” —ryhmé&an kuuluwastaukset, joissa on keksitty
keino sillan ylittamiseksi, eli jonkun olisi kulgttava lamppua, mutta ei ole osattu
laittaa kuljettajaksi tehtavaan sopivinta henkilddako nopeuden mukaan” —
vastauksissa on lahdetty ratkaisemaan ongelmadki@idasta, jossa hitaiden ja no-
peiden kannattaisi kulkea yhdessa. Taman ryhmaawkesissa ei ole keksitty keinoa

lampun palauttamiseksi.

Seuraavissa kahdessa ratkaisujoukossa oppilaaasgtaneet Villen lampun kuljet-
tajaksi. Taman suunnitelman mukaisesti vastauksesi dlla kolmetoista minuuttia.
"Ville kulj. vast. ei 13" —ryhma tarkoittaa siis stauksia, joiden toteutus ei ole suju-
nut tehdyn suunnitelman mukaisesti. "Nopeus ja.kufjara vast.” —vastauksessa
oppilas on keksinyt suunnitelman, jossa lamppugettah takaisin aina sopivin el
nopein mahdollinen henkil ja toisaalta hitaattidréit sillan yhdessa. Lopullinen

vastaus ei ole suunnitelman mukaisesti 12 minuuttia
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A —taso 18
- Ville kulj. vast. ei 13 7
- Ville kulj. vast. 13 9

- nopbeus ia kuli. vaara vas

17

B —taso 10

- jonkun kuljetettaval
lamppui 8

C —taso 44
- ei mitaan kasitysta 25
- vastannut 12 17

Kuva 9. Kuudesluokkalaisten kirjalliset ratkaisolrkhanteen ongelmaan.

Edella esitellyn luokittelun (kuva 9) tarkoitukseaa mallintaa oppilaiden ratkaisut
niin, etta kyettaisiin tarkemmin kasittelemaan isadkaisujen joukkoa. Tehdysta
luokittelusta ilmenee tarkkaan ottaen millaisiitkeasuihin oppilaat ovat paatyneet.
Oppilaiden paperiin kirjoittama ratkaisu on heidiittelynsa lopullinen tuotos. He
eivat ole osanneet jatkaa paattelya antamaansaisaskpidemmalle. Siksi voidaan
sanoa, ettd kuvassa 9 esiteltyjen vastausten peHastvoidaan l0ytdd suurimmat

kolmannen ongelman ratkaisun solmukohdat.

Kuten edelld kerroin luokittelun perusteena on &mmeatkaisun liséksi tulkintani
siitd, miten hyvin oppilas on ymmartanyt ongelm8&iksi pitdakin tdmén ongelman
kohdalla korostaa, ettd vaikka 12 minuuttia on mopeahdollinen aika ylittaa silta
tehtavassa mainittujen oletusten toteutuessa, amppitatkaisua ei valttdmatta voi
pitdé oikeana, vaikka han antaisikin vastaukseRsninuuttia. Suurimmassa osassa
ratkaisuista, joissa oppilas oli antanut ratkaisd2sminuuttia, han oli laskenut teh-

tavassa esiintyneet luvut yhteen. Tallainen ratkaisole oletusten nojalla mahdolli-
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nen, silla tehtavan asettelussa sanotaan (liitett§),aina siltaa ylitettaessa valttdmat-
ta tarvitaan taskulamppua. Naissa ratkaisuissuiadoitettukaan tehtavan todellis-
ta ratkaisemista. Siksi téllaiset ratkaisut ludlain ¢ —tasoisiksi, niissa ei ole tehty

mitdén ratkaisua edistavia paatelmia.

Oikeastaan voidaan siis sanoa, ettd ongelman yramén ja ratkaisuprosessin
tarkeyden korostamisen merkitys, nakyy ensimmaéaistgelmaa selkeammin kol-
mannen ongelman analysoinnissa. Oppilaan ratkaisuvaikuttaa oikealta, vaikka se
olisi oikeastaan paljon vahemman oikea kuin altksiulta vaikuttava vastaus. Ta-
man esimerkin avulla voisi myos perustella, milkgkaisupolun tunteminen ylipaan-

sd on tarkeaa.

6.1.1 Solmukohdat

Yhteensé 72:sta kirjallisesta ratkaisusta 61% @46n c -tasoisia. Kaikista ratkai-
suista 35 prosentissa (25/72) ratkaisijalla eitathitd&n jarkevalta vaikuttavaa kasi-
tysta ratkaisun etenemisesta. 26 prosentissa \kasstal (19/72) on annettu vastauk-
seksi 12 minuuttia selvasti vaariksi luokiteltayperustein. Olen erottanut kahden-
toista minuutin ratkaisuista omaksi alaluokakseakskratkaisua, joissa oli ratkaisun
perusteena mainittu kaikilla henkililla kuluvanttdmiseen aikaa kolme minuuttia.
Taman ongelman ratkaisuille oli tyypillista, etti#issa esiintyi mita erilaisimpia ide-

oita. Taman perusteella on tarpeen erottaa melesnelkkien lukujen avulla tuo-

tettu ja edes jotain ajatuksia siséltava ratkasidtaan.

Ensimmainen selkea kynnys siltaongelman ratkaissss#s voidaan havaita tassa.
Toki olisi mielenkiintoista saada pilkottua tatéhngad pienempiin luokkiin, mutta
aineiston perusteella se ei ollut mahdollista. Kosklvasti yli puolet ratkaisijoista ei
ole kyennyt todella tarttumaan ongelman ratkaiseeris ei heidan ajatuksistaan ole
havaittavissa oikeastaan mitaan jalkia. Toisaaligetyssa luokittelussa kay selkeas-
ti ilmi ero ¢ —tasoisen ja b —tasoisen ratkaisdtlillé. B —tasoisissa ratkaisuissa oppi-
las on ymmartanyt lopullisen ratkaisun kannaltaijotoleellista. Han on selke&sti
kyennyt jatkamaan ensimmaisen solmukohdan yli @é&en

Ratkaistakseen siltaongelman oikein oppilaan ottaste huomioon muutamia seik-
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koja. Ensiksikin hanen on kyettava ratkaisemaaemitisi mahdollista, ettéa lamppu
on koko ajan mukana ylityksessa. Toisaalta oikemstauksen loytaminen edellyttaa
ideaa siita, keiden olisi kuljettava yhta aikadasilyli ajan minimoimiseksi. Olen
erottanut ratkaisujen joukosta b —tasoisiksi nkaiatit, joista kay ilmi toisen ratkai-

suun vaikuttavan asian pohdinta.

B —tasoisia ratkaisuja on 14 prosenttia (10/72kikta ratkaisuista. Kahdeksassa
naista (8/72) on huomattu, etta jonkun on kuljaetettlamppua. Kahdessa on pohdit-
tu, ettd kahden hitaan ja toisaalta kahden nopaanditaisi kulkea yhdessa. Siirryt-
tdessa naista b —tasoisista ratkaisuista a —tasersi ei ole yhta merkittava, kuin ero

C - ja b —tasoisten ratkaisujen valilla.

Mikali oppilas on ymmartanyt, ettd nopeimman heirkikannattaisi kuljettaa lamp-
pu takaisin puolelta toiselle, on ratkaisu a —taspni Kuudessatoista ratkaisussa on
sanottu, ettd Villen kannattaisi kuljettaa lampphNaista yhdeksan (9/16) oli saanut
lopulta vastaukseksi kolmetoista minuuttia. Lopeitsseman oppilasta (7/16) oli sa-
nonut, ettd Villen kannattaisi kuljettaa lamppuaitta vastaus ei ollut suunnitelman
mukainen. Taman liséksi kahdessa ratkaisussa (2f@@)as on osannut yhdistaa
sekd lampun kuljettamisen, ettd sen millainen Kélkestyksen olisi syyta olla.
Naista toinen ratkaisu ei sisalla puutteita jagssa on todettu kummatkin oikeanlai-

sen ratkaisun elementit, mutta lopullinen vastaus&aira.

Suurimmiksi solmukohdiksi tulee siis muodostetuokittelun perusteella kynnykset
c- ja b-tasoisten, seka b- ja a —tasoisten ratjaisualilla. Haastattelujen pohjalta
selvitetaan tarkemmin, miten ndma kohdat voitaigiitid&d. Kuitenkin on syyta ko-

rostaa, ettd vaikka 18 vastausta (18/72) onkin tyree—tasoisiksi, eivat ne todelli-
suudessa ole samantasoisia. Vaikka analysointhdekity ongelman ymmartamisen
ja lopullisen vastauksen perusteella, on havaimulten vuoksi paadytty luokitte-
luun, jonka perusteella tallainen tulkinta on mdhden. Erot eri luokkien valilla

korostavat solmukohtia, eli kohtia joihin oppil@smerkittavd osa on jumittunut.

Esittelem&ani luokitteluun solmukohdista (kuvai8gkyy varsin oleellinen ristiriita.
Olen tulkinnut a —tasoiseksi ratkaisutavan, josgke Kuljettaa lamppua koko ajan,

vaikka se ei johdakaan parhaaseen mahdolliseenitiopfseen. Paadyin tdhan luo-
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kitteluun lopullisesti sen jalkeen, kun olin tutwstit luokanopettajaopiskelijoiden
ratkaisuihin, joista suurimmassa osassa ratkaiijpaatynyt kolmentoista minuutin
ratkaisuun. Esittelen niiden tulokset tarkemminussa (6.2.2). Luokittelussa (kuva
?) olen erottanut toisistaan erilaiset ajattelutaea erilaisen ratkaisusuunnitelman
sisaltavat ratkaisut. Jos ajatellaan esimerkikantietta, jolloin oppilas on keksinyt,
ettd jonkun on kuljetettava lamppua. Kehittyneenwmisio siita on, etta nopein kul-
jettaa lamppua. Taman huomioiminen johtaa ristiaiit koko ongelman oikeaa rat-
kaisua ajatellessa. Kuitenkaan, kuten olen petustelussa 5.1, ei olisi mielekasta
arvioida ratkaisuja ratkaisusuunnitelman perustedlima tarkoittaisi sité, etta aino-

astaan suunnitelmaa, joka johtaa kahdentoista rtimtatkaisun pidettaisiin hyvana.

6.1.2 Ryhmien vertailu

Testiin osallistuneiden oppilasryhmien valilla siltaongelmankin kohdalla niin suu-
ria eroja, etta niita ei voida sivuuttaa. Alun petutkimuksessa ei ollut tarkoitus pa-
neutua ryhmien vertailuun, mutta analysointivailseetehtyjen havaintojen perus-

teella on syytd paneutua eroihin myds siltaongelragaisuissa ryhmien valilla.

Kuvaan 10 on koottu kolmostehtavan ratkaisujen mg&an ryhmittéin. Pylvasdia-
grammista havaitaan suuret erot oppilasryhmierl&&ingelman ymmartdmisessa.
Toisen ryhmén oppilaista ainoastaan yhden ratkarsunuodostamani luokittelun
perusteella a -tasoinen. Yhteensa kuudestatois@nt@ppilasryhman tekemasta rat-
kaisusta kolmessatoista (13/16) ratkaisu on c #tamo Verratessa toisen oppilas-
ryhmén ja neljannen oppilasryhmén tekemié ratkaisuop on merkittava. Neljgnnen
ryhman ratkaisut ovat jakautuneet varsin tasais€st+ ja a —tasoisia ratkaisuja on
kumpaakin kahdeksan (8/20) ja b —tasoisia nelj20}4/Kaikkien neljan ryhman rat-

kaisujen taso on havaittavissa oheisesta diagramikisva 10).
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Kuva 10. Kuudesluokkalaisten kirjalliset ratkaigotmanteen ongelmaan.

Ryhmien valisen suuren eron merkitys analysoinnilee hyvin esille, kun jaetaan
aineisto kahteen osaan. Yhdistettdessa ensimmganealjas oppilasryhmé keske-
naan omaksi aineistokseen, samoin kuin toinen ljasnemakseen, havaitaan miten
suuri merkitys ryhmalla on ollut aineiston analysosta saatuihin tuloksiin. Ensim-
maisessa ja neljdnnessa ryhmassa ratkaisuja oengdte37. Jos jaoteltaisiin nain
saatu aineisto aiemmin muokatun luokittelun perltesaataisiin koko aineistosta
varsin paljon poikkeavat tulokset. Kaytettdesséiatona pelkastaan toista ja kol-
matta oppilasryhmaa (ratkaisuja yhteensa 35) telokBsivat selvasti koko aineis-

tosta saatuja tuloksia heikompitasoisia. Kuvassari kesitetty nain saatu uusi ja-

kauma eri tasoisten ratkaisujen valilla.

Kolmas ongelma

90 9

80 % —

70 % |

wiger

40 %

30 %

20 % |
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0%

2ja3

ljad

Uudet ryhmat

OC- taso

EB- tag
OA- tag

Kuva 11. Kolmostehtavan ratkaisut. 1. ja 4. rylsala 2. ja 3. ryhma yhdessa.
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Taman perusteella on selvaa, etta aineiston kolkmittaa merkittavasti analysoinnin
aikana muodostuneeseen kasitykseen ongelman sdhaigska. Aineiston kohdejou-
kon ollessa riittavan kattava voidaan analysoinp@rusteella tehtyyn paattelyyn
luottaa paremmin. Tassa tapauksessa vaikuttaaedii#&opettajan ja kaytettyjen ope-
tusmetodien, seka opetuksellisten valintojen mgskdn suuri. Nakdkulma ongel-
man tarkasteluun poikkeaisi taman hetkisesta patjokéali olisi valittu tutkimuksen
kohdejoukoksi sattumalta ryhmat, joiden ratkaiguig? prosentissa ei ole osattu oi-
keastaan aloittaakaan ratkaisua kunnolla. Tois@aisammaisen ja neljannen oppi-
lasryhman ratkaisuista a —tasoisia on alle pualgakauma eri tasoisten ratkaisujen

valilla on varsin tasainen.

6.2 Kuudesluokkalaisten haastattelut
Siltaongelman analysointi etenee samantapaisesti émsimmaisenkin ongelman
analysointi. Tassa keskitytaan tarkemmin oppilagovdn toiminnan tarkastelemi-

seen kohtaamassaan solmukohdassa.

6.2.1 Tulkinta ratkaisujen etenemisesta

Muistin virkistykseksi esitéan aluksi kolmannen olmgan: Antti, Veera, Jenni ja Vil-
le ovat samassa paassa aarimmaisen vaikeakulkiitanetria pitkaa riippusiltaa.
On erittdin sumuista ja pilkkopimeaa, mutta si#idéin kaikkien tulee paasta turval-
lisesti sillan ylitse. He tietavat, etta silta kigskorkeintaan kaksi henkiléa kerrallaan
ja etta matkalla tarvitaan ehdottomasti koko agsktilamppua. Antti kulkee sillan
yli 5:s54, Veera 4:ssa, Jenni 2:ssa ja Ville 1 mmiisga. Miten heidan tulisi menetel-
1&, kun kaytettavissa on vain yksi taskulamppukgpatterit ovat loppumaisillaan?
Mik&a on mielestasi pienin mahdollinen aika, jokevi@an kaikkien neljan saamisek-

si sillan yli?
Esittelen tulkintani oppilaan ajattelun polusta aam tapaan kuin ensimmaisenkin
ongelman tulkinnan. lineksen kanssa kaymani keskusin osana tekstid. Muut

loytyvat liitteesta (liite 2).

T: Mika tehtava sulla on siind menossa, kolmonen vai?
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valoa, mutta .. .. se on aika pitka silta.

T: Niin se on sen verran pitka silta, etta niin ktwossa tehtavassa sanotaankin niin
matkalla tarvitaan koko ajan ehdottomasti taskulpogy se pitaa olla se lamppu
mukana koko ajan ihan pakosta, eli oot kirjoittanetté jos Antti ja Veera menis
yht& aikaa .. niin mit& sitten? Kauanko niilla kst ylittaa se silta?

lines: Viisi minuuttia.

T: Joo eli Antti ja Veera menis yhta aikaa ja sitte?

lines: Jennilla ja Villella menis sitte kaks minuuttia.

T: Joo, Jennilla ja Villella menis 2min ..

lines: Mutta miten ne sais sen lampun.. ..

T: Niin, .. ,., .. miten ne sais lampun jos ei tds@luolelta pysty nayttamaan?

lines: No sitte niin etta Antti ja Ville menis ja ..Vilteissen takaasi sen lampun sitte
se ei itte.. (mumisee)

T: Jos se veis takaasi sen lampun, niin mita seegillsitte?

lines: Niitten pitdas paasta sitte sainne toiselle pueléman valoa.

T: Miksi?(piirretdén), jos Antti ja Ville menis tonmein kuin laitit ja Ville tois sen
lampun takaisin, meilla jai sitten Antti tonne, emttaman jalkeen jatkettaisiin?
lines: Sitte vaikka Jenni ja Veera menis ja sitte toihgis takaasi ja menis Villen
kans.

T: Joo, silla lailla se sillan ylitys onnistuisi.

lines: Se kestaa kauan.

T: Niin se kestéaa.. taytyis loytaa mahdollisimmanetapa.. ..

lines: Se kestaas kolmetoista minuuttia.

T: Joo kuinka se kavis silloin. Ketka kulkis keneddnssa?

lines: Eka menis Antti ja Ville ja Ville tois lampun taka. Veera ja Jenni menis ja
Jenni tulis takaasi ja menis sitte Villen kanssa.

T: No oisko viela mahdollista nopemmin?

lines:Mm .. mm .. mm

T: Mit& yritat miettia?

lines:No ..

T: Mik& tuossa on hidasta?

lines:Ku se pitdéd tuoda takaasi.
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T: Jooo, jos se pitaa joka tapauksessa tuoda elnséa oikea tapa, mutta silti siiné
on vaha nopeampi vaihtoehto vield, niin miten senoahdollista?

lines:Jos Ville ja Jenni menis ensin

T: Joo, miksi?

lines: Niilla kestaa niin hetken.

T: Joo, Ville ja Jenni menis eka, niilla menee kawahk

lines: 2min

T: Enté sen jalkeen?

lines: Ville veis lampun Antille ja Veeralle

T: Joo, siin& menis

lines: 5min sitte vaikka toi .. .. .. Nii Jenni vois taoden takaisin ja tuoda Villen
sitte.

T: Kauanko siiné kuluis aikaa yhteensa?

lines: 8min mumisee ..

T: (lasketaan, kaydaan lapi paperilla saadaan 12rhiaini oikein laskee). Se on kai-

kista nopein tapa..

lines ratkaisee ongelman lopulta taydellisesti inika&luksi hdn ehdottaa, etté jonkun
olisi naytettava valoa sillan toiselta puoleltanels keksii kuitenkin itse, ettad Ville
voisi tuoda lampun takaisin ja saa ratkaisuksi iBunttia. Taman jalkeen pelkka
toteamus siitd, ettd ylitys voitaisiin suorittaappamminkin riittdd kannustamaan
linesta ratkaisemisen jatkamiseen. Han keksii tajalikeen valittomasti, etta hitai-
den ja nopeiden kannattaisi kulkea yhdessa. HéadaVillen ja Jennin ylittdmaan
siltaa ensin yhdessa ja sen jalkeen Villen tuoamaplpu takaisin Antti ja Veera ylit-
tavat sillan yhdessa. linekselle ei tuota vaikemuksdeta, etta Jenni voi hakea Villen
lopuksi toiselta puolelta. Eli hanen mielessaanplamei tarvitse olla koko ajan sa-

man henkilon kadessa.

lineksen ratkaisu on monessakin mielessa mieletokian. Han sanoo aluksi, etta
valoa naytettaisiin toiselta puolelta lopuille @il ylittajille. Han ei ollut aluksi tajun-
nut oikein tehtdvan oletuksia tai ei ainakaan ogaik@yttaa niité oikein. Voi olla,
etta lines olisi jattanyt kirjallisen ratkaisunsdndn ja olisin luokitellut hanen ratkai-
sunsa olevan c-tasoinen. Han kykenee kuitenkinvasjuylittdmaan tdman solmu-

kohdan ja jatkamaan ratkaisua pidemmalle. Samairkigkenee jatkamaan saatuaan
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ratkaisuksi 13 minuuttia. Ensimmaisen solmukohdittégniseen riittdé tutkijan to-
teamus oletusten pitavyydesta, pelkkd niiden toigtan. Lopullinen ratkaisukin

I6ytyy, kun kannustan hanta ratkaisemisen jatkaenise

Tama ratkaisu on hyva esimerkki Polyan (1973) angefratkaisuprosessin kuvailun
toimivuudesta. Ennen kaikkea se osoittaa viimeisemkistamisen- tai takaisinkat-
somisenvaiheen tarkeyden. Usein ratkaisijalle ki attéd han on tyytyvainen paas-
tydan suunnitelmansa mukaiseen ratkaisuun, eikdolgiend& motivoitunut jatka-
maan pohdintaa taman jalkeen. Tassa tapauksesisaukioriteetin kannustus kayn-
nistamaan prosessin uudelleen. linekselle oli dlddbstamattaan tai tiedostettuna
herannyt epdailys aiemman ratkaisun aikana eril@Eseasunnasta kohdentaa ajatuksi-
aan. Kuitenkin ongelmanratkaisuprosessi on luotgasl niin intensiivinen, etta ei
ole mahdollista antaa tehdyn suunnitelman toteaibeessa ajatusten poukkoilla
liaksi sivuille. Vasta toteutuksen paatyttyd onhaallista kehittdd ratkaisua uuteen

suuntaan.

lineksen ratkaisusta voidaan havaita hanen miglessieen merkittavana johtoaja-
tuksena vaatimus siitd, etta ylitys tapahtuu mdrsimiman nopeasti. TAma ilmenee
hanen sanoistaan ratkaisun edetessa. Useaan kh#manumisee ylityksen olevan
hidasta. Verratessa useita ratkaisuja, joissa apml ole paassyt etenemaan aivan
loppuun saakka ja lineksen ratkaisua voidaan havaitd lineksella on téallainen
oma ajatus. Useat oppilaat antautuvat kysymystdrdgteltaviksi ja ne tukahdutta-

vat oppilaan omien ajatusten esille tulon.

Tallaisen analyysimenetelman kayttamiseen liitti&visankaluuksista on havaittavis-
sa muutamia lineksen ratkaisun perusteella. Tutkija havaittava oppilaan puheen
tauoista, ilmeista ja eleista mitd hanen mielesdaélgkuu. Jalkikateen on selvasti
havaittavissa muutamia tilanteita, joissa tutkigaitainen toiminta olisi johtanut eri-

laiseen tulokseen.

Lupun ja lineksen ratkaisuista on loydettavisséidid piirteita. Lupullakin oli koko
ajan selkeasti huoli siita, etta silta ylitettdisinahdollisimman nopeasti. Ensiksi han
ehdottaa, ettéa Ville voisi nopeampana auttaa Akitikemaan nopeammin. Kerrot-

tuani tehtavan oletusten olevan ehdottomia, haotéhueti, ettd nopeamman on tuo-
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tava lamppu takaisin. Huoli ajan kulumisesta nakyyos siina, etta lampun kantaja
ei tule ihan perille asti. Han sanoo, etta: "eéitt se rupeis nakymaan sielta toiselta
puolelta se.. maa tai niinku se, niin ne vois sBENNopeampi antaas menna sen Antin
sille toiselle puolelle..ja lahtis se nopeampi sirfmakee niita seuraavia”. Han saa
vastaukseksi kolmetoista minuuttia. Kuitenkin hartygdy tahan ratkaisuun vaan
jatkaa heti, etta Antin ja Veeran kannattaisi kalkddessa. Talléin Ville ja Jenni
voisivat myos ylittaa sillan yhté aikaa ja nains§isi aikaa. Oppilasta vaivaa uudes-
sa strategiassa lampun takaisin kuljettaminerg bilaiden ei kannata vieda sita ta-
kaisin. Kysyttyani: ” Mit& jos Antti ja Veera eiv#ihtisikaan ensin?”, han kykenee

ratkaisemaan ongelman kokonaan uudenkin strategigisesti.

Olen jaljentanyt Lupun ajattelun etenemisen kuvaan Tulkinta ajattelun kulusta
ratkaisun edetessa on pelkistetty, mutta se kadstain oman strategian merkitysta
Lupun ratkaisun aikana. Jo ratkaisun aluksi harmilanielessaan kysymyksen kal-
tainen painotus siitd, mita hanen tulee selvittdidnahdollisimman nopea tapa sillan
ylitykseen. Tama kysymys vaikuttaa hanen ratkaisawmseassa kohdassa, kun héan
jatkuvasti peilaa paatelmiaan tdhan pohjakysymyksé®hjakysymys kannustaa
hanta jatkamaan ratkaisua kolmentoista minuutinavksen [6ydyttyakin. Kuvassa
lamppu kuvaa ratkaisijan omaa ideaa ja pilvi ulkafatulevia kommentteja. Solmu

tarkoittaa solmukohtaa.

Kuva 12. Kuvailu Lupun ratkaisun polusta siltaomgassa.

Lupu on selkeasti ymmartanyt, mitd tehtavassagpitatkaista. Hanella on palava
halu ratkaista ongelma. Polyakin (1973) painotta#ivaatiota ja ratkaisun janoa-
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mista edellytyksena onnistuneelle ongelman ratkaig¢Bolya 1973, 6). Koko ratkai-
sun ajan oppilaan pohtimista ohjaa tehtavan paakysyeli miten ylitys onnistuu
mahdollisimman lyhyessd ajassa. Taman toteuttasiidekn miettii "hullujakin”
ideoita. Kaikesta tastahan ongelmanratkaisussaopulth kysymys. Se on luovaa
toimintaa (Peltonen & Zimmerman 1990, 40), josgaulta on kyse polun |6ytami-
sestd ennalta oudossa tilanteessa. Huomioitavantappilaan ratkaisussa on maa-
ratietoinen toiminta ja sinnikas yritys. Ehka nexbseikkoja, jotka erottavat onnistu-

neen ratkaisun melko hyvasta ratkaisusta.

Toisaalta tata ratkaisua ohjaa mahdollisimman nopeatkaisun etsiminen. Monet
oppilaista, jotka ovat ymmartéaneet ongelman "pdamentit” ja saaneet vastauksek-
si kolmetoista minuuttia, eivat kuitenkaan ole poéet muita mahdollisuuksia ajan
minimoimiseksi. Toisaalta kuitenkaan ei voi suorganoa, ettéa he olisivat tyytyneet
tahan ratkaisuun. Ongelma saattaa olla heidan naaoklinsa suunnitelman mukai-
sesti ratkaistu. He ovat saattaneet pohtia edlaisihtoehtoja sillan ylittdmiseksi,
mutta eivat ole keksineet mihin aikaa oikeastaaluksillan ylityksessa. Se, etta
kahden hitaimmin ja nopeimmin kulkevan kannattkiskea yhta aikaa pitaa keksia,

ettd aidosti osaisi epailla omaa ratkaisuaan.

Hupun, Tupun ja Mikin ratkaisut ovat hyvin saman&eia. He vastasivat 13 mi-
nuuttia. He ymmarsivat tehtavan oletukset ja osdisiiden pohjalta muokata jarke-
van ratkaisun. Tupun ja Mikin kanssa emme ehtij@dtupu ei lyhyessa ajassa

osannut jatkaa ratkaisua tasta eteenpain.

Minni ratkaisi tehtavan niin, etta kaksi henkilagikee yhta aikaa ja Ville nopeimpa-
na kuljettaa lamppua. Han ratkaisi vaarin ajanajelluu kahdelta henkil6lta sillan
ylittamiseen. Han laski ajat vain yhteen. Taman ydmarsi oikein painotettuani,

ettd Jenni ja Ville joutuvat kulkemaan koko ajanlgbsa.”

Heluna ratkaisee ongelman aluksi niin, etta henkiiitavat sillan pareittain ja joku

heisté lahtee hakemaan aina seuraavaa. Tassasssh®mn ei ole ottanut huomioon
ylittgjiltd kuluvan ajan merkitysta. Heluna ei ymm# aluksi oikein, mitéa oletukset
eri henkiloilla ylitykseen kuluvasta ajasta mer&itdt. Han kertoo, etta Villella ja

Antilla kuluu yhdessa ylitykseen aikaa minuutti.tkiEn tasta keskusteltuamme han
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sanoo aikaa kuluvan kuusi minuuttia. Vasta siiyéett tilanteen hanelle tutumpaan
yhteyteen, eli muutettuani tilanteen konkreettisexksn Heluna ymmartaa, etta Vil-
len olisi kuljettava hitaammin ja aikaa heilta kulyhdessa viisi minuuttia. Taman
jalkeen Heluna ymmartaa itse, etta Villen kannaithkuljettaa lamppua ja han saa
vastaukseksi kolmetoista minuuttia. Tasta eteengdime kykene muutaman minuu-

tin aikana etenemaan.

Hansu ehdottaa aluksi, etta kahden henkilon yifetilta, he nayttavat valoa toisille
kahdelle. Pareiksi han valitsee pojat ja tytot,héln ei tee valintaa ylitysnopeuden
perusteella. Hansu miettii aktiivisesti myds muilidystapoja. Koska Hansun ratkai-
su miettimisesta huolimatta jumiutuu tahan, konkoét tilanteen haastatteluympa-
ristbon ja otan Hansun ja itseni ensimmaisikstajiiksi. Nytkin Hansu keksii erilai-
sia ideoita lampun toimittamiseksi toiselle pu@elHan ehdottaa heittamista ja koy-
della vetamista. Padsemme etenemaan ratkaisugasehaetettuani, ettd mina toisin
lampun takaisin. Taméan jalkeen Hansu keksii peaasid eli jonkun on aina tuotava
lamppu takaisin. Han valitsee lampun kuljettajakdien. Kuitenkin héan sanoo aluk-
si, ettd Villen ja Antin ylittAmiseen kayttama aikhsi kuusi minuuttia. Pelkkd ky-
symys: "Miksi?”, riittda siihen, etta han totealaa kuluvan viisi minuuttia. Lopulta

Hansu saa ratkaisuksi kolmetoista minuuttia.”

Tiinulla on aluksi vaikeuksia ymmartaa kauanko &/l ja Antilla kuluu aikaa sillan
ylitykseen yhdessa. Han ehdottaa, ettéa Antti kulkigpeammin. Han ei ole ymmar-
tanyt kunnolla, mitd tehtdvassa annetut oletuksetkitsevat. Sen jalkeen kun oli
selvitetty kauanko kuluu kahdelta henkil6lta silittamiseen, oppilas ratkaisi on-
gelman vaivatta saaden vastaukseksi kolmetoistautiin. Kahdentoista minuutin

vastaustauksen selvittamiseen ei kuitenkaan akaina

Leenulla on Tiinun tavoin vaikeuksia oletusten ymi&@@isessa. Han ehdottaa vas-
taukseksi aluksi 12 minuuttia. Kun vaadin selvilyshiten tdméa toteutuisi han huo-
maa kysya pitaisikd kaikilla olla taskulamppu sltglittdessad. Taman jalkeen han
jatkaa, etta kaksi ylittaisi sillan ja yksi toisrhpun takaisin. Kun oppilas selittaa,
miten sillan ylitys tapahtuisi nyt, han ei kiinnikuomiota kenen kannattaisi tuoda
lamppu takaisin. Mahdollisimman lyhyeksi ajaksi h#émoittaa 15minuuttia. Kun

han alkaa selittda tatd vastausta han sanoo, ikdid [@itaisi ylittda aina hitaasti ja
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nopeasti kulkevat henkilot, nain aikaa kuluisi v@inean. Ajan kulkua laskiessa han

laskee yhteen Villen ja Antin ajat.

Liinu ei kyennyt muodostamaan suunnitelmaa tehtdadiaisemiseksi. Han ei pit-
kastakaan miettimisajasta ja vinkeista huolimat&skiyt ratkaisua. Hanen ratkai-
suyrityksistaan paatellen vaikutti silta, etta takedtainen tehtava on hanelle taysin
uusi, eikd hanelld ollut mitdédn kuvaa miten rathaivoisi edes lahted miettimaan.
Oikeastaan hén ei kunnolla paassyt edes ratkaisenaikuun. Kertoessani, miten
tehtavéa olisi mahdollista ratkaista han ymmarsidakin, ettd henkildistd nopeim-

man eli Villen olisi syyta kuljettaa lamppua.

Oppilas jumittui miettimaan, miten lamppu saataisillan toiselta puolelta takaisin.
Tama onkin ratkaisun perusedellytys. Hanen ehdensa lampun takaisin saamises-
ta olivat varsin mielenkiintoisia ja luovia. Ongeltehtavien miettimisen véahyys
nakyy selkeasti siing, ettei han kyennyt tehtavassietuista oletuksistakaan paatte-

lemaan, mita siind oikeastaan edes halutaan Stividm.

Touho esittelee aluksi keksimansa ratkaisun, jbgsammat eli Antti ja Veera ylit-

tavat sillan ensin ja Veera lahtee hakemaan JeRfhidouho on ymmartanyt perus-
keinon sillan ylittamiseksi itse, mutta ei ole huomut kenen kannattaisi kuljettaa
lamppua. Touholla on vaikeuksia ymmartaa kauanteaha ja nopealla kuluu aikaa
kulkiessa yhdessa. Korostettuani kahteen kertadd, henkilot kulkevat yhdessa
Touho ymmartaa taman oikein. Lampun kuljettajaksiifio valitsee kysyessani Vil-

len.

6.2.2 Solmukohtien ylittaminen

Tulkinnoissa ratkaisujen etenemisesta on esitegpauskohtaisesti, miten oppilaat
ovat kyenneet ohittamaan kohtaamaansa vaikeudéterikkin on syyta viela koota
yhteen muutamia keskeisia oppimistilanteista ilnvé@ehteisia tai muuten mielen-

kiintoisia piirteita.

Kirjallisten ratkaisujen analysoinnissa havaittigitd 61 prosenttia oppilaista oli ju-

mittunut ratkaisussaan vaiheeseen, josta ei vdefpadeidan ymmartavan tehtavaa
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juuri lainkaan. Ylittamisen perusidean I6ytamindnkeskeisin hankaluus ongelman
ratkaisussa. Tarkemman seurannan analysoinnin tpelas havaitaan, ettd kaikki
oppilaat kykenivat ylittamaan taman solmukohdatasdaisten vinkkien avulla Han-
sua lukuun ottamatta. Hanen kohdallaan vasta ¢éamkonkretisointi ja selkiyttami-
nen, seka varsin suora ehdotus samankaltaisetetlamatkaisusta kaynnisti ratkai-
suprosessin todella. On huomioitava, ettd Hansliei lopulta kolmentoista mi-

nuutin ratkaisun.

Siirtyminen tekemani luokittelun perusteella b etassta ratkaisusta a —tasoiseen
sujui oppilailta helposti. Useat keksivat tamanafmvinkkia kaytyaan ratkaisua uu-
delleen lapi. Kaikki oppilaat tajusivat, etta Villd&kannattaisi kuljettaa lamppua hi-
taampien sijasta. Kolmentoista minuutin ratkaistsinesen voidaan tulkita haittaa-
van lopullisen ratkaisun 16ytymista, se suunta#ieljan vaarin ajatellen kahdentoista

minuutin ratkaisua.

Siltaongelmassa lopullisen ratkaisun loytaminer|giti&g ratkaisijalta selkedd suun-
nitelmaa, tai perusideaa ratkaisun etenemisestés lja Lupu olivat ainoita, jotka
keksivat kahdentoista minuutin ratkaisun. Kummatiakeista oli selked huoli siita,
etta ratkaisun on oltava mahdollisimman nopea.i Sikaongelmassa ulkoiset vinkit
eivat toimi yhtéa selkedasti kuin véalimatkaongelmasgakeilla on kylla mahdollista

toteuttaa oppilaiden suunnitelman mukainen ratkaisutta ulkoisen vinkin perus-

teella kukaan ei sisaistanyt erilaista strategiaa.

Solmukohtien ylittdmisessa on korostettava strategnerkitystd. Oikea ratkaisu
edellyttaa taydellista strategiaa. Sen voi I6ytééelun, lineksen ja Lupun kaltaisen
kysymyksen korostamisen tai maaratietoisen pohéimjélkeen. Opiskelijoiden rat-
kaisut osoittavat, ettd kolmentoista minuutin vastan niin ilmeinen, etta siihen

paatyminen sammuttaa kokeiluprosessin helposti.

Keskustelujen perusteella matemaattisen ajattepgit@misessa voitaisiin korostaa
kyseenalaistamista samalla tavalla, kun koulusstetgan esimerkiksi suhtautumaan
kriittisesti internetissé olevaan tietoon. Tall&aka ratkaisija saattaisi helpommin
pohtia selvalta vaikuttavan vaihtoehdon lisaksi takin mahdollisia ratkaisuvaih-

toehtoja. Avoimien ongelmien muodostamisessa voidagyttdd "What-If-Not” —
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strategiaa. Japanilaisen Hye Sook Seon mukaan n@tagos ei —kysymys on hyva
keino laajentaa nakokulmaa ratkaistessa avoint@lorag ja se toimii hyvin raja-
tumpien ongelmien asettamisessa (Hye Sook Seo88986). Strategia toimii luon-
tevimmin projekteissa. Tutkimustehtavan parissaskganellessa oppilaita rohkais-
taan ajattelemaan vaihtoehtoisia strategioita,tkas probleemanratkaisussa oppilai-
den on loydettava ratkaisu maarattyyn ongelmaahk@en & Zimmermann 1988,
63). Tallaisissa projektiin liittyvissa tutkimustékissa kehittyva selvalta vaikuttavan
kyseenalaistaminen ja aktiivinen vaihtoehtoisteatsgioiden etsiminen on tarke&a

siltaongelman kaltaisissa tilanteissa.

Varsin monelle ratkaisijalle tuotti hankaluuksiamdrtaa, kauanko henkilgilla kuluu
aikaa ylitykseen yhdessa. Usein kehotus lisamadmt auttoi, mutta muutamien
kohdalla vasta konkreettisesta esimerkista oli apigallisissa ratkaisuissakin 50

prosentissa ratkaisuista (9/18), joissa ymmarrya eftasoista, aika oli laskettu vaa-
rin. Selvastikin oppilaille on hankalaa keksia jtkeinka tallaisissa tilanteissa on
meneteltava. Kysymysta, kuinka kauan Antilla ja Nda kuluu aikaa ylitykseen

yhdessé, jos Antti padsee nopeimmillaan yli viidegs Veera neljassa minuutissa,

Voisi pitdd omana ongelmanaan.

6.3 Luokanopettajaksi opiskelevien ratkaisut

Opiskelijoiden ratkaisut auttoivat minua tulkitseanakahden kesken&an erilaisen
strategian suhdetta. Kolmessatoista ratkaisussd4)L¥astaus oli kolmetoista mi-

nuuttia, kun ainoastaan yksi opiskelija (1/14)l6litanyt ratkaisuksi kaksitoista mi-

nuuttia. Kolmentoista minuutin ratkaisuista kaikissli varsin johdonmukaisesti

edetty tehdyn suunnitelman mukaan ja viela kigait painotettu, etta Villen kannat-

taa nopeimpana kuljettaa lamppua.

Kaksitoista minuuttia vastannut opiskelija oli kstanut ratkaisuaan ympyroimalla
vaiheen, jolloin Antti ja Veera kulkevat yhdessHasi yli. Se, ettd hitaat ylittavat
sillan yhdessé onkin keskeisin asia, joka erottesegyiat toisistaan. Villen kuljetta-
jana toimiminen on niin ilmeinen ratkaisu, etta iyépiskelijoista ehdottaa tehtavan
tekemista mielenkiintoisemmaksi lisdoletuksin, aikhan ei olekaan loytanyt no-
peinta mahdollista keinoa.
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Kolmessa (3/13) kolmentoista minuutin ratkaisudsgtkettu nopeamman ratkaisun
etsintdd vastauksen l0ydyttya, mutta todettu kajezil jalkeen sen olevan nopein
mahdollinen tapa.

6.4 Luovat ratkaisut

Tormatessaan solmukohtaan ratkaisija toimii useilhdollisilla tavoilla. Yksi tapa
on pyrkia aktiivisesti jatkamaan ratkaisua. Talloppilas pyrkii keksim&an erilaisia
ratkaisuvaihtoehtoja. Siltaongelmassa erilaisiaoj@pylityksen toteuttamiseen tuli
useita. Niitd olivat kdyden hyvaksikayttd, lampueittéminen, puoleen valiin kul-
keminen ja valon nayttaminen, perdssa tulo sekéepoovaliin meno ja heittaminen.
Naista mitaan ei voi pitaa vaarana ratkaisuna. migsa tehtavissa tallainen vaihto-
ehtojen etsiminen on ainoastaan hyva asia. Olig hgttd useammassakin ratkaisus-
sa olisi alettu pohtia vaihtoehtoisia, luovia stgabita sillan ylittamiseksi. Vaulamo
ja Pehkonen ovat ongelmanratkaisu tutkimuksessadenheet, etta oppilailla ei ole
valmiutta luovaan ajatteluun, tai siis eri vaihttmgén tuottamiseen ja pohtimiseen
(Vaulamo & Pehkonen 1999, 72-73). He korostav#é, lebvuus on keskeinen kom-
ponentti ongelmanratkaisussa ja koska ongelmansatkavoidaan pitdd matematii-
kan ytimena, niin luovuuden harjoitteluun on kit@tiava huomiota my6és matema-
tiikkan tunneilla (Vaulamo & Pehkonen 1999, 73).

Luovuus liittyy hyvin l&heisesti ongelmanratkaisuiBergstrom (1985) maarittelee
luovuuden olevan kayttaytymista, jossa yksilo wattiutta ja ennalta ennustamaton-
ta (Bergstrom 1985, 159). Pehkonen ja Zimmermaraiktsavatkin luovuuden maa-
rittelyn ja ongelmanratkaisun méaaritelmien valibkevan selkean yhteyden, kum-
massakin yksilo laatii itselleen uudenlaisen koksmaden (Pehkonen & Zimmer-
man 1990, 41). Guilfordin mukaan luovuutta ilmentigja tekijaa: ideavuolaus,

ideajoustavuus, originaalisuus ja viimeistely (Hdik 1982, 41).

Luovuuden ja ongelmanratkaisun yhteys tulee seleddite etenkin tilanteissa, jol-
loin oppilaalla ei ole minkaanlaista mielikuvaa &atusta, miten lahtea jatkamaan
ratkaisua. Sillan ylittaminen olisi mahdollista t&#an oletusten asettamissa rajoissa
kaikissa muissa oppilaiden ratkaisuissa paitsntdassa, jolloin henkilot kulkevat

toistensa perdssa. Oletukset eivat kiella heitt@#nikb0 metrin matka vain on liian
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pitka sen toteuttamiseksi. Puoleen valiin kulksijga heittdminen olisi mahdollista,
mutta niin ei toki saavuteta vastaavaa hyotya lkemakaan sillalla saa olla vain kak-
si henkilda. Samalla tavalla kdy valon nayttameselliolesta valista. Nama vaihto-
ehdot ovat kuitenkin ratkaisuprosessin aikana samaisia kuin muutkin mahdolli-

set ratkaisut. Ne taytyy vain tarkastella eriksgetodeta hyviksi tai huonoiksi. Luo-
va ongelmanratkaisu alkaa Sahlbergin ym. mukaamloran tai parannusmahdolli-
suuden tiedostamisella (Sahlberg, Meisalo, Lavafadfolari 1994, 53). Siksi voi-

daan sanoa, ettd luovia toimimattomiakin ideoit&skeit oppilaat ovat edenneet

ratkaisussaan pidemmalle, kuin toimettomaksi japydilas.
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7. IKAONGELMA

En esita ikdongelman kasittelya yhta laajasti ladellisia, valimatka- ja siltaongel-
maa. Ikdongelma osoittautui solmukohdiltaan eriprgpksi kuin muut ongelmat.
Erilaisia ratkaisustrategioita ei ole yhta paljamrkmuissa ongelmissa. Haluan sel-
keasti rajata tutkimusta solmukohtien kasittelyyntkimuksen lyhentamiseksi esit-
telen tassa ainoastaan keskeisimmat tulokset jeelsdsimat ikdongelmasta tekema-

ni tulkinnat.

Ikdongelman ratkaisut

@ oikein

Maara

| vaarin

Ryhmat

Kuva 13. Kuudesluokkalaisten ratkaisut toiseen bngan.

Kuvassa 13 esitellaan kirjallisten ratkaisujen kskt. Muista ongelmista poiketen
taulukossa on nahtavilla ainoastaan onko ratkaikeaovai vaara. Yhteensd 72:sta
ratkaisusta 21:ssd oppilas oli 16ytanyt oikein askn, eli Pekka on kymmenen ja
Saija viisi vuotta vanha. Haastattelujen perustdadiikki oppilaat kokeilivat erilaisia
mahdollisia ikid Saijalle ja Pekalle ja niiden peteella tekemiensa havaintojen poh-
jalta he muokkasivat ratkaisusuunnitelmansa. Useitipilaille vaikutti aluksi mah-
dottomalta, ettd toinen henkild ikdantyy nopeamp@atenkin he ylittivat taman
kynnyksen useimmiten pelkastaan aloittaen erilaisgghtoehtojen kokeilun. Siksi ei
olekaan mielestani tarpeen liittdd ikdongelmanastddua tyohoén yhté laajasti kuin

valimatka- ja siltaongelmaa.
Haastattelutilanteissa ohjasin oppilaita kokeilemaséilaisia mahdollisuuksia ja sen

jalkeen pohtimaan toteutuvatko tehtavan oletukseimintani johti siihen, etta rat-

kaisemisesta tuli onnenkauppaa. Keskeiselta tdlasdeessa vaikutti ainoastaan se,
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mista kokeilut l&htivat liikkeelle. Taméan tulkinndneksi kehotan ainoastaan luke-
maan Hupun kanssa kaymastéani keskustelun (lit€edh seuraavanlaisen tulkinnan

keskustelusta.

Hupu miettii aluksi, miten vanhoja Pekka ja Sayattalla hetkella. Pekan iaksi han
valitsee ensin oman ikansa. Voisi ajatella, ettéaiaun miettiminen tassa jarjestyk-
sessa on helpompaa, kuin painvastaisessa, eli vigjtia sitten ikien pohtiminen,

silla kokeillessa ikavaihtoehtoja talla hetkellaomivat helpommin oikeaan, ainakin
jos oppilas aloittaa omasta idstaan. Toisaaltawta myos helpommalta vahentaa
taman hetkisesta iasté nelja vuotta ja miettigj&kmeen oletuksen "kuusi kertaa van-
hempi” toimivuutta, kuin huolehtia ensin, ettd Pekld on kuusinkertainen Saijan

ikaan verrattuna ja alkaa tdméan jalkeen miettia reljan vuoden kuluttua. Kuiten-

kin helppo vaihtoehto tdssé "onnenkaupassa” oligsredeta Saijan ian kautta. Eli
merkata ensin Saijan iaksi esimerkiksi yksi vudgiman jalkeenhan oletukset toimi-

vat vaivatta.

Luokanopettajaksi opiskelevista puolet (7/14) osaskaista ongelman. He kaikki
kayttivat yhtaldnratkaisua jossain muodossa, muoiyés pelkkaa kokeilua. Vaaran
vastauksen antaneista viisi ei 10ytanyt mielestdiieaa ratkaisua ja kaksi sanoi ko-
keilujen jalkeen, ettei oikeaa ratkaisua ole olesaa®piskelijoiden ratkaisut tukivat
paatostani jattaa ikaongelma tarkemman analyyskopuiolelle, silla aikuisetkin
tarvitsivat puhdasta kokeilua ongelman ratkaisiMielenkiintoista tietoa ajattelun

etenemisesta ei talléin ole l0ydettavissa kayttiimamenetelmalla.
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8. TUTKIMUKSEN JALKEEN

Olen pohtinut jo tutkimustulosten kasittelyvaiheesppilaiden ajattelusta tekemiani
johtopaatdksia (luvut 6 ja 7). Olen pyrkinyt jatlasti pohtivaan tulosten kasittelemi-
seen niin, etta koko ajan etsin selityksia ja taildn kriittisesti omia ajatuksiani.
Siksi tdssd osiossa pohdin ainoastaan, miten tutkunoksia voidaan hyodyntéa ja
mitka asiat kaipaisivat jatkotutkimusta. Toisaati#tin, miten toteuttaisin tutkimuk-

sen jalkeenpain ja millaisiin asioihin voisi naimrpmmin etsia vastauksia.

Tassa tutkimuksessa tutkin kuudesluokkalaistenlaigein ongelmanratkaisuproses-
sin etenemista kolmen matemaattisen ongelmatehtiwila. Tutkimustehtavana oli
selvittdd millaisiin asioihin opettajan tulisi kiitaa huomiota kyetédkseen auttamaan
oppilasta ongelmanratkaisutaidon oppimisessa. futkiulokset auttavat opettajaa
ymmartamaan matemaattisen ongelmanratkaisuprosessimemista. Tutkimuksen
avulla opettaja voi huomioida, millaisiin asioihirdnen tulisi kiinnittd&d huomiota
opettaessaan. Tutkimuksen suurin anti on siis ekaétkea toimeenpanevana teki-

jana, ajattelun aktivoijana toimiminen.

Oppilaiden ajattelun etenemisen kuvaukset, eliittdki ratkaisujen etenemisestéa
ovat tutkimuksen konkreettisin tulos. Niiden avuli@hdaén, miten oppilaiden ajatte-
lun polku kulkee kolmea tiettyd ongelmaa ratkastesNaiden kuvauksien lukemi-
nen kertoo opettajille yksityiskohtaisesti, mitemiagsia ratkaisustrategioita lapsilla
voi ongelmia ratkaistessaan olla ja millaisiin kmhtheidan ratkaisunsa tyypillisesti

térmaa. Naiden ratkaisun solmukohtien tuntemiseanlawpettajan on mahdollista
paremmin ohjata oppilaita henkilokohtaisesti. Sdanaltkimus tarjoaa opettajille

uudenlaisen mahdollisuuden matemaattisten teht@slanteen ja oppilaiden erilais-

ten nakodkulmien tuntemiseen.

Tutkimustulosten laajempi yleistys ei ole tulostannteen takia mahdollista. Niita
pitdé tarkastella yksityiskohtaisena opetustilasgea liittyvana tietona, jota sinal-
l&&n voidaan laajastikin hyddyntaa koulumaailma3sgkimuksen jalkeen mietityt-
taa, miten tuloksista olisi voitu tehda laajemmiaistettavia. Kiistattomat ja yleiset
tiedot ajattelun etenemisesta ongelmanratkaisupsos@ikana edellyttaisivat moni-
puolisia tutkimuksia, joissa paneudutaan tarkemratkaisijan mielessa tapahtuviin
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prosesseihin. Ajatuksien paperille kirjoittaminenlyhyet haastattelut eivat ole riit-
tavia keinoja. Tarvittaisiin pidempi aikaista seuea ja paljon suurempaa otosta,
kohdejoukon tulisi olla suurempi ja ongelmatehtguitdisi olla enemman. Ajattelun
tutkiminen on toki haastavaa jo sinallaankin, kosiaisen mielessa tapahtuvat asiat
eivat ole selkeasti nahtavilla ja monet asiat véigkuat niihin. Siksi onkin syyta tun-
nustaa, etta ainakaan tassa vaiheessa minulle eittivia tietoja siihen syventymi-

seen.

Ongelmanratkaisuun liittyen on olemassa paljon enikiintoista tutkittavaa. Taman
tutkimuksen jalkeen ajattelun taitojen tutkimineaikwttaa mielenkiintoiselta. Ha-
vaitsin oppilaiden ratkaisuista erilaisia tapojamyartaa yksinkertaiselta vaikuttava
tilanne. Naistd esimerkkina voisi mainita keskusteLupun kanssa valimatkaon-
gelmaa ratkaistessa. Lupun ajattelun perusteeltaitsan, miten oppilaan mielikuva
ongelmatilanteesta voi vaikuttaa ratkaisuun. Ko&brmatkan kasite muuttuu siirryt-

taessa kaupunkiymparistostad maaseudulle, kun lajatetilannetta Lupun kaltaisesti.

Tutkimusaineistosta olisi ollut saatavissa erikisiloksia, jos jarjestelyja olisi muu-
tettu hieman. Tassa tutkimuksessa ongelmien solhddtoetsittiin vasta, kun haas-
tattelut oli jo tehty. Talla jarjestelylla oppimisinteesta muodostui aidompi ja oppi-
laslahtdisempi, kuin jos kirjallisten ratkaisujeerpsteella olisi jo aiemmin ollut
konkreettiset testattavat kohteet. Maaratietoigellalemassa olevien solmukohtien
testaamisella saadaan tarkempaa tietoa opettajadaftiaista keinoista auttaa oppi-
lasta, kuin nyt kaytetylla jarjestelylla. Tutkimudes laadullisuuteen kuuluu kuitenkin
se, etta tutkimus selkiytyy lopulliseen muotoonsata sen tekemisen aikana. Valt-
tamatta en olisi kyennyt loytamaan solmukohtia, kenulla ei olisi ollut kaytetta-
vissd haastatteluja, joiden perusteella muodostaitykseni erilaisista ratkaisustrate-
gioista ja mahdollisista ndkdkulmista. Kuitenkitkgenpain tuntuisi mielenkiintoi-
selta testata tarkemmin erilaisten keinojen vaigiatwoppilaan ratkaisuun. Pitkékes-
den ja toimien opettelu ja oppilaan ohjaaminen omeéminnan tarkasteluun vaikut-

taa heidan ratkaisutaitoihinsa.

Olen tuloksia analysoidessa havainnut, etta arittderkittava tekija ratkaisun onnis-

tumisen taustalla on se, ettéd oppilaalla on selkd@naiskuva, eli hyva kasitys rat-
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kaistavasta ongelmasta. En kuitenkaan pyrkinyt rogtilanteessa ohjaamaan oppi-
laita kokonaisuuden havaitsemisen perusteella, testasin heiddn osaamistaan eri-
laisissa ongelman osissa. Monet oppilaat eivat kgethyhdistimaan tietojaan koko-
naisuudeksi, eli he eivat osanneet ratkaista orapelwaikka osasivat selkeéasti kaikki
ratkaisun elementit. Siksi olisikin mielenkiintastutkia, miten ratkaiseminen onnis-
tuu, jos oppilaita ohjaisi maaratietoisesti ongeaimekonaisuuden hallitsemisen

kautta.

Luokanopettajaksi opiskelijat tekivat saman te&tin kuudesluokkalaisetkin oppi-
laat. Opiskelijoita oli tutkimuksessa mukana vansiman. Heidan ratkaisunsa toimi-
vat tukena erilaisten ratkaisustrategioiden jatelatiapojen huomioimisessa. Olisi
mielenkiintoista tutkia laajemmin opiskelijoidenaasnista ongelmanratkaisutehtéa-
vissd. Heidan ratkaisujensa perusteella vaikuitig sttd koulussa opitut tiedot hait-
taavat monissa tilanteissa luontaista ongelmanisatiaVaikutti silta, ettd lisatiedot
joista voisi olla apua ratkaisussa, ohjasivat heiddtkaisuaan liiaksi ja jumittivat
luovan ratkaisun etsimisen. Naiden havaintojen gierlla olisikin mielenkiintoista
testata tarkemmin opettajien ja aikuisten ongel@ikarsutaitoja ja verrata niita las-
ten taitoihin. Nain saataisiin uudenlainen nakélkalomgelmanratkaisutaitojen opet-
tamiseen. Jo tamankin tutkimuksen perusteella a&geettéd opettajan toiminta vai-
kuttaa merkittavasti oppilaan toimintaan ratkaisntieessa. Opettajien taitojen tun-

teminen auttaa varmasti ymmartdmaan, miten ongehtiensua tulisi opettaa.

76



LAHTEET:

Aalto, A., Kangasaho, J. & Makinen, J. 2001. Lyhytikka. Matemaattinen ongel-

manratkaisu. Porvoo: WSOY.

Alasuutari, P. 1994. Laadullinen tutkimus. Tampé&fastapaino.

Berger, P. 1998. Exploring Mathematical Beliefse thaturalistic Approach. Teok-
sessa M. Ahtee & E. Pehkonen. (toim.). Researcthddistin Mathematics
and science Education. Helsinki: Hakapaino, 25-41.

Bergstrom, M. 1985. Luovuus ja aivotoiminta. Tedsse R. Haavikko & Ruth, J-E.

(toim.). Luovuuden ulottuvuudet, 159-172.

Charles, R., Lester, F. & O Daffer, P. 1987. Howet@luate progress in problem

solving. Reston (VA): Council.

Eskola, J. 2001. Laadullisen tutkimuksen juhannastd.aadullisen tutkimuksen
analyysi vaihe vaiheelta. Teoksessa: Aaltola, ¥adli, R. (toim.). Ikkunoi-

ta tutkimusmetodeihin 2. Jyvaskyla: PS-kustann8;1157.

Haapasalo, L. 1993. Konstruktivistisia malleja drakenteiden muodostamiseksi ja
oppimistulosten analysoimiseksi. Teoksessa: L. Hsalp & Kupari, P.
(toim.) Konstruktivismi matematiikan opetuksen getussuunnitelman ke-
hittamisessa. Jyvaskylan yliopisto. Opettajankaudlatitos. Opetuksen pe-
rusteita ja kaytanteita 6, 18-37.

Haapasalo, L. 1993. Matematiikan opetussuunniteglfiiatokohtia ja kehittamisna-
kymid. Jyvaskylan yliopisto. Opettajankoulutuslait®petuksen perusteita
ja kaytanteita 2.

77



Haapasalo, L. 1985. Ongelmakeskeisen matematiipatuksen metodiikka. Jyvas-

kylan yliopisto: Opettajankoulutuslaitos. Opetusiisteita 10.

Haapasalo, L. 2004. Ongelmanratkaisukulttuuri kahksivismin peruselementtina.
Teoksessa: P. Rasanen, P. Kupari, T. Ahonen & Malif.(toim.). Mate-
matiikka- nakdkulmia opettamiseen ja oppimiseeriloNVaki instituutti.
Jyvaskyla, 84-99.

Haapasalo, L. 1997. Oppiminen, tieto & ongelmaraisik. Vaajakoski: Medusa-

Software.

Heikkila, J. 1982. Luovuustutkimuksen lahtokohflawrun yliopisto Kasvatustietei-

den tiedekunta. Selosteita B: 3.

Hirsjarvi, S. 1986. Tutkimus ja sen raportointivagkyla: Gummerrus.

Hoskonen, K. 1996. Mathematical beliefs of eigtdaegrs: What is mathematics?.
Teoksessa E. Pehkonen (toim.) Current State ofdResen Mathematical
Beliefs 3. Helsinki: Hakapaino, 48-53.

Haggblom, L. 1993. Tank och rékna — ett uttveklprggekt med utganspunkt i en
konstruktivistik inlarningssyn. Teoksessa J. Paaspit. Pehkonen & J.
Leino (toim.). Matematiikan opetus ja konstruktmis—teoriaa ja kaytan-
toa. Helsinki: Yliopistopaino, 89-102.

Hye Sook Seo 1997. On the Use of What- If-Not $tgatfor posing problem. Teok-
sessa E. Pehkonen. (toim.). Use of open-ended gmsbin mathematics

classroom. Helsinki: Hakapaino, 85-87.

Ikdheimo, H. 1995. lloa ja ymmarrysta matematiikkadelsinki: Monila Oy.

Kinnunen, R. & Vauras, M. 1998. Matemaattisten dmien ratkaisutaito ala-

asteella. Teoksessa P. Raséanen, P. Kupari, T. AhdheMalinen (toim.).

78



Matematiikka —nakokulmia opettamiseen ja oppimise®ivaskyla: Yli-
opistopaino, 269-282.

Kiviniemi, K. 2001. Laadullinen tutkimus prosessifd@oksessa: Aaltola, J. & Valli,

R. (toim.). Ikkunoita tutkimusmetodeihin 2. JyvakkyPS-kustannus, 68-
84.

Kupari, P. 1993. Matematiikan opetussuunnitelmiadistamisen ongelmia ja mah-
dollisuuksia. Teoksessa L. Haapasalo & P. Kupaiin(f) Konstruktivismi

matematiikan opetuksen ja opetussuunnitelman Eehissa. Jyvaskyla:
Yliopiston monistuskeskus, 48-52

Kupari, P., Reinikainen, P., Nevanpaa, T. & Tors,ah 2001. Miten matematiikkaa
ja luonnontieteitd osataan suomalaisessa perussaitlKolmas kansainva-

linen matematiikka ja luonnontiedetutkimus TIMMS9®OSuomessa. Jy-
vaskyla: Yliopistopaino.

Kupari, P. 1999. Laskutaitoharjoittelusta ongelnagkaisuun. Matematiikan opetta-

jien matematiikkauskomukset opetuksen muovaajiyeaskyla: Yliopisto-
paino.

Leino, J. 1993. Konstruktivismi ja matematiikan tyse Teoksessa: J. Paasonen, E.
Pehkonen & J. Leino (toim.). Matematiikan opetuskgmstruktivismi —

teoriaa ja kaytantéd. Helsingin yliopiston opettiaulutuslaitos. Tutki-
muksia 116, 11-20.

Malinen, P & Pehkonen, E. 2004. Matematiikan oppénija opetuksen tutkimuk-

sesta Suomessa. Teoksessa: P. Rasanen, P. Kupahioien & Malinen,

P.(toim.). Matematiikka- nakokulmia opettamiseenojpimiseen. Niilo
Maki instituutti. Jyvaskyla, 11-19.

Metsdmuuronen, J. 2003. Tutkimuksen tekemisen prugimistieteissa. Jyvaskyla:
Gummerrus.

79



Pehkonen, E. 1994. Avoimet ongelmatehtavat vasteamzkeppimisnakemyksen esit-
tamiin haasteisiin. Teoksessa: R. Seppdala. (toiMgtematiikka —taitoa

ajatella. Ylaaste ja lukio. Opetushallitus, 60-64.

Pehkonen, E. & Zimmermann, B. 1988. Avoin probleeratkaisu matematiikan
opetuksessa. Teoksessa P. Kupari. (toim.) Koulumatitkka 1990-
luvulle: 1ahtokohtia ja mahdollisuuksia. Jyvaskwdiopiston monistuskes-
kus, 61-68.

Pehkonen, E. 1997. Introduction to the concept Hepreded problem”. Teoksessa E.
Pehkonen (toim.). Use of open-ended problems irmemaatics classroom.

Helsinki: Hakapaino, 7-11.

Pehkonen, E. & Zimmerman, B. 1990. Probleemakeng&iematiikan opetuksessa ja
niiden yhteys opetuksen ja oppilaiden motivaati@mitamiseen. Osa 1.
Teoreettinen tausta ja tutkimusasetelma. Helsigljopiston opettajankou-
lutuslaitos. Tutkimuksia 86.

Piaget, J. 1988. Lapsi maailmansa rakentajanam(3iRalmgren, S. Juva: WSOY.

Polya, G. 1981. Mathematical discovery. On undeditay, learning, and teaching

Polya, G. 1973. How to solve it. Princeton: Univigr®ress.

Rantala, A. 2002. Peruskoulun 6.luokkalaisten angefratkaisutaidot ja ongelman-
ratkaisuprosessissa ilmenevat ratkaisua haittamkgtit. Kasvatustieteen

pro gradu —tutkielma. Jyvaskylan yliopisto.
Ruokamo, H. 2000. Matemaattinen lahjakkuus ja masdtisten sanallisten ongel-

manratkaisutaitojen kehittyminen teknologiapersstssa oppimisymparis-
tossa. Helsinki: Hakapaino. Tutkimuksia 212.

80



Sahlberg, P., Meisalo, V., Lavonen, J. & Kolari, M94. Luova ongelmanratkaisu

koulussa. Opetushallitus. Painatuskeskus.

Schoenfeld, A.H. 1980. Heuristics in the classrotom NTCM Yearbook 1980, 9-
22. Reston (VA): Council.

Seppéld, R. 1994. Matematiikan opetuksen kehitgstids Teoksessa: R. Seppala.
(toim.). Matematiikka —taitoa ajatella. Ylaastely&io. Opetushallitus, 60-
64.

Sorvari, J. 1999. Matematiikan sanallisten teht@vatkaisuun vaikuttavista tekijois-
ta. Teoksessa K. Laine & J. Tahtinen (toim.). Oppéan ohjaaminen esi- ja
alkuopetuksessa. Turku: Painosalama Oy, 145 — 172.

Vaulamo, J. & Pehkonen, E. 1999. Avoimista ongedihtitvistd peruskoulun ylaas-

teen matematiikassa. Helsinki: Yliopistopaino. Timlksia 205.

Yrjonsuuri, R. 1990. Lukiolaisten matemaattisertitaJan oppiminen. Helsingin yli-

opiston opettajankoulutuslaitos. Tutkimuksia, 88.

Yrjonsuuri, R. 2004. Matemaattisen ajattelun opeiten ja oppiminen. Teoksessa:
P. Rasanen, P. Kupari, T. Ahonen & Malinen, P.(thitlatematiikka- na-
kokulmia opettamiseen ja oppimiseen. Niilo Makitingitti. Jyvaskyla,
111-122.

81



LITTEET

Liite 1. Tehtavapaperi

Ohjeet :

Merkitse paperiin oletko mies vai nainen!

Lue tehtava huolellisesti —ei kiiretta.

Kirjoita jokaisen tehtavan ratkaisu eri paperille.

Kirjoita paperiin tekemiadsi paatelmia ja oivalluksiRatkaisun edetessa paatelmasi
voivat muuttua. Ala silti pyyhi mitaan pois, jatkain ratkaisemista, eli yrita eri ta-
valla.

Piirra kuva, se auttaa usein.

Huomaa! Laskutoimitukset nékyviin, pelkkd vastausit.

Vaikka et paasisikaan mielestasi oikeaan ratkaisuun

Ala pyyhi mitaan pois.

Kirjoita vastauksesi loppuun miten luulet, ettétéefa voitaisiin ratkaista.

Tehtavat:
1. Pasi ja Anni kdyvat samaa koulua. Annin koullkaain 6 kilometrid ja Pasin 4

kilometria. Kuinka kaukana toisistaan he asuvat?

2. Pekka on talla hetkella kaksi kertaa niin vakina Saija. Nelja vuotta sitten han
oli kuusi kertaa vanhempi kuin Saija. Kuinka var@hBgkka ja Saija ovat talla het-

kella?

3. Antti, Veera, Jenni ja Ville ovat samassa paassanmaisen vaikeakulkuista 150
metria pitk&a riippusiltaa. On erittdin sumuistgpikkopimeadd, mutta silti heidan
kaikkien tulee paasta turvallisesti sillan ylitse tietavat, etta silta kestaa korkein-
taan kaksi henkil6a kerrallaan ja etta matkallaitaan ehdottomasti koko ajan tas-
kulamppua. Antti kulkee sillan yli 5:ssa, Veerasé&slenni 2:ssa ja Ville 1 minuutis-
sa. Miten heidan tulisi menetella, kun kaytettéien vain yksi taskulamppu, jonka
patterit ovat loppumaisillaan? Mika on mielestdsnm mahdollinen aika, joka tar-

vitaan kaikkien neljan saamiseksi sillan yli?
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Liite 2.

4.1 Tupu, poika

T: Mieti sité ekaa, mitd enemman kirjoitat ja miéifineen niin sita parempi mulle, eli miten lahtisi
sitd ensimmaista ratkaisemaan?

Tupu: mmm

T: Tuntuuko se hankalalta, koetapa piirtdaa kuva&msn koulun laitat siihen, missé Pasi ensinnaki
asuisi.. joo, paljon-ko Pasilla koulumatka?

Tupu: Nelja

T: Joo ny sitte Annin matkaa se 6km niin missa sgs&sJoo, kuinka kaukana toisistaan ne nyt asuis
Tupu: 2km

T: Oisko se sitte sun vastaus, vai mietityttaakiavieku

Tupu: Jos se asuis tuola

T: Jos se asuis sield niin kuinka pité sitte ois?

Tupu: 10 km

T:Voit laittaa niitd vaha siihen ylos.. oisko sdesgiind, tuntuisko jo vastaukselta?

Tupu: No

T: Oisko via jotain, voisko Anni asua viela muualla?

Tupu: Tuos

T: Joo kuinka kaukana ne nytte asuis? Tupu: 8km

T: Arvioit, joo vois olla miten tiedat suurinpiirt& Tupu: Noku tuosta tuloo kus ja..

T: Voiko Pasi asua lahempéana Annia ku 2km, mitaetul

Tupu: Ei

T: Miksei?

Tupu: No jos se asuus ..

T: Oisko nytte 6km kouluun? eli ihan totta 2km lyhifoiko pitemmalla ku 107?

Tupu: Ei

T:Enta onko viela muita vaihtoehtoja, missad Anni s®ui

Tupu: On T: Eli mita nyt sitte vastaisit, kuinka kankaoisistaan asuvat?

Tupu: 2-10

T: Joo ihan totta, sitte kakkostehtavaa..

4.2 Leenu, tyttd

T: Mit& oot saanu siihen ykkéseen?

Leenu: No ma oon vaha yrittény piirtaa sita koulua

T: No mité luulet kuinka pitka matka?

Leenu: Kaksi km..

T: Eli 2km?

Leenu: Nii

T: No kuinka merkataan etta tuossa asuu Pasi, nisdarasuu Anni jos niilla on se 2km(nayttaa),
kuinka pitkd Annin koulumatka on

Leenu: Kaks

T: Tuolla sanottiin ettd 6km

Leenu: No tuos

T: Ihan totta, silloin on kaks km véli ja matkat kurssa, mutta voiko ne asua muualla?
Leenu: No niin jos Pasi asuis vaikka taa

T: Paljonko se matka ois?

Leenu: 10

T: Eli se vois olla 2 tai 10, voiko vi& jotain muudta

Leenu: No Anni vois asua taalla (90 astetta)

T: Jossain taalla vai voiko

Leenu: Nii se ei voi asua taalla no se ois jossznd vois olla

T: Kuinka sé kattoisit sen matkan? Niin tdma valibdrkuusi km ja tama vali oli 4km
Leenu: No kuus km

T: Se vois suurinpiirtein kuus km. Voisko Anni astiela muualla?

Leenu: Tota tua

T: Ent& vid jossain muualla

Leenu: ei
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T: Ei vois ?

Leenu: Ei

T: Mita jos Anni asuis tossa?

Leenu: Se ois.. mumisee.. pasille

T: Nii ja koululle kuus, eli se vois asua sielldjsko taalla, enté taalla
Leenu: Joo joo

T: No paljonko tasta olis koi jos se asuus

Leenu: Kuus

T: Tasté kohtaa oli jo kuus eli se olis kylla pitempi

Leenu: Nii joo, 8km

T: Eli voiko ne A ja P asua lahempé&na ku 2km?

Leenu: Ei

T: Voiko ne asua kauempana ku 10km?

Leenu: No .. eiku joo voi jos se asuu vaikka tagiia sitte se ois (vastakkaisessa, 180 astetta)
T: Paljonko Annilla on tasta kouluun?

Leenu: Kuus

T: Jos sillon tasta kuus kouluun ja Pasille on 4 paljonko ois yhteensa?
Leenu: 10km — no joo ...vastauksen kerron ..

3.1 Hupu, poika

T: Saitsé ykkosen jo tehtya?

Hupu: Joo

T: No katotaan se, mitds s oot sanu siitd

Hupu: Ku sillo sama koulu ja samas suunnas aswseron 6-2 on 4 km se ero, mutta jo vastakkak-
kaises suunnas nii s eon tuo 6+4 eli 10 km

T: Tuntuuko se ihan selvaltaa

Hupu: No joo

T: Koetapa piirtda via kuva siihen, joo se on hygéll, jos vaikka tossa nyt asuu Pasi niin, missa
sitte asuis suurinpiir-tein Anni, jos niilla on teaksi km, ei tartte niitd ruutujakaa kattoa siighn
arvioit, muista ett Annilla piti olla.. joo(nayttiikein) entas sitte tuo toinen vaihtoehto jos Rasis
samas suunnas?

Hupu: Tos

T: Hyva, no joo, mitas jos tuo Pasi asuu tossa mirita asuuukin tuos neljn km paas koulusta? (90-
180 astetta)

Hupu: Jos se olis jossain tuos?

T: Nii, voisko se asua tuos?

Hupu: Vois

T: Joo jos on kerran 4km.

Hupu: Se on jotain 5km??

T: Miten Pasi menis kaverille jos asuis tuos

Hupu: Jaa jos...

T: Niin kuinka pitk& niilla nytte ois. kuinka pitkse olis se reitti?

Hupu: No se menis tosta suoraa niin se olis jdi&in

T: Varmaan, olisko mahdollista?

Hupu: Olis

T: Eli néitten kahen liséksi olis ainaki tommonen ehallisuus, oisko via muita?

Hupu: No niitd on tuos 4km sateella

T: Eli tommonen ympyra tulis siihen

Hupu: Just

T: Eli paljonko se olis sitte se ero, jos sun pitgisvastata kysymykseen, niin mita sa vastaisit?utdup
2 viiva 10km

T: Ihan totta, tee sitte sita kakkosta se on ihaseoitkkoénen

3.2 Liinu, tytto

T:Mitd oot saanu tehtya?

Liinu: Ykkdsen vasta

T: Joo, mita sait selitdksa

Liinu: No méa vain Iskin sen ettd kuinka paljon seybteensa se matka siis niinku Annin luota koulul-
le se on kuus km ja sitte siihen lisdtaan se Rasaihka koululle, niinku jos se Annin menee sitte sen
kautta, koululta sinne Pasin luo
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T: Ja matka olis 10 km, tossa on koulu naytappaeadiormella ettd missa Pasi asuis

Liinu: No vaikka taalla

T: Pasi asuis tossa, missa Anni asuis nytte suintieipi ettd se matka olis 10 km

Liinu: Mmm taalla

T: Nojoo, jossain tossa, mutta se olis niinku naojtuolla vastakkaisella puolella

Liinu: Mm

T: Jos Pekka Pekka asuis tossa, missa se nyt amaurteeidan kuvassa, niin Anni asua jossain muual-
la?

Liinu: Voi kali, voi

T: u mehan tiedetdan vain ettd Annin koulumatkaejirkm

Liinu: Eiku kuus

T: Oliko se niin péin, joo no me tiedetddn vain étéin koulumatka on kuusi km, mité jos se Anni
asuu tossa ja toi on kuusi km toi vali, voisko Aasua tossa?

Liinu: Voi

T: Voi, no kuinka nytte ois tuolta Pasilta Annin ®uo

Liinu: 10 km jos se menee niinku koulun kautta mutta

T: Jos se menee koulun kautta niin ois 10 joo, nmuita?

Liinu: Niin no se voi tietenkin menna tosta suordaank

T: nii i tietenkd& en mékaa tieda, ei sita voi idukalleen tietdd, mutta oisko se enemman vai vahem-
man kuse 10km jo-ka tulee tan koulun kautta?

Liinu: Ai siis jos.. ..

T: Jos tamd& anni menis taalta suoraa Pasin luo

Liinu: Ai niin etta paljonko se sitte ois

T: Nii oisko se védhemman vai enemman ku tda 10k falee taman kautta

Liinu: Vahemman

T: Vahemman, mihind muualla tuo Anni voi asua kuaya taala

Liinu: Taa

T: Joo ainaki sia

Liinu: Taala

T: Enté tossa

Liinu: Joo

T: Mihin& muualla? Voiko tassd? Entas taala sittéKhkjiilee koko ajan), kuinka pitka sitte ois Pasin
luo?

Liinu: Jotain kaks tai kolme km

T: Nii iha totta, kuinka lyhyt silla Annilla voi cdl Pasin luo

Liinu: Kaks km

T: Voiko olla lyhempi ku kaks

Liinu: Ei

T: Ei voikkaa, eli nyt sitte tén jalkeen niin mitasdisit vastaukseksi?

Liinu: Kaks

T: 2km, tédallahan sa sanoit, ettd 10 km, se voilil&ilometridkin, katottiin tdssa etta se voi dila
noin viis kilomet-ridkin..

Liinu: Nii se voi olla mik& vaan

T: Mik& vaan, mutta sitte sanoit ettei se voi oléklkosta vahempad, voiko 10 enempa&a?

Liinu: Ei

T: Miksei?

Liinu: No sitte jos se on enemman ku 10 nii se k#ais menna koulun kautta

T: Just nii ihan totta, katotaas sitte sit kakkosta.

2.1 Lupu, poika

T: Nyt sitte toisetk oot merkinnyt matkat, mitages®

Lupu: Pitaskdhan ne miinustaa, eiku ei siita tisnkaikaukana ...jooo kymmenen

T: 10km pééassa, joo kirjota siihen ettd kymmenendsin paljon tilaa koko iso lappu

Lupu: Saako tédhén sitte kirjottaa se vastaus

T: Joo, ja voit sanoakin samalla niin ma kuulen

Lupu: Tuota niin ne asuu samas koulus niin taaltdlkan emsin sinne koululle ja kuusi kilometria
sinne annille, niin se matka on sitte kymmenen kmespasille

T: Joo se pitda paikkansa ... .. joo siina oli vastauritti)

Lupu: Ja sitte kakkonen
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T: Tuota katotaan via sita ykkdsta, mitas jos tua, pam se lahtee tuonne annin luo, menee vaikka
kdymas sia pelaa-mas jotain, futista tai jotaimkaitakia se kavelee ton koulun kautta?

Lupu: Se tuota, niin joo, jos niinku asuu sieltaipagkod niinku vaikka toisaalla se ei valttamatta

T: Jos sa oisit tama pasi tdssa niin lahtisitkd lenkoulun kautta, jos s& haluat annille menna Lupu
Niin ei valttamat-ta, elikkd se vois menna, josremnee koulun kautta sitte se on ainakin kymmenen
T: Se pitda paikkansa

Lupu: Mutta jos niinku, sehén voi olla tietenkinnkin ettéd se asuu vain kaksi km tasté nain ja sen
matkan sitte tuos

T: Niin voi hyva eli se voi olla my6s kaks km se ket

Lupu: Niin, jos se asuu taalla(nayttaa oikein)

T: Hyv4, joo jos ei 0o pakko kulkea koulun kauttién msaakko sanoa etta kuinka pitkd se matka voi
olla?

Lupu: Jos se mendo tasta? Ei mee koulun kautta jostakualta

T: Niin no tietenkin jos se lahtee tanne kavelemban ympari.. kaks km se voi olla jos ne asuu sa-
malla suunnalla

Lupu: Eli taalla

T: Joo

Lupu: Sitte, senki sitte jos menee koulun kautta ait kymmenen, mutta jos se..

T: Jos se menis tasta suoraan, kuinka pitk& seosstte

Lupu: Suoraan?

T: Niin jos se menis taaltd, pasi menis ihan suoeamenin luo taalta(kulma90-180)

Lupu: Tasta?

T: Niin oisko se pitempi vai vdhemman ku 10

Lupu: Se vois ehké olla vahan vahemman ku se taattzendod linnuntieta

T: Pitda paikkansa

Lupu: Koska se mendd aiva suoraan niin linnuntietéybyempi

T: Hyva, no enta sitte

Lupu: Nii ja vaikiakulukuusempi

T: Nii voi no voiko se matka olla pitempi ku 10 km

Lupu: Jos se mendo tata reittiad — niin no — no eadikeen harhaalee tai sitte vetdé oikeen jostaki
T: No jos sovitaan ettd se menee kaikista suorgittd, vaikka kaikkien peltojen yli ja kaikkien..
voiko se olla yli 10km?

Lupu: Hmm, noperiaattees voi, tai no ei, jos se radota vaikiampaa etta pitda kaantyylla niin sehan
on sitte kymme-nen, jos se menee suorinta niie @osoikeen menna sen 10 yli

T: Selva hyva se oli tuota ihan oikea vastaus ssiiof, voit miettia sitte sitd kakkosta

Lupu: Joo

T: Tee se tohon seuraavalle niin mun on helpomg@ &itkistaa

2.2 Tiinu, tyttoé

T: Katotaas vaikka se ykkdstehtava eka.

Tiinu: M& en oo saanu oikeen muutaku sen vaan..

T: Mitas sé oot saanu?

Tiinu: Hhh..

T: Sa voit vaikka selittdd mulle mitd sa oot saanu.

Tiinu: No kuule niin niin eka jos ne asuu niinku suiunnalla niin se valimatka on sitte aina pitempi.
T: Joo, jos sa vaikka luet ton mitéd sa oot vastasiiugn.

Liinu: Jos Pasi ja Anni asuvat samalla suunnallaashevat 2km paassa toisistaan .Mutta jos he asuvat
eri suunnalla niin He asuvat kauempana toisistaddkem? Matka voi olla jotain sita valiltakin riip
puen milla suunnalla ne asuu.

T: Tota, tiekkd mita? Se oli ihan taydellinen vastaus

Tiinu: No niin no hyva sitte..

1.1 Minni, tyttd naa vastaa kakkosryhmaa

T: Saitko ykkdsen tehty&? Minni: Sain.

T: Keskeytén kakkosen, katsotaan ykkosta, eli naifisita?

Minni: Sain kaksi.

T: Voit tehda sité kakkosta.

Minni: Joo.. ..

T: Voitas via kattoa tuota ykkostehtavaa. Mita stsda .. kaksi, mutta mista sa tiedat ettdse o
kaksi?
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Minni: No vahennan ton kuus tosta neljasta, eikjardaiudesta.

T: Jooo, mutta mitas jos tuo Pasi asuu vaikka figpfilankyan suunnas ja Anni asuu tuolla kirkon
suunnassa, sillon-han tuolla Annilla voi olla tuauk kilometria ja Pasilla nelja, mutta paljonkalein
valinen matka on? Piirretaan kuva tahan, tass@ahukjos esim. tossa asuu anni, missa se ville nyt
asuu, voit nayttaa vaikka sormella (vastakkais#éssaikein), joo oisko tdma mahdollista, ton tehta-
van kannalta? Jos sovitaan etté tuo annin matksa konja tuo p:n nelja Minni: Joo, kylla se on mah-
dollista

T: Sittenhan niilla olis varmaan 10km? (kulma sit89-90,)

Minni: Matka olis kymmenen

T: 10, jos ne kulkee tuolta koulun kautta, muttaénis se kaveleeki tasta suoraan? Jos sun kaveri
asuu Fillppulas ja s& asut tuo kirkon suunnasetigé varmaan aina mee sinne tuolta koulun kautta,
eikd?

Minni: Joo

T: eli se on mahdollista muta ihan totta se 10 midk@oit, eli jos anni asuu taa ja ville pain vasai
paikas, niin sillon anni kulkee koulun kautta j&&igos asuvat samalla reitilld, jos asuu muuaiila n
se on joku eri matka, voiko se olla pitempi ku 10?

Minni: Ei.

T: Ei voi, eli se vois olla tone 10 km asti mika taba matka. voit sitten sitd kakkosta vield miettia

1.2 Mikki, poika

T: Katotaan yhdessa mitd oot tehny. Tota niin elifgtkhtava, oot saanu vastaukseksi kaksi km?
Mikki: 6-4 eli annin koulumatka miinus pasin.

T: Oliko se sun mielesta ihan helppo?

Mikki: No oli se.

T: Onko toi ihan varmasti ainut mahdollisuus? Voiéttid etta jo toi koulu on vaikka tédé sanssin
koulu tuos on pasi sil-1a nelja km (piirretdan) Gahonut etté kaksi km on vastaus, missa anniiasuis
tasséa kuvassa, etta niil olisi kaksi km?

Mikki: Yhteensa?

T: Kaksi km toi valimatka, suurinpiirtein (naytta&kein), mutta mitas jos Annilla ois se 6km matkaa
mutta se asuiskin jossain taalla, eli anni asiigyos on sanssin koulu niin jossain taalla, olsko
mahdollista?

Mikki: Joo

T: Mutta jos pasi asuis vielakin tossa niin pitaglaikkansa etta se olis vielakin kaksi km? Mita luu-
let, voit sanoa ihan mita arvaat.

Mikki: Ei.

T: Ei kylla se ..mita luulet paljonko nilla nyt olis?

Mikki: 10.

T: 10 mité reittia?

Mikki: Koulun kautta.

T: Eli koulun kautta olis kymmennenvoisko seki olkstaus?

Mikki: Vois.

T: Joo jos ois tammonen tilanne niin se ois, mwsajnni asuis tuolla, ei varmaan koulun kautta
kierrd, mista menis?

Mikki: Suoraan.

T: Mita se matka sillon olis?

Mikki: 5km.

T: Suurinpiirtein sen verran se olis, eli nyt olla@atu kaksi km voiko olla vahemman kuin kaksi?
Mikki: Ei voi.

T: Mitas se matka voi olla korkeintaan?

Mikki: 10.

T: Missa sillon Pasi asuis suurin piirtein koulurutta ei oo pakko kiertaa

Mikki: Taalla (nayttéaé oikein)

T: Eli ihan vastakkaisessa, mitas josei ole ihanakkstsessa suunnasssa, olisko matka lyhempi vai
pitempi?

Mikki: Lyhempi

T: Eli se matka ei voi mitenkaan olla pitempi, (skeeottiin oikea vastaus..).

5.1 lines, tytto, pikkukoulu

T: Ensimmainen oppilas on tassa. Mita kysyit ykk@est
lines: Onko ne niinku samalla tiell&?
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T: Niin, se on oikeastaan sun paateltavissa, lédidamaan tuohon. Mita jos ne olis samalla tiella?
lines: ...(miettii) Niin pelkka vastaus ei riita?

T: Ei .. Miten aloittaisit?

lines ... .. (miettii) Niin tdh&n voi piirtaakin.

T: Joo, piirra, vaikka ensin tuohon se koulu, jasésolisi koulu, missa Pasi ja Anni asuisivat?
lines: mumisee, jossain ts ja tés .. ..

T: Joo-o.

lines: (mumisee ja miettii) .. ..

T: Mieti vain rauhassa .. .. .. no miltas vaikutt&?oot kirjoittanu vastauksenkin, luetko sen.
lines: He asuvat 2:n km etéisyydella toisistaan.

T: Joo ja oot piirtanyt kuvan .. tuntuuko sun migeshyvalta vastaukselta? Onko jotain muita vaih-
toehtoja, kuin tammaoénen kuva tai tammainen tilanne?

lines: Sitte se etté ne asuu eri tiella.

T: Joo, miten ne sitte 0is?

lines: Oisko vaikka tuos ja tuos? (nayttaa oikein)

T: Joo, piirratkd sen Annin talon? Entas nyt. Kuikieakana asuvat nyt?

lines: 10km.

T: Joo, mik&s nyt ois vastaus sitte?

lines: Mm. niitten koulumatka on .. (miettii) 20km.

T: Sano vaan mita mietit tai epdilet.

lines: Tuos ei kylla sité kysyta, ettéd kuinka paljgin joo..

T: Olisiko vield jotain muita vaihtoehtoja kuin noitka laitit?

lines: Jos Anni asuis jossakin taalla(90astetta).

T: Joo, koitappa laittaa siihen. Entas nyt, kuinkakiema he asuvat toisistaan nyt?

lines:6km

T: Miten laskit.. .. joo ne kulkis suoraan, Onkol&ienuita vaihtoehtoja?

lines: Jos se asuus tuos.

T: Laitapa siihen, laitapa se Annin talo, joka patkanissad Anni voisi asua

lines: (piirtda ja mumisee, vali-ilmansuunnatkitetiat ja talojen "viereiset tontit”).

T: Oisko via muita vaihtoehtoja?

lines: Tuo Pasi asuis muualla.

T: Onko tuossa kaikki talonpaikat missd Annin tabd ®la?

lines: On kai.

T: No mitd vastaisit nyt tuohon kysymykseen, kuikkakana toisistaan he asuvat?

lines: Kahden km paassa.

T: Missa tapauksessa se olisi 2km?(nayttaa oikgio)nutta sitten sanoit, ettd Anni voi asua myos
monessa muussa-kin paikkaa ja sanoit, etta valanaikolla myds 10km? Missa Anni silloin asui?
Joo, enta sitten kun Anni asuisi tuos-sa mihinpdioténytkin. Sanoit, etta tuosta olisi kuusi knalp
jonko tuossa olisi?

lines: Jos menis tasta nain niin se olisi .. Gkam.

T: Eli minkalaisia vaihtoehtoja on tuolle Pasin jarimvalimatkalle?

lines: Kaiken moisia..

T: Kaiken moisia, onko mitdan rajoitteita? lines: 10

T: 10, eli ei voi olla pitempi kuin 10 vai? (nyokR&anta muita? Voiko valimatka olla lyhempi kuin
2km?

lines: YKksi.

T: Koska se olisi 1km?

lines: Eise voikaan olla .. ..

T: Ei ei varmasti. Eli jos ne asuu talla samalla kizduoiin se on 2km se matka voiko se tulla sita
lyhemmaksi?

lines: Ei.

T: Ei voikaan, ihan totta. Eli minkélaisia rajoitte@laan saatu sille matkalle, tehddan se tuohoe-pap
rin alaosaan.

lines: 2-10km.

T: Joo, ihan totta ei tartte tehda sittenk&an enémgaatiin oikea vastaus.

5.2 Heluna, tyttd

T: Kerropa, mité oot saanu siihen ykkdseeen?

Heluna: Jos se Pasi asuu 4km koulusta toiseenaaruja Anni toiseen suuntaan 6km niin sitten siita
tulisi 10km.
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T: Joo, no onko muita vaihtoehtoja?

Heluna: Jos ne asuu samassa suunnassa hiin n2lkasyp#assa toisistaan.

T: Joo, piirrapé tuohon keskelle koulu ja laita AjmmPasi asumaan sinne samaan suuntaan, su ei
tartte nyt edes valittaa niista ruuduista niilldk nyt niin valia. Siind oli kumpi?

Heluna: Vaikka se Pasi, eiku Anni.

T: Joo laita via vaikka A ja P. Nyt meilla olisiteib vaihtoehtona etté ne asuisi joko samassa ssunna
sa tai eri suunnas-sa. Onko muita vaihtoehtoja?

Heluna: En ma keksi.

T: Et keksi. Jos laitetaan, etté Pasi asuisi kokio mjassa niin voiko Anni asua siela muualla kuin
tuossa , tuolla ja tuolla.(esille tulleet vaihtoet)d

Heluna: Voi se asua vaikka taalla (90astetta).

T: No niin. Piirrapa siihen. Onko muita vaihtoehtgjala?

Heluna: Vaikka tuolla.

T: Joo, jos Anni asuisi siina niin kuinka pitka meatkilla olisi sinne Pasin luo sitte?

Heluna: No jos se menee koulun kautta niin 10kntfarjos menee tasta(suoraan) niin sitte olis lyhee.
T: Joo ihan totta. Olisiko viel& muita vaihtoehtojgssa Anni voisi asua?

Heluna: Vaikka taalla.

T: Naytapa kynalla kaikki vaihoehdot, missa Annisi@sua? joo joo joo (nayttdd) Entéa onko viela
muita?

Heluna: Nais vdliis kaikis.

T: Joo, ihan totta. M& vahvistan tdhan tallaisenynép, mité naytit. Mita nyt vastaisit tuohon kysy-
mykseen?

Heluna: 2-10km paassa

T: Hienoa oikea vastaus ..

6.1 Hansu, poika

Hansu: Tahan voi siis laittaa eri laskelmia?

T: Joo kaikkea laitat mité sulle tulee mieleen, sadkka tota sanoa mulle daneen, ettd mita teet ja
miksi .. .. .. eli kir-joitit jo vastauksenkin sgin, mitd sait vastaukseksi?

Hansu: 2km

T: Joo, tuntuuko selvéalta? Miksi se olisi 2km?

Hansu: Erotuksella

T: Joo tehaan silleen, etta piirra tuohon koulu semen, vaikka lootikko siihen niin, se on koulu.
Laitappa sitte, ettd missé ne Pasi ja Anni asuisi.

suunta)

T: Joo, laitappa tuohon A ja P, kuinka kaukana rneamyis toisistaan sitte. Koita kattoa sité kuvaa.
Hansu: Tuos ois keskipiste (laskee ruutuja).

T: Tama matkahan sanottin tuossa tehtavassakin efi gausi km, paljonko se ois? Hansu: 6+4.
T: Eli paljo tulis? Hansu: 10.

T: Sait nyt eri luvut ku &dsken. No olisko tuo suretasta mahdollista, etta se olisi 10km?

Hansu: Ois.

T: Joo, mit& jos se ois tuo 2km niin ku aluksi sainaiin kuinka se olis, missé A ja P asuisi? Voit
tehda tuohon samaan kuvaankin. Jos koulu on tuBagaasuis tuos mihin se on piirretty niin missa
Anni asuisi? Annillahan on 6km kou-luun. Hansu: desasuis 2km:n paassa toisistaan niin sillon
kummallakin olisilkm matkaa kouluun.

T: Mutta tuossa on sanottu ne matkat, etta kuinka palla on. .. ..

Hansu: Voiko nuotan numeroita supistaa, etta kutéesétas neloseksi ja nelosen kakkoseksi? T:
Miksi sé tekisit niin?

Hansu: .. .. ..

T: Laskit aluksi, ettd ne asuisi 2km:n paassa teigist Piirrdpa tahan, ettd missa ne asuisi nyt tdssa
kuvassa, kuitenkin P:lla 4 ja A:lla 6km matkaa sitouluun. Missa Pasi asuisi eka? (piirsi) Enta
sitten se toinen kaveri? Laita siihen P viela §diiKuinka pitk& Annilta olisi Pasille suurin pigin?
Hansu: 7km

T: Ehk& joo. Oisko se mahdollista?

Hansu: Pitaas olla tuon lahempana, (P).

T: Miksi?

Hansu: Sitte tulis se 6km ja sitte tulis se matksygs kumminkin niinku pitédas

T: Kyllahan Pasilla on nyt se 4km.

Hansu: Niin mutta jos laittaas alemmas sen niirypyglkm , mutta sitte tulis se 6km ..

89



T: Niin sitten tulis kylla kuusikm, mutta.. Hanswe Bitaa laittaa kympiksi se..

T: Tashan sulla on kymmenen se, tassa sa sano@ns@itt tdassahan oli Annilla noin kuusi km kou-
luun ja Pasilla 4km wli se on ihna mahdollista sekMutta jos se Pasi asuu tdssa, missa sa oot nyt
piirtany unohdetaan tuo Annin talo tuol-ta (peis@m paperilla), missa se Anni nyt asuisi, ETTA he
asuisivat toisistaan 2km:n p&éssa, niinku sé ahgiit?

Hansu: Tassa.

T: Mutta muista, ettd Annilla taytyy olla kuusi kroWuunkin .. .. .. .. no se ois aika lahella (it
melkein samalle suoralle yhden ruudun alemmakBiy(id piirtanyt ison koulun ja kun laskee ruutu-
jen mukaan niin matka on kylla oi-kea. Iso suorakalhdmaa hanta selvasti..) Jos Pasi asuu nyt koko
ajan tassa, niin naytappa kynalla yai sormellgotiin. Onko sun mielestd muita mahdollisuuksia,
missa se Anni voisi asua? Kuin noi mihin nyt omrpiity. Tama on ainakin etta asuu taalla vastakkai-
sessa suunnassa se tehtiin tuossa jo ennemmimvaark, sielld joo missa muualla? Piirra siihen.
(piirtda suoralle jo olevien vaihtoehtojen vierddissa Muualla? Menee vaha liian kauas(laskee ruu-
tuja kulmittainkin)

Hansu: Oisko sitte tuos?

T: Ehka joo, onko muita mahdollisuuksia? Montakorghaikkaa jo on.

Hansu: Tuolla

T: Joo, enté viela? Naytéa sormella, joka paikka éngssvoisi asua. Joo tommosilla kohdilla. Enté
tossa voisko se asua tossa?

Hansu: Ei.

T: Miksi ei?

Hansu: Se tulis tuohon se.. tasta tulee sitte pitem

T: Joo no enta tuossa(vali-ilmansuunnat ylhaalla)?

Hansu: Voi.

T: Joo eli yléskin tulee samanlainen kuva ku alds/isdan noita niin muistan, (saatiin vaha pyoreéat
kulmista mutta si-vuilta suoralla(huom koulun kgkdaskemisen konkreetttisuus)). Sulla on tallaset
kuvat taalla.. Kuinka pitka jos se Pasi asuu edelt&alla niin kuinka pitka silla Annilla olisi Has

luo tuolta?

Hansu: 8km

T: No Mités vastaisit nyt tuohon kysymykseen, elinka kaukana toisistaan he asuvat?

Hansu: 10km.

T: 10km pééssa, asken sanoit, ettd 8km, onko séhBottimen?

Hansu: On

T: No jo P asuu tossa ja Anni tuossa niin kuinkk&gihatka silloin on?

Hansu: Tossa asuu Pasi.

T: Niin siid missa se nyt koko ajan on ollu.

Hansu: .. .. ..- 6

T: Joo eli seki olis mahdollista. Sanoit, etté as2ksn:n paassa tollasessa tapauksessa(naytany Voik
ne asua lAhem-pana, kuin 2km?

Hansu: Ei.

T: Ei voi. Voiko ne asua kauempana toisistaan ku Okm

Hansu: Voi.

T: No kuinka se silloin olis?

Hansu: No.. ..

T: Sillon ku Anni asuu taalla ihan vastakkaisesfia,se valimatka olisi 10km.

Hansu: Mm T: Mutta tota, joo otetaan tasta tallaimétta (Paperin pala joka mitataan kuudeksi
km:ksi). Tama on nyt kuusi km. Tuossa oli Annilla 6kmutta tuonne niin sieltd on Annilla yli 6km
Hansu: O.

T: eli voiko se Anni asua siella?

Hansu: Ei.

T: No missa kohtaa se Anni asuisi tdn mitan perilatee

Hansu: Tuossa(nayttaa oikein)

T: Niin no voisko Anni mitan perusteella asua tuos?

Hansu: Mm joo

T: Enta tuolla

Hansu: Vois

T: Eli noi mitka piirsit niin siind ruudut vahan vakeli. Jos nyt ihan taalta vastakkaisesta suunisasta
olisi 10, niin voiko asua kauempana kuin 10km.

Hansu: Ei.

90



T: Joo, ei voiskaan. Mitd sanoisit nyt sitten vaksaksi? Minkalaisia vaihtoehtoja on? Kuinka kau-
kana toisistaan ne asuu?

Hansu: 8, 6, 10, 2 parilliset luvut.

T: Niin joo mutta viela on muitakin mahdollisuuksgaatiin ainakin sellaset rajat ettéd se ei voi olla
[Ahempana ku 2km mutta ei mydskaad kauempana kuigliGastaukseksi tulisi sitten mita?
Hansu: 2-10km

T: Joo

6.2 Touho, poika

T: Kerroppa, mité sait ykkdsesta?

Touho: No ma niinku ajattelin, etta 6-4 se olis kiir2 niin se valimatka olisi sitten 2km. En ma sitte
muuta saanu.

T: OK, ma piirréan tdhan paperille. Naytappa misga R asuisi sitte tassa tilanteessa?

Touho: Tuos vaikka se P ja tuos vaikka sitte se Aarsitte tuo vali on sitte 2km( ei ihan ok)

T: Joo. Onko sun mielesta muita vaihtoehtoja?

Touho: Ei mun mielesta oo

T: Aha, tota kun tuo Anni lahtee tuolta kouluunigsdli kuusi km niin se olis tuota suoraa viivaa
eikos?

Touho: Mm

T: Pasilla oli tuosta?

Touho: 4km

T: No jos silla Annilla on kuusi km kouluun niin, taituo tehtava sanoo, missa Annin pitéisi asua?
Tuon tehtavan mu-kaan.

Touho: 6km paassa

T: Joo no piirrdpa joo tossa. Voiko asua muualla?

Touho: Voi.

T: No naytad missa

Touho: Vaikka tuos.

T: Laitapa siihen. Entd muualla?

Touho: Ei jos tuosta on kuusi km

T: Niin jos siitd on kuusi. Mutta onko mistaan muadtuutta km :& kouluun?

Touho: Tuolta ,tuolta

T: Voiko jostain muualta?

Touho: Tuolta sitte kanssa

T: Enta talta toiselta puolelta kylaa laita siihenfpirtad ) onko valimatka oikea tai siis sama ku
taalla? (mitataan mi-talla tulee oikeaan kohtaawy) paljon taloja ympyran kaarella) Ollaan saatu
tallaset paikat. Onko viela muita mahdol-lisuuksia?

Touho: Tuossa T: Pista siihen, enta muita?

Touho: Sitten vastapuolella eli tuolla.

T: Onko vield muita? (oikein nayttad) Laitappa kaikldhdollisuudet siihen kuvaan tai naytat vaikka.
Touho: Ei tas oikein muita o0o.

T: Toi kavi ja tuo kavi (naytan toisiaan lahella asv

Touho: Joo ja tuo.

T: No entas tuo ( niiden valista)

Touho: No voi siihenkin laittaa kylla.

T: Entas niitten valissa?

Touho: Ei, en mé& usko.

T: Tasta ei olisi kuutta vai? Jos tuosta on ja tuosta

Touho: No kylla siitdkin sitten taytyy olla.

T: Nii, no entas niitten valissa

Touho: Kylla siinakin.

T: Entéas ton ja ton valissa?

Touho: On

T: Laitappa siihenkin, jos tossa on ja tossa niincomiikten valissa?
Touho: On

T: Joo, me saadaan tosi paljon vaihtoehtoja

Touho: Niin siihen tulee semmoinen rinki.

T: Rinki tulee ihan totta. Ma piirréan. Pasin koulailka oli tossa ja Anni voi asua vaikka missa talla
ympyralla. Kuin-ka pitka silla Pasilla sitten omisé Annin luo?
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Touho: 2km.

T: Jos se Pasi asuu tossa niin mist’a se olisi 2kigt{a oikein), mutta jos Anni asuu tossa, ku se
kerran voi asua siina-kin niin, kuinka paljon séimatka siita olisi?

Touho: Ainakin tuplasti tama vali.

T: Joo ainaki ehka kolmekin kertaa. No entés jod@ssPasi ja tdssa koulu niin entas tuola ihan vas-
takkaisella puolel-la? Elikka tuossa?

Touho: Ainakin viisi kertaa sitte tuo.

T: No niin olisi, mutta s& osaat sen laskeakin. Kaipitk& Pasilta on koululle?
Touho: 4.

T: Laitetaan se tohon, ootko kéayttény tollaisia nmmedga.

Touho: Oon joskus.

T: Ja sitte koulkoululta Annille?

Touho: 6.

T: No paljonko olisi nyt sitten Pasilta Aniille?

Touho: 10.

T: Niin ois, tossa .. .. Mita tulisi vastauksekdi kelinka kaukana toisistaan he asuvat(kuvassa ympy
ra, missa Anni asuu, jonka halkaisija on kylla 12!)

Touho: 12, jos ne kaikki yhteen laittaa.

T: Pitddko ne laittaa yhteen. Kysytaan, ettéd kukdakana Anni asuu Pasin luota.
Touho: Ei, eli se on 10km.

T: Joo, millaisessa tilanteessa?

Touho: Jos se asuus vastapaata.

T: Joo sitte saatiin 2km, minkélaisessa tilanteessa?

Touho: Jos ne asuu vieretysten, lahekkain.

T: Sitte me saatiin paljon muitakin vaihtoehtojafjd®éo olisi tuolta?

Touho: 2,.. no joku 4

T: Eli mita vaihtoehtoja meilla nyt sitte on, kuinkaukana toisistaan he asuvat?
Touho: .. .. .. ..

T: Mitd me ollaan saatu laskettua?

Touho: No naitten valit naitten..

T: Niin jos asuu vastakkaisessa suunnassa niinae on

Touho: 10km

T: Joo ja sitten me saatiin 2:kin km.

Touho: Joo jos ne asuu vastatusten.

T: Niin saman kadun varrella. Oliko muita vaihtoga®

Touho: Ei 0o, muutaku tdma, nii joo tama ..

T: Suurin piirtein 4, Annihan voi asua my0s tuosiala ja tuola.. Voiko matka olla pitempi kuin
10km?

Touho: Ei.

T: Voiko se olla lyhempi kuin 2km?

Touho: Ei.

T: No mité laittasit nyt vastaukseksi? Kuinka kaukamisistaan he asuvat?

Touho: 10km tai 12km

T: Ma voin laittaa saatiin tallaset vaihtoehdotlég &, ei yli 10, mutta entas silta valilta?
Touho: Vélilta se voi kylla olla

T: Jos laitetaan noin ettéd 2-10 niin puuttuuko suglesta jotain vaihtoehtoja?
Touho: Ei

T: Ent& onko siina jotain liikaa?

Touho: Ei.

T: OK

Kolmas ongelma

4.1 Tupu

T: Se on ihan oikein, teh&a sitten se kolmonen,mkéinny sita miettia milta tuntuu?

Tupu: No ..

T: Mik& ois hankalaa? Oisko mitdé ideaa miten l&he&een

Tupu: No piirtaisin.

T: Joo eli kummalla puolella ne AV V ja J n, OKntes lahetaan liikkeelle? 2kaveria vaan saa
menna kerralla sillalla korkeintaan ja koko ajangdku kulkee on oltava lamppu mukana
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Tupu: Joku ottaa aina taskulampun ja kaks menee.

T: Ketka ne olis?

Tupu: Vaikka Ville ja Jenni.

T: Eli jos ne lahtee toiselle puolelle kauanko kuhikaa?

Tupu: 2min.

T: joo, mitas sitten?

Tupu: Sitten Ville tuloo taskulapun kans.

T: Jaha enta sitte?

Tupu: Ville ottaa Veeran ja sitte taas Ville tuleehpkee Antin.

T: Kauanko menis aikaa, lasketaan vaikka paperilhapysyy karryylla, eka ketka eka?

Tupu: Jenni ja Ville.

T: JjaV menee 2 sen jalkeen?

Tupu: Ville ja Veera.

T: Mista ne sai sen lampun?

T: Joo eli Ville toi takasi sitten Veeran ja Villgaljonko tulis yhteensa?(tekee lapulle) joo ihdtato
jos ma kerron etti paasee vaha nopeammin vieldunigt miten mahdollista? Askenhén sulla Ville
toi koko ajan sitd lamppua takasi ja Ville kavetsitelln yli muiden kanssa ja toi aina lampun takas
Tupu: Nii.

T: Oisko joku toinen tapaa nopeampi? Miten saiditige? .. .. .. kestaa .. .. ei tuu mieleen

Tupu: Ei.

T: Kerron vastauksen

4.2 Leenu

T: Mit& lahtisit kolmosessa tekemaan

Leenu: No ensin ajattelen sen riippusillan joka 6@rt .. .. no 66 oliko se se 12

T: Eli miten saisit sen?

Leenu: Jos kaikki laskis yhteen.

T: No miten ne sitten menis? Miten lahtis menemaan?

Leenu: No &0 .. .. ai miten péaasis toiselle puolelle

T: Niin

Leenu: No jos ne menis kaks, jos siind on mistattaadiinni .. pitddsko nilla kaikilla olla tasku-
lamppu

T: Joo siltaa ei voi kulkea ilman taskulamppua

Leenu: No, jos ne menee vaikka ensin kaks menéetadkulampulla, sitte yks tuo sen takaasi.
T: Joo.

Leenu: Sitte niitd on sillon tda kolme, menne tadskanne ja yks takaasi niin taalla on sillon kaks
T: Joo mutta olisko niilla sillon lamppua?

Leenu: Olis ku se yks tuo sen takaasi.

T: Koitappa miettid vié aiva alusta eli ketk& kulkis

Leenu: No vaikka Jenni ja Ville tulis eka, sitte tdenni tois sen taskulampun tanne

T: Joo.

Leenu: Ja sit se jaa ténne sillon taalla on Anterdga Jenni.

T: Joo.

Leenu: Ja sitte vaikka Veera ja Jenni meneee jaaMeds takasi ja sitte Antti ja Veera menee nién n
olis kaikki.

T: Joo nyt sun pitda vield miettid vastaus tohoi mika olis mahdollisimman Ilyhyt aika?

Leenu: No .. no 66 no 15min.

T: Miten saisit 15?

Leenu: No se aina tulee tdnne ne kaks .. niin rdikka toi mik& menee 5min ssa ja sitte se mika
menee nopeiten ulis tdnne niin siind menis vahamaiiaa ja sitte tulis taas hidas ja nopea

T: Elikka, ketka menis sitte seuraavaksi?

Leenu: Jenni ja .. tai Ville ja Veera.

T: Kauanko niilla kestaa?

Leenu: 5min (tuos askeises meni kuus) supisee.

T: Veeralla menee nelja ja Villella min ne kukaarwei kulkea yksin taalla, molempien on pakko
kulkea yhdessa, niin tota kun ne kulkee yhdessékuiinka nopeesti ne paasee yhdessa toiselle puo-
lelle?

Leenu: No 4min tai 5min, 4 jos menee sen Veeran.kans

T: Ja 5 koska?

Leenu: No .. no 4 min..
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T: Niin ne menis sen Veeran tahdis, koitappa telaktaasti niin etta saadaan laskettua aikaa, ketka
eka?

Leenu: Ville ja Antti, siind menis 5min. T: merkkaléy Leenu: 5min, Antti jaa ja Vile tulee takasi
siind menee mi-nuutti, nyt ois 6min.

T: Jooo.

Leenu: Ja sitte tAma Veera ja Ville tulis tanne mdmiin ois 10min, sitte Ville tulis takasi sinois
minuutti eloi 11min sitte on enaa Jenni, ne tulee lsans menee 2min eli 13 min..

T: Mietippa sitte 2 tehtavaa

3.1 Hupu

T: Eli 4-5 min menis siihen riippusillan ylittAmisdemerkannut paperiin).

Hupu: niin se on 150 ja sitte ku sen pitdd menisdkértaa pitdd menna yli ku kaikki ei voi menna
samaan aikaan niin niiden pitdd menna kaksi kdarg@mlyhden pitdd menna takaasi ja taas kaks ker-
ralla ja taas takaasi pitda yhden palata ja sittetuloo niinku se viis kertaa 4-5 min noin nigppu-
aika on 16-20

T: Joo, tossa on noin Antti kulkee sillan yli 5min Ville 1min, niin siind on sanottu se aika kauanko
nilla kestdd eli A5 .. V1.

Hupu: Jaa joo eli niinku sitten se olis niinku, ianghtis V ja J ku ne on nopeimmat.

T: Justihin.

Hupu: Ja niilla kestais noin kaks min, Jenni ja¥ijee lahtee minuutis takaasi ja ottaa Veeran mu-
kaansa nilla mene 4 Veera jaa ja sitte Ville laliéd@asi ja sitte niilla kestda 5 min noin tuollatifa

ja Villella, ja sitte ne pitaa laskea yh-teen 3 738

T: 13 minuutissa, tuntuko hankalalta nytte, ku e¢i## tuos on nuo ajat.

Hupu: Ei yhtaa.

T: Mutta mita jos ma sanoisin ettd sen paasee wetidgpeammin kuin 13min?

Hupu: Ei mahdollista.

T: Se on itseasiassa tee ton viivan alle.

Hupu: Jos ensin lahtis Veera ja Antti menis SmireMetakaasi 4 min ottaas Villen joukkohon ne
menis 4min .. ei kdy nuon jos Ville menee ensimtudille ja Antti menee ensi kestda 5min ja Ville
tulee takaasi kestdaa 1min menee Veeran kans taka@asi sitte Jennin kans, sitte menee 13 min.

T: Mika tas niinku kestéd, mika on ongelmana Antiéstaa 5 ja Veeralla nelja se aika paha juttu,
laitoit tuossa ettéd ne menis yhta aikaa, muttatheimattiin ettda kumpikaan niista ei voi lahteé& vie
maan lamppua takasi, kuka sen veis.

Hupu: Ville.

T: Kuinka se ois mahdollista.

Hupu: No jos A ja Ville menis V takasi Jenni ja Vaenenis J takasi.

T: Se oli -aika lahella olis voin kertoo A jaVeamenis yhta aikaa, mutta sita ennen Ville ja Jetini o
menny..kerron vastauksen osotti etta tajus ku gateoJenni ..

3.2 Liinu

T: Mika& siind tuntuu hankalalta?

Liinu: On yks taskulamppu ja kuitenki kaikki vissiiarvittee ja kaksi saa menna kerralla, niin miten-
k& ne toiset sitte saa ku sen kans sais menn&ainkaks niin mitenké ne sitte sen saa

T: Miten vois saada?

Liinu: En tieda, heittamalla.

T: 150m on aika pitkd matka heittaa.

Liinu: Niin on.

T: Jos ei voi heittda?

Liinu: No sitte ne vois valottaa toisille.

T: Jos se lamppu pitaa olla koko ajan mukana.

Liinu: Mmm ..

T: Jos kaks tyyppid menee lampun kans toiselle fagéelamppu pitdd saada takaasi sille toiselle
puolelle eika sita voi heittdé eika valaasta tipii..

Liinu: No, en tia.

T: Se taytyy vieda sinne, jos kaksi tyyppia meneaplan kans toiselle puolelle ja sitte yks niisté lah
tee viemaan sita takaasi ja sitte taas menee tyanks tuo takaasi, niin silloonhan ne paasoo meon
kaikki, kenenka sen lampun kan-nattaas viesa tikaas

Liinu: Villen, koska silla kestaa vaan vahiten.

T: Toi mika nyt saatiin on aika hyva, mutta kerrostaaksen ... .. .. ..
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2.1 Lupu

Lupu: Onkahan oikeen varattu pattereita.. ne kdsiéiéeintaan .. ei ei niinkaa varmaan viistoista, ne
kestaa tosi vaha sitte.. .. .. mmmm .. 58 12 mj@si ne kaikki menis yksin, Antilla kestaa kauiten
sen pitds menna taskulampun kans, niin 150 metnia,

T: Kummalla puolella neon nytte sita siltaa?

Lupu: Taalla, ne menis sinne sitte se taskulamppgtisjéne, .. sitte ku kaks sai menna kerrallaan.
T: Joo kaks vain saa menna kerrallaan

Lupu: Nama Antti ja Ville menis ensin, se Antti vaiste ku se on niin nopea niin autaa sita Villea
ettd se menis nope-ampaa niin ne paasis kolemmmattan kahdes minuutis.

T: Jos t&s on niin ettd antilla kestéa viis minavjtka tapaukses se ei pdéase mitenkaa sitd nopaampa
eli antilla kest&a viis minuuttia.

Lupu: Ja kaikilla noi aikarajat?

T: Nii, mutta kaks saa menna kerrallansa

Lupu: Pitasko sitten menna niin ettd ensin menisrgg se on hitain koska silla menee viis minuuttia
niin se ainaki paasisi yli, se menee hitaiten sértarvii sitd taskulamppua.

T: Kaikki tarvii.

Lupu: Nii, elikk& sitte ensi Antti menis sen yhtaa menis via sitte se Veera ku se menis aika sa-
manlaista tahtia, niin ne voi kaytta sitd samagplama, mutta kuinka sen lampun saa sitte tuonne
toiselle puolelle?

T: Niin miten sen saa?

Lupu: Se siind on se pulma, eikd? ettd kuinka sanrgi ku ei sitd voi vierittda koska .. ..

T: Teh&as niin etta voit menna hetkeks via mietitii motan sut takasin via tahan.. TASSA
VALISSA VAIHDELTIIN

T: Saitko kolmoseen jotain muuta?

Lupu: Eiku muutaku se oli .. vasta sitte ku se dodikymy se sillan se, nyt jos niin kavis niin etta se
hitain ja nopein elikka A jaV menis yli ja sittelse rupeis nakymaan sielta toiselta puolelta sea. ma
tai niinku se, niin ne vois niin se nopeampi antaasna sen Antin sille toiselle puolelle ja lalsis
nopeampi sinne hakeen niita seuraavia se menisramauitis.

T: Niin tulis takaasi

Lupu: Nii

T: Kenenka se ottaas sielta sitte mukaan?

Lupu: .. .. Veeran, mutta..

T: Ne kavelis toiselle puolelle, sitte sinne..

Lupu: Sinne jaa viela se Jenni, sitte ne menis wiglé se ei Ville ei enéa hakisi ketaa.

T: Koitetaanpa teha noin se, eli ketka lahtis eka?

Lupu: Elikka jos ensin lahtee Antti ja Viille.

T: Joo.

Lupu:Ne menis yli, sitte ku maa tulis nékyviin

T: Oikeastaan tassa pitdd menna molempien sinnedopgaakka, on niin plajon reikia sillassa, ei
tartte kumittaa.

Lupu: Sitte .. .. mumisee..

T: Joo, kauanko niilla meni aikaa?

Lupu: Sminuuuttia

T: Joo, laitappa tohon ettd o menny aikaa viis niitawu

Lupu: Sitte Antti men®6 eiku se Ville mendd sinnkaiasi siind mend6 minuuutti.

T: Mm.

Lupu: Ja se ottaa mukahan sieltd Veeran, ja niildladgd sitte nelja minuuttia, koska Veerall.. sittast
mend6 minuutti, tdshan mendd ku se mendd sinnasakako ajan ramppaa

T: No jos sillen on pakko menna.

Lupu: Sitte se hakis via sitte sen Jennin, ja nifiiénis sitte vid kaks minuuuttia, nain.

T: Paljonko tekee yhteensa?

Lupu: Kolmetoista

T: Merkkaa se viela sinne, sait kolmetoista.

Lupu: Jos ne meé nis niinku sillai ettd ensin mémiti ja Veera niilla menis viis minuuuttia, sitte
Jenni ja Ville niilla menis kaks minuuttia, muka se taskulamppu pitéa..

T: Kuka sen taskulampun tois sitte takaasi?

Lupu: Niin se on tas se Ville aina ku se on nopein..

T: Tehaan tohon vield, sanoit ettd Antti ja Veeraimghta aikaa.

Lupu: Mm, sitte jo.. sitte niitten hitaitten pitaiera se lamppu.

T: Tarttisko? Lupu: No jos ne menis menis ne Veeranti.
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T: Mita jos ne ei meekaa eka sinne?

Lupu: Nii elikkd jos menee eka tuo Jennni ja Ville.

T: Nii ne mendo toiselle puolelle.

Lupu: Ne mendd kahdes minuutis.

T: Mitas lampun kans sitte?

Lupu: Ville, niilla mendd kaks Ville tulee hakemasimé menee yks minuutti ottaa mukaan Antin.
T: Sanoit asken etta Antti ja Veera menis yhta naatka

Lupu: Nii joo se Ville jais sinne

T: Mm.

Lupu: Via odottamaan yksin.

T: Jos Antti ja Veera mendd yli

Lupu: Ville tulee hakeen ei tuu hakemaan ketaa y@anaa ja antaa lampun Veeralle, sitte ne mendd
yli

T: Kauanko kestaa?

Lupu: Siihen mend6 viis minuuttia.

T: Miten se Ville saadaan pois?

Lupu: Sitte se kahden jolla meni kaks minuuttia vadikka Jenni tuloo vid Ville hakemaan ja ne
mendo sitte yli, elik-k& siind mendo via nelja mittia.

T: Joo kauanko menis nyt aikaa?

Lupu: Elikka jos se nyt ois t&4d, mendo kolme 8 12.

T: Mitd huomaat?

Lupu: Se on nopeampi

T: Hyva4, toi oli tosi hyva ratkaisu, toi vimenenmké kerroit pikkuavustuksella niin se oli taas se
paras vastaus ja min-ké heti keksit oli toisekgiaio.

Lupu: Joo.

T:Kiitos paljo...

2.2 Tiinu

T: Katotaan taté kolmosta, miten sé& oot sita?

Tiinu: Emma sitékaa oikeim, ku etté jos ne menoa gitenkin kaks kerrallansa, mutta 66 mulla ol
niinku viis mi-nuuttia niin sekd mendo sitte ainedakaasi.

T: S& oot piirtdny tuohon jotaki kuvaa.. miten s&ojtetetaan tehda sita yhdes, mites sa lahtisit si
tekemaan?

Tiinu: No ma ajattelin ettd jos se eeeee Antti j@listi viisi minuuttia menis sen Villen kans jolla
meni yks minuutti niinku toiselle puolelle

T: Kauankos sitte on menny aikaa?

Tiinu: No yks jaa sitte toi yks minuutti vai (mie}ttietysti se riippuu kuinka kauan kestdaa menna se
150m.

T: Tuossahan on noi ajatkin, jos Antti ja Ville mergl@ niin kauanko kestéa etté ne on sia toisella
puolella?

Tiinu: No minuutti, no.

T: Antti paasee sen sillan yli 5des minuutissa jge\fhinuutissa.

Tiinu: Nii..

T: Eli se Antti ei pAdse nopeampaa millaad ku se Sutiizu

Tiinu: Aijaa no tuota, mutta meneeks se niinku nopgeaa vain sen yli?

T: Se Antti ei padse mitenkda nopeampaa ku 5desaiutissa.

Tiinu: No meneeks se Ville sitte nopeempaa ku Antti

T: Niin Villehan paasee minuutissaki sinne yli, nautind pitda koko ajan olla se taskulamppu ja sa
oot sanonu etté koko ajan kaks kulkee kerralla..

Tiinu: Mm

T: niinku ne kulkee sinne toiselle puolelle yhdessa.

Tiinu: Yyy niin no, nonono menee Ville niin no..

T: Sen Villen taytyy vaan kulkee sitte hitaammink#&on niinku nopein aika etté Ville ja antti paasee
sinne toiselle puolelle?

Tiinu: Sminuuttia.

T: Miks 5minuttia?

Tiinu: Antti ei paase nopeempaa.

T: Hyva laitetaan se tohon, Ville ja Antti on mermyt toiselle puolelle ja aikaa on kulunut viis mi-
nuuttia

Tiinu: Pistdnkdé many sen tahan.
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T: No ei tarvi jos s& muistat, mitas sitte?

Tiinu: Pitaakd sen Villen menna takaasi sen lampamsR Vai?

T: No jos Ville menis nii kuinka nopeesti se paaxsisi

Tiinu: Minuutissa.

T: Joo. Tiinu: Ja sitte se ottaa jonku mukaan.

T: Kenen se ottaas?

Tiinu: Se ottaa.. ottaako se sitte ton Veeranniilknee nelja minuuttia

T: Mmm..

Tiinu: Ja sitte se men66 4minuuttia menna sinneleipuolelle.

T: Joo ketas sia sitte on sia toisella puolella?

Tiinu: No se Antti ja Veera ja Ville.

T: Mites sitte se yksi via saadaan?

Tiinu:No eik6 se Ville mee takaasi ja ottaa sen toita Jennin ja..

T: Ja niin ne paasi kaikki, sitte sun pitaas vikimetta kauanko siind menis aikaa?

Tiinu: No..

T: Siind s& varmaan tarvit paperia, eli teet vaanssenan jutun uudestaan, tee se viivan alle, vedin
sen merkiksi, jos tulee virhe niin &@la valita, &t vehda sen laskun saat sitte mulle via selsg&d..
Tiinu: se nyt on jotenkin n&in, eikd se 0o kolmtaist

T: Sa sait vastaukseksi ettd kulkemises sillanagit#d kolmetoista minuuttia.

Tiinu: Eiku..

T: Kylla toi lasku on oikein tossa, eli miten sedhfu.

Tiinu No semendd ensi se Ville Antin kans ja sittermen66 takaasi ja siita tuloo yks minuutti, ja se
ottaa sen Veeran ja siité tuloo nelja minuuuttiagauloo takaasi tuloo minuutti ja sitte ottad&ie
Jennin niin siité tulee se kaks minuu-uttia.

T: Ja siit tulee se kolmetoista minuuttia, tehabesesi ettéd sulla oli se kakkostehtava via kesken ja
tuntia on viela jaljel-1a, vaihdetaan via kerran

1.1 Minni

T: Milta se vaikuttaa?

Minni: Pahalta.

T: Joo eli tota, jos tuota niin, siindh on naitéogduteli kaks tyyppié vaan saa menna kerrallagkuit
kin pitaa koko ajan olla lamppu, miten sen lampais sielta takaisin?

Minni: No yhen pitas kaiketi menna takaisin ja halse toinen sielta.

T: Joo, entas sen jalkeen?

Minni: No ne menee sinne sillan toiselle puoledlesjtte jompikumpi niista lahtee hakee taas yhta.
T:lhan totta, no sa voit koittaa lahtee tolleen &ksita, voit lahtee, piirtdén, sita eli kuka merka
kuka toi lampun takas, voit vaikka koittaa eri wa#ghtoja.. .. Kenen laittaisit eka menemaan? Minni:
Villen ja Jennin.

T: Joo Villelld on lyhin kulkuaika ja Jennilla tolss lyhin, v. J. toisella puolella paljonko kulunut
aikaa?Minni: Kolme.

T: Joo, sitten taytyy saada lamppu takasi kukaddtitize viemaan?

Minni: Ville.

T: Miksi Ville?

Minni: No Ville kulkee lyhyemman.

T: Just, Ville tuo lampun takasi. Kauanko mennykaal?

Minni: Nelja minuuttia.

T: Joo voit laittaa senki yl6s niin muistat paremmio entas sitten?

Minni: No sitten se lahtis ton Veeran kans sillais¢lle puolelle.

T: Joo, ja kun ne lahtee niin paljonko sitten oraaikulunut?

Minni: 10.

T: Laita seki siihen. M laitan tohon viivan ettdog nyt saanut valmiiksi, niin voidaan kattoa. &#in
han kun katotaan tehtavéaa, niin kaksi sai menrnélrniilla piti olla lamppu, mutta toi kauanko
menee kun esim. ville ja jenni menee sillan \ilatit tossa ettéd kolme minuuttia, mutta kun ne
lahtee k&velemaéan niin nehén..tolla Jennilla méa&si minuuttia ja Villelld yksi minuutti, mutta
nehan kavelee kuitenkin yhdessa koko ajan?

Minni: No sitten pitda jennin ja tonvillen mennékkoajan samaa matkaa.

T: Mutta, sen on ihan totta etta villen pitda megaéaan aikaan, mutta huomaatko ettd nehan kave-
lee yhta aikaa, eli kun ne kavelee sinne toisall@gile, samalla kun jenni kévelee niin kavelee gsyd
kin ville.
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Minni; No sitten

voi mennd& kakskin minuuttia.

T: Ihan totta eli ne kerkiaa sinne kaharestaan kedadminuutissa, eli Ville pitda vaan kavella yhta
hijaa ku jennin, eli niilla ei suinkaan mee niirukaku menee yhteensa vaan niin kauan kun silla hi-
taammalla.

1.2 Mikki

T: Katotaan sitten viela kolmosta.

Mikki: Elikka jos a, V, J ja V taskulamppua tarvitakoko aijan ja kaks vaan voi kulkea sillan yli..
niin Ville kuljettaa koko ajan sita taskulamppuanjaut menee sitten siina jarjestyksesséa..eli tha oi
sitte 5+4+2 eli yksitoista.

T: Joo, mutta miten ne tulis sitte takaisin? Saeti# ville kuljettaa koko ajan taskulamppua.

Mikki: Nii joo sitte jokaaseen via yksi lisda néie olis sitte 14.

T: Voit koittaa via kirjoittaa miten tehtadva meneé,kuten sanoit niin ville lahtee eka, kenen kanss
se menee?

Mikki: Jennin.

T: Kauanko kulunut?

Mikki: Kaks minuuttia.

T: Pitéda paikkansa, laita se taas siihen, sitte tillee takaisin kauanko kulunut aikaa?

Mikki: Kolme.

T: Joo entéas sen jalkeen?

Mikki: Ville lahtee Veeran kanssa, ..

T: Kuinka kauan menee yhteensa?

Mikki: 13minuuttia.

T: Hyva kiitos vain ...
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Liite 3.

T: Joko sait tehtya kakkosen vai?

Hupu: Joo.

T: Mit& s& sait siité vastaukseksi?

Hupu: No ettéa talla hetkella se on kaksi kertaa wiinha ku Saija se Pekka nii se voi olla kymmenen
vuotta ja Saija viisi vuotta ja nelja vuotta s oli kuus kertaa vanhempi ku saija nii se ohkuii, se
Pekka oli nelja vuotta site kuus vuotias ja Saligks vuotias. Tai sitte voi laittaa ihan vaikkakisa
kymmenda, kymmenen, kakstoista ja kuus.

T: Toimisko se silloin?

Hupu: Toimis.

T: Onko toi nyt kuus kertaa..?

Hupu: On

T: Eli talla hetkella P olis 20 ja S 10, Pekka olij@euotta sitte.

Hupu: Kakstoista jos tuon mukaan.

T:Jos Pekka on talla hetkella 20 vuotta, niiin kaimkonta vuotta se oli 4 vuotta sitte? Hupu: No
kuustoista, sitte..

T: Ja Saija oli nelja vuotta sitte jos se on th#kella 10.

Hupu: Nelja vuotta sitte se oli kuus.

T; Joo olisko sillon Pekka sitte kuus kertaa vanhHemp

Hupu: Ei

T: Ei, se mink& sait ekana niin se ois oikein, hyrtéien sa sait ton vastauksen, mista keksit niin hir
veen nopeesti ton 10 ja 5.

Hupu: M aluks laitoin etté& se oli kakstoista jaigul2 jaettuna 2 se olis kuus tuo Saija, ja Pekka
kakstoista ja sitte tama piti olla kuus kertaa veanhi niin se ei kayny.

T: Niin..

Hupu: Sitte kokeilin tuota 10 ja se..

T: Se on kanssa tadsmalleen oikein, tee sitte sltddsia
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