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Kasvatustieteiden tiedekunnan maédrdamind tarkastajina esitimme kasv. yo. Mari
Peltokankaan ja kasv. yo. Maaret Ruuskasen kasvatustieteen pro gradu -tutkielmaksi
tarkoitetusta tyostd “Se on nelidjuurilaskua se kakskymmentd kertaa kakskymmentd”.
Tapaustutkimus matemaattisesti taitavien 7 -vuotiaiden lasten ajattelusta, RATKO-
ongelmanratkaisumenetelmdsti ja opetuksen eriyttdmisestd seuraavan lausunnon.

Tutkimusaiheen relevanssi. Tyossd selvitetidn kolmen matemaattisesti taitavan
ekaluokkalaisen matemaattista ajattelua, RATKO-menetelmén toimivuutta sekd opetuksen
eriyttamistd. Tyo tarjoaa mielenkiintoisen tapaustutkimuksellisen liséin matematiikan opetusta
koskeviin tutkimuksiin. Perusldhtokohtana tekijoilla on oletus, ettd matemaattisesti taitavien
lasten tarpeisiin ei koulussa pystytéd vastaamaan, vaan koko opetus etenee tasapdistien. Tutkimus
on kauttaaltaan huolellisesti tehty ja perusilmeeltdin se kuvastaa tekijoiden aitoa innostusta
valitsemaansa aiheeseen.Tekijit osoittavat tyolldin pystyvinsd itseniiseen tyoskentelyyn.
Tutkimusta voidaan pitdd perusteltuna myos siind mielessd, ettd se kartoittaa niitd tarkeitd
lahtokohta-asemia, joissa oppilaan  kiinnostus matematiikkaan, saadaan sdilyméidn tai
sammumaan.

Tutkimuksen kohdejoukko. Valitsemistaan oppilaista voidaan perustellusti
kayttdd tyon tekijoiden mainitsemaa nimitystd matemaattisesti taitava oppilas. Tutkijat
perustelevat kyseisten oppilaiden valinnan kolmesta nikékulmasta. (1)Oppilaiden valinta nojaa
pédasiallisesti testiin, jonka tutkijat laativat kédyttden hyviaksi eri matematiikan oppikirjoja. (2)
Niiden testien tulosta tukivat jo aikaisemmin tehty koulupsykologin testi sekd luokanopettajan
nikemykset matemaattisesti taitavavista oppilaistaan. (3) Liséksi tutkimuksen tulososassa tekijét
vertaavat valittujen oppilaiden matemaattista ajattelua ~ Nunesin ja Bryantin (1996)
kehittelemédn matemaattisen ajattelun kolmiosaiseen luokitukseen. He 10ytévit ja perustelevat
valitsemistaan oppilaista Nunesin ja Bryantin luokittelun piirteita.

Aineiston keruu. Tekijat pitivit valituille oppilaille matematiikkakerhoa, jonka
yhteydessé tutkimus suoritettiin. Kerhotapaamisia oli kymmenen, jotka kaikki videoitiin ja
nauhoitettiin. Lisdksi tekijat tutustuivat matematiikan opetukseen tilld asteella pitdmalla
seitsemin viikon ajan kaikki matematiikan tunnit, jolloin kerran viikossa késiteltiin eriyttdvia
tehtivid.

Teoreettinen viitekehys. Teoriaosasssa tutkijat paneutuvat matematiikkaan
erityisesti  kouluopetuksessa, ongelmanratkaisuun, alkuopetukseen ja lapsen ajattelun
kehittymiseen. Teoriaosa (36 s) on sopivassa suhteessa koko tyon laajuuteen. Se kuvastaa
tutkijoiden perehtymistd valitsemiinsa aiheisiin, mutta jossain miérin teoriaosa vaikuttaa
referoinnilta ei niinkddn pohdiskelulta, johon tekijoilld olisi ollut mahdollisuus vield
rohkeammin. Tutkijat kokoavat teorian kautta saamansa ndkemyksen mielenkiintoiseen
pelastusrengas -kuvioon, jossa on kaksi repeimii. Teorian pohjalta repedmit - matemaattisesti
taitavien lasten kohdalla - ovat perusteltavissa. Hieman episelviksi jdd, mikd on valittujen
oppilaiden tai kyseisen luokan suhde repedaméin.

Ongelmanasettelu. Tutkimuksen tekijdt paikkaavat pelastusrenkaan repedmit
eriyttdmiselld ja ongelmanratkaisukykyi kehittavilld kerholla jo ongelmanasetteluvaiheessa,
jolloin ratkaisu saa jossain méirin ennakoinnin makua. T4dmi asettaa tekijit vaativan tehtdvin
eteen, silld he kirjoittavat jo ennen varsinaista tutkimusta valintojensa puolesta. Heiddn on
saatava ja saavatkin lukijan vakuuttuneeksi valitsemistaan paikkavilineistd. Tutkimusosassa
tyon tekijdt osoittavat onnistuneesti ongelmanratkaisuun keskittyvin kerhon keinona kehittii
matemaattisesti taitavien lasten opetusta ja ajattelua.

Tyo6n tekijit tietidvit olevansa vaikean kysymyksen ddrelld: miten tutkia ajattelua tai
sen kehittymistd. He antavat lasten itse kertoa ajattelustaan tehtdvien suorittamisen yhteydessi,
mikd lienee ainut keino ldhestyd valittua ongelmaa. Tutkimuksen tulososassa on runsaasti
tarkkoja vuoropuheluita tutkijoiden ja oppilaiden vilisistd keskusteluista.Kuvaukset lasten



pdittelyistd - esimerkiksi milloin luku on parillinen tai pariton -  voidaan pitdd myos
tutkimuksen yhtenid keskeisenid tuloksena. Autenttiset lainaukset toimivat tyossd kahdella
tasolla: ne kuvaavat lasten ajattelua sekd lisddvit tutkijoiden argumenttien uskottavuutta.
Tutkijoiden mukaan lasten ajattelussa tapahtuu kehittymistd. Tdhén tulokseen he tulevat
oppilaillaan teettimén, alunperin Malisen (1992) laatiman testin perusteella. Alku- ja
loppumittauksen vilisen muutoksen he nimittivit ajattelun kehittymiseksi.

Tutkimuksen ansioksi nousevat kohdejoukon valinta perusteluineen seki
ajattelun tutkimista kisittelevit kohdat. Erityisesti niissd kuvastuu tutkijoiden kyky tehdd
itsendistd ja perusteltua tutkimusta. Muut tulososan kohdat kuten RATKO -menetelmi,
eriyttiminen ja vanhempien suhtautuminen kerhoon, jasivét vihemmélle huomiolle. Vanhempien
haastattelu ei tuonut mitdén ratkaisevaa kyseiseen tutkimukseen, mutta heiddn tutkimukseen
mukaanottaminen kuvastaa tutkijoiden halua tehdé perusteellista tyotd. RATKO -menetelmén
sopivuus ekaluokkalaisille jai lukijalle vdhidn sekavaksi. Tutkimuksen mukaan lapset eivét
mieltineet RATKOA hyviksi, mutta tutkijat kuitenkin argumentoivat sen puolesta.

Tutkielma on kaiken kaikkiaan mielenkiintoinen kokonaisuus, jossa on 1dhdetty
rohkeasti selvittimdin tirkedd aihetta. Tyo on vaatinut tekijoiltddn paljon - ja antanut varmasti
vield enemmain. Tyd on antoisa my6s lukijalle, koska tyostd heijastuu kauttaaltaan tekijoiden
innostuneisuus  aiheeseen. Esitimme Mari Peltokankaan ja Maaret Ruuskasen tyon
hyvéksymisti kasvatustieteen pro gradu -tutkielmana kasvatustieteen maisterin tutkintoa varten
arvosanalla eximia cum laude approbatur.

Jyviskyldssd 17.5.1999
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TIIVISTELMA

Tutkimuksen pédtehtivand oli selvittdd, millaista on matemaattisesti taitavien
seitseménvuotiaiden lasten ajattelu. Lisdksi tutkittiin, miten ndiden lasten tarpeisiin
voidaan vastata ongelmanratkaisun ja eriyttimisen keinoilla ja kuinka taitavat lapset
kokivat Matikka-kerhon. Matemaattisesti taitavaksi lapseksi tdssd tutkimuksessa
madriteltiin lapsi, joka jo kouluun tullessaan hallitsi ensimma&isen luokan matematiikan
oppisiséllot. Tutkimus toteutettiin Jyviskyldn normaalikoulun ala-asteella lukuvuonna
1998 - 1999 tutkijoiden pdaittoharjoittelun yhteydessd. Tutkimukseen valittiin
tutkimusluokasta kahden valintatestin, seurantatestien ja opettajan suosituksen
perusteella kolme matemaattisesti taitavaa oppilasta, kaksi poikaa ja yksi tytto.
Tutkimukseen valituille oppilaille jarjestettiin Matikka-kerho, jossa kymmenelld
kerhokerralla  ratkottiin  ongelmanratkaisutehtdvid ja  tutustuttin RATKO-
ongelmanratkaisumenetelméén.

Tutkimus on laadullinen tapaustutkimus. Aineistonkeruumenetelmini tutkimuksessa
kaytettiin haastattelua ja havainnointia. Oppilaiden liséksi haastateltiin  heiddn
vanhempiaan ja luokanopettajaa. Lasten ajattelun kehitystd pyrittiin selvittdméén
Malisen (1980, 1992) loogisen ajattelun testeilld. Lisdksi tapausoppilaita havainnoitiin
tavallisilla matematiikan tunneilla ja Matikka-kerhossa.

Tutkimuksen tulosten mukaan tutkimukseen osallistuneet oppilaat kykenevit
matemaattisloogiseen ajatteluun, hallitsevat monia erilaisia matemaattisia késitteitd
(esimerkiksi summan parillisuus ja kertolasku) ja pystyvit tarkoituksenmukaiseen
toimintaan eri tilanteissa. He osoittivat ajattelun n&illd osa-alueilla olevansa
ikdtovereitaan selvisti taitavampia. Tutkimus on tapaustutkimus, joten saatuja tuloksia ei
voida suoraan yleistdd muihin samanikiisiin matemaattisesti taitaviin lapsiin. Tutkimus
kuitenkin osoittaa, kuinka vaativiin ajatusprosesseihin pienetkin lapset kykenevit.
Tamin asian tiedostamisella on merkitystd, jotta jokaiselle oppilaalle kyettdisiin
antamaan opetusta, joka kehittdd hinen ajatteluaan.

Avainsanat: matemaattinen ajattelu, matematiikka, ongelmanratkaisu, eriyttiminen,
alkuopetus, RATKO-ongelmanratkaisumenetelmé.
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1 HEITTAKAA PELASTUSRENGAS! - Ajatukset aiheeseen

Oletko tavannut ensimmadisen luokan oppilasta, joka hallitsee lukualueen 0-100 muiden
harjoitellessa kymmenté pienempié lukuja? Enté lasta, joka laskee sujuvasti suurehkoilla
luvuilla ja hallitsee kymmenylityksen muun luokan aloitellessa yhteenlaskun alkeista?
Tillaisia lapsia on lidhes jokaisella ensimmdiselld luokalla ja he joutuvat usein
opiskelemaan muun luokan tahdissa esimerkiksi ajank&ytt6on tai ryhmékokoihin
liittyvien ongelmien vuoksi. Kuitenkin jokaisen lapsen olisi saatava mahdollisuus
kaikkeen siihen opetukseen ja koulutukseen, johon hénelld on taipumuksia, josta hin on
kiinnostunut tai jota hin kykenee omaksumaan (Brunell 1993, 43). Koulun tidytyy
valmistaa lapsia kohtaamaan ensi vuosituhannen uudet haasteet myds matematiikassa.
Entistd enemmén tarvitaan monipuolista laskutaitoa, joka sisédltdd paljon muutakin kuin
sujuvat aritmeettiset taidot ja selvdn lukukisitteen. Koulumatematiikassa tulisikin
kiinnittdd paljon enemmin huomiota siithen, miten lapsi oppisi ajattelemaan
matemaattisesti. (Nunes & Bryant 1996, 2 - 5.)

Usein alkuopetuksen matematiikan opetuksessa kiinnitetdin huomiota heikosti
menestyviin lapsiin. Ikdheimo (1998, 245) suosittelee erilaisten testien tekemistd heti
ensimmiisen luokan alussa, jotta nimenomaan heikosti menestyneiden oppilaiden
oppimista voidaan tukea ja ryhdytiddn toimenpiteisiin heidén ajattelunsa kehittédmiseksi.
Myos matemaattisten oppimisvaikeuksien voittamiseksi 10ytyy kirjallisuudesta erilaisia
keinoja, mutta matemaattisesti taitavien oppilaiden ajattelun kehittiiminen j&& opettajan
omien valmiuksien ja kokemusten varaan. Pystydkseen auttamaan oppilaiden ajattelun
kehittymistd opettajan tdytyy tuntea taitavan oppilaan ajattelun luonnetta ja
ominaispiirteitd. Tdmin tutkimuksen tarkoituksena on selvittdd, millaista on
kognitiivisesti kehittyneen lapsen ajattelu. Tétd tutkimme Matikka-kerhossa, joka
keskittyi ongelmanratkaisutaitoja ja loogista ajattelua vaativiin tehtdviin. Valitsimme
Matikka-kerhoon testien ja tutkimusluokan opettajan kokemuksien perusteella kolme
oppilasta - Kimmon, Leenan ja Jannen -, jotka osoittivat hallitsevansa suurimman osan
ensimmaiselld luokalla opetettavista matemaattisista taidoista. Liséksi halusimme tietéd,
miten ongelmanratkaisun ja eriyttimisen avulla voidaan vastata matemaattisesti taitavan

lapsen tarpeisiin alkuopetuksen matematiikan opetuksessa.



Tutkimus tehtiin Jyviskylin Normaalikoulun ala-asteella péittdharjoittelumme
yhteydessid. Se on laadullinen tapaustutkimus, jossa on my0s toimintatutkimuksen
piirteitd.  Aineistonkeruumenetelminid kédytimme haastattelua ja osallistuvaa
havainnointia, jonka avulla pyrimme tutustumaan lapsiin eri ndkokulmista. Lisaksi
nauhoitimme ldhes kaikki Matikka-kerhotapaamiset sekd otimme talteen lasten
tehtdvilomakkeita ja ratkaisumalleja. Pidimme myds matematiikan tunteja, joissa
pyrimme eriyttdviin matematiikan opetukseen ottaen huomioon oppilaiden erilaiset
taidot.

Olemme kaytténeet tutkimusselosteessa melko paljon suoria lainauksia oppilaiden
opettajan haastatteluista lainatut katkelmat puolestaan antavat selvyyttd asioista,
joista emme ole saaneet tietoa lapsilta. Tekstikatkelmien avulla perustelemme
tulkintojamme tutkittavasta asiasta ja pyrimme eldvoittdméin tekstid. Ne tuovat myos
parhaalla mahdollisella tavalla esiin lasten oman &dinen tutkimuksessamme (vrt.
Savolainen 1991, 453). Samalla annamme lukijalle mahdollisuuden omaan
tulkintaan. Olemme kayttianeet tutkimusraportissa peitenimiéd lasten anonymiteetin
sdilyttdmiseksi.

Matikka-kerhossa ylldtyimme usein lasten kehittyneistd matemaattisista taidoista.
Oppilaat ymmarsivit kertolaskun periaatteen, kykenivit operoimaan negatiivisilia
luvuilla ja tutustuivat summan parillisuuden siént6on. Oppilaiden toiminnan
seuraamisen kautta vakuutuimme eriyttdmisen vilttimittomyydestd myds taitavien
lasten kohdalla. Taitava oppilas on mielestimme usein h#déssd, koska hén ei
vilttamittd saa taitojaan vastaavaa opetusta. Lapsi joutuu sinnitteleméén
alkuopetuksen matematiikan ja omien taitojensa muodostaman pelastusrenkaan

varassa, joka kuitenkin uhkaa reveta.



2 TIUKKA OTE RENKAASTA - Matematiikan maailmaan

2.1  Nikokulmia matematiikkaan

Matematitkka pohjautuu kreikan kielen sanaan, joka tarkoittaa oppimisen taitoa.
Otavan Suuren Ensyklopedian (1979) mukaan matematiikkaa on aikaisemmin pidetty
tieteend, jonka piiriin kuuluvat kaikki sellaiset objektit, joiden tutkimiseen voidaan
kdyttdd mittaamista ja laskemista. Nykyddn lahes kaikkea toimintaa, joka nojautuu
systemaattiseen ja rationaaliseen ajatteluun sekd kdyttdd apunaan erilaisia merkkeji
eli symboleja, pidetdin matematiikkana. Kirjassa mainitaan osuvasti, etti
kirjoitettaessa olisi jo osittain vanhentunut. (Otavan Suuri Ensyklopedia 6, 1979)

Matematiikka on hyvin vanha tieteenala ja laaja kulttuurisektori. Se on alunperin
kehitetty kaytdnnon tarkoituksiin: maanmittauksiin, ajan maédrityksiin, kaupan ja
rakentamisen tarpeisiin (Leino 1992, 42). Kuitenkin matematiikkaa opetetaan
koulussa hyvin mekaanisesti ja  korkealentoisesti ilman konkreettisia
kaytannonsovellutuksia. Matematiikan voi ymmirtdid maailmankuvan jasentdmiseksi
tai vaikkapa arkipdivan eldmén suunnitteluksi (Haapasalo 1993, 268). Matematiikka
on myos vahvasti dynaaminen tietorakennelma (Leino 1992, 41), jonka aksioomien
kumoamiseksi tai uusien 16ytamiseksi moni tiedemies tdndkin pédivina tyoskentelee.
Tdmén pédivin ihmiselle matematiikan merkitys korostuu: monimutkaistuvan
maailman ymmairtdmiseksi tarvitaan usein loogista ajattelutaitoa ja erilaisia
ratkaisumalleja, joita matematiikan hallitseminen tuottaa (Pietild 1994, 169).
Matematiikka on myos selked, tehokas ja kansainvilinen kommunikoinnin viline
(Kupari 1993, 116).

Malaty (1997) ottaa erilaisen ja monipuolisen nikokulman esiin matematiikasta.
Hinen mielestddn matematiikkaa on kaikessa, mitd ihminen on tehnyt ja kaikessa,
mitd ihminen ei ole tehnyt, koska jokaisella asialla on méairéd ja muoto. Sen lisdksi
ettd matematiikkaa on kaikkialla ympérillimme, Malaty viittdd sitd olevan myos
meissé itsessimme. (Malaty 1997, 53 - 54.) Jos opettaja pystyisi hahmottamaan
matematiikan opetuksen niin kokonaisvaltaisesti, se ei voisi olla vaikuttamatta hinen

opetukseensa.



Jokaisella koulua kéyneelld ihmiselli on oma kisityksensd siitd, mitd
matematiikka on koulussa. Se on oppiaine, joka herittdd usein voimakkaita tunteita.
Ala-asteen ensimmadisilld luokilla matematiikka koetaan usein mukavana, mutta
myohemmin monet kokevat sen vastenmieliseksi ja vaikeaksi. Useat ihmiset
ajattelevat matematiikan olevan vain pelkkid peruslaskutoimituksia, joita tarvitaan
koulussa, kotona, ty0ssd tai harrastuksissa (Berry & Sahlberg 1995, 30). Tami
késitys on luultavasti suoraan verrannollinen heiddn omiin koulukokemuksiinsa,
jotka eiviit ole vastanneet matematiikan monipuolista luonnetta. Valitettavasti
oppikirjasidonnainen opetus, joka korostaa mekaanisia rutiinilaskutoimituksia

oppilaan oman ajattelun sijaan, on Suomessa yhé yleista.

2.2  Matematiikan merkityksesti koulussa

Keranto (1990, 27) on artikkelissaan pohtinut matematiikan merkitystd
kouluopetuksessa. Matematiikan opetus on hénen mielestdsin perinnén valittamisti,
koska matematiikka vanhana tieteenalana muodostaa oleellisen osan ihmiskunnan
kulttuurihistoriallisesta perinnostd. Sen takia opetuksessa olisikin vélilld tdrkead
palata matematiikan juurille ja tarkastella ensimmaiisten matemaatikkojen laatimia
ratkaisuja.

Teknistyneessd yhteiskunnassa matematiikan opetuksen merkitys on kasvanut
entisestdin. Matematiikka auttaa monimutkaistuneen maailman ymmartdmisessi
kehittimaélld johdonmukaista ajattelua ja ajatusmallien rakentamista (Pietild 1994,
169). Se antaa kiyttokelpoisia ja vilttimattomia vélineitd yhteiskunnan kaytanteistd
selviytymiseen (Keranto 1990, 27).

Peruskoulun opetussuunnitelman perusteissa (1994, 77) peruskoulun
matematiikan opetuksen tavoite mairitellddn seuraavasti: “Kaikille oppilaille
tarjotaan mahdollisuus hankkia peruskoulun aikana sellaiset matemaattiset
perustiedot ja -taidot, jotka luovat pohjaa jatko-opinnoille ja antavat valmiuksia
selviytyd jokapdivéisissd toiminnoissa ja tydeldmissd.” Matematiikka ndhdéinkin
hyodyllisend monille muille tieteellisen toiminnan ja yhteiskunnan aloille (Kupari

1993, 116).
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2.3 Miksi matematiikan opetus kaipaa uudistusta?

Matematiikan opetus 1990-luvulla -niminen tyéryhmi on pohtinut matematiikan
opetuksen kehittdmisté ja kehittymista Suomessa. Ryhmin mukaan opetuksessa olisi
painotettava muunmuassa ongelmanratkaisutaitojen  kehittdmistd, oppilaan
mahdollisuuksia yksilollisyyteen matematiikan opiskelussa sekd matematiikan
puhumista. Vastaavasti opetuksessa tulisi vdhentdd mm. mekaanisia kyndpaperi-
laskutehtédvid sekd “yksi strategia - yksi vastaus” -tyyppisid tehtdvid (Halinen,
Hinninen, Joki, Leino, Niitanen, Pehkonen, Pehkonen, Sahlberg, Sainio, Seppild &
Strang 1991, 25).

On viitetty, ettd oppilaiden matemaattiset taidot ovat heikentyneet, eivitkid he
osaa soveltaa tai kayttad omaksumiaan tietoja esimerkiksi
ongelmanratkaisutilanteissa  (Kupari 1993, 114). Perinteisesti toteutetulla
matematiikan opetuksella ei néytetd saavutettavan haluttuja tavoitteita (Kinnunen &
Vauras 1997, 273). Oppilaat oppivat monia asioita, kuten laskuoperaatioita,
algoritmeja ja muistisddntdja, mutta niiden ymmirtdminen ja soveltaminen
kdytinnon ongelmiin jdd usein puutteelliseksi. Oppilaat eivit opi ajattelemaan
joustavasti ongelmia, koska matematiikan opetus pohjautuu liikaa teknisten
menettelytapojen ja laskuoperaatioiden harjoitteluun, jolloin aikaa j4a liian vihin
oppilaan omaehtoiseen pohdintaan ja asioiden tutkiskeluun. (Kinnunen & Vauras
1997, 273.) Ongelmanratkaisuun painottuva opetus on yksi tie monipuolisempaan ja

ajattelutaitoja kehittdvidin matematiikan opetukseen.

2.4 Ongelmanratkaisu matematiikassa

Puhuttaessa ongelmanratkaisusta matematiikassa tulee usein mieleen sanalliset
tehtévit ja niiden ratkaiseminen seké tehtidvien sovellukset. Ongelman ratkaiseminen
el kuitenkaan tarkoita samaa kuin laskeminen ja sovellukset ovat vain pieni osa
ongelmanratkaisua. Ongelmanratkaisu on tapa ajatella ja etsid perusteluja aidoissa
matematiikkaan liittyvissd toiminnoissa ja tehtdvissd (Barb & Larson Quinn 1997,
536 - 542). Rutiinitehtdvistd ongelma eroaa siind, ettd yksilo joutuu yhdistelemiin
hénelle tuttuja tietoja ja taitoja uudella tavalla pdistdkseen ratkaisuun. Olennaista

ongelmalle onkin, ettd oppilaat eivdt heti 16ydd siihen ratkaisua, vaan tielle tulee
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jokin este (Zimmermann 1991, 9). Rutiinitehtdvistd oppija sen sijaan tunnistaa heti
tehtdvin vaatimat toimenpiteet (Pehkonen, Pekama & Seppild 1991, 11).

Keskeistd ongelmanratkaisussa ei ole tietdd oikeaa vastausta, vaan yritykset
ratkaista ongelmatilanteita. Yrityksissda voi olla my6s umpikujiin johtavia
ratkaisuteitd, jotka ovat oppimisen kannalta olennaisia. (Pehkonen ym. 1991, 23.)
Ongelmanratkaisussa ei kuitenkaan riitd pelkkd tiedollinen valmius ja sopivimpien
toimenpiteiden valitseminen. Ongelman ratkaisijan tdytyy myds ponnistella
pitkédjénteisesti saavuttaakseen asettamansa paamadran (Pehkonen ym. 1991, 11).

Oppija voi kohdata ongelmanratkaisutilanteessa monenlaisia ongelmia, joita
ratkaisija eikd ongelman esittdji (esim. opettaja) ole mahdollisesti ajatellut etukiteen.
Matikka-kerhossa téllaisia tilanteita tuli eteen useita, koska emme tarkoituksella
olleet ratkaisseet kaikkia ongelmia etukiteen. Ongelmien tulee olla mielenkiintoisia
ja mahdollisimman paljon oppijan eldmdin liittyvid. Eri ongelmat vaativat erilaisia
taitoja, jotka on otettava huomioon ongelmaa laadittaessa. (Pehkonen ym. 1991, 15 -
16.) Matikka-kerhossa meidin tuli ottaa huomioon erityisesti oppilaiden kehittyvi

Iukutaito.

24.1 Ongelmanratkaisu koulussa

Ongelmanratkaisua on  pidetty usein ylimé#drdisend lisdnd  tavalliseen
kouluopetukseen. Sitd on kisitelty ldhinnd soveltamisen yhteydessi. Kuitenkin
ongelmanratkaisua tulisi opettaa rinnakkain matemaattisten tietojen ja taitojen
oppimisessa, eikd erottaa sitd omaksi erilliseksi kokonaisuudeksi (Pehkonen ym.
1991, 17). Ongelmanratkaisua pitdisi integroida kaikilla matematiikan tunneilla ja
sitd tulisi késitelld jatkuvana prosessina. Lisdksi tulisi muistaa, ettei
ongelmanratkaisu ole tarkoitettu vain matematiikassa taitaville oppilaille, vaan sen
tarkoituksena on kehittdd jokaisen lapsen ajattelua.

Matemaattisen ongelmanratkaisun avulla oppilas voi ymmairtdd, ettd aina on
olemassa perustelu, jota on etsittdva (Malaty 1993, 16). Myos Pehkonen ym. (1991,
11) perustelevat ongelmanratkaisua kouluopetuksessa monella eri tavalla.
Ongelmanratkaisu kehittdd yleisia tiedollisia valmiuksia ja edistdd luovuuden

kehittymisti, mitéd arvostetaan useilla eri ammattialoilla. Lisdksi ongelmanratkaisu on
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osa matemaattista soveltamista ja motivoi tehokkaasti oppilaat matematiikan
opiskeluun.

Ongelmanratkaisuun ryhdyttdessi on ensin saatava lasten mielenkiinto
kohdistumaan ongelmaan, erityisesti silloin, jos lapset eivit ole tottuneita
ongelmanratkaisijoita. Jotta ongelmanratkaisuprosessista muodostuisi mielekis, on
varmistettava, ettd oppilaalla on riittdvit pohjatiedot ja -taidot (Lahdes 1997, 193).
Kuitenkin on tirkedd muistaa, ettd myos ongelmanratkaisun avulla voidaan oppia
uutta, ettei ongelmanratkaisu muodostuisi pelkdksi vanhan kertaamiseksi ja
soveltamiseksi. Opettajan tuleekin olla taitava valitessaan ongelmaa, koska sen pitid
olla riittivén vaativa herittddkseen ponnistelua ja mielenkiintoa, mutta toisaalta
riittdvin helppo, ettei ongelman ratkaiseminen muodostu ylivoimaiseksi lapselle
(Lahdes 1997, 194). Ongelmien tulee antaa oppilaille mahdollisuus tydskennelld
yhdessd, kayttdd teknisid vilineitd, keskittyd oikeisiin ja mielenkiintoisiin
matemaattisiin ideoihin ja kokea matematiikan voima ja hy6dyllisyys. Niiden tulisi
sisdltdd myos vaikeita lukuja, liikaa tai liian vdhén tietoa, useita ratkaisuja tai ei
ratkaisua ollenkaan, jotta ne antaisivat oppilaille realistisen kuvan arkipdivin
monimutkaisista ongelmista. (Haapasalo 1998, 87.)

Ongelmakeskeinen opetus toteutuu tilanteessa, jossa opettaja tarkastelee
kisiteltdvid asioita ongelmallisina, eiké tarjoa oppilaille valmista tietoa. Opettaja ei
saa olla mallin ndyttdjd tai ratkaisun selittdjd, vaan pikemminkin neuvonantaja
(Pehkonen ym. 1991, 18). Tarkoituksena on saada oppilaat etsimién itsensisesti
tietoa sekd kisittelemiin ja arvioimaan sitd (Pehkonen ym. 1991, 21). Oleellista on
vuorovaikutus opettajan ja oppilaiden vililli sekd oppilaiden keskuudessa.
Opetusprosessin tulisi siséltdd sekd hiljaista itsendistd tyota ettd keskustelua (Malaty
1993, 19). Hyvi opetusmenetelmd antaa lasten olla aktiivisia ajattelijoita tunniila.

Ongelmanratkaisussa on keskeistd ymmartdminen, joka tuottaa lapsille oppimisen
iloa ja motivoi heitd ongelmanratkaisuun myos arkieldméassd (Malaty 1993, 16).
Ymmirtdmisen on médritellyt mm. Lahdes (1997, 192) seuraavasti: “oppilas kasittdd
mitd viestissd vilitetddn ja hin osaa lisdksi kiyttdd viestissad vilitettyd aineistoa tai
ideaa." Ymmirtdminen on siis lapsen mielessd tapahtuva prosessi, joka voi olla
salamannopea ahaa-eldmys. Kuitenkin usein ymmiértiminen pohjautuu pitkaaikaiseen
oppimisjaksoon, jossa on tapahtunut monenlaisia henkisid prosesseja sekd niiden

vuorovaikutusta (Dreyfus 1994, 25).
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Jotta oppilaan ongelmanratkaisukyky todella kehittyisi, hinelld tdytyy olla
mahdollisuus yksin tai pienessd ryhmissd kokeilla, arvata ja tehdd myds virheiti
(Pehkonen ym. 1991, 18). Kouluopetuksessa on korostettu tehtidvien ratkaisemista
itsendisesti  ilman  muiden apua, mikd on  liitetty usein = myds
ongelmanratkaisutilanteisiin (Talvenmaiki, Simula & Meisalo 1994, 207). Pehkonen
ym. (1991, 18) kuitenkin pitdavidt ryhmityoskentelyd ongelmanratkaisun kannalta
tehokkaampana kuin yksilollistd tyoskentelyd; kuitenkaan ryhmd ei saa olla liian
suuri. Opettajan tehtdvini on luoda myonteinen ilmapiiri luokkaan, lisatd oppilaiden
valmiuksia luovaan toimintaan, parantaa oppilaiden asenteita ongelmanratkaisua ja
matematiikkaa kohtaan sekd kehittid oppilaan tiedollisia valmiuksia (Pehkonen ym.
1991, 18). Lisdksi opettajan tulisi esittdd ohjailevia kysymyksid ja pyrkid siten
suuntaamaan oppilaan ajattelua (Pehkonen ym. 1991, 22). Ongelmanratkaisussa on
tiarkedd myos kiireetdn ilmapiiri, koska kriittinen ajattelu vie aikaa. Barb ja Larson
Quinn (1997, 536 - 542) korostavat pitkdjénteistd tyotd ongelmanratkaisun parissa,
koska menestys ongelmanratkaisussa tulee harjoituksen kautta. Tahédn tutkimukseen
liittyneessd Matikka-kerhossa olosuhteet olivat mielestimme ongelmanratkaisulle

otolliset.

2.4.2 Ongelmanratkaisun vaiheet

Ongelmanratkaisu on tapahtuma, jossa jokaisella ongelmalla on tietty lghtotilanne
sekd pddamddrd, jota kohtt on tarkoitus edetd (Lahdes 1997, 13). Lahtotilanne ja
paamaidrd voivat olla joko kirjoitettuna tai kétkettyné ikdin kuin rivien viliin, jolloin
ongelmanratkaisijan ensimmiinen tehtdvd on tunnistaa ongelma. Ongelmanrat-
kaisuprosessi on hyvin monimuotoinen ja siti voidaan ldhestyé eri tavoilla, mika
nikyy jo erilaisten ongelmanratkaisumallien lukumééristd. My6s lasten ja aikuisten
ongelmanratkaisutavat saattavat poiketa yllattivisti toisistaan. Usein lapsi kayttaa
enemmén luovuutta kuin aikuinen, joka ratkaisee tehtdvid opitun tavan mukaan.

Myos Kimmon isé on kiinnittinyt huomiota ongelmanratkaisutapojen erilaisuuteen.

Niin joskus puhutaan niistd asioista, niin sen vain huomasin, ettd se minun
opittu ongelmanratkaisu, matemaattisen ongelmanratkaisumalli saatto olla
hieman erilainen kuin lapsen ajatus, mutta lopputuloshan meilld oli sama. Ja
sitte ma kysyinkin, ettd miten si sen teit.
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Bloom on erottanut ongelmanratkaisun kaksi tapaa: analyysin ja synteesin (Lahdes
1997, 193). Analyysissd ongelma hajotetaan osatekijoihin ja tutkitaan osien
keskindistd jarjestystd ja suhteita. Synteesissd yhdistetddn ennestdin tuttuja osia
toisilnsa uudella ja omaperdiselld tavalla, milld pyritddn organisoituun
kokonaisuuteen ja ongelman ratkaisemiseen. Niitd molempia tapoja kiytetddn
ongelmanratkaisussa, missd ne voivat esiintyd myos vuorotellen ja lomittain saman
ongelman ratkaisemisen eri vaiheina.

My6s Dewey on hahmotellut ongelmanratkaisun vaiheita. Hinen mielestdin
ongelmanratkaisuprosessi koostuu seuraavista aineksista: ongelmatilanne, ongelman
lahempi selvittely ja rajaaminen, hypoteesi ongelman ratkaisemiseksi, sen seurausten
arviointi sekd ongelman ratkaisu kdytdnnossd (Lahdes 1997, 11). Ongelmanratkaisu
on rekursiivinen prosessi, jossa voidaan palata useita kertoja taaksepdin edellisiin
vatheisiin (Takala 1992, 84). Yksi tdrkeimmistd ldhtokohdista erilaisille
ongelmanratkaisumalleille on Polyan (1973, xvi - xvil) antama nelivaiheinen
ongelmanratkaisuprosessi, jota voidaan verrata tdssd tutkimuksessa kéyttimdamme
RATKO-ongelmanratkaisumenetelméin (vrt. Allen & Allen 1998). Polyan vaiheet

on esitetty vasemmalla ja niitd vastaavat RATKO:n vaiheet oikealla.

1) Ongelman ymmaértdminen (Rajaa)
2) Suunnitelman laatiminen (Arvioi)
3) Suunnitelman toteuttaminen (Tutki, Keksi)
4) Ratkaisemisen tarkastelu. (Onnistuitko)

RATKO-ongelmanratkaisuprosessin vaiheet ovat siis varsin samansuuntaiset
Polyan vaiheiden kanssa, mutta niitd on yksinkertaistettu. Alkuperdinen RATKO
(Allen & Allen 1998) on kehitetty kaikenlaiseen ongelmanratkaisuun, mutta
tutkimustamme varten olemme muokanneet sen ldhinnd lasten matemaattiseen
ongelmanratkaisuun sopivaksi.

Ongelman ymmartdmisvaiheen (Rajaa) tarkoituksena on, ettd ongelmanratkaisija
selvittdd itselleen, mitd tehtdvassd kysytddn ja mitkd asiat tunnetaan jo ennestdén.
Usein ymmértdmistd auttaa kuvion piirtiminen ongelmatilanteesta. Keskeinen vaihe
ongelmanratkaisussa on kuitenkin suunnittelu (Arvioi), jolloin ratkaisija miettii eri

vaihtoehtoja ja keinoja paamairaan padsemiseksi. Usein suunnitteluvaihetta ei voi
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tarkasti  erottaa toteutusvaiheesta, koska ne nivoutuvat toisiinsa ja
toteuttamisvaiheessakin (Tutki, Keksi) voidaan aina uudelleen palata suunnitteluun.
Tarkasteluvaihe (Onnistuitko) on ongelmanratkaisuprosessin viimeinen vaihe, jossa
pyritddn lopulliseen selvyyteen siitd, miti tehtiin ja miksi. Tarkastelu jaa kuitenkin
valitettavasti usein liian vihille huomiolle, vaikka sen avulla voidaan oppia paljon
omasta ongelmanratkaisusta. (Pehkonen ym.1991, 26-27).

Peruskoulun opetussuunnitelman perusteiden 1994 mukaan
ongelmanratkaisuprosessissa keskeistd on “oikeiden kysymysten asettaminen,
ongelman hahmottaminen, oikeiden ratkaisumenetelmien [oytdminen ja ldpivieminen
sekéd tulosten arviointi ja muotoilu” (Peruskoulun opetussuunnitelman perusteet

1994, 76). Juuri néitd vaiheita opeteltin RATKO-ongelmanratkaisumenetelmén

avulla.
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3 LISAA APUA TULOSSA - Alkuopetus osana lapsen kasvatusta

3.1 Alkuopetuksen yleiset tavoitteet

Alkuopetus siséltidd peruskoulun 1. ja 2. luokan opetuksen (Peruskoulun opetuksen
opas: Alkuopetus 1988, 3). Alkuopetuksen tavoitteita voidaan kuvata kdyttamalld
seuraavia persoonallisuuden kolmea komponenttia: toiminnallisuus, sosiaalis-
emotionaalisuus ja kognitiivisuus (Kyroldinen 1994, 54). Kuhunkin komponenttiin
liittyy omat tavoitteensa, jotka jakautuvat pienimpiin osatavoitteisiin. Toiminnallisiin
tavoitteisiin ~ kuuluvat  esimerkiksi motivaation syntyminen, omaehtoisen
tavoitteenasettelun ja arviointikyvyn kehittyminen (Kyr6ldinen 1994, 55). Sosiaalis-
emotionaalisia tavoitteita ovat itseniisyyden voimistaminen, aktiivisuuden
virittiminen ja tunne-eldmén rikastuttaminen mm. ystivyyden kokemuksella
(Kyréldinen 1994, 56). Myos positiivisen mindkuvan luominen sekd myonteinen
kuva ympiristostd ja ithmisestd ovat alkuopetuksen térkeitéd tavoitteita. Kognitiiviset
taidot tarkoittavat ldhinnad tiedonkisittelytaitoja: vastaanottamista, tallentamista,
soveltamista ja luovaa ajattelua. Nami tavoitteet ovat hyvin laajoja  alkuope-
tusikdiselle lapselle ja vaativat suotuisia olosuhteita toteutuakseen. (Kyroldinen 1994,
56.)

Alkuopetuksen tavoitteet ovat hyvin kokonaisvaltaiset. Opettajalla on
mahdollisuus suunnitella ja toteuttaa tyStddn hyvin laaja-alaisesti. Térkeintd on
kuitenkin lapsen kunnioittaminen sekd hinen kokonaisvaltaisen kasvunsa ja
kehityksensi tukeminen (Kyroldinen 1994, 60). Ensimmiisilldi kouluvuosilla on
ratkaiseva merkitys siihen, miten oppilas suhtautuu tulevaisuudessa kouluun, itseensi

ja toisiin ithmisiin.
3.2 Alkuopetuksen pedagogiikkaa
Traditionaalinen opetusnidkemys korostaa tulosta eli produktia oppimisen tavoitteena.

Téamén opetusnikemyksen mukaan opettaminen on tiedon jakamista ja oppiminen

tiedon vastaanottamista. Tdmi kuitenkin johtaa usein vain pinnalliseen oppimiseen,



17

eikd anna oppijalle mahdollisuutta asioiden syvilliseen ja kriittiseen tarkasteluun
sekd ymmartdmiseen. (Ikdheimo 1995, 14.)

Empiristinen opetus korostaa konkreettista materiaalia ja siitd tehtdvii
aistihavaintoja oppimisen ldhtokohtana. Tarkedd on, ettd oppilas tekee paljon itse
kayttden ymparistdodin tiedonldhteendén. Taustalla empiristisessi
oppimiskisityksessd on kuitenkin Ikdheimon (1995) mielestd virheellinen ajatus siiti,
ettd kaikki ihmiset kokevat tapahtumat samanlaisena ja havaitsevat samoja asioita.
(Ikdheimo 1995, 14.)

Konstruktivistinen oppimiskésitys korostaa oppimista aktiivisena tapahtumana.
Oppilas itse rakentaa ajatteluaan aikaisempien kokemustensa pohjalta, muokaten ja
tarkistaen jo olemassa olevien tietorakennelmiensa paikkansapitdvyyttd (Ikdheimo,
Aalto & Puumalainen 1997, 8). Elinikiisen oppimisensa aikana ihminen rakentaa itse
omat ajattelurakenteensa, jotka muodostavat laajoja verkostoja (Ikdheimo 1995, 14).

Opettajan  rooli  muuttuu  ratkaisevasti  siirryttdessd  behavioristisesta
oppimiskdésityksestd  konstruktivistiseen: aktiivisesta tiedonjakajasta  kehittyy
oppilaan oppimista seuraava ohjaaja, jonka tehtivdnd on luoda sopiva
oppimisympéristo lapsen tarkoituksenmukaiselle kehittymiselle (Ikdheimo ym. 1997,
8).

3.3  Alkuopetuksen matematiikka
3.3.1 Sisillot ja tavoitteet

Alkuopetuksen matematiiikka voidaan jakaa neljién sisdltdalueeseen:
1. lukujonot, lukujen hajoittaminen ja koonta sekéd 10-jirjestelmi

2. yhteen- ja vihennyslaskut pééssi ja allekkain

3. kerto- ja jakolaskun kisite

4. mittaaminen, geometria ja tilastot. (Ikdheimo 1997, 246).

Osa-alueissa ei erikseen ole mainittu ongelmanratkaisua ja soveltamista, mutta
sen tulisi lomittua jokaiseen osa-alueeseen. Matematiikka tulisi yhdistdd arkipdivin
tilanteisiin, jolloin keskeisten osa-alueiden oppiminen onnistuu helpommin

(Ikdheimo 1997, 246; Ikidheimo ym. 1997, 10).
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Tarkemmin alkuopetuksen matematiikan osa-alueet Ikdheimo ym. (1997, 10) ovat
maidritelleet seuraavasti:

1. Luokittelu

2. Vertailu

3. Jarjestykseen asettaminen ja sarjoittaminen

4. Paitteleminen

5. Lukukisite

6. Lukujonot

7. Jarjestysluvut

8. Lukujen hajoittaminen ja koonta

9. Laskutoimitukset

10. 10-jarjestelmi

11. Mittaaminen

12. Geometria

13. Tilastot

Ikdheimo (1997, 246) kiinnittd4d huomiota myds solmukohtiin, joiden varmaan ja
sujuvaan hallintaan tulisi alkuopetuksessa kiinnittid huomiota. Solmukohta on
"sellainen taito tai keskeinen oppisisdltd, jonka hallinnan puute aiheuttaa
oppimisvaikeuksia" (Ikdheimo ym. 1997, 11). Alkuopetuksen matematiikan
solmukohdiksi Ikdheimo nime&ds yhteen- ja vdhennyslaskut lukualueella 0-20, 10-
jérjestelmén periaatteen ja kertolaskun késitteen (Ikdheimo 1997, 246). Erityisesti
lukualueen O - 20 laskujen automaattinen hallinta on ensiarvoisen tirkedid, koska
niiden harjoittelemiseen ei enédd palata alkuopetuksen jilkeen (Ikdheimo ym. 1997,
14).

Peruskoulun matematiikan opetukselle asetetuista tavoitteista (Peruskoulun
opetuksen opas: Alkuopetus 1988, 57) Matikka-kerhossa korostettiin ongelmien
ratkaisemista, pédattely- ja arviointitaitoa, varmaa laskutaitoa, myonteistd asennetta ja
matemaattista harrastuneisuutta sekd johdonmukaista ja tdsméllistd ajattejua ja

asioiden esittdmisen harjoittelua.
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3.3.2 Didaktiikkaa

Alkuopetuksen didaktiikassa painotetaan leikkid osana lapsen maailmaa ja
oppimista. Etenkin sitd tulee korostaa matematiikan opetuksessa, koska oikein
suunniteltuna ja toteutettuna leikki kehittds lapsen ajattelua ja matemaattisia taitoja.
Toiminnallisuuden ja leikkimisen kautta voidaan havainnollistaa konkretian
muuttumista symboleiksi ja tdtd kautta vaikuttaa lapsen ajattelun kehittymiseen.
Lisdksi leikilld on vaikutusta lapsen myoOnteiseen asennoitumiseen matematiikkaan:
se on usein jinnittdvdd ja  voi antaa positiivisesti vaikuttavia onnistumisen
elamyksid. (Ikdheimo ym. 1997, 6).

Matematitkan didaktiikkaa ovat pohtineet useat kuuluisat psykologit ja
kasvattajat. Montessori oli kuuluisa erilaisista oppimisvilineistdin, joiden avulla hin
pyrki antamaan oppilaille konkreettisen kokemuksen. Titd kautta pyrittiin oppilaan
omaan oivallukseen ja vasta myohemmin abstraktiin sovellukseen. (Ikdheimo 1995,
10.) Tutkimuksessa mukana ollut luokanopettaja korostaa myds havainnollisuuden ja

konkreettisuuden merkitysta pienten lasten matematiikassa:

Ja se on mun mielesti tirkeetd, ettd mahollisimman pitka4n mennéén niitten
konkreettisten vélineiden avulla ja kun tuntuu, ettd lapsi vain tarvitsee.
Liian nopea siirtyminen sitten niistd pois tekee kylld hallaa myShemminkin.

Myos Galperin korosti konkreettisen materiaalin merkitystd. Uuden asian
opetteleminen alkaa hinen mielestddn aina konkreettisesta mallista. Galperin on
kehittdnyt toiminnan tasot, joita voidaan kutsua myos sisdistamisen asteiksi. Thminen
voi hallita henkisen toiminnon neljilld eri tasolla: kdyttden apuna konkreettista
mallia, puhuen ddneen, puhuen itsekseen ja miettien yksinomaan ajatuksissaan.
Niilla vaiheilla on ratkaiseva merkitys prosessissa, jossa ulkoinen toiminta muuttuu
sisdiseksi tiedoksi tai ymmartdmiseksi. (Ikdheimo 1995, 12.)

Alkuopetusikdinen lapsi tekee ymparistostddn jatkuvasti havaintoja. Matematiikan
oppiminenkin helpottuu, kun opetuksessa kaytetdsin useampia aistikanavia pelkkain
visuaaliseen tai auditiiviseen pohjautuvan opetuksen sijasta. Yleensd matematiikan
tunneilla lasketaan liian paljon ja puhutaan liian vahén. (Ikdheimo ym. 1997, 9.)
Taytyisi muistaa, ettd matemaattiset oivallukset eivdt synny tyhjiossd, vaan lapsen

taytyy olla valmistautunut uuteen ajatteluun aikaisempien kokemustensa kautta
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(Ervynck 1994, 42). Keskustelu onkin ensiarvoisen tirkeiid matematiikan
opiskelussa, koska on tirkedd saada matemaattiset késitteet ja termit lapsen
aktiiviseen sanavarastoon. (Ikdheimo ym. 1997, 7). Samasta asiasta kertoi myds

tutkimukseen osallistunut luokanopettaja:

Tavallaan tdmé matematiikka kielennettiis, ettd puhutaan paljon, etti ei vain
itsekseen lasketa tai ratkaista ongelmia vaan avataan sitd keskustelemalla.

Oppimisympdristé. Oppimisympéristdo on erittdin ratkaiseva tekiji erityisesti
pienten lasten oppimisessa. Matematiikan opetuksessa tulisikin kiinnittdd entistd
enemmin huomiota siithen, etti oppimisympdristd luotaisiin suotuisaksi uusien
matemaattisten oivalluksien 16ytdmiseksi. Oppimisymparistosté tulisi huomata, etti
matematiikkaa on kaikkialla jokapdiviisissdkin toiminnoista. Tutkimukseen
osallistuneen luokanopettajan mielesté lapsen kokemukset arkipéivian matematiikasta
auttavat hédntd omaksumaan matematiikan taitoja helpommin ja nikeméin

matematiikan merkityksen arkielamissa.

Kylldi mi ndkisin, ettd kaikenlaiset kokemukset matematiikasta ennen
kouluikai, ettid ne on aika merkittivid - - kdyttiddks han milldén tavalla rahaa
tai tutkitaanko yhdessd kellon aikoja, ettd onko niilld yhteyttd sen lapsen
eldmaan. Siis jos lapsi saa kaiken liian valmiina, niin eihdn hén nie sitd
tarvetta, tavallaan kaytannon funktiota, ettd mihin sitd matematiikkaa
tarvitaan.

3.3.3  Opetuksen eriyttdminen

Jokaisen lapsen tulisi saada edellytystensid mukaista opetusta. Opettajan tehtivi ei ole
helppo, koska kaikilla luokkatasoilla on oppilaita, joiden kehitystaso ja -valmiudet
eroavat huomattavasti toisistaan (Ikdheimo 1995, 9). Lapsi kehittyy tiettyjen
laadullisten muutosten funktiona: kehitysjédrjestys on vakio, mutta kehitysnopeus
vaihtelee (Liikanen 1995, 11).

Kehityksen erot ovat yleensd suurimmillaan ensimmadisen luokan syksylla.
Efiyttéimisen vilttamattomyys alkuopetuksen matematiikassa korostuu, koska suuri
osa ensimmadisen luokan oppilaista osaa monia ensimmadiselld luokalla opetettavia

asioita jo kouluun tullessaan. Kerannon 1970-luvun lopulla tekemin tutkimuksen



21

mukaan 95 % esikoululaisista hallitsi ensimmiisen luokan syksylld opetettavan
matematiikan lukuunottamatta oikeinkirjoituksellisia asioita (Keranto 1978).
Kallonen-Ronkkod (1998) on tullut samansuuntaisiin tuloksiin. Hin mainitsee 25
vuotta  alkuopetuksen parissa tyoskennelleen opettajan, jonka mukaan
syyslukukauden matematiikan opetuksesta hyotyy vain pieni osa oppilaista. Suurin
osa ensimmadisen luokan oppilaista kohtaa uusia asioita matematiikassa vasta
kevitlukukaudella, taitavimmat vasta toukokuussa (Kallonen-Ronkko 1998, 262).
Kuitenkin alkuopetuksen matematiikan yhtend tavoitteena on, ettd jokainen lapsi
hallitsee mahdollisimman hyvin yhteen- ja vihennyslaskun alkeet (ks. s. 17). Tahin
joudutaan luonnollisesti kédyttdmidn paljon aikaa, jolloin matemaattisesti taitavien
lasten tarpeita ei valttimaétta oteta riittdvasti huomioon.

Nopeuseriyttimiselld tarkoitetaan sitd, ettd jokainen lapsi voi edistyi
Siepin (1994, 19) mukaan myds lahjakkaiden oppilaiden osa-aikainen ryhmittely voi
tarjota lahjakkaille oppilaille heidén kaipaamiaan haasteita  ja
kehitysmahdollisuuksia, jos toiminta on suunniteltu huolellisesti. Myds Clark (1988,
184) mainitsee oppilaiden tarpeiden huomioon ottamisen ja erilaisten tehtivien
merkityksen lahjakkaiden oppilaiden kasvatusta kisittelevissa kirjassaan.

Suomessa ei ole juurikaan tutkittu tutkimuksessamme mukana olleiden oppilaiden
ikdisid matemaattisesti taitavia lapsia. Sen sijaan Fulkerson (1995) kertoo
amerikkalaisessa péivikodissa toteutetusta rikastuttamisohjelmasta. Se oli suunnattu
nuorille matemaatikoille ja lukijoille. Ohjelman tarkoituksena oli antaa lapsille
virikkeitd heidin oman erityisosaamisensa alalla vahvistaen heidédn taipumuksiaan.
Vastaavia ohjelmia on Fulkersonin mukaan toteutettu myos koululaisten parissa.
Ohjelmat ovat auttaneet opettajia, kouluviranomaisia, vanhempia ja lapsia
ymmirtdmiéin, miten lapset oppivat asioita ympérdivastd maailmasta ja osallistuvat
sen toimintaan. Fulkersonin mukaan vilttimatonta tédllaisen ohjelman onnistumisen
kannalta on vanhempien ja koko yhteison toiminta ja tuki. (Fulkerson 1995, 117 —
120.)

Lahjakkaiden oppilaiden opetus voidaan jérjestda Davisin ja Rimmin (Uusikylad
1994, 169) mielesti kolmella tavalla: Iuokassa tapahtuvana eritysopetuksena, jossa
kiytetdan apuna ryhmityksii ja lisdmateriaalia, tdysiaikaisena

erityisluokkaopetuksena sekid erityiskouluissa annettavana opetuksena. Ikiheimo
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(1995) korostaa, ettd ennenkuin matemaattisesti taitaville oppilaille annetaan muita
lisdtehtdvid, on heiddn taitojensa todellisesta tasosta ja kisitteiden hallinnasta
varmistuttava. Hinen mielestédin lisdtehtivien ongelmana saattaa olla se, etti ne eivit
vaadi oppilaalta uudenlaista ajattelua, jolloin turhautumisen vaara on suuri.
(Ikdheimo 1995, 45.)

Puhuttaessa lahjakkaiden lasten erityisopetuksesta nostetaan usein esille kysymys
elitismistd. Elitismissd on kyse siitd, ettd pelatdsin lahjakkaiden erityisopetuksen
suovan lahjakkaille oppilaille etuoikeuksia, koska lahjakkaiden oletetaan pystyvin
kehittyméén ja nousemaan muita parempaan asemaan ilman muiden apua.
Lahjakkaiden erityisopetuksen puolustajat puolestaan korostavat sitd, ettd jokaisen
pitdisi voida saada opetusta omien tarpeidensa mukaisesti, jolloin my6s koulutuksen
tasa-arvoisuus toteutuisi. (Uusikyld 1994, 164 - 166.) Uusikylédn (1994, 171) mielestd
olisikin parempi puhua lahjakkaiden sijasta esimerkiksi kiinnostuneista oppilaista,
jotta puheita elitismisti voitaisiin vahent4i.

Oppimispelit eriyttdmisen muotona. Oppimispelit ovat yksi keino matematiikan
opetuksen eriyttdmisessi. Pehkosen ja Pehkosen (1993, 9) mukaan matematiikan
oppimispeleissid lapsi kéyttdd hyvikseen matemaattisia késitteitd, harjaannuttaa
lasku- ja péittelytaitojaan sekéd kiyttdd luovaa ajattelua ratkaistessaan eteen tulevia
ongelmia. Peleilld voidaan pyrkid erilaisiin tiedollisiin ja taidollisiin tavoitteisiin.
Niitd voivat olla mm. ongelmien ratkaiseminen, pdittely- ja arviointitaitojen
kehittaminen sekid johdonmukaiseen ajatteluun ohjaaminen. Lisdksi peleilld voidaan
vaikuttaa oppimisvalmiuksiin kuten loogisesti suunnittelevaan ajatteluun, luovaan
ajatteluun ja erilaisten kommunikaatiomuotojen harjoitteluun (Pehkonen & Pehkonen
1993, 9.) Tasséd tutkimuksessa kaytettyjen pelien kuvailu ja tavoitteet on esitetty

liitteissd (Liite 1).

3.3.4 Oppikirjoja

Tutustuimme muutamiin alkuopetuksen oppikirjoihin saadaksemme yleiskuvan siiti,
miten Kkirjojen tekijat pyrkiviat ottamana huomioon ajattelun kehittimisen ja
eriyttimisen. Oppikirjojen tavoitteissa korostettiinkin oppilaan omaa ajattelua ja
myos ongelmanratkaisukyvyn kehittymistd. Kirjojen tekijoiden alkusanoissa nikyi

myos konstruktivismin vaikutus.
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Oppikirjasarjan tavoitteena on antaa vankka pohja lapsen matemaattisen
ajattelun  kehittymiselle (...) ohjata lasta luovaan ja keksividn
ongelmanratkaisuun (...). (Lasku-Matikainen 1; Hiamilidinen, Pesonen &
Nyholm 1993, 3).

(...) kirjasarja on syntynyt kansainvilisen kehityksen, uudistetun
opetussuunnitelman, matematiikan oppimisen uusimman tutkimustiedon
sckd monien matematiikkaa opettavien opettajien kokemusten pohjalta.
Oppilas ndhddin aktiivisena, ajattelevana, kokeilevana ja toimivana
oppijana. (Hei, nyt lasketaan! 1 A; Helin, Ilomiki-Keisala, Saravesi,
Satama, Sohlman & Virta 1996, 2).

Oppimistilanteet on rakennettu tutkiviksi ja kokeileviksi niin, ettd oppilaalla
on aktiivinen rooli oppimisprosessissa (Mieti ja laske 1. syksy; Vihépassi,
Hartikainen & Héaggblom 1997, 3).

Nykyisen tiedonkéasityksen mukaisesti kiinnitetddn erityistd huomiota
matemaattisen ajattelun, péittelykyvyn ja luovuuden kehittimiseen
(Laskutaito 1 syysosa; Rikala, Sieppi, Uus-Leponiemi & Ilmavirta 1996, 3).

Uudet matematiikan oppikirjat antavat mahdollisuuden eriyttdmiseen. Kuitenkin
eriyttdminen ndhddin matematiikan Kkirjoissa usein lisdtehtdvien antamisena
nopeimmille laskijoille, eikd vilttamdttd haasteita tarjoavana ajattelun kehittimiseen
tahtiddvinad opetuksena matemaattisesti taitaville lapsille. Oppikirjoissa eriyttimiseen
liittyy ldhes aina my0s valinnaisuus. Nopeille oppilaille, jotka usein ovat
matematiikassa myos taitavimpia, annetaan mahdollisuus itse valita "lisdtehtdvansa".
jokaiselle lapselle hidnen kehitystasoaan vastaavaa opetusta. Lasku-Matikainen
tarjoaa Matikaisen atk-ohjelmia lisdharjoitukseksi nopeille oppilaille (Himaéldinen
ym.1993). Otavan kirjasarjan ensimmdisen luokan syksyn kirjassa on valinnaisosa,
joka sisdltdd muunmuassa piittely- ja ongelmanratkaisutehtivii. Kirjan lopussa on
myos lisdtehtdvid. (Helin ym. 1996.) Mieti ja laske -sarja sisdltdid kymmenid
vapaavalintaisia tehtdvésivuja, joiden avulla tekijoiden mukaan opettaja voi

yksilollistad oppilaidensa tyoskentelyd (Vahipassi ym. 1997).
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4 PYSYYKO PAA PINNALLA? - Alkuopetusikiisen lapsen ajattelusta

4.1  Ajattelun monimuotoisuus

Ajattelu  on  valtavan  monimuotoinen  ilmid ja  korkein  ihmisen
tiedonkdsittelyprosesseista (Saariluoma 1990, 21). Siti on tutkittu monien eri
tieteiden ndkokulmasta: matematiikka, filosofia, kielitiede, arkeologia, liiketiede ja
tilastotiede ovat muutamia esimerkkejd ajattelun erilaisista kiytttarkoituksista
(Saariluoma 1990, 15). Ajattelun taidoilla voidaan tarkoittaa esimerkiksi kykya
kriittisyyteen, refleksiivisyyteen tai hyvin abstraktien ongelmien kisittelyyn (Laine
1995, 71).

On olemassa tekijoitd, jotka saattavat rajoittaa ihmisen ajattelua. Niitd Saariluoma
(1990) nimittdd reunachdoiksi. Ne voivat olla yleisid ja tehtdvialueesta
rilppumattomia eli staattisia reunaehtoja tai hyvin sisallollisii ja tehtdvikohtaisia eli
dynaamisia reunaehtoja (Saariluoma 1990, 181 - 182). Staattisia reunaehtoja ovat
muunmuassa havainnon yksitulkintaisuus ja tarkkaavaisuuden rajat, tyomuistin
kapasiteetti ja ajattelun peruslogiikka, jotka ovat tirkeiti erityisesti taitavan ajattelun
kannalta. Ne muodostavat ajattelun pysyvén perustan, johon ihmisen tiytyy tyytyi.
Dynaamisten reunachtojen syntyyn vaikuttaa ennenkaikkea kisittellisen tiedon puute.
Niami ovat muutettavissa esimerkiksi uusien kisitteiden luomisen ja oppimisen

kautta. (Saariluoma 1990, 182 - 185.)

4.2  Taitavan ajattelun tuntomerkkeji

Taitavuutta on hyvin monta lajia. Saariluoma (1990, 17) méérittelee taidon kisitteen
seuraavasti: “Taidot ovat opittuja kayttdytymismuotoja, jotka on saavutettu
jarjestelmillisen harjoittelun avulla.” Ihminen on taitava, jos hédn tuntee
tehtidvédalueen hyvin. Taidot pohjautuvat kisitteisiin ja opittuihin ratkaisumalleihin.
(Saariluoma 1990, 156.) Niinpd myos ajattelun taidoista puhuttaessa korostetaan
ajattelua taitona, joka on harjoittelemalla opittavissa. Harjoittelun kautta syntyy

yksiloiden taitojen vilille eroja, vaikka myos luontaisilla erikoisominaisuuksilla ja
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ymparistotekijoilld on oma vaikutuksensa taitojen kehittymiseen (Saariluoma 1990,
18).

Taitavan ihmisen ajattelusta voidaan erottaa kolme eri osa-aluetta. Ensinnikin
taitavan ajattelijan tiedot ovat tehtivan kannalta relevantteja. Hanelld tdytyy olla
myos hallussaan paljon erilaista taitoalueensa tietoa ja monenlaisia kdsiterakenteita,
jotta hdn voi suhtautua joustavasti alaan liittyviin ongelmiin. Kolmanneksi
tietorakenteiden tulee olla riittdvin laajoja ja yksityiskohtaisia, mink4 ansiosta hin
pystyy sdilyttimadidn mielessddn huomattavasti enemmén tehtdvain liittyviad tietoa
kuin keskitasoinen ajattelija, vaikka heiddn tyomuistinsa kapasiteetissa ei ole eroa.

(Saariluoma 1990, 192.)

4.3 Lapsen ajattelun piirteitd

Lapsi on luotu ihmettelemidn. Hinelld on kyky n@hdé asiat uusina ja tuoreina seki
selvad ottamisen arvoisena, koska hidntd ei ole vield kylldstetty tiedolla eikd
tottumuksilla. Lapsella on pyrkimys ymmartdmiseen jo pienestd ldhtien (Freese 1992,
11). Aikuisella on kuitenkin liian usein tapana halveksia lapsen ajattelua ja
sammuttaa hdnen uteliaisuutensa. Hin antaa liian valmiita vastauksia ja pyrkii
tiedoillaan tekemdin vaikutuksen lapseen. Kuitenkin aikuisen tehtdvinid on auttaa
lasta viemédin omaa ajatteluaan eteenpdin ja ottamaan siitd itse vastuun. (Freese 1992,
12.)

Lapsen ajattelu rakentuu mielessd suoritettavista operaatioista eli erilaisista
henkisistd toiminnoista. Ndmé operaatiot perustuvat aina yksilén mielessd oleviin
presentaatioihin eli hanen kokemusmaailmaa koskeviin asioihin ja esityksiin
(Kuusinen & Korkiakangas 1993, 95.) Operaatiot eivit kuitenkaan ole vain
toiminnan jilkeen syntyvid ajatusprosesseja, vaan ne tapahtuvat tekemisen ohessa
(Aebli 1991, 226). Tamén huomasimme monta kertaa tutkimuksemme aikana: lapset
muodostivat kisitteitd ja ajatuskulkuja yhtédaikaisesti toiminnan lomassa rakentaen

uusia presentaatioita d4neen ajatellen.

Tutkija: Tieddtsd minkélainen on parillinen luku?

Kimmo: Ettd on kaksnumeroinen.

T: Ei vaan, se tarkoittaa sitd, ettd sa voit sen luvun méirin jakaa pareiksi,
ettd niistd tulee aina parit, ettei jaa yhtddn yli. Ymmarritk6? Osaisitko nyt
sanoa parillisia lukuja?
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K: Nelja nelja.
T: Joo. Entis muita?
K: Viisi viisi.

T: Onko viisi parillinen luku?
K: Eiku kymmenen.

Koulun aloitusvaiheessa lapsen ajattelu  saa  aikuismaisia  piirteita:
lyhytjannitteisyys ja hyppelehtivyys vihenevit ja pitkdjannitteisyys, keskittyneisyys
ja johdonmukaisuus kasvavat (Kallonen-Ronkko 1986, 5). Matikka-kerhon aikana
ihmettelimme usein sitd sinnikkyyttd, jolla lapset miettivit vaativia tehtédvii, eivatkd
suostuneet lopettamaan ennen ratkaisun 16ytymista. Lapsi kykenee myos
suunnittelemaan ajatuksissaan ja yhdistdméaén uusia asioita aikaisemmin oppimaansa
(Kyroldinen 1994, 62). Kuitenkin hinen ajattelunsa ja toimintansa koskevat
ennemmin konkreettisia kuin abstrakteja asioita (Rathus 1988, 320).

My®os lapsen luokittelu- ja sarjoittelukyky seka vertailukyky kehittyvit (Kuusinen
& Korkiakangas 1993, 98; Kallonen-Ronkké 1986, 6). Niamid kvalitatiiviset
ajattelumallit ovat ensimmdinen askel kohti abstrakteja kasitejérjestelmid. Lapsen
havainnoista tekemit pédtelmit yleistyvit ja laajenevat (Kallonen-Ronkko 1986, 6).
Kvalitatiivisten ajattelumallien avulla lapsi oppii muodostamaan Kkésitteitd ja
liittdim34n niitd omaan késitejarjestelmiinsd, joka muodostaa hinen oppimisensa
perustan. Kisitteet kytkeytyvit havaintojen tai toiminnan kautta konkreettisiin
kohteisiin. Keskeistd lapsen kehityksessd ovat kisitejarjestelmén laatimisen vilineet.
(Kallonen-Ronkko 1986, 4 - 5.) Lapsella on tietoa monista kasitteistd ennen kuin hin
varsinaisesti saa niistd opetusta. Nunes ja Bryant (1996, 237) toteavatkin kérjistetysti:
Valitse mikid tahansa késite, ala opettaa sitd lapselle ja huomaat, ettd lapsella on

jonkinlainen ymmirrys tésté kéasitteestd ennen sen muodollista opettamista.

4.4 Lapsen kognitiivinen kehitys

Kognitiivisilla taidoilla tarkoitetaan tédssd tutkimuksessa tiedonkisittelytaitoja.
Ihminen havannoi, tarkkailee, muistaa ja ajattelee ympérilldén olevaa todellisuutta.
Hin valitsee tirkeitd tietoja ympdristostidn ja yhdistelee niitd aikaisempiin
kokemuksiinsa kyetdkseen toimimaan jirkevilld tavalla. (Saariluoma 1990, 16.)

Kognitiiviseen kehitykseen kuuluu kognitiivisten toimintojen kehittyminen
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(esimerkiksi ajattelu, muisti ja kieli) sekd tietojen sisdllollinen laajeneminen.
Alkuopetusikiisen lapsen kognitiivinen kehitys on yhteydessd hinen toiminnalliseen
kehitykseensd. (Kyroldinen 1994, 61.)

Kehitys on itseddn sditelevd prosessi, jonka pdimiirind on hetkellinen tai
pysyvdmpi tasapainotila (Piaget 1988, 14). Piagetin mukaan lapsen ajattelusta
voidaan erottaa neljd kehityskautta: sensomotorinen kausi, esioperationaalinen
kausi, konkreettisten operaatioiden kausi ja formaalisten operaatioiden kausi.
Kehitys ei etene tasolta toiselle hyppayksen omaisesti, mutta kehityskaudet ovat
suuntaviittoja, jotka helpottavat lapsen ajattelun kehityksen jasentdmistd (Piaget
1988, 17). Lapsen yksilollisessd kehityksessd saattaa olla suuria eroja riippuen
ympariston suotuisasta, viivyttdvastd tai jopa estdvistd vaikutuksesta (Sieppi &
Tuomi 1994, 118). Piaget’n teoriaa onkin kritisoitu tilannesidonnaisuuden puutteesta
(ks. esim. Malinen 1998, 104), jonka takia sen soveltaminen kiytint66n on vaikeaa.
Kuitenkin Piaget’'n neljad kehityksen vaihetta voidaan mielestimme pitdi
perusluokitteluna, jonka mukaan lapsen ajattelussa tapahtun muutoksia.

Koulun aloitusvaiheessa lasten ajattelussa tapahtuu suuria muutoksia. Uuden
tiedon omaksuminen vaatii lapselta tietojen kytkemistd omakohtaisiin havaintoihin ja
kokemuksiin asioista (Kuusinen & Korkiakangas 1993, 96). Valtaosa
koulutulokkaista on esioperationaalisessa vaiheessa (Kallonen-Ronkké 1986, 5),
mutta alkuopetusvuosien aikana lapsi yleensd saavuttaa konkreettisten operaatioiden
vaiheen, joka kestdd 11 - 12 ikdvuoteen asti (Piaget 1988, 13; Lehtonen 1994, 118).
Konkreettisten operaatioiden  vaiheessa lapsi alkaa hallita monia loogisia
operaatioita, kun ajattelun kohteet ovat konkreetisti esilla (Kuusinen & Korkiakangas
1993, 98.) Konkreettisten operaatioiden kaudella oppiminen saattaa olla jopa
mahdotonta ilman konkreettista mallia. Vasta formaalisten operaatioiden kaudella
lapsi kykenee abstraktiin ajatteluun, joka ei ole sidottu mihinkddn vilittomiin
havaintoihin tai esittdviin kohteisiin (Piaget 1988, 8). Piaget’n tasoja ei kuitenkaan
saa pitdd oppimista rajoittavina tekijoind: usein tehtdvi sindnsd ei ole lapsille liian

vaikea, vaan se tapa, jolla sitd yritetdén lapsille opettaa (Sieppi & Tuomi 1994, 118).
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4.5 Lapsen matemaattinen ajattelu

Lapsen matemaattinen kehittyminen on hyvin kiinnostava ja rikas tutkimuksen
kohde. Nunesin ja Bryantin (1996) mukaan se sisdltid monia mielenkiintoisia,
monimutkaisia ja jopa yllittidvid osa-alueita kuten matemaattisloogisen ajattelun,
matemaattiset taidot ja kisitteet sekd tarkoituksenmukaisen ajattelun. Alueen
monimuotoisuus on ymmdrrettiviad, koska lasten tdytyy omaksua monia uusia
kisitteitd ja symboleja sekd opetella kdyttamddn niitd tarkoituksenmukaisesti
erilaisissa tilanteissa. (Nunes & Bryant 1996, 234.)

Matemaattista taitoa pidetddn monista osatekijoistd koostuvana taitohierarkiana.
Se on jatkuvan muutoksen ja kehityksen alainen, joten siihen voidaan vaikuttaa myos
pedagogisin keinoin (Kinnunen, Lehtinen & Vauras 1994, 55). Matemaattislooginen
ajattelu alkaa kehittyd jo varhaislapsuudessa, mihin vaikuttavat lapsen sosiaalinen,
kulttuurinen ja fyysinen toimintaymparistd (Kinnunen ym. 1994, 56). Niin ollen
koulutulokkaiden kehityksessd on ymmarrettavasti ympéristostd riippuvia suuriakin
eroja. Kouluun tullessaan lapsella on kuitenkin yleensé suuri joukko matemaattiseen
ajatteluun tarvittavia valmiuksia, joita he huomaamattaan kayttdvat kidytannon
tilanteissa sekd mairillisessd ettd loogisessa paittelyssd (Kinnunen ym. 1994, 56).

Englantilaistutkijat Nunes ja Bryant (1996, 1 - 20) kirjoittavat matemaattisen
ajattelun sisdltdvian kolme nikokulmaa: logiikan perussddnndt, matemaattiset
kasitteet ja symbolit sekd tarkoituksenmukaisen matemaattisen ajattelun erilaisissa
tilanteissa. Lapsen matemaattinen kehittyminen on muutosta jollakin tai useammalla
mainitulla osa-alueella. Vaikka ndmi osa-alueet ovat riippumattomia toisistaan, ne
eivit esiinny lapsen ajattelussa irrallisina. (Nunes & Bryant 1996, 235.) Tamién
huomasimme analysoidessamme oppilaiden ajattelukulkuja, jotka usein sisilsivét

tekijoitd monelta osa-alueelta.

4.5.1 Matemaattislooginen ajattelu

Matemaattisten ongelmien ratkaisemiseksi tarvitaan logiikan sdéntdjen noudattamista
ja kunnioittamista. Logiikka on oppi muodollisesti pitevin paittelyn siinnoistd
(Otavan Suuri Ensyklopedia 5, 1979). Matematiikan ja logiikan vahva suhde on

ilmeinen, eikd siti voida asettaa kyseenalaiseksi (Nunes & Bryant 1996, 5);
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kertoohan siitd jo késite matemaattislooginen ajattelukin. Logiikan merkitysti
matematiikan opetuksessa ei voi viheksyid, koska kouluopetuksen tavoitteeksi on
asetettu ajattelun kehittdiminen, miti tarvitaan tiedon hankinnassa ja jasentdmisessi.
Kuitenkin Malisen (1998) mukaan logiikan opettaminen sellaisenaan ei ole
tarpeellista eikd hyodyllistd kouluopetuksessa: péittelyd ei voida ohjata pelkastddn
logiikan sdintoihin  pohjautuvilla keinoilla. Sen sijaan loogisen ajattelun
kehittymiselle tulisi antaa tilaa jokaisen luokka-asteen matematiikan opetuksessa.
(Malinen 1998, 102 — 103.) Matemaattislooginen ajattelu ilmenee yleisend ajattelun
taitona seki asioiden selkeédni esittdmisend. (Malinen 1992, 10.)

Lapsen looginen ajattelutaito kehittyy merkittivisti hinen ollessaan 5 — 15 —
vuotias, mikd vaikuttaa myos hidnen matemaattiseen kehitykseensd (Nunes & Bryant
1996, 241). Piagetin teorian mukaan lapsen tdytyy hallita muutamia
matemaattisloogisia perusperiaatteita ymmartddkseen matematiikkaa. Niiden
perusperiaatteiden - eli kvantitatiivisten ajattelumallien (ks. Kallonen-Ronkko 1986,
7) - lukumddrdn sdilyvyyden, transitiivisuuden, kokonaisuuden sdilymisen ja
sarjavastaavuuden - hallinta saattaa vieda yllattavin kauan aikaa. Kuitenkin Piagetin
mielesti lapselle on turha sitid ennen opettaa monimutkaisia matemaattisia taitoja.

Lukuméirdn sdilyminen on yhteydessd lukukésitteen ymmértdmiseen.
Lukumadrsn sailyvyydelld tarkoitetaan sitd, ettd joukon alkioiden lukuméaird muuttun
vasta, kun joukkoon lisatddn tai siitd otetaan pois alkioita (Nunes & Bryant 1996, 6).
Alkioiden jéarjestyksen muuttaminen tai asetelman muuttaminen (rivin harventaminen
tai tihentiminen) eivit muuta alkioiden lukumiirad. Transitiivisuus liittyy
lukumiirien suhteisiin. Sitd kuvaa hyvin seuraava esimerkki: Jos A on isompi kuin B
ja B on isompi kuin C, niin silloin myods A:n tdytyy olla isompi kuin C (Nunes &
Bryant 1996, 7). Tdami esimerkki yleistyy kattamaan my0s useampien joukkojen
valisid vertailuja ja verrattavana voi olla erilaisia ominaisuuksia (Kallonen-R6nkko
1986, 8). Jos lapsi ei ymmaérra transitiivisuuden kisitettd, hdn ei todellisuudessa
ymmarrd lukujen merkitystd, vaikka hidn osaisi todella sujuvasti laskea ja luetella
numerot eteen- ja taaksepdin. Lukumidrdn sidilyvyyden ja transitiivisuuden
hallitseminen ovat vaatimuksena perustavanlaatuisen matemaattisen toiminnan eli
laskutaidon omaksumiselle (Nunes & Bryant 1996, 8). Joustava lukujonojen késittely
on puolestaan edellytyksend aritmeettisten operaatioiden ja strategioiden

mahdollistumiselle (Kinnunen ym. 1994, 61).
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Kokonaisuuden sdilyvyys ilmenee lapsen ajattelussa siten, ettd hin ymmértid
joukon lukuméirén sdilyvian samana, vaikka alkioita ryhmitelldin joukon sisilld eri
tavalla (Kallonen-Ronkké 1986, 8). Lapsen tdytyy ymmirtéds, ettd esimerkiksi 12
alkion joukko voidaan jakaa kolmeen neljan alkion joukkoon tai kahteen kuuden
alkion joukkoon koko joukon alkioiden lukumdirin sdilyessi samana.
Sarjavastaavuudessa on kysymys yksinkertaistettuna siitd, ettd eri sarjojen
jarjestyssijat vastaavat toisiaan (Kallonen-Ronkko 1986, 8).

Nimid matemaattisloogiset sdidnnét ovat pohjana lapsen matemaattiselle
kehitykselle. Ne ovat yleisid, perusrakenteeltaan samana sdilyvid ajattelun vilineiti,
jotka kuvaavat sitd, miten lapsi muodostaa késitteitd ja miten hin suhteuttaa niitd
toisiinsa. Kun lapsi hallitsee ndmd nelja perussddntdd, hinen voidaan katsoa
siirtyneen konkreettisten operaatioiden kaudelle. Kun lapsen ajattelun kehitystd
halutaan edistdé, on syytd kiinnittdd huomiota ndiden ajattelumallien vahvistamiseen.
(Kallonen-Ronkko 1986, 9.)

Logiikan asema koulumatematiikassa on ollut kyseenalainen jo vuosikymmenien
ajan (Malinen 1992, 11 - 15). Looginen ajattelu matematiikan opetuksessa
voitaisiinkin tulkita logiikan s#intdjen mukaisena péittelynd eikd formaalisten
loogisten sdéntdjen opettamisena, koska logiikka sellaisenaan ei tutkimusten mukaan
sovellu matematiikan opetukseen (Malinen 1992, 22). Lapsille ei tarvitse opettaa
logiikkaa tieteen osa-alueena, vaan opetuksessa tulisi keskittyd loogisen
ajattelutaidon harjaannuttamiseen. Looginen ajattelu on subjektiivinen asia: jokainen
voi ajatella loogisesti vain itse, eik#d sitd voi oppia ulkolukuna vaan ainoastaan
harjoittelemalla. (Laine 1995, 71 - 72.) Loogista ajattelua voidaankin kehittdd
hahmottelemalla erilaisia tilanteita ja késitteiti (Malinen 1992, 23). Tavoitteena
silloin on oppilaan ajattelun terdvoittiminen péaittelytilanteissa ja hénen

analysointitaitonsa lisdédminen (Malinen 1992, 17).

4.5.2 Matemaattiset kisitteet ja symbolit

Matemaattisilla sopimuksilla tarkoitetaan matemaattisia tapoja, jotka ovat siirtyneet
sukupolvelta toiselle kulttuurin kehittyessé (Nunes & Bryant 1996, 11).
Matemaattinen késitte on puolestaan symbolikielinen lause, johon sisdltyy sekd

kasitteiden ominaisuuksia ettd tehtdvan laskemisen tdsmallisid ohjeita (Yrjonsuuri
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1998, 130). Naitd kdisitteitd ja symboleja tarvitaan matemaattisten tekniikoiden
hallinnassa. Symbolit tarjoavat mahdollisuuden kisitteiden kuvaamiseen ja niisti
keskustelemiseen. (Nunes & Bryant 1996, 11.) Esimerkkinid eriinlaisesta
matemaattisesta sopimuksesta ja symbolijirjestelméstd voidaan mainita linsimainen
lukujen merkitsemis- ja lukemistapa, joka mahdollistaa keskustelun numeerisista
ongelmista eri kulttuurien vililla. Myos mittaamiseen liittyvédt kisitteet ovat
sopimuksia; esimerkiksi metri on sovittu sen matkan pituiseksi, jonka valo kulkee
tyhjiossd tietyssa ajassa (Kangasaho, Mikinen, Oikkonen, Paasonen & Salmela 1997,
123).

Matematiikka siséltdd paljon abstrakteja kasitteitd. Kasitykselld ja kisitteelld on
selked ero. Kisitteen ymmértdmisessd on kyse siitd, milld tavalla yksilo ymmartad
yhteison tietyn kisitteen ja miten se vastaa yksilon kisitystd asiasta. Niin ollen
késityksestd syntyy harjoittelun ja tiedon rakentumisen kautta erilaisien
ominaisuuksien médrittelema kisite. (Yrjonsuuri 1998, 129). Lapsen on yleensd
vaikea ymmirtdd abstrakteja kisitteitd, koska niistd ei ole helppo muodostaa selvii
mielikuvia (Saariluoma 1990, 70). Esimerkiksi parillisuudelle on vaikea 16ytdd
nikyvéi konkreettista edustajaa, johon mielikuvan voisi liittad. Kasitteet eivit siis ole
pelkkien mielikuvien avulla hallittavissa, vaan niiden ymmaértdmiseen vaaditaan tyoti
Jja korkeatasoisia ajattelun taitoja (Saariluoma 1990, 70).

Yksi tirkeimmistd matemaattisista symboleista on numerojirjestelmédmme. Lapsi
oppii aluksi numeroiden erilaisia merkityksié, jotka hdn myshemmin oppii liittdmaén
toisiinsa (Fuson & Hall 1983, 49). Asiayhteyksid, joissa lapsi oppii kiyttdméain
numeroita, ovat muunmuassa numeroiden luetteleminen, laskeminen, lukumdidrdn
ilmoittaminen, mittaaminen ja ei-numeeriset kontekstit. Lapsi késittelee tilanteesta
riippuen peruslukuja tai jirjestyslukuja. (Fuson & Hall 1983, 50.)

Numeroiden luetteleminen on yleensd ensimmdinen osoitus lapsen numeerisista
kyvyistd. Lapsi saattaa luetella numeroita ymmirtdméttd kuitenkaan niiden
merkitystd, eikd silli ole kehityksen alkuvaiheessa mitdin yhteyttd laskemiseen.
(Fuson & Hall 1983, 50.) Laskeminen on numeroiden luettelemista kehittyneempi
vaihe, vaikka se lapsen puheessa saattaa kuulostaakin ihan samanlaiselta kuin pelkka
numeroiden luetteleminen. Kun lapsi laskee, jokainen hénen luettelemansa numero

vastaa yhtd laskettavaa kohdetta (Fuson & Hall 1983, 55). Tami vastaavuuden
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periaatteen (one-one-principle) omaksuminen onkin erittiin tirked lapsen
matemaattisessa kehityksessa.

Lukumddrdn ilmoittamisella Fuson ja Hall (1983, 58) tarkoittavat tiettyjen
lukuméérdd kuvaavien sanojen hallittua kayttod. Suomen kielessd tillaisid sanoja
ovat esimerkiksi pari, tupla, trio, neljannes ja kaksoset. Myos peruslukuja voidaan
kédyttad tdssd tarkoituksessa. Lapsi oppii kidyttdméddn esimerkiksi lukua kaksi jo
ensimmdisind ikdvuosinaan ilman laskutoimitusta, missd apuna hinelld on
konkreettiset kokemukset (esim. kaksi kenk#d, yksi kummallekin jalalle) ja
apusanojen kéytto (toinen sinulle ja toinen minuile). Tutkimusten mukaan 5-vuotias
lapsi osaa kéyttdd ilmoittaessaan lukumadrdd ilman laskutoimitusta lukuja 1 - 3,
vaikkakaan ei niin nopeasti kuin aikuinen. (Fuson & Hall 1983, 58 - 59.)

Mittaamisessa on tdrkedd erottaa mitattava asia muista mahdollisista suureista
(Fuson & Hall 1983, 79). Esimerkiksi jos tehtdvini on mitata kappaleen massa, ei
pidd kiinnittdd huomiota sen tilavuuteen. Mittaamisella kerrotaan, kuinka monta
yksikkod on yhdessd kokonaisuudessa (esimerkiksi kuinka monta tulitikun pituutta
mahtuu kynén pituuteen).

Jarjestyslukujen avulla lapsi kuvaa kappaleen asemaa erillisessd kokonaisuudessa
(Fuson & Hall 1983, 85). 6-8 -vuoden idssi lapsi kykenee laittamaan useita esineitid
tietylld tavalla jirjestykseen, téitd ennen hin kykenee vertailemaan vain paria esinetté
toisiinsa (Full & Hall 1983, 87).

Ei-numeerisilla konteksteilla tarkoitetaan numeroiden kayttimistd ilmaisemaan
erillisen tapahtuman tai asian tiettyd “nimed” tai koodia: esimerkiksi
puhelinnumeroa, henkil6tunnusta tai jalkapalloilijoiden pelinumeroita. Téllaisia
numerosarjoja esiintyy kaikkialla ja ne saattavat aiheuttaa hdmmennysti lapselle.
Joskus lapsi saattaa yrittdd antaa merkityksid ndille numeroille: esimerkiksi tdmé on
bussi numero 3, koska se kulkee kolmea eri katua pitkin. Numeroiden kiyttdminen
ei-numeerisissa tarkoituksissa saattaa jopa heikentdd numeeristen tarkoitusten
ymmartdmistd. (Fuson & Hall 1983, 93.)

My6s muita symboleja tarvitaan matemaattisten ongelmien kuvaamiseen. Lapsi
kayttad erilaisia symboleja ymmartiddkseen ongelman, jota hén aikoo ratkaista. Ne
voivat olla suullisia tai kirjallisia merkkejd, graafisia esityksid tai taulukkoja, joita
kaytetddn ajattelun tyovilineend (Nunes & Bryant 1996, 235). Aritmeettiset taidot

pohjautuvat matemaattisten sopimusten ja symbolien hallintaan. Voitaisiin sanoa
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jopa niin, ettd aritmeettisen laskun suorittaminen on parhaimmillaan matemaattisen
kielen lukemista, ymmartdmisti ja tuottamista.

Usein lasten vaikeudet matemaattisissa toiminnoissa johtuvat siitd, ettd he eivit
ole ymmartineet taustalla piilevad ajatuskulkua. Nunesin ja Bryantin (1996, 244)
mukaan lasten virheet kirjoitetuissa numeroissa ja aritmeettisissa laskuissa johtuvat
siitd, ettd he eivit ole todellisuudessa ymmarténeet kymmenjérjestelmin rakennetta
tai lukujen jérjestysluonnetta. On my6s mahdollista oppia matemaattinen toiminta,
vaikka el tiedd, mihin sité voisi kdyttdd (Nunes & Bryant 1996, 245).

Kinnunen ym. (1994) ovat tutkineet ennen koulua hankittujen matemaattisten
osataitojen vaikutusta aritmeettisten tasojen kehitykseen koulussa. He vertasivat
koulutulokkaiden aritmeettisten taitojen tasoa heididn saavutuksiinsa ensimmaiselld
luokalla. Tutkimuksensa tuloksena Kinnunen ym. totesivat, ettd saavuttaakseen
vahintddn keskitasoisen aritmeettisten operaatioden tason, lasten tulee hallita
lukujonotaidot jonkin asteisesti jo kouluun tullessaan. Toisaalta keskitasoa
parempien aritmeettisten taitojen saavuttaminen 1. luokalla niyttdda edellyttdvan
koulutulokkaalta hyvin hallittua matemaattisloogista ajattelua ja pitkille
automatisoituneita lukujonotaitoja, joita he kykenevit spontaanisti soveltamaan

erilaisissa tilanteissa. (Kinnunen ym.1994, 70-71.)

4.5.3 Tarkoituksenmukainen toiminta eri tilanteissa

Kolmantena matemaattisen ajattelun tiarkednid osa-alueena Nunes ja Bryant (1996,
17) pitdviat tarkoituksenmukaista toimintaa eri tilanteissa. Tdh#n liittyy kiintedsti
ajattelun  valikoivuus, jonka Saariluoma (1990) mainitsee taitavan ajattelun
tirkeimpéni piirteend. IThmisen tulee pystyd erottamaan epéoleellinen ja oleellinen
tieto yhd laajenevasta informaatiotulvasta, jotta hidn kykenee toimimaan
tarkoituksenmukaisesti (Saariluoma 1990, 17). Taitava ajattelija osaa kayttdd
resurssinsa tehtivin kannalta jarkevilld tavalla sekd 16ytdd tehokkaat ja olennaiset
toimintavaihtoehdot (Saariluoma 1990, 19).

Tarkoituksenmukainen toiminta erilaisissa tilanteissa tarkoittaa sitd, ettd lapsi osaa
yhdistdd kaksi edellisti matemaattisen ajattelun osa-aluetta eli matemaattisloogisen
ajattelun sekd matemaattiset késitteet ja symbolit. Nunesin ja Bryantin (1996)

mukaan opettajat usein pahoittelevat sitd, ettei lapsi osaa valita oikeaa matemaattista
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tekniikkaa ongelman ratkaisemiseksi. Aina yleisen mallin tai tekniikan hallitseminen
ei takaa sen soveltamista erilaisiin tilanteisiin. Matemaattinen ongelma on ensin
ymmdrrettdvd, ennen kuin sitd voidaan ajatella matemaattisesti (Nunes & Bryant
1996, 17).

Tarkoituksenmukainen toiminta ilmenee ongelmanratkaisussa usein sopivan
ratkaisutavan 16ytdmisend. Tehokas ongelmanratkaisija ajattelee, milld tavoilla hin
paésisi helpoiten oikeaan ratkaisuun. Tarkedd on myds miettid, johtaako ratkaisutapa

varmasti oikean ratkaisutavan 16ytdmiseen.

4.6 Matemaattisen ajattelun kehittdminen

Kasvatusalan tulevina ammattilaisina meitd kiinnostaa, voiko ajattelua kehittda tai
voiko sitd lapsille opettaa. Opetuksessa tdytyisi korostaa lapsen omaa tahdosta
riippuvaa halua 16ytdd ja ratkoa ongelmia tai etsid totuutta ajattelun kehittymisen
osana. Opettajan on annettava lapselle mahdollisuus ndiden taitojen kehittdmiseen,
silld mikdi4n kehitysprosessi ei tapahdu itsestdédn, vaan vaatii oppilaalta joko tietoista
tai tiedostamatonta harjoitusta (Dreyfus 1994, 25). Jotkut tutkijat katsovat
ajattelutaitojen kehittdimisen olevan oppimisen tdrkein tavoite, silld ajattelu liittyy
kaikkeen inhimilliseen toimintaan (Sieppi & Tuomi 1994, 111). Kuitenkin opettajan
on muistettava, ettd hin ei voi saada oppilasta ymmartaméin eikd oivaltamaan. Aebli
(1991, 254) toteaakin osuvasti: “Oivaltaminen on lahja, jonka aikaansaaminen on
vain osittain opettajan késissi.”

Oppilaiden matematiikan ajattelutaitoja ja ongelmanratkaisukykyd on pyritty
kehittamddn opettamalla heille kognitiivisia perustaitoja: mdérittelemistd ja
kuvailemista, vertailemista, syiden miettimistd ja tiivistdmisti. Adneen
ajattelemisella pyritdén tuomaan esiin oppilaan ajatteluprosessi. (Takala 1992, 128 -
129.)

Juuso (1995, 61) on luetellut taitoja, jotka luovat perustan hyville ajattelulle ja
paittelykyvylle:

- argumentaatiotaidot

- herkkyys ihmetelld, kyseenalaistaa ja vaatia perusteita

- kyky identifioida, soveltaa ja muotoilla niitd periaatteita, joiden perusteella

teemme paatoksid
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- kyky eritelld asioita siten, ettid meille avautuu niiden monimutkaisuus

- kyky tunnistaa erilaisiin ilmidihin liittyvii suhteita.

Ajattelua kehitettdessd opettajan tdytyisi antaa lapselle mahdollisuus niiden

taitojen harjaannuttamiseen, mikd onnistuu parhaiten keskustelua suosivassa ja
tutkivaa asennetta korostavassa ilmapiirissi. Juuson (1995) mukaan tutkivan yhteisén
piirteitd ovat mm. ongelman kohtaaminen, ajattelun sanaston soveltaminen,
puhuminen ja kyseenalaistaminen, erilaisten nikemysten havaitseminen seki itseédin
korjaava ajattelu. Lapsia on kannustettava ajattelemaan my®os silloin, kun asiat ovat
moniselitteisid, epédselvid tai mysteerisid. Lasta on opetettava tekemédin arviointeja,
muodostamaan omia ndkemyksidin, mutta samalla arvostamaan toisten mielipiteiti.
(Juuso 1995, 63.)
Havainnot ovat térked osa ajattelua, koska todellisuutta koskeva tieto perustuu aina
havaintoon (Sieppi & Tuomi 1994, 119). Kuitenkin havainnoimiskykymme on
rajallinen: pystymme havaitsemaan vain sitd, mihin olemme valmistautuneet. Siepin
ja Tuomen (1994, 119) mielestd ajattelun kehittymisessd on tirkedd “oppia nikeméain
asioita ja tekemién havaintoja sekd omasta itsesti ettd ymparoivéstd maailmasta”.

Ajattelun kehittiminen on ennen kaikkea lapsen metakognitiivisten taitojen
kehittamista. Tarkedd on, ettd lapsi tulee tietoiseksi omista ajatteluprosesseistaan,
jolloin hén voi arvioida omaa osaamistaan ja sdddelld toimintaansa. (Sieppi & Tuomi
1994, 126.) Kyky muodostaa ongelmia ja tiedostaa tarvittavia kognitiivisia
strategioita ongelman ratkaisemiseksi sekd sinnikds ongelmaan keskittyminen ja
omien vastausten tarkasteleminen kertovat kehittyneistd metakognitiivisista taidoista
(Rathus 1988, 339).

Opettajan tehtivdnd on opetella tuntemaan lapsi ja hénen taitonsa niin, ettd
opettaja voi aktivoida lasta ja muuttaa vuorovaikutuksen lapsen ajattelumalleja
vastaavaksi (Sieppi & Tuomi 1994, 126; Kallonen-Ronkko 1986, 10). Lisaksi
opettajan tulee tuntea kehityksen luontainen mekanismi, johon vaikuttaa neljid
erilaista  tekijad:  kypsyminen, kokemus, sosiaalinen  vilittyminen @ ja
tasapainottuminen (Kananoja 1993, 93). Myos oppimisympériston
tarkoituksenmukaisella jirjestdmiselld on suuri merkitys. Sen tulee avata lapselle tie

loogis-matemaattiseen kokemukseen, jonka lapsi saa toimimalla ja tekemdilld
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johtopditoksid toimintansa tuloksista (Kallonen-Ronkko 1986, 11).

Ajattelun kehittdmiseksi on suunniteltu erilaisia malleja. Yhteistd niille on
ajatteluun liittyvien perusasioiden kuten kisitteenmuodostuksen, péittelyn ja
selittimisen kdyttdminen (Sieppi & Tuomi 1994, 127). Mallien tulisi myds ottaa
huomioon kehittyvin tiedon- ja oppimiskisityksen vaatimukset. Ikdheimon (1995,
45) mukaan oppilaiden ajattelun kehittymisen mahdollistavia tilanteita voidaan luoda
seuraavilla tavoilla:

-tyoskentelemilld osa ajasta opettajajohtoisesti yhdessa

-kédyttdmalld hyvéksi pienen ryhmin dynamiikkaa

-antamalla oppitunnilla eriyttavid tehtivia yksilollista tyoskentelyi varten

-antamalla eritasoisia kotitehtdvii

-tekemalld kokeisiin kaikille oppilaille sopivantasoisia tehtivii.
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5 PELASTUSRENGASTA PAIKKAAMASSA - Tutkimuksen suorittaminen

5.1  Tutkimusongelmat

Tdssd tutkimuksessa selvitetddn matemaattisesti taitavien lasten ajattelua ja
alkuopetuksen matematiikan opetusta sekd pyritddn etsimidin ndiden vilisid
yhteyksid. Tutkimuksemme ongelmakenttd on esitetty seuraavassa kuviossa. Siind
taitava lapsi ui matematiikan valtameressd apunaan hidnen omista kyvyistddn ja
taidoistaan  sekd  alkuopetuksen  matematiikan opetuksesta  muodostettu
pelastusrengas. Pelastusrengas on kuitenkin repeytynyt, koska matemaattisesti
taitavan lapsen kyvyt eivit paidse oikeuksiinsa keskitasoisen oppilaan tarpeita
palvelevassa alkuopetuksen matematiikan opetuksessa (ks. s. 21). Ristiriita taitavan
lapsen taitojen ja matematiikan opetuksen vélilld on perusteltu, koska tutkimusten
mukaan nopeuseriyttiminen ja peruskoulun matematiikan opetuksen nykyiset
tavoitteet ylittdvan oppiaineksen lisddminen on vilttdméatontd, mikédli kaikille
oppilaille halutaan tarjota edellytyksid vastaavaa opetusta (ks. Kallonen-Ronkko
1998, 263). Tiassd tutkimuksessa paikkaamme pelastusrengasta (Kuvio 1)

eriyttdmisen ja ongelmanratkaisun avulla.

ONGELMANRATKAIS

Lapsen

Alku-

matemaattiset

Matemaattisest
taitava
7-vuotias

opetuksen

matematiikan kyvyt ja

opetus

KUVIO 1. Tutkimuksen ongelmakentti
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Tutkimuksen avulla pyritidan saamaan vastauksia seuraaviin ongelmiin:

1. Millaista on matemaattisesti taitavan 7 -vuotiaan lapsen ajattelu?
- Millaista on hidnen matemaattislooginen ajattelunsa?
- Millaiset ovat hédnen aritmeettiset taitonsa?
- Kykeneeko lapsi tarkoituksenmukaiseen ajatteluun ja miten se ilmenee?
- Kehittyiko lasten ajattelu Matikka-kerhon aikana?
2. Miten ongelmanratkaisulla ja eriyttimiselld voidaan vastata matemaattisesti
taitavien lasten tarpeisiin?
- Miten RATKO- ongelmanratkaisumenetelmi soveltuu matemaattisesti
taitavien 7-vuotiaiden lasten opetukseen?
3. Miten kerhoon osallistuneet oppilaat ja heiddn vanhempansa kokivat Matikka-

kerhon?
5.2 Kohdejoukon valinta

Paiatimme yhdistdd tutkimuksen péittoharjoitteluumme Jyviskylidn Normaalikoululla.
Yksi ensimmiisen luokan opettaja oli ilmoittanut erityisesti kiinnittivansi huomiota
matematiikan opetuksen kehittimiseen. Otimme luokanopettajaan yhteytti ja
kerroimme pro gradu -tutkielmamme tarkoituksesta ja mahdollisesta toteutuksesta.
Keviilla 1998 saimme luvan pédttoharjoitteluun ja tutkimuksen suorittamiseen
kyseisessd luokassa.

Tutkimuskohteeksemme halusimme matemaattisilta taidoiltaan taitavia lapsia.
Paitimme tutkia oppilaita, jotka jo ensimmiisen kouluvuoden alkaessa hallitsivat
suurimman osan ensimméisen luokan matematiikan oppisisélloistd. Valmista testid
tahdn tarkoitukseen ei ollut saatavilla, joten kokosimme sen itse. Halusimme
keskittyd pieneen midrdin tapauksia pyrkien analysoimaan niitd mahdollisimman
tarkasti. Kohdejoukon valintaa, jossa pyritdin saamaan tutkimusjoukoksi tietyn
tyyppisid henkil6itd, kutsutaan harkinnanvaraiseksi otannaksi (Eskola & Suoranta
1998, 18).

Syyskuussa 1998 teimme eri alkuopetuksen matematiikan kirjojen pohjalta kaksi
matematiikan perustaitoja mittaavaa valintatestid (Liite 2 - 3). Testeilld selvitettiin

oppilaiden aritmeettisia taitoja, kuten védhennys- ja yhteenlaskun periaatetta,
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lukujonotaitoja sekd lukukisitteen hahmottumista (vrt. Ikiheimo 1997, 246). Mukana
oli myds tehtdvid, jotka mittasivat oppilaiden valmiutta suoriutua

ongelmanratkaisutehtivista.

5.2.1 Valintatestien toteuttaminen

Suoritimme ensimmadisen valintatestin esitestauksen syyskuun 1998 alussa
Pohjanmaalla sijaitsevan ala-asteen ensimmadiselld luokalla, jossa oli 16 oppilasta.
Testi ndytti erottelevan hyvin ja pistehaitari vaihteli 2 - 22 (max 22 p.) pisteen vililld
keskiarvon ollessa 12 pistetti. Muutimme esitestauksen perusteella tehtivien
jérjestystd jarkevimmiksi ja testitilannetta helpottavammaksi. Laitoimme kaikki
opettajan ohjeita vaativat tehtavit testin alkuun, jotta testin voisi aloittaa yhteisesti,
minka4 jidlkeen jokainen pystyisi eteneméén omassa tahdissaan.

Esitestauksen jdlkeen teetimme ensimmdisen valintatestin  varsinaisessa
tutkimusluokassa. Testiin osallistuivat luokan kaikki oppilaat. Tulokset olivat hyvin
samansuuntaisia kuin esimittauksessakin (2 - 20 p./ka. 11.8). Valitsimme kuusi
parhaiten testissd menestynyttd oppilasta (17 - 20 p.) ja laadimme heille uuden testin
tutkimusjoukon rajaamiseksi 2 - 3 oppilaaseen. Lisdksi halusimme vihentdd
satunnaisvirheiden mairdi ja vaikeuttaa hieman tehtdvien tasoa, jolloin todellinen
osaaminen tulisi paremmin nékyviin.

Toinen valintatesti pidettiin kuudelle oppilaalle viikon kuluttua ensimmaéisesti
testistd eli syyskuun 1998 lopussa. Testi osoittautui hyvin vaativaksi. Pistehaitari oli
23 - 33 pistettd ja maksimi 38 pistettd. Valitsimme lopulta tutkimukseemme kolme
parhaiten toisessa testissd menestynyttd, yhden tyton ja kaksi poikaa. Toinenkin
valintatesti osoittautui erottelevaksi. Ensimmaéisessd valintatestissd parhaan tuloksen
saanut oppilas sai jilkimmdiisessd pienimmaén pisteméidrdn. Tamén oppilaan taidot
osoittautuivat riittiméattdomiksi tehtidvien vaikeutuessa, koska hinen teki suurimman
osan virheistdén testin vaativimmissa tehtdvissd. Tutkimukseen valitut oppilaat
selvisivit testistd pisteilld 33, 30 ja 28.

Vaikeutena valintatestiston laadinnassa oli, ettd osa ensimmdisen luokan
oppilaista ei osannut lukea koulun alkaessa. Siksi emme voineet ottaa testiin
lukemiseen perustuvia tehtdvid, mikd vaikutti tehtdvien laatuun huomattavasti.

Valitsimme testeihin ongelmanratkaisutehtivid, jotka testin pitdja pystyi lukemaan ja
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testilomakkeeseen merkittiin vain vastaus. Pitkét sanalliset ongelmanratkaisutehtavit
Jouduimme jittiméidn pois testin validiteetin ja tasapuolisuuden takia. Testi
suoritettiin kaikille testiin osallistuville oppilaille yht4 aikaa, mikd osaltaan vaikutti
tehtdvien laatuun. Pyrimme minimoimaan yksityisen ohjauksen tarpeen

yksiselitteisilld ja selkeilla tehtivilld, jotka eivit vaatineet ylimadriisia selityksid.

5.2.2 Valintatesti 1

Ensimmaisen valintatestin (Liite 2) kaksi ensimméisti tehtdvaa mittasivat Ikdheimon
(1997, 10) mainitsemista alkuopetuksen matematiikan osa-alueista (ks. s. 17)
lukukisitteen hallintaa, vertailutaitoa, piittelytaitoa sekd luvun hajottamista ja
koontia. Lukutaidottomilta oppilailta niissd tehtidvissd vaadittiin my6s kuullun
ymmartimistd, koska he tekivit tehtdvdt opettajan ohjeen mukaan. Tehtdvien
visuaalinen esitys oli tarkoitettu helpottamaan oppilaiden péittelemista. Moni olikin

tehnyt kuvaan jakoviivoja tai muita merkint6ji.

ja koontaa sekid laskutoimituksista suoriutumista sekd 10-jarjestelmén hallintaa.
Kolmannen tehtivin laskuissa liikutaan lukualueella 1 - 10. Mukana on
yksinkertaisia kahden yhteenlaskettavan tehtdvid ja yksi vaikeampi Kolmen
yhteenlaskettavan tehtivd. Vihennyslaskuissa on yksi tai kaksi vihentdjda.
Neljannessé tehtivissi suurennetaan lukualuetta 20:een ja testataan vidhennyslaskun
mekanismia. Puuttuvan vihentdjin 16ytdminen lisdd tehtdvén vaikeustasoa. Lisiksi
neljannessd tehtdvissd tuli mukaan kymmenylitys. Viides tehtévd (vrt. Himaldinen,
Pesonen & Nyholm 1994, 4) mittaa lukujonotaitoja sekd lukukésitettd liikuttaessa
lukualueella 30 ~ 90. Lisdtehtdvd oli tarkoitettu pohdittavaksi oppilaille, joille jai

yliméaériistd aikaa.

5.2.3 Valintatesti 2

Toinen valintatesti (Liite 3) alkoi p#issilaskuilla, jotka olivat lyhyitd sanallisia
rahalaskuja. Halusimme testata lasten péittelytaitoa ilman konkreettisia apuvélineita.
Tehtéivi osoittautui ylldttdvin vaikeaksi: lasten oli vaikea laskea ilman visuaalista

havaintoa. Kaksi seuraavaa tehtdivdi olivat peruslaskutoimituksia mittaavia, joissa
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lukualuetta laajennettiin ldhes sataan asti. Lisidksi testattiin kymmenylityksen
hallintaa kaksinumeroisilla luvuilla. Molemmissa tehtdvissd oli lisiksi yhteen- ja
vihennyslaskuja, joissa molemmat tekijat olivat kaksinumeroisia.

Neljannessd tehtivdssd (Hdméldinen ym. 1993, 110) haluttiin mitata lapsen
sarjoittelutaitoa sekd kykyad loogiseen ajatteluun ja piittelyyn. Viides tehtdvd (vrt.
Héamaildinen ym. 1994, 33) mittasi vertailutaitoa, jirjestykseen asettamista, sarjoitte-
lua sekd lukukisitettd ja 10-jarjestelmén hallintaa. Kuudennessa tehtidvissd (Rikala,
Sieppi, Strang & Ilmavirta 1993, 90) vaadittiin geometriaan ldheisesti liiittyvaa
hahmottamiskykyéd. Seitsemis tehtdvd oli vaikein mekaanisia laskuja siséltiva
tehtédvd, jossa lukualue oli laajennettu sataan asti. Mukana oli myos lasku, jossa oli
yhteen- ja vihennyslaskua perdkkiin. Kahdeksannessa tehtdvissd halusimme testata
lapsen kertolaskutaitoa muutamilla kertolaskuilla.

Laatimamme kaksiosainen valintatestistd sisdltdd tehtdvid ldhes Kkaikista
Ikdheimon (1997, 10) mainitsemista alkuopetuksen matematiikan oppisiséllgisti (ks.
s. 18). Luokittelua kisittelevid tehtdvii testeissa ei ollut, koska sitd on melko vaikea
testata kirjallisella testilld. Myoskédan jarjestyslukuja, mittaamista ja tilastoja ei
testeissd kisitelty. Lasten testeissd saamat pisteet sekd tehtdvien keskiarvot ovat

nikyvissi liittessa (Liite 4).

5.2.4 Valinnan muut perusteet

Mielestimme olimme onnistuneet valintatestien laadinnassa, silld myds muut mittarit
eli koulun alkuun liittyneet testit sekd seurantatestit tukivat saamiamme tuloksia.
Koulupsykologi testasi alkusyksystd ensimmdiisen luokan oppilaiden lukukésitteen
hallintaa Liikasen testin mukaan (ks. Liikanen 1995). Ainoastaan tutkimukseen
valitut oppilaat saivat normiarvoikseen +2 (vaihteluvéli -2 - +2) ja he hallitsivat
kaikki testissd mitatut kisitteet (esim. ldhinni, kahdeksannen, keskimmadisen, kaksi
kertaa niin monta). Lisdksi alkusyksylld suoritetussa matematiikan keskeisten
kasitteiden diagnoosissa (Ikdheimo 1996) tapausoppilaat selvisivdt ldhes
maksimipistein. Vaikeuksia heilla oli lahinnd numeroiden oikeinkirjoituksessa.
Opettajankoulutuslaitoksen  alkuopetuksen  yksikkd  jarjesti  Jyvéskyldn
Normaalikoulun ensimmdisilld luokilla sekd muutamilla kenttidkouluilla koko

lukuvuoden kestidvin seurannan didinkielen ja matematiikan taidoista. Projekti liittyy
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Oppimisen ohjaamisen kehittimishankkeeseen 1998 — 1999. Saimme tutkimustamme
varten kolmen matemaattista ajattelua selvittdvin testin tulokset. Ensimmaiinen
seurantatesteistd tehtiin viikolla 43 (kymmenes kouluviikko), toinen viikolla 49 ja
kolmas kevitlukukauden aluksi viikolla 3. Osallistuimme keskimmadisen testin (Liite
5) laadintaan péattoharjoittelumme yhteydessd. Matematiikan seurantatestit laadittiin
Turun oppimistutkimiskeskuksen METTI-testiston pohjalta (Salonen, Lepola,
Vauras, Rauhanummi, Lehtinen & Kinnunen 1994). Testit pyrittiin tekemiin
haastaviksi myos matemaattisesti taitaville oppilaille.

Alkusyksyn ensimmdiisen seurantatestin tulokset (Liite 6) vahvistivat oppilaiden
valinnan tarkoituksenmukaiseksi: tutkimukseen valitut oppilaat suoriutuivat
matemaattisloogista ajattelua, lukujonotaitoja seki aritmeettisia taitoja selvittimiin
laaditusta testistd 1dhes virheittd. Valinta vastasi myos luokanopettajan arviota lasten

matemaattisista taidoista.

5.3 Tutkimukseen osallistuneiden oppilaiden kuvailua

5.3.1 Kimmo

Kimmon vahvinta aluetta ovat erityisesti aritmeettiset laskutoimitukset, joista hén
selviytyy nopeasti ja sujuvasti. Kimmo puurtaa mielellddn yksin matematiikan
tehtidvien parissa. Hinen matemaattinen kiinnostuksensa on ilmennyt jo varhain,

misté diti kertol osuvan ja valaisevan esimerkin tarha-ajalta.

23 lasta kulki siinéd parijonossa ja sitte ekana oli kaikista pienin niistd, 5-
vuotias ja se oli sanonu, ettd tissd menee kakskytkolmipédinen lohikdirme.
Montakohan jalkaa silld on? (...) Lastentarhanopettaja oli kysynyt sitte
kaikilta (...) keksiské joku kuinka monta jalkaa, niin Kimmo oli heti
sanonu, ettd nelkytkuus. (Kimmon 4iti)
Kimmon mielestd matematiikka on kivaa ja helppoa. Matematiikka on laskemista,
“eikd hirveesti muuta”. Kimmon vanhemmat pitdvit matematiikkaa tdrkeina
oppiaineena. He ymmrtivit matematiikan luonteen kokonaisvaltaisesti ja korostavat
loogisen ajattelun tirkeyttd. Matematiikkaa tarvitaan monessa asiassa: vanhempien

mielestdi “koko eldmid on matematiikkaa”. Kimmon isid on matematiikan

madrittelyssaan Haapasalon (vrt. s. 8) samalla linjoilla.
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Jos on yhtdin tarmoa yrittdd ajatella matemaattisesti niiti asioita, niin se on
sitd tapaa ajatella muutenkin kuin niitd laskutehtédvii. (...) Silloinhan tulee
tapa ajatella ihan tillasia jokapdivasid, arkipdivin asioita jokseenkin
loogisella tavalla. (Kimmon isd)

Ihmettelimme taitoja, jotka Kimmolla oli hallussa jo ennen koulun alkua.
Kysyimme vanhemmilta haastattelussa mahdollista syytdi Kimmon matemaattiseen
kyvykkyyteen. He olivat kylld huomanneet poikansa kyvykkyyden ja myos hinen
isoveljellddn on taipumuksia matematiikkaan. Vanhemmat olivat usein &idin sanoja
mukaillen myds allistyneet Kimmon nopeaa suoriutumista vaikeistakin tehtivisti.
Kuitenkaan he eivdt osanneet antaa selitysti matemaattisen Kkyvykkyyden
ilmenemiselle.

Vanhemmat eivdt olleet omasta mielestddn tietoisesti harjoittaneet Kimmon
matematiikan taitoja. Perheen isilld on tosin tapana keskustella poikiensa kanssa
matemaattisista asioista, mikd on luultavasti vaikuttanut heidin kiinnostumiseen

matematiikasta.

Kylldhdan mi Kimmoa aina vidhin testaan silleen, ettd en niinkédin téllasia
niinsanottuja yksinkertaisia lukuja vaan sitten tédllaisia suurempia lukuja,
ettd onko hahmoa siité, ettd mikd on luku 10 000 ja kun siitd ottaa 10 002
pois, niin paljonko se mahtaa olla. (Kimmon isd)

Kimmolla on tapana suhtautua asioihin kyseenalaistaen ja uteliaasti tutkien, miksi

asiat ovat niinkuin ovat.

Joo, ja sitte Kimmosta oon huomannut senkin, ettd selittdd myos tillasia,
minké ehki isoveli aikoinaan piti itsestdén selvyytend joitain juttuja, ett se
nyt on vaan ndin. (...) Kimmo selittdd tillaisetkin pienet asiat, niinku
suullisesti sanoo, mistd on kysymys. (Kimmon is&)

Kimmo kertoi ylpednd isoveljen opettavan hinelle joka péivd kotona
matematiikkaa. He laskevat kuudennen luokan kirjasta isoveljen tehtédvid, joita
Kimmo kertoi my0s osaavansa hyvin. Perheessd on tapana perustella asioita ja etsiad
tapahtumiin yhdessd selityksid. Asioiden ymmaértdmiseen Kkiinnitetddn huomiota,

mikd on erittdin tirkedd myos lapsen ajattelun kehittymiselle.

Kylldhén se tdiltd kotoa tulee se ajattelutapa, et jos pienestid asti meilld
hoidetaan asiat vihén tdhén tyyliin, ettd kerrotaan, ettd miksi joku asia (...)
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niin se myGos ddneen sanotaan lapsille, niin tottakai ne oppii siitd. (Kimmon

1s4)
Molemmilla vanhemmilla oli myonteisid kokemuksia kouluajan matematiikasta.
Isi on my0s matemaattisesti taitava ja on menestynyt aina hyvin

koulumatematiikassa, eikd &didillikd4n omien sanojensa mukaan ongelmia ole ollut.

He kannustavat poikiaan matematiikan harrastamiseen.

Niin sitd mé vaan lapselle sanoin, et vaikka taipumuksia on, niin kylla sitd
taytyy kehittdd ja muistaa tehdad. Ei niitd voi moneks vuodeks jéttdd oman
onnensa nojaan, niin et ei ne paissi valmiina ole. (Kimmon is3)

Vanhemmat olivat iloisia, etti Kimmo saa uusia haasteita Matikka-kerhossa.
Kimmo itse oli epitietoinen kerhon sisillostd, eikd osannut kertoa kerhoa koskevista
odotuksistaan. Kuitenkin Kimmo oli kotona puhunut kerhosta ja oli innokkasti

tulossa mukaan. Hin toivoi, ettd Matikka-kerhossa laskettaisiin paljon laskuja.

5.3.2 Leena

Leena on ollut kiinnostunut matematiikasta ja numeroista pienestd pitden. Jo
nelivuotiaana Leena pyysi 4itiddn opettamaan hénelle laskemista, joten Kkotiin
ldhettimidmme kirje matemaattisesti taitavien lasten kerhosta ei tullut Leenan &idille
suurena yllatyksena.

Leena on luova monella eri alalla, mikd ndkyy myds matematiikkaan liittyvissid
asioissa. Leenalla on kotona tapana “nyhrdtd” tyOpdytdnsd déressi. Héan on
esimerkiksi kdinnellyt esineitd peilin edessd ja tutkinut, miltd ne ndyttdvit eri
perspektiiveistd katsottuna. Leenan diti ei osannut sanoa syytd tyttdrensd
matemaattiseen kyvykkyyteen. Leenan vahvuudeksi h@n mainitsi luonteeseen
kuuluvan kirsivillisyyden ja keskittymiskyvyn. Liséksi Leena haluaa tehdd kaikki
asiat mahdollisimman hyvin ja vaatii itseltdan paljon. Hin tekee numerot ja kirjaimet

todella huolellisesti ja siististi, mutta ei ole niihin itse kuitenkaan tyytyvéinen.

Se varmaan tekee silleen, tai en mai tiid tekeeks, mutta ainakin tarkistaa
aina, ettd onko oikee vastaus. Joskus tuntuu, ettd vois vihin nopeemminkin
hutasta vaan. Mutta kaikilla on oma tyylinsa. (Leenan 4iti)
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Témén huomasimme heti piattoharjoittelun alussa. Leenalta kului aikaa
matematiikan tehtdvien tekemiseen enemmin kuin tutkimukseen osallistuneilta
pojilta. Lisdksi Leenan aritmeettiset taidot eivit olleet vield tiysin automatisoituneet
ja siksi hén tarvitsi usein laskuissa konkreettista materiaalia selviytyikseen tehtdvisti.
Tarvittaessa apuna toimivat omat sormet ja varpaat, joiden avulla Leena pissi

ratkaisuun usein sitkedn puurtamisen jilkeen.

Tutkija: No, osaisitko nyt laskea sitd viimeistd laskua (8 x5)?

(Laskee kasilla 5, 10, 15...)

Leena: Midi meen sekasi, kuinka monta kertaa mai oon sen jo laskenut.

T: Niin, tehddénpés sillaan, ettd jos mia lasken, ettd kuinka monta kertaa sii
lasket, niin laske sini.

L: Joo. Mid lasken ensin varpailla, viis, kymmenen, viistoista...

Matematiikka on ollut Leenan mielestd mukavaa. Leena ei osannut kuitenkaan
kertoa, mitd matematiikka hdnen mielestddn on ja miksi hin on siini taitava. Toisessa
valintatestissd olleet kertolaskut Leena koki helpoiksi. Matematiikan kirjasta
esimerkiksi yhteenlaskut ja tehtdvit, joissa saa itse keksid laskun, ovat Leenan
mielestdin mukavia. Tavallisista plus- ja miinuslaskuista Leena toteaa, ettd ne ovat
“jotenkin v@hin hassuja”. Tami ilmeisesti osoittaa, etti Leenan on vield melko
vaikeaa pukea todellisia ajatuksiaan sanoiksi.

Myds Leenan diti piti matematiikasta kouluaikana ja pitdd sitd tirkednd
kouluaineena. Erityisesti peruslaskutoimitukset, erilaiset kaavat ja niiden
sovellutukset ovat hinen mielestdin tirkeitd koulussa opittavia taitoja. Aiti antaa

arvoa nykyiselle koulumatematiikalle sen monipuolisuuden vuoksi.

Musta on kiva, mitd nyt oon seurannu niitten kotitehtévii, ettid ne ei ole enda
pelkkid numeroita, vaan niissi on niitd palikoita ja kortteja ja sellasia. Etta
on monipuolisempaa miti itelld on ollu sillon pieneni. (Leenan iiti)

Leenan 4iti piti erityisen mukavana sitd, ettd Matikka-kerhossa pyrittiisiin
tarjoamaan oppilaille haasteellisia tehtivid. Aiti toivoi, ettd kerhossa kisiteltiisiin
ongelmanratkaisua ja sanallisia tehtévid, joissa tdytyy pystyd etsiméén tietoa rivienkin
vilisti. Leenan suhtautuminen Matikka-kerhoon oli samanlainen kuin poikienkin: on

vaikea tietdd onko sielld mukavaa, koska ei ole koskaan ollut sellaisessa kerhossa.
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5.3.3 Janne

Jannella on ilmidméinen péissilaskutaito. Han osaa laskea kaksinumeroisilla luvuilla
nopeasti sekid yhteen- ettd vihennyslaskuja ja hallitsee kertolaskun kisitteen. Eriin
Matikka-kerhon aikana Janne mainitsi osoitti tietdvidnsd jotain  myds
nelidjuurilaskusta (ks. tutkimuksen nimi), joten hinelli on monipuolinen
matemaattinen sanavarasto. Matematiikka on koulussa Jannen lempiaine ja se on
hinelle helppoa.

Janne on kotona harrastanut matematiikkaa jo muutaman vuoden. Janne kertoi
omistavansa kaksi laskinta, joilla hén laskee erilaisia laskuja. Myos Jannen &iti on
huolehtinut siitd, ettd Janne saa laskea kotona matematiikkaa, koska hin sitid kovasti

haluaa. Jannella on kotona tietokonepelejd, jotka sisdltdvit matemaattisia tehtdvii.

Ostin mé Jannelle semmoisen laskutehtavavihkon. - - Kylld hdn on sitdkin
tehnyt - - mutta ne on niin helppoja, ettéd ei se sillaan innosta. Mutta silloin
yhteen aikaan, kun tuntu mukamas, ettet hénelld ole niité tehtédvid tarpeeksi.
(Jannen 4iti)

Jannen didille ei tullut ylldtyksend, ettd Janne todettiin matemaattisesti taitavaksi
oppilaaksi. Kuitenkin hénelldkin oli vaikeuksia 10yt44 syytd lapsensa matemaattiseen

suuntautumiseen.

Tutkija: Ooksdid huomannut, etti Janne on tdssd (matematiikassa) taitava,
vai oliko se yllatys?

Jannen diti: Kylld mé olin huomannut tuossa syksyn mittaan, etti hin
itekseen piddssd laskeskeli aina. (...) Sieltd tuli sitte jotain péissilaskuja
23+48 on niin paljon.

Aiti suhtautui Matikka-kerhoon innostuneesti: Janne saisi harrastaa enemmin siti,
mistd on kiinnostunut. My6s Janne oli didin mukaan mielissddn Matikka-kerhosta.
Janne oli kuitenkin ennen kerhoa Kimmon kanssa huolissaan tehtidvien tasosta:
”Keksittekohin te meille yhtddn semmosta vaikeaa laskua, ettd me saatais viha
miettid?” Janne kertoi, ettd hin ei vield ollut 16ytanyt koulussa tarjotuista Kirjoista
sellaista laskua, jota hin olisi joutunut miettimddn. Vaikka matematiikka on
vaivatonta Jannelle ja sen takia myds kivaa, hin kuitenkin kaipaa

haasteellisempaakin tekemistd. Janne tietdd osaavansa matematitkkaa hyvin ja
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ilmaisee sen my®s. Aiti kutsui poikansa puheita joskus jopa mahtipontisiksi, mutta
piti itseluottamusta kuitenkin terveeni ja hyvini asiana.

Myo6s Jannen &idilld on positiivisia koulukokemuksia matematiikasta. Hinen
mielestdédn matematiikkaa tarvitaan hyvin monella eldmén osa-alueella; vaikeampaa
oli keksid, missd sitd ei tarvita. Matematiikan tunteja koulusta ei saisi hinen

mielestddn vahent#i.

5.4 Tutkimuksen toteutus

Ensimmadisessi tutkimussuunnitelmassamme keskityttiin matemaattisesti
lahjakkaisiin lapsiin. Kevadlld 1998 tutustuimme lahjakkuutta Kkisitteleviian
kirjallisuuteen. Perehdyttyamme kirjallisuuteen kuitenkin huomasimme, ettd
lahjakkuutta on ldhes mahdotonta luotettavasti todeta nédin nuorilla lapsilla. Fulkerson
(1995) viittdd myds, ettd aikaa ei kannata tuhlata miettimiseen, onko lapsi lahjakas
val el. Tarkedmpdd on tunnistaa lasten vahvuuksia ja erilaisia kykyjd ja kayttda
voimavaroja sen pohdintaan, miti ne edellyttivit opetukselta. (Fulkerson 1995, 118.)
Hylk4simme lahjakkuus-késitteen syksyllda 1998 ja muutimme sen matemaattiseksi
taitavuudeksi. Valitsimme tutkimuksen kohteeksi matemaattisesti taitavat lapset ja
halusimme tutkia, kuinka heiddn ajatteluaan voisi kehittdd. Tutustuttuamme
tapausoppilaisiin ja juteltuamme heidédn kanssaan alkoi heidén ajattelutapansa ja —
kulkunsa kiinnostaa jo sellaisenaan. Samalla huomasimme ajattelun kehittimiseen
liittyvén ongelman siirtyneen taka-alalle; osasyynd tdhén varmasti oli my6s sopivien
ajattelun mittareiden puuttuminen ja ajattelun kehittymisen vaikea todistaminen.
Syyskuussa kerroimme tutkimukseen valituille oppilaille Matikka-kerhosta ja
lokakuun ensimmadiselld viikolla 1998 lahetimme kirjeet heiddn vanhemmilleen.
Kirjeessd (Liite 7) kerrottiin tehdyist4 testeisti ja tutkimuksemme tarkoituksesta seki
suunnitelmasta toteuttaa Matikka-kerho oppilaille. Kirjeesséd pyydettiin lupaa lapsen
osallistumiseen tutkimukseen sekéd kerhojen nauhoittamiseen ja videointiin. Kaikki
vanhemmat antoivat lapselleen luvan osallistua sekd kerhoon etti tutkimukseen. Pian
tdméin jidlkeen otimme henkilokohtaisesti vanhempiin yhteytti sopiaksemme
haastatteluajan heiddn kanssaan. Haastatteluista kaksi tapahtui oppilaiden kotona,

yksi kdytdnnon syistd eradssi kahvilassa. Haastattelut olivat teemahaastatteluja (Liite
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8) ja niiden ilmapiiri oli vapautunut. Aikaa haastatteluissa kului viidestitoista
minuutista reiluun puoleen tuntiin.

Loka-marraskuussa 1998 valitsimme eri kirjoista tehtiviz Matikka-kerhoon ja
matematiikan eriyttdville tunneille. Tarkoituksenamme oli opettaa kaikki
seitsenviikkoisen harjoittelumme matematiikan tunnit. Yksi matematiikan tunti
viikosta varattiin eriyttdville tehtéville (Liite 1), jolloin jokaisella luokan oppilaalla
oli mahdollisuus saada tasoaan vastaavia tehtévii.

Tutustuminen oppilaisiin alkoi observoinnin avulla marraskuun alussa 1998.
Ensimmaisen harjoitteluviikon aikana tapausoppilaita haastateltiin tulevasta Matikka-
kerhosta ja stihen liittyvistd odotuksista. Observoimme tapausoppilaiden tyoskentelya
etenkin matematiikan tunneilla ja keskustelimme heiddn matemaattisista taidoistaan
luokanopettajan kanssa. Emme kiyttineet observointilomakkeita. Ennen kerhoa
teimme lapsille alkumittauksen Malisen (1980; 1992) testien mukaan. Tdmi aika
ennen Matikka-kerhon alkua oli tidrkedd niin meille kuin kerholaisillekin, koska
opimme tuntemaan oppilaita ja heilld oli aikaa tottua meihin.

Matikka-kerho toteutettiin koulun ulkopuolisena kerhona. Kerhotapaamisia oli
kaksi kertaa viikossa viiden viikon ajan eli yhteensd kymmenen. Kerho alkoi
keskiviikkona 11.11.1998 ja loppui keskiviikkona 9.12.1998. Keskiviikkoisin kerho
oli koulun jilkeen klo 12 - 13 ja perjantaisin klo 8 - 9. Kerho pidettiin oppilaiden
luokan vieressi olleessa kirjastossa. Kerhon eteneminen ja kerhotehtivien kuvailu on
liitteissd (Liite 9 - 10).

Loppumittaukset ja -haastattelut tehtiin tapausoppilaille joulukuun loppupuolella.
Sekaé alku- ettd loppumittaukset (Liite 11) ja haastattelut (Liite 12 - 13) tehtiin koulun
tiloissa. Oppilaiden vanhempien loppuhaastattelut teimme tammi-helmikuussa 1999,
silli perheiden jouluun valmistautumista ei haluttu hiiritd. Haastatteluista kaksi
tehtiin oppilaiden kodeissa ja yksi yliopiston tiloissa. Haastattelutilanteet olivat
luonnollisia keskustelutilanteita, joten kaksi haastattelua kesti jopa tunnin.

Haastattelujen ja kerhotapaamisien litteroinnin aloitimme harjoittelun viimeisilla
viikoilla, mutta kdytannon syistd teimme suurimman osan litterointitydstd tammikuun
1999 alussa. Oppilaiden vanhempien loppuhaastattelut (Liite 14) litteroimme heti
haastattelujen jéilkeen.

Tammi-helmikuussa 1999  perehdyimme  metodologiaa  kisittelevddn

kirjallisuuteen tarkemmin ja kirjoitimme tutkimuksen metodologiaosuuden
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pddpiirteissddn. Aloitimme myos aineiston analysoinnin lukemalla 14pi oppilaiden,
vanhempien ja opettajan haastattelut ja Matikka-kerhojen litterointeja. Maaliskuun
alussa olimme viikon Konneveden tutkimusasemalla, jossa tapahtui suurin osa

analysointitydstd. Maaliskuun lopun kirjoitimme tuloksia ja viimeistelimme tekstis.
5.5 Kovalitatiivinen tapaustutkimus

Tutkimuksemme on kvalitatiivinen tapaustutkimus. Kvalitatiivinen tutkimus on
kuvailevaa ja tulkitsevaa tutkijan ja aineiston vuorovaikutusta, jonka avulla pyritain
saamaan selkoa numerottomasta aineistosta (Berger 1998, 26). Se pyrkii
tutkimusvélineiden ja -perspektiivien kirjoa laajentamalla tarkkaan tutkimuskohteen
kuvailuun ja tulkintaan (Berger 1998, 27).

Kvalitatiivinen tutkimusote tutkimuksessamme on perusteltua, koska kaikki
empiirisen didaktiikan tutkimuksen kohteet voidaan nihdi ilmi6ing, ihmisen mielen
tuotteina tai prosesseina ja henkiseni todellisuutena, mitd ei suoraan voida tutkia
kokeellisella tutkimuksella (Maier 1998, 58 - 59). Myos lapsen ajattelun tutkiminen
vaatii monipuolista ldhestymistapaa. Tdmé# onnistuu parhaiten keskittymalld
muutamaan tapausoppilaaseen ja heidin ajatteluunsa. Halusimme oppia
ymmiértiméain matemaattisesti taitavien lasten ajattelua ja jirjestdd heille haastavaa
toimintaa, miké oli mahdollista vain pienelle joukolle lapsia.

Maier (1998) esittdd artikkelissaan tuoreen perustelun kvalitatiiviselle
tutkimusotteelle ja tapaustutkimukselle. Koska konstruktivismin mukaan jokaisen
ihmisen on itse rakennettava tietonsa, on tutkimuksenkin saatava tietoa yksityisistad
ihmisistd mieluummin kuin oppijajoukosta. (Maier 1998, 68.) Tutkijan tiytyy yrittda
ymmirtdd tutkimuksen kohdetta sen alkuperdisyydessdin ja ainutlaatuisuudessaan,
16ytd4 yksilon persoonallinen tapa ajatella, tuntea ja toimia. Vaikka tutkimuskohteen
ajatukset saattavat poiketa tutkijan omista mielipiteistd, tutkija ei saa rajoittua vain
vertaamaan tutkimuskohteen ominaisuuksia omiin oletuksiinsa, arvostelun
kriteereihin ja ihanteisiin (Maier 1998, 69).

Kvalitatiivisten metodien avulla viltetddn kvantitatiivisille mittareille tyypillisid
virheitd. IThmisen ajattelun, tunteen sekd toiminnan vaihtelevuutta ja

monimutkaisuutta ei saa supistaa muutamaan muuttujaan. Ihmisen ajattelu eiki
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toiminta ole jéljennettivissi eikid ennustettavissa, minki takia sitd ei voi kuvata
pelkistetyilld syy-seuraussuhteilla. (Maier 1998, 69.)

Perttula (1998) painottaa artikkelissaan kvalitatiivisen tutkimusmateriaalin
tekstiluonnetta. Tutkimusmateriaalin ei tarvitse olla tekstuaalista sillid hetkelld kun se
kerdtddn, vaan se voidaan koota monenlaisesta aineistosta. Tutkimusmateriaali pitid
kuitenkin aina kaéntéa tekstiksi, ennen kuin se on kvalitatiivista (Perttula, 1998, 73).
Niéin se poikkeaa huomattavasti kvantitatiivisen tutkimuksen numeraalisesta
aineistosta. Toinen eroavaisuus tulee esille tutkimuksen tarkoituksessa muodostaa
uutta kisitteellisesti jarjestynytti tieteellistd tietoa. Kvalitatiivinen tutkimusote ei pyri
koko kohdejoukkoa koskevaan yleistettdviidn tietoon, vaan hankkii analyysin avulla
yleistd  tietoa yksittdisistd tapauksista. Yleistettdvyyden sijasta kvalitatiivinen
tutkimus pystyy hyédyntdmaén tekstimuotoista tutkimusmateriaalia ja ymmirtimain
tutkittavaa ilmiotéd parhaalla mahdollisella tavalla. (Perttula, 1998, 74 - 75.)

Tapaus voi tapaustutkimuksen yhteydessd tarkoittaa ihmistd, ihmisjoukkoa,
yhteisod, laitosta, jotain tapahtumaa tai laajempaa ilmiotd (Syrjala & Numminen
1988, 5). Tassd tutkimuksessa tapauksilla tarkoitetaan kolmea matemaattisesti
taitavaa 7-vuotiasta lasta. Tapauksen voi valita monella perusteella: se voi olla
mahdollisimman tyypillinen tai kriittinen rajatapaus, poikkeuksellinen ja opettava tai
paljastava (Syrjdla & Numminen 1988, 19). Téssd tutkimuksessa tapausoppilaat
edustavat matemaattisilta kyvyiltddn poikkeuksia ikdryhméssddn, mutta ovat
todennakoisesti tyypillisia esimerkkejd matemaattisesti taitavista lapsista.

Tutkimuskohteena oli kdytdnnon ongelman kuvaus ja tarkastelu, jota ei voi
irrottaa kontekstistaan. Tehdessdamme tutkimusta aidossa kouluympiristéssd ja
todellisessa tilanteessa meidin oli helpompi ymmértéi tilannetta kaikkien osapuolten
kannalta. Halusimme saada lasten matemaattisesta ajattelusta ja heidén
koulunkdynnistddn syvéllistd sekd yksityiskohtaista tietoa aidossa ympéristossa.
Tapaustutkimukseen kuuluu myds menneisyyden tarkasteleminen osana nykyisyytti,
mikd oli yksi painava syy ottaa vanhemmat mukaan tutkimukseen. (Syrjald, Ahonen,
Syrjdldinen & Saari, 1995, 11 - 12.)

Kvalitatiivinen tapaustutkimus on hyvin voimakkaasti kokonaisvaltainen
tutkimustapa. Siini pyritisn ottamaan huomioon koko prosessi ja ympéaristo
yksittdisten tuotteiden tai muuttujien sijasta (Syrjdld  ym. 1995, 13).

Tapaustutkimuksessa tutkijan on luotettava siihen, ettid tutkimuksen kohteena olevat
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yksilot osaavat tulkita omaa eldmiinsd ja antaa tapahtuville asioille merkityksii.
Vuorovaikutus on hyvin tirked tekijd tapaustutkimuksen onnistumisen kannalta
(Syrjéld ym.1994, 14). Tutkijan ja tutkittavien vililld tulee olla molemminpuolinen
luottamus ja tieto tutkimuksen eettisistd sdénnoistd. Vuorovaikutuksen tulee olla
aktiivista ja pitkdaikaista, mikd vaatii sitoutumista niin tutkijalta kuin tutkittaviltakin
(Eskola & Suoranta 1998, 129). Tissi tutkimuksessa vuorovaikutus korostui, koska
tutkimuksen kohteena oli lapsia, joiden ei ole helppo muuttaa ajatteluaan puheen
muotoon. Vuorovaikutuksen syntyyn piti kiinnittdd paljon huomiota, jotta voitimme
lasten luottamuksen ja he kykenivit kertomaan ajatuksistaan vapaasti. Koska olimme
mukana  tutkimusympéristomme  toiminnassa  suhteellisen  pitkdn  ajan,
vuorovaikutuksemme oppilaiden kanssa oli antoisaa ja parani koko ajan tutkimuksen
edetessa.

Toimintatutkimus. Tédssd tutkimuksessa on myos piirteitd toimintatutkimuksesta,
joka yhdistdd opettajan ja tutkijan roolin (Syrjdld ym. 1995, 25).
Toimintatutkimuksessa onkin tarkoituksena pyrkid parantamaan ja ymmirtdmiin
kasvatuksellisia kéytidntoja ja niiden olosuhteita (Syrmdlda ym. 1995, 30).
Ymmartdmisen edellytyksend on aito kiinnostus, joka herdttdd halun pohtia
toiminnan ja sen seurauksien sekd ympdriston olosuhteiden vuorovaikutusta.
Keskeistd on toiminnasta vastuussa olevien henkildiden sitoutuminen prosessiin.
(Heikkinen 1996, 25.) Tidssd tutkimuksessa vahva  sitoutumisemme
tutkimusympéristoon sekd tapausoppilaisiin veti meidit tdysipainoisesti mukaan
ongelmien pohtimiseen ja vastausten etsimiseen.

Toimintatutkimuksessa ei pyritdi useiden muiden tutkimusmenetelmien tavoin
objektiivisuuteen. Sen sijaan ettid tutkija tarkastelisi toimintaa ulkopuolelta
héiritsemattid tutkimuskohdetta millddn tavalla, hdn pyrkii avoimeen yhteistyohon
tutkittavien kanssa ja etdisyyden sijasta sekaantuu tutkimuskohteensa eldmé&én.
(Eskola & Suoranta 1998, 128.) Tiassid tutkimuksessa osallistuimme tiiviisti lnokan
toimintaan ja tutustuimme myos oppilaiden vanhempiin.

Toimintatutkimukselle on tyypillistd prosessin sykliset kerrokset - havainnointi,
reflektointi, suunnittelu ja toiminta /kokeilu - (Heikkinen 1996, 30), joissa tutkija
tarkentaa tutkimusongelmaansa yhd uudelleen. Tami toimintatutkimuksen keskeisin
tuntomerkki ei toteutunut kokonaisuudessaan téssi tutkimuksessa, minké takia emme

mddrittele tutkimustamme toimintatutkimukseksi. Jotta tutkimuksemme tayttdisi
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toimintatutkimuksen Kriteerit, olisi meiddn pitinyt vield jatkaa toimintamme

kehittelyd parannetun suunnitelman kautta uuteen sykliin.

5.6 Aineiston keruu

Arnold (1998) kertoo artikkelissaan muutaman viikon mittaisesta kurssista, jolla hin
yritti uuden opetusmetodin avulla opettaa 12 - 13 -vuotiaille lapsille limmén ja
lampétilan késitettd. Kurssin jilkeen hin kuvaili parhaiten tarkoitukseen soveltuvia
metodeja kiyttden, miten opetus vaikutti lasten ajatteluun. Héin kerési aineistoa lasten
koulukirjoista ja tehtdvdlomakkeista, tuloksia erilaisista testeistd, piivikirja-
merkint6jd, matematiikan arvosanoja sekd haastatteli lapsia ja observoi heiti
erilaisissa tilanteissa. Kerdamaéstain tutkimusaineistosta Arnold rakensi monipuolisen
kuvan, kuinka kunkin lapsen ajattelu muuttui tai kehittyi. (Armold 1998, 5 - 24.)
Samanlaisilla aineistonkeruumenetelmilld saatuun tutkimusmateriaaliin perustuu

myos tdmén tutkimuksen tulkinnat ja johtop#itokset.

5.6.1 Haastattelu ja havainnointi aineistonkeruumenetelmina

Haastattelu ja havainnointi tukevat toisiaan tutkimusmuotoina. Havainnointi tarjoaa
mahdollisuuden tarkistaa, mitd haastatteluissa on sanottu ja haastattelu puolestaan
sallii observoijan mennd ndkyvdd kiyttdytymistd syvemmdille haastatellessaan
henkil®ité, joita on myds observoitu (Patton 1990, 245). Haastattelussa tutkija voi
vaikuttaa havainnointia enemmin siihen, mistd asiasta hin haluaa tietoa.
Haastattelussa voidaan s#idelld aiheiden jirjestystd ja tdsmentdd kysymyksid
epaselvissi kohdissa seki ottaa esille menneitd tapahtumia. Observointi puolestaan
koskee nykyisyyttd. (Hirsjarvi & Hurme 1980, 32.)

Berger (1998, 32) esittdid mielenkiintoisen vertauksen haastattelun ja
dinosauruksen samankaltaisuuksista. Se mitd tutkija haastattelussa etsii ihmisen
mielestd, voi olla aito ja todellinen, mutta kuitenkin piilossa kuten dinosaurus. Ainoa
saatavilla oleva todiste on fossiili, katkonainen jiljitelmi alkuperiisesti. Niin on
my0s  haastattelussa.  Raunioiden kaivamisen ja korjaamisen jilkeen,
haastattelutekniikassa  nauhoituksen ja litteroinnin  jilkeen, alkuperiisen

mallintaminen voi olla mahdollista korjauksen ja tulkinnan avulla. Malli, jota tutkija
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rakentaa haastattelun perusteella, voi olla tiydellinen ja 14snd, mutta valitettavasti se
on kuitenkin vain hypoteettinen oletus. Haastattelussa my0s erilaiset vadrinkisitykset
ovat mahdollisia ja miltei todennikéisid, koska yhden ihmisen lausunto antaa aina
tilaa erilaisille tarkoituksille ja tulkinnoille (Maier 1998, 62).

Patton (1990) toteaa tutkijoiden haastattelevan ihmisié niistd asioista, joita tutkijat
eivit voi suoraan observoida. Téllaisia asioita ovat muun muassa tunteet, ajatukset ja
tarkoitukset. Haastattelun tarkoituksena onkin antaa tutkijalle mahdollisuus katsoa
asioita toisen ihmisen nikokulmasta. (Patton 1990, 287.) Koska tédssi tutkimuksessa
perehdyimme lasten ajatteluun, oli haastattelu lihes ainoa keino saada selville tapa,
jolla lapset erilaisissa tilanteissa ajattelevat.

Haastattelu  voidaan toteuttaa kolmella tavalla:  yksilGhaastatteluna,
parihaastatteluna tai ryhmdhaastatteluna (ks. esim. Hirsjarvi, Remes & Sajavaara
1997, 206). Tavallisin tapa on kiyttdad yksilohaastattelua. Lapset haastateltiin tdssd
tutkimuksessa yksitellen, koska oppilailla on usein tapana mukailla toistensa
mielipiteitd. Ndin lasten haastattelujen voidaan katsoa olevan luotettavampia.
Parihaastattelussa  haastateltavia on  kaksi. Etenkin kasvatustieteellisissd
tutkimuksissa parihaastattelua kaytetdin muun muassa lasten vanhempien
haastatteluissa (Hirsjdrvi ym. 1997, 206). Tutkimuksessamme haastateltiin lasten
vanhempia seki yksilo- ettd parihaastatteluna.

Haastateltaessa lapsia on otettava huomioon muutamia seikkoja, jotta
haastattelussa saataisiin esille tutkimuksen kannalta olennaiset tiedot. Haastattelu
kannattaa suunnitella mahdollisimman lyhyeksi, koska lasten on usein vaikea
keskittyd pitkéddn. Jos haastattelu on pitkd, kannattaa se tehdd useammassa osassa.
(Trost 1997, 37.) Tissd tutkimuksessa lasten haastattelut suoritti vain toinen meista,
jotta oppilas ei olisi kokenut oloaan uhatuksi kahden aikuisen lédsnéollessa.
Vanhempien haastatteluissa olimme molemmat mukana. Trostin (1997) mukaan
useampi kuin yksi haastattelija saa usein enemmaén tietoa tutkittavilta, jos tutkijat
pystyvdt toimimaan tehokkaasti ja tarkoituksenmukaisesti yhdessd. Tutkittavien
kannalta kaksi haastattelijaa saatetaan kokea uhkana, jos tilanteesta ei saada
luonnollista. (Trost 1997, 43 - 44.) Téssd tutkimuksessa kahden tutkijan kiyttd
vanhempien haastatteluissa oli mielestimme onnistunut ratkaisu. Vaikka emme

etukiteen jakaneet haastattelurooleja (esim. haastattelija / tarkkailija) tai suunnitelleet
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kysymysten esittimisvuoroja, tilanne eteni luonnollisesti erilaisten
vuorovaikutustyyliemme ja luonteidemme mukaisesti.

Haastattelumenetelmét voidaan jakaa monella tavalla. Hirsjarven ym. (1997, 204-
205) mukaan haastattelua on kolmea eri tyyppid: strukturoitu haastattelu,
teemahaastattelu ja  avoin haastattelu. Valitsimme haastattelutyypeiksi téssi
tutkimuksessa strukturoidun haastattelun ja teemahaastattelun.

Strukturoitu haastattelu. Strukturoitu haastattelu tarkoittaa lomakehaastattelua,
jossa kysymysten tai viitteiden jarjestys ja muoto on tarkasti médritelty ja ne
esitetddn kaikille haastateltaville samassa jarjestyksessd (Hirsjarvi ym. 1997, 204).
Strukturoitua haastattelua kéytettiin tdssd tutkimuksessa tapausoppilaiden alku- ja
loppumittauksissa, joissa oli valmiina tarkat kysymykset, mutta joihin lapset saivat
vastata omin sanoin. Strukturoidut kysymykset mahdollistivat kaikille lapsille
samankaltaisen testitilanteen ja my6s alku- ja loppumittaukset olivat
mahdollisimman identtiset. Huomasimme tutkimusta tehdessdmme, ettd etenkin
lapsia  haastatellessa  haastattelijan tulee  varautua  joustavaan  ja
tarkoituksenmukaiseen kysymyksen asetteluun tilanteen hallitsemiseksi. Siksi
kiaytimme strukturoiduissakin haastatteluissa tarvittaessa apukysymyksii.

Kéayttdméstimme haastattelumenetelmistd lasten alku- ja loppumittauksessa
voidaan kiyttdd myos nimed tehtdviin pohjautuva haastattelu (ks. Davis 1983, 255;
Ginsburg, Kossan, Schwartz & Swanson 1983, 18). Tillaisen haastattelun
perusperiaatteisiin kuuluvat seuraavat asiat: lapsi tekee tehtdvid, tutkija nauhoittaa
hianen puheensa, tehtdvd esitetddn lapselle ja tutkija keskustelee lapsen kanssa
tehtidvid ratkaistaessa (Davis 1983, 255). Pienten lasten matemaattista ajattelua
tutkittaessa on tidrkedd ottaa esiin konkreettisia vilineitd havainnollistamaan
ongelmaa. Konkreettiset esimerkit tekevit tilanteen lapselle ymmérrettdvimmaéksi ja
samalla hinen on helpompi kertoa ajatuksistaan (Ginsburg ym. 1983, 10). Alku- ja
loppumittauksessa kdytimme ldhes jokaisessa tehtdvidssd havainnollistavia vilineitd.
Niiden avulla oppilaat ratkaisivat tehtidvian haastattelutilanteessa, minké jilkeen he
kertoivat ratkaisustaan meille. Tdam# on lapselle huomattavasti helpompi ja
tutkimukselle hyodyllisempi tapa kuin se, ettd lapsi yritetilin saada kertomaan
yleisistd ongelmanratkaisustrategioistaan. Tutkijan tehtdvéksi jad muodostaa lapsen

yksittdisistd kertomuksista yleiskuva lapsen ratkaisumalleista ja ajatusprosesseista.
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Teemahaastattelu. Lasten, heiddn vanhempiensa ja tutkimusluokan opettajan
haastatteluissa kiytettiin menetelmisd, joka muistutti lihinni teemahaastattelua.
Teemahaastattelussa haastattelun aihepiirit eli teemat ovat etukiteen tiedossa.
Teemahaastattelusta puuttuvat kysymysten tarkka muoto ja jérjestys, jotka ovat
ominaisia strukturoidulle haastattelulle. Tutkija voi laatia haastattelutilannetta varten
teema-aiheista luettelon, jota hin kayttdd haastattelussa omana muistilistanaan.
(Hirsjérvi & Hurme 1980, 50 - 58 .) Eskola ja Suoranta (1998, 88) huomauttavat, etti
koska teemahaastattelu on muodoltaan avoin, voi haastateltava halutessaan puhua
varsin vapaasti. Tdlléin saadun materiaalin voidaan katsoa edustavan vastaajien
puhetta. Toisaalta rajatut teemat takaavat sen, ettd kaikkien haastateltavien kanssa
keskustellaan samoista asioista.

Tasséd tutkimuksessa tarkoituksena ei ollut saada vanhemmilta tarkkoja
faktatietoja, vaan tutustua heiddn kasityksiinsa ja mielipiteisiinsd, minké takia
valitsimme haastattelutekniikaksi teemahaastattelun. Haastattelujen teemat koskivat
padasiassa matematiikkaa ja Matikka-kerhoa. Kisiteltivit aiheet oli kirjattu paperille
(Liitteet 8, 14), mutta kysymysten muoto muokkautui tilanteen mukaan.

Osallistuva havainnointi. Yksi tapa keriti tietoa tutkittavista on havainnoida eli
observoida tutkittavien kayttdytymistd eri tilanteissa. Havainnoinnin avulla pyritdédn
saamaan tietoa siitd, miti todella tapahtuu ja toimivatko ihmiset niin, kuin he sanovat
toimivansa (Hirsjarvi ym. 1997, 209). Dingwall (1997) kuitenkin huomauttaa, ettd
havainnointi ei suoraan osoita meille, mika on todellista eiki se kerro, mité tapahtuu
tutkittavien henkildiden mielessd ja ajatuksissa. Sen sijaan havainnointi kertoo meille
niistd nakyvistd ratkaisuista, joita ihmiset kayttdavit selviytydkseen eri tilanteista.
(Dingwall 1997, 61 - 62.)

Tutkija voi toimia eri tavoin observointitilanteissa. Eskolan ja Suorannan (1998)
mukaan tutkija voi osallistua luonnollisiin kenttitilanteisiin toimivana yksiloni tai
ulkopuolisena havainnoijana (Eskola & Suoranta 1998, 100). Osallistuvassa
havainnoinnissa havainnoija ottaa osaa joihinkin tai kaikkiin toimintoihin, joita
observoidaan (Bell 1987, 88). Vuorovaikutus tutkittavien kanssa tapahtuu kuitenkin
hyvin pitkélle havainnoitavien henkildiden ehdoilla (Eskola & Suoranta 1998, 101).
Osallistumisaste riippuu siitd, millaista tietoa tutkimuksella haetaan ja mikd on

aineiston keruutarve (Syrjild ym. 1994, 84).
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Téssé tutkimuksessa observointi perustui padasiassa osallistuvaan havainnointiin,
koska toteutimme itse Matikka-kerhon ja osallistuimme tdysipainoisesti luokan
toimintaan. Havainnointi ei ollut keskeinen aineistonkeruumenetelma, vaan pyrimme
havainnoinnin avulla saamaan kokonaisvaltaisen kisityksen lapsista ja heidin

taidoistaan.

5.6.2 Mittareiden luotettavuuden tarkastelua

Haastattelu on samanarvoinen muiden mittaustapojen joukossa ja siksi sen tadytyy
kohdata samat reliabiliteetti- ja validiteettivaatimukset kuin muidenkin
tiedonhankkimismenetelmien. (Gall, Borg & Gall 1990, 290.) Haastattelun
ongelmana pidetddn muun muassa haastattelijan mahdollista vaikutusta tutkittavaan
ja tdmin asenteisiin. Téssd tutkimuksessa matematiikan opetuksen merkityksen
korostaminen ja taitavien lasten opetuksen kehittdiminen ei voinut olla vaikuttamatta
haastateltavien vastauksiin kysyttdessd esimerkiksi matematiikan merkitystd
ihmiselle. Haastattelija ei voi myoskddn taata haastattelutilanteessa haastateltavan
anonymiteettid, vaikka se raportointivaiheessa onnistuisikin.

Lasten matemaattisen ajattelun tutkimiseen on vaikea 16ytd4d metodia, joka toisi
esiin lapsen puhtaan ajattelun ja poistaisi ympdriston vaikutuksia. Tuloksiin
vaikuttavat aina lapsen tiedot, eliminkokemukset, nykyinen eldméntilanne ja
asennoituminen tutkittavaan asiaan ja tutkijoihin. Kuitenkin haastattelu on
kayttokelpoinen menetelmé tutkittaessa ajattelua, koska sen avulla voidaan jossain
miidrin analysoida péittelyn vaiheita. (Malinen 1992, 24.) Tissd tutkimuksessa
lapsen puheisiin perustuvan aineiston luotettavuutta parantaa se, ettd aineistoa on
kerdtty monissa eri tilanteissa kuuden viikon ajalta, eikd vain muutamilta
haastattelukerroilta. Lisdksi lapset ehtivdt tutustua meihin, joten ainakaan
loppumittauksessa emme usko lasten  jédnnittdineen  haastattelijaa  tai
haastattelutilannetta. Observoidessamme tuntitilanteita saimme arvokasta tietoa
lasten luonteista ja tyOskentelytavoista, mikd auttoi meitd tekemiin
haastattelutilanteista avoimempia ja luonnollisempia.

‘Osallistuvassa havainnoinnissa tutkijan omilla subjektiivisilla kokemuksilla ja
havainnoilla on suuri merkitys. Havainnoinnista voi tulla hyvinkin valikoivaa, koska

tutkijan ennakko-odotukset suuntaavat huomion tiettyihin asioihin muiden asioiden
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jaddessd kokonaan huomaamatta (Eskola & Suoranta 1998, 103.) Lisiksi viettiessisin
paljon aikaa observoitavien kanssa tutkijat saattavat menettid kykynsd nihdi
asioiden kaikkia puolia (Bell 1987, 89). Etuna tissi tutkimuksessa pidimme siti, ettd
toimimme tutkittavien oppilaiden kanssa myds muissa tilanteissa kuin varsinaisissa
tutkimustilanteissa, jolloin oppilaat ehtivit tottua meihin ja me opimme tuntemaan

oppilaita my6s muussa kuin tutkimusymparistossa.

5.7 Aineiston analyysi

Aineiston analyysilld pyritddn laadullisessa tutkimuksessa Eskolan ja Suorannan
(1998, 138) mukaan saamaan kerittyyn aineistoon selkeytt4 ja tuottamaan uutta tietoa
tutkitusta asiasta. Aineiston kisittely on tutkijan kasity6td ja kaytdnnon ratkaisuja
(Pyordla 1995, 21). Kvalitatiivisen tutkimusaineiston analyysi on monimutkainen
prosessi ja etenkin aineiston tulkinta tuottaa usein ongelmia kokeneellekin tutkijalle.
Aineiston analysointivaiheessa tutkimusaineistosta erotellaan tutkimuksen kannalta
keskeisin osa. Vasta timin valikoidun aineiston pohjalta tehdédén tulkintoja. (Eskola
& Suoranta 1998, 151.) Aineiston analyysissd olisikin keskeistd pyrkid soveltamaan
menetelmid, joiden avulla voidaan paneutua koko aineistossa esiintyviin piirteisiin ja
juonteisiin  (Pyordlda 1995, 21). Ensimméisend tutkijan on syytd perehtyd
kokonaisuuteen lukemalla koko aineisto ldpi, joten luimme toistemme litteroimat
aineistot ensin palauttaaksemme mieliin tapahtumat.

Padosa tdmin tutkimuksen aineistosta on tallennettuna nauhoille. Téllaisen
materiaalin kisittelyyn on Eskolan ja Suorannan (1998, 151) mukaan ainakin kolme
tapaa:

1) aineiston purkamisen kautta edetién suoraan analyysiin
2) aineiston purkamisen jilkeen koodataan aineisto, joka sitten analysoidaan
3) yhdistetddn aineiston purkaminen ja koodaaminen ja siirrytdédn sitten

analysointiin.

Kaytimme tutkimusaineistomme koodaamisessa keskimmdistd tapaa eli
litteroimme nauhat, koodasimme ja analysoimme aineistoa sekd teimme nédiden
pohjalta tulkintoja. Koodaus ei koskaan kvalitatiivisessa tutkimuksessa ole

pelkdstddn numeroiden lukemista, vaan se on merkityksenantoprosessi ja osa
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tulkintaa (Pyordld 1995, 21 - 22). Tarkoitamme koodauksella tissi tutkimuksessa
aineiston jasentelemistd helpommin kisiteltdvddn muotoon. Aineiston koodauksessa
kdytimme hyviksemme Iukemiamme teorioita, jotka liittyvét tutkimuksemme
athepiiriin  ja  jidsentelimme aineistoa teemahaastatteluissa kiyttimiemme
aihealueiden pohjalta. Merkitsimme aineistoon eri vireilld tiettyja teemoja,
leikkasimme katkelmat irti ja laitoimme samaan aihepiiriin kuuluneet asiat samaan
muovitaskuun. Voidaksemme palata kokonaisiin haastatteluihin  uudelleen
kirjoitimme lapun taakse koodimerkin, mistd aineiston osasta Kkyseinen osa on.
Matikka-kerhojen litterointeja emme leikelleet osiksi, vaan pyrimme siilyttdmiin ne
yhtendisind. Koodauksen teemat muuttuivat useaan kertaan tutkimusongelmiemme
Jasentyessd ja kehittyessd, joten koodaustakin suoritimme useita kertoja. Koodatusta
aineistosta etsimme vastauksia tutkimusongelmiin.

Kuten laadullisessa tutkimuksessa yleensékin, on tissdkin tutkimuksessa aineiston
pohjalta kirjoitettu teksti vain erds ndkokulma tutkittuun aiheeseen (Eskola &
Suoranta 1998, 143; Tynjdld 1991, 392). Joku toinen tutkija olisi késitellyt samaa
aineistoa toisin tai perehtyessddn samoihin ongelmiin tullut ainakin jonkin verran eri
johtopdatoksiin. Aineiston analysointi- ja tulkintavaiheen lisdksi aineiston tulkintaa
tehdddn koko tutkimusprosessin ajan, mikid osaltaan vaikuttaa kokonaisuuden
muotoutumiseen. Haastateltava tekee tutkimustilanteessa tulkintoja muun muassa
kysymyksistd, haastattelija puolestaan tulkitsee haastateltavan vastauksia. Kolmannen
asteen tulkintaa tapahtuu tutkijan kirjoittaessa raporttiaan ja lopullista tulkintaa tekee
raportin lukija saamansa informaation pohjalta (Eskola & Suoranta 1998, 142).
Niiden vaiheiden lisdksi teimme tédssd tutkimuksessa aineiston analysointia ja
tulkintaa koko prosessin ajan keskustelemalla tutkimuksesta keskenimme ja
ulkopuolisten  tahojen  kanssa, mikd vaikuttaa osaltaan lopputuloksen

muotoutumiseen.
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6 HATA KEINOT KEKSII - Tutkimuksen tulokset

6.1 Matemaattisesti taitavien lasten ajattelun piirteitd

Tiarkeintd tutkimuksessa mukana olleiden lasten matemaattisen kehityksen kannalta
on kiinnittdd huomiota heidin ajatteluunsa ja sen olennaisiin piirteisiin. Saimme
lasten ajattelusta eniten tietoa henkilokohtaisissa haastatteluissa, joissa kuuntelimme
erikseen jokaisen lapsen perusteluja ja ratkaisukeinoja. Matikka-kerhon
tiimellyksessd &didneen selitettyjd kokonaisia ajatuskulkuja kuulimme valitettavasti
melko harvoin. Lapsilla oli kerhossa kova halu tehdi tehtivid ja mennd eteenpdin,
joten he eivit kokeneet merkityksellisend selittdd meille tehtdvien ratkaisutapoja.
Lapset kertoivat omasta ajattelustaan aluksi melko vastahakoisesti ja kysyttdessd
toiminnan syytd yleisin vastaus oli: “En mai tiid.” Kuitenkin he pian oppivat, ettd
vaadimme heitid miettim#in ja niin he alkoivat kertoa, miksi toimivat tietylld tavalla.
Lapsen ajattelukulun saa selville vain, kun hén sen itse selittds. Aina voidaan olettaa
lapsen ajattelevan tietylld tavalla, mutta varmuuteen pdistddn vain hénen oman
kerrontansa perusteella. Kannustimme lapsia kerhossakin ajattelemaan &dneen ja
etenemiin vaihe vaiheelta kohti ratkaisua.

Feldhusenin (1992) mukaan ihmisen kyvyt ovat erillisid ja niiden kehittymiseen
vaikuttavat geneettiset tekijit, ymparistotekijit kotona, koulussa ja koko yhteisossd,
missé lapsi eldd. Erityisen tdrkedd kykyjen kehittymiselle on vuorovaikutus ihmisten
ja erilaisten asioiden kanssa. (Feldhusen 1992, 92). Kaikki tutkimukseen osallistuneet
oppilaat olivat oma-aloitteisesti osoittaneet kiinnostusta matemaattisiin asioihin jo
varhaisessa lapsuudessa. Kiinnostuksen herittyd heiddn vanhempansa olivat
tarjonneet heille mahdollisuuden kehittdad omia kykyjdén erilaisten materiaalien ja
keskustelun avulla. Erityisesti Kimmon tapauksessa tulee selkeidsti esiin kodin
vaikutus ajattelun kehittymiseen. Vaikka vanhemmat eivit osanneet sanoa syytd
Kimmon ajattelun kehittyneisyydelle, ei haastatteluissa ilmennyt kodin keskusteleva
ja pohtiva ilmapiiri ole voinut olla vaikuttamatta Kimmon ajatteluun.

Tutkimuksessa mukana olleille matemaattisesti taitaville lapsille on tyypillistd
halu ratkaista tehtdivid yksin mieluummin kuin ryhmésséd. Lisdksi tunnusomaista

heille on pyrkimys omatoimisuuteen.
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He jotenkin tietylld tavalla, kylld he pyytdvit apua sitte, jos he eivit niin
kuin ymmérrd, mutta heti alkuun he eivit halua siihen ketidzn avuksi, ettid he
ensiks haluaa aina yrittia itse. (...) Ja yleensikin siiné ei tarvi kuin ihan
pieni vihje eteenpdin, niin lapsi taas sitten péddsee ja taas hidn haluaa
tyoskennelld yksin. (Opettaja)

Teimme saman havainnon sekd matematiikan tunneilla etti Matikka-kerhossa.
Taitavat lapset ehkd kokevat muiden lasten hidastavan omaa tydskentelydin ja
kokevat vaikeaksi odottelun ja muiden neuvomisen. Lisdksi silmiinpistivai oli
oppilaiden sinnikkyys ja halu miettid asioita. Aikuiset ovat usein liian héatiisid
eivitkd kunnioita lasten miettimiseen tarvitsemaa aikaa. Sorruimme tdhén itsekin
etenkin harjoittelujakson ja kerhon alussa, jolloin emme vield tunteneet lapsia
tarpeeksi hyvin. Onneksi lapset uskalsivat sanoa asiasta: “Ald keskeytd, kun mai
mietin.*

Opettaja kuvailee taitavan oppilaan ajattelua seuraavasti:

Han hyvin nopeasti oivaltaa asioita, hinelli on yleensd aika hyvi
padssdlaskutaito ja lukukisite on erittdin vahva eli hin paittelee loogisesti
asioita ja yleensd aika nopeastikin ja sitten on sellanen melko sinnikis siini,
ettd haluaa saada sen ratkasun tietoon, eikd lopeta heti ensimmiisen
vastoinkdymisen takia.

Opettajan esimerkissd tulevat hyvin esiin Nunesin ja Bryantin (1996) jaottelemat
matemaattisen  ajattelun  kolme  osa-aluetta: matemaattislooginen  ajattelu,
matemaattiset kisitteet ja symbolit sekd tarkoituksenmukainen toiminta eri

tilanteissa. Olemme kisitelleet tutkimustuloksia titd jaottelua apuna kéyttéden.

6.1.1 Matemaattislooginen ajattelu

Tutkimukseen osallistuneiden oppilaiden ajattelulle on tyypillistd etsid pitivid
perusteluja  viitteille.  Lapset pyrkivdt usein perusteluissaan  etsimién
sddannonmukaisuuksia ja yhtymdkohtia eri asioista. Heiddn muodostamansa sd4nnot
olivat loogisia ja jarkevid. Taikamasiinan (Liite 10) avulla pyrimme etsiméén
sdaannonmukaisuuksia koneen luvuille tekemisti laskutoimituksista. Lapset keksivit

luvuille kuitenkin muitakin yhteisia piirteitd ennenkuin ajattelivat laskutoimituksia.

Tutkija: Ykstoista ja siitd tuli kolmetoista. Kaheksasta tuli kymmenen. Miti
niille molemmille on tapahtunut?
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Kimmo: Kaikki on lukuja. (...) Ettd ne on laitettu tuonne sisille.
T: Niin, mutta miki laskutoimitus niille on tehty?
Janne: Niihin tulee kaksi lisdi.

Esimerkiksi Leenan luoma sdinté luvun parillisuudesta, jota kisitelldsin
tarkemmin paritehtdvin yhteydessd, oli mielenkiintoinen. Hian kertoi luvun olevan
parillinen, jos siind oli enemman parillisia kuin parittomia numeroita. Mitid
ilmeisimmin Leena on kehitellyt itse tdimin séanndn, koska kukaan tuskin on sitd
hdnelle  opettanut.  Tédssd  ilmenee  mielestimme  lasten  pyrkimys
saannonmukaisuuksiin ja loogisuuteen: parillisuus ikédinkuin “voittaa” parittomuuden
suuremmalla kannattajajoukolla. Itse asiassa, jos parillisuuteen perehtymétonté
ihmistd pyydettéisiin valitsemaan tarkoituksenmukaisempi Leenan sidinnostid ja
parillisuuden oikeasta madritelmistd, hidn saattaisi hyvin valita Leenan sidinnon
esimerkiksi sen jarkevyyden ja sddnnonmukaisuuden perusteella.

Tutkimuksen aikana kehotimme tapausoppilaita muodostamaan asioista yleisii
matemaattisia madritelmid. Pitevin mddritelman muodostaminen vaatii lapselta
ajattelun laajentamista konkreettisista esimerkeistd yleiselle tasolle. Monta Kkertaa
huomasimme kuitenkin, ettd lapsi aloitti yleisen siddnnén muodostamisen
konkreettisesta esimerkistd. Yleisen sdinnén muodostaminen on usein aikuisellekin
vaikeaa ilman konkreettisia esimerkkeji. Kuitenkaan aikuisen ei vélttimitta tarvitse
ajatella dineen, vaan hdn voi tutkia esimerkkejd mielessdéin. Myos lapsi tarvitsee
vaativan ajatusprosessin lapikdymisen askel askeleelta. Lasta helpottaa ja kannustaa

myonteinen vahvistus siité, ettd hdn on menossa oikeaan suuntaan.

Leena: Ai niinku vaikka 4 ja 4.

Kimmo: Miinus.

Janne: No se on 4-4.

K: Siitd tulee nolla.

T: Niin, minkélaiset luvut ne pitdi aina olla, ettd tulee erotukseksi nolla?

Janne: No tasa. Samat.

Yleisen sddnnon soveltaminen konkreettisiin esimerkkeihin nayttdd lapselle
olevan méiritelmédn muodostamista vaikeampaa, vaikka voisi kuvitella asian olevan
juuri péinvastoin. Summan parillisuutta mietittdessd oppilaat kykenivét sdannon
muodostamiseen, mutta eivit osanneet soveltaa sitd heti sen jilkeen kiytdnnon

esimerkkeihin. Lapsi ponnisteli ilmeisesti jo kovasti saadakseen sddnnon muotoiltua,
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ja kuullessaan meilti positiivisen palautteen keskittyminen herpaantui. Nayttis silti,
ettd médritelmd vaatii aikaa muuttuessaan lapsen aktiiviseksi tyokaluksi, koska lapset
kuitenkin kykenivit jo tutkimuksen aikana soveltamaan useita aikaisemmin
omaksuttuja sdintdjd (kuten yhteenlaskun vaihdannaisuus, kerto-ja yhteenlaskun
yhteydet).

Vaikka 7-vuotias lapsi olisikin taitava matemaattiselta ajattelultaan, tarvitsee hén
vield runsaasti konkreettista materiaalia ajattelunsa tueksi. Yhteen- ja vihennyslasku
lukualueella O - 10 sujui tutkimukseen osallistuneilta oppilailta ilman konkreettista
mallia, miké ei onnistu keskitasoiselta koulutulokkaalta. Konkreettinen materiaali on
kuitenkin avainasemassa edettiessd vaativampiin tehtdviin. Materiaalilta ei vaadita
paljon havainnollisuutta: joskus jopa luvut Kkirjoitettuna paperille riittda.
Huomasimme usein tutkimuksen aikana, ettd lapset eivdat olleet tottuneet

tyoskentelemidn ilman visuaalisia havaintovilineiti.

Tutkija: No mietipa, miten nyt laskisit.
Leena: M4 laskin varpaat, niitd on kymmenen ja sitte sormet ja sitte ldhin
tuolta varpaasta laskemaan.

Monessa tehtdvdssd kynd ja paperi olivat lapsille suureksi avuksi tehtdvia
ratkaistaessa. Usein tulikin mieleen ajatus, ettd lasten ajattelutaidot menevit reilusti
edelld verrattuna muuhun kehitykseen: motoriikka hidasti lasten tyoskentelyd
yllattavdin paljon, joten me toimimme lasten sihteereind paljon numeroiden
merkitsemistd vaativissa tehtdvissd. Leena laski yleensd yli kymmenen menevii
laskuja sormiaan ja varpaitaan apuna kayttden.

Myés kielellinen kehitys asettaa rajoituksia lasten matemaattisloogisen ajattelun
kehittymiselle. Vaikka oppilaat ymmirsivitkin ylldttavan hyvin pitkdt sanalliset
tehtdvinannot, usein matemaattinen kieli on sen verran monimutkaista, ettd lasten oli
vaikea pysyd mukana. Lasten kyky oftaa vastaan informaatiota ei viela ole niin
pitkalld, ettd he ymmartédisivit monimutkaiset lauserakenteet. Tétd kuitenkin helpotti
asioiden toistaminen ja hitaasti puhuminen.

Tutkimukseen osallistuneilla oppilailla naytti olevan vankka hahmottamiskyky,
joka liittyy kiintedsti matemaattisloogiseen ajatteluun. He pystyivit 16ytdméian
sadnnonmukaisuuksia visuaalisten havaintojensa avulla. Esimerkiksi Tangram-
tehtidvissd (Liite 1) tarvittiin hahmottamiskykyéd. Varsinkin Janne ratkaisi vaikeita

tangram-tehtdvid ilmiomidisen nopeasti. Ongelmakolmiot-tehtivissd (Liite 10)
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ratkaisemista auttoi huomattavasti symmetrian kisitteen hahmottaminen. Tehtdvin
pohjalevy oli suunnikkaan muotoinen. Kahdesta kolmiopalasta saattoi muodostaa

yhden vinonelidn, joita tarvittiin neljd koko pohjalevyn peittimiseen.

Tutkija: Miten saitte timén ratkaistua?
Leena: Mini sain sen sillein, kun siind oli yks timmonen...(tekee vinonelién
kolmioista)...niinku niin.

T:Ja sit si siitd keksit, miten se tulee.
L: Niin.

Tutkimukseen osallistuneet oppilaat ajattelivat usein melko kriittisesti. Joskus
kriittisen ajattelun saattoi tulkita myos lievin ylimielisyyden osoitukseksi, joka tuli
esille tehtdvissd, jotka olivat lapsille liian helppoja. Myos oppilaiden vanhemmat
kiinnittivit huomiota lasten mahtipontisuuteen ja itsevarmuuteen matematiikan
tehtidvissd. Yleensd kriittisestd ajattelusta oli oppilaille suuri apu tehtdvid
ratkaistaessa. He miettivdt, olivatko he sittenkadin oikeilla jaljilla ja tekivit
arvioistaan péidtelmid. Seuraava katkelma on esimerkki Jannen kriittisestd

ajattelutavasta Onnenluku-tehtivassa (Liite 10).

Tutkija: Ooksii kertonu sen kahdella?

Janne: En. Kun tdstd varmana tulee liian suuri.

T: Ei se haittaa, ei voi tulla liian suuri, jos sd vaan osaat laskee sen. Kaksi
kertaa se luku.

J: No osaanhan mi laskee sen (mumisee vastauksen).

T: No niin.

Leena: 3697

J: Tietenkin. Jos mi kerron timin kahdella, niin siité tulee toi.

Ennen tdtd Onnenluku-tehtivissd oli pitdnyt valita omaksi onnenluvuksi joku luku 1-
20 valilta ja sen jilkeen lisétd siihen viisi. Janne oli valinnut onnenluvukseen luvun
kahdella lukua 185, missdé hdn melkein onnistuukin. Tormitessddn ndin isoihin
lukuihin Janne kuitenkin alkaa oikeutetusti epdilld omia ratkaisujaan ja korjata omaa
ajatteluprosessiaan (vrt. s. 35). Tami keskustelu johti Jannen Onnenluku-prosessin

uudelleen aloittamiseen.
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6.1.2 Matemaattiset kisitteet ja symbolit

Tutkimukseen osallistuneiden lasten kanssa keskustelimme myods valintatesteisti.
Niiden keskustelujen avulla pyrimme saamaan selville, miten lapset ajattelevat
ratkaistessaan tehtivid ja kuinka hyvin he pystyvit kdyttimain matemaattista kielts.
Tehtavassd, jossa neljille lapselle piti jakaa tasan yksi viiden markan kolikko ja

kolme markan kolikkoa (Liite 2), selviytyivit tutkimukseen valitut oppilaat hyvin.

Tutkija: Miten si sen ajattelit?

Kimmo: Kaikille tulee kaks.

T: Mites si sait sen, ettd kaikille tulee kaks? Mitid sid teit tuolle vitoselle?
Teiksd sille jotain?

K: Joo.

T: Miti si teit sille?

K: Panin sen markoiks.

T: Niin ja sit jaoit?

K: Joo.

Leena: Niin, ettid tuosta vitosesta jaetaan kaikille varmaan sitte, ja tadltd jia
yksi markka niin se menee tuolle ja tuo markka tuolle ja tuo yks markka
tuonne.

Janne: Siten, ettd tuon laitoin viideksi markaksi, tille laitoin kaksi markkaa,
ja télle kaksi ja tille kaksi ja talle kaksi.

My0s yhteen- ja vihennyslaskun periaatteet lapsilla oli selkeidsti mielessédan.
Lahtomittauksissa oli viahennyslaskutehtdva (100-8-9), jonka ratkaisemista helpotti

huomattavasti, jos tiesi ettd vahennyslaskua voi ositella tahtomallaan tavalla.

Tutkija: Osaisitko nyt laskee tuota viimeistd laskua? Mikd siitd tulis?
Janne: Al se (...) seitteméntoista.

T: Niin?

J: 83.

T: Niin justiin. Mink4 takia sd 17 siitd vahennit (...) , kun el sitd ndy tissd?
J: Kun laskin nuo (8 ja 9) yhteen.

Kertolasku oli tutkimukseen osallistuneille oppilaille tuttua entuudestaan ja
yksinkertaiset kertolaskut onnistuivat niin testeissd kuin kerhossakin. Kertolasku 8 x
5 oli kuitenkin sen verran hankala, ettd ainoastaan Janne oli sen osannut laskea ja

selittdd miten hin sen teki.
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Tutkija: Selitdppds mulle, ettd miten si lasket tuon 8 kertaa 5.

Janne: No siten etti, silleen vaan. Siitd vaan tulee 40.

T: No mutta miten si sen laskit?

J: En mé ulkoo muista. Sitten tiidn sen, ettd kahesta kerrasta tulee aina se,

kaheksasta puolet, niin siitd tulee neljd ja nelji ja sitte laskin niitten avulla.

Mai laitoin sen kasin puoliks ja sitte laitoin molempiin kaksi viitosta niin tuli

kaksikymmenti ja kaksikymmenti ja siitd tuli yhteensd neljadkymmenti.
Jannen sanallinen esitys vaatii tulkintaa. Mielestimme hidn on laskenut laskun
seuraavasti: ensin 8:2=4 ja sen jilkeen (4x5)+(4x5)=40. Tdami ei kuitenkaan
vélttimattd ole ainoa oikea tulkinta Jannen ajatuskulusta mutta mielestimme
todennikoisin.

Lapset hallitsivat hyvin myo6s kertolaskun ja yhteenlaskun vilisen yhteyden ja

osasivat muuttaa kertolaskuja yhteenlaskuksi ja tehdid vastaavasti yhteenlaskuista
kertolaskuja. Tdmd mielestimme vaatii kertolaskun periaatteen ymmartamisti:

kertolasku palautuu melko vaivattomasti yhteenlaskuun. Myds luvun osittaminen

tidytyy olla hallinnassa.

Tutkija: Entés sitten tuo 8x5? Miten se laskettais?
Kimmo: En tiid. Oisko se 40?7

T: No onhan se. Miten si sen keksit?

K: Ai ettd milléd tavalla?

T: Niin.

K: Esimerkiksi ettd 20+20.

T: Mitd se 20 siind tarkoittaa?

K: Se on puolet 40:sta.

Tutkimukseen osallistuneilla lapsilla on myos vahvat Ilukujonotaidot. Tami
ilmenee esimerkiksi luvun hajoittamista koskevissa tehtivissd. Saimme monta
esimerkkié siitd, miten voimme ositella luvun 15 (ks. s. 72 ). Lapset osasivat jakaa
sen kahden joukkoihin, jolloin yksi jdd ikd&nkuin yli, sekd kolmen ja viiden
joukkoihin. Kaytimme Matikka-kerhossa myds negatiivisia lukuja. Osalle oppilaista
ne olivat ainakin merkinniltdsin jo aikaisemmin tuttuja. Ensimméisen kerran
tutustuimme negatiivisiin lukuihin ihan vahingossa Taikamasiina-tehtévissi (Liite

10).

Tutkija: Mika luku tuli ulos?

Leena: Ykstoista.

T: Mut kattokaas mika siind ykkosen edessi on.
Leena & Kimmo: Viiva.
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T: Tiedattekste miti tarkottaa tuo viiva tuolla edessi?
Janne: Miinus.

Lapset hahmottivat helposti lukusuoran jatkuvan myos nollan toiselle puolelle ja

kéyttivit negatiivisia lukuja oma-aloitteisesti eri tehtdvissi.

Tutkija: Kun tdsséd on kaks. Tastd pitda vihentda kakstoista, niin mitenkihin
se pitéis tehda? Miettikddpas. Mité téstd otetaan ensin pois?

Kimmo: Kaksi.

T: Kaks pois ja tulee nolla. Ja montako vield pitda ottaa pois?

K: Kymmenen.

T: Kun tisti nollasta otetaan pois - - kymmenen niin mité tulee?

K: Miinus kymmenen.

Tutkija: Ykkosestd otettiin pois kakstoista niin ois tullu miinus ykstoista.
Onkohan se totta?

(Myontelya.)

T: Onko, miten sai aattelit sen?

Janne: No kun siiti ei voi ottaa kahtatoista.

Tutkimukseen osallistuneiden taitavien lasten ajattelua leimaa myGs
monipuolisten kisitteiden hallinta. Seurantatesteissi ja matemaattisten kisitteiden
diagnoosissa saimme vahvistuksen siitd, etti oppilailla on hallussa tarkeimmat
alkuopetuksen matematiikassa tarvittavat késitteet. Saimme Matikka-kerhossa
kokemuksia my0s siitd, miten helposti lapset omaksuvat uusia kisitteitd: summa,

erotus ja tulo tulivat lapsille tutuiksi ja niitd kaytettiin Matikka-kerhon ajan melko

saannollisesti.

6.1.3 Tarkoituksenmukainen toiminta eri tilanteissa

Matikka-kerhossa tarkoituksenmukaiseen toimintaan erilaisissa tilanteissa pyrittiin
ennen kaikkea RATKO:n avulla, jonka tehtdvinid oli auttaa lapsia tiedostamaan
ongelmanratkaisuprosessin eri vaiheet ja niiden merkitykset. Matikka-kerhossa
annettiin tilaa oppilaiden erilaisille ratkaisuille. Ratkaisutapojen arvioiminen pyrittiin
jattaméan oppilaiden omaan harkintaan. Usein kuullessaan toisten tavasta ratkaista
joku tehtiva lapsi saattoi katsoa parhaaksi vaihtaa omaa ratkaisustrategiaa. Joskus
lapset jatkoivat ratkaisemista samalla tavalla huolimatta siitd, ettd yritimme saada

heit4 etsiméin uusia vaihtoehtoja.
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Tutkija: Jos sd teet samalla lailla, niin sd oot aina siind samassa
umpikujassa.

Kimmo: Mutta en m4 titid mitenkdin muuten voi aloittaa.

Tutkija: Kokeilepa Kimmo semmosta (...) mitd tulee, jos aloittaisitkin
hypylld (sammakkotehtdvissid)?

Kimmo: Siis néin.

T: Ei taida onnistua. Kylld se on pakko aloittaa pienella siirrolla.

K: Mii koitan kuitenkin.

Tutkimukseen osallistuneet oppilaat toimivat jarkevisti monessa tilanteessa ja
pyrkiviit ratkaisuun mahdollisimman helpolla tavalla. Joskus jouduimme jopa
muuttamaan tehtdvin siint6jd saadaksemme oppilaat todella ajattelemaan ja
asettamaan itselleen korkeampia tavoitteita. Joskus tarkoituksenmukainen tapa 16ytyi

oppimalla omista tai toisen virheista.

Tutkija: Miki teiti autto, ettd se rupes onnistuu?
Leena: Sekun Kimmo teki siind lopussa vairin.
T: Senko avulla sii sifte osasit tehdd kotona tamén?

L: Niin.

Usein tarkoituksenmukainen ratkaisutapa 16ytyy vasta kokeilun kautta. RATKO:n
arviointi-vaiheen tarkoituksena oli saada lapset miettimdidn erilaisia ratkaisutapoja
ennen tehtdvin varsinaista ratkaisemista. Usein ongelman ratkaiseminen alkoi
kuitenkin summittaisella kokeilulla, joka johti ennemmin tai myShemmin
systemaattiseen kokeiluun. Symbolimerkit-tehtdvéssi (Liite 10) ainoa tapa edetd oli
kokeilla kaikki mahdolliset luvut. Tehtdvissa lukuisista vaihtoehdoista karsiutui osa

pois, koska mink#in symbolin arvo ei saanut olla suurempi kuin kymmenen.

Tutkija: Kerropas, miten timén ensimméisen esimerkin ratkaisit?

Janne: Siten, ettd mi tein tdtd niin kauan kuin vain voi.

T: Luuletteko, etti tima voisi toimia joillain muillakin luvuilla? Esimerkiks
ettd sydan oiski vaikka kolme ja joku vaihtais paikkaa?

J: Ei.

T: Minkdis takia ei?

J:: Siten, ettd jos vaikka tdnne (...) tdmd laitettais tonne, niin siitdhin tulis
ykstoista. Ja se menis yli rajojen.

Lopulta ongelman ratkettua lapset olivat yleensd valmiita kertomaan ratkaisun

salaisuuden: pukemaan ratkaisun ytimen sanalliseen muotoon. Vaikeinta ratkaisun
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ytimen 16ytymisessé oli Sammakko-tehtivissi (Liite 10), joka valkeni lapsille vasta

monen kokeilun kautta.

Tutkija: Mikés tdssd oli se idea, jos voisitte nyt sanoa? Miki siind oli
semmonen Saint6?

Janne: Sai hypitd yhen yli tai liikkkua yhen.

T: Joo, mutta miki tdssa ratkaisussa oli semmoinen juju?- -

J: Mia tiidn.

T: No?

J: Ei kannata ikini siirtdd tuota viimeistd.

Lapset tarvitsivat melko paljon kannustusta ja neuvoa, miten tehtivissd olisi hyvi
edetd, koska he olivat ensimmiistd kertaa tekemisissd  varsinaisten
ongelmanratkaisuprosessin vaiheiden kanssa. Oma-aloitteinen pddtoksenteko ja
yrittdminen kuitenkin lisdéintyivit kerhon edetessd. Sammakko-tehtiavissi (Liite 10)
lapset todella intoutuivat kokeilemaan erilaisia ratkaisutapoja. Heilld riitti intoa
aloittaa uudelleen ja uudelleen alusta. Useassa tehtdvéssi lapset joutuivat miettiméin,

mik3 valittavissa olevista laskutavoista johtaisi oikeaan lopputulokseen.

6.2 Lasten ajattelun kehitys

Ajattelun kehitystd on ajattelun monimuotoisuuden vuoksi vaikea mitata, mink&
tiedostimme jo ennen tutkimuksen tekoa. Pddtimme tehdd mahdollista ajattelun
kehitystd seurataksemme lapsille alkumittauksen, jonka toistimme ldhes
samanlaisena kerhon jilkeen. Valitsimme mittariksemme Malisen (1980, 1992)
laatimista matemaattisloogista ajattelua mittaavista testeistd neljd tehtdvad (Liite 11).
Muokkasimme joidenkin tehtdvien kieltd pienille lapsille ymmaérrettivammaksi.
Esimerkiksi ensimmadisessd palikkatehtdvdassd muutimme palikoiden nimet (A-F)
véreiksi, koska ensimmaiisen luokan oppilaat eivit vilttdmaéttd tunnista vierasperiisia
kirjaimia. Lisdksi muutimme alkumittauksen tehtivien joitakin lukuja
loppumittaukseen, jotta lapset eivit olisi pystyneet ratkaisemaan niitd pelkin muistin
varassa. Mielestimme  valitsemamme  tehtidvit kattoivat  monipuolisesti
matemaattisen ajattelun osa-alueet: matemaattisloogisen ajattelun, aritmeettiset taidot

ja tarkoituksenmukaisen toiminnan eri tilanteissa.
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6.2.1 Palikkatehtava

Palikkatehtivi testasi selittdvadn tietoon liittyvien kasitteiden “on kosketuksessa”,
“on alapuolella” ja “on p#illa” hallintaa (Malinen 1992, 26). Tehtdvd on lainattu
suoraan Malisen (1992) tutkimuksesta.

Oppilaan eteen asetetaan viisi eri vdristd kuutiota kuvan mukaisesti kdyttien

b2 ”

samalla sanontoja "on kosketuksessa”, "on alapuolella” ja "on pdalld”.

keltainen
oranssi vihred
ruskea musta

A Mitkd palikat ovat kosketuksissa keskenddn? Sano kaikki parit.

B) Mitkd ovat keltaisen alapuolella?

C) Mitkd ovat kosketuksissa oranssiin ja samalla oranssin alapuolella?

D) Onko totta: ”Vihred on mustan alapuolella”? Mikd on totta tdssd tilanteessa?
E) Onko totta: ”On olemassa sellainen palikka, joka on vihredn pddlld”?

F) Aseta palikat niin, ettd keltainen on vihredn ja mustan pddlld. (Malinen

1992,26.)

Palikkatehtidvi oli tutkimukseen osallistuneille oppilaille suhteellisen.helppo. He
hallitsivat hyvin vaaditut kisitteet. Oppilaat 16ysivit myds kaikki parit (A-kohta),
mikd Malisen (1992) tutkimuksessa oli osoittautunut hankalaksi. Se kertoo lasten
kyvysti eritelld kokonaisuuksia (ks. s. 35). Palikkatehtdvén vaikein kohta oli kahden
samanaikaisen ehdon ymmirtiminen (C-kohta), miké sujui kahdelta oppilaalta vasta

jalkimittauksessa ja silloinkin toiselta kehotusten seké pitkén mietinnan jilkeen.

Tutkija: Mitkd palikat ovat kosketuksissa oranssiin ja samalla oranssin

alapuolella?
Leena: No keltainen ja ruskee ja oranssi. Néi kaikki.
T: Kuuntelepas vield - - mitkd ovat kosketuksissa oranssiin ja samalla

oranssin alapuolella?
L: Keltainen ja oranssi - - niin joo samalla.
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T: Niin.
L: Ei oo muuta kuin ruskee, se koskee siihen oranssin alapuolelle.
Oppilaat osoittivat kriittistd ajattelua E-kohdan vastauksissaan: kaikki ei aina ole

sitd, miltd ndytt4a.

Tutkija: Onko totta: on olemassa sellainen palikka, joka on vihredn paalla?
Leena: On sellainen palikka olemassa, mutta tuossa ei ole.

Tutkija: Onko totta: on olemassa sellainen palikka, joka on vihredn paalla?
Janne: Se on totta, mutta ei tilld hetkelld.

T: Onko télld hetkelld sellaista palikkaa?

J: Ei, ei, ei.

Taulukko 1: Palikkatehtivin tulokset. Oikeiden vastausten lukumdéird tutkimuksessa

mukana olleilla oppilailla (n=3). Suluissa loppumittauksen tulokset.

Tehtiva Oikeat
A-kohta 3 3
B- kohta 3 3
C- kohta 0 (2
D-kohta 3 3)
E- kohta *) 2 (3)
F- kohta 33

*) Emme epihuomiossa kysyneet alkumittauksessa E-kohdan kysymystd yhdeltéd
oppilaalta ollenkaan, minka takia taulukossa ei ole kuin kahden oppilaan tulokset.

Tissi tehtidvissi el ilmennyt kovin suurta ajattelun kehittymistd. Lapset osasivat
monta kohtaa jo alkumittauksessa. Kaksi oppilasta ymmaérsi C-kohdan kaksi
samanaikaista ehtoa loppumittauksessa, vaikka alkumittauksessa he eivit siind
onnistuneet. Tdmi kuitenkin saattoi osittain johtua siitd, ettd timén tehtdvéin
yhteydessid loppumittauksessa kyselimme lapsilta enemmén perusteluja ja yritimme

saada heidit aktiivisemmin miettimian kuin alkumittauksessa.
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6.2.2 Paritehtivi

Toinen tehtdvad kasitteli parillisia ja parittomia lukuja sekd summan ja erotuksen
parillisuuden sdéntdjd (Malinen 1980, 37). B - E -kohdat ovat suoraan Malisen (1980,
95) tutkimuksesta. A-kohdan lisisimme tehtivin alkuun varmistaaksemme
parillisuuden késitteen hallinnan, koska sitd ei oltu vield lasten matematiikan
opetuksessa kasitelty. F- ja G -kohdan laadimme tutkiaksemme pystyvitko lapset
soveltamaan parillisuuden ja summan parillisuuden sdint6d. Olemme merkinneet

sulkuihin loppumittauksessa esitetyt luvut.

A) Tieditko, mitd ovat parilliset ja parittomat luvut?

B) Sano parillisia lukuja. Sano parittomia lukuja.

C) Onko 28 (36) parillinen? Entd 28+1 (36+1)? Entd 28-1? Entd 28+8 (36+12)?
Miksi?

D) Onko 37+1 (45+1) parillinen? Entid 37-2? Entd 37+5 (45+17)? Miksi?

Vain loppumittauksessa:

E) Milloin kahden luvun summa on parillinen?

Annetaan oppilaalle lappu, jossa on luku 256 789 107 sekd summa 128 973 +
645825.

F) Onko tdmd luku (256 789 107) parillinen? Miksi?

G) Onko tamad summa parillinen? Miksi? (Malinen 1980, 95)

Kaksi oppilasta tiesi, mitd parillinen ja pariton luku tarkoittavat. Halusimme
lisdksi tietdd, miten lapset péittelevit, onko luku parillinen vai ei. Alussa kuulimme
tastd asiasta erilaisia mielipiteitd. Kimmo ajatteli parillisuuden alkumittauksessa
tarkoittavan luvun kaksinumeroisuutta (ks. s. 25). Han kuitenkin hahmotti
parillisuuden késitteen nopeasti vaikeasti ymmérrettivéstd madritelméstd huolimatta

ja luokitteli lukuja sujuvasti parillisuuden perusteella.

Tutkija: Entds semmoinen kuin 28417
Kimmo: Ei oo.

T: Miksi se ei oo (parillinen)?

K: No ku siitd ei voi laskea pareja.
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Tutkija: Onkos se (42) parillinen luku?
Kimmo: 42.

T: Niin. Onko se parillinen?

K: On. 21+21.

Leena hahmotteli parillisuuden késitettd mielessdidn haastattelun aikana.
Mielestimme hédnen ajatuskulkunsa on hyvd osoitus taitavan lapsen kyvystd
identifioida, soveltaa ja muotoilla periaatteita (ks. s. 34). Seuraava esimerkki Leenan
ajattelusta on alkumittauksesta hinen méériteltyddn 28 parilliseksi ja 28+1

parittomaksi luvuksi.

Tutkija: Mutta mites si aattelit, ettd timd 28 on parillinen luku?
Leena: No ku kaheksan on parillinen ja kaksi on parillinen.

T: Jaha. No entis sitten 28417 Miksei se ole parillinen?

L: Siksi koska yhdeksin ei ole parillinen.

Leena etsi tdssd vaiheessa vield oikeaa médritelmai. Hénen esittdménsd saiant6 on
hyvin looginen: jos molemmat luvun numerot ovat parillisia, luku on parillinen.
Muissa tapauksissa Leena maédritteli luvun parittomaksi, vaikka toisen numeron
ollessa parillinen ja toisen pariton Leena epdrd6i melko pitkddn. Parillisuuden
kasitteen hallinnassa onkin olennaista ymmértdd viimeisen numeron merkitys
parillisuutta méadriteltdessd, minki takia pyrimme kysymyksilla kiinnittiméén Leenan

huomion luvussa olevien numeroiden paikkaan.

Tutkija: No entds jos toinen luku on parillinen? Vaikka 43? Onko se
parillinen?

Leena: No silloin se, hmmm. (...) Ei 0o, kun se kolmonen ei oo.

T: No entis sitte, jos on niin péin, ettd 34? Onkos semmoinen parillinen?

L: No sellainen taas sitte on.

T: Ja minkds takia?

L: No sen takia, kun siind neljidssé on kaksi paria.

Pojat mddrittelivdt luvun parillisuuden viimeisen numeron mukaan. He
kiinnittivit huomiota viimeiseen lukuun jo alkumittauksessa kuten seuraavista

esimerkeistd kdy ilmi. Vastauksista huomaa, ettd lapset ovat tottuneet vaatimaan

itseltddn perusteluja péitelmilleen.

Tutkija: Onko 28 parillinen luku?
Janne: On se.
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T: Minkis takia se on?
J: Siksi, kun siind se kaheksan on parillinen luku.

Tutkija: Onko 36 parillinen?
Kimmo: On.

T: Ja mistés sen piittelit?

K: No kun kuusi on parillinen luku.

Loppumittaukseen liitetyssi E-kohdassa mitattiin moninumeroisen luvun
parillisuuden tunnistamista. Meitd kiinnosti, osaavatko tapausoppilaat yhdistid
viimeisen numeron merkityksen my6s suureen lukuun vai sekoittaako
moninumeroisuus heiddn méiritelménsd. Osa lapsista osasi heti luvun néhdessiin

kertoa, mika parillisuuden mééraa.

Tutkija: Katopas, kun mé kirjoitan tdhén luvun. Onko tdméi (256 789 107)
parillinen vai pariton?

Janne: Pariton.

T: Misti tiedit?

J: Seiska on sielld lopussa ja seiska on pariton.

Kaikki huomasivat viimeistddn tidssid vaiheessa, mikd numeroista ratkaisee
parillisuuden, vaikka Leenaa saimmekin melko paljon johdatella ja kysyid héneltd
apukysymyksid. Leenan sddntd luvun parillisuudesta oli ilmeisesti monivaiheinen.
Jos luvussa on enemmin parittomia numeroita, luku on hinen mielestddn pariton.
Parillisen luvun hén perustelee vastaavasti parillisten numeroiden enemmist6ll4. Jos
parillisia ja parittomia numeroita on yhtd monta, Leena ottaa kdytt66n viimeistd

numeroa koskevan sainnon.

Tutkija: Onkos tuo luku tuossa ylh#dlld (256 789 107) parillinen vai
pariton?

Leena: Tuo on parillinen, tuo ei oo parillinen, tuo on, tuo ei. (...) Pariton.

T: Miksi se on pariton?

L: No kun sielld ei ole kuin kaksi eikun kolme parillista.

T: Aatteleksd, ettd suurin osa on parittomia?

L: Joo.

T: Mietipds, miksi 15 on pariton?

L: Koska 5 on pariton.

(...

T: Mikis tdssd luvussa (256 789 107) olis samalla paikalla kuin se 5 siind
15:ss4? (...) Mik4 siind on viimeinen numero?

L:7.
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T: Niin. Voisko se jotenkin ratkaista sen? (...) Minkéaslainen luku tdma (256
789 107) on?
L: Pariton.

Summan  parillisuutta  Japset  osasivat  perustella  yllattivin  hyvin.
Alkumittauksessa he melko usein laskivat yhteenlaskun ennen kuin miettivit
summan parillisuutta. Ohjailimme heitd tarpeen mukaan miettiméén, olisiko
parillisuuden ratkaisemiseen muita keinoja. Loppumittauksessa Janne ratkaisi

parillisuuden oma-aloitteisesti ilman laskemista.

Tutkija: No entids 36+12? Onko se parillinen?

Janne: Mina lasken. On.

T: Mites séi sen aattelit?

J: En ma4 sitd laskenut. Ku siini on molemmat parillisia.

Tutkija: No entis sitte sellainen kuin 45+17?
Janne: On.

T: Mites sen aattelit?

J: Siten kun molemmat on niinku parittomia.

Summan parillisuutta koskevan sdinnén muuttaminen yleiseen muotoon sujui
kaikilta oppilailta, Janne huomasi s#inn6n idean ilman minkédinlaisia
apukysymyksid. Toisetkin lapset osasivat myds muotoilla sddnndn sanallisesti

johdattelevien kysymysten turvin.

Tutkija: Niin milloin, kun kaksi lukua lasketaan yhteen, niin milloin se
vastaus on parillinen? Osaatko sanoa? Mietipé hetki.

Kimmo: (pitkin mietinnin jilkeen) No jos siind on kaksi parillista lukua.
Tai kaksi paritonta lukua.

T: Milloinkas siit4 tulee pariton?

K: Jos siind on pariton ja parillinen tai parillinen ja pariton.

Tutkija: Niin, milloin kahden luvun summa on parillinen? Jos kaksi lukua
lasketaan yhteen, niin milloin se on parillinen?

Leena: Silloin kun on 2+2.

T: Esimerkiksi.

L: Silloin kun on parilliset luvut.

T: Kaksi parillista lukua, niink6?

L: Niin.

T: No voisko olla mitdén muuta?

L: Kaksi paritonta lukua.

Sdinnon soveltaminen kaytdntoon ei kuitenkaan ollut helppoa. Edelld olevien

péittelykulkujen jatkeeksi ei Kimmo eikd Leena osannut ilman avustusta sanoa,
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miten 36+12 summasta voisi piitelld summan parittomuuden ilman laskemista.
Sama asia selvidd esimerkiksi Jannen haastattelusta, jossa hdn sujuvasti sanoo
saanndn, mutta el osaakaan soveltaa sitd k#ytdntoon suurten lukujen summaa
tutkittaessa. Kuitenkin hédn 1oytdd toisen keinon ja laskee lukujen ykkéset yhteen

madrittadkseen luvun parillisuuden.

Tutkija: No milloin kahden luvun summa on parillinen?

Janne: 1+3.

T: Elikkéd minké&laisia niiden lukujen pitdd olla, jotka sdi lasket yhteen, ettd
tulee parillinen luku?

J: Molempien pitdi olla samanlaisia.

T: Eli jos on pariton luku, niin mink#lainen luku sithen pitda lisdtd, ettd
tulee parillinen luku?

J: Pariton ja parillinen.

T: No entis sitten jos on parillinen luku, niin minkélainen luku siihen pitdd
liséta, ettd tulee parillinen luku?

J: No toinen parillinen luku.

..)
T: Entds sitte tidllainen? Tuollainen lasku (128 973+645 825). Tuleeko

summaksi parillinen vai pariton?

J: Parillinen.

T: Ja mistd sen paittelit?

J: Noista tulee kahdeksan ja se on parillinen.
Jannen summan parillisuutta koskevassa sdinnossd jad askarruttamaan, mitd Janne
tarkoitti sanoessaan, ettd parittomaan lukuun pitd3 lisitd parillinen ja pariton luku,
jotta summasta tulee parillinen. Haastattelutilanteessa emme valitettavasti
kiinnittdneet tdhdn huomiota, joten Janne ei péaissyt selittimiin lauseensa merkitysta
tai korjaamaan erehdystddn. Joka tapauksessa saidntd pitdd tdllaisenaankin
paikkaansa, koska parillisen luvun lisd4dminen ei vaikuta luvun parillisuuteen.

seuraavasti:

I taso: Osataan vain suoraan luvusta sanoa, onko se parillinen vai pariton.
Summasta saadaan tulos laskemalla sen arvo.

II taso: Edellisen liséksi osataan médritd parillinen/pariton, jos lukuun on
lisatty tai siitd on védhennetty yksi tai kaksi, siis tilanteissa n +/- ja n+/-2,
mutta ei yleisesti.

III taso: Osataan sanoa parillinen ja pariton oikein kaikissa tilanteissa, mutta

sdant6d summan ja erotuksen parillisuudesta osataan muodostaa vain
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osittain.
IV taso: Periaatteet summan ja erotuksen parillisuudesta hallitaan

alkuoletuksia vaihdellen. Yleistys onnistuu jollain tavoin myos verbaalisesti.

Kuten Malinenkin (1980, 52) toteaa, II tason vastauksia on vihin, koska lapset
luultavasti laskivat helpot laskut padssd, vaikka olisivat ehkd osanneet paitelld

parillisuuden ilman laskun suorittamistakin.

Taulukko 2: Paritehtévin tulokset. Tutkimukseen osallistuneiden oppilaiden (n=3)

jakautuminen eri tasoille tehtéviasti suoriutumisen mukaan. Suluissa loppumittauksen

tulokset.

Taso Oppilaiden lukuméard
Itaso 2 (0

O taso 1 O

III taso 0?2

IV taso 0 (1)

Téassd tehtdvdssd on ndkyvissid ajattelun kehittymistd. Emme ottaneet summan
parillisuuden yleistd siddntod ollenkaan esille alkumittauksessa, koska huomasimme
sen olevan liian vaativa ainakin kahdelle oppilaalle, emmekd halunneet tehda
ensimmdisestd tapaamisesta liian paljon ponnistelua vaativaa. Emme usko, ettd
oppilaat olisivat vield alkumittauksessa péidsseet kolmannelle tasolle, koska
jouduimme joidenkin kanssa ldhtemé&in parillisuuden médrittelyssd alkeista.
Loppumittauksessa kuitenkin kaikki oppilaat osasivat jollakin tavalla muodostaa
saanndn summan parillisuudesta. Aihetta sivuttiin yhdella kerhokerralla, mutta sité ei
varsinaisesti lapsille opetettu.

Esimerkkin ajattelun kehittymisestd voidaan mainita Kimmon ajatteluprosessissa

tapahtunut muutos. Alkumittauksessa Kimmolle kerrottiin parillisuuden kisitteesta
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(ks. s. 25), jonka jdlkeen edettiin parillisten ja parittomien lukujen tunnistamisesta

summan parillisuudesta kertovan sdannon muodostamiseen.

6.2.3  Pistetehtiavi

Malisen (1980, 94) tutkimuksesta suoraan lainatussa pistetehtidvissi pohdittiin kerto-
ja jakolaskun mallia pistejoukkojen avulla (Malinen 1980, 48). Se mittasi myos
osittelulain ymmértdmistd, mikd nidkyy mallin eli pistejoukon hahmotustaitona
(Malinen 1980, 35). Suluissa on loppumittauksessa esitetyt luvut. Piirretyt
pistejoukot ovat alkumittauksesta; loppumittauksen joukot olivat rakenteeltaan

samanlaisia.

Paperilla esitetddn 3 x 4 (5 x 3) pistejoukko.

A) Kuinka monta pistetti? Miten laskit?

B) Kuinka monta neljin (kolmen) pisteen joukkoa siind on? Miten sait tuloksen?

Kaksi oppilasta hallitsi todella hyvin kertolaskun mallinnuksen jo
alkumittauksessa. He ilmoittivat pistejoukon pisteiden lukumdaarin todella nopeasti;

naytti silti, ettei heidén tarvinnut tehdi mink&dénlaisia laskutoimituksia.

Tutkija: Kuinka monta pistetté siind on?
Janne: 12.

T: Mites séi sen laskit?

J: 343, 6,343, 6 ja 6+6 on 12.

Tutkija: Montakos pistettd siind on?
Kimmo: 12.

T: Ja kuinkas laskit?

K: 6+6.
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Loppumittauksessa kyselimme pojilta useampia vaihtoehtoja pistejoukon
lukumiéran ilmoittamiseen. He kertoivatkin erilaisia laskutapoja ja viimeisend
mainitsivat myos kertolaskun. Janne osoitti hallitsevansa my6s kertolaskun

kéanteisyyden ilmoittaen vaihtoehdoiksi seki 3x5 ettd 5x3.

Tutkija: Kuinka monta pistetta?

Kimmo: 15.

T: No mites si laskit sen?

K: 54+545.

T: Voikos laskea mitenkidin muuten?

K: Voi. 343+3+3+3.

T: Hyvi. Enti sitten osaisitko sanoa sen kertolaskuna?
K: (pitkdn mietinnén jilkeen) 3 x 5.

Leena laski pisteet aluksi yksitellen sekd alku- ettdi loppumittauksessa.
Loppumittauksessa pyysimme héntd keksiméin muita laskutapoja, jolloin hin osasi
luetella niitd useampia. Kuitenkaan hédn ei oma-aloitteisesti kéyttinyt yhdistettyd

yhteenlaskua tai kertolaskua laskiessaan pisteiden madrdd, vaikka osasikin liittdaa

malliin myds kertolaskun.

Tutkija: Sanopas, kuinka monta pistetts siini on.

Leena: 1,2, 3,4,5,6, ..., 15.

T: Joo. Voisitko laskea sitd mitenkéin muuten kuin yksitellen?
L:2,4,6,8, 10, 12, 14 ja 15.

T: Entas viela? Tulisko viela joku tapa?

L: 5+5+5+5.

T: Onko niin monta? 5+5+5. Osaisitko sanoa tuon kertolaskuna?
L:3x5.

T: Tai?

L:5x3.

Malinen (1980, 48) on maédritellyt A-kohdan suoritustasot seuraavasti:
I taso: Ei saada oikeaa pistemaaraa.
II taso: Saadaan tulokseksi 12 (15) laskemalla yksitellen tai 2, 4 jne.
IIT taso: Lasketaan kertolasku 3 x 4 (5 x 3) tai yhdistetty yhteenlasku.
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Taulukko 3: Pistetehtdvin A-kohdan tulokset. Tutkimukseen osallistuneiden
oppilaiden (n=3) jakautuminen eri tasoille tehtdvidstd suoriutumisen mukaan.

Loppumittauksen tulokset suluissa.

Taso Oppilaiden lukumaéira
I taso 0 (0)
II taso 1 (1)
III taso 2 (2)

B-kohta koski samaa pistejoukkoa. Siind kysyttiin, kuinka monta neljén (kolmen)
pisteen joukkoa pistejoukossa on. Tdma tehtdva vaikutti melko helpolta oppilaille.
He osasivat vastata oikein ja perustelivat vastaustaan rivien mairilla - ei kuitenkaan
sanallisesti vaan konkreettisesti. Perusteluna oppilas veti kynilld viivat rivien paille
tai seurasi rivid sormilla samanaikaisesti kun laski Z#ineen rivien madrda.
Ensimmaisen tason oppilas jakoi pisteet ensin védrin tavalla, joka Malisen (1980, 47)
mukaan on yleisin lasten tekemi virhe timin tyyppisissd tehtidvissd. Kuitenkin hén

korjasi pian erehdyksensi.

Tutkija: No kuinkas monta neljan pisteen joukkoa siind ( 3 x 4 -
pistejoukossa) on?

Kimmo: Nelja.

T: Neljako? Mites si sait tuloksen?

K: Mi laskin tdll lailla (osoittaa sormella rivejd yksi kerrallaan). (...) Eiku
kolme.

Taminkaltainen virhe voi kertoa esimerkiksi siitd, ettd oppilas ei ole ymmartinyt
kieliasultaan melko hankalaa tehtivdi. Kuitenkin Kimmon kéayttdytyminen, rivien
laskeminen ja oikean vastauksen loytdminen puhui sen puolesta, ettd hén oli tehtdvin
yminartanyt.

Yksi oppilaista piti tehtdvdad ehkid jopa liian helppona, minkd voi péaitelld hanen

vastauksestaan. Toisaalta se saattaa myos kertoa hinen kyvyttdmyydestdin selittdd

ajatuskulkuaan dineen.

Tutkija: Kuinkas monta neljin pisteen joukkoa siind on?
Leena: Kolme.
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T: Miten sait tuloksen? (...) Miten ajattelit?
L: Siten, ettd méi4 nd4n ne ja mii asken laskin ne.

Malisen (1980, 48) midrittelemiit tasot ovat seuraavat:
I taso: Ei osata suorittaa jakoa.
II taso: Jako osajoukkoihin on havaittavissa, mutta esitys on sekava.

III taso: Jako suoritetaan selvisti riveittiin.

Taulukko 4: Pistetehtdvin B-kohdan tulokset. Tutkimukseen osallistuneiden
oppilaiden (n=3) jakautuminen eri tasoille tehtdvéstd suoriutumisen mukaan.

Loppumittauksen tulokset suluissa.

Taso Oppilaiden lukumiérd
I taso 1 (0
II taso 0 (0)
III taso 2@

Yhdeltd oppilaalta unohdimme loppumittauksessa kysyd tdmén tehtivén: siitd

epatarkkuus taulukon luvuissa.

Otetaan tilalle paperille piirretty 4 x 5 pistejoukko (vain alkumittauksessa).

C) Jaa timd viiteen yhtd suureen osaan. Kuinka monta pistettd on jokaisessa

osajoukossa?
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C-kohdan kysyimme lapsilta vain alkumittauksessa, koska se tuntui olevan heille
melko vaivaton. Vaikeutena tissid tehtdvissd oli erottaa kisitteelliselld tasolla
toisistaan viiden pisteen osajoukot ja jakaminen viiteen yhtd suureen osaan. Kaksi
oppilasta selvitti timén ilman ongelmia ja veti suorat viivat rivien viliin, vaikkakin
sithen tarvittiin hiukan .miettimisaikaa. Kimmo piisi oikeaan tulokseen pienen

Jjohdattelun jilkeen ymmaérrettydédn, mitd tehtdvissi kysyttiin.

Tutkija: Jaa tdmi viiteen yhtd suureen osaan.

Kimmo: Siis pitd4ko siitd panna viiva mistd menee toiseen?

T: Joo.

K: (miettii kauan) Niin, ndin, niin. ..

T: Elikka viiteen yhti suureen osaan.

K: Kylld mé sen tiedin jo, mutta mé teen viivaa.

T: No tee viivaa ihan rauhassa.

K: No siini on mun viiva.

T: Aha. Onko tdd nyt jaettu viiteen yhtd suureen osaan (linnanmuuria
muistuttava viiva erottaa joukon keskelta kahteen yhti suureen osaan)?

K: Kylla. Eiku neljain.

T: Neljdén. Jaapas viiteen. (...)

K: Saako tehdd montakin viivaa?

T: Saa. (Kimmo vetdd nopeasti nelji suoraa viivaa rivien viliin erottaen
joukon viiteen yhtd suureen osaan.)

Malisen tasot (Malinen 1980, 49) ovat tidssd samat kuin edellisessd B-kohdassa.
I taso: Ei osata suorittaa jakoa.
II taso: Jako osajoukkoihin on havaittavissa, mutta esitys on sekava.

III taso: Jako suoritetaan selvisti riveittiin.

Taulukko 5: Pistetehtivin C-kohdan tulokset. Tutkimukseen osallistuneiden

oppilaiden (n=3) jakautuminen eri tasoille tehtdvistd suoriutumisen mukaan.

Taso Oppilaiden lukumiira
I taso 0
II taso 1

111 taso 2
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Paperilla esitetddn 8 x 6 (8 x 7) sekii 6 x 3 (7 x 3) pistejoukot rinnakkain.

* %k %k % k% % ok * ok ok % % %
k% ok ok ok k% % ok ok & ok ok
k k% ok ok ok ok ok ¥ %k % x % %

D) Kuinka monta pistettd tarvitaan pienempddn kuvioon lisdd, jotta saadaan yhtd
monta pistettd kuin isommassa kuviossa?

E) Kuinka ajattelit?

Pistetehtivan D- ja E-kohdat Kkésittelivdt kertolaskun osittelulakia. Niissidkin
tehtdvissd tarvitaan kuvion hahmottamiskykyd, mutta etsitty matemaattinen
ajatusrakenne on toinen kuin aiemmissa kohdissa (Malinen 1980, 36). Tehtivin
avulla pyritddn selvittimiin, kykenevitko lapset laskemaan pistejoukkojen pisteiden
madrien erotuksen kiyttden apunaan kertolaskun osittelulakia. Tehtidvi osoittautui
todella hankalaksi oppilaille. Malinen (1980) ei ollut tehnyt tétd tehtdvadd ollenkaan
1.-3. luokan oppilaille, mutta me halusimme kokeilla sitd. Osa oppilaista yritti eri
tavoilla laskea joukkojen erotusta. Kuitenkaan kukaan ei saanut oikeaa vastausta ja
jokainen heistd tarvitsi kynéi ja paperia yrittdessddn ratkaista tehtdvai. Malinen oli

siis oikeassa tehtivin vaativuuden suhteen.

Tutkija: Eli 36 pitédisi laittaa lisé4, miten laskit?
Janne: Siten, etti laitoin nédin niinku...ettd nditd on 7.
T: Niin teit niistd kolmen riveji.

J: Ja sitten kerroin sen kertolaskulla paéssi.

T: 3x7.
J: Ja sitten peitin tdstd (suuremmasta) ja sitten otin ndmid tdstd

(peittamittomat) ja laskin.
Leenan mielestd pisteitd oli liikaa, joten hén luovutti eikd yrittanytkidin laskea
pistejoukkojen erotusta. Tdsséd tehtdvissd tuli muutenkin hyvin esiin se, ettd lapset
tarvitsevat  visuaalista havaintoa vaikeampien laskujen hahmottamiseksi.

Piissilaskutaito ei vield riitid kovin suurilla luvuilla laskemiseen.
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Tutkija: Kuinka monta pistettd tarvitaan tdhin kuvioon lisdd, ettd siind on
yhtd monta pistetti kuin tissd kuviossa?
Kimmo: (Laskee hiljaa kauan). Ei mulla pysy td4 lasku endé passsi.
Lopputestissd johdattelimme lapsia ratkaisemaan tehtdvad kertolaskun avulla.
Lapset osasivat muodostaa joukoista kertolaskut, mutta eivit ymmartineet yhteisen
tekijdn merkitysti. Leena kuitenkin oli oikeilla jéljilld laskiessaan kahdeksan ja

kolmen erotuksen.

Tutkija: Voisitsd nyt ndistd laskuista, kun ajatellaan, ettd tdssd on 7x8 ja
7x3, niin paljonko tdhédn (7x3) pitda lisétd, ettd tulee tuo (7x8)? Pystyisitko
sé tastd laskusta paattelemain?

Leena: Siihen pitad lisdta 3, 4, 5...11.

T: 11. Mites si sen laskit?

L: Sormilla. (...) Kolmeen pitd lisétad 11 ettd saadaan 8. (...) Voi voi, mind
unohdin pistédi sen kolme pois, 1, 2, 3, 4, 5.

T: Viisi. Pitaako tahan lisatd luku viisi, ettd saadaan tuo toinen?

L: Joo.

Malinen (1980, 50) jakoi D- ja E-kohdista suoriutumisen kolmeen tasoon:
I taso: Ei saada oikeaa lukuméiraa.
II taso: Lasketaan joukossa olevien pisteiden erotus.

IIT taso: Loydetdén joukoista yhteinen tekiji 6 (7).

Taulukko 6: Pistetehtdvdan D- ja E -kohdan tulokset. Tutkimukseen osallistuneiden
oppilaiden (n=3) jakautuminen eri tasoille tehtivastd suoriutumisen mukaan.

Loppumittauksen tulokset suluissa.

Taso Oppilaiden lukumaéird
I taso 33
IT taso 0 (0)
III taso 0 (0)

Pistetehtidvissd ei ollut havaittavissa ajattelun kehittymistd. Kaikissa tehtdvin
kohdissa oppilaat pysyivit samalla tasolla myos loppumittauksessa. Osa kohdista oli

oppilaille helppoja, kun taas D- ja E-kohdat melko vaikeita, minki takia ajattelun
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kehitystd on vaikea huomata Iyhyessd ajassa. Oppilaiden ajatuskulut olivat alku- ja
loppumittauksissa ylldttdvin samanlaisia, joten niissikidn ei tapahtunut juurikaan

muutosta.

6.2.4 Voittolukutehtivi

Viimeinen eli neljds tehtivd kasitteli voittolukuja, jossa oppilaan tuli arvioida
lauseiden totuusarvoa (Malinen 1992, 26-27). Voittolukutehtivi on lainattu Malisen

(1992) tutkimuksesta.

Tutkija antaa oppilaalle kolme lappua, joissa on numerot 6, 8 ja 11. Hiin selostaa
seuraavasti:

Luokassa on 20 oppilasta ja kolmen voiton arvonnassa on mukana luvut 1 — 20.
Sinulle on kerrottu ndamd voittoluvut ja kukaan toinen ei tiedd niitd. Mind yritin
arvata voittolukuja ja sind sanot, onko arvaukseni "totta” vai "ei totta”. Jos tiitd ei

voi sanoa varmasti, niin sano "ei voi sanoa varmasti”. Nyt sanon arvaukseni.

A) Kaikki voittoluvut ovat pienempid kuin 12.
B) Yksikddn voittoluku ei ole alle 10:n.
C) Kaikki luvut ovat voittolukuja, jos ne ovat parillisia ja suurempia kuin 10.

D) On olemassa pariton voittoluku.(Malinen 1992, 26 —27.)

Oppilailla ei ollut voittolukutehtdvissd suuria ongelmia. He hallitsivat hyvin
késitteet pariton ja parillinen sekid vaaditut lukujonotaidot. Myoskdan totuusarvon
arviointi ei néyttinyt olevan heille vaikeaa. Hieman hankalalta vaikuttava
negaatiotehtivi  (B-kohta) sujui tapausoppilailta hyvin yhden oppilaan

alkumittauksessa epdonnistumista lukuunottamatta.

Tutkija: Toinen arvaus: Ei yksikéin voittoluku ole alle 10.
Kimmo: Ei ole totta.

T: Minka takia ei?

K: Kuus ja kaheksan ovat kymmenti pienempii.

Tutkija: Ei yksikédédn voittoluku ole alle 10.
Leena: No, yksi on pdille ja yksi on alle.
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T: Niin, onko tdma4 silloin totta tima mun viite, etti. ..
L: Ei oo totta.

C-kohta tuotti ongelmia jokaiselle oppilaalle. Yksi oppilaista sai kuitenkin
tehtdvin ratkaistua alkumittauksessa vaikkakin hieman ontuvin perustein, mutta ei
endd loppumittauksessa. Tdméa kertonee siitd, ettd hinkddn ei ollut varma
alkumittauksen piittelystddn eikd ehkd ollut todellisuudessa ymmirtinyt

tehtdvinantoa.

Tutkija: Onko totta: kaikki luvut ovat voittolukuja, jos ne ovat parillisia ja
suurempia kuin kymmenen.
Janne: On suurempia kuin 10, ei tissi ole.

C-kohdan vastauksia tarkastellessamme huomasimme, ettd meidin olisi ehkd
pitdnyt muokata tehtdvidnantoa ymmdérrettivimmaiksi. Tehtdvad olisi selkeyttanyt
huomattavasti, jos se olisi kuulunut esimerkiksi seuraavasti: “Kaikki arvonnassa
mukana olevat luvut eli luvut yhden ja 20:n vililtd ovat voittolukuja, jos ne ovat
parillisia ja suurempia kuin kymmenen.” C-kohdassa tyypillinen virhe oli, ettd
oppilaat vertasivat annettuja ehtoja (parillisuus ja suurempi kuin 10) voittolukuihin,
vaikka niité olisi pitdnyt verrata kaikkiin arvonnassa mukana oleviin lukuihin. Tamé
kertoo mielestimme siitd, etteivit lapset olleet ymmirténeet pitkdad tehtdvinantoa

eivatkd valttamattd koko tehtivissi esiintyneen arvontatavan ideaa.

Tutkija: Kaikki Iuvut ovat voittolukuja, jos ne ovat parillisia ja suurempia
kuin kymmenen.

Janne: Ei oo totta.

T: Minka takia ei 00?

J: Noku nii (6 ja 8) ei oo suurempia kuin 10 ja tdd (11) on suurempi kuin 10
ja se ei oo parillinen.

Tutkija: Kaikki luvut ovat voittolukuja, jos ne ovat parillisia ja suurempia
kuin 10.

Kimmo: Ei.

T: Miksi ei?

K: Kaikki eivit ole parillisia ja nama (luvut 6 ja 8) eivit ole suurempia kuin
10.
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Taulukko 7: Voittolukutehtivin tulokset. Oikeiden vastausten lukumiari

tutkimukseen osallistuneilla oppilailla (n=3). Suluissa loppumittauksen tulokset.

Tehtiva Oikeat
A- kohta 3 (3)
B-kohta 2 (3
C-kohta 1 (0)
D-kohta 2 (3)

Téssé tehtdvissd ajattelun kehitysta ei tulosten perusteella tapahtunut paljoakaan.
Toisaalta, kun tarkastelee oikeiden vastausten lukumiéraa alkumittauksessa, ajattelun
kehitykselld et ollut mahdollisuutta tulla esiin. Kimmo erehtyi alkumittauksessa
parillisuuden Kkisitteessd (D-kohta), mutta korjasi virheensd loppumittauksessa.
Selkeimmin  ajattelun  kehitys ndkyy Jannen B-kohdan  vastauksessa.
Alkumittauksessa Janne ei ymmartinyt tehtidvid, eikd osannut sanoa, pitikd viite

paikkaansa.

Tutkija: Yksikédn voittoluku ei ole alle 10.

Janne: Ja mistd néistd puhutaan.

T: Kaikki nama. Kaikki on voittolukuja. Eli yksikédidn voittoluku ei ole alle
kymmenen.

J: Tamad ei ole alle kymmenen, muut on.

Loppumittauksessa Janne kuitenkin ratkaisi tehtdvan mallikelpoisesti.

Tutkija: Ei yksikéin voittoluku ole alle kymmenen.
Janne: Ei oo totta.

T: Minkis takia se ei oo totta?

J: Noku niami (6 ja 8) on alle kymmenen.

6.2.5 Vertailua Malisen tutkimuksien tuloksiin

Malinen (1992) on kiyttinyt sekd palikkatehtivdd ettd voittolukutehtdvia
empiirisesséd tutkimuksessaan Jyviskyldn normaalikoulun ala-asteen 3. — 6.luokilla
huhtikuussa 1992. Yhteensd hénen tutkimukseensa osallistui 40 oppilasta.
Tutkimusjoukossa oli opettajan mukaan suunnilleen yhtd paljon hyvid,

keskinkertaisia ja heikkoja oppilaita sekid suunnilleen yhtd paljon tyttdjd ja poikia,
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joten se oli yhtd heterogeeninen kuin peruskoululaisten joukko yleensd (Malinen
1992, 29). Pistetehtivi ja paritehtivi ovat puolestaan olleet osana Malisen vuonna
1979 suorittamaa matemaattisen ajattelun tutkimusta, jossa mukana oli 1.-6. luokkien
oppilaita. Jokaiselta luokalta tutkimukseen osallistui noin 30 oppilasta.

Niihin Malisen tutkimuksien tuloksiin voimme hieman verrata tihin
tutkimukseen osallistuneiden oppilaiden ajattelua. Ongelmia tuottaa kuitenkin
Malisen kohdejoukkojen suuruus verrattuna timén tutkimuksen kolmen oppilaan
joukkoon. Lisdksi tdhdn tutkimukseen osallistui vain matemaattisesti taitavia
oppilaita, kun taas Malisen tutkimuksissa mukana oli heterogeeninen ryhmi
oppilaita. Vaikka tutkimusjoukot olisivatkin yhtenevéisia, tulokset eivit olisi
vélttamittd suoraan vertailukelpoisia, koska emme tarkasti tiedd Malisen (1992)
haastattelutapaa. Hinen mukaansa (1992, 24) tutkimushaastattelun on oltava
strukturoitu, mutta haastattelijan on varauduttava apukysymyksiin ja joustavaan
etenemiseen. Tédssd tutkimuksessa kehotimme oppilaita usein virheellisen vastauksen
jilkeen miettimédin uudestaan. Viltimme kuitenkin lisdvihjeiden antoa. Joissakin
tilanteissa pyrimme ohjailemaan padttelyd askel askeleelta oikeaan suuntaan, mutta
testituloksissa emme ole tdlld tavoin lOytynyttd ratkaisua hyviksyneet oikeaksi
ratkaisuksi. Vaikka tutkimusten tulosten vertailussa onkin ongelmia, mielestimme ne
antavat jonkinlaista suuntaa tutkimukseemme osallistuneiden lasten matemaattisista
kyvyistd ja niiden suhteista eri ikdluokkien keskitasoon.

Malisen tutkimustuloksiin verrattaessa tdh#n tutkimukseen osallistuneiden
oppilaiden ajattelu néayttdisi olevan varsin kehittynyttd verrattuna 3. - 4. luokan
oppilaiden ajatteluun. Useassa tehtdvissi he ylsivit 3. - 4. luokan oppilaiden tasolle,
vain voittolukutehtévissd oppilaat jaivit tistd tasosta. Pistetehtivissi vain harva 2. -
4. luokan oppilas on paissyt samalle tasolle kuin tdhin tutkimukseen osallistuneet
oppilaat loppumittauksessa paisivit. Kukaan Malisen tutkimuksessa mukana olleista
2. - 4. luokan oppilaista ei yltdnyt viimeiselle tasolle, jonne taas yksi tdhén
tutkimukseen osallistunut oppilas ylsi. On myos huomattava, etti muutamassa
kohdassa kaikki 5. - 6. luokan oppilaatkaan eivit saavuttaneet tihidn tutkimukseen

osallistuneiden lasten tasoa.
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63 Ongelmanratkaisu ja eriyttiminen

RATKO-ongelmanratkaisumenetelmd. Kisittelimme RATKO:a lihes joka kerta
Matikka-kerhossa. Tavoitteenainme oli paneutua jokaiseen RATKO:n vaiheeseen
yksitellen, jotta lapsille selkiytyisi paremmin prosessin eri vaiheet. Kerhokertojen
myotd huomasimme, ettd on tehokkaampaa ottaa RATKO esille vasta kunkin
kerhoajan lopussa ja ikdin kuin peilata sen avulla tapahtunutta toimintaa. Lapset
olivat jokaisen kerhokerran alkaessa niin innokkaita aloittamaan tydskentelyn, etti he
eivit vield malttaneet keskittyd pelkkddn pohdintajaksoon. RATKO:a emme
kisitelleet tavallisilla matematiikan tunneilla.

Lapset eividt kokeneet RATKO:a kovin mielenkiintoiseksi. Sitd oli hankala
soveltaa kaytdntoon, koska oli vaikea keksid sellaisia tehtdvid, joissa kaikki
RATKO:n vaiheet olisivat tulleet selkedsti esiin. Lapsia oli vaikea motivoida
pohtimaan jotain tiettyd RATKO:n vaihetta, mikéli se ei ollut tehtdvén ratkaisemisen
kannalta olennaista. Yritimmekin miettid tehtdvid jokaisesta RATKO:n vaiheesta
erikseen. Tutki-, keksi- ja onnistuitko-vaiheita voitiin késitelld oikeastaan jokaisen
sanana ja kasitteend ei kuulu lapsen jokapdivdiseen sanastoon. Teimme rajaamista
helpottamaan sanallisia tehtivii (Liite 15), joissa rajaaminen oli vélttimatonta.

Loppumittauksen yhteydessd kerhon jilkeen haastattelimme lapsia myos
RATKO:sta. Vaiheet olivat jadneet lapsille hyvin mieleen ja he osasivat yleensd
selittdd, mitd missikin vaiheessa tehddin. Myos rajaa-vaiheen kisittely oli ilmeisesti

onnistunut, koska lapset osasivat kertoa, mitd rajaamisvaiheessa on tirkeinta.

Rengastaa se tirkein osa siitd. (Kimmo)

No jos oli semmoinen tehtdvd, mistd piti ettid vaikka joku, niin sitd piti
rajata. No vaikka ympyri pistetddn sen ympiri. (Leena)

Ettd otetaan siitd se tdrkein osa. --- Ja sitte ne muut voi jattdd pois, joita ei
ollenkaan siind tarvi. (Janne)

- Arviointivaiheesta lapsille oli erityisesti jadnyt mieleen tulitikkutehtivit. Niissid
tarkoituksena oli ensin miettid ilman tikkujen konkreettista siirtimistd mahdollista
ratkaisua ja piirtdd se ikdin kuin hypoteesiksi tehtdvépaperiin. Tdma oli lapsille

melko vaikeaa, koska ajatteleminen ilman konkreettia mallia on heille vield hankalaa.
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No esimerkiksi laskuissa paljonko siitd tulee. (...) Tulitikkutehtdvissad
minkilainen siitd tulee. (Kimmo)

No niissé tulitikkutehtédvissi arvioitiin ettd mikés siitd vois tulla. (Leena)
No sité ettd arvioi sen, miti se vois olla. (Janne)

Tutki- ja keksi-vaiheet yhdistyivdat lasten mielissd tehtdvdan varsinaiseksi
ratkaisuvaiheeksi. Tutkimisen synonyymina kdytimme kerhossamme kokeilemista,
koska varsin moni tehtdvd pohjautui kokeilun avulla ratkaisemiseen. Tutkiminen ja

keksiminen olivat lapsille mielekéstd puuhaa, johon heité ei tarvinnut kehottaa.

Tutkimaan sit4, ettd onko se (hypoteesi) oikein. (Kimmo)
Saako noppia joka sivulle esimerkiksi 10. (Leena)

Tutkitaan, onko se (hypoteesi) oikein vai onko se véirin. ---. Keksitéddn,
mik3 se vois olla se (ratkaisu). (Janne)

Onnistuitko-vaihe oli lapsille helpoin omaksua ja muistaa jo kerhon alusta alkaen.
Tarkistaminen oli heille my6s tuttua. Kuitenkin lapsia piti usein muistuttaa

RATKO:n viimeisestd vaiheesta, jotta he muistivat sen tehda.

Tarkistetaan. (Kimmo)
Siind kysytéddn ettd onnistuitko. ---. Tarkistetaan. (Leena)

No siind piti tehdd se uudestaan ja miettid, ettd onko se oikein. (Janne)

RATKO-ongelmanratkaisumenetelméstd ei vélttimittd ole kovin suurta
kdytdinnon hyotya matemaattisten ongelmien ratkaisemisessa alkuopetuksessa
tavallisessa luokkaopetuksessa, koska kisiteltdvit ongelmat ovat kaikesta huolimatta
melko yksinkertaisia. Matemaattisesti taitavat oppilaat saattavat kokea RATKO:n
lahinn4 hidasteena, jos RATKO:sta ei ole kidytannon hyotyd. Kuitenkin RATKO luo
hyvéd pohjaa tulevaisuuden matematiikan opiskelulle, miki tuli esille myos lasten

haastatteluissa.

Siksi koska sitd (RATKO:a) tarvitaan sielld ylemmillidkin luokilla. (Janne)
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Mielestimme RATKO on riittdvin yksinkertainen lapsille ja herittid kiinnostusta
lukemaan opettelevissa lapsissa kirjainyhdistelmien takia. Se antaa lapsille
késityksen ongelmanratkaisuprosessista ja auttaa heitd tunnistamaan ongelmia.
RATKO lisdd valmiutta kisitelld ongelmia hitddntyméttd ja luo pohjan oman
ongelmanratkaisustrategian muodostumiselle.

Eriyttaminen. Eriyttimisen osuus alkuopetuksen matematiikassa korostuu, koska
lapset ovat yleensd hyvin eritasoisia matemaattisilta taidoiltaan koulun alkaessa.
Matikka-kerhon ja tdhdn tutkimukseen kiintedsti liittyneen péittoharjoittelun
keskeisend teemana matematiikan opetuksessa oli opetuksen yksiloiminen. Niin
pyrittiin takaamaan, ettd jokainen oppilas pystyisi eteneméin matemaattisissa
taidoissa omien edellytystensd mukaisesti. Tahédn luokanopettajan tdytyy kiinnittds
erityistd huomiota.

Tutkimukseen  osallistuneen  luokanopettajan  mielestd  alkuopetuksen

matematiikan térkein tavoite liittyy motivaation sdilymiseen.

Musta tirkeintd on se, ettd se lapsi sais edetd niitten omien taitotasojen
mukaisesti, jotta matematiikan oppimisen motivaatio sdilyisi. Elikkd sen
motivaation ylldpitidminen on se ldhtokohta.

Matematiikan tunneilla tapahtunut eriyttdminen perustui tehtdvilld eriyttimiseen
sekd oppilaiden ryhmittelyyn heiddn taitojensa mukaan. Kerran viikossa oli
varsinainen matematiikan eriyttavi tunti, jolloin tyStapoina kéytettiin usein molempia
eriyttdimisen keinoja. Suunnittelutydssd meitd auttoi luokanopettaja. Tehtavilld
eriyttdminen oli melko yksinkertaista, koska etenkin taitavat oppilaat tekivét tehtavia
mielellddn omaan tahtiin. Eriyttdmisessd kaytettiin myos ryhmétyoskentelyd, jotta
oppilaat oppisivat toimimaan yhdessi. Tdmi ei kuitenkaan ole aina yksinkertaista

kuten luokanopettaja toteaa:

He (tutkimuksessa mukana olleet oppilaat) kokevat, sitten jos he saavat
tyoskennelld nimid kolme jotka ovat pitemmailld keskenain, tai sitten
pareittain, niin sillon se sujuu oikein hyvin. Mutta jos mukana on heikompi
lapsi tai timmonen ihan keskimiérdsesti hyvin osaava, niin he kokevat
jotenkin ettd he joutuvat jarruttelemaan ja hidastamaan siini, ettd he eivit
saa niin nopeasti ratkaista kuin he haluaisivat néitd tehtdvia.

Yksiloeriyttamisessd kdytimme eriyttdmiskeinoina péddasiassa eriyttdvid tehtivia

oppilaiden omasta kirjasta sekd muista opetusmateriaaleista. YksilGeriyttdmisen
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vahvuutena voidaan pitdi sitd, ettd matemaattisten tehtdvien avulla voidaan vahvistaa
myds oppilaan muita taitoja kuten lukutaidon kehittymistd. Eriyttiminen vaatii
opettajalta kuitenkin muitakin taitoja kuin sopivien tehtdvien valitsemista, jotta
tyoskentelystd tulisi mieluisaa. Luokanopettaja mainitsee tilanteen huomioon
ottamisen tdrkednd eriyttimisen osa-alueena. Lisdksi eriyttimisen tulisi olla
sdadnnollistd ja systemaattista.

Yksi onnistunut eriyttdmiskokeilu oli mielestimme tangram-tunnit. Kévimme
ensin yhdessd oppilaiden kanssa ldpi tangram-tehtdvien (Liite 1) periaatteen. Tdméin
jélkeen oppilaat saivat edetd omaa tahtia vaikeutuvana sarjana edenneiden tehtivien
parissa. Kun oppilas oli saanut tehtdvin tehdyksi, merkitsi opettaja oppilaan
henkilokohtaiseen korttiin tehtdvén suoritetuksi. Tédmén jilkeen oppilas sai hakea
seuraavan tehtdvéan. Ensimmiiset tehtévit olivat niin helppoja, ettd jokainen oppilas
selviytyi niistd. Tehtidvien valinta onnistui mielestimme hyvin, silld niissi riitti
haastetta jokaiselle. Tosin Jannen hahmotuskyky on niin hyvi, ettd hintid varten
jouduimme etsiméén vaikeampia tehtivia seuraavaksi kerraksi.

Yksiloeriyttdminen on usein opettajan ainoa keino eriyttdd opetusta matematiikan
tunneilla, jos oppilaiden taitotasoerot ovat suuret. Vaikka meilld ei ole kovin paljon
kokemusta yksiloeriyttdmisestd, sisdltyy sithen mielestimme muutamia ongelmia.
Koska tutkimukseemme osallistuneille pojille matematiikka oli helppoa, muodostui
laskemisesta helposti kilpailua. Liséitehtdvat he saivat usein valita oman Kkirjan
vapaavalintaisilta tehtavésivuilta. Ndin ollen lisdtehtdvit eivét aina tuoneet pojille
lisdd haasteita eikd heididn kehityksensd vilttamattda mennyt eteenpdin. Pojat jdivit
myo6s muita helpommin ilman yksilollistd ohjausta, koska toiset oppilaat tarvitsivat
enemmin apua. Leenan kohdalla timé ei mielestimme muodostunut niin pahaksi
ongelmaksi, koska hén ei yleensd kiirehtinyt laskujen tekemisessd. Siksi Leena
tarvitsi poikia vihemmén my®és lisitehtavia.

Kerran  viikossa ~ matematiikan  tunneilla  kéytettiin  toiminnallista
ryhméeriyttdmisti. Eriyttdimismuotoina kiytettiin erilaisia peleja ja tydpajatoimintaa.
Pelit motivoivat ldhes poikkeuksetta kaikkia oppilaita ja opettajan on helpompi
seurata oppilaiden tyOskentelyd ja taitojen soveltamista pelien luomassa
vapaammassa  ilmapiirissd. Pelien merkitystd tiedollisten tavoitteiden lisaksi
sosiaalisena kasvatustapahtumana ja asenteiden muokkaajina matematiikkaa kohtaan

ei pidd unohtaa (Pehkonen & Pehkonen 1993, 8 - 12). Tutkimuksemme aikana
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oppilaat oppivat esimerkiksi kisitteen prisma ja kdyttivit siti tarkoituksen mukaisesti
tehdessdén parinsa kanssa Multilink-palikoilla rakennelmia. Jos kisite prisma olisi
otettu esille teoreettisena asiana ilman oppilaiden mahdollisuutta leikkis prismoilla,
ei késitteen oppiminen todennikdisesti olisi ollut yhti tehokasta.

Ryhmiit toimintaa varten jaettiin yhdessé luokanopettajan kanssa ja niihin pyrittiin
saamaan taitotasoltaan mahdollisimman samanlaisia oppilaita. Joissakin tehtivissi
ryhméjaon perusteena pidettiin myds sitd, kuinka hyvin oppilaat tulivat toimeen
keskenidin. Yleensd ryhmissi oli kolme oppilasta, jotta pelaaminen mahdollistui eiki
ryhmisti tullut liian suurta. Ryhmaeriyttdmistunneilla tutkimukseemme osallistuneet
oppilaat tydskentelivit yhdessd. Néin heidén tyoskentelydin oli helpompi observoida
ja saimme kuvan heidén toimimisestaan yhdessa.

Taitotasoltaan samanlaisten oppilaiden tyoskentely ryhmini oli mielestimme
hyvi eriyttimisen keino, mutta se ei saa olla ainut kidytettava ryhmittelyn muoto.
Oppilaat oppivat toisiltaan uusia asioita ja paisivit yhteisen ponnistelun tuloksena
tavoiteltuun lopputulokseen. My6s oppilaiden turhautuminen oli vdhidisempii, kun
kaikki pystyivit suunnilleen samantasoisiin operaatioihin. Niin sekd ryhmén sisdisti
ettd ryhmien vilistd kilpailua oli vahemmén. Tutkimukseen osallistuneet oppilaat
keksivit usein itse omalle ryhmilleen vaikeampia sovelluksia ja selvisti nauttivat

yhdessd tyoskentelemisesti.

6.4 Oppilaiden ja vanhempien ajatuksia Matikka-kerhosta

Oppilaiden mielestd Matikka-kerhossa oli ollut “ihan kivaa®. Poikien mielestd
kaikista mukavinta oli ollut Sammakko-peli, Leenan mielestd hauskinta oli
tulitikkutehtédvit. Kerhopiiva oli piristysruiske, jota oppilaat odottivat innostuneesti
ja muistivat mainita kotonakin, milloin on kerhopiivd. Vaikka oppilaat kokivat
kerhon tirkedksi, he eivdat aina Kkertoneet pdivin tapahtumista kovin

yksityiskohtaisesti.

Kimmon isd: Joo kertoili, joo, mutta sano vaan mulle, ettd ettet sii
kuitenkaan niistd ymmaértdis mitdan. Yritd nyt kertoo vdhin edes, mitd ne
oli. Sitte sai sieltd  jotain aina irti.

Kimmon iiti: ...kylld se niinku hirveen tirkeeksi tuli ja silleen, ettd siitd
puhuttiin ja ehki (Kimmo) véhin royhisti rintaansakin jonkun verran.
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Myo6s vanhemmat kokivat kerhon tirkedksi ja sille toivottiin jatkoa. Erityisen
tarkednd pidettiin uusien haasteiden saamista: kaikki tehtdvét eivit olleet liian
helppoja, vaan niiden avulla opeteltiin myos sinnikkyyttd. Oppilaat veivit joitakin
ratkaisemattomia Matikka-kerhossa pohdittuja tehtivid kotiin ja ndiden esimerkkien
perusteella vanhemmat arvioivat tehtdvid melko vaativiksi, mutta motivoiviksi niiden

konkreettisuuden vuoksi.

Silleen mulla ainakin vililli tuli, ettd onpa aika vaikeita juttuja noin pienille,
ettd miten ne voi osata tollasia. (Leenan éiti)

Tehtdvid kotona ratkaistessaan olivat oppilaat toisinaan kéyttineet apunaan
vanhempiaan ja muita sukulaisia. Taméi osoittaa osaltaan oppilaiden motivoitumisen

ja halun ratkaista tehtdvid omalla vapaa-ajallaan.

Se oli hyvd, kun aina tuli vieraita niin sitte aina sano, ettd mitenkds ne
tulitikut menikédin, tolleen ja tolleen, missd myos oltiin monessa paikassa.
Papalle se jatti aina ne ratkottavaks kanssa mité oli ollu sielld paivilla. (...)
Sitte ne sopi, etti pappa soittaa, kun se on saanu ratkastua ja sitte ne
puhelimessa jutteli, ettd onks se oikein vai ei. (Leenan diti)

Ennen Matikka-kerhon alkua oppilailta kysyttiin, mitdi matematiikka heididn
mielestddn on. Kaikkien kolmen oppilaan mielestd se oli ainoastaan laskemista.
Tyoskentely erilaisten tehtivien parissa Matikka-kerhossa ei ollut laajentanut
oppilaiden késitystd matematiikasta, vaan he kokivat sen edelleen olevan pelkéstiin

laskemista.

Laskemista. - - Numeroiden oppimista. (Kimmo)
Se on sitd, missa lasketaan. (Janne)
Lasketaan. Plus- ja miinus- ja kertolaskuja. (Leena)

Oppilaiden kisitykset siitd, mitkd taidot ovat olennaisia, jotta matemaattisia
tehtivid voisi ratkaista, ovat melko kehittyneiti ja yhtenevidisii keskenéin.
Vastaukset eivit kuitenkaan tulleet oppilailta suoraan, vaan heiddn mieliin tédytyi
palauttaa muun muassa kerhossa tehtyja tehtivid, jotta vastaukseksi saatiin muutakin

kuin “en mai tiid“.
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Kimmo: Keskittynyt, pitii olla oppinut numeroita.
Tutkija: Mihinkis sitd keskittymista tarvitaan?
K: Miettimiseen.

Téaytyy osata laskuja. (...) Numeroita. (...) Miettid. (Leena)

Aikaa. (...) Ja taitoa ainakin vahin. (...) Piitd. (...) No siihen tarvitaan
ainakin tutkimista ja sitd ettei hermostu ja semmosta. (Janne)

Oppilailla itselldan oli melko selked kuva siitd, mitd he olivat Matikka-kerhossa
oppineet, mutta vanhemmilleen he eivit nditi asioita olleet korostetusti tuoneet esille.
Oppilaiden mainitsemat taidot liittyivdt pédasiassa varsinaiseen laskemiseen.
Kerhotehtdvien mieliinpalauttaminen konkreettisen materiaalin avulla olisi saattanut

tuoda lasten mieliin muitakin opittuja taitoja.

Kayttdmian miinusmerkkisia lukuja. (Kimmo)
Kertolaskuja. (...) Niitd summia ja niiti. (Leena)

Janne: Liséi laskuja.

Tutkija: Minkdlaisia laskuja sd opit, mit4 si et ole ennen osannut?

J: No vaikeita. (...) No mi en ole ennen tiennyt, minkilainen on
kertomerkki, muuta kuin laskuissa oon nihny.

Matikka-kerho lisiisi mielestimme oppilaiden aktiivista ajattelua ja oma-aloitteista
ongelmien ratkaisutaitoa. Oppilaat tottuivat kerhon aikana jo ratkaisutapojen
selittdimiseen ja he pystyivit hyvin perustelemaan ratkaisunsa, jos vaan malttoivat
hetkeksi keskittyd puhumaan. My6s yhden tapausoppilaan vanhemmat kiinnittivét

tibin huomiota.

Mut se tuolla Kimmolla, en tied4 liittyyko se tihidn matikan kerhoon milldén
tavalla, mutta sen ihan nyt tissd ennen joulua ja nyt sitten huomannut, ettd
kylld se ajatus on aika selked silld tavalla, ettd on joitain sellaisia asioita,
joita Kimmo kommentoi hyvin asiantuntevan oloisesti. (...) Niin ettd onko
teilld sielld kerhossa keskusteltu ongelmanratkaisusta ja siitd, ettd joku
tarvitsee selityksen ja asia tdytyy pystyd perustelemaan? (Kimmon isd)
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6.5 Tulosten arviointia ja tutkimuksen luotettavuus

Eskolan ja Suorannan (1998, 220) mukaan tutkimuksen kirjallinen tuotos ja
arvioinnin perusta on ndkyvissi tekstind, joka on “luetun, koetun, havaitun, luullun,
kuvitellun, pohditun, muistetun ja haaveillun yhteenliittyma”. Koska laadullisessa
tutkimuksessa tutkija itse toimii tutkimusvilineend, inhimilliset tekijat eivit voi olla
vaikuttamatta tutkimustekstin sisdltoon. Lukijan tulisi kuitenkin tutkimusselosteen
luettuaan olla varma tutkimustulosten todenperdisyydestd, miké kertoo tutkimuksen
luotettavuudesta (Perdkyld 1997, 208).

Vastaavuus. Validiteetin sijasta kvalitatiivisessa tutkimuksessa puhutaan usein
vastaavuudesta. Vastaavuudella tarkoitetaan sitd, ettd tutkimuksen tuottamat
rekonstruktiot vastaavat tutkittavien alkuperiisid konstruktioita eli ajatusrakennelmia
(Tynjdld 1991, 390). Toisaalta vastaavuus kertoo aineiston tulkinnan kyvysti tulkita
sitd, mitd tutkimuksessa on haluttu tutkia (Pyordld 1995, 13). Tutkijan tulee osoittaa,
ettd juuri hdnen kiyttdminsi tutkimusasetelman ja kohderyhmién avulla voidaan
vastata tutkimuksen kysymyksenasetteluun (Pyorild 1995, 15).

Tilanne ensimmdisen Iuokan oppilaiden matemaattisessa kehityksessd on
muuttunut huomattavasti syksysta: erot ovat pienentyneet ja tapausoppilaamme eivit
vilttdméttd endd erotu niin selkedsti muista. Tutkimuksemme vastaavuuden kannalta
on kuitenkin tirkedd, ettd olemme valinneet tutkimukseemme kolme Iluokan
matemaattisilta taidoiltaan taitavinta oppilasta aineiston keruun alkaessa. Saimme
valintaamme perusteluja monesta eri ldhteesti. Himeenlinnassa lahjakkaiden
oppilaiden tunnistamisessa on kédytetty ns. asiantuntijan menetelméi, jossa arvion
oppilaasta antavat oppilas itse sekd oppilaan vanhemmat ja opettajat. Lopullisen
valinnan kuitenkin tekevit rikastamisohjelmien vetéjat. (Koskinen & Sieppi 1994, 7.)
Asiantuntijamenetelmad kiytettiin myos tdssd tutkimuksessa luotettavuuden
lisdaamiseksi. Lisdksi monipuoliset testistot - laatimamme valintatestisto,
seurantatestit ja koulutulokkaille pidetyt testit - vahvistivat tapausoppilaiden valinnan
oikeaksi.

Erdidni vastaavuuden mittana voidaan pitdd sitd, onko tutkimuksen tuloksilla ja
teoreettisella viitekehykselld yhteyksid (Perdkyld 1997, 212). Analysoimme lasten
matemaattista ajattelua mm. Nunesin ja Bryantin (1996) teorian pohjalta valiten

analysoinnillemme kolme teemaa matemaattisen ajattelun osa-alueiden mukaan.



96

Loysimme lasten ajattelusta eri osa-alueisiin liittyvid piirteitd, jotka on osoitettu
viittaamalla tdmén tutkimusselosteen eri kohtiin .

Arvioitavuus. Toinen laadullisen tutkimuksen luotettavuuteen vaikuttava tekiji on
aineiston analyysin arvioitavuus ja uskottavuus (Pyordld 1995, 13). Arvioitavuus
tarkoittaa sitd, ettd lukijan on mahdollista seurata tutkijan piittelyi ja kritisoida sité.
Uskottavuus kertoo siitd, ettd tutkimusraportin pohjalta on uskottavaa paityi
esitettyihin tulkintoihin. (Pyordld 1995, 16). Arvioitavuutta ja uskottavuutta
lisdtdksemme olemme kayttineet selosteessa paljon suoria lainauksia haastatteluista
ja Matikka-kerhoista.

Tutkimuksen luotettavuuden toteamiseksi on my6s arvioitava tutkimustilannetta
ja sithen vaikuttavia tekijoitd. Tutkijan on otettava huomioon seki ulkoiset vaihtelua
aiheuttavat tekijit ettd tutkimuskohteesta johtuvat tekijat. (Tynjdld 1991, 391.)
Huomasimme tutkimusta tehdessimme esimerkiksi kehittyvimme haastattelijoina,
mikd ndkyi esimerkiksi litteroidessamme lasten alku- ja loppumittausten
strukturoituja  kysymyksid. Teimme tutkimuksen loppuvaiheessa parempia
apukysymyksid, koska osasimme paremmin varautua lasten vastauksiin. Tulkintoja
tehdessimme olemme pyrkineet ottamaan huomioon mahdolliset vaihtelua
aiheuttavat tekijéit mainitsemalla niistd myos tekstissa.

Nauhoitimme ja litteroimme tédsséd tutkimuksessa kaikki haastattelut ja lahes kaikki
Matikka-kerhotapaamiset, koska tutkija ei vélttamittd etukiteen tiedd, mitd
tutkittavana oleva ilmié oikeastaan sisdltdd ja mihin hdn aikoo tutkimuksessaan
keskittyd (Perdkyld 1997, 206). Analysointia ja tulkintoja tehdessimme emme
joutuneet tukeutumaan ainoastaan muistiimme tilanteiden ja tunnelmien
palauttamiseksi mieliin, vaan saatoimme tarvittaessa palata tilanteisiin aina uudelleen
navhoja kuuntelemalla ja lukemalla niistd tehtyjd litterointeja. Ongelmaksi
muodostui kuitenkin se, ettd tapausoppilaat puhuivat melko hiljaisella 4inelld;
varsinkin Leenan puhe kuului nauhalla melko heikosti. Litteroinnissa meitéd auttoi se,
ettd olimme itse olleet osallisina keskusteluissa ja meilld oli puheenvuoroista
muistikuvia. Litterointia tehdessdmme kirjoitimme kaiken nauhalta kuuluvan puheen
muistiin, mutta emme merkinneet tarkasti esimerkiksi lasten miettimistaukojen
pituuksia emmekd &ddnensdvyja. Kuitenkin litterointiteksteistimme  loytyy
mielestimme tutkimuksen ongelmien kannalta relevantteja huomautuksia: “miettii

pitkddn”, “kuin tykin suusta” ja “laskee sormilla”.
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Triangulaatio. Triangulaatio on tutkimusote, jossa kiytetddn useita eri
menetelmii, tutkijoita, aineistoja tai teorioita luotettavuuden lisddmiseksi (ks. esim.
Tynjdlda 1991, 392). Tdlld on merkitystd luotettavuuden kannalta, koska toisen
menetelméin vahvuus on usein toisen menetelmén heikkous (Sandahl 1997, 32).
Tutkimusaineiston koonnissa triangulaatiolla tarkoitetaan erilaisen ja eri tavoin
tilanteesta kootun informaation vastakkainasettamista ja vertailua” (Syrjild ym. 1994,
44). Erlaisten kvantitatiivisten ja kvalitatiivisten esimerkkien avulla (esim.
testitulokset ja puhe) voidaan saada erilaista tietoa samasta asiasta. Jos eri
tiedonlédhteet tuottavat saman tuloksen, johtopétos on luotettavampi (Arnold, 1998,
22).

Triangulaatiota on myos kahden tutkijan osallistuminen tutkimukseen: molemmat
kisittelevit aineistoa samoihin sddntdihin nojautuen ja lopuksi verrataan tuloksia
(Pyorala 1995, 15). Kédytidnnossd uskottavuutta koetellaan tutkijoiden ja tutkimukseen
osallistuneiden kesken kiytdvissd keskusteluissa, joissa pohditaan aineistoon
pohjautuvia havaintoja ja tulkintoja (Pyorédld 1995, 15 - 16).Tédssd tutkimuksessa
olimme molemmat tutkijoina ldhes jokaisessa tutkimusvaiheessa. Keskustelimme
paljon ja pohdimme yhdessi saatuja tuloksia ja niiden merkityksid. Toimme erilaisia
ottamaan huomioon niin lasten, vanhempien kuin opettajankin mielipiteet ja
havainnot kisiteltdvistd asioista ja analysoimme ndiden merkitystd tutkimuksen
kokonaisuuden kannalta.

Oppilaiden valinta tdhdn tutkimukseen nojautui triangulaation periaatteen
mukaisesti useisiin eri ldhteisiin. Kaikki kayttimdmme valintakriteerit tukivat
toisiaan, joten valintamenetelmien voidaan katsoa olevan luotettavia ja tutkimukseen
osallistuineiden oppilaiden siten edustavan tapausluokan taitavimpia oppilaita.

Siirrettavyys. Laadullisessa tutkimuksessa puhutaan tulosten siirrettavyydesti
yleistettavyyden sijasta. Tutkimustulosten siirrettdvyydelld arvioidaan, miten hyvin
tutkittu ympéristd ja sovellusympiristd vastaavat toisiaan. Tutkijan tulee kuvata
aineistoaan ja tutkimustaan riittdvésti, jotta Jukija voi pohtia tulosten soveltamista
toisiin ympdéristoihin. (Tynjila 1991, 290.) Téssd tutkimuksessa olemme pyrkineet
tihin kuvailemalla mahdollisimman tarkasti tutkimuksen kulkua, tutkimukseen
valittujen lasten taustoja sekd heidédn ajattelunsa piirteitd. Uskomme tutkimustulosten

olevan siirrettdvissi my6s muihin matemaattisesti taitaviin lapsiin. Jokaisella
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luokalla on todennikoisesti vihintddn yksi vaativampia matemaattisia haasteita
kaipaava lapsi. Lapsen kykyjen tunnistamisessa ja hinen ajattelunsa kehittdmisessi

opettaja voi mielestimme soveltaa tdimén tutkimuksen tuloksia.
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7 MAATA NAKYVISSA - Tutkimuksen merkitysti pohtimassa

Tutkimme koulunsa juuri aloittaneita matemaattisesti taitavia oppilaita, koska
olemme molemmat erikoistuneet alkuopetukseen. Halusimme tutkimuksen avulla
saada kokemuksia ja tietoja, kuinka opettaa matematiikkaa kullekin lapselle hinen
omien kykyjensd mukaisesti. Merkityksellistd on tiedostaa oppilaiden erilaiset
tarpeet, koska lapsien viliset taitoerot ovat alkuopetuksessa  suuret.
Oppimisongelmista kirsivien lasten erityisopetus on usein hyvin jirjestettyd
maassamme, joten halusimme tdssd tutkimuksessa keskittyd taitavien lasten
opetuksen kehittdmiseen. Oppiaksemme tunnistamaan matemaattisesti taitavan
lapsen heterogeenisestd ryhméstd keskityimme lapsen ajattelun tutkimiseen.
Luokittelimme tutkimuksen tulokset Nunesin ja Bryantin (1996) matemaattista
ajattelua  kdsittelevdn teorian mukaisesti matemaattisloogiseen  ajatteluun,
matemaattisten késitteiden ja symbolien hallintaan sekd tarkoituksenmukaiseen
toimintaan eri tilanteissa.

Tutkimukseen osallistuneet oppilaat tyoskentelivdt hyvin itsendisesti ja
sinnikkédsti. Lasten ajattelu oli usein kriittistd, mikd motivoi heitd etsimién
perusteluja  ratkaisuilleen. Loogiseen ajatteluun pyrkiminen n#kyi myos
sadnnonmukaisuuksien  l0ytdmisend.  Oppilaat  kykenivdt  muodostamaan
konkreettisista esimerkeistéd yleisid matemaattisia sédnt6jd sekd osittain soveltamaan
niitd uusiin tilanteisiin. Abstraktein mairitelmd, jonka lapset konstruoivat, koski
summan parillisuutta.

Matemaattisesti taitavan lapsen kohdatessaan opettaja kiinnittdd yleensi
ensimmdisend huomiota oppilaan vahvoihin aritmeettisiin taitoihin, jotka ovat
osoituksena matemaattisten késitteiden ja symbolien hallinnasta. Tdhé4n tutkimukseen
osallistuneet oppilaat kykenivdt yhdistelemdsin ja osittelemaan yhteen- ja
vihennyslaskua eri tavoilla laajalla lukualueella. He ymmaérsivat myds kerto- ja
yhteenlaskun vilisen yhteyden ja hallitsivat monipuolisesti matemaattisia kisitteita.
Lisdksi oppilaat késittelivit lukuja  sujuvasti erilaisissa laskuissa ja
ongelmatehtivissi.

Tarkoituksenmukainen toiminta eri tilanteissa nidkyi oppilaiden pyrkimyksend

ratkaista ongelmatilanteita mahdollisimman taloudellisesti. Ratkaisuun p#iseminen
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vaati yleensd systemaattista kokeilua ja epdolennaisten vaihtoehtojen eliminoimista.
Tarkoituksenmukaista toimintaa oppilaat harjoittelivat RATKO-
ongelmanratkaisumenetelmin avulla (ks. Allen & Allen 1998).

Saamiemme tutkimustulosten perusteella tutkimukseen osallistuneet lapset ovat
Piaget’'n teorian mukaan konkreettisten operaatioiden vaiheessa. Lapset tarvitsevat
ajatte]lunsa tueksi konkreettista materiaalia, jonka avulla he pystyvit operoimaan
vaativillakin abstrakteilla kisitteilld. Tamin tutkimuksen matemaattisesti taitavat
oppilaat olivat kouluun tullessaan selvisti matemaattisessa ajattelussaan
kehittyneempid kuin luokkatoverinsa, mikd ilmenee myds verrattaessa heiddn
tuloksiaan Malisen (1980, 1992) tutkimusten tuloksiin. Niiden perusteella nimi
kolme ensimmaisen luokan oppilasta nayttdisivit olevan useilla eri matemaattisilla
osa-alueilla 3. - 4. luokan oppilaiden tasolla. Aiheellista onkin kysyi, mitd annettavaa
alkuopetuksen matematiikalla on tutkimukseen osallistuneiden lasten Kkaltaisille
oppilaille. Tdamin tutkimuksen tulosten perusteella on mielestimme selviid, ettd
opettaja ei kykene tarjoamaan heille haasteita ilman asian tiedostamista ja siihen
paneutumista. Ratkaisuehdotuksina téhén ristiriitaan kdytimme ongelmanratkaisua ja
eriyttimistd. Lasten taitotasoon mukautettuna ongelmanratkaisu ja eriyttiminen
ndyttivit onnistuneilta ratkaisuilta, koska ne tulosten perusteella antoivat lapsille
mahdollisuuden kehittidi ajatteluaan ja oppia uusia matemaattisia taitoja.

Mielestamme tdmin tutkimuksen merkitystd korostaa se, etti matemaattisesti
taitava lapsi ei ndytd olevan harvinainen ilmid. Loysimme Normaalikoulun
tavallisesta 15 oppilaan luokasta kolme matemaattisesti taitavaa lasta, joten
todennédkodisesti  jokaisessa  keskikokoisessa luokassa on  vihintddn  yksi
matemaattisesti taitava oppilas. Kolmen tapausoppilaan ajattelun pohjalta emme voi
vetdd johtopdidtoksid kaikkien matemaattisesti taitavien 7-vuotiaiden lasten
ajattelusta. Meilld ei ole varmuutta siitd, ettd tutkimuksen tulokset olisivat
samanlaisia laajassa matemaattisesti taitavien lasten joukossa. Perdkyld (1995, 48)
puhuukin distributiivisen yleistdmisen sijasta mahdollisuuden yleistettdvyydesti, joka
sopil mielestimme myos tdmédn tutkimuksen tuloksiin. Vilttdméttd kuvaamamme
matemaattisesti taitavan lapsen ajattelu ei ole yleisti ja levinnyttd, mutta se voi olla
mahdollista: 7-vuotiaalla matemaattisesti taitavalla oppilaalla saattaa olla
ajattelussaan samoja piirteiti kuin tapausoppilailla téssa tutkimuksessa. Niinpéd tdmén

tutkimuksen tuloksia voidaan soveltaa harkiten myds toisenlaisissa konteksteissa.
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Matikka-kerhon ideoimis-, suunnittelu-, toteutus- ja arviointivaiheet opettivat
meille, ettd opettajalla tulisi olla aikaa lapsen yksilolliseen kohtaamiseen ja
kuuntelemiseen. Opettaja aliarvioi helposti lapsen kyvyt idn tai esimerkiksi jonkin
kehityksen osa-alueen perusteella. Opettajan tdytyisi antaa lapselle tarpeeksi
haastavia tehtédvié, jotta lapsella olisi mahdollisuus itsensé ja opettajan yllittimiseen.

Tutkimuksemme tulokset herittidvdt pienen huolen, kuinka kykenemme
tulevaisuudessa antamaan riittdvan haasteellisia ja kehittdvid tehtdvid matemaattisesti
taitaville lapsille. Opettajan tdytyy vanhempien avulla ottaa vastuu lapsen kykyjen
huomioon ottamisesta ja kehittdmisestd. Feldhusen (1992) nostaa kuitenkin myos
lapsen oman vastuun tdrkedksi ndkokulmaksi. Hidnen mukaansa vastuu on
padsddntOisesti taitavalla lapsella itsellddn: hidnen tdytyy itse tunnistaa kykynsi ja
osata hyodyntdd niitd. Lapsen tulisi myos asettaa itselleen omat henkilkohtaiset
tavoitteensa, jotka saavuttaakseen hénen pitdisi kayttdd omia erityiskykyjdan.
(Feldhusen 1992, 92.) 7-vuotias lapsi tarvitsee kuitenkin vield paljon ohjausta
kehittddkseen omia metakognitiivisia taitojaan: opettajan tulee ohjata lasta
itsendiseen tavoitteenasetteluun ja omien kykyjen tunnistamiseen seké kiyttamiseen.

Tyoeldmain kohta siirtyvind opettajina olemme tyytyvéisid tutkimuksen antamiin
valmiuksiin ja kokemuksiin. Olemme paljon rohkeampia antamaan taitaville lapsille
vaikeitakin tehtédvid ja lJuotamme heidédn kykyynsé ratkaista niitd. Uskallamme antaa
lapselle tilaa miettid ja pohtia ratkaisua, vaikka se vaatisikin héneltd paljon. Olemme
tutkimuksen aikana n#hneet, miten taitavasti jo ensimmdiisen luokan oppilas voi
ratkaista matemaattisia ongelmia, joiden vastaantulemista he saisivat tavallisessa
kouluopetuksessa turhaan odottaa monen kouluvuoden ajan. Kuitenkaan yhdenk&in
edellytykset, vaikka opettajan tyomidrd kasvaisikin. Lapsen iloinen asenne ja
ponnistelun tuottama mielihyvi ovat paras palkinto tyhonsd haasteena suhtautuvalle

opettajalle.
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Liite 1: Eriyttavit tehtivit

Tangram -tehtdvien (Martschinke 1990) idea on peittdd erilaisia kuvioita tietyilld
pienemmilld geometrisilla kuvioilla. Oppilaille tehtiin tangram-pussit ja seitsemin
pientd kuviota, jotka tarvittiin jokaisessa tehtdvidssi. Oppilaat tekivdt tangram-
tehtivid vaikeutuvana sarjana aloittaen helposta ja edeten omaa tahtiaan vaikeampiin
tehtédviin. Tangram-tehtivit kehittavat hahmottamiskykya seka

ongelmanratkaisutaitoja.

Voittorivissd (Pehkonen & Pehkonen 1993, 30 — 31) pelilautana toimii ruudukko,
Jossa on eri lukuja. Ruudukon alapuolella on toiset luvut, joista oppilaan tehtdvina on
muodostaa laskuja siten, ettd hin saa tulokseksi jonkun ruudukossa olevan luvun.
Tédmin ruudun oppilas saa vallata. Tarkoituksena on saada vallattua ruudukosta
kolmen ruudun rivi. Tehtdva kehittdd loogista ajattelua valloituksia suunniteltaessa,

aritmeettisia taitoja sekd lukujen hajottamista sopivia laskuja keksittdessa.

Suuressa hevoskilpailussa (Pehkonen 1998, 88 - 89) oppilas valitsee itselleen
hevosen, joka saa numeron 1-12. Pelissid heitetddn kahta noppaa, joiden summan
osoittama hevonen saa edetd yhden askeleen. Pelin tarkoituksena on varmentaa

yhteenlaskutaitoja ja auttaa niiden automatisoitumista.

Erilaiset palikkatehtdvdt olivat osa geometrian jaksoa. Oppilaat rakensivat pareittain
tiettyja kappaleita suullisten ohjeiden mukaan, kokosivat eri muotoisista palikoista

kappaleita konkreettisen mallin mukaan ja kirjallisen ohjeen mukaan.
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Liite 2: Valintatesti 1
Nimi:

1.

g 4
§§40>§

Lapset jakavat karkit tasan. Kuinka monta karkkia jokainen saa?

karkkia.
SO n 0
0, ®
® ®

Lapset jakavat rahat tasan. Kuinka monta markkaa jokainen saa?
markkaa.

3. 242= 3-2=
443= 8-4=
1+8+1= 7-2-4=

4. 13-5= 14-2-1=
13- =9 15-9=
18-2-4= 12- =3

5. Taydenna. (vrt. Himaldinen, Pesonen & Nyholm 1994, 4)

29, 30, 31, 87, 86, 85,

44, ,46,47 91, , 89, 88

68, 69, , 71 31, 30, , 28
,61,62,63 , 19,778,771

Lisdtehtidvd: Kuinka monta paria tulee 15 oppilaasta?

paria
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Liite 3: Valintatesti 2

Nimi:

1.

2. T+2= 40+10=
15+3= 2549=
35+4= T8+7=

3. 9-5= 60-10=
18-6= 53-8=
27-1= 81-6=

4. Miki on seuraava? (Hamaildinen ym 1993, 110)

O0O 000 O0O000OO

HI::>U<?—‘:J

5. Kirjoita luvut pienimmésta suurimpaan. (vrt. Himéldinen ym. 1994, 33)

\ 23
A5 2 N

(jatkuu)



6. Kuinka monta palikkaa? (vrt. Rikala ym. 1993, 90)

7. 18+2+3=

=

L/

4649+5=

T7+6-2=

8. 2x3=
4x 1=

(Liite jatkuu)

66-3-3=

MNEANAN
NN N\
AN
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85-13-3

100-8-9

Il

3x10=

8 x 5=

(jatkuu)
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(Liite jatkuu)

Pidssilaskut toiseen valintatestiin

1. Karilla on 13 markkaa rahaa. Juhalla on 8 markkaa vihemmin. Kuinka monta
markkaa Juhalla on?

2. Tikkari maksaa 4 markkaa. Eijalla on rahaa 14 markkaa. Kuinka monta tikkaria
Eija voi ostaa?

3. Leenalla on 75 markkaa. Kuinka monta markkaa puuttuu sadasta markasta?

4. Pekka osti puseron, joka maksoi 75 markkaa. Kalle osti housut, jotka maksoivat 4
markkaa enemman. Kuinka paljon Kallen housut maksoivat?

5. Liisalla oli 19 markkaa ja Leenalla 12 markkaa. Kuinka paljon vihemmin Leenalla
on rahaa?

6. Kaisalla on rahaa 7 markkaa ja Katariinalla 12 markkaa. Kuinka paljon rahaa heilld

on yhteensi?



Liite 4: Valintatestien tulokset

Esitestaus kenttikoulun ensimmaisessi luokassa 18.9.1998

Tulokset

Taneli
Tiina
Jediitta
Anni

Jyri
Emilia
Karoliina
Tero
Minta

Janika
Niko
Heidi
Tuuli
Johanna
Sakari
Mira
Keskiarvo

Tulokset tutkimusluokassa

Poika 1
Leena
Janne
Kimmo
Poika 2
Poika 3
Tytto 1
Tytto 2
Tytto 3
Tytto 4
Tytt6 5
Tytto 6
Poika 4
Poika 5
Tyttdo 7
Keskiarvo

21+1
21
18
18
17
16
14 +1
14
12

11

= NN A0

20
19
18+1
18+1

18

16+1
15
15+1

— NN~ A 0

(jatkuu)
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(Liite jatkuu)
Tulokset tehtédviatyypeittéin:
K= kenttikoulu, T= tutkimusluokka

1. tehtdvi: Helpompi ongelmanratkaisutehtava
keskiarvo 1/1 (K) 0,87/1 (T)
2. tehtévd: vaikeampi ongelmanratkaisutehtidvi
keskiarvo: 0,25/1 (K) 0,4/6 (T)
3. tehtdvd: Yhteen- ja vihennyslaskua lukualueella O - 10
keskiarvo 4,75/6 (K) 4,33/6 (T)
4. tehtivd: Vihennyslaskua lukualueella O - 15, myds kymmenylitys
keskiarvo: 2,125/6 (K) 2,47/6 (T)
5. tehtdva: Lukujonotehtédvi lukualueella 30 - 100
keskiarvo 4/8 (K) 3,73/8 (T)

Tapausoppilaiden pisteet tehtévittdin

Tehtavat 1 2 3 4 5
Kimmo 1 1 4 5 7
Leena 1 | 6 5 6
Janne 1 1 5 5 6
Max 1 1 6 6 8

Toisen valintatestin tulokset

2. Testi (max. 38)

Janne 33
Leena 30
Kimmo 28
Poika 3 25
Poika 2 25

Poika 1 23

(jatkuu)



1. tehtidva: Paassadlaskuja

. tehtdvé: Yhteenlaskua lukualueella 10 — 90

. tehtdvd: Vihennyslaskua lukualueella O — 80

. tehtdva: Jatka mallin mukaan.

. tehtdva: Luvuilla sarjoittaminen lukualueella 50 - 200
. tehtdva: Avaruudellinen hahmoittaminen

. tehtdvi: Yhteen- ja vihennyslaskua lukualueella 20 — 100

0 N N R WD

. tehtiva: Kertolaskua lukualueella O - 40

Pisteet tehtavittiin

Tehtiviit 1 2 3 4 5 6 7 8
Kimmo 5 5 4 3 4 2 2 3
Leena 5 6 6 3 4 1 2 3
Janne 5 6 6 1 4 3 4 4
Max 6 6 6 3 4 3 6 4
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(Liite jatkuu)



119

Liite 5: Toinen seurantatesti

(vrt. Salonen ym. 1994)

MATEMAATTINEN AJATTELU

Néilld tehtdvilld pyritddn selvittdimain 1. luokan oppilaiden matemaattisloogisen
ajattelun taitoja, lukujonotaitoja ja aritmeettisia taitoja. Tehtidvit esitetisin koko
luokalle yhtd aikaa luokkatehtidvind. Tehtdvit on vaikeutuvaksi sarjaksi ja niiden
tarkoitus on erotella oppilaiden taitotasoa. Kaikkien oppilaiden ei siis ole tarkoitus
osata kaikkea. Kestoltaan tehtdvdsarja vie korkeintaan yhden matematiikan
oppitunnin.

Tarvikkeet:

- opettaja: suullisten tehtdvien ohjeet, kuvakalvot ja magneettinapit (24 kpl)
(Magneettinappien puuttuessa joitain muita keskeniin samanlaisia
kuvioita, jotka voi kiinnittds taululle.)

- oppilas: vastauspaperi ja kyni

Matemaattislooginen ajattelu

1. Norsutehtivi (Transitiivinen piittely)

“Kuulet seuraavaksi arvoituksen kolmesta kyndstd. (Opettaja niyttda kalvolta kyniit.)
Sininen kynd on pidempi kuin punainen kynd, ja sininen kynd on lyhyempi kuin
vihred kynd. Kumpi on lyhyempi, punainen vai vihred kyni? Jos punainen kynd on
lyhyempi, merkitse ympyrd O ja jos vihred kynd on lyhyempi, merkitse rasti X.”

2. Kissatehtdvéd (Lukumaéiran siilyvyys)

Opettaja jirjestdd 24 magneettinappia kahdeksi riviksi taululle. “Nyt voit laskea
ndmd magneettinapit.” Opettaja ryhmittelee alarivin 12 nappia kolmeen neljan
magneettinapin ryhméaén ja kysyy: “Onko tdssd rivissd yhtd monta magneettinappia
kuin yldrivissd? Jos on niin merkitse ympyrd 0, jos ei ole, niin merkitse rasti .”

3. Sammakkotehtavi (Luokkainkluusio)

“Tdssd ndet joukon eldimid. (Opettaja niyttdd kalvon.) Siind on 15 kissaa ja 6
koiraa. Kumpia on enemmdn, kissoja vai eldimida? Jos kissoja on enemmdin, merkitse
ympyrd O ja jos eldimid on enemman, merkitse rasti X.”

4. Valastehtédva (Pitidva péittely)

“Téssd ndet sinisen, punaisen ja vihredn karkkipussin. (Opettaja niyttdd kalvolta
kuvan.) Sinisessd ja punaisessa on yhtd monta karkkia. Liisa ottaa niistd
kummastakin yhtd monta karkkia ja pistid ne vihreddn karkkipussiin. Kummassa on
enemmdn karkkeja, punaisessa vai sinisessd, vai onko niissd yhtd paljon karkkeja?
Jos punaisessa on enemmdn, merkitse ympyrd 0, jos sinisessd on enemmdn, merkitse
rasti X ja jos niissd on yhtd paljon, merkitse yhtd suuri kuin —merkki =.” (Opettaja
ndyttdi merkit kalvolta.)

(jatkuu)
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Lukujonotaidot

Eteenpéin

1. Minkd luvun saat, kun lasket neljd eteenpdin seitsemdsti? Merkitse se kukan
kohdalle.

2. Minkd luvun saat, kun lasket kuusi eteenpdin 18:sta? Merkitse se sienen
kohdalle.

Taaksepdin

1. Minkd luvun saat, kun lasket kuusi taaksepdin yhdeksdistd? Merkitse se saappaan
kohdalle.

2. Minkd luvun saat, kun lasket neljd taaksepdin 13:sta? Merkitse se luun kohdalle.

Aritmeettiset taidot

“Laske nyt kaikki osaamasi yhteen- ja vihennyslaskut, joita paperilla on.”



Liite 6: Seurantatestien tulokset tutkimukseen osallistuneilla oppilailla
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Seurantatestit Kimmo leena Janne max  ka
1. testi 20 19 19 20 16,9
2. testi 19 19 21 24 14,6
3. testi 18 19 20 24 15.1
57 57 60 68 46,6
Matemaattis-looginen ajattelu
Osa-alue Kimmo Ieena Janne max
Joukkojen vertailu | 1 1 1
Transitiivinen péittely 3 3 3 3
Lukumaéérin sédilyvyys 2 2 2 2
Luokkainkluusio 3 2 2 3
Pitavi paittely 2 2 2 2
Pituuden pysyvyys 1 1 0 1
12 11 10 12
Testi Kimmo Leena Janne max. ka
1. testi 4 3 3 3,3
2. testi 4 4 4 33
3. testi 4 4 3 2.5
12 11 10 12
Lukujonotaidot
Testi Kimmo leena Janne max. ka
1. testi 4 4 4 3,8
2. testi 3 4 4 4 3,1
3. testi 4 4 4 29
11 12 12 12

(jatkuu)
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(Liite jatkuu)

Aritmeettiset taidot

Osa-alue Kimmo Leena Janne max. ka
Lukualue 0-5 4 4 4 4 39
Lukualue 0-10 8 8 8 8 7,4
Lukualue 10-20 3 4 4 4 2,9
Kymmenylitys 12 12 12 12 8,25
Aukkotehtidvi 6 6 7 8 39
Kaksinum. luvuilla laskeminen 1 0 3 8 0,7

34 34 38 44

Testi Kimmoileena Janne max. ka
1. testi 12 12 12 12 9,8
2. testi 12 11 13 16 83
3. testi 10 11 13 16 9,6

34 34 38 44
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Liite 7: Kirje vanhemmille

Hyvi kotiviki

Olemme opettajankoulutuslaitoksen 4. vuosikurssin opiskelijoita ja teemme pro
gradu -tutkielmaamme ensimmdéisen luokan matematiikasta. Marras-joulukuussa
olemme paittSharjoittelussa Normaalikoululla. Keskitymme harjoittelussa erityisesti
matematiikan opetukseen.

Syksyn aikana olemme tehneet kartoitusta lc-luokan matematiikan taidoista.
Testit ovat mitanneet 1. luokan aikana saavutettavia matemaattisia taitoja. Teidén
lapsenne on menestynyt testeissd keskim@ddrdistd paremmin ja osoittanut
matematiikkaan suuntautuneisuutta selviten ensimmdisen luokan matematiikan
asioista jo ndin lukuvuoden alkuvaiheessa. Tarkoituksenamme olisi paittoharjoittelun
aikana antaa matematiikassa taitaville oppilaille mahdollisuus haasteellisempiin
tehtdviin kehittddksemme edelleen heiddn matemaattista ajatteluaan. Kaytinnossi
timi olisi mahdollista toteuttaa koulukerhotoimintana, johon osallistuisi kolme
oppilasta. Opettaja ehdotti koulukerhoajoiksi keskiviikkoa klo 12-13 ja perjantaita
klo 8-9, mikili ne sopivat teille eikd ne aiheuta yliméadriisid jirjestelyjd. Olemme
keskustelleet kerhosta Kimmon, Leenan ja Jannen kanssa ja suunnitelleet hieman,
mitd voisimme kerhossa tehdi. Monipuolisten toimintojen ja tehtdvien avulla
pyrimme  kehittimdin lapsen  ongelmanratkaisutaitoja ja  vahvistamaan
peruslaskutaitoja.

Tutkimustamme varten haluaisimme videoida opetustilanteita ja haastatella lapsia
heiddn matematiikkaan liittyvistd kokemuksistaan. Tdhdn kaikkeen tarvitsemme
kuitenkin teiddn lupanne. Mahdollisuuksien mukaan haluaisimme myds haastatella
teitd lapsenne matematiikan opetuksesta ja oppimisesta.

Jos teilld on kysyttivéa tutkimuksestamme, ottakaa meihin tai opettajaan yhteytts;
vastaamme mielellimme. Tarkempia tietoja koulukerhosta saatte lokakuun lopussa.
Pyyddmme, ettid palauttaisitte allaolevan lomakkeen mahdollisimman pian lapsenne
mukana kouluun.

Kiitos!
Mari Peltokangas (puh. 273583)
Maaret Ruuskanen (puh. 050-3551318) (jatkuu)
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Lapsen nimi:

Lapseni saa osallistua koulukerhoon ja tutkimukseen.
Olen itse kaytettdvissd haastatteluun tutkimusta varten

(Kirjoitathan tdssé tapauksessa yhteystietosi alle).

Muita toiveita tai huomioitavaa;

Huoltajan allekirjoitus

Puhelinnumero:

Osoite:




Liite 8: Vanhempien haastattelurunko 1

1. Koulukerhosta ja tutkimuksesta kertominen
Mitd mieltd olet?
Milti tuntuu?

Miti toiveita?

2. Kodin asenne matematiikkaan
Omat koulukokemukset matematiikasta
Missd matematiikkaa tarvitaan?

Onko matematiikka tirkedd? Miksi?

3. Lapsen matemaattinen suuntautuneisuus
Oliko kutsu Matikka-kerhoon yllitys?
Onko matemaattinen taitavuus ilmennyt kotona ja jos on niin milloin?
Mista lapsen matemaattinen taitavuus johtuu?
Harrastetaanko/opetetaanko kotona?
Missi lapsi on oppinut matematiikkaa?

Onko lapsi ollut esikoulussa?

4. Lapsen asenne matematiikkaan
Kertooko lapsi mielelldan koulupidivén tapahtumista?
Kertooko lapsi matematiikan tunneista kotona? Jos kertoo, niin mitd?
Tekeekd mielelldan tehtivia?
Misti lapsi aloittaa ldksyjen teon?

Lapsen suhtautuminen koulukerhoon etukiteen
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Liite 9: Matikka-kerhon tavoitteet ja kokonaissuunnitelma

10 tuntia
Keskiviikkoisin 11.11.-9.12. klo12-13 ja perjantaisin 13.11. - 11.12. klo 8-9

Tutkimusongelma:
Miten RATKO-ongelmanratkaisumenetelmé soveltuu ensimmaisellid luokalla olevien

matemaattisesti taitavien lasten matematiikan oppimiseen?

Kokonaistavoitteet:
1) Ongelmanratkaisu- ja péittelytaidot
Lapsen matemaattisen ajattelun kehittiminen:
* Lapsi oppii kertomaan ajatteluprosesseistaan ja paittelynsi tuloksista.
* Lapsi tulee tietoiseksi siitd, miten hin ajattelee ja ratkaisee tehtivii.
* Lapsi tutustuu yksinkertaistettuun RATKO-ongelmanratkaisumenetel-
maédn: Rajaa, Arvioi, Tutki, Keksi, Onnistuitko? ja oppii kidyttimiin siti.
(Sovellettu Allen & Allen (1998): Nalle Puh ja Ongelmanratkaisutaito)
2) Aritmeettiset taidot
Peruslaskutoimitusten automatisoituminen ja lukualueen laajentaminen.
3) Lapsi saa tasoaan vastaavia tehtdvid ja hénen pitkdjénteinen pohdintansa palkitaan

onnistumisen eldmykselld ja ohjaajien antamalla myonteiselléd palautteella.

1. kerta 11.11.

Keksi lasku -peli
- peruslaskutoimitusten automatisoituminen, hoksaaminen

- laskutoimitusten tuottaminen
Lasten matemaattisen ajattelutason alkumittaus (Malinen)

2. kerta 13.11.
Maaginen lukulinko
- tutustuminen RATKO:on
- pédttelytaidot, hoksaaminen
- laskutoimitusten tuottaminen ja soveltaminen

3. kerta 18.11.
Omat numeromerkit (symbolikuvat)
- RATKO:n soveltaminen
- paittely
- 4dneen selittdminen (jatkuu)



- ongelmanratkaisutaidot
- ongelman tuottaminen

4. kerta 20.11.
Tulitikkutehtavét
- RATKO:n soveltaminen
- hahmottaminen
- kokeilun kautta ongelmanratkaiseminen
- pitkdjannitteisyys
Ongelmakolmiot
- hoksaaminen ja kokeileminen
- itsendinen ongelmanratkaisu
- hahmottaminen

5. kerta 25.11.
Rajaa- vaiheen tehtavit
Tulitikkutehtivit jatkuu

6. kerta 27.11.
Erilaisia lukukolmioita ja -pyramideja
- peruslaskutaitojen varmentaminen

- paittely, kokeilun kautta oikean tuloksen 16ytdminen

- ongelmanratkaiseminen RATKO:n avulla

7. kerta 2.12.

Matemaattinen temppu tikuilla
- RATKO:n soveltaminen
- paittely

8.kerta 4.12.
Kuka kukin on? -ongelmia

- RATKO:n soveltaminen

- ongelmanratkaisutaidot
Kymppipulma

- ongelmanratkaisu

- systemaattinen kokeileminen

- laskutoimitusten automatisoituminen
Laskumonisteita

9. kerta 8.12.
Matematiikkagolf

- laskutoimitusten automatisoituminen
Sammakot

- itsendinen ongelmanratkaisu

- paittely ja kokeileminen

10. kerta 9.12.
Onnenluku
- Ongelmanratkaisutaidot
- Todistamistekniikan harjoittelua
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(Liite jatkuu)
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Liite 10; Kerhotehtivit

Keksi lasku -peli (Pehkonen & Pehkonen 1993, 22 - 23) Pelin tarkoituksena oli
peruslaskutoimitusten varmentaminen ja hoksaaminen. Samalla saimme késityksen
oppilaiden aritmeettisista taidoista isommillakin lukuilla seki kertolaskuperiaatteen
hallinnasta. Pelin luvut olivat lukualueella 0 - 100. Keksi lasku -pelissi tarkoituksena
on keksid lasku, jonka vastaus on valmiiksi annettu. Vaikeutimme pelid siten, ettd

oppilaat joutuivat keksiméin yhteenlaskujen liséksi myos vahennys- ja kertolaskuja.

Taikamasiina (ks. Putkonen, Sinneméiki & Raitanen 1992, 13). Taikamasiinan avulla
oli  tarkoitus tutustua = RATKO-ongelmanratkaisumenetelmiin,  vahvistaa
peruslaskutoimituksia sek# auttaa oppilaita hoksaamaan erilaisten laskutoimitusten
merkityksen laskutehtivissd. Taikamasiinan ideana oli, ettd kartongista rakennettuun
taikamasiinaan syotettiin luku, joka muuttui koneessa toiseksi luvuksi. Oppilaiden
tehtidvina oli keksid, mitd luvulle on koneessa tapahtunut. Koneeseen laitettiin uusi
luku niin monta kertaa, ettd oppilaat keksivit sddnnénmukaisuuden, joka kaikille
syotetyille luvuille tapahtui. Lopuksi tarkastettiin vield vidhintddn yhdelld luvulla
oliko péitelmé ollut oikea. Laskutoimituksia, joita kone teki luvuille, olivat muun

muassan+5,nx2jan-12.

Oudot numerot eli symbolimerkit (ks. Putkonen ym. 1992). Oudot numerot
tarkoittivat tdssé tehtdvissa erilaisia symbolimerkkejd (esim. sydén, kolmio ja pilvi),
jotka oli annettu numeroille 1 — 10. Symbolimerkeilld oli laskettu erilaisia laskuja,
joista oppilaan piti pditelld, mikd merkki vastaa kutakin numeroa. Apuna téssi oli
vastauslomake, johon oppilas sai merkitd vaiheittain saamiaan tuloksia. Tehtdvid
vaikeutti se, etti ensimmdisen laskun ratkaistuaan oppilaalle jdi vield monia
vaihtoehtoja laskussa oleville symboleille. Vasta viimeisissd 8. tai 9. laskussa

kaikkien symbolien merkitykset vahvistuivat.

(jatkuu)
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Tulitikkutehtivat (Karilas 1962, 403 - 429). Tulitikkutehtivien tarkoituksena oli
soveltaa ~RATKO-ongelmanratkaisumenetelmidd  sekd  kehittdd  oppilaiden
hahmottamiskykyd, ongelmanratkaisutaitoja ja  pitkdjénteistd  tyOskentelyd.
Viistamittd se kehitti myos lasten hienomotoriikkaa. Ennen tulitikkutehtdvin
konkreettista ratkaisuyritystd oppilaan tehtdvand oli arvioida piirtdmalld paperille,
millainen lopullinen ratkaisu mahdollisesti olisi. Tamén jdlkeen oppilas sai tehdi
tulitikuista alkukuvion ja yrittia ratkaista tehtdvan. Lopuksi vastausta ja omaa arviota

verrattiin keskeniin.

Ongelmakolmiot (Karilas 1962, 269) Ongelmakolmiot perustuvat Karilaksen kirjassa
olevaan tehtdvédin, mutta kolmiot ja aluslevy on tehty kovalevystd kappaleiden
kiasittelyn helpottumiseksi. Tehtidvédn tavoitteena on kehittdd hamotuskykyd sekd
kannustaa oppilaita hoksaamiseen ja kokeilemiseen. Tehtdvin tarkoituksena on
peittdd kahdeksalla pienelld kolmiolla isompi nelikulmio. Tehtdvdd helpottaa
huomattavasti, jos oppilas ymmirtad symmetrian késitteen ja osaa soveltaa sitéd

kaytintoon.

Laskukolmiot ja -pyramidit (vrt. Pehkonen 1998, 14 - 15). Tehtévien tavoitteena on
peruslaskutoimitusten varmentaminen, pédttely ja kokeilemisen kautta oikean
tuloksen l16ytdminen. Jotkut tehtédvisti tuottivat erilaisia ratkaisuja sen mukaan, mitki
luvut oppilas valitsi aluksi. Niin oppilaat saattoivat huomata, ettd oikeita ratkaisuja
ongelmiin voi olla useita. Valituista luvuista johtuen joihinkin tehtéviin tuli

laskemista negatiivisilla luvuilla, miti taitoa samalla harjoiteltiin.
Kuka kukin on? (Putkonen ym. 1992, 39). Tehtivan tavoitteena oli kehittda

oppilaiden paittelykykyd ja loogista ajattelua. Tehtividssd on henkildiden kuvia ja

sanallisia vihjeitd, joiden perusteella tiytyy péatelld kuka kukin on.

(jatkuu)
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Yhdeksdn reidn matematiikkagolf (Putkonen ym. 1992, 27) Pelin tavoitteena oli ottaa
esille uusia kasitteitd: summa, erotus ja tulo sekd merkit pienempi kuin (<) ja
suurempi kuin (>). Lisédksi harjoiteltiin peruslaskutoimituksia. Tehtdvissi annettiin
ehtoja kahden heitettidvén nopan silméaluvuille (esim. Noppien lukujen summa < 7 tai
noppien lukujen summa on parillinen luku). Noppia tuli heittdd niin monta kertaa,

ettd annetut ehdot tayttyivit.

Kymppi-pulma ( Pehkonen 1998, 20 - 21) Kymppi-pulman tarkoituksena on
varmentaa péissdlaskua pienilld kokonaisluvuilla sekid harjoitella systemaattista
kokeilua. Siten oppilaiden pitkéjinteinen tyoskentely ongelmien parissa myos
harjaantuu. Kymppipulmassa oli nelja kartongista tehtyd noppaa, jossa jokaisella
sivulla pisteitd yhdestd neljdan. Tarkoituksena oli rakentaa nopista ensin torni, jossa
yhdelld sivulla noppien silméluku on kymmenen. Téamén jilkeen tehtdvind on saada
tornin kahdelle sivulle, sitten kolmelle ja lopuksi kaikille neljélle sivulle yhtd aikaa

noppien silméluvuksi kymmenen.

Onnenluku (Putkonen ym. 1992, 76) Onnenluku-tehtidvissd tavoittena oli
sdannénmukaisuuden 16ytdminen ja arviointi. Tehtdvissd valittiin jokin onnenluku,
jolle suoritettiin tietyt ennalta méadrityt laskutoimenpiteet. Lopussa huomattiin, ettd
valittiinpa miké luku tahansa, tulokseksi tuli aina sama luku. Tehtdvissi harjoiteltiin
my0Os yleisen todistamisen alkeita kdyttdmallda symbolina sydantd, jonka saattoi

korvata milld luvulla tahansa ja tulos piti paikkansa.

Sammakot (Pehkonen 1998, 26 - 27) Sammakko-pelissi tavoitteena oli ongelmanrat-
kaisukyvyn ja pitkdjannitteisyyden kehittiminen kokeilemisen avulla. Pelin ideana
oli saada viisirnudukkoisen pelilaudan molemmissa piissi olevat kaksi nappulaa
vaihtamaan paikkaa siten, ettd kerrallaan siirretddn vain yhtd nappulaa tiettyjen
sadntdjen mukaan. Pelid vaikeutettiin lisdaamalld ruutujen ja nappuloiden madria.
Jéilkeenpéiin mietittiin, mikd sddnnonmukaisuus pelissd esiintyi ja laskettiin
tarvittavien siirtojen maarat.
(jatkuu)
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Matemaattinen temppu tikuilla (Putkonen ym. 1992, 74) Tehtidvin tavoitteena on
sadnnonmukaisuuden  16ytaminen ja  arviointi sekd  todistamistekniikan
harjoitteleminen. Alussa tikkuja on aina kaksikymmentd, joille tehdiin tietyt
laskutoimenpiteet. Vaikka laskuissa vaihdeltiin muuttujan arvoa, jiljelle jdi aina

yhdeksin tikkua. Oppilaat pyrkivit selvittdiméain, mistd sama lopputulos johtuu.

Laskumonisteita. Laskumonisteita varattiin vilipaloiksi pohdintatehtivien lomaan,
koska oppilaat halusivat laskea kerhossa vaikeita laskuja. Monisteet olivat pidasiassa

kertotaulutehtiavii.

Sanalliset tehtdvdt. Sanalliset tehtdvit olivat tutkijoiden itsensd keksimid ja niilld
pyrittiin kiinnittdméin oppilaiden huomio tehtidvin kannalta olennaisiin ja ratkaisuun
johtaviin tietoihin. Tehtédvit oli tarkoitettu Rajaa-vaiheen harjoittelemiseen. Koska
kaikki tutkittavista eivit vield osanneet lukea, luettiin tehtiivit ddneen ja pohdittiin
yhdessd sen jidlkeen, mitd tehtdvissd kysyttiin, mitd tietoja tarvitaan ja mikd on

tehtidvissd epdolennaista tietoa ratkaisun kannalta.
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Liite 11: Alku- ja loppumittaus

1. Palikkatehtdvi (Malinen 1992, 26)

Oppilaan eteen asetetaan viisi eri viristd kuutiota kuvan mukaisesti kdyttden samalla

2

sanontoja “on kosketuksessa”, ”on alapuolella” ja ”on paalla”.

keltainen
oranssi vihredi
ruskea musta

A) Mitké palikat ovat kosketuksissa keskenddn? Sano kaikki parit.

B) Mitké ovat keltaisen alapuolella?

C) Mitkd ovat kosketuksissa oranssiin ja samalla oranssin alapuolella?

D) Onko totta: ”Vihred on mustan alapuolella”? Miki on totta téssé tilanteessa?
E) Onko totta: ”On olemassa sellainen palikka, joka on vihreédn paalla™?

F) Aseta palikat niin, ettd keltainen on vihre4n ja mustan paalla.

2. Paritehtdva (Malinen 1980, 95)

Suluissa on loppumittauksessa esitetyt asiat.

A) Tieddtko, mitd ovat parilliset ja parittomat luvut?

B) Sano parillisia lukuja. Sano parittomia lukuja.

C) Onko 28 (36) parillinen? Entd 28+1 (36+1)? Entd 28-17 Entd 28+8 (36+12)?
Miksi?

D) Onko 37+1 (45+1) parillinen? Enté 37-2? Entd 37+5 (45+17)? Miksi?

Vain loppumittauksessa:
E) Milloin kahden luvun summa on parillinen?

Annetaan oppilaalle lappu, jossa on luku 256 789 107 sekd summa 128 973 +
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645825.
F) Onko tdmai luku (256 789 107) parillinen? Miksi?

G) Onko tdimd summa parillinen? Miksi?

3. Pistetehtdva (Malinen 1980, 94)

Suluissa on loppumittauksessa esitetyt luvut.

Paperilla esitetdédn 3 x 4 (5 x 3) pistejoukko.
A) Kuinka monta pistettd? Miten laskit?

B) Kuinka monta neljin (kolmen) pisteen joukkoa siind on? Miten sait tuloksen?

Otetaan tilalle paperille piirretty 4 x 5 pistejoukko (vain alkumittauksessa).
C) Jaa tdmda viiteen yhtd suureen osaan. Kuinka monta pistettd on jokaisessa

osajoukossa?

Paperilla esitetddn 8 x 6 (8 x 7) sekid 6 x 3 (7 x 3) pistejoukot rinnakkain.
D) Kuinka monta pistettéd tarvitaan tuohon pienempéin kuvioon lisii, jotta saadaan
yhtd monta pistetti kuin isommassa kuviossa?

E) Kuinka ajattelit?
4. Voittolukutehtdva (Malinen 1992, 26 — 27)

Tutkija antaa oppilaalle kolme lappua, joissa on numerot 6, 8 ja 11. Hin selostaa
seuraavasti:

Luokassa on 20 oppilasta ja kolmen voiton arvonnassa on mukana luvut 1 — 20.
Sinulle on kerrottu ndméa voittoluvut ja kukaan toinen ei tiedd niitd. Mind yritan
arvata voittolukuja ja sind sanot, onko arvaukseni “totta” vai “ei totta”. Jos tité ei voi

sanoa varmasti, niin sano “ei voi sanoa varmasti”’. Nyt sanon arvaukseni.

A) Kaikki voittoluvut ovat pienempia kuin 12.
B) Yksikdin voittoluku ei ole alle 10:n.
C) Kaikki luvut ovat voittolukuja, jos ne ovat parillisia ja suurempia kuin 10.

D) On olemassa pariton voittoluku.



Liite 12: Lasten alkuhaastattelun runko

Testien tarkasteleminen

Minkilainen testi oli?

Osasitko mielestisi hyvin laskea?

Mika oli helpoin tehtiava? Miksi?

Mik4 oli vaikein tehtiva? Miksi?

Miten ajattelit naita tehtdvia?
a) Ensimmaisesta valintatestisti 1. ja 2. tehtdva
b) Toisesta valintatestistd 4. ja 6. tehtava
c) Vaativat viahennyslaskut

d) Kertolaskut

Matematiikan oppikirja
Minki verran olet laskenut tehtidvid?
Minkilaiset tehtdvit on mukavia? Miksi?

Mitki tehtivit ovat vaikeita? Miksi?

Kokemukset matematiikasta

Oliko eskarissa matematiikkaa? Jos oli, niin minkalaista se oli?

Minkilaista matematiikka on koulussa?
Mitid sinun mielestisi on matematiikka?

Misti johtuu, ettd osaat hyvin matematiikkaa?
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Liite 13: Lasten loppuhaastattelun runko

Matikka-kerho
Mité mieltd olit Matikka-kerhosta?
Mitki oli mielestasi mukavia tehtdvia? Miksi?
Mitka oli ikdvii tehtdvid? Miksi?

Mité opit Matikka-kerhossa?

RATKO-ongelmanratkaisumenetelmi
Muistatko, mikd RATKO on?
Muistatko RATKO:n vaiheet ja mité niissé tehtiin?
Mihin RATKO:a tarvitaan?

Matematiikka

Miti taitoja tarvitaan, ettd on hyvd matematiikassa?

Mitd matematiikka on?
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Liite 14: Vanhempien haastattelurunko 2

1. Palaute kerhosta

Millainen olo teilld on kerhon jdlkeen?

Miti juttelitte lapsenne kanssa kerhosta?

Tiedattekd, mitd tehtiviad teimme?

Mitkd tehtdvat néyttivit olevan lapsen mielestd vaikeita ja mitkd helppoja?

Puhuiko lapsi teille RATKO:sta? Mité tieditte siitd?

2. Kerhon vaikutus

Olivatko kerhopdivit erilaisia kuin tavalliset koulupaivit?
Oliko lapsi visyneempi kerhopaivina?

Milld mielelld lapsi odotti seuraavaa kerhoa?

Oppiko lapsenne jotain uutta kerhossa?

Muuttuiko lapsen suhde matematiikkaan?

3. Nimien kéytt6 tutkimuksen raportoinnissa



	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

