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JOHDANTO

Suoristuvuus on geometrisen mittateorian keskeisimpid késitteitd. Silld tarkoite-
taan sileyttd mittateoreettisessa mielessé: joukko A C R™ on m-suoristuva, jos on
numeroituva kokoelma C'-kuvauksia f; : R™ — R", joille

o (A\Qfmm)) _o,

missd 2™ on m-ulotteinen Hausdorffin mitta. Toisaalta joukkoja, joilla on 72-
nollamittainen leikkaus jokaisen suoristuvan joukon kanssa kutsutaan taysin suoris-
tumattomiksi. On helppo ndyttad, ettd jokainen .777"-darellismittainen joukko voi-
daan hajoittaa suoristuvaan ja tdysin suoristumattomaan osaan.

Suoristuvat joukot kiiyttaytyvit usein arvattavalla tavalla. Esimerkiksi m-suoristuvan
joukon (vaikkapa tasopolun osajoukon) projektiolla m-ulotteiselle aliavaruudelle on
"melkein varmasti” positiivinen "-mitta, kunhan projisoitava joukko ei ole J7-
nollamittainen. Sen sijaan klassisen Besicovitchin projektiolauseen mukaan tdysin m-
suoristumattomien joukkojen projektiot ovat melkein varmasti #""-nollamittaisia.

Tassa tutkielmassa keskitytddn samankaltaiseen kysymykseen. Ei ole nimittéin
hankala niyttii, ettei J#!-dérellismittainen suoristuva tasojoukko leikkaa suoria
kovinkaan monessa pisteessi. Tietysti leikkaus voi joskus olla ylinumeroituvakin,
joten oikea muotoilu vaatii hieman véljyytta. Siispd véite on mieluummin, etté leik-
kaus on darellinen tietyssid mielessda "melkein kaikille suorille”. Kun tamé on selvaa,
niin on luonnollista kysyé, kuinka tadysin suoristumattomille joukoille kiy. Tamé& on
osoittautunut hankalaksi kysymykseksi, eikd siihen ole vield 16ytynyt vastausta. Sen
sijaan tissi tutkielmassa osoitetaan, ettei #'-direllismittaisuus pelkistiin takaa,
ettd melkein kaikkien suorien leikkaukset joukon kanssa olisivat darellisia. Todistus
perustuu artikkeliin [2].

Osoittautuu siis, ettd yleinen J#'-direllismittainen tasojoukko voi leikata useaa-
kin suoraa ddrettoméan monessa pisteessd, mutta tdysin suoristumattomien joukko-
jen osalta kysymykseen ei osata vastata. Yllattden ymmarrys yleisista tasojoukoista
ei ole vieldkadn silla tasolla, ettd edes yksinkertaisimpiin kysymyksiin niiden ominai-
suuksista osattaisiin vastata. Kyse ei tietenkdin ole pelkistidn joukoista ja niiden
ominaisuuksista vaan my6s mitoista ja niiden kdyttidytymisestd tilanteissa, joissa
mielikuvitus pettad. Eri ndkokulmat nidkyviat myos nimissé, joilla timén tyyppisté
matematiikkaa kutsutaan: fraktaaligeometria, geometrinen mittateoria ja Hausdorf-
fin mittojen teoria.



1. PERUSKASITTEITA JA -TULOKSIA

Tassa luvussa kdydadn 1api tarvittavat mittateorian ja differentiaalilaskennan tu-
lokset. Oletus on, ettd lukija on jo jossain méirin perilld aiheista, ja esimerkiksi
integraaliteorian esittely yksinkertaisista funktioista ldhtien sivuutetaan. Lahteiné
on kiytetty mittateorian osalta teoksia [1] ja [9], ja differentiaalilaskennan osalta
teosta [11]. Sovitaan ensin tavallisista merkinnoéista.

e Joukon X potenssijoukolle {A C X} kiytetddn merkintdd &7(X).

e Luonnollisilla luvuilla tarkoitetaan joukkoa N = {1,2,3,...}.

e Merkintd B(z,r) tarkoittaa metrisen avaruuden avointa palloa. Suljetuille
palloille kiiytetdin merkintdi B(x,r).

e Joukon A sulkeumalle kiiytetiin merkintii A.

e Kun on selvii, minké suhteen komplementti otetaan, merkitdin joukon A C
X komplementtia A° = X \ A.

o " tarkoittaa avaruuden R™ Lebesguen mittaa. Integraaleissa d-Z"(x) ly-
hennetdin kirjoittamalla dzx.

e Lukumédramittaa merkitdan symbolilla #.

e Laajennettua reaalilukujen joukkoa merkitiin R = [—o0, 0o].

Mittateoriaa.

Maiégritelmi 1.1. Kuvaus p: Z(X) — [0, 00| on joukon X ulkomitta, jos

(1) p(®) =0,
(2) p(A) < p(B), kun A C B, ja

(3) ,U( U Az) S Z,U(Al), kun Al,AQ,... C X.
1=1 i=1

Maaritelma 1.2. Olkoon p joukon X ulkomitta ja olkoon A C X. Sanotaan, etta
"ominaisuus” P(z) on voimassa p-melkein kaikilla x € A, jos

p({x € A: P(x) eiole tosi}) = 0.
Maaritelma 1.3. Olkoon p ulkomitta. Télloin joukko A C X on p-mitallinen, jos
kaikille £ C X
w(E) = p(E\ A) + n(ENA).

Miaaritelmi 1.4. Joukko I' € (X)) on joukon X o-algebra, jos

(1) X eT,

(2) X\AeTl, kun A€, ja

(3) U AZ S F, kun Al,AQ,... el.

i=1

Metrisen avaruuden suppeinta avoimet joukot sisiltavid o-algebraa (eli avoimet jou-
kot sisdltdvien o-algebrojen leikkausta) kutsutaan Borelin o-algebraksi. Sen alkioita
kutsutaan Borel-joukoiksi.
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Lause 1.5. Olkoon p joukon X ulkomitta ja oletetaan, etta ' C P2(X) muodostuu
goukon X p-mitallisista joukoista. Tdlloin T' on joukon X o-algebra. Lisdiksi jos
joukoille Ay, As, ... € T pitee A;NA; =0, kun i # j, niin

M(UAZ) = p(A)
i=1 i=1
Todistus. |1, Theorem 2.31]. O

Maiaritelma 1.6. Joukon X ulkomitta p on sddnndllinen, jos jokaiselle A C X on
p-mitallinen joukko B D A siten, ettd u(B) = u(A).

Lause 1.7. Olkoon p joukon X ulkomitta ja olkoot Ay C Ay C ... C X p-matallisia

joukkoja. Tdlloin
(UA) = lim u(A;),

eikd mitallisuutta tarvitse olettaa, jos u on sddnndllinen. Jos taas joukot X D Ay D
Ay D ... ovat p-mitallisia ja p(Ay) < oo, niin

(ﬂA) = lim pu(A;).
=1

Todistus. Perustellaan viite, ettei ensimmaisessd kohdassa tarvitse olettaa mitalli-
suutta, jos p on siddnnollinen ulkomitta. Perustelu muihin kohtiin 16ytyy lahteesta [1,
Theorem 2.20]. Olkoot siis A; C A C ... C X joukkoja. Sdénnollisyyden mukaan
kaikilla ¢ on p-mitallinen joukko B; D A;, jolle u(B;) = p(A;). Ne eivit vélttamatta
ole sisdkkiin, joten maaritellddn kaikilla ¢

Ci - ﬂ Bj D Ai,
j=i
jolloin C; € Cy C ... C X. Joukot C; ovat myo6s p-mitallisia. Koska A; € C; C B;,

on u(C;) < ,u(B) = p(A;) < p(C), joten u(A;) = u(C;). Koska tulos tunnetaan
p-mitallisille joukoille, saadaan

M(QAZ-) < M(QO) = lim p(C) = lim pu(4,).

Toisaalta A; C |J;2, A; kaikilla j, joten myds

(UA) > lim pi(4;)

on voimassa. O



Lause 1.8. Olkoon p joukon X ulkomitta ja olkoot A ja B joukkoja, joille A C B C
X. Oletetaan vield, ettd A on p-mitallinen ja pu(A) < oco. Talldin

p(B\ A) = u(B) — u(A).
Todistus. Koska A on p-mitallinen, niin
i(B) = n(BNA) + p(B\ A) = u(A) + p(B\ A).
Koska p(A) < oo, niin viiite seuraa. O

Lause 1.9. Olkoon p joukon X ulkomitta, ja olkoot A ja B joukkoja, joille A C
B C X. Oletetaan, ettd B on p-mitallinen ja p(A) = p(B) < oo. Tdalldin

WANC) = u(BNC)
jokaiselle p-mitalliselle joukolle C' C X.
Todistus. Koska A C B, niin ainakin (AN C) < u(B N C) pitee. Toisaalta
p(A) < p(A\N(BNC) +pu(AN(BNC) <u(B\(BNC)) +u(ANC),
joten tiedon u(B\ (BN C)) < u(B) < co mukaan
wANC) = p(A) — B\ (BNC)).
Lopulta Lauseen 1.8 mukaan
w(ANC) 2 p(A) =B\ (BN C)) = u(B) — (u(B) — (BN C)) = p(BNC).
Siten viite pétee. 0

Misritelmi 1.10. Olkoon p joukon X ulkomitta ja olkoon f : X — R funktio.
Funktio f on p-mitallinen, jos kaikilla a € R alkukuva

{z:f(x)>a} CX

on p-mitallinen. Jos X on metrinen avaruus ja joukko {z : f(z) > a} on Borel-
joukko kaikilla @ € R, niin f on Borel-mitallinen tai Borelin funktio.

Lause 1.11. Olkoon p joukon X ulkomitta ja olkoon f : X — [0, 00| ei-negatiivinen
p-mitallinen funktio. Tdlloin

| @) duo =0
b's
jos ja vain jos f(x) = 0 p-melkein kaikilla x € X.
Lause 1.12. Olkoon pn joukon X ulkomitta. Olkoon A C X p-mitallinen joukko.
Tdlloin
u(4) = [ (o) du,
b's

missi x4 on joukon A karakteristinen funktio.
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Lause 1.13 (Fatoun lemma). Olkoon p joukon X ulkomitta. Olkoon (f;) jono p-
mitallisia ei-negatiivisia funktiota f; : X — [0, 00]. Talloin

/ lim f;(x) dpx < lim [ fi(x) dp.
X

1—00 1—o00 J X
Todistus. |1, Lemma 5.7]. O

Lause 1.14 (Monotonisen konvergenssin lause). Olkoon p joukon X ulkomitta. Ol-
koon (f;) kasvava jono p-mitallisia ei-negatiivisia funktioita f; : X — [0, 00], ts.

fi(z) < fo(x) < ... kaikille z € X.
Tdlloin
[ i o) dpe =l [ fiGo) dp
x o0 100 Jx
Erityisesti p-mitallisille ei-negatiivisille funktioille f; : X — [0, o0

/ngi@ dyst = g/xfi(w) .

Todistus. |1, Theorem 5.8]. O

Maaritelma 1.15. Metrisen avaruuden X ulkomitta p on Borelin ulkomitta, jos
Borel-joukot ovat mitallisia, ja Borel-sddnndllinen, jos se on Borelin ulkomitta ja
liséiksi jokaiselle A C X on Borel-joukko B, jolle A C B ja u(A) = u(B).

Maéritelma 1.16. Olkoon X separoituva metrinen avaruus ja olkoon p sen Borelin
ulkomitta. Talloin ulkomitan p kantaja spt u on pienin suljettu joukko £, jolle p( X'\
F)=0.

Lause 1.17. Olkoon (X,d) separoituva metrinen avaruus ja olkoon p sen Borelin
ulkomitta. Tdlloin kantaja spt p on olemassa.

Todistus. Olkoon
F ={F C X : F suljettu, u(X \ F') = 0}.
Joukko .# on epityhji, silla X € %, ja tunnetusti

cC=F

FeF
on suljettu, joten riittad nayttad, etta
WX\ C) = 0.

Koska X on separoituva, l10ytyy numeroituva tihed osa Z C X. Joukosta Z tarvitaan
vain ne pisteet, jotka kuuluvat joukkoon X \ C. Olkoon siis

Zﬂ(X\C)?{Zl,ZQ,}



Joukolle X \ C' on toisaalta esitys
X\C=J&X\F) = J{V c X : V avoin, u(V) = 0},

FesF
joten jokaisella x € X \ C on r > 0 siten, ettd u(B(z,r)) = 0. Jos jollain ¢

sup{r > 0: u(B(z;,r)) =0} = o0,

niin pu(X) = 0 ja sptu = 0. Oletetaan siis, ettei téillaista ¢ ole. Télloin voidaan
kaikilla 7 valita r;, 0 < r; < oo, siten, ettd pu(B(z;, 7)) = 0 ja

1
iz Sswplr >0 Bz 1) = 0}
Merkitddn B; = B(z;,r;) N (X \ C) ja osoitetaan, etté

(1) xX\c=|JB.

Olkoon z € X\ C. Talloin 16ytyy r > 0 siten, ettd B(z,r) C X\C ja u(B(x,r)) = 0.

Koska Z on tihed, on z; € B(z, 1r) Jollam i. Séteen r; valinnan perusteella x €
B(z;,r;): Koska u(B(z,7)) =0 ja B(ZZ, 1) C B(xz,r), on
Ti>l~§7”:§7“>17“.
—2 4 8 4

Siispd d(z;, ) < ir < r;, joten x € B;. Niin ollen (1) on voimassa. Koska z on
Borelin ulkomitta, ovat joukot B; mitallisia. Siten Lauseen 1.7 mukaan

M\ ©) = JLII;OM(UB) <JEEOZM
joten spt u = C. O
Huomautus 1.18. Lauseen 1.17 todistuksessa esiintyi hyédyllinen havainto:
sptpu =X \{z:onr>0s.e u(B(z,r)) =0}
Koska (X \ spt ) = 0, niin p(B(x,r)) > 0 kaikille » > 0 p-melkein kaikilla x € X.
Tama on siis voimassa, kun p on separoituvan metrisen avaruuden Borelin ulkomitta.

Maaritelma 1.19. Metrisen avaruuden X ulkomitta g on Radonin ulkomitta, jos
se on Borelin ulkomitta ja

(1) u(K) < oo kompakteille K C X,
(2) w(U) =sup{u(K): K C U kompakti} kaikille avoimille U C X seké
(3) w(A) =inf{u(U): AC U, U avoin} kaikille A C X.

Maaritelma 1.20. Olkoon g joukon X ulkomitta ja olkoon A C X. Télloin ulko-
mitan p rajoittumamitta joukkoon A on ulkomitta, joka saadaan asettamalla

(1la)(B) = (AN B)
kaikille B C X.



Lemma 1.21. Olkoon j metrisen avarvuden X ulkomitta ja olkoon A C X. Olkoon
v = pi|a.
(1) Jokainen p-mitallinen joukko on v-mitallinen.
(2) Jos p on Borel-sidnndllinen, A p-mitallinen ja p(A) < oo, niin myds v on
Borel-sdannollinen.

Todistus. |9, Theorem 1.9]. (1) Olkoon S C X p-mitallinen ja olkoon £ C X. Talloin
mitallisuus sovellettuna joukkoon E N A antaa

V(E)=mENA) =p((ENA)\S)+u(ENA)NS)=v(E\S)+v(ENS).

(2) Edellisen perusteella v on Borelin ulkomitta. Olkoon sitten S C X ja osoi-
tetaan, ettid 16ytyy Borel-joukko B, jolle S C B ja v(S) = v(B). Voidaan olettaa,
ettd v(S) < oo. Koska p on Borel-sdannoéllinen, 16ytyy Borel-joukko B D A, jolle
wu(B) = u(A). Samasta syysti 16ytyy Borel-joukko C' D BNS, jolle u(C') = u(BNS).
Talloin C'U B¢ on Borel-joukko, ja S C C'U B¢, joten v(S) < v(C' U B€). Toisaalta
Lauseen 1.9 mukaan

v(S) =p(SNA)=p(SNB)=pC) =unBNC)
=u(BN(CUB))=u(An(CUB°))=v(CUB°).

Siten v(S5) = v(C' U B°). O

Maédritelma 1.22. Metrisen avaruuden (X, d) osajoukon A C X halkaisija on
diam(A) = sup{d(a,b) : a,b € A}
ja joukkojen A, B C X etdisyys on
dist(A, B) = inf{d(a,b) : a € A,b € B}.
Sovitaan, ettd sup ) = 0 ja inf () = oc.

Lause 1.23 (Approksimointilause). Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon 1 sen
Borel-sadnndéllinen ulkomitta. Olkoon A C X p-mitallinen joukko, jolle p(A) < oc.
Talloin kaikilla € > 0 on suljettu joukko C' C A siten, ettd u(A\ C) < e.

Todistus. |9, Theorem 1.10]. Madritelldén v = p|a, jolloin v on Borel-sdénnéllinen
Lemman 1.21 perusteella. Oletetaan, ettd A on Borel-joukko. Olkoon o7 niiden jouk-
kojen S kokoelma, joille kaikille € > 0 on suljettu joukko F' ja avoin joukko U siten,
ettdi FF C S CU ja
v(U\F) <e.
Néytetddn, ettd o7 on o-algebra. Selvisti X € 7. Jos S € &7, niin on suljettu F ja
avoin U siten, ettd F' C S C U jav(U \ F) < ¢, ja ottamalla niiden komplementit
néhdéddn, ettd X \ S € «7. Olkoot sitten Sy, Ss, ... € &7, Kaikilla i 16ytyy suljettu
F; ja avoin U; niin, ettd F; C S; C U; ja
V(UZ \ Fz) < 27i718.
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Koska v(X) < oo, saadaan
JL%V(HU\UF)_V(UU\QF) z:: V(Ui \ ) = 1.

Siten, kun valitaan n riittdvan suureksi, saadaan joukot

U= OUZ’ F = OE7
=1 =1

joille F C ;2 Si C U ja
v(U\F) <e.
Osoitetaan vield, ettd o sisiltdd suljetut joukot C' C X. Joukot
Vi={z e X :dist(z,C) < 1/i}

ovat avoimia, V; D V5 D ... ja

ﬂ ‘/z = 07
i=1
silld dist(z, C') > 0, kun 2 € X \ C. Koska v(X) < oo, pitee
lim v(V;) = v(C),

josta saadaan

v(V;\C) <e,
kun 7 on riittdvan suuri. Niin ollen &7 sisiltda Borel-joukot ja erityisesti lauseen
alkuperéinen viite on nyt niytetty Borel-joukoille B C A.

Jos A ei olekaan Borel-joukko vaan ainoastaan p-mitallinen, niin Borel-sdéannollisyyden
mukaan on Borel-joukko B D A niin, ettd u(B) = u(A). Toisaalta 16ytyy Borel-
joukko D D B\ A, jolle u(D) = u(B\ A) = 0. Télléin B\ D on Borel-joukko ja
sille piatee B\ D C A. Alkuosan perusteella 16ytyy suljettu C' C B\ D, jolle

p((BAD)\C) <e.

Koska
u(B\ D) = p(B) — (BN D) = p(B) = p(A),
(AN C) = p((B\ D)\ C) <e¢
mika oli viite. ]

Huomautus 1.24. Jos Lauseessa 1.23 avaruuden X suljetut joukot ovat kompak-
tien joukkojen numeroituvia yhdisteitd, niin joukko C' saadaan kompaktiksi. Olkoon
¢ > 0. Lauseen 1.23 mukaan 16ytyy suljettu joukko C" C A siten, etté

1
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Liséoletuksen mukaan on kompaktit joukot K, K>, ..., joille

O/ - [j Kz
1=1

Nyt A\ K; DA\ (K1 UK>,) D...jau(A) < oo, joten

p(A\ C') = lim ,u(A\ UKZ)
i=1
Kompaktien joukkojen darellinen yhdiste on kompakti joukko, joten viite saadaan,
kun n valitaan riittavan suureksi.

Approksimointilauseelle saadaan pari hyodyllistd seurausta.

Maaritelma 1.25. Olkoon p joukon X ulkomitta. Sanotaan, ettd joukon A C X u-
mitta on o-ddrellinen, jos on numeroituva kokoelma joukkoja A, As,... C X niin,
ettd A C ;o Ai ja u(A;) < oo kaikilla ¢ € N. Ulkomitta p on o-ddrellinen, jos
koko joukon X p-mitta on o-direllinen.

Seuraus 1.26. Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon v sen o-ddarellinen Borel-
sadannollinen ulkomitta. Olkoon A C X v-mitallinen. Tdlloin on Borel-joukko B C A
siten, etti v(A) = v(B).

Todistus. Oletuksen mukaan on joukot Sp, Ss, ... siten, ettd v(S;) < oo kaikilla i ja

1=1

Koska v on Borel-sdénnoéllinen, voidaan olettaa, ettd joukot .S; ovat Borel-joukkoja.
Lisiksi voidaan olettaa, ettd S; N .S; = 0, kun ¢ # j. Merkitddn A; = AN S;, jolloin
A; on v-mitallinen ja v(A;) < oo kaikilla 7. Olkoon k£ € N. Lauseen 1.23 nojalla
kaikille 7 = 1,2, ... 16ytyy suljettu joukko By, C A; siten, ettd
I/(AZ) — I/(Bkﬂ') = I/(AZ \ Bkﬂ) < k’_12_i,
joten
V(Bk,i) > IJ(AZ) — ]{5_12_i.

Talloin
By = B
=1

on Borel-joukko ja By C A. Koska lisiksi By; N By ; = 0, kun i # j, pétee

v(By) = Z v(Bri) > Y v(A) — kTt > w(A) -k
=1 i:lll



Edelleen joukko B = (J,-, Bx on Borel-joukko ja B C A. Siten v(B) < v(A).
Toisaalta

v(B) = nlln;()u( O Bk) > lim v(A) —n~ ' = v(A).

n—00
k=1
0J

Seuraus 1.27. Olkoon p avaruuden R™ ulkomitta. Tdlloin p on Radonin ulkomitta,

jos ja vain jos se on Borel-sddnndllinen ja p(K) < oo jokaiselle kompaktille joukolle
K.

Todistus. |9, Corollary 1.11]. Tarkistetaan ensin ehdon vilttaméttomyys, johon riit-
tad ndyttid, ettd joukoille A C X, pu(A) < oo, on Borel-joukko B D A niin, etti
w(B) = p(A). Téllainen B saadaan valitsemalla avoimet

Gy DGy D...D A,
joille
u(G) < p(A) + 1/
Silloin (.2, G; on Borel ja
u(ﬂ Gz) = lim p(G;) < p(A).

i 1—00
Ehdon riittdvyyden ndyttidmiseen tarvitaan jo Lausetta 1.23. Riittdid tietenkin

nayttaa vain, etta

pu(U) = sup{p(K) : K C U kompakti},

p(A) =inf{u(V):V O A avoin},
kun U on avoin ja A on miki tahansa joukko. Jos u(U) < oo, niin viite seuraa
suoraan Lauseesta 1.23 ja Huomautuksesta 1.24. Jos p(U) = oo, niin pu(U) =
lim, 0o (U N B(0,n)) ja u(U N B(0,n)) < oo kaikilla n, joten kaikilla M > 0

on n niin, etta
2M < w(UN B(0,n)) < oc.

Siten Lauseen 1.23 mukaan on kompakti K C U, jolle
p(K) > M.

Toisen viitteen kohdalla voidaan olettaa, ettd u(A) < oo. Olkoon £ > 0. Borel-
saannollisyyden mukaan on Borel-joukko B D A, jolle u(B) = u(A). Joukko BN
B(0,n) on p-mitallinen ja u(B¢ N B(0,n)) < oo, joten Lauseen 1.23 mukaan on
suljettu C,, € B°N B(0,n), jolle

p(B°NB(0,n))\ C,) <2 .
Talloin U, = (X \ C,,) N B(0,n) on avoin, BN B(0,n) C U, ja

w(U, \ B) <27 "e.
12



Nyt B U, Ui ja

M(QUi\B) :gM(Ui\B) <e,

joten
u(U) <)+ = = nta) +-
i=1
Koska J;2, U; on avointen joukkojen yhdisteend avoin, niin viite seuraa. 0

Lause 1.28. Olkoon p joukon X ulkomitta. Talloin kuvaus v : 2 (X) — [0, o00],
v(A) =inf{u(B): A C B, B p-mitallinen},
on sadnnéllinen ulkomitta ja jokainen p-mitallinen joukko on v-mitallinen. Vas-
taavasti jos X on metrinen avaruus ja p on sen Borelin ulkomitta, niin kuvaus
v:Z(X) —[0,00],
v(A) =inf{u(B) : A C B, B Borel-joukko},
on Borel-sdannollinen ulkomitta.

Todistus. Todistetaan vain ensimméinen vaite, silld perustelun toiselle saa korvaa-

malla p-mitalliset joukot Borel-joukoilla. Nadytetdén ensin, ettd v on ulkomitta. Sel-

vasti v(0) = 0 ja v(A) < v(B), kun A C B, silld p on ulkomitta. Olkoot sitten

Ay, Ag, ... C X ja ndiytetddn, ettd v({Jo, Ai) < Y., ¥(A;). Voidaan olettaa, etté

v(A;) < oo kaikilla i. Olkoon £ > 0. Kaikilla ¢ 16ytyy p-mitallinen joukko B;, jolle
w(B;) < v(Ay) +27 .

Nyt Uio, Ai € U2, Bi ja s, Bi on p-mitallinen, joten

M(Q&) < gu(&) <e+ g;u(Ai).

Néin ollen v on ulkomitta.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd jokainen p-mitallinen joukko on myos r-mitallinen.
Olkoot siis A C X p-mitallinen joukko ja £ C X mikd tahansa joukko. Riittda
nayttaa, etta

(2) v(E)>v(E\A)+v(ENA)
Koska jokaiselle p-mitalliselle joukolle £, E C E’, pitee
W(E') = p(E'\ A) + p(E'0A) = v(E'\ A) + v(E' N A) = v(E\ A) + v(EN A),

niin (2) seuraa. Saannollisyyden osoittamiseksi olkoon S C X joukko. Jos v(S) = oo,

niin S C X, v(5) = v(X) ja X on v-mitallinen. Muutoin kaikilla i = 1,2, ... loytyy

p-mitallinen joukko B;, jolle S C B; ja u(B;) < v(S)+1/i. Valinta voidaan tehddén
13



niin, ettd B; D B,y kaikilla i. Joukko B; on r-mitallinen kaikilla ¢, joten Lauseen
1.7 mukaan

l/(ﬂ Bi) = Zlggo v(B;) = lim u(B;) < lim v(S) + 1/i = v(S).

1—00 1—00
i=1
Koska S C (.2, B;, niin v(S) < v();2, B;). Siten v on sdénnsllinen. O
Méaritelma 1.29. Joukon X o-algebrassa I' méiritelty kuvaus p: I' — [0, 00| on
mitta, jos

(1) p(®) =0,
(2) p(A) < p(B), kun A C B, ja

(3) u( U AZ-) = > 1(A;), kun joukot A, Ao, ... ovat pareittain erillisii.
i=1 i=1

Lause 1.30. Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon u avaruuden X Borel-joukkojen
o-algebrassa madaritelty mitta. Talloin kuvaus v : P (X) — [0, o0],

v(A) =inf{u(B) : A C B, B Borel-joukko},

on Borel-sdannollinen ulkomitta.

Todistus. Todistus muistuttaa Lauseen 1.28 todistusta. Néaytetddn ensin, ettd v on
ulkomitta. Selvésti v(0) = 0, ja v(A) < v(B), kun A C B C X, koska néin on Borel-
joukoille. Olkoot sitten Ay, Ay, ... C X ja ndytetddn, ettd v({J;2, A;) <> ooy v(A).
Voidaan olettaa, ettd v(A;) < oo kaikilla 7. Olkoon e > 0. Kaikilla i 16ytyy Borel-
joukko B;, jolle A; C B; ja

w(B;) < v(Ay) +2 .

Nyt U2, A € U;2, Bi, U;=, Bi on Borel-joukko ja mitan y ominaisuuksien perus-
teella

M(QBi) = M(Q (Bi\i-:Ull Bj)) = gM(Bz‘\g Bj) < gM(Bz') < €+§; v(A:).

Néin ollen v on ulkomitta.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd Borel-joukot ovat v-mitallisia. Olkoon B C X Borel-
joukko ja EF C X miki tahansa joukko. Jokaiselle Borel-joukolle E', E C E’, patee

w(E") = u(E'\B) + p(E'NB) =v(E'\ B)+v(E'NB) > v(E\ B)+v(ENB),
joten mitallisuus seuraa. Borel-sddnnollisyyden osoittamiseksi olkoon S C X. Jos
v(S) = oo, niin S C X, v(S) = v(X) ja X on Borel-joukko. Muutoin kaikilla
i = 1,2,... 1oytyy Borel-joukko B;, jolle S C B; ja u(B;) < v(S) + 1/i. Valinta
voidaan tehddan niin, ettd B; D B,y kaikilla 7. Joukko B; on Borel kaikilla 7, joten
Lauseen 1.7 mukaan

1/<ﬂ Bi) = lim v(B;) = lim p(B;) < lim v(S) 4+ 1/i = v(9).
i=1
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Koska S C (2, B;, niin v(S) < v((,2, B;). Siten v on Borel-sdénnollinen. O

Differentiaali- ja integraalilaskentaa.

Miaritelmé 1.31. Olkoon {eq, ey, . .., €, } avaruuden R™ standardikanta. Avoimes-
sa joukossa G C R™ madaritelty kuvaus f : G — R" on jatkuvasti differentioituva
eli C'-kuvaus, jos kaikillaz € G, 1 < i <njal<j < m raja-arvo

t—0 t

on adrellisend olemassa siten, ettd nédin saatavat kuvaukset = — 0, f;(z) € R, z € G,
ovat jatkuvia. Sen derivaatta pisteessd x € G on n x m-matriisi D f(z) = [0 f;(x)].

Yhden muuttujan reaaliarvoisten funktioiden jatkuvaa differentioituvuutta kut-
sutaan myos jatkuvaksi derivoituvuudeksi. Jos edelld n = 1, niin vektoria V f(z) =
(O f(x),...,0nf(z)) € R™, = € G, kutsutaan gradientiksi. Jatkuvasti differentioi-
tuvat kuvaukset ovat tunnetusti jatkuvia.

Lause 1.32 (Viliarvolause). Olkoon f : [a,b] — R jatkuva funktio, joka on jatku-
vasti derivoituva avoimella vililli (a,b) C R. Tdlloin on & € (a,b), jolle

1)~ f(@)]
b—a

Todistus. [11]. O

f'(€)

Lause 1.33. Olkoon G C R™ avoin joukko ja olkoon f : G — R" jatkuvasti diffe-
rentioituva. Olkoot x € G ja r > 0 sellaisia, ettd B(x,r) C G. Talloin loytyy L > 0
siten, etti f on L-Lipschitz-kuvaus joukossa B(x,r).

Todistus. Kasitellidn ensin tapaus n = 1. Olkoot x € G ja r > 0. Olkoot sitten
y,z € B(x,r) eri pisteitd. Koska B(z,r) on konveksi, niin kuvaus

Iz =yl

on hyvin méadritelty. Ketjusadnnon nojalla se on jatkuvasti derivoituva valilla (0, ||z—

) ja
/ 2=y 2=y

- v ) )

/0= (v (v =) o)

joten viliarvolauseen mukaan on & € (0, |z — y|), jolle

1f(y) = f(2)| =19(0) = g(llz = yIDI = g'(E)llz — vl
_ ey \ 2oy
- <Vf(“igz—yu)’ B!

g: 00,z —yl] — R, g(t)=f(y+t k) )




Niinpéd Cauchy-Schwarzin epdyhtdlon mukaan

[f(y) = f(2)] <

Vi (v et )|l ol < max 19 sz -

Siten valinta L = max, 5, [|Vf(w)| antaa viitteen.
Jos n > 1, niin soveltamalla edellistd komponenttikuvauksiin fi,..., f, saadaan
jokaiselle = 1,2,...,n vakio L; > 0, jolle

[fily) = [i(2)] < Lilly — =||
kaikilla y, z € B(xz,r) C R™. Siten

1f ) = FEN < 1AW = AE]+ -+ faly) = fal2)] < (L + ...+ La)lly — 2]
kaikilla y, z € B(z,r). Valinta L = Ly + ...+ L, antaa siis véitteen. O

Seuraus 1.34. Olkoot U C R™ ja V C R"™ avoimia joukkoja, ja olkoon f:U — V
niiden véilinen C-bijektio siten, ettd myds kidnteiskuvaus =1 on Ct-kuvaus. Tdlldin
jokaisella x € U onr >0 ja K > 1 siten, ettd f on K-bilipschitz joukossa B(x,r)
eli

Ky =2l < [If(w) = )l < Klly — =].
kaikilla y, z € B(x,r), y # 2.

Todistus. Olkoon = € U. Koska U on avoin, on r > 0 siten, etti B(z,7) C U.
Lauseen 1.33 perusteella on L > 0, jolle kaikilla y, z € B(z, )

1 (y) = f(2)l < Lly — z]|.
Koska f~! on jatkuva, niin f(B(z,r)) C V on avoin, joten ldytyy ' > 0, jolle
B(f(x),r") C f(B(z,r)). Koska f~! on jatkuva, saadaan
B(f(x),r") € f(B(z,r) C f(B(z,r)) CV,
joten Lauseen 1.33 mukaan on L’ > 0, jolle kaikilla y, z € B(f(x),r’) pétee

1 y) = FH N < Lly = 2.
Pienentdmalld sidettd r saadaan f(B(z,7)) C B(f(x),r’), jolloin kaikille y,z €
B(x,r) pétee

ly =2l = 1/~ (Fw) = fH DI < L fy) = F2)]
eli
(L) Hy == < 1f () = FR)I-
Niinpé valitsemalla K > 0 suuremmaksi luvuista L ja L’ saadaan, ettd f on K-
bilipschitz joukossa B(x,r). O
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Lause 1.35 (Fubinin lause). Jos f : R" — [0, 00| on ei-negatiivinen £"-mitallinen
funktio, niin

f(z) dx = / / f(x) deoy . .. dzem,
R R R
missd x = (x1, %o, ...,xy,) ja o on jokin joukon {1,2,...,n} permutaatio.
Todistus. |8, Theorem 5.47|. O

Lause 1.36 (Muuttujanvaihtolause). Olkoot U,V C R"™ avoimia joukkoja ja olkoon
¢ : U — V niiden vilinen C'-bijektio, jolle det ¢/(x) # 0 kaikilla x € U. Tilldin

[ 1) dy= [ $(6@)|det Do(a)] da
1% U
jokaiselle Borelin funktiolle f -V — R, f > 0.

Todistus. |8, Theorem 6.32]. O
Lemma 1.37. Olkoon A C R? Z?-mitallinen. Tdlldin seuraavat ehdot ovat yhtdi-
pitavia:

(1) 2*(A) =0,

(2) L'{t € R:th € A}) = 0 L -melkein kaikille § € [0,7), missd
0 = (cos,sin ).
Todistus. (1) == (2): Oletetaan ensin, ettd A on Borel-joukko. Olkoot
U=R\{0} x (0,7),V=R*\{(t,0): t € R}
ja
¢:U =V, o(t,0) = t(cosb,sinb).
Kuvaus ¢ tayttdd muuttujanvaihtolauseen 1.36 oletukset, joten sen ja Fubinin lauseen
1.35 perusteella

22(4) = / vale,y) d(z,y) = / Ya(@B)]1] d(t.6)

:// CA(B)|E] dt do.
(0,7) JIR\{0}

Koska [ xa(t0)|t| dt = 0 tésmélleen, kun [ x4 (t0)dt = 0, niin viiite seuraa. Tésti
saadaan yleinen tapaus, silld Borel-sddnnollisyyden perusteella 16ytyy Borel-joukko
B D A, jolle £*(B) = £*(A) = 0.

(2) = (1): Koska

(3)

24 <Y 24N BO.w)
n=1
voidaan olettaa, etti £?*(A) < oo. Koska A on mitallinen, 16ytyy Lauseen 1.23
nojalla kaikilla € > 0 suljettu joukko C' C A, jolle Z%(C) > £?(A) —e. Yhtilon (3)
perusteella £%(C) = 0, joten £?(A) < ¢ kaikilla ¢ > 0. Siten myos .£?(A) =0. O
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Hausdorffin mitat. Hausdorffin mitat voidaan méaaritelld jokaiseen separoituvaan
metriseen avaruuteen, erityisesti avaruuteen R™. Separoituvuutta tarvitaan, jotta

avaruus voidaan kaikilla 6 > 0 varmasti peittdd numeroituvalla maarélla joukkoja
A, joille diam(A) < 4.

Maaritelma 1.38. Olkoon s > 0. Separoituvan metrisen avaruuden X s-ulotteinen
Hausdorffin d-sisdlté on ulkomitta J25°,

A3 (A) =inf )~ diam(4,)°,
=1

missé infimum otetaan yli niiden numeroituvien joukkoperheiden {A;} € Z(X),
joille A C |J; 4; ja diam(A;) < § kaikille 7. Joukko, jonka yli infimum otetaan, on
epatyhja, silla X oletettiin separoituvaksi. Téastd saadaan s-ulotteinen Hausdorffin
mitta asettamalla
H(A) =lim I (A).
510

Kun s = 0, tarvitaan edelld sopimus sille, kuinka 0% pita# tulkita. Téssé sovitaan,

ettd 0° = 1.

Lause 1.39. Kuvaus J7° on Borelin ulkomitta.
Todistus. |9, Theorem 4.2]. O

Huomautus 1.40. Ulkomitta s#° eli 0-ulotteinen Hausdorffin mitta on vain luku-
médrdmitta #. Jos joukossa Aonn € {1,2,...} alkiota, ts. A = {ay,as,...,a,}, niin
vksiot {a;} peittivit joukon A, joten #3°(A) < n kaikilla 0. Siten #7°(A) < #A.
Toista véitettd varten oletetaan ensin, ettd #A < oo. Télloin luku € = min, pe 4 d(a, b) >
0 on olemassa. Jos nyt § < ¢ ja diam(U) < 0, niin leikkaus A N U siséltaa korkein-
taan yhden pisteen. Siispid #3°(A) > #A kaikilla § < ¢, joten S#°(A) > #A. Viite
patee myos, kun #A = oo, koska se pitee jokaiselle direlliselle osakokoelmalle.

Lause 1.41. Mddritelmdssa 1.38 peitejoukot voidaan valita joko avoimiksi tai sul-
jetuiksi. Erityisesti 7° on Borel-sddnndllinen.

Todistus. Osoitetaan ensimmaéinen viite suljettujen joukkojen tapauksessa. Todistus
avoimille saadaan samaan tapaan. Riittda ndyttad, etta

diam(A) = diam(A)

kaikille A C X. Epéyhtélo diam(A) < diam(A) on selvd, joten voidaan tehdd vas-
taoletus diam(A) < diam(A). Sen mukaan on a € A ja b € A\ A siten, ettd

d(a,b) > diam(A).
Talloin dist(b, A) > 0: Ellei, niin kaikilla ¢ > 0 on a. € A siten, ettd d(b,a.) < e.
Siispé
d(a,b) < d(a,a.)+ d(a.,b) < diam(A) + &,
18



joten d(a,b) < diam(A), miki ei oletuksen mukaan ole mahdollista. Saatiin siis, etta
dist(b, A) > 0. Tamé& on kuitenkin mahdotonta, koska b on joukon A kasautumispis-
te.

Osoitetaan sitten Borel-saannoéllisyys, jolloin voidaan olettaa, ettd J#°(A) < oo.
Valitaan alkuosan perusteella kaikilla £ = 1,2, ... suljetut joukot Fy 1, [} 2, . .. siten,

> " diam(Fr)* < A5(A) + 1/k.

i=1

Nyt (e, Cx O A on Borel-joukko ja kaikilla n

f/n(ﬂck) < AC) < S diam(E,) < A(A) + 1n.
k=1 =1

Kun n — oo, niin saadaan
%( N Ck) < #°(A).
k=1

Koska my6s kddnteinen epéayhtiloé pétee, niin viite seuraa. 0

Huomautus 1.42. Avaruuden R" Hausdorffin mitta J#" ja Lebesguen mitta £
ovat melkein sama asia: 1oytyy vakio 0 < ¢, < oo, jolle £" = ¢, #". Perustelu
sivuutetaan, katso esimerkiksi |9, 4.3].

Lause 1.43. Olkoot X ja Y separoituvia metrisid avaruuksia. Olkoon A C X ja
olkoon f: A —Y L-Lipschitz-kuvaus, ts. jollain L > 0

d(f(z), f(y)) < Ld(z,y)

kaikilla x,y € A. Talloin
A (f(A) < L*o*(A).

Todistus. Voidaan olettaa, ettd J°(A) < co. Néytetddn, ettd kaikille 6 > 0 on
HA15([(A) < L2 AP (A),

mistd viite seuraa, kun 6 | 0. Olkoon ¢ > 0. Olkoot A;, As,... C X siten, etti



Nain ollen
H5(F(A) < diam(f(A))° < LY diam(4;)* < L*(A5°(A) +€).
i=1 i=1

kaikilla £ > 0. U

Lemma 1.44. Separoituvan metrisen avaruuden (X, d) jokaisella avoimella peitteel-
ld on numeroituva osapeite. Avoimella peitteelld tarkoitetaan avaruuden X avointen
joukkogjen kokoelmaa ¢, jolle X = |Jyey G, ja sen osapeitteelld joukkoa 4" C 9,
jolle edelleen X = Jgeq G-

Todistus. Olkoon A C X numeroituva ja tihed. Joukko
{B(a,r):a€ A, r>0, reQ}

on numeroituva, joten sille voidaan kiyttaa esitysta {Bj, Bs,...}. Olkoon sitten
2 avaruuden X avoin peite. Numeroituva alipeite saadaan valitsemalla kaikilla
1 =1,2,... joukko D; € Z, jolle B; C D;. Jos téllaista ei 16ydy, niin jatetddn D;
madritteleméttd. Riittad siis osoittaa, ettd |J, D; peittdd avaruuden X. Jos z € X,
niin on D € 2, jolle x € D. Koska D on avoin, on r > 0, jolle B(z,r) C D. Koska
A on tihed avaruudessa X, on a € A, jolle a € B(x,q), kun 0 < g < r/2 ja q € Q.
Talloin
x € B(a,q) C B(z,r) C D.

Jos oletetaan, ettd B(a,q) = B;, niin edellisen perusteella D; on mééritelty ja x €
B; C D;. Siten véite on todistettu. O

Lause 1.45. Olkoot X ja'Y separoituvia metrisid avarvuksia. Olkoon A C X joukko
ja olkoon f : A —Y kuvaus.

(1) Olkoon 5°(A) = 0. Jos kuvaus f on lokaalisti Lipschitz, ts. jokaiselle v € A
on L, >0 ja e, > 0 nuin, ettd

d(f(2), f(y)) < L.d(2,y)

kaikilla y,z € AN B(x,e,), niin °(f(A)) = 0.
(2) Olkoon 7°(A) > 0. Jos jokaiselle x € A on e, > 0 ja K, > 0 siten, ettd
kaikille y,z € AN B(x,e,),y # z, pitee

niin F°(f(A)) > 0.
Todistus. (1) Olkoon A C X joukko, jolle 5#%(A) = 0. Koska kuvaus f oletettiin
lokaalisti Lipschitz-jatkuvaksi, on jokaisella z € A ympéristo U, siten, ettd f|y, on

L,-Lipschitz. Téassé oletetaan, ettd U, on avoin avaruudessa X. Joukko A ajateltuna

avaruuden X aliavaruutena on separoituva metrinen avaruus ja perhe {U, N A},cq
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on joukon A avoin peite, joten silld on Lemman 1.44 mukaan numeroituva alipeite.
Olkoon se {U,, N A,U,, N'A,...}. Lauseen 1.43 mukaan

() = (U FAnt) ) < S04 AN0) < 3 Lot *(An,) .

(2) Olkoon toisaalta A C X joukko, jolle 7#°(A) > 0. Oletuksen mukaan jokaisella
r € A on ymparisto U,, jolle

d(f(y), [(2)) > K.d(y, 2)

jollain K, > 0 kaikilla y,z € AN U,. Jilleen Lemman 1.44 mukaan joukon A

avoimella peitteelld {U, N A},c4 on numeroituva osapeite. Olkoon se {U,, N A, U,, N
A, ...}. Télloin 1oytyy i, jolle A7*(ANU,,) > 0, silld muutoin J2*(A) = 0. Télléin
pitee myos J°(f(ANU,,)) > 0: Oletetaan, ettei néin ole. Koska

d(f(y), f(z)) > Ky,d(y,z) >0

kaikilla y,z € AN Uy, y # 2, on flany,, injektio kuvalleen. Siten f~! on hyvin
miédritelty kuvaus joukossa f(ANU,,) ja on lisiksi K '-Lipschitz. Niinpd Lauseen
1.43 mukaan

HN(ANUy,) =2 (fH(f(ANTL,)) < KA (f(ANTL,)) =0,
miké on ristiriita. Siten 27%(f(A)) > A*(f(ANU,,)) > 0. O
Miaritelmi 1.46. Olkoon g joukon X ulkomitta. Kuvauksen f : X — [0, 0]

yldintegraali on
[ tau=int [ o,
X ¢ Jx

missi infimum otetaan yli p-mitallisten funktioiden ¢, joille ¢(x) > f(x) kaikilla
reX.

Lemma 1.47. Olkoot A C R", f : R"™ — R™ jatkuva ja K C R"™ kompakti. Tdilldin
kuvaus
y > diam(K N f~(y))
on ylhaalta puolijatkuva el joukko
Sy ={y € R™: diam(K N f(y)) >t}
on suljettu kaikilla t > 0.

Todistus. Olkoon y joukon S; kasautumispiste ja olkoon (y;) C S; pisteeseen y
suppeneva jono. Olkoon & > 0. Kaikilla i on pisteet a;,b; € f~'(y;) N K, joil-
le [[a; — bi]| > t — . Koska K on kompakti, 16ytyy osajonot (a;,) ja (b;,), joille
a;; —»a € K jab,; —be€ K, kun j — oco. Nyt

J
la —b|| = || lijmaij - lijm by || = li]m lai, —bi,|| >t —¢
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ja
f(a) =lim f(a;;) = limy;, =y = lim f(b;,) = f(b),
joten diam(K N f~1(y)) >t — e. Niinpd myds y € S; ja siksi S; on suljettu. 0O

Lause 1.48. Olkoot A C R"™ ja f : R"™ — R™ L-Lipschitz-kuvaus. Oletetaan, etti
m < s <mn. Tdlldoin

/ L AN fUy) ALy < 2L (A),

m

Todistus. |9, Theorem 7.7|, |5, 2.10.25]. Voidaan olettaa, ettd .77°(A) < co. Lemman
1.41 perusteella joukko A voidaan peittdd kaikilla & = 1,2, ... suljetuilla joukoilla
Ei1, Eyo, ... siten, ettd diam(Ey ;) < 1/k ja

Y diam(Ey;)* < H475.(A) + 1/

i=1
Olkoon Fy,; = f(Ek;), jolloin
diam(F},;) < Ldiam(E};)
ja
L"(Fy) < Cdiam(F ;)™ < CL™ diam(Ey )™,
missd C' = 2™. Toisaalta kaikilla y € R™

ATAN ) = m AAN ) < lim S diam(B 0 )
T =1

Ylidrajana oleva kuvaus on Lemman 1.47 mukaan Z"™-mitallinen, silla

diam(Ey; N f~(y)) = sup diam(Ey,; N B(0,7) N f~'(y))
relN

ja Ey; N B(0,7) on kompakti kaikilla 7 > 0. Niinpd Fatoun lemman 1.13 nojalla
saadaan

/ lim 3 diam(Ey; 0 £ (3))" " dL™y

Rm k=00

<lw > [ diam(Ben ) 2"y
k—oo i=1 Fkﬂ'

< lim Y diam(B;)* "L (Fi)

< CL™ lim diam(FE},;)°
= k?oo; (Brs)
< CL" 5 (A).
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2. PEITELAUSEITA JA MITTOJEN DERIVOINTI

Luku mukailee ldahdettd [9]. Tutkielman péédtuloksen kannalta keskeisimmét tu-
lokset ovat Lause 2.9 ja Lause 2.11.

Lause 2.1 (Besicovitchin peitelause). Kaikille n on P,Q € N, joilla on seuraavat
ominaisuudet: Olkoon A C R"™ rajoitettu ja olkoon B kokoelma suljettuja palloja
siten, etti kaikille x € A on B(xz,r) € B jollain r > 0. Télléin
(1) on kokoelma palloja B; € B, 1 =1,2,..., siten, etti A C \J;—, B; ja jokaiselle
x € A on korkeintaan P palloa, joihin se kuuluu, ja
(2) on palloperheet By, B, ... Bg C A siten, etti

Q
AclJU B
i=1 BEB;
Jja
BN B =0 kaikille B,B' € %;, B+ B'.
Todistus. |9, Theorem 2.7] O

Lemma 2.2. Olkoot p avaruuden R™ Radonin ulkomitta ja {Sa}aer kokoelma eril-
lisid joukkoja. Talldin pu(Ss) > 0 korkeintaan numeroituvan monelle o € I.

Todistus. Olkoot Ky, K, ... kompakteja joukkoja niin, etté

]R”:QKi.

Jos olisi ylinumeroituvan monta «, joille p(S,) > 0, niin jollain ¢ pu(S, N K;) > 0
ylinumeroituvan monelle a. Namé joukot ovat erillisid, joten valttadmatta p(K;) =
oo. Témé on mahdotonta, koska p on Radonin ulkomitta. 0

Lause 2.3. Olkoot p avaruvuden R™ Radonin ulkomitta, A C R" ja % kokoelma
suljettuja palloja siten, ettd kaikille x € A

inf{r > 0: B(z,r) € B} = 0.
Talloin on erilliset B; € A, 1=1,2,..., siten, ettd

pa\ s =o.

Todistus. |9, Theorem 2.8] Voidaan tietenkin olettaa, ettd p(A) > 0. Oletetaan
lisdksi, ettd A on rajoitettu. Koska p on Radonin ulkomitta, on avoin joukko U,
A C U, siten, etté

) <1 +2g4Q)’1)u(A),



missd () on Lauseen 2.1 takaama luku. Koska jokainen joukon A piste on keskipiste
mielivaltaisen pienelle pallolle, voidaan Lausetta 2.1 soveltaa sellaiseen palloperhee-
seen, jonka jokainen pallo siséltyy joukkoon U. Saadaan palloperheet %, ..., %q
siten, ettd kukin %; koostuu erillisista suljetuista palloista B C U ja

Nyt 1(A) < S22 1(Upess, B), joten u(A) < Qu(Upe,. B) jollain i. Nisti voidaan
valita ddrellinen méara By, By, ..., By, € 2, siten, ettd

k1
u(A) < 2Qu(| ) By).
j=1
Merkitddn A; = A\ Uflzl B, jolloin

w(A) < w0\ By) = n(0) — () By) < u(4),

j=1 j=1

missd u=1—- Q7' < 1.
Tamén jalkeen vaiheessa m = 1,2,... joukko A,, sisdltyy avoimeen joukkoon
R™\ Ule B; ja siksi on avoin joukko U, siten, ettd A,, C U, C R™\ Ukm B, ja

p(Unm) < (14 (4Q) " p(Am)

Joukko U, valitaan néin, jotta pallot saadaan erillisiksi. Kuten edelld saadaan uusi
kokoelma palloperheitd %, ..., % siten, ettd

Q
AmCU U B C U,.

i=1 B€%;

Samaan tapaan jollain i pu(An) < Qu(Upey, B) ja niistd voidaan valita dérellinen
méaara, By, 11, Br,,+2, - - ., B,,,, niin, etta

(A <2Qu<© B)

j=k+1

Merkitaan

km+1

m+1 A\U

j=k+1

jolloin pu(A,,11) < up(A,,) kuten ensimmaéisessé vaiheessa.
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Siispa kaikillam = 1,2, ...

RN B) = pAn) < umua),

missd u < 1, ja suljetut pallot B; € £ ovat valinnan perusteella erillisié, joten véite
seuraa.

Jos A ei ole rajoitettu, niin tarvitaan Lemmaa 2.2. Olkoon k € {1,2,...}. Olkoon
{e1,...,en} vektoriavaruuden R™ standardikanta. Nyt hypertasot

Ht = tex + <{617 e '7671} \ {ek}>7 te Ra
ovat erillisid, joten vain numeroituvalle méaaralle niita p(H;) > 0. Siten 16ytyy pisteet
. .. j—Eoo
zp; € R, j € Z, joille z, j; ——— $00,
e < X1 < T < Tpa < ...

ja p(Hy, ;) = 0 kaikilla j. Midritelldén sitten kaikilla j = (ji, ..., jn) € Z"

Qj = (T1j, Trgi+) X oo X (Tnjs Tngot1),
jolloin
p®R\ | @) =0
jEZn
Alkuosaa voidaan nyt kiyttad joukkoihin A N @Q;. Koska jokainen (), on avoin, voi-

daan pallot B valita niin, ettd B C @);, jolloin lopullisessakin kokoelmassa on vain
erillisid palloja. 0

Maaritelma 2.4. Olkoot p ja A avaruuden R”™ Radonin ulkomittoja. Mitan p yld-
ja aladerivaatta mitan \ suhteen pisteessd x € R" ovat

o i(B(z,1))
Dy, A x) = lim Sog om0y

Jos ne ovat samat, niin niiden yhteistd arvoa

5 _ 7 pu(B(z,1))
ja D(p, A\, x) = 17}{(1)1 B

D(,LL, )‘7 x) - Q(:U’a )‘7 x) - D(,LL, )‘7 x)
kutsutaan mitan p derivaataksi (mitan A suhteen).

Huomautus 2.5. (1) Mééiritelméssda muotoa 0/0 olevat ilmaisut tulkitaan nol-
laksi. Muita tulkintavaikeuksia ei ole: ilmaisut co/oo eiviit ole mahdollisia,
silld maaritelmé annettiin vain Radonin ulkomitoille avaruudessa R".
(2) Kun p ja A ovat avaruuden R”™ Radonin ulkomittoja, niin kuvaukset

w(B(z,r)
A(B(z,7))’

ovat Borelin funktiota. Katso esimerkiksi [5, 2.9.6].
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(3) Jos D(u, A\, z) on médritelty ja ei ole niin, ettd sekid p(B(z,r)) = 0 ettd
AMB(z,r)) = 0 kaikilla 0 < r < 7 jollain ry > 0, niin D(p, A\, z)"' =
D(\, p, ). Téssi siis oo™ = 0 ja 0~! = oo, kuten on tapana sopia. Huomau-
tuksen 1.18 mukaan pu(B(z,r)) > 0 kaikilla 7 > 0 p-melkein kaikilla x € R”
ja A(B(z,r)) > 0 kaikilla > 0 A-melkein kaikilla 2 € R".

Lemma 2.6. Olkoot pu ja A avarvuden R"™ Radonin ulkomittoja, A C R" ja 0 <t <
00.

(1) Jos D(p, A\, x) <t kaikilla v € A, niin pu(A) < tA(A).
(2) Jos D(u, \,z) >t kaikilla x € A, niin u(A) > tA(A).
Todistus. |9, Lemma 2.13]. (1) Voidaan olettaa, ettd A(A) < oco. Olkoon & > 0.

Koska A\ on Radonin ulkomitta, on avoin joukko U niin, ettd A C U ja
AMU) < AA) +e.
Koska D(u, A\, x) < t kaikilla x € A, niin palloperhe
B={B(x,r)CU:z€A, r>0, u(B(z,r)) < (t+e)A\(B(x,r))}
toteuttaa Lauseen 2.3 oletukset. Niin saadaan erilliset suljetut pallot B; C U, 1 =
1,2,..., niin, etta

p(B:) < (t+ NB) Ja ul(A\ | B) =

Siksi

(t+¢) Z t—l—e)/\(UBZ-)

joten viite seuraa, kun € | 0.
Kohdan (2) todistus on vastaava. Olkoon £ > 0. Olkoon avoin joukko U siten,
ettd A C U ja u(U) < u(A) + . Jos

B={B(x,r)CcU:xz€Ar>0uB(x,r)>{t—e)\Bx,r))},
niin Lauseen 2.3 mukaan erilliset suljetut pallot B; € £, i = 1,2, ..., siten, etté

p(Bi) = (t = 2)A(B:) ja A(A\ U B;) =
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Siispé

> (t-2) Y AB) — e > (- OAA) e,

mistd viite seuraa, kun ¢ | 0. 0

Maaritelma 2.7. Olkoot p ja A joukon X ulkomittoja. Mitta pu on absoluuttisesti
jatkuva mitan A suhteen, merkitddn p < A, jos u(A) = 0 aina, kun A C X ja
A(A) = 0.

Lause 2.8. Olkoot i ja X avaruuden R"™ Radonin ulkomittoja.

(1) Derivaatta D(p, A, x) on olemassa ddarellisend A\-melkein kaikilla x € R™.
(2) Jokaiselle Borel-joukolle B C R™

/ D(p, A\, z) ddz < u(B).
B
Edelld on yhtdsuuruus, kun u << \.

Todistus. |9, Theorem 2.12|. (1) Olkoon 0 < r < co. Madritellaan kaikille 0 < ¢ < oo
joukko B
A, =B(0,r)N{x: D(p, A\, x) > t},

jolloin Lemman 2.6 mukaan

1 1
)‘(At,r> S ;:U(At,r) S ;:U(B(O?T))
Tamén perusteella
(4) A Q Apy) < tlifgo AMA¢r) = 0.
t=

Maaritellaan sitten kaikilla 0 < a < b < oo joukko
Bapr = B0,7r)N{x: D(u, \,z) <a<b< D(u,\z)},
jolloin Lemman 2.6 mukaan
bA(Bap,r) < p(Bapr) < aX(Bap,yr)-
Koska a < b, niin
(5) A(Bup,r) = 0.
Yhdistamaélla (4) ja (5) saadaan, kun a,b € Q,

)\( U Ba,b,r U m At,r) S Z )\(Ba,b,r) + )\( ﬂ At,r) = 0.
t=1 t=1

a<b a<b
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Olkoon nyt

A:U UBabr mAtr abeQJra

r=1 a<b

jolloin A(A) = 0. Nyt
R"\ {z : 3D(p, \,x) < o0} C A,

joten viite patee.
(2) Integroitava funktio on mééritelty A\-melkein kaikkialla. Lisdksi z — D(u, A, x)
on A-mitallinen funktio. Olkoon 1 < ¢ < co ja médritellddn kaikille p € Z

B,={x € B:t < D(u,\ x) <t't'}

Talloin Lemman 2.6(2) perusteella

/D,u,)\xd)\x— Z Du,)\x)d)\x

p=—00
< Z t"INB,) <t > p(By) < tu(B).
p=—00 p=—00

Arvio on voimassa kaikilla 1 < t < oo, joten viite seuraa.

Oletetaan sitten, ettd p << A. Olkoon 1 < t < oo. Absoluuttisen jatkuvuuden ja
kohdan (1) perusteella D(u, A, ) on olemassa &dérellisend p-melkein kaikilla z € R™.
Siispd p-melkein kaikilla * € R™ D(A\, u,x) = D(u,\,x)~! > 0, joten u(B) =

Y e o0 1(Bp). Lemman 2.6(1) mukaan saadaan
W(B) = S u(B) < 3 A(B
p=—00 p=—00
<t Z / (p, A\, d/\a:—t/ D(u, A\, x)d\x.
p=—oc0 B
Viite seuraa, kun ¢ | 1. [l

Lauseen 2.8 seurauksena saadaan tarkeitd aputuloksia.

Lause 2.9. Olkoon p avaruuden R™ Radonin ulkomitta ja olkoon A C R™. Tdlloin

i AN B@.7)

W aB@)

u-melkein kaikilla x € A.

Todistus. |9, Corollary 2.14]. Voidaan olettaa, ettd u(A) < oo. Oletetaan lisiksi,
ettd A on Borel-joukko. Talloin ulkomitta A, joka saadaan maérittelemélld kaikille

S C R" M(S) = u(SN A), on Radonin ulkomitta Lemman 1.21 ja Lauseen 1.27
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nojalla. Selviisti A < i, joten Lauseen 2.8 mukaan derivaatta D(\, u, ) on olemassa
p-melkein kaikilla z € R" ja jokaiselle Borel-joukolle B C R?

(6) Agxmm@mm:A@ﬂZMBmAw=éxumdwa

joten D(A, u, x) = 1 p-melkein kaikilla z € A. Ellei néin ole, niin
klim w(Dy) = pu({z e A: DA\ pu,z) < 1}) >0,
kun
Dy={ze€A: D\ u,z) <1-—1/k}.

Koska D(A, i, x) on Borelin funktio, niin valitsemalla riittdvéin suuri k& saadaan
Borel-joukko D C A, u(D) > 0, jolle jollain k

D\ p,z) <1—1/k
kaikilla = € D. Talléin
| DOV ) < (1= 1/Bu(D) < (D) = X(D).
D
miké on mahdotonta kohdan (6) mukaan. Niinpé p-melkein kaikilla x € A
(AN Bl )
rlo u(B(x, 1))

Jos A ei ole Borel-joukko, niin Borel-sdannollisyyden mukaan 16ytyy Borel-joukko
B D A, jolle u(B) = u(A) < co. Alkuosan perusteella p-melkein kaikillez € A C B

o BB 0B, r)
"0 p(Ble,r)
joten Lauseen 1.9 perusteella p-melkein kaikille z € A

i MAN B(a,r)) . (BN B(z,7))
rlo p(B(z, 1)) 10 u(B(z,r))

=D\ p,x) = 1.

=1,

= 1.

O

Maaritelma 2.10. Joukon X ulkomitat p ja A ovat keskenddin singulaariset, jos
on joukko A C X, jolle A(A) = 0 = u(X \ A). Avaruuden R" ulkomittaa p sa-
notaan lyhyemmin singulaariseksi, jos p ja Lebesguen mitta £ ovat keskendin
singulaariset.

Lause 2.11. Olkoot p ja A avaruuden R™ keskenddin singulaariset Radonin ulkomi-
tat. Tdlldin D(u, A\, x) = oo p-melkein kaikille z € R".
29



Todistus. Oletuksen mukaan on A C R” siten, ettd p(R™\ A) = 0 = A(A). Riittaa
siis nayttad, ettd viite patee p-melkein kaikille pisteille z € A. Koska A on Borel-
saannollinen, 16ytyy Borel-joukko B, jolle A C B ja A(A) = A(B). Lauseen 2.8
perusteella

/ DO i, 2)dpz < A(B) = M(A) =0,

joten D(\, i1, z) = 0 p-melkein kaikille z € A. Niinpd D(u, \,x) = D(\, p,x)"! = oo
p-melkein kaikille z € A. O

3. SUSLIN-JOUKOT JA A-LUOKAT

Téassd luvussa osoitetaan padasiassa, ettd Borel-joukon jatkuva kuva on tietyin
oletuksin mitallinen. Tulokset muotoillaan taydellisissi ja separoituvissa metrisissé
avaruuksissa kuten lahteessi |1]. Aiheen hienovaraisempi kisittely 16ytyy ldhteesté

[6].

Maiégritelmi 3.1. Olkoon ((X;,d;))ien jono metrisié avaruuksia. T&ll6in niiden tu-
loavaruus on metrinen avaruus (J];.n Xi, d), missé

HXi:{(x1,x27...)ZZB1 elean €X27}

1€N

ja d on kuvaus joka méiritelladan asettamalla kaikille v = (1, 29,...),y = (y1,92,...) €
Hie]N X

oo

Cdi(wi,y)
d(.v) Z 1+d($myz)
Jos taas (X1,dy), (Xa,ds), ..., (X;, dk), k € N, ovat metrisié avaruuksia, niin niiden

tuloavaruus on pari ([[,_; X;, d), missé

k
HXi:{($1,$2,-~~axk) cxy € X, 19 € Xy, ..o, 1 € Xi}

ja
d(z,y) = di(z1, 1) + da(z2,Y2) + - . . + di(Tk, i),
kun z = ($17x27 v 7xk)7y - (y17y27 o 7y]€) S Hf:l XZ

Tarkoitus ei ole suinkaan vaihtaa avaruuden R™ metriikkaa euklidisesta, joten sen
kohdalla tehdadan poikkeus, eikd noudateta Maaritelmaa 3.1.

Lause 3.2. Olkoon ((X;,d;))ien jono metrisia avarvuksia. Tdlloin niiden tuloava-

ruus [ [;en Xi on metrinen avaruus. Jos X; on tiydellinen kaikilla i € N, niin myds

[Lien Xi on. Samoin jos X; on separoituva kaikilla i € N, niin myds [[,c Xi on.
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Todistus. Merkitdin X = J[,.x Xi ja @ = (21,22,...) kaikille € X. Huomaa
ensinndkin, ettd kaikilla z,y € X

0 < d(z,y) = ZQZH;Z;%%SZ i1 < oo

=1
Koska kuvaukset d;, © € N, ovat metriikoita, ovat ominaisuudet

o d(z,y) = d(y, z) ja

e dx,y) =0<=uaz=y
voimassa kaikilla z,y € X. Koska kuvaus f : [0,00) — R, f(z) = z/(1 + x),
on kasvava ja kolmioepidyhtdld on voimassa jokaiselle d;, © € N, saadaan kaikille
r,Yy,z € X

o0

= di( gz;“yZ (i, zi) + di(zi,45)
d = 27"
(.T,y) Z 1+d xzayz Z 1+d(xwzl)+d(zl>yl)

=1 =1

_ in d (xwzz Z (Zlayz)
1+ di(wi, 2) + di(zi,95) 1+d(a:l,zz)+d(zz,yl)

=1

S~ o i@, %) i di(ziayi)
<YV Y Y s = d(e,2) + d(z, ).

Néin ollen (X, d) on metrinen avaruus.

Oletetaan sitten, ettd X; on separoituva kaikilla 7 € IN. Oletetaan, ettd jokaisella
i € N avaruuden X; numeroituva tihed osa on {27 };cn. (Vaikkei tiheiin osan tarvitse
valttdméatta olla dareton, voidaan selvyyden vuoksi kiyttda luonnollisia lukuja N
indeksijoukkona.) Riittdd ndyttas, etta

7] 27] k?] k+171 k+271 . ; . ;
D = {(x™t x>2 . a2 , T o) kg1, 92, gk € N}

on numeroituva ja tihed avaruudessa X. Numeroituvuus johtuu siiti, ettd "aérelliset”
jonot (j1,j2, .-, Jk, 1, 1,...), missi k, ji1, jo, ..., jx € N, muodostavat numeroituvan
joukon. Osoitetaan sitten, ettd D on tiheédssé, joten olkoon € > 0 ja olkoon x =
(21, x9,...) € X. Olkoon k£ € N niin suuri, ettd

Kaikillai =1,2,...,k on y; € {z"7},; C X;, jolle

€
d iy Yi ~1
(z y)<2k
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joten médrittelemalld y = (yi, o, ..., yp, 2™, 2*1 ) € D C X saadaan
00 k
S di(w, yi) ~i i@, yi) £
Az, y) =S oGl bi) g-i G\ Yi) ) E
(=.9) ; L+ di(z, ;) ; 1+ di(z4, ;) 2

k
< (Z dz(ﬂﬁz,yz)> +% <e.
i—1

Siten D on tihed avaruudessa X, ja siksi X = [[,. Xi on separoituva, kun X; on
separoituva jokaisella ¢ € IN.

Viimeiseksi oletetaan, ettdi X; on tiydellinen kaikilla i € N. Olkoon (z!, 22, ...)
avaruuden X Cauchy-jono, missi 27/ = (27,2),...) € X kaikilla j € N. T#lloin

. X dy( 2k 0o
d(x?,2%) = ZQ‘Z (aj“ij)k 2k 0,
i=1 1 +dl(xz7xz)

joten myos kaikilla ¢ € N
di(x, 2% PR ),
Siten (x},z?,...) on avaruuden X; Cauchy-jono kaikilla i € N. Avaruus X; on tiy-
dellinen, joten on 2?0 € X;, jolle z” EimiN ). Niinpéi myos
i ) = i 17) e
A, ) = —" 1+ d ( ‘

xa:)

Siten X on tédydellinen. 0
Lause 3.2 patee tietysti myos adrellisille tuloille.

Lause 3.3 (Tihonovin lause). Olkoon ((X;,d;))ien jono metrisii avaruuksia. Jos
Xi on kompakti kaikilla i € N, niin myds tuloavaruus [ [;c Xi on.

Todistus. |14, Lause 18.2]. O

Maééaritelldan positiivisten kokonaislukujen muodostamien jonojen avaruus A4 =
NN N = {1,2,3,...}, johon asetetaan Miiritelmiin 3.1 hengessi metriikka

22 i |m2 2|
1+ \ml —n;|’

kun m = (my,ma,...) jan = (ny,no,...). Lauseen 3.2 mukaan .4 on téydellinen ja
separoituva metrinen avaruus. Maaritellddn sitten tuloavaruuden X x .4 projektiot

pr: X X AN =X, pr(z,n) =z,
po: X X N — X, po(x,n) =n,

jotka ovat jatkuvia, kun tuloavaruuden X x .4 metriikka on kuten M&aritelméssa

3.1.
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Maaritelma 3.4. Olkoon X tdydellinen ja separoituva metrinen avaruus. Joukko
A C X on Suslin-joukko, jos on suljettu F' C X x .4 siten, etti

Suslin-joukkoja kutsutaan usein myos analyyttisiksi joukoiksi.

Lause 3.5. Olkoon X tdaydellinen ja separoituva metrinen avaruus. Tdlloin loytyy
jatkuva surjektio avaruudelta A avaruuteen X.

Todistus. |1, Theorem 11.3], [5, 2.2.8]. Koska X on separoituva, on epétyhjit suljetut
joukot F'(1), F(2),... siten, ettd diam(F(i)) < 27° kaikilla i ja

X = UF(i).

Vaiheessa k = 2,3, ... valitaan vastaavasti epatyhjat suljetut joukot F'(nq,na, ..., ny)
siten, ettd diam(F(ny,...,ny)) <2752 ja

F(nl, ce ,nk_l) = UF(nl, ce ,nk._l,i).
i=1

Talloin kaikilla n € 47 on sisdkkiiset suljetut joukot
F(nl) D) F(nl,ng) ...

joiden halkaisijat menevit nollaan. Koska X on tdydellinen, niiden leikkaus
[ee]
ﬂ F(”la”?a"'v”k)
k=1

sisaltaa tasmalleen yhden pisteen, jonka nimi olkoon f(n). Konstruktion perusteella
on selvid, ettd f on surjektio.

Riittad endd osoittaa, ettd kuvaus f on jatkuva. Jos nyt m,n € 4" ovat eri pisteité
siten, ettd d(m,n) < 1/4, niin jollain k € N

2772 < d(m, n) < Rl
Nyt m; = n; kaikilla 7 < k, kun muistaa, ettd kyse on kokonaislukujonoista. Jos
nimittdin olisi 7 < k siten, ettd m; # n;, niin olisi

[m; — ny|

d(m,n) > 27 > 2777 > 27

1+ |m; —n,|
mikd on mahdotonta. Téll6in

dx(f(m), f(n)) < diam(F(m4,...,mz)) <2752 <d(m,n),
joten myos jatkuvuus saadaan. 0

Lause 3.6. Olkoon X tdaydellinen ja separoituva metrinen avaruus ja olkoon A C X.

Talloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvid
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(1) A on Suslin-joukko.
(2) A on avaruuden AN jatkuva kuva.
(3) A on jonkin tdydellisen ja separoituvan metrisen avaruuden jatkuva kuva.

Todistus. [1, Definition 11.5]. (1) = (3): Jos A on Suslin-joukko, niin on suljettu
F C X x./, joka on itsekin tiydellinen ja separoituva metrinen avaruus, ja py(F) =
A.

(3) = (2): Oletuksen mukaan on téydellinen ja separoituva metrinen avaruus
M ja jatkuva kuvaus f : M — X siten, ettd f(M) = A. Lauseen 3.5 mukaan on
jatkuva surjektio g : A — M. Téll6in f o g on jatkuva ja f o g(A) = A.

(2) = (1): Oletuksen mukaan on jatkuva kuvaus f : .4 — X siten, ettd
A = f(A). Médritelladn

C=A{(f(n),n):ne N} CXxN
ja osoitetaan, ettd se on suljettu. Jos (f(n;),n;) — (z,n), kun ¢ — oo, niin n; — n
ja f(n;) — x. Jatkuvuuden (ja raja-arvon yksikésitteisyyden) perusteella x = f(n),
joten (z,n) = (f(n),n) € C. O

Lause 3.7. Olkoot X ja Y tdaydellisid ja separoituvia metrisid avaruvuksia. Olkoon
f: X =Y jatkuva. Olkoot A C X ja B CY Suslin-joukkoja. Talldin myos f(A) ja
f~YB) ovat.

Todistus. |1, 11.6,11.7] Jos A C X on Suslin-joukko, niin Lauseen 3.6 mukaan on
jatkuva g : A — X, g(A) = A. Téalléin f o g on jatkuva ja f o g(A) = f(A), ja
siksi saman lauseen mukaan f(A) on Suslin-joukko.

Joukolle B sen sijaan kiytetdan alkuperdistd méadritelméé: olkoon F C Y x A
suljettu ja pi(F) = B. Kuvaus

h:Xx AN =Y xAN, h(z,n)=(f(x),n),

on jatkuva, joten h='(F) on suljettu. Selviisti p;(h~1(F)) = f~1(B). O
Lause 3.8. Olkoot X ja Y tdydellisii ja separoituvia metrisid avaruuksia. Olkoot
A C X ja B CY Suslin-joukkoja. Tailloin myos A x B C X xY on Suslin-joukko.

Todistus. Koska A ja B ovat Suslin-joukkoja, 16ytyy suljetut joukot Fy C X x A
ja Fp CY x A, joille p1(Fa) = A ja p1(Fp) = B. Koska

FAaxFg=FysxFg=FyxFg C (X xAN)x (Y xN),
on F4 x Fp suljettu. Niinpd F4 X Fjg on separoituva ja taydellinen, koska (X x .47) x
(Y x A7) on separoituva ja taydellinen. Kuvaus
P:FyxFg— XxY, P((x,m),(y,n)) = (z,y),
on jatkuva ja P(F4 x Fg) = A x B, joten F4 x Fp on Suslin-joukko Lauseen 3.6
nojalla. 0

Suslin-joukoista tiedetddn lisiksi (katso [1]):
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e Suslin-joukkojen numeroituvat yhdisteet ja leikkaukset ovat Suslin-joukkoja.

e Borel-joukot ovat Suslin-joukkoja.

e On olemassa Suslin-joukko, joka ei ole Borel-joukko.

e Suslin-joukko on Borel-joukko, jos ja vain jos sen komplementti on myos
Suslin-joukko.

Luvun péitulos on, ettd Suslin-joukot ovat mitallisia tdydellisen ja separoituvan
metrisen avaruuden Borelin ulkomitoille.

Lause 3.9. Olkoon X tdydellinen ja separoituva metrinen avaruus. Olkoon i ava-
ruuden X Borelin ulkomitta. Tdlloin jokainen Suslin-joukko A C X on p-mitallinen.

Todistus. |1, Theorem 11.18], [5, 2.2.12]. Olkoon A C X Suslin-joukko. Riitta4 néyt-
b, etti

u(E) = p(EN\A) + p(E N A).
kaikille £ C X, joille u(F) < oo. Kiinnitetdén téllainen joukko E. Maéritellaan
ulkomitta v asettamalla kaikilla S C X
v(S) =inf{(y|g)(B) : S C B, B (p|g)-mitallinen},

joka on sddnnollinen Lauseen 1.28 perusteella. Koska p on Borelin ulkomitta, myos
(| ja v ovat Borelin ulkomittoja. Lisdksi v(X) < oco.

Osoitetaan nyt, ettéd kaikilla ¢ > 0 on suljettu joukko C' C A, jolle v(A\ C) < e.
Olkoon £ > 0. Koska A on Suslin-joukko, 16ytyy jatkuva surjektio

f: AN — A
Olkoon nyt Zy = A ja valitaan sitten kaikilla ¢ € {1,2,...} luku m; € N ja joukko
Z; C Z;_q siten, etta
Zi=Zi 10 {f(n) :n; <my}jav(Z) >v(Ziy) — 2.

Tallaiset saadaan sddnnollisyyden vuoksi: jokaisessa vaiheessa voidaan madritelld
joukot

Sy =2Zi1N{f(n):n; <k},
jolloin S; C S, C ... ja Lauseen 1.7 perusteella
klim v(Sk) = v(Zi-1).

Maaritellaan
=z,
i=1

joka on suljettujen joukkojen leikkauksena suljettu. Induktiolla ndhd&aan, etta kai-
killa ¢

v(Z) > v(Zg) —e Y 27 > v(Z) —e,
=1
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joten o
v(C) = lim v(Z;) > v(Zy) — e,

silld v(X) < oc.
Olkoon nyt
K={ne A :n <m; VieN},
joka on kompakti Lauseen 3.3 perusteella. Osoitetaan, ettd C' C f(K) C A. Olkoon
r € X\ f(K) ja niytetdin, ettd x € X \ C. Koska {z} ja f(K) ovat kompakteja,
on erilliset avoimet joukot U, V' C X niin, ettd x € U ja f(K) C V. Koska f on
jatkuva, myos W = f~1(V) on avoin ja K C W. Nyt dist(K, .4\ W) > 0, joten on
1, jolla
dist(K, A/ \ W) > 27"
Nyt jokainen n € A", ny < myq,...,n; < m;, kuuluu joukkoon W, silld

dist(n, K) < Z 277 =27

j=i+1
Taten
Z;CVcCcX\U,
joten myos o
Z; C X\ U,

koska X \ U on suljettu. Siispi = ¢ Z; eli « ¢ C. Titen C C A.
Nyt on siis 16ydetty suljettu joukko C' C A, jolle v(A) — v(C) < e. Koska C on
Borel-joukko ja siten r-mitallinen, on
v(A) =v(C) +v(A\ C),
joten
v(A\C)=v(A) —v(C) <e.
Téasta saadaan
w(E\NA)+u(ENA) <v(E\A) +v(ENA)
<v(E\C)+v(ENC)+v(EN(A\C))
<v(E)+e=pukE)+e.
Kun € | 0, saadaan
u(E) = n(EN\A) + p(E N A).
Koska tdmé patee mielivaltaiselle joukolle £ C X, joukon A p-mitallisuus seuraa.
O

Maéritelma 3.10. Joukko I' on joukon X A-luokka, jos
(1) X eT,
(2) AT, kun A €T, ja
(3) Ups; A € T, kun Ay, Ay, ... € T ovat erillisié.
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Lause 3.11. Olkoon X joukko ja % C P (X) sellainen, ettc AN B € % aina,
kun A, B € % . Talldin suppein A-luokka, joka sisdltdda kokoelman 2 on suppein o-
algebra, joka sisdltid kokoelman 7% . Erityisesti jos X on metrinen avaruus ja % sen
avoimet joukot, niin jokainen kokoelman % sisdltavd \-luokka sisdltda Borel-joukot.

Todistus. |6]. Olkoon A suppein joukon 7% sisiltavi A-luokka ja olkoon ¥ vastaavasti
suppein joukon % sisiltdva o-algebra. Koska Y on myos A-luokka, joka siséltdé
joukon %/, on ¥ O A voimassa. Riittdd siis niyttdd, ettd A on o-algebra. Olkoot
A, Ay, ... € A. Tall6in niiden yhdiste

QAZ-:Q<AZ~\;UIA]>

kuuluu joukkoperheeseen A, mikili A\ B=ANB°c AjaAUB=AU(B\A) €A
aina, kun A, B € A. Koska A on suljettu komplementoinnin suhteen, riittaé itse
asiassa osoittaa, ettd A on suljettu adrellisten leikkausten suhteen. Maaritelldan
kaikille C' € A

AC)={DcCcX:CnDeA},

joka on A-luokka: ainoa ongelma on komplementoinnissa, joka sekin ratkeaa, kun
huomaa, etté kaikilla D € A(C)

CND=([CNCHU(CNDY)=CnN(C°UD®) =(C°U(CND))eA.

Kaikille G, G’ € % pitee
GNG ew CA,

joten Z C A(G). Talloin A C A(G) kaikilla G € % . Olkoot sitten A, B € A. Koska
B € A C A(G) kaikille G € %, niin BN G € A kaikille G € %, joten % C A(B).
Siispd myos A C A(B), joten AN B € A. Taten A on o-algebra ja X C A. O

Huomautus 3.12. A-luokkia kutsutaan myos Dynkinin systeemeiksi tai o-luokiksi.
Tiedetéddn, ettd avaruudessa R™ suppein avoimet pallot sisdltdva A-luokka on koko
Borel-joukkojen o-algebra [10], ja ettei tdmé pade yleisissd metrisissi avaruuksissa
[3], eiké edes Hilbertin avaruuksissa [7].

4. SUORISTUVAT JA TAYSIN SUORISTUMATTOMAT JOUKOT

Luku perustuu ldhteisiin [4], [9] ja [5], joista ensimmaéisestd 16ytyy kattavampi
esitys tason R? teoriasta. Jilkimmaiset kiisitteleviit joukkojen geometriaa yleisissi
euklidisissa avaruuksissa, miké on oleellisesti vaikeampaa kuin tasossa. Téssd perus-
madritelmét ja -tulokset asetetaan yleisessd tapauksessa, kunnes projektiotulosten
kohdalla dimensio pudotetaan kahteen.

Maaritelma 4.1. Olkoot m ja n kokonaislukuja, joille 0 < m < n. Joukko A C R”

on m-suoristuva, jos on jatkuvasti differentioituvat kuvaukset f; : R™ — R", 1 =
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1,2,..., siten, etta

A (A U fl-(]Rm)> = 0.
i=1
Jos taas H™(A N B) = 0 kaikille m-suoristuville B C R™, niin A on tdysin m-
suoristumaton.

Usein m-suoristuvuus ja tdysi m-suoristumattomuus médritelliin C-kuvausten
sijaan Lipschitz-kuvausten avulla. Talloin kisitteet voidaan méaritelld myos sepa-
roituvien metristen avaruuksien osajoukoille. Avaruudessa R™ on kuitenkin sama
kumpi madritelméa asetetaan. Ilmeinen puoli yhtapitavyydestd ndytetddn Lauseessa
4.3. Toinen puoli 16ytyy lahteisté [5, 3.2.29] ja [13, 11.1].

Lemma 4.2. Olkoon S C R™ joukko ja olkoon f : S — R L-Lipschitz-kuvaus.
Talloin on L-Lipschitz-kuvaus f : R™ — R, jolle fl|s = f.

Todistus. Osoitetaan, ettd kuvaus, joka saadaan asettamalla
Fla) = inf (£(=) + Ll — =])
toteuttaa viitteen. Olkoon z € S. Télloin kaikille z € S pétee
f(@) = f(2) < |f(x) = f(2)] < Lflw — =],

joten f(z) < f(z) + L[|z — z[|. Niinpd f(z) < f(x). Toisaalta kuvauksen f médri-
telmén perusteella viite f(z) > f(x) on ilmeinen, joten f(z) = f(x) kaikilla z € S.

Riittda endd nayttad, ettd f on Lipschitz-kuvaus. Tamakin saadaan, koska kaikilla
r,y € R™
Fa) = mf(F(2) + Llla = =) < it (£(2) + Llly = 2l) + Ll = yll = o) + Lz — o]
ja vastaavasti . .
fy) < f(@) + Lijz =yl

joten 3 .

i —Lllz =yl < f(z) = f(y) < Llz —yl|.
Siten f on L-Lipschitz-kuvaus. 0

Lause 4.3. Olkoon A C R"™ m-suoristuva joukko, missd m < n. Tdlldin on Lipschitz-
kuvaukset g; : R™ — R", i = 1,2, ..., joille

(4 \[] #(R")) <o

Todistus. Koska A C R™ on m-suoristuva, 10ytyy jatkuvasti differentioituvat ku-
vaukset f; : R™ — R", i=1,2,..., joille

B (A \in(ll{m)) ~0.

38



Peitetdadn R™ numeroituvalla kokoelmalla avoimia palloja B;, j € {1,2,...}. Lauseen
1.33 mukaan kaikille 7 ja j 16ytyy L;; > 0 niin, ettd f;|5; on L; ;-Lipschitz-kuvaus.
Jos [ = filg; = (f'..., f") joillain 7 ja j, niin Lemman 4.2 mukaan kuvauksen f
komponenttifunktioille f* 16ytyy L; ;-Lipschitz-jatkuvat lanennukset f"’ koko ava-

ruuteen R™. Niinpa kuvauksen f laajennus saadaan asettamalla f ( fl f")
joka on Lipschitz-kuvaus, silld

(@) = FOI < 1F1 @) = @)+ + (@) = ()] < nLisllz —y]

kaikille z,y € R™. Néin saadut kuvausten f;|p; Lipschitz-laajennukset antavat viit-
teen. 0

Lause 4.4. (1) Jokaisella m-suoristuvalla joukolla on o-ddarellinen F™-mitta.
(2) Jokainen m-suoristuvan joukon osajoukko on m-suoristuva ja jokainen tdysin
m-suoristumattoman joukon osajoukko on tdysin m-suoristumaton.
(3) Jokainen m-suoristuvien joukkojen numeroituva yhdiste on m-suoristuva.
(4) Jos A on m-suoristuva, niin on m-suoristuva Borel-joukko B, jolle A C B

ja A (B) = ™ (A).

Todistus. (1) Viite on siis Méadritelmén 1.25 mukaan, ettd m-suoristuvalle A C R"
16ytyy joukot Ay, Ao, ..., joille A C U;—, Ak ja H™(A;) < oo kaikilla & € N.
Peitetddn R™ ensin avoimilla palloilla B;, j € N, joille #™(B;) < oo, silld s
on Radonin ulkomitta avaruudessa R™. Jos A on m-suoristuva, niin Lauseen 4.3
mukaan 10ytyy L;-Lipschitz-kuvaukset f; : R™ — R", i € N, joille

N (A \ Q fi(lRm)) —0.
Niinpi i

A Z%Mmﬁ (R™)) ZZ%’”AHJ% ).

=1 =1 j=1

Lauseen 1.43 mukaan
A (fi(B))) < L A (B;) < o0.
kaikilla ¢ ja j. Joukko N X N on numeroituva ja
AclJU rsy)
i=1j=1

joten viite seuraa.

(2) Viite on ilmeinen Mééritelmén 4.1 perusteella.
39



(3) Jos Ay, Ag, ... ovat m-suoristuvia, niin kaikille i € N Ioytyy C'-kuvaukset
fij :R™ = R", j €N, joille

(4 U@ <o

Talloin .
%ﬂm(gf‘lk \ Q lez',j(Rm)) < %ﬂm(Q (Az' \ in,j(Rm))> =0,

joten viite seuraa.

(4) Olkoon A C R™ m-suoristuva joukko. Oletetaan ensin, ettd 7 (A) < oo.
Borel-saannollisyyden mukaan on Borel-joukko B D A, jolle ™ (B) = 5™(A).
Koska A on m-suoristuva, 16ytyy C'-kuvaukset f; : R™ — R", i € N, joille

:%W(A\Lnxﬁm):n.
i=1
Lauseiden 3.7 ja 3.9 mukaan joukko (J;2, f;(R™) on #"-mitallinen, joten myés sen
komplementti on 5#-mitallinen. Niinpa Lauseen 1.9 mukaan

s (s\Usan) o (anJ s o
i=1 =1

joten my6s B on m-suoristuva joukko. Jos S#™(A) = oo, niin kiytetddn koh-

tia (1) ja (2), joiden mukaan 16ytyy m-suoristuvat joukot Aj, As,..., joille A C

U=, A; ja #™(A;) < oo. Néiihin voidaan soveltaa alkuosaa, jonka mukaan 16ytyy

m-suoristuvat Borel-joukot B; D A;, i € N, joille 7 (A;) = 7™ (B;). Télloin

B=|JB>A
i=1
on Borel-joukko ja kohdan (3) perusteella myts m-suoristuva. O

Lause 4.5. Olkoon A C R" joukko, jolle 7™(A) < oo. Tdalldin on m-suoristuva
joukko F' ja tdysin m-suoristumaton joukko E siten, ettd A on niiden yhdiste.

Todistus. |9, Theorem 15.6]. Jos A on téysin m-suoristumaton, niin véite on ilmei-
nen. Muussa tapauksessa olkoon M = sup #™(A N B), missd supremum otetaan
yli m-suoristuvien Borel-joukkojen B. Koska A ei ole tdysin m-suoristumaton, on
m-suoristuva joukko F, jolle 7 (A N F) > 0. Taten Lemman 4.4(4) ja oletuksen
H™M(A) < oo perusteella 0 < M < oo. Kaikilla i = 1,2,... 16ytyy m-suoristuva
Borel-joukko B;, jolle
H(ANDB;) > M —1/i.
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Kuva 1. sZ™-déarellismittainen joukko koostuu me-suoristuvasta ja
taysin m-suoristumattomasta osasta.

Olkoon F' = AN J;2, B;. Joukko F' on Lemman 4.4 mukaan m-suoristuva, joten
riittdd endd ndyttad, ettd £ = A\ F on tiysin m-suoristumaton. Tehddin vastao-
letus, ettd on m-suoristuva joukko C, jolle ¢ = J#™(C' N E) > 0. Lemman 4.4(4)
nojalla voidaan olettaa, ettd C' on Borel-joukko. Koska leikkaus on distributiivinen
yvhdisteen suhteen, pitee

(AN(FUQ)\ F

(ANF)UANC)\ F
(ANF)\ F)U((ANC)\ F)
=(ANC)NF =CN(ANF)=CNE.
Joukon F' J#™-mitallisuuden ja Lauseiden 1.7 ja 1.41 perusteella
HA(AN(FUQC)=H"(AN(FUC)\F)+Z"(AN(FUC))NF)
> A" (CNE)+H™(ANF)

k
=c+ lim Z™(AN UBZ)
i=1

k—o00

> lim #™(ANBy) = M.

k—o00
Tamé& on mahdotonta, koska F'UC' on m-suoristuva Borel-joukko. Siten £ on téysin
m-suoristumaton ja viite pétee. 0
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Suoristuviin ja tdysin suoristumattomiin joukkoihin liittyvit projektiotulokset ka-
sitellddn ainoastaan tasossa ja niinpd 1-suoristuvia ja tdysin 1l-suoristumattomia
joukkoja voidaan lyhyemmin kutsua suoristuviksi ja tdysin suoristumattomiksi jou-
koiksi. Termié polku kiytetddn tissa kuvauksen synonyyminé lihinna ajatuksen joh-
dattamiseksi.

Kuva 2. Kuvaus py projisoi tason pisteet suoralle [y.

Maéritelmé 4.6. Kaikille § € R miritelldin yksikkovektori § = (cos 6, sin ) ja
kuvaukset

po i R? = R?, po(x) = (2,0)0,

79 : R? = R, my(z) = (z,0),
missi (-, -) on tason R? standardisisiitulo. Sen sijaan merkinniit suoralle ly = {t0 :
t € R} ja kohtisuoralle kulmalle - = 6 + Z mod 7 varataan vain kulmille [0, 7).
Joukossa [0, 7) kiytetdin Lebesguen mittaa ! ja ilmaisu "melkein kaikilla 6 €

[0, 7)” ymmérretddn aina sen mielessi. Sovitaan vield, ettd suorat m,n C R? ovat
yhdensuuntaiset, jos m = n + a jollekin a € R?. Tatd merkitddin m || n.

Lemma 4.7. Olkoon v : R — R? C'-polku.

(1) Korkeintaan numeroituvan monelle 6 € [0, 7) on voimassa
ANt € R: v (t) =70 jollain r # 0}) > 0.

(2) Joukon v({t € R :+/(t) = 0}) "' -mitta on 0.
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KUvA 3. Lemmassa 4.7 ndytetddn, ettd kunhan pisteen y(t) tangentti
ei ole kohtisuorassa suoraa ly vastaan, niin pisteen ~y(¢) ymparisto
projisoituu “siististi” suoralle [y.

(3) Jos 8 € [0,7) ja joukolle
A={teR:~(t) #r0 Vr € R},
pitee 1 (A) > 0, niin projektion pyi (y(A)) S -mitta on positiivinen.
Todistus. (1) Merkitddn kaikilla 6 € [0, 7)

Ty = {t € R:+/(t) = rf jollain r # 0},

jolloin joukot T}y ja Ty ovat erillisid aina, kun 6 # (. Tehddédn vastaoletus, ettd on
ylinumeroituva © C [0, 7) niin, ettd ' (Tp) > 0 kaikille 0 € ©. Vileji [j, j+1) C R,
j € Z, on numeroituva mééri, joten jollain valilli I = [k, k+ 1) on (I NTy) > 0
ylinumeroituvan monelle § € ©. Silloin erillisyyden vuoksi (1) = oo, miki on
tietenkin mahdotonta. Siten vastaoletus on vdéra.

(2) Olkoon I C R rajoitettu avoin vili ja olkoon € > 0. Joukko

Se={tel:[ly(®)l <e}

on avoin, ja arvioimalla kuten Lauseen 1.33 todistuksessa ndhdian, ettd v on 2e-
Lipschitz-kuvaus joukossa S, joten Lauseen 1.43 mukaan

(S < 2e4(S.) < 20 M),
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Niinpa

Aot 10 = o) <8 (500 ) = fim 050 =

Viite seuraa, silld R saadaan téallaisten vilien numeroituvana yhdisteena.
(3) Olkoon # € [0, ) sellainen, ettd joukolle

A={tcR:~(t) #r0Vr € R}

pitee #1(A) > 0. Kuvaus 7y oy : R — R on ketjusdéinnén mukaan jatkuvasti
derivoituva ja sen derivaatta on

(mo2 07)(8) = (85,7(1)) # 0

kaikilla ¢ € A. Derivaatan 7/ jatkuvuuden nojalla jokaisella t € A on g; > 0 siten,
ettd (mpr 0y)'(s) # 0 kaikilla s € [t — e, ¢+ &4]. Niinpé vélliarvolauseen 1.32 mukaan
kaikilla a,b € [t — &, + &

(g2 07)(a) = (o 0 7)(b)] = Kila — b,
missé
Ki= min |(m 07)(s)| > 0.

SE[t—et,t+et]

Koska 7' (A) > 0, niin Lauseen 1.45 mukaan
A (per (1(A))) = A (w1 (1(A))) > 0,
mika oli viite. U
Lause 4.8. Olkoon F C R? suoristuva joukko, jolle 7 (F) > 0. Tdllsin
A (po(F)) > 0
lukwunottamatta korkeintaan yhti suuntaa 6 € [0, ).

Todistus. Voidaan olettaa, etti F' C v(IR) jollekin C'-polulle  : R — R>2. Tehdiiin
vastaoletus, ettd 1oytyy kaksi eri suuntaa 61,60y € [0,7), joille S (pyi(F)) = 0
molemmille 7. T&ll6in Lemman 4.7(3) mukaan

ANt € R:~(t) € F,v(t) #r0; ¥r ¢ R}) = 0.

Kuitenkaan derivaatta ei voi olla kummankaan suuntainen kovin monelle ¢: Jos
ANt € R : (1) € F,y'(t) = rf,r # 0}) > 0 (vastaavasti suunnalle ), niin
Lemman 4.7(3) mukaan

%l(pOQL(F)) > 07

miki on mahdotonta. Niinpd molemmille ¢ on

ANt eR: () € F,y(t) =r0;,r #0}) =0.
44



Joukko F' koostuu pisteistii y(t), joille joko 7/(t) = 0, 7/(t) = r6; toiselle i jollain
r # 0 tai 7/(t) # r0; molemmille i ja kaikille » € R. Ensimmiiisen vaihtoehdon mu-
kaiset pisteet muodostavat #'-nollamittaisen joukon Lemman 4.7(2) nojalla. Kak-
si viimeisti vaihtoehtoa muodostavat .7#!-nollamittaisen joukon parametrijoukossa
R, ja Lauseiden 1.33 ja 1.45 perusteella v siilyttid #'-nollamittaisuuden. Siispi
1 (F) = 0, miki on kuitenkin mahdotonta. Viite seuraa.

O

Vastaava projektiotulos tdysin suoristumattomille joukoille on mielenkiintoisempi.
Todistus on tyolds ja se sivuutetaan. Katso |4, Theorem 6.13].

Lause 4.9. Olkoon E C R? tiysin suoristumaton S -mitallinen joukko ja 71 (E) <
oo. Tdlldin

A (po(E)) =0
melkein kaikille 6 € [0, ).

Yhteenvetona projektiotuloksista saadaan Lause 4.10. Ndin muotoiltuna se pétee
yleisesti avaruudessa R™. Vaikkei jatkossa tarvitakaan tdtd enempéd, on hyvi huo-
mata, ettii tasossa suoristuvan joukon, jolla on positiviinen #!-mitta, projektiolla
on positiivinen ##!-mitta lukuunottamatta korkeintaan yhtd suuntaa. Lauseiden 4.5
ja 4.8 mukaan timi tarkoittaa, etti jos joukolle F', #1(F) < oo, suuntia, joihin
projektio on nollamittainen, on vihintain kaksi, niin joukko F' on vilttamatta taysin
suoristumaton.

Lause 4.10 (Besicovitchin projektiolause). Olkoon A C R* 2 -mitallinen joukko,
jolle 1 (A) < oo.
(1) Joukko A on suoristuva, jos ja vain jos kaikille " -mitallisille joukoille
B C A, Y (B) > 0, pitee 7 (pp(B)) > 0 melkein kaikille 6 € [0, ).
(2) Joukko A on tiysin suoristumaton, jos ja vain jos F*(pe(A)) = 0 melkein
kaikille 0 € [0, 7).

Todistus. Perustelu saadaan yhdistdmélla Lemma 4.4 ja Lauseet 4.5, 4.9 ja 4.8.

(1) Jos A on suoristuva, niin myos sen jokainen osajoukko on suoristuva Lemman
4.4 mukaan. Siten jokainen % '-mitallinen joukko B C A, 5#'(B) > 0, on suoristuva
ja siksi Lauseen 4.8 mukaan J#"(py(B)) > 0 melkein kaikille 6 € [0, 7).

Oletetaan sitten, ettdi joukon A jokaiselle .#l-mitalliselle osajoukolle B C A,
A (B) > 0, on S (pg(B)) > 0 melkein kaikille § € [0, 7). Tehdiin vastaoletus: A
ei ole suoristuva. Télloin Lauseen 4.5 mukaan joukon A tdysin suoristumattomalle
osalle E C A piitee A (E) > 0. Koska A on '-mitallinen, myds joukko F on.
Siten Lauseen 4.9 mukaan ' (ps(E)) > 0 melkein kaikille # € [0, 7). Tami on
vastoin oletusta, joten joukon A tdytyy olla suoristuva.

(2) Jos A on tdysin suoristumaton, niin véite seuraa suoraan Lauseesta 4.9.

Oletetaan toisaalta, etti 1 (ps(A)) = 0 melkein kaikille § € [0, 7). Tehdéin

vastaoletus: A ei ole tdysin suoristumaton. Tall6in Lauseen 4.5 perusteella joukon
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A suoristuvalle osalle F' pitee #'(F) > 0. Koska F' on Borel-joukko, niin Lauseen
4.8 mukaan S (py(F)) > 0 melkein kaikille 6. Taten myos ' (pg(A)) > 0 melkein
kaikille . Tamé& on oletuksen mukaan mahdotonta, joten A on valttdmatta téysin
suoristumaton. U

lg

KuvA 4. Lemma 4.11(1).

Lemma 4.11. (1) Kun A C R? on joukko, jolle 71 (A) < oo, niin kaikille 0 € [0, )
#AN(z+1y)) < o0

A -melkein kaikille x € lp..

(2) Jos (x;,0;) — (x,0) ja on pisteet z; € x; + ly,, joille z; — 2z € R?, niin
z Ex+ lg.

(3) Jos K C R? kompakti, niin kuvaus

(2,0) — #K N (x+ly),

missi (x,0) € R? x [0,7), on Borelin funktio.
(4) Jos E C F ovat sellaisia joukkoja, etti #1(E) = A (F) < 0o, niin jokaiselle
r€F (taix e R*\ F)
#FEN (x4 1) = #E N (v + 1)

melkein kaikille 6 € [0, ).
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Todistus. (1) Olkoon 6 € [0, 7). Sovelletaan Lausetta 1.48 projektioon 7y : R* — R.
Koska 77" = # Huomautuksen 1.40 mukaan, niin

/ AN AL < oo,
R

joten Z!-melkein jokaisella t € R
#(A N (t@ -+ ZQL)) < 0.

(2) Tehdééin vastaoletus, ettd z € R? \ (z + lp). Télloin r = dist(z, 2 + ly) > 0.
Olkoon iy niin suuri, ettd kaikilla i > iy on z; € B(z,7/4). Riittdd ndyttdd, etta
kaikille R > 0 1oytyy ng > 7o siten, ettd kaikille ¢ > ngy péitee

z; +lp, N B(2, R) C {w € R* : dist(w, x + ly) < r/4},

vaikka kaikilla ¢ > 17 pitéisi olla
dist(z;,x +1lp) = inf ||z; —¢|| > inf <Hq—zH - Hz—zZH) > —.
q€x+lg qET+lg

Voidaan olettaa, ettd ny on ensinnékin niin suuri, ettd z; € B(z, R) kaikilla ¢ > ny.
Olkoon B
y=ux;+sb; € x; + 1y, N B(z, R)
joillain s € R ja i > ng. Télloin |s| < 2R ja
ly — (= + sO)|| < llws — x| + |s[|6; — O] < ||l — || +2R]|6; — 8],

joten lukua n( kasvattamalla saadaan viite.

(3) Olkoon n € {0,1,2,...}. Olkoon kaikilla j = 1,2, ... joukko V; niiden parien
(z,0) kokoelma, joille 16ytyy avoimet Uy, ..., U, C R? niin, ettd k < n, diam(U;) <
1/ ja

k
(+l)NK c|JU;
i=1
Talloin
{(z,0) e R x [0,7) : #K N (2 + 1y) < n} = mVJ
j=1
Huomautuksessa 1.40 perustellun tiedon S#° = # ja Lauseen 1.41 perusteella. Osoi-
tetaan, ettd joukot V; ovat avoimia. Olkoon (z,0) € V; jollain j ja Ui, ..., Uy pa-
ria (x,0) vastaava kokoelma avoimia joukkoja. Kun (y, () on riittdvin lahelld paria
(x,0), niin myos
k
y+l)nKcl|Jui=U.
i=1
Perustellaan tdma. Ellei pisteelle (z,0) 16ydy tallaista ympéristod, niin 16ytyy jonot
(x:,0;) ja (z), joille z; € (x; +1p,) N (K \ U). Koska K \ U on kompakti, niin jonolla
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(2;) on suppeneva osajono, z; — z € K \ U. Kohdan (2) mukaan z € = + lp, miki
on kuitenkin mahdotonta, silld x + [y, N K C U.

(4) Olkoon x € E. Mairitellddn kaikille 2 € A = R*\ {w € R? : w; = 21}
radiaalinen projektio R asettamalla

Z9 — T9
21— T

R(z) = R.(z) = arctan

€ (—m/2,7/2).

Huomaa, ettd kaikilla § € (—7/2,7/2)
R7Y0) = (z + 1) \ {z}.

Kuvaus R on jatkuvasti differentioituva joukossa A ja kaikilla z € A

wner= (4 (525)) (G20 o)

Tamén perusteella voidaan nayttdd, ettd kuvaus R on joukkoon

Ai={z€A:|z—z|| >1/i, 21 > x; (tai z; < z1)}

rajoitettuna Lipschitz-kuvaus kaikilla ¢ € IN. Samanlainen paéttely kuin Lauseessa
1.33 kelpaa, eiki sitd ole tarpeen toistaa. Siispd Lauseen 1.48 mukaan kaikilla ¢ =
1,2,... jollain C' > 0

| HE\ENRE®) db < CHNF\B) =0,
(—m/2,m/2)

joten myos
0=#(F\E)NR(0) = #(F\ E)N (x+15))
melkein kaikilla 6 € [0, 7). Niinpd melkein kaikilla 6 € [0, 7)

HE N (x+1p) = #(EN (x+1) + #(F\E) N (x+1p) = #((E0 (x4 1))
O

Lauseen 4.13 todistuksessa kiytetddn seuraavaa Lausetta 1.35 yleisemmaén Fubinin
lauseen seurausta.

Lause 4.12. Olkoot X ja Y separoituvia metrisii avaruuksia. Olkoot ux ja py
nitden o-ddarellisid Borelin ulkomittoja. Tdlldin jokaiselle Borel-joukolle A C X XY
wx-melkein kaikille v € X pitee puy({y : (z,y) € A}) = 0 tismdlleen, kun py-
melkein kaikille y € Y pdtee ux({z : (z,y) € A}) =0.

Todistus. Katso |1, Theorem 6.7] tai |8, Theorem 5.47|. Lahteissd ei kuitenkaan
perustella aivan tatd tulosta. Separoituvuutta tarvitaan, jotta "tulomitasta” p =
px X py saadaan myos Borelin ulkomitta. Lauseessa |1, Theorem 6.2| ndytetién,

ettd tulojoukot A x B C X x Y ovat p-mitallisia, kun A on px-mitallinen ja B on
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py-mitallinen. Erityisesti avointen joukkojen tulojoukot, ts. joukot U x V', missd U
on avaruuden X avoin joukko ja V' on avaruuden Y avoin joukko, ovat p-mitallisia.
Metristen avaruuksien X ja Y separoituvuudesta seuraa, ettd avaruuden X x Y
avoimet joukot saadaan avointen joukkojen tulojoukkojen numeroituvina yhdisteina.
Niinpa p-mitallisten joukkojen o-algebra sisdltdd avaruuden X x Y avoimet joukot

ja siten my6s Borel-joukot. Tietoa tuloavaruuksien ominaisuuksista 16ytyy lahteesta
[14]. !

Lause 4.13. Olkoon F C R? suoristuva S -mitallinen joukko, jolle 7' (F) < cc.
Tailloin A -melkein kaikilla v € F

#FN(x+1p) < oo
melkein kaikilla 6 € [0, )

Todistus. Lauseen 1.23 mukaan 16ytyy kompaktit joukot K7 C Ky C ... C F, joille
HONK;) > A (F) —1/i. Olkoon E = |J;2, K, jolloin
HNE) = lim N (K;) = A (F).
Tiedon #'(F \ E) = 0 ja Lemman 4.11(4) perusteella riittid osoittaa, etti 2!
melkein kaikille v € E
#EN (z+1p) < 00

melkein kaikilla 6§ € [0, 7). Koska £ on Lemman 4.4 mukaan myds suoristuva, niin
riittdd itse asiassa nayttad alkuperdinen vaite joukolle E. Joukolla E on se hyva
ominaisuus, ettd se on kompaktien joukkojen numeroituva yhdiste, joten Lemman
4.11(3) mukaan kuvaus

(2,0) — #E N (x4 1) = sup #K; N (z + lp)
on Borelin funktio, mitd tarvitaan sovellettaessa Fubinin lausetta.

Voidaan siis olettaa, ettd F' on kompaktien joukkojen numeroituva yhdiste. Teh-
didn vastaoletus, ettd on F' C F, jolle 27 (F’) > 0 ja kaikilla z € I’ pitee

LY €0,7): #FN(x+1p) = o0}) > 0.

Koska F' on suoristuva, niin on C'-polut ¢; : R — R?, i = 1,2, ..., joille

H! <F \ Qgi(R)) =0.

Koska F' C F ja S (F’) > 0, niin 2 (F' N gx(R)) > 0 jollain k£ € N. Voidaan
olettaa, ettd I’ C gi(R) = 7(R). Lauseen 4.12 mukaan
L {0el0,n): A {x e F:#FN(x+1y) =oc})>0})>0

Jos merkitdin
F'={x e F': #F N (z+1y) = oo},
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niin edellisen perusteella on 6 € [0, 7), jolle 1 (F”) > 0. Lemman 4.7(1) mukaan
16ytyy vieldpéa sellainen 6, ettd lisiksi patee

HAT{t e R:~(t) =7r0,r #0}) =0.
Koska vield Lemman 4.7(2) mukaan

A ((THEF ) Nt A () #0}) =2 AHF"\y({t e R 9/ (t) = 0}) >0,
niin joukolle
A={tey 1 (F"):v(t) #rf Vr € R}
=y (E) N {t A/ () £ 0} N {t ' (t) # 10 Vr # 0}
pitee 71 (A) > 0. Lemman 4.7(3) mukaan J#(py. (F")) > 0. Koska suorat x + Iy
ja pg. (z) + Iy ovat samoja kaikilla z € F”, niin on J C ly., #(J) > 0, jolle kaikille
y € J patee
#Fﬂ(y+l9) = O0.

Tédmé& on Lemman 4.11(1) mukaan mahdotonta, silld 7 (F') < oo. Siksi vastaoletus
on VAAra ja viite pétee. 0

5. DUAALISUUS

Tason R? suorien ja pisteiden vélilli on yksinkertainen vastaavuus. Suorat ovat

tunnetusti yhtéloiden
ar+by+c=0, (a,b) #0,

ratkaisujoukkoja ja téllaista suoraa voidaan kutsua kolmikon (a, b, ¢) madraamaksi.
Jos lisiksi ¢ # 0, saadaan yhtépitava yhtalo (a/c)x + (b/c)y + 1 = 0. Téstd nih-
déén, ettd piste (xg,yo) kuuluu kolmikon (a,b, ¢) médrddmaille suoralle tasmélleen,
kun kolmikon (xg, o, 1) médrddméa suora siséltdéd pisteen (a/c,b/c). Néin saadaan
vastaavuus

(7)

tason pisteiden ja suorien vilille lukuunottamatta origoa ja sen kautta kulkevia
suoria. Jos siis # # 0 on piste ja L C R?\ {0} suora, niin saadulle vastaavuudelle
patee

suora (a, b, c) — piste (a/c,b/c),

piste (xg, yo) — suora (zg, Yo, 1)

rel < LE€i,
missa "hatulla” tarkoitetaan vastinobjektia. Kutsutaan jatkossa kohdan (7) mukaan
saatuja pisteitd ja suoria duaalisuoriksi ja -pisteiksi. Maaritelmén perusteella on

selvad, ettd i=x ja L = L kaikille pisteille z ja suorille L, joille duaalikisitteet on
mééritelty. Sovitaan vield, ettd joukon £ C R?\ {0} pisteiden duaalisuorien pisteille
kdytetddn merkintad

E=|]s

zeE
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Yksinkertaisen méaritelmén jilkeen tarvitaan tietysti kdyttokelpoisempi esitys.
Suoraan edellisen méiritelmén perusteella olisi vaikea vastata kysymyksiin duaali-
joukkojen mitallisuudesta tai niiden pinta-alasta. Osoitetaan ensin, ettd yksittdisen
pisteen projektiot muodostavat origon kautta kulkevan ympyran. Tarvittava esitys
saadaan peilaamalla naita "projektioympyroitd” yksikkoympyréan suhteen, jolloin to-
della saadaan suoria.

Lause 5.1. Olkoon x = (x1,x5) € R*\ {0} ja olkoon 6 € R. Tilljin

1
po(z) = 3% + H;—H(COS(% — a),sin(20 — «a)),
kun o € [0,27) on se kulma, jolle x = ||x||(cos a, sin «). Erityisesti
U wo(2) = 0B(x/2, |l2]/2).
0el0,m)

Todistus. Trigonometrisia kaavoja
1
sin?y 4 cos’y =1, 2sinycosy =sin2y ja sin’y = 5(1 — cos 27)
kiyttien saadaan
po(21,0) = 21 cos O(cos ,sin ) = (a1 cos® 0, 71 cos § sin 6)

1 1 1 1
= (21(1 —sin® @), =z, sin 20) = (21(5 + = cos 20), —x sin 26)
2 2 2 2
1

1 1
= (ixl’ 0) + (§x1 cos 20, 5% sin 20)

ja toisaalta

po(0, 15) = x5 sin O(cos B, sin §) = (25 8in 6 cos O, x5 sin” 6)

1 1 1
= (51’2 sin 29,3:2(5 — 5 cos 20))

1 1 1
= (0, 5952) + (51'2 sin 26, —5 cos 20)).
Koska o = (21, x2) = ||z]|(cos a,sina), o € [0, 27), saadaan summakaavojen

cos(y = d) = cosycosd Fsinysind ja sin(y 4 J) = siny cosd £ cosysin d

perusteella

1 1 1 1
5108 20 + %2 sin 260 = §Hx||(cosozcos 20 + sin asin 20) = §Hx|| cos(20 — «)

ja

1 1 1
571 sin 20 — 52 co8 20 = §||x]|(sm 20 cos a — cos 20 sin o) = §Hx|| sin(20 — «).
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Niinpa

po() = po(x1,0) + pe(0, x2) = 2:16 + @(cos(% — a),sin(20 — ),
mika oli viite. 0
Huomautus 5.2. Erityisesti Lause 5.1 sanoo, ettii vaikkei kuvaus 6 — 6+, 6 €
[0, 7), ole jatkuva, niin projektio (z,0) — ng_( ), (x,0) € R? x [0,7), on Jatkuva
Jos nimittédin ¢ > 0, niin 16ytyy & € {0,1,2,...} ja 0 e [0, ), joille 6 = kr -+, joten
Lauseen 5.1 mukaan jollain a € [0,2m)

po(z) = H H —(cos(20 — ), sin(20 — «))

5 2
; I ||(COS( (km + 0) — a), sin(2(k7 + 0) — )
% + @(005(25— a), sin(25— a)) = pg(z).

Niinpé
Py () = posz (x),
joten jatkuvuus on selvi.

Maaritelma 5.3. Madritelladn apukuvaukset

¥ R*\ {0} — R*\ {0}, ¢(z) = —zl|z| %,
ja
N mi R [0.7)\ P = B, (e, 6) = v{pns (2)).

P ={(x,0) € R* x [0,7) : pgr (z) = 0}.

Intuitiivisesti kuvaus 1 on peilaus yksikkdympyran suhteen yhdistettynd kulman
7 suuruiseen kiertoon origon suhteen. Selviisti se on jatkuva bijektio ja =1 = 4.
Poikkeusjoukossa P on tasmalleen ne parit, jotka maaraavit origon kautta kulkevan
suoran. Huomautuksen 5.2 mukaan (z,0) — pgi(z) on jatkuva, joten my6s 7 on
jatkuva ja P on avaruuden R? x [0, 7) suljettu osajoukko.

Lause 5.4. Olkoot ¥, n ja P kuten Mdadritelmdssd 5.3.
(1) Suoran x + lp duaalipiste on T+l = n(z,0), kun (z,0) € R* x [0,7) \ P.
(2) Pisteen z duaalisuora on & = n({x} x[0,7)\P) = ¢ (x)+1,+, kun x € R*\{0}
jay € [0,7) on sellainen kulma, jolle x € L.
(3) Erityisesti pitee

B—n(Ex [o,m\P):w( y p9<E>\{0}),
0€0,m)

kun E C R?\ {0}.
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PﬁL(fU)

4 lor
l=xz+1y :
“ = v(po+(x))

KuvA 5. Duaalisuuden geometriaa Lauseen 5.4 mukaan. Pisteen du-
aalisuora loydetddn (oikeanpuoleinen kuva) etsimélld sen kautta kul-
kevien suorien duaalipisteet.

Todistus. (2) Olkoon = € R? \ {0}. Lauseen 5.1 mukaan pisteen = projektiot muo-
dostavat ympyrin 0B(z/2, | z|//2), joten

ot <P =v( U #Opam)

0€(0,m),(z,0
= w( U o)\ {0}) = V(0B (x/2, [|lx]|/2) \ {0}).
0€0,m)

Viite on siis, ettd pisteen x duaalisuora on "peilausta” v vaille tdma ympyré. Olkoon
nyt v € [0,27) siten, ettd z = § + @(COS 7v,sin~y) # 0. Télloin

1 1 1 1 1
21> = (a1 + 5l cosy)? + (52 + Sl siny)? = Slelidlizll + (2, 7)),
joten
z _ o
P(z) = TR =2/l 7 (= + (2, 7)) 2
= — ([l + (&) " @27+ cosy, llzf T + siny).
Koska

r1(1[|l2]| " + cosy) + ma(af|z]| 7t + siny)
=l + (=, 7))
on YP(z) € & = {(u,v) : ;yu + zov + 1 = 0}. Siten

n({z} < [0,m)\ P) = ¢(5;§3(x/2, l2ll/2)\ {0}) € 2.

1191 (2) + 1212 (2) = = -1,



Toisaalta jos (u,v) € &, niin 3u + x9v + 1 =0 ja

1 ., —u 1 \° —v 1\
It = g = (e = 37) + (o~ 27)

= B+ el = gl
Siten

W(2) C 0B(z/2, ||=]]/2) \ {0},
josta seuraa

& CY(0B(x/2,[lx]|/2) \ {0}).

Olkoon vield v € [0, ) siten, ettd x € [,. Télloin x = 7 jollain t € R, t # 0, ja
&= {(u,v) € R*: (tcosy)u+ (tsinvy)v +1 = 0}.
Suora Z on silloin yhdensuuntainen suoran
{(u,v) € R*: (cosy)u + (siny)v = 0} = [+

ja toisaalta
—tsiny —t?

+ (tsin~y) +1= +1=0,
] ]

—tcosy
(t cos~y) BE
joten ¢(x) € . Niinpd & = (x) + [,..
(1) Olkoon (z,0) € R* x [0,7) \ P. Kohdan (2) mukaan
(Vo (@) = V(W (pos (@))) + 1o = pos (2) + o

joten

(x +1p) = (po () + lg) = Y(per(x)) = n(x,0),
mika oli viite.
(3) Olkoon E C R?\ {0}. Téllsin kohdan (2) perusteella
E=Ji=Unzy x0om\P)= U ¢m(®)),
zeR z€E 0€[0,m),(z,0)#0

mista vaite seuraa. 0
Suoraan Lauseesta 5.4 saadaan muutamia havaintoja.

Lause 5.5. Olkoon E C R2\ {0} Borel-joukko. Tillgin E on Suslin-joukko ja siten
p-mitallinen jokaiselle tason R? Borelin ulkomitalle p.

Todistus. Lauseen 5.4 mukaan

®) B =n(E x [0,7)\ P) =w( ¥ p9<E>\{0}).

0€0,m)
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KuvaA 6. Lauseen 5.4 mukaan pisteen x # 0 duaalisuora = saadaan
kuvaamalla "projektioympyrad” 0B(x/2, ||x|/2) \ {0} kuvauksella 9.
Katkoviivalla piirretty ympyrd on yksikkdympyra, jonka suhteen
“peilaa”.

Koska 1 on jatkuva ja FE Borel-joukko, niin esityksen (8) yhdistdminen Suslin-
joukoista kerrottuihin tietoihin luulisi riittavin viitteeseen. Niin ei kuitenkaan aivan
ole, silld Luvussa 3 oletettiin avaruuden taydellisyys, eikd Suslin-joukkoja ole (téssé
tutkielmassa) edes mééritelty muualla kuin téydellisissi ja separoituvissa avaruuk-
sissa. Niinpd maaritelladn

T:R?*x [0,00) — R?, T(x,0) = py(x),

joka on jatkuva. Joukot E C R?ja [0,7) C [0, 00) ovat Borel-joukkoja ja siksi Suslin-
joukkoja, joten Lauseen 3.8 mukaan myds E x [0, 7) C R? X [0, 00) on Suslin-joukko.
Siispd Lauseen 3.7 perusteella joukko

E'= [ p(E)\{0} =T(E x [0,m))\ {0} C R’

0€l0,m)

on Suslin-joukko. Nyt
E = () = Jw(E 0 (R*\ B0,1/1)),
i=1

joten soveltamalla Lausetta 3.7 kuvauksiin ¢|(R?\ B(0, 1/7)) nédhdéén, ettd myds E
on Suslin-joukko avaruudessa IR?. Mitallisuus seuraa silloin Lauseesta 3.9. 0
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Lemma 5.6. Olkoon ¢(x) = —x|jz| ™2, = € R?\ {0}. Olkoon u = A jollain
s >0 tai p = L2, Tilloin joukolle A C R? \ {0} pitee u(A) = 0 tismdlleen, kun

p(i(A)) = 0.

Todistus. Voidaan olettaa, ettd u = J° jollain s > 0, sillai Huomautuksen 1.42
mukaan 72 = c.#? jollain ¢ > 0. Koska 1) on C'-kuvaus ja 1) = ¢)~!, niin Lauseen
1.34 mukaan jokaiselle z € R?\ {0} on &, > 0 niin, etti 1 rajoitettuna joukkoon
B(z,¢e,) on K, -bilipschitz-kuvaus, toisin sanoen

Ky = 2|l < [[¢(y) = v(2)]| < Klly = 2|
kaikilla y, z € B(x,¢,), y # z. Véite seuraa silloin Lauseesta 1.45. 0

Lause 5.7. Olkoon E C R2\ {0} Borel-joukko. Tillsin £2(E) =0, jos ja vain jos
1 (po(E)) = 0 melkein kaikilla 6 € [0, 7).

Todistus. Lauseen 5.4 mukaan

E-v( U mm\0}).

0€l0,m)

Niinpé Lemman 5.6 mukaan £2(E) = 0 tismilleen, kun XZ(UQG[OJ) po(E)\{0}) =
0, joka Lauseen 1.37 mukaan pitee, jos ja vain jos
A (po(E)) = A" (po(E) \ {0}) =0

melkein jokaisella 6 € [0, 7). O
Huomautus 5.8. Suppenemisesta tasossa seuraa myos vastaavien duaalisuorien
suppeneminen tietyssi mielessd samaan tapaan kuin Lemmassa 4.11(2). Olkoon (z;)
joukon R?\ {0} pisteeseen z € R?\ {0} suppeneva jono. Osoitetaan, etti kaikilla
R > 0jaw > 0onlukuiy € N niin, ettd kaikille i > i ja kaikille y € ;N B(¢(x), R)
pitee d(y, ) < w. Méadritelladn

missi O(z;) € S* = {u € R? : ||Ju|| = 1} on se suunta, joka saadaan kiertdmil-
14 vektoria x;/|x;|| suoran kulman verran vastapéiviin. Vastaavasti mééritellain
f(t) =¢(z) +tO(zx). Olkoon iy niin suuri, etti kaikilla ¢ > iy on

[9(z) — (ﬂ?i)H <min{R,w/2}, [[O(x) — O(z;)|| < w/4R,
ja olkoon y = f;(t) € z; N B(y(x), R) joillain i > iy ja t. T&ll6in
1fi(t) — f( < f[ezi) = v ()| + [H[0(x:) — O(z)|
< [[¢(x:) — ¥(2)l| + 2R|O(z:) — O()|
<R+2R-(w/4R) = w.

Niinpé d(y, ) < w.
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Miéiritelmd 5.9. Olkoon E C R?\ {0} Borel. Midritelldin kuvaus v : Z(R?) —
[0, 0o] asettamalla kaikille A C R

vp(A) = i%f/ AN B) dA 'z,
E
missd infimum otetaan yli Borel-joukkojen B, joille A C B.

=

Kuva 7. Lemma 5.10: Tason avoin joukko jakaa suoran avoimiin janoihin.

=

_________________________

KuvaA 8. Lemma 5.10: Pakottamalla suorat z; joukon U sisilla suoran
T ymparistoon nahdéan, ettd ne leikkaavat joukkoa U ldhes saman
verran kuin .

Lemma 5.10. Mdaritelman 5.9 kuvaus

v AN (2N B), reR?\ {0},
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on ' -mitallinen kuvaus kaikille Borel-joukoille B C R?.

Todistus. Lauseen 3.11 mukaan riittda osoittaa, ettd joukko 7, joka koostuu Borel-
joukoista A C R?, joille kuvaus

T AN (ENANY)

on s#'-mitallinen kuvaus jokaiselle avoimelle V' C R?, on A-luokka, joka sisdltii
avoimet joukot. Olkoot A, Ao, ... € o erillisi. Tilloin jokaiselle avoimelle V' C R?

%1<:)§nm <UAi) mV) - Z%l(ﬁzmAmV),
=1 =1

joten myos ;- A; € . Kokoelma o7 on suljettu myos komplementoinnin suhteen,
silld jos A € &, niin kaikille avoimille V' C R?

HN(FNANV) =Y A (ENANVNAD;) = > (%1(ﬁ:ﬂVﬂDi)—%l(:)}ﬂVﬂDiﬂA)),
=1 =1

missid Dy = B(0,1) ja D; = B(0,i) \ B(0,i — 1), kun i > 2.

Néytetddn sitten, ettd avoimet joukot kuuluvat kokoelmaan o7. Erityisesti talloin
saadaan R? € 7. Rajoittamattomat avoimet joukot voidaan pilkkoa kuten edelli,
joten voidaan olettaa, etti avoin joukko U C R? on rajoitettu. Olkoot x € R? ja
(x;) jono, jolle z; — x, ja osoitetaan, etta

AN 2NU) < lim 2 (2, N U),
misté seuraa, ettd kaikilla ¢ > 0 joukko
{zeR*: #'(:NU) >t}

on avoin, mik riittdd mitallisuuteen. Voidaan ensinnikin olettaa, etti 21 (2 NU) >
0. Olkoon £ > 0. Avoin joukko U jakaa suoran Z erillisiin joukon Z suhteen avoimiin

janoihin I, I5, ..., joita todella on korkeintaan numeroituvasti ddrettoméan monta.
Koska 21 (2 NU) < oo ja

niin 10ytyy k, jolle

%1(05) > (aNU) —e.

i=1
Leikataan vélien I7, I, ..., I pdistd hieman pois niin, ettd saadaan kompaktit vélit
J; C I, joille
k k
%”1<UJZ~) > %1(U]i) —e.
i=1 i=1
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T&ll6in myo6s J = Ule J; on kompakti, joten minimi

w = I??é?dlst(y, Ue) >0

on olemassa. Kuvaus y — dist(y, U¢) edelld on jatkuva, koska kaikille y, z € R?
dist(y, U) = alenUfc

y—al < mf fla—z| +ly — 2| = dist(z, U%) + [ly — =[]
a c

ja vastaavasti dist(z, U¢) < dist(y, U¢) + ||y — z||, joten
| dist(y, U) — dist(z, U%)| < [ly — z]|.
Talloin B(z,w) C U kaikilla z € J. Huomautuksen 5.8 mukaan 16ytyy i siten, etté
kaikilla i > ig ja kaikilla y € z; N U pétee d(y,2) < w. Niinpé kaikilla i > ig péitee
k k
ANENU) > %1(UJZ-) > %I(UL-) —e> AN (ENU) - 2.
i=1 i=1

Koska kaikille ¢ > 0 tédllainen 7 16ytyy, saadaan véite. 0

Lause 5.11. Olkoon E C R?\ {0} Borel-joukko. Télliin Mddritelmdn 5.9 kuvaus
ve on Borel-siinnéllinen ulkomitta. Jos lisiksi 1 (E) < oo ja 1 (pe(E)) = 0
melkein kaikilla 0 € [0, 7), niin vg on singulaarinen Radonin ulkomitta.

Todistus. Lemman 5.10 mukaan integroitava kuvaus on mitallinen, joten myos seu-
raava madritelma voidaan asettaa. Madritellddn kuvaus p,

u(B) = /E A5 0 B) A,

missi B C R? on Borel-joukko. T&lloin u(0) = 0 ja u(A) < u(B), kun A ja B
ovat Borel-joukkoja, joille A C B. Jos B, B, ... ovat pareittain erillisid Borelin
joukkoja, niin

M(QBZ-) :/E%l(:%ﬂQBi) d%lngé%%m&) d%lx:iu(&).

i=1

Lauseen 1.30 mukaan vg, vg(A) = infg-4 u(B), on Borel-sdannoéllinen ulkomitta.
Oletetaan vield, etti 7' (E) < oo ja # (pe(E)) = 0 melkein kaikilla 6 € [0, 7).

Tallin ensinnékin jokaisen kompaktin joukon K C R? vg-mitta on direllistd, silld

VE(K):/E%M(:%HK) d%lxg/Ediam(K) d#"'x < diam(K)#' (E) < co.

Niinpé Seurauksen 1.27 mukaan vg on Radonin ulkomitta. Singulaarisuuteen riittaé
nayttaa, etta

L*E)=0=vp(R*\ E).
Ensimmainen yhtilo seuraa suoraan Lauseesta 5.7. Vaikkei Suslin-joukon kuten E

komplementti vilttamatta ole Suslin, on joukko E Lauseen 3.9 mukaan ve-mitallinen
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ja siksi myos sen komplementti RQ\E on vg-mitallinen. Niinpé Lauseen 1.26 mukaan

sen sisiltd 16ytyy Borel-joukko C' C R?\ E, jolle vg(C) = vg(R?\ E). Koska
iNCcin(R*\E)=

kaikilla x € F, on

v(R*\ E) = vg(C / AN (2N C) dA"r = 0.

Seuraavan lauseen muotoilua kannattaa verrata projektiolauseeseen 4.10.

Lause 5.12. Olkoon E C R?\ {0} Borel-joukko, jolle 7' (E) < oo. Tdlldin
(1) E on suoristuva, jos ja vain jos jokaiselle Borel-joukolle B C E, jolle 71 (B) >
0, pitee £2(B) > 0, ja
(2) E on taysin suoristumaton, jos ja vain jos XZ(E) =0.

Todistus. (2) Lauseen 4.10 mukaan E on tiysin suoristumaton, jos ja vain jos 7 (ps(E)) =
0 melkein kaikilla # € [0,7), joka on Lauseen 5.7 mukaan totta, jos ja vain jos
L*(E) =

(1) Oletetaan ensin, etti E on suoristuva, ja olkoon B C E Borel-joukko, jolle
1 (B) > 0. Lauseen 4.4 mukaan se on lisiiksi suoristuva, joten B ei ole tiysin
suoristumaton. Siten kohdan (2) mukaan .#*(B) > 0. Oletetaan toisaalta, etté

jokaiselle Borel-joukolle B C E, jolle #°(B) > 0, piitee .Z2(B) > 0. Lauseen 4.5
mukaan on suoristuva Borel-joukko F' C E siten, ettd F'\ I on tdysin suoristumaton.

Koska myos E'\ F' on Borel, on kohdan (2) mukaan #*(E \ F) = 0, joten vilttimitti
pitee ' (E \ F) = 0. Siten F on suoristuva. O

Lemma 5.13. Kaikille 0,y € R, joille |0 — | < 7, pitee
- 2
160 =7l = =10 —~I.
T

Todistus. Ensinnikin kaikilla o € (0, %)

sinav _ 2
(9) fla) = > =
a T
Perustellaan tdmé. Funktion f derivaatta vililld (0, %) on
, _acosa —sina
f (Oé) - 062 .
Jos merkitddn g(a) = acosa — sina, niin ¢'(a) = —asina < 0 kaikilla o € (0, 7),

joten g on aidosti vihenevi vililla (0, 7). Koska ¢g(0) = 0, niin g(a) < 0 kaikilla
a € (0,%). Siksi funktiolla f ei ole dariarvokohtia vililld (0,%), joten se saavuttaa
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KuvAa 9. Lemmassa 5.13 todistetaan se ilmeinen tulos, ettd kahden
(vksikko-)ympyrélld sijaitsevan pisteen vélisen etédisyyden suhde nii-
td yhdistdvan lyhemmén ympyrinkaaren pituuteen on vihintdan %
Suhde on pienimmilldén tietenkin silloin, kun pisteet ovat ympyrian
vastakkaisia pisteité.

ddriarvonsa vilin padtepisteissi. Koska lima_op #2¢ =1 ja f(Z) = 2, niin kohta (9)

«a o

seuraa. Olkoon sitten 0,7 € R sellaisia, etté |6 — | < 7. Trigonometristen kaavojen
cos(f & 7) = cosfcosy Fsinfsiny ja cos2r =1 — 2sin’
liséiksi kohtaa (9) kdyttamélla ndhdéén, etta
10 —F|| = ((cos @ — cos¥)* + (sin @ — siny))
— V2(1 — (cosf cosy + sinfsiny))/? = v/2(1 — cos |# — 7|)*/?
0— 5, .2 10-0_2

=2sin—— > 2 — = —|0 — 7.
Ty =T 2 7T| i

O

Seuraavassa lauseessa osoitetaan, ettd vg-nollamittaisuus tarkoittaa tietyssda mie-
lessé nollamittaisuutta joukon E kautta kulkevien suorien joukossa.

Lause 5.14. Olkoon E C R*\ {0} Borel-joukko ja olkoon vg kuten Mddritelmissdi
5.9. Jos L on kokoelma suoria siten, etti vg-melkein kaikille v € R?

#{leL:zel} = o0,
niin A -melkein kaikille v € E
s e lcrtly) =
L -melkein kaikille 6 € [0, 7).
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Todistus. Olkoot n ja P kuten Mairitelmissi 5.3. Olkoon A C R? joukko, jolle
vi(A) = 0. Koska v on Borel-sddnnollinen, voidaan olettaa, etté A on Borel-joukko.
Talloin siis

0= vp(A) = /E MO A) dA,

joten s#'-melkein kaikilla z € E pitee #'(2 N A) = 0. Osoitetaan, etti kaikille
x € E, joille (2 N A) = 0, piitee
(10) LY{0e€(0,7):n(x,0) € A, (x,0) ¢ P})=0.
Kiinnitetdédn tillainen piste x. Olkoon

D={0€[0,7):n(x,0) € A, (z,0)¢ P}.
Tehddén vastaoletus 771 (D) = £ (D) > 0 ja néytetiin, etti

AN &N A) =" (n({z} x D)) = A" (b({pe:(z) : 0 € D})) > 0.

Olkoon « € [0,27) se kulma, jolle z = ||z||(cos ,sin «v). Lauseen 5.1 ja Lemman
5.13 nojalla kaikille 6, € [0,7), |§ —~| < %, pétee

[por(2) — pyr(z)|| = [[Posz (%) — pyyz ()l
- “;C—”H(cos(z(e + g) —a),sin(2(0 + g) —a))—

(cos(2(7 + 5) = ).sin(2(y + ) = a))|

B Hg—HH(COs 20, sin 26) — (cos 2, sin 27|

x
> i
-2

Niinpa Lauseen 1.45 mukaan

A ({pgr(x): 0 € D}) >0

2o

2|0 — 7.

Talloin Lemman 5.6 ja Lauseen 1.45 mukaan myos
AN A) = A" (W({ps(2) : 0 € D})) >0,

mikd on mahdotonta.
Olkoon L sitten kokoelma suoria, jolle vg-melkein kaikille z € R? pitee

#{leL:zel} =oc.
Talloin vg(A) = 0, kun méaritelldan

A={zeR*:#{l€ L :x€l} <o}
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Kohdan (10) ja Lauseen 5.4 mukaan tilloin ! -melkein kaikilla z € F
0=2'{0c0,7): #{l € L:n(x,0) c€l}<oo, (z,0) ¢ P})
= P\ {0e(0,m): #{eLl:(x+) el <oo, (1,0)¢ P}
=2 {0elo,n):#{lelL:leca+l)} <o),

mika oli viite. |
6. PAATULOS

Lauseessa 4.13 osoitettiin, etti suoristuvalle joukolle F' C R?, jolle 77! (F) < oo,
pitee 7 '-melkein jokaisessa pisteessid x € F

#FN(x+1p) < oo

melkein jokaiselle § € [0, 7). Téssé luvussa vastataan kysymykseen, pateekd Lause
4.13 yleiselle tasojoukolle, jonka s#Z'-mitta on #irellinen. Osoittautuu, etti aito
tdysin suoristumaton osa muuttaa tilannetta niin, ettei tulos valttadméattéa ole enéda
voimassa. Avoimeksi kuitenkin jai, piteeko se tdysin suoristumattomille joukoille,
joiden ##'-mitta on direllinen. (Tietyille J#1-dérellismittaisille tdysin suoristumat-
tomille tasojoukoille Lause 4.13 on voimassa, katso [12].) Luku perustuu artikkeliin

2].
Lause 6.1. Olkoon E C R? Borel-joukko, jolle ' (E) < oo ja
A (po(E)) = 0
melkein kaikilla 0 € [0, 7). Tdllgin on suoristuva Borel-joukko F, 71 (F) < oo, jolle
AV -melkein kaikille v € E
#F N (z+1p) = o0
melkein kaikille 6 € [0, ).

Jos E C IR? on téysin 1-suoristumaton Borel-joukko ja /! (FE) < oo, niin Lauseen
6.1 oletukset ovat voimassa Lauseen 4.10 perusteella.

Todistuksen idea on peittdd duaalijoukko F suorilla ddrettomén monta kertaa
niin, ettd Lauseen 5.14 oletukset tulevat voimaan. Samalla on varmistettava, ettei
niiden suorien duaalipisteiden joukolle tule liikaa pituutta. Todistuksen keskeisim-
mat kohdat ovat Lauseissa 6.5 ja 6.7.

Miiritelmé 6.2. Olkoon z = sfL joillain s € R ja # € [0, 7). Tilléin suora
[ =x+lp ja luku r > 0 maaraavat yhdensuuntaisten suorien joukon

S(lry={tbr +1y:t € [s—rs+r]}
jota kutsutaan nauhaksi. Nauhaan S kuuluvien suorien pisteille kiytetdin merkintiaa
S, =JicR

les
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Huomaa, ettd nauhat ovat aina suljettuja ja siten Borel-joukkoja. Lemmassa 6.3
osoitetaan, ettei kapeiden nauhojen duaalijanat voi olla kovin pitkid. Tata tarvi-
taan vasta juuri ennen Lauseen 6.1 todistusta Huomautuksessa 6.8. Varsinainen
konstruktio alkaa Lemmasta 6.4.

Kuva 10. Nauhat pidetddn poissa origon ldhelta, jottei niiden duaa-
lijanojen pituus kasva arvaamattomasti.

Lemma 6.3. Olkoon E C R*\ {0} rajoitettu. Tdillgin on m > 0, jolle
B(0,2m)N E = 0.
Erityisesti kaikille | € E ja kaikille r, 0 < r < m, on voimassa
S(l,r). N B(0,m) = 0.
Lisiksi jos 0 < r < 'm, niin joukon S = S(l,r) duaalipisteille S pitee
AN(S) < 2r/m?.

Todistus. Koska E on rajoitettu, on M > 0 siten, ettd ||z|| < M kaikilla z € E.
Lauseen 5.4 perusteella

dist(0,2) = [l ()|l = [« = 1/M
kaikilla # € F, missd ¢(z) = —x|/z|?. Siispd valinta m = 1/2M kelpaa, jotta
B(0,2m) N E = (. Jos nyt on [ € £ ja 0 < r < m, niin kaikille suorille & € S(I,7)

on dist(k,0) > m. Siksi S(I,r). N B(0,m) = 0. Oletetaan sitten, ettd [ = s6+ + I
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joillakin s € R ja 6 € [0, 7). Joukko §, S = S(l,r), on jana, joten sen J#!-mitta on
yksinkertaisesti janan pituus. Siksi

1 1

S+ S—Tr

2r
< —

A(S) =

_m2‘
0J

Lemma 6.4. Olkoon A C R? rajoitettu joukko, jolle A C 1 jollekin suoralle I, ja
olkoon r > 0. Tdlldin on ddrellinen mddrd erillisii suljettuja kiekkoja B; = B(x;,1),
1=1,2,...,m, niin, ettd x; € A kaikilla i ja

m
HA) < 347 <A nUJ BZ-) :

i=1
Todistus. Naytetdan, ettd on suljettujen kiekkojen kokoelmat %y, %, ..., Yy niin,
ettd kiekkojen keskipisteet ovat joukossa A, niiden side on r, A C UZL Upes, D
jaDND =0, kan D, D" € Z; ovat eri kiekkoja. (Besicovitchin peitelausetta 2.1
voitaisiin hyvin kdyttas téssi, mutta viite on paljon yksinkertaisempi kuin yleisessa
tapauksessa.) Kéytetdin timin todistuksen ajan merkintid 2B(z,7) = B(x,2r).
Konstruktio on induktiivinen: Olkoon Ay = A ja olkoon i € {1,2,...}. Jos A; 1 = 0,
niin koko konstruktio voidaan lopettaa. Jos A;_y # 0, niin 16ytyy x;1 € A;—1. Olkoon

D;y = B(z;1,r). Jatketaan valitsemalla pisteet x;, € A;,_1, k= 2,3,.. ., joille
Hxi,k —.flfiJH > 2r VJ =1,2,.. Lk —1.

Jos téllaista ei 16ydy, niin lopetetaan pisteiden etsintd. Ndin saadaan erillisid suljet-
tuja kiekkoja D; 1, k = 1,2,..., k;, joille A;_; C U’,zzl 2D; j,. Valintoja voidaan tehda
ainoastaan #érellinen méaré, koska A; ;1 C A on rajoitettu. Lopuksi méaritellaédn
9y ={D;1,D;2,...,D;y,} ja

k=1 j=1Dey;
ja siirrytidédn seuraavalle kierrokselle.

Osoitetaan, ettd ehto A;_; = () tulee voimaan jollain 7. Arvataan, ettd ehto tulee
voimaan viimeistdan, kun ¢+ = 4 eli N = 3 riittda. Tehdddn vastaoletus: on piste
x € A\U:;:1 Upeg, D- Olkoot D; = B(y;,r) € Zi, i = 1,2, 3, sellaisia, joille x € 2D;.
Talloin r < ||x—y;|| < 2r kaikillai. Nyt y; ja yo tulevat véilttdmatta valituiksi pisteen
x eri puolilta: Ellei, niin y, on pisteiden y; ja = (tai y; on pisteiden y, ja x) vilissi,
jolloin

|z =yl = llz = wll = llye —nll < 2r —r =
Tamé on kuitenkin mahdotonta, silla z ¢ D,. Enté y3? Se on vilttdméatta pisteiden
y1 ja yo valissd: Muutoin y3 on pisteen y; (tai pisteen y;) “takana”, joten

| = ysll = ll& = wall + g2 — ysl| > 7+ =2r.
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Tamaikin on mahdotonta, koska oletettiin, ettd x € 2D3. Huomaa, etta todella pétee
ly1—ys|| > rja||lya—ys|| > r. Koska 2 # y3, voidaan vield olettaa, ettd x on pisteiden
Y1 ja ys valissi, jolloin pisteet ovat suoralla "jarjestyksessa” yi, x,y3 ja ys. Niinpa
lys — =ll = llyr = ysll = llyr — |
= lly1 = v2ll = llys — vall — lly1 — 2|
= Nl =l + llyz = zll = llys = gl = llyr — 2|
= llye — 2l = llys —p2ll <2r —r =

Siten x € D3, miki on ristiriita.
Loppu seuraakin tastd. Koska

%1(A)§%1(Aﬂo U D) gi%l(Am U D),

i=1Deg; Deg;

niin vilttdmatta jollain ¢ € {1,2,3} pétee

H(A) §3%1<Aﬂ U D).

Deg;
Niin vaite on todistettu. O

Lause 6.5. Olkoon v tason R? singulaarinen Radonin ulkomitta ja olkoon L kokoel-
ma suoria siten, etti A1 (BN1) > 0 jollain | € L aina, kun B on Borel-joukko,
jolle v(B) > 0. Tdlloin jokaiselle Borel-joukolle B, jolle v(B) > 0, on suora l € L
siten, etta kaikilla € > 0 on r > 0, jolle

2r <ev(S(l,7). N B).

Todistus. Olkoon B C R? Borel-joukko, jolle v(B) > 0. Lauseiden 2.11 ja 2.9 mu-
kaan

(11) tim PBE) i iy MBOB@T)
I V(B )

v-melkein kaikilla z € B. Viitteeseen riittdé etsid rajoitettu Borel-joukko B’ C B,
jolle v(B’) > 0 ja kohdan (11) rajankdynnit ovat tasaisia. Esimerkiksi jalkimméisen
rajankidynnin kohdalla halutaan, ettd kaikilla m < 1 on R > 0, jolle kaikilla 0 < r <
R pitee
v(B N B(z,r))
(Ble.1)
kaikilla x € B’ yhtd aikaa. Jos nimittdin téllainen B’ 16ytyy, seuraa viite suoravii-

vaisesti: Koska v(B’) > 0, 16ytyy suora [ € L, jolle (B’ N1) > 0, ja itse asiassa
66




pitee 0 < A1 (B'N1) < oo, silld B’ on rajoitettu. Olkoon sitten & > 0. Télléin on
r > 0, jolle kaikilla x € B’

3. 8r? — 1

v(B(z,r)) > ] jav(BNB(z,r)) > 51/(?(35,7“)),

joten
3 - 4r?
> -
e (B' NI
kaikilla x € B’. Lemman 6.4 mukaan 10ytyy erilliset suljetut kiekot By, Bs, ..., B,
joiden keskipisteet ovat joukossa B’ NI ja joiden side on r. Liséksi niille on voimassa

v(BNB(z,7r))

AN (B Nl <37 ((B’ Nnin U Bi) < 3m2r.
=1

2 (B'N)
3-2r

" “ AN (B'N1) 3 4r? or
B B = BN B; : ==
V( ﬂzU1 ) ;V( B> 3-2r eN(B' NI €

Kiekkojen lukuméarille pétee siis m > , joten erillisyytta kiyttden saadaan

Koska BNJ", B; C BN S(l,r)., niin viite seuraa.
Pitd4 siis vain perustella, ettd tillainen B’ 16ytyy. Koska v(B N B(0,n)) < oo,
BN B(0,n) on Borel-joukko kaikilla n € N ja

lim v(BN B(0,n)) =v(B) >0,
niin valitsemalla riittédviin iso n saadaan Borel-joukko A = B N B(0,n), jolle 0 <
v(A) < oo. Olkoon sitten
A ={x € A: D(v, £? ) miiritelty ja D(v, £* 1) = oo},

jolloin A’ on Borel-joukko Huomautuksen 2.5 perusteella. Kohdan (11) mukaan
v(A") = v(A) > 0. Madritellddn kaikilla n, k& € N joukko

B
Ay = {x c A w >k kaikilla 7 € QN (0, 1/n]}
B(z,r))
=An {xeﬂ#;”(i;zk},
reQn(0,1/n] "

joka on Borel jilleen Huomautuksen 2.5 perusteella. Olkoon k& € N. Télloin

A = U An,k, Al,k C AQ,k; C...,
n=1
joten
lim v(A,x) = 1/( U An,k) =v(A") < oc0.

n=1
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Valitaan sitten indeksi n, € N, jolle
v(Aner) 2 (1 =27 (A)

eli
V(AN Ap,x) < 275 1p(A).

Niinpd maarittelemélla

o0
1"
A" = (] A
k=1

saadaan
(A") = v(A) = (A A") > v(A) = v(A\ Ay, i)
k=1
> v(A') — ! iQ‘kV(A') = l1/(A') >0
- 2 &~ -2 ‘
Lisaksi -
- v(Br)
r—0 r2

tasaisesti joukossa A” C B. Perustelematta on siis endi, ettd myos toinen kohdan
(11) rajankdynneistd saadaan tasaiseksi jossain joukossa A" C A’ jolle v(A”) > 0.
Tallainen 16ytyy samanlaisella konstruktiolla kuin edelld ja todistus on valmis, kun
asetetaan B’ = A" O

Seuraava lemma sanoo, ettd duaalisuoria on ulkomitan vz kannalta vain vihan
yksittédiseen suuntaan. Sen vuoksi ulkomitan vg tapauksessa Lauseen 6.5 suorajouk-

kona ei tarvitse kiyttda koko duaalijoukkoa E. Sovitaan, ettd Ey = E N ly kaikilla
g € [0,m).

Lemma 6.6. Olkoon E C R*\{0} Borel-joukko, jolle 7" (E) < oo ja 7 (pe(E)) =

0 melkein kaikille 0 € [0, ), ja olkoon vy kuten Mddritelmdssd 5.9. TallGin vip(Ey) =
0 kaikilla 0. Erityisesti Lauseen 6.5 mukaan jokaiselle Borel-joukolle B, jolle vg(B) >
0, ja jokaiselle numeroituvalle joukolle © C [0,7) on suora | € L,

L:{i’:er\Ulg},

0cO

siten, etta kaikilla € > 0 on r > 0, jolle
2r < evgp(S(l,r). N B).
Todistus. Osoitetaan ensin, etta

(12) (2N Ey) = 0 kaikilla z € E \ Ej.
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KuvA 11. Lemma 6.6.

Tehdddn vastaoletus: on x € E'\ Ey, jolle %l(ﬁ:mfg) > 0. Lauseen 5.4 perusteella Z
ja lpL eivit ole yhdensuuntaisia, joten Lauseen 4.8 todistuksen perusteella 7 (pg (2N

Ejp)) > 0. Niinpé Fubinin lauseen 1.35 ja muuttujanvaihtolauseen 1.36 mukaan

LUEg) = | AN By (b+1pr)) dA'b = 0
lg
koska 1 (EgN(b+1y.)) = oo kaikille b € py(£MEp). Témé on kuitenkin mahdotonta,
silli Ey C E ja Lauseen 5.7 mukaan .22(E) = 0. Vastaoletus on viiéird ja (12) pitee.

Nyt Lauseen 5.5 mukaan Eg on Suslin-joukko ja siksi my0s vg-mitallinen, joten
Lauseen 1.26 mukaan on Borel-joukko B C Ej, jolle vg(B) = vg(FEp). Tietenkin
pitee 1 (2 N B) = 0 kaikilla z € F \ Ej. Lisiksi joukko Fj on suoristuva, joten
J1(Ey) = 0: ellei, niin Lauseen 4.8 mukaan 52 (p,(E)) > 7' (po(Ey) > 0 melkein
kaikilla « € [0, 7). Niinpa

(Eg = l/E / jfl d%l
A& N B) dA s + AN (2N B) dA's = 0.
Ey E\E9

Loppuosaa varten olkoon B Borel-joukko, jolle vg(B) > 0. Lauseen 5.11 mukaan

vp on singulaarinen Radonin ulkomitta, joten riittdd niyttaé, ettd myos L toteuttaa
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Lauseen 6.5 oletukset. Nyt alkuosan perusteella

ve(B\ | J Eg) > vp(B) =Y vp(Eg) = vp(B) > 0.

Lauseen 1.26 mukaan on Borel-joukko B C B\ Ujce Ey, jolle

0<vp(B\ | Ey) = vg(B) = / AN (&N B dA,
0co E
joten 16ytyy = € E, jolle #'(z N B') > 0. Koska kaikilla z € (J,cq Eo pitee
&N B' =0, on z valttdmattd sellainen, jolle # € L. Koska B’ C B\ Ueo Ep, niin
véite seuraa Lauseesta 6.5. 0

Lause 6.7. Olkoon E C R*\{0} Borel-joukko, jolle ' (E) < oo ja 7' (pe(E)) =0
melkein kaikilla 0 € [0, 7). Olkoon vg kuten Mdadritelmdssd 5.9 ja olkoon

L:{i’:er\Ulg},

0cO

missd © C [0,7) on numeroituva. Talloin kaikilla € > 0 on numeroituva kokoelma
nauhoja S; = S(l;,r;), missi i € N, l; € L ja r; > 0, joille

ZQm < €.

Nauhat voidaan lisikst valita niin, ettei eri nauhoilla ole yhteisia suoria, jolloin
myoskddan erit nauhojen duaalijanoilla ei ole yhteisid pisteitd.

ja

Todistus. Olkoon B C R? Borel-joukko, jolle vg(B) < oo. Niytetdin ensin, etti
nauhat loydetdan, kun vaaditaankin, etté

I/E(B\LZJSZ-*) =0

mutta pidetddn viite muuten ennallaan. Merkitddn v = vp esityksen selventdmisek-
si. Olkoon € > 0. Olkoot By = B, ©¢ = O ja Ly = L. Kullakin askeleella : = 1,2, ...
toimitaan seuraavasti: Jos v(B;_1) = 0, niin voidaan lopettaa. Muutoin méaaritelldin

F={S{,r): 1€ Liy, r>0, 2r<ev(S({,r).NB;i_1)},
jolloin Lemman 6.6 mukaan .#; # (). Niinpé oletuksen v(B) < oo perusteella 16ytyy
nauha S; = S(l;,r;) € .7, jolle

1

(13) V(SZ* N Bi—l) Z — sup V(S* N Bi—l)‘
2 se,
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Olkoon z; € E se piste, jolle [; = #;, ja olkoon 6; € [0,7) se kulma, jolle x; € ..
Lopuksi méaaritellaan

B;=DB;1\ Si. =B\ U S;., ©,=0,_1U{6;}

J=1

Li:{:&:er\ U l(,}.
€0,
Jos v(B;) = 0 jollain @ € N, niin konstruktio paittyy ja véite seuraa, kuten hetken
padsta naytetdan. Oletetaan ensin kuitenkin, ettei dédrellinen méara askelia riité, ja
merkitdan

ja

Boo = B\ GS
=1

Pitéd siis osoittaa, ettd v(Bs) = 0. Tehddédn vastaoletus: v(By,) > 0. Médritellaan

sitten
sz{:e:er\ U zg}

0cU;0;
ja
T ={S(,1): 1 € Loo, ¥ >0, 2r <ev(S(,r). N Bs)}s
jolloin Lemman 6.6 mukaan ., # (). Olkoon S, € .%,,. Koska
LoC...CLiCLy=1L
ja
v(S(l,r). N By) < v(S(,7r)NB;) <v(S(,r).N B;_1)
kaikillat=1,2,..., 1 € L jar > 0, niin
S C ... C S C A
Niinpé So € ()2, -7, joten valinnan (13) perusteella kaikille s = 1,2, ...

1 1
IJ(SZ* N Bi—l) > 51/(500* N Bi—l) > 51/(500* N Boo) > 0.

Talloin joukkojen S;, N B;_; erillisyydesté seuraa

v(B) = y( Usin Bil)) =Y v(SiNBii) =) %y(sm N By) = o0,

i=1 i=1 i=1
miké on mahdotonta, silli oletettiin, ettd v(B) < co. Niin ollen v(By) = 0.
Nyt on siis néytetty, ettd 10ytyy numeroituva kokoelma nauhoja S; = S(l;,;),

l; € Ljar; >0, joille
V(B\Usi*) =0.
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Lauseen 5.4 mukaan [; || I, 1 kaikilla 7. Toisaalta z; € E '\ U;_:ll lo,, joten 0; # 0,
eiviitki ; ja [; voi olla yhdensuuntaisia, kun j = 1,2,...,i — 1. Siksi ;N S; = 0,
kun j = 1,2,...,7 — 1, joten eri nauhoilla ei ole yhteisid suoria. Lisdksi joukkojen
Si« N B;_1 erillisyyden perusteella

ZQTZ‘ S Zey(si* N Bi—l) = 81/(B N USZ*) = 81/(.8).
*okok

Tarkastellaan seuraavaksi alkuperdistd viitettd. Koska vg on o-ddrellinen Borel-
saannollinen ulkomitta, 10ytyy numeroituva kokoelma Borel-joukkoja B;, 7 = 1,2, .. .,
joille R? = |, B; ja v(B;) < oo kaikilla 7. Todistuksen alkuosaa voidaan soveltaa
néihin. Olkoon € > 0. Olkoot jilleen Oy = © ja Ly = L. Etsitddn nauhoja taas as-
kelittain. Jokaisessa vaiheessa ¢ = 1,2,... l0ytyy alkuosan perusteella numeroituva
kokoelma nauhoja S; ; = S(l; ;,r;;), missd [, ; € L;_; jar;; > 0, joille

I/(BZ \ U Si,j*) =0, Z 27’1‘73' < 272'8.
J J

Kuten edelld néytettiin, voidaan my6s vaatia, ettei joukon .7; = {5, ;}, eri nauhoilla
ole yhteisié suoria. Olkoon x; ; € E se piste, jolle l; ; = z; ;, ja olkoon 6; ; € [0,7) se
kulma, jolle z; ; € lp, ;. Mééritelldén sitten

0,=06,_1U {02"1,02"2,...}, L, = {i‘ S E\ U lg}

0€O,

Huomaa erityisesti, ettd ©; pysyy numeroituvana.
Haluttu numeroituva nauhojen kokoelma on . = J,.%; = {5;,}:;: Ensinnékin

V(E\Sgs) :V(E\L)L;Jsi,j) ggu(Bi\ijsi,j) —0

ja

ZZTW = ZZQHJ‘ S ZQ_ié S E.

irj i i
Pitdd endd ndyttdd, ettei joukon . eri nauhoilla ole yhteisid suoria. Olkoot siis
SijsSk1 € 7 eri nauhoja. Jos i = k, niin valinnan perusteella S;; N Sy, = 0.
Muutoin oletetaan, ettd ¢ > k, ja tehdddn vastaoletus: S;; N Sk, # 0. Nauhat
koostuvat yhdensuuntaisista suorista, joten vastaoletuksen nojalla [; ; || ;. Téall6in
Lauseen 5.4 mukaan

Lo, 4 I i |l Tt Nl gy,
joten 0; ; = 0. Kuitenkin z, ; € E\U9€®i—l loja by, € ©,_q,sillai > k. Siispd z; ; €
lp, ; ei voi kuulua suoralle ly, ., miké on ristiriita. Tdmé paattiad todistuksen. U
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Huomautus 6.8. Ennen Lauseen 6.1 todistusta on perusteltava, ettd nauhoista
saadaan sellaisia, ettd Lemman 6.3 arviota voidaan soveltaa niihin, kun £ on ra-
joitettu. Olkoon siis £ C R? \ {0} rajoitettu Borel-joukko, jolle ' (E) < o ja
H(po(F)) = 0 melkein kaikille § € [0, 7). Tilloin Lemman 6.3 mukaan on m > 0,
jolle kaikilla 0 < r < m ja kaikilla [ € E

—

(14) NS, 7)) < 2r/m?>.

Lauseen 6.5 todistuksesta ndhdéain, ettd voidaan hyvin vaatia, ettd saatava nauha
S(l,r) on riittavin kapea, toisin sanoen 0 < r < m. Sama vaatimus voidaan silloin
luonnollisesti esittdd myds Lemmassa 6.6, jota Lause 6.7 kiyttad. Siten se "periytyy”
myo0s sille ja siksi voidaan olettaa, ettd edelld mainituin oletuksin jokaisen Lauseen
6.7 antaman nauhan duaalijanalle on voimassa arvio (14).

Lauseen 6.1 todistus. Voidaan hyvin olettaa, ettd 0 ¢ E. Olkoon E, = E N B(0,n)
jokaisella n € {1,2,...}. Jokaiselle E,, 16ytyy Lemman 6.3 mukaan luku m, > 0,
jolle

—

A(S(1,r)) < m,22r,

kun [ € E; ja r < m,. Huomaa, etti jokainen joukko F, toteuttaa Lauseen 6.7
oletukset.

Totuttuun tapaan konstruktio on induktiivinen. Olkoon ©y = (). Ulommaisin
iteraatio tehddédn indeksin n = 1,2, ... suhteen. Olkoon ©,,y = 0,,_; ja olkoon
Lo = {az:ern\ U l(,}.
06@71—1
Tamén sisilld tehddén iteraatio indeksin ¢ = 1,2, ... suhteen. Lauseen 6.7 mukaan

loytyy nauhat Sn,i,j = S(ln,i,ja rn,i,j)a ln,i,j € Ln,ifly ] = 1, 2, ey JOllle

VR, (E\; \ U Sn,i,j*) = 0, Z 2rn,i,j < mi27"2*i.
J J

Ne voidaan myés valita niin, ettei eri nauhoilla ole yhteisia suoria, mikéi perusteltiin
Lauseessa 6.7. Huomautuksen 6.8 mukaan voidaan lisdksi vaatia, ettd r,;; < my,,
jolloin Lemman 6.3 mukaan

A (Bnig) < M2,
joten
(15) S AN Snig) M2 20, <2727
i J
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Olkoon sitten x,,,; € E, se piste, jolle T, ;; = l,;; ja 0,,; € [0,7) se kulma, jolle
Tn,ij € lg, . ;- Médritelldén i-kierroksen péétteeksi

Oni = Oni 1 U{0nin, Oniz, -}, Lo = {f rx € B, U la}‘

96@77.,1’

Kierros indeksin n suhteen paittyy, kun vastaavasti maéritellaéan

0, = 0,1 U JO,; = U J Ok

k=1 i
Olkoon . = {S,,.i; }n.ij, joka on numeroituva. Osoitetaan sitten, ettei joukon .7

eri nauhoilla ole yhteisid suoria. Tehdddn vastaoletus: on nauhat S,,; ;, Sm i € &,
(n,i,7) # (m, k,1), joille S, ; N Spxy # 0. Tamén ja Lauseen 5.4 perusteella

los M g | e o, s
joten 60, ; ; = O, 1. Jos nyt n > m (tapaus n < m vastaavasti), niin
‘gn,i,j S [0, 7T) \ @n—l C [0, 7T) \ @m

Kuitenkin 0,,;; € ©,,, miki on ristiriita. Niinpd voidaan olettaa, ettd n = m. Jos
sitten ¢ > k (vastaavasti ¢ < k), niin

QTMJ S [0,7’(’) \ @Thi—l C [0,7’(’) \ @TLJC = [0, 7T) \ @m,k‘

Kuitenkin 6, x; € ©,,x, miké on ristiriita. Niinpé vélttaméatta (n,i) = (m, k). Nau-
hat kuitenkin valittiin niin, ettei varsinkaan tissa tapauksessa niilld voi olla yhteisid
suoria. Siten vastaoletus on vaara.

Huomaa, ettd vg(A) < Y. vpg,(A) kaikilla A C R* Borel-joukoille viite on il-
meinen. Yleisessd tapauksessa ulkomitan vg  Borel-sdédnnollisyyden mukaan 16ytyy
kaikilla n Borel-joukko A, D A, jolle vg, (A,) = vg, (A). Siten

vp(A) < E@Ak) <Y (QAk) < 3 v () = 3 v (4

Niinpi kaikilla i = 1,2, . ..

(16) vg (E\psw) < ;w@k (E\ysn]) < g”’fk (EZ\USM) = 0.

Jos vp(E) = 0, niin 7 (E) = 0 eiki viitteessi ole mitiddn todistettavaa. Muussa
tapauksessa {S,;;}n; # 0 kaikilla ¢ = 1,2,..., joten kohdan (16) nojalla kaikilla

1 =1,2,... vg-melkein jokainen z € E kuuluu jollekin suoralle [ € UW- Sh.i;- Koska
valituilla nauhoilla ei ole yhteisid suoria, on vg-melkein jokaiselle x € E

#{ZE US:Q}EZ}:OO,

Ses
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joten Lauseen 5.14 mukaan #'-melkein kaikilla z € F
#JSn(z+1) =00

Ses

melkein kaikilla 6 € [0, 7). Koska . on numeroituva ja S c R2?, S € .7, on jana,
niin (Jg. S on suoristuva Borel-joukko. Liséksi kohdan (15) mukaan

UV B AR 35 3) SEACHDED 3) SLRC AR

Ses n,i,J

Niin ollen joukko F' = (Jgc S antaa vilitteen. O

75



VIITTEET

[1] A.M. Bruckner, J.B. Bruckner, B.S. Thomson. Real Analysis. Prentice-Hall, 1997.
[2] M. Csérnyei, D. Preiss. Sets of finite 71 measure that intersect positively many lines in
infinitely many points. Ann. Acad. Sci. Fenn. Mat. 32 (2007), no. 2, 545-548.
[3] R.O. Davies. Measures not approzimable or not specifiable by means of balls. Mathematika
18 (1971), 157-160.
[4] K.J. Falconer. Geometry of Fractal Sets. Cambridge University Press, 1985.
[5] H. Federer. Geometric Measure Theory. Springer, 1969.
[6] Alexander S. Kechris. Classical Descriptive Set Theory. Springer, 1995.
[7] T. Keleti, D. Preiss. The balls do not generate all Borel sets using complements and coun-
table disjoint unions. Math. Proc. Camb. Phil. Soc. 128 (2000), no. 3, 539-547.
[8] A.W. Knapp. Basic Real Analysis. Birkhduser, 2005.
[9] P. Mattila. Geometry of sets and measures in Euclidean spaces. Cambridge University
Press, 1995.
[10] S. Jackson, R.D. Mauldin. On the o-class generated by open balls. Math. Proc. Camb.
Phil. Soc. 127 (1999), no. 1, 99-108.
[11] W. Rudin. Principles of Mathematical Analysis. McGraw-Hill, 1976.
[12] K. Simon, B. Solomyak. Visibility for self-similar sets of dimension one in the plane. Real
Anal. Exchange 32 (2006/07), no.1, 67-78.
[13] L. Simon. Lectures on geometric measure theory. Proceedings of the Centre for Mathema-
tical Analysis, Australian National University, 3, 1983.
[14] J. Viiséla. Topologia II. Limes ry, 2005.

76



