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JohdantoSuoristuvuus on geometrisen mittateorian keskeisimpiä käsitteitä. Sillä tarkoite-taan sileyttä mittateoreettisessa mielessä: joukko A ⊂ Rn on m-suoristuva, jos onnumeroituva kokoelma C1-kuvauksia fi : Rm → Rn, joille
H

m

(
A \

∞⋃

i=1

fi(Rm)

)
= 0,missä H m on m-ulotteinen Hausdor�n mitta. Toisaalta joukkoja, joilla on H m-nollamittainen leikkaus jokaisen suoristuvan joukon kanssa kutsutaan täysin suoris-tumattomiksi. On helppo näyttää, että jokainen H m-äärellismittainen joukko voi-daan hajoittaa suoristuvaan ja täysin suoristumattomaan osaan.Suoristuvat joukot käyttäytyvät usein arvattavalla tavalla. Esimerkiksim-suoristuvanjoukon (vaikkapa tasopolun osajoukon) projektiolla m-ulotteiselle aliavaruudelle on�melkein varmasti� positiivinen H m-mitta, kunhan projisoitava joukko ei ole H m-nollamittainen. Sen sijaan klassisen Besi
ovit
hin projektiolauseen mukaan täysinm-suoristumattomien joukkojen projektiot ovat melkein varmasti H m-nollamittaisia.Tässä tutkielmassa keskitytään samankaltaiseen kysymykseen. Ei ole nimittäinhankala näyttää, ettei H 1-äärellismittainen suoristuva tasojoukko leikkaa suoriakovinkaan monessa pisteessä. Tietysti leikkaus voi joskus olla ylinumeroituvakin,joten oikea muotoilu vaatii hieman väljyyttä. Siispä väite on mieluummin, että leik-kaus on äärellinen tietyssä mielessä �melkein kaikille suorille�. Kun tämä on selvää,niin on luonnollista kysyä, kuinka täysin suoristumattomille joukoille käy. Tämä onosoittautunut hankalaksi kysymykseksi, eikä siihen ole vielä löytynyt vastausta. Sensijaan tässä tutkielmassa osoitetaan, ettei H 1-äärellismittaisuus pelkästään takaa,että melkein kaikkien suorien leikkaukset joukon kanssa olisivat äärellisiä. Todistusperustuu artikkeliin [2℄.Osoittautuu siis, että yleinen H 1-äärellismittainen tasojoukko voi leikata useaa-kin suoraa äärettömän monessa pisteessä, mutta täysin suoristumattomien joukko-jen osalta kysymykseen ei osata vastata. Yllättäen ymmärrys yleisistä tasojoukoistaei ole vieläkään sillä tasolla, että edes yksinkertaisimpiin kysymyksiin niiden ominai-suuksista osattaisiin vastata. Kyse ei tietenkään ole pelkästään joukoista ja niidenominaisuuksista vaan myös mitoista ja niiden käyttäytymisestä tilanteissa, joissamielikuvitus pettää. Eri näkökulmat näkyvät myös nimissä, joilla tämän tyyppistämatematiikkaa kutsutaan: fraktaaligeometria, geometrinen mittateoria ja Hausdorf-�n mittojen teoria.
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1. Peruskäsitteitä ja -tuloksiaTässä luvussa käydään läpi tarvittavat mittateorian ja di�erentiaalilaskennan tu-lokset. Oletus on, että lukija on jo jossain määrin perillä aiheista, ja esimerkiksiintegraaliteorian esittely yksinkertaisista funktioista lähtien sivuutetaan. Lähteinäon käytetty mittateorian osalta teoksia [1℄ ja [9℄, ja di�erentiaalilaskennan osaltateosta [11℄. Sovitaan ensin tavallisista merkinnöistä.
• Joukon X potenssijoukolle {A ⊂ X} käytetään merkintää P(X).
• Luonnollisilla luvuilla tarkoitetaan joukkoa N = {1, 2, 3, . . .}.
• Merkintä B(x, r) tarkoittaa metrisen avaruuden avointa palloa. Suljetuillepalloille käytetään merkintää B(x, r).
• Joukon A sulkeumalle käytetään merkintää A.
• Kun on selvää, minkä suhteen komplementti otetaan, merkitään joukon A ⊂
X komplementtia Ac = X \ A.

• L n tarkoittaa avaruuden Rn Lebesguen mittaa. Integraaleissa dL n(x) ly-hennetään kirjoittamalla dx.
• Lukumäärämittaa merkitään symbolilla #.
• Laajennettua reaalilukujen joukkoa merkitään R = [−∞,∞].Mittateoriaa.Määritelmä 1.1. Kuvaus µ : P(X) → [0,∞] on joukon X ulkomitta, jos(1) µ(∅) = 0,(2) µ(A) ≤ µ(B), kun A ⊂ B, ja(3) µ( ∞⋃

i=1

Ai

)
≤

∞∑
i=1

µ(Ai), kun A1, A2, . . . ⊂ X.Määritelmä 1.2. Olkoon µ joukon X ulkomitta ja olkoon A ⊂ X. Sanotaan, että�ominaisuus� P (x) on voimassa µ-melkein kaikilla x ∈ A, jos
µ({x ∈ A : P (x) ei ole tosi}) = 0.Määritelmä 1.3. Olkoon µ ulkomitta. Tällöin joukko A ⊂ X on µ-mitallinen, joskaikille E ⊂ X

µ(E) = µ(E \ A) + µ(E ∩A).Määritelmä 1.4. Joukko Γ ⊂ P(X) on joukon X σ-algebra, jos(1) X ∈ Γ,(2) X \ A ∈ Γ, kun A ∈ Γ, ja(3) ∞⋃
i=1

Ai ∈ Γ, kun A1, A2, . . . ∈ Γ.Metrisen avaruuden suppeinta avoimet joukot sisältävää σ-algebraa (eli avoimet jou-kot sisältävien σ-algebrojen leikkausta) kutsutaan Borelin σ-algebraksi. Sen alkioitakutsutaan Borel-joukoiksi. 4



Lause 1.5. Olkoon µ joukon X ulkomitta ja oletetaan, että Γ ⊂ P(X) muodostuujoukon X µ-mitallisista joukoista. Tällöin Γ on joukon X σ-algebra. Lisäksi josjoukoille A1, A2, . . . ∈ Γ pätee Ai ∩Aj = ∅, kun i 6= j, niin
µ

( ∞⋃

i=1

Ai

)
=

∞∑

i=1

µ(Ai).Todistus. [1, Theorem 2.31℄. �Määritelmä 1.6. Joukon X ulkomitta µ on säännöllinen, jos jokaiselle A ⊂ X on
µ-mitallinen joukko B ⊃ A siten, että µ(B) = µ(A).Lause 1.7. Olkoon µ joukon X ulkomitta ja olkoot A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ⊂ X µ-mitallisiajoukkoja. Tällöin

µ

( ∞⋃

i=1

Ai

)
= lim

i→∞
µ(Ai),eikä mitallisuutta tarvitse olettaa, jos µ on säännöllinen. Jos taas joukot X ⊃ A1 ⊃

A2 ⊃ . . . ovat µ-mitallisia ja µ(A1) <∞, niin
µ

( ∞⋂

i=1

Ai

)
= lim

i→∞
µ(Ai).Todistus. Perustellaan väite, ettei ensimmäisessä kohdassa tarvitse olettaa mitalli-suutta, jos µ on säännöllinen ulkomitta. Perustelu muihin kohtiin löytyy lähteestä [1,Theorem 2.20℄. Olkoot siis A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ⊂ X joukkoja. Säännöllisyyden mukaankaikilla i on µ-mitallinen joukko Bi ⊃ Ai, jolle µ(Bi) = µ(Ai). Ne eivät välttämättäole sisäkkäin, joten määritellään kaikilla i

Ci =

∞⋂

j=i

Bj ⊃ Ai,jolloin C1 ⊂ C2 ⊂ . . . ⊂ X. Joukot Ci ovat myös µ-mitallisia. Koska Ai ⊂ Ci ⊂ Bi,on µ(Ci) ≤ µ(Bi) = µ(Ai) ≤ µ(Ci), joten µ(Ai) = µ(Ci). Koska tulos tunnetaan
µ-mitallisille joukoille, saadaan

µ

( ∞⋃

i=1

Ai

)
≤ µ

( ∞⋃

i=1

Ci

)
= lim

i→∞
µ(Ci) = lim

i→∞
µ(Ai).Toisaalta Aj ⊂

⋃∞
i=1Ai kaikilla j, joten myös

µ

( ∞⋃

i=1

Ai

)
≥ lim

i→∞
µ(Ai)on voimassa. �5



Lause 1.8. Olkoon µ joukon X ulkomitta ja olkoot A ja B joukkoja, joille A ⊂ B ⊂
X. Oletetaan vielä, että A on µ-mitallinen ja µ(A) <∞. Tällöin

µ(B \ A) = µ(B) − µ(A).Todistus. Koska A on µ-mitallinen, niin
µ(B) = µ(B ∩ A) + µ(B \ A) = µ(A) + µ(B \ A).Koska µ(A) <∞, niin väite seuraa. �Lause 1.9. Olkoon µ joukon X ulkomitta, ja olkoot A ja B joukkoja, joille A ⊂

B ⊂ X. Oletetaan, että B on µ-mitallinen ja µ(A) = µ(B) <∞. Tällöin
µ(A ∩ C) = µ(B ∩ C)jokaiselle µ-mitalliselle joukolle C ⊂ X.Todistus. Koska A ⊂ B, niin ainakin µ(A ∩ C) ≤ µ(B ∩ C) pätee. Toisaalta

µ(A) ≤ µ(A \ (B ∩ C)) + µ(A ∩ (B ∩ C)) ≤ µ(B \ (B ∩ C)) + µ(A ∩ C),joten tiedon µ(B \ (B ∩ C)) ≤ µ(B) <∞ mukaan
µ(A ∩ C) ≥ µ(A) − µ(B \ (B ∩ C)).Lopulta Lauseen 1.8 mukaan

µ(A ∩ C) ≥ µ(A) − µ(B \ (B ∩ C)) = µ(B) − (µ(B) − µ(B ∩ C)) = µ(B ∩ C).Siten väite pätee. �Määritelmä 1.10. Olkoon µ joukon X ulkomitta ja olkoon f : X → R funktio.Funktio f on µ-mitallinen, jos kaikilla a ∈ R alkukuva
{x : f(x) > a} ⊂ Xon µ-mitallinen. Jos X on metrinen avaruus ja joukko {x : f(x) > a} on Borel-joukko kaikilla a ∈ R, niin f on Borel-mitallinen tai Borelin funktio.Lause 1.11. Olkoon µ joukon X ulkomitta ja olkoon f : X → [0,∞] ei-negatiivinen

µ-mitallinen funktio. Tällöin
∫

X

f(x) dµx = 0,jos ja vain jos f(x) = 0 µ-melkein kaikilla x ∈ X.Lause 1.12. Olkoon µ joukon X ulkomitta. Olkoon A ⊂ X µ-mitallinen joukko.Tällöin
µ(A) =

∫

X

χA(x) dµx,missä χA on joukon A karakteristinen funktio.6



Lause 1.13 (Fatoun lemma). Olkoon µ joukon X ulkomitta. Olkoon (fi) jono µ-mitallisia ei-negatiivisia funktiota fi : X → [0,∞]. Tällöin
∫

X

lim
i→∞

fi(x) dµx ≤ lim
i→∞

∫

X

fi(x) dµx.Todistus. [1, Lemma 5.7℄. �Lause 1.14 (Monotonisen konvergenssin lause). Olkoon µ joukon X ulkomitta. Ol-koon (fi) kasvava jono µ-mitallisia ei-negatiivisia funktioita fi : X → [0,∞], ts.
f1(x) ≤ f2(x) ≤ . . . kaikilla x ∈ X.Tällöin ∫

X

lim
i→∞

fi(x) dµx = lim
i→∞

∫

X

fi(x) dµx.Erityisesti µ-mitallisille ei-negatiivisille funktioille fi : X → [0,∞]
∫

X

∞∑

i=1

fi(x) dµx =

∞∑

i=1

∫

X

fi(x) dµx.Todistus. [1, Theorem 5.8℄. �Määritelmä 1.15. Metrisen avaruuden X ulkomitta µ on Borelin ulkomitta, josBorel-joukot ovat mitallisia, ja Borel-säännöllinen, jos se on Borelin ulkomitta jalisäksi jokaiselle A ⊂ X on Borel-joukko B, jolle A ⊂ B ja µ(A) = µ(B).Määritelmä 1.16. Olkoon X separoituva metrinen avaruus ja olkoon µ sen Borelinulkomitta. Tällöin ulkomitan µ kantaja sptµ on pienin suljettu joukko F , jolle µ(X \
F ) = 0.Lause 1.17. Olkoon (X, d) separoituva metrinen avaruus ja olkoon µ sen Borelinulkomitta. Tällöin kantaja sptµ on olemassa.Todistus. Olkoon

F = {F ⊂ X : F suljettu, µ(X \ F ) = 0}.Joukko F on epätyhjä, sillä X ∈ F , ja tunnetusti
C =

⋂

F∈F

Fon suljettu, joten riittää näyttää, että
µ(X \ C) = 0.Koska X on separoituva, löytyy numeroituva tiheä osa Z ⊂ X. Joukosta Z tarvitaanvain ne pisteet, jotka kuuluvat joukkoon X \ C. Olkoon siis

Z ∩ (X \ C) = {z1, z2, . . .}.7



Joukolle X \ C on toisaalta esitys
X \ C =

⋃

F∈F

(X \ F ) =
⋃

{V ⊂ X : V avoin, µ(V ) = 0},joten jokaisella x ∈ X \ C on r > 0 siten, että µ(B(x, r)) = 0. Jos jollain i
sup{r > 0 : µ(B(zi, r)) = 0} = ∞,niin µ(X) = 0 ja spt µ = ∅. Oletetaan siis, ettei tällaista i ole. Tällöin voidaankaikilla i valita ri, 0 < ri <∞, siten, että µ(B(zi, ri)) = 0 ja
ri ≥

1

2
sup{r > 0 : µ(B(zi, r)) = 0}.Merkitään Bi = B(zi, ri) ∩ (X \ C) ja osoitetaan, että(1) X \ C =

⋃

i

Bi.Olkoon x ∈ X \C. Tällöin löytyy r > 0 siten, että B(x, r) ⊂ X \C ja µ(B(x, r)) = 0.Koska Z on tiheä, on zi ∈ B(x, 1
4
r) jollain i. Säteen ri valinnan perusteella x ∈

B(zi, ri): Koska µ(B(x, r)) = 0 ja B(zi,
3
4
r) ⊂ B(x, r), on

ri ≥
1

2
· 3

4
r =

3

8
r >

1

4
r.Siispä d(zi, x) <

1
4
r < ri, joten x ∈ Bi. Näin ollen (1) on voimassa. Koska µ onBorelin ulkomitta, ovat joukot Bi mitallisia. Siten Lauseen 1.7 mukaan

µ(X \ C) = lim
n→∞

µ

( n⋃

i=1

Bi

)
≤ lim

n→∞

n∑

i=1

µ(Bi) = 0,joten sptµ = C. �Huomautus 1.18. Lauseen 1.17 todistuksessa esiintyi hyödyllinen havainto:
sptµ = X \ {x : on r > 0 s.e. µ(B(x, r)) = 0}.Koska µ(X \ sptµ) = 0, niin µ(B(x, r)) > 0 kaikille r > 0 µ-melkein kaikilla x ∈ X.Tämä on siis voimassa, kun µ on separoituvan metrisen avaruuden Borelin ulkomitta.Määritelmä 1.19. Metrisen avaruuden X ulkomitta µ on Radonin ulkomitta, josse on Borelin ulkomitta ja(1) µ(K) <∞ kompakteille K ⊂ X,(2) µ(U) = sup{µ(K) : K ⊂ U kompakti} kaikille avoimille U ⊂ X sekä(3) µ(A) = inf{µ(U) : A ⊂ U , U avoin} kaikille A ⊂ X.Määritelmä 1.20. Olkoon µ joukon X ulkomitta ja olkoon A ⊂ X. Tällöin ulko-mitan µ rajoittumamitta joukkoon A on ulkomitta, joka saadaan asettamalla

(µ|A)(B) = µ(A ∩B)kaikille B ⊂ X. 8



Lemma 1.21. Olkoon µ metrisen avaruuden X ulkomitta ja olkoon A ⊂ X. Olkoon
ν = µ|A.(1) Jokainen µ-mitallinen joukko on ν-mitallinen.(2) Jos µ on Borel-säännöllinen, A µ-mitallinen ja µ(A) < ∞, niin myös ν onBorel-säännöllinen.Todistus. [9, Theorem 1.9℄. (1) Olkoon S ⊂ X µ-mitallinen ja olkoon E ⊂ X. Tällöinmitallisuus sovellettuna joukkoon E ∩ A antaa
ν(E) = µ(E ∩ A) = µ((E ∩A) \ S) + µ((E ∩ A) ∩ S) = ν(E \ S) + ν(E ∩ S).(2) Edellisen perusteella ν on Borelin ulkomitta. Olkoon sitten S ⊂ X ja osoi-tetaan, että löytyy Borel-joukko B, jolle S ⊂ B ja ν(S) = ν(B). Voidaan olettaa,että ν(S) < ∞. Koska µ on Borel-säännöllinen, löytyy Borel-joukko B ⊃ A, jolle

µ(B) = µ(A). Samasta syystä löytyy Borel-joukko C ⊃ B∩S, jolle µ(C) = µ(B∩S).Tällöin C ∪ Bc on Borel-joukko, ja S ⊂ C ∪ Bc, joten ν(S) ≤ ν(C ∪ Bc). ToisaaltaLauseen 1.9 mukaan
ν(S) = µ(S ∩A) = µ(S ∩ B) = µ(C) ≥ µ(B ∩ C)

= µ(B ∩ (C ∪ Bc)) = µ(A ∩ (C ∪ Bc)) = ν(C ∪ Bc).Siten ν(S) = ν(C ∪ Bc). �Määritelmä 1.22. Metrisen avaruuden (X, d) osajoukon A ⊂ X halkaisija on
diam(A) = sup{d(a, b) : a, b ∈ A}ja joukkojen A,B ⊂ X etäisyys on

dist(A,B) = inf{d(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.Sovitaan, että sup ∅ = 0 ja inf ∅ = ∞.Lause 1.23 (Approksimointilause). Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon µ senBorel-säännöllinen ulkomitta. Olkoon A ⊂ X µ-mitallinen joukko, jolle µ(A) < ∞.Tällöin kaikilla ε > 0 on suljettu joukko C ⊂ A siten, että µ(A \ C) < ε.Todistus. [9, Theorem 1.10℄. Määritellään ν = µ|A, jolloin ν on Borel-säännöllinenLemman 1.21 perusteella. Oletetaan, että A on Borel-joukko. Olkoon A niiden jouk-kojen S kokoelma, joille kaikille ε > 0 on suljettu joukko F ja avoin joukko U siten,että F ⊂ S ⊂ U ja
ν(U \ F ) < ε.Näytetään, että A on σ-algebra. Selvästi X ∈ A . Jos S ∈ A , niin on suljettu F jaavoin U siten, että F ⊂ S ⊂ U ja ν(U \ F ) < ε, ja ottamalla niiden komplementitnähdään, että X \ S ∈ A . Olkoot sitten S1, S2, . . . ∈ A . Kaikilla i löytyy suljettu

Fi ja avoin Ui niin, että Fi ⊂ Si ⊂ Ui ja
ν(Ui \ Fi) < 2−i−1ε.9



Koska ν(X) <∞, saadaan
lim

n→∞
ν

( ∞⋃

i=1

Ui \
n⋃

j=1

Fj

)
= ν

( ∞⋃

i=1

Ui \
∞⋃

j=1

Fj

)
≤

∞∑

i=1

ν(Ui \ Fi) =
1

2
ε.Siten, kun valitaan n riittävän suureksi, saadaan joukot

U =
∞⋃

i=1

Ui, F =
n⋃

i=1

Fi,joille F ⊂ ⋃∞
i=1 Si ⊂ U ja

ν(U \ F ) < ε.Osoitetaan vielä, että A sisältää suljetut joukot C ⊂ X. Joukot
Vi = {x ∈ X : dist(x, C) < 1/i}ovat avoimia, V1 ⊃ V2 ⊃ . . . ja

∞⋂

i=1

Vi = C,sillä dist(x, C) > 0, kun x ∈ X \ C. Koska ν(X) <∞, pätee
lim
i→∞

ν(Vi) = ν(C),josta saadaan
ν(Vi \ C) < ε,kun i on riittävän suuri. Näin ollen A sisältää Borel-joukot ja erityisesti lauseenalkuperäinen väite on nyt näytetty Borel-joukoille B ⊂ A.Jos A ei olekaan Borel-joukko vaan ainoastaan µ-mitallinen, niin Borel-säännöllisyydenmukaan on Borel-joukko B ⊃ A niin, että µ(B) = µ(A). Toisaalta löytyy Borel-joukko D ⊃ B \ A, jolle µ(D) = µ(B \ A) = 0. Tällöin B \ D on Borel-joukko jasille pätee B \D ⊂ A. Alkuosan perusteella löytyy suljettu C ⊂ B \D, jolle

µ((B \D) \ C) < ε.Koska
µ(B \D) = µ(B) − µ(B ∩D) = µ(B) = µ(A),on

µ(A \ C) = µ((B \D) \ C) < ε,mikä oli väite. �Huomautus 1.24. Jos Lauseessa 1.23 avaruuden X suljetut joukot ovat kompak-tien joukkojen numeroituvia yhdisteitä, niin joukko C saadaan kompaktiksi. Olkoon
ε > 0. Lauseen 1.23 mukaan löytyy suljettu joukko C ′ ⊂ A siten, että

µ(A \ C ′) <
1

2
ε.10



Lisäoletuksen mukaan on kompaktit joukot K1, K2, . . ., joille
C ′ =

∞⋃

i=1

Ki.Nyt A \K1 ⊃ A \ (K1 ∪K2) ⊃ . . . ja µ(A) <∞, joten
µ(A \ C ′) = lim

n→∞
µ

(
A \

n⋃

i=1

Ki

)
.Kompaktien joukkojen äärellinen yhdiste on kompakti joukko, joten väite saadaan,kun n valitaan riittävän suureksi.Approksimointilauseelle saadaan pari hyödyllistä seurausta.Määritelmä 1.25. Olkoon µ joukon X ulkomitta. Sanotaan, että joukon A ⊂ X µ-mitta on σ-äärellinen, jos on numeroituva kokoelma joukkoja A1, A2, . . . ⊂ X niin,että A ⊂ ⋃∞

i=1Ai ja µ(Ai) < ∞ kaikilla i ∈ N. Ulkomitta µ on σ-äärellinen, joskoko joukon X µ-mitta on σ-äärellinen.Seuraus 1.26. Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon ν sen σ-äärellinen Borel-säännöllinen ulkomitta. Olkoon A ⊂ X ν-mitallinen. Tällöin on Borel-joukko B ⊂ Asiten, että ν(A) = ν(B).Todistus. Oletuksen mukaan on joukot S1, S2, . . . siten, että ν(Si) <∞ kaikilla i ja
X =

∞⋃

i=1

Si.Koska ν on Borel-säännöllinen, voidaan olettaa, että joukot Si ovat Borel-joukkoja.Lisäksi voidaan olettaa, että Si ∩ Sj = ∅, kun i 6= j. Merkitään Ai = A ∩ Si, jolloin
Ai on ν-mitallinen ja ν(Ai) < ∞ kaikilla i. Olkoon k ∈ N. Lauseen 1.23 nojallakaikille i = 1, 2, . . . löytyy suljettu joukko Bk,i ⊂ Ai siten, että

ν(Ai) − ν(Bk,i) = ν(Ai \Bk,i) < k−12−i,joten
ν(Bk,i) > ν(Ai) − k−12−i.Tällöin

Bk =

∞⋃

i=1

Bk,ion Borel-joukko ja Bk ⊂ A. Koska lisäksi Bk,i ∩ Bk,j = ∅, kun i 6= j, pätee
ν(Bk) =

∞∑

i=1

ν(Bk,i) ≥
∞∑

i=1

ν(Ai) − k−1 ≥ ν(A) − k−1.11



Edelleen joukko B =
⋃∞

k=1Bk on Borel-joukko ja B ⊂ A. Siten ν(B) ≤ ν(A).Toisaalta
ν(B) = lim

n→∞
ν

( n⋃

k=1

Bk

)
≥ lim

n→∞
ν(A) − n−1 = ν(A).

�Seuraus 1.27. Olkoon µ avaruuden Rn ulkomitta. Tällöin µ on Radonin ulkomitta,jos ja vain jos se on Borel-säännöllinen ja µ(K) <∞ jokaiselle kompaktille joukolle
K.Todistus. [9, Corollary 1.11℄. Tarkistetaan ensin ehdon välttämättömyys, johon riit-tää näyttää, että joukoille A ⊂ X, µ(A) < ∞, on Borel-joukko B ⊃ A niin, että
µ(B) = µ(A). Tällainen B saadaan valitsemalla avoimet

G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ A,joille
µ(Gi) < µ(A) + 1/i.Silloin ⋂∞

i=1Gi on Borel ja
µ

( ∞⋂

i=1

Gi

)
= lim

i→∞
µ(Gi) ≤ µ(A).Ehdon riittävyyden näyttämiseen tarvitaan jo Lausetta 1.23. Riittää tietenkinnäyttää vain, että

µ(U) = sup{µ(K) : K ⊂ U kompakti},
µ(A) = inf{µ(V ) : V ⊃ A avoin},kun U on avoin ja A on mikä tahansa joukko. Jos µ(U) < ∞, niin väite seuraasuoraan Lauseesta 1.23 ja Huomautuksesta 1.24. Jos µ(U) = ∞, niin µ(U) =

limn→∞ µ(U ∩ B(0, n)) ja µ(U ∩ B(0, n)) < ∞ kaikilla n, joten kaikilla M > 0on n niin, että
2M < µ(U ∩B(0, n)) <∞.Siten Lauseen 1.23 mukaan on kompakti K ⊂ U , jolle

µ(K) > M.Toisen väitteen kohdalla voidaan olettaa, että µ(A) < ∞. Olkoon ε > 0. Borel-säännöllisyyden mukaan on Borel-joukko B ⊃ A, jolle µ(B) = µ(A). Joukko Bc ∩
B(0, n) on µ-mitallinen ja µ(Bc ∩ B(0, n)) < ∞, joten Lauseen 1.23 mukaan onsuljettu Cn ⊂ Bc ∩ B(0, n), jolle

µ((Bc ∩ B(0, n)) \ Cn) < 2−nε.Tällöin Un = (X \ Cn) ∩ B(0, n) on avoin, B ∩ B(0, n) ⊂ Un ja
µ(Un \B) < 2−nε.12



Nyt B ⊂ ⋃∞
i=1 Ui ja

µ

( ∞⋃

i=1

Ui \B
)

=

∞∑

i=1

µ(Ui \B) ≤ ε,joten
µ

( ∞⋃

i=1

Ui

)
≤ µ(B) + ε = µ(A) + ε.Koska ⋃∞

i=1 Ui on avointen joukkojen yhdisteenä avoin, niin väite seuraa. �Lause 1.28. Olkoon µ joukon X ulkomitta. Tällöin kuvaus ν : P(X) → [0,∞],
ν(A) = inf{µ(B) : A ⊂ B,B µ-mitallinen},on säännöllinen ulkomitta ja jokainen µ-mitallinen joukko on ν-mitallinen. Vas-taavasti jos X on metrinen avaruus ja µ on sen Borelin ulkomitta, niin kuvaus

ν : P(X) → [0,∞],
ν(A) = inf{µ(B) : A ⊂ B,B Borel-joukko},on Borel-säännöllinen ulkomitta.Todistus. Todistetaan vain ensimmäinen väite, sillä perustelun toiselle saa korvaa-malla µ-mitalliset joukot Borel-joukoilla. Näytetään ensin, että ν on ulkomitta. Sel-västi ν(∅) = 0 ja ν(A) ≤ ν(B), kun A ⊂ B, sillä µ on ulkomitta. Olkoot sitten

A1, A2, . . . ⊂ X ja näytetään, että ν(⋃∞
i=1Ai) ≤ ∑∞

i=1 ν(Ai). Voidaan olettaa, että
ν(Ai) < ∞ kaikilla i. Olkoon ε > 0. Kaikilla i löytyy µ-mitallinen joukko Bi, jolle
Ai ⊂ Bi ja

µ(Bi) ≤ ν(Ai) + 2−iε.Nyt ⋃∞
i=1Ai ⊂

⋃∞
i=1Bi ja ⋃∞

i=1Bi on µ-mitallinen, joten
µ

( ∞⋃

i=1

Bi

)
≤

∞∑

i=1

µ(Bi) ≤ ε+

∞∑

i=1

ν(Ai).Näin ollen ν on ulkomitta.Osoitetaan seuraavaksi, että jokainen µ-mitallinen joukko on myös ν-mitallinen.Olkoot siis A ⊂ X µ-mitallinen joukko ja E ⊂ X mikä tahansa joukko. Riittäänäyttää, että(2) ν(E) ≥ ν(E \ A) + ν(E ∩A)Koska jokaiselle µ-mitalliselle joukolle E ′, E ⊂ E ′, pätee
µ(E ′) ≥ µ(E ′ \ A) + µ(E ′ ∩ A) = ν(E ′ \ A) + ν(E ′ ∩ A) ≥ ν(E \ A) + ν(E ∩A),niin (2) seuraa. Säännöllisyyden osoittamiseksi olkoon S ⊂ X joukko. Jos ν(S) = ∞,niin S ⊂ X, ν(S) = ν(X) ja X on ν-mitallinen. Muutoin kaikilla i = 1, 2, . . . löytyy
µ-mitallinen joukko Bi, jolle S ⊂ Bi ja µ(Bi) < ν(S)+1/i. Valinta voidaan tehdään13



niin, että Bi ⊃ Bi+1 kaikilla i. Joukko Bi on ν-mitallinen kaikilla i, joten Lauseen1.7 mukaan
ν

( ∞⋂

i=1

Bi

)
= lim

i→∞
ν(Bi) = lim

i→∞
µ(Bi) ≤ lim

i→∞
ν(S) + 1/i = ν(S).Koska S ⊂ ⋂∞

i=1Bi, niin ν(S) ≤ ν(
⋂∞

i=1Bi). Siten ν on säännöllinen. �Määritelmä 1.29. Joukon X σ-algebrassa Γ määritelty kuvaus µ : Γ → [0,∞] onmitta, jos(1) µ(∅) = 0,(2) µ(A) ≤ µ(B), kun A ⊂ B, ja(3) µ( ∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

µ(Ai), kun joukot A1, A2, . . . ovat pareittain erillisiä.Lause 1.30. Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon µ avaruuden X Borel-joukkojen
σ-algebrassa määritelty mitta. Tällöin kuvaus ν : P(X) → [0,∞],

ν(A) = inf{µ(B) : A ⊂ B,B Borel-joukko},on Borel-säännöllinen ulkomitta.Todistus. Todistus muistuttaa Lauseen 1.28 todistusta. Näytetään ensin, että ν onulkomitta. Selvästi ν(∅) = 0, ja ν(A) ≤ ν(B), kun A ⊂ B ⊂ X, koska näin on Borel-joukoille. Olkoot sitten A1, A2, . . . ⊂ X ja näytetään, että ν(⋃∞
i=1Ai) ≤

∑∞
i=1 ν(Ai).Voidaan olettaa, että ν(Ai) < ∞ kaikilla i. Olkoon ε > 0. Kaikilla i löytyy Borel-joukko Bi, jolle Ai ⊂ Bi ja

µ(Bi) ≤ ν(Ai) + 2−iε.Nyt ⋃∞
i=1Ai ⊂

⋃∞
i=1Bi, ⋃∞

i=1Bi on Borel-joukko ja mitan µ ominaisuuksien perus-teella
µ

( ∞⋃

i=1

Bi

)
= µ

( ∞⋃

i=1

(
Bi\

i−1⋃

j=1

Bj

))
=

∞∑

i=1

µ

(
Bi\

i−1⋃

j=1

Bj

)
≤

∞∑

i=1

µ(Bi) ≤ ε+
∞∑

i=1

ν(Ai).Näin ollen ν on ulkomitta.Osoitetaan seuraavaksi, että Borel-joukot ovat ν-mitallisia. Olkoon B ⊂ X Borel-joukko ja E ⊂ X mikä tahansa joukko. Jokaiselle Borel-joukolle E ′, E ⊂ E ′, pätee
µ(E ′) = µ(E ′ \B) + µ(E ′ ∩ B) = ν(E ′ \B) + ν(E ′ ∩ B) ≥ ν(E \B) + ν(E ∩ B),joten mitallisuus seuraa. Borel-säännöllisyyden osoittamiseksi olkoon S ⊂ X. Jos
ν(S) = ∞, niin S ⊂ X, ν(S) = ν(X) ja X on Borel-joukko. Muutoin kaikilla
i = 1, 2, . . . löytyy Borel-joukko Bi, jolle S ⊂ Bi ja µ(Bi) < ν(S) + 1/i. Valintavoidaan tehdään niin, että Bi ⊃ Bi+1 kaikilla i. Joukko Bi on Borel kaikilla i, jotenLauseen 1.7 mukaan

ν

( ∞⋂

i=1

Bi

)
= lim

i→∞
ν(Bi) = lim

i→∞
µ(Bi) ≤ lim

i→∞
ν(S) + 1/i = ν(S).14



Koska S ⊂ ⋂∞
i=1Bi, niin ν(S) ≤ ν(

⋂∞
i=1Bi). Siten ν on Borel-säännöllinen. �Di�erentiaali- ja integraalilaskentaa.Määritelmä 1.31. Olkoon {e1, e2, . . . , em} avaruudenRm standardikanta. Avoimes-sa joukossa G ⊂ Rm määritelty kuvaus f : G → Rn on jatkuvasti di�erentioituvaeli C1-kuvaus, jos kaikilla x ∈ G, 1 ≤ i ≤ n ja 1 ≤ j ≤ m raja-arvo

∂jfi(x) = lim
t→0

fi(x+ tej) − fi(x)

ton äärellisenä olemassa siten, että näin saatavat kuvaukset x 7→ ∂jfi(x) ∈ R, x ∈ G,ovat jatkuvia. Sen derivaatta pisteessä x ∈ G on n×m-matriisi Df(x) = [∂jfi(x)].Yhden muuttujan reaaliarvoisten funktioiden jatkuvaa di�erentioituvuutta kut-sutaan myös jatkuvaksi derivoituvuudeksi. Jos edellä n = 1, niin vektoria ∇f(x) =
(∂1f(x), . . . , ∂mf(x)) ∈ Rm, x ∈ G, kutsutaan gradientiksi. Jatkuvasti di�erentioi-tuvat kuvaukset ovat tunnetusti jatkuvia.Lause 1.32 (Väliarvolause). Olkoon f : [a, b] → R jatkuva funktio, joka on jatku-vasti derivoituva avoimella välillä (a, b) ⊂ R. Tällöin on ξ ∈ (a, b), jolle

f ′(ξ) =
|f(b) − f(a)|

|b− a| .Todistus. [11℄. �Lause 1.33. Olkoon G ⊂ Rm avoin joukko ja olkoon f : G → Rn jatkuvasti di�e-rentioituva. Olkoot x ∈ G ja r > 0 sellaisia, että B(x, r) ⊂ G. Tällöin löytyy L ≥ 0siten, että f on L-Lips
hitz-kuvaus joukossa B(x, r).Todistus. Käsitellään ensin tapaus n = 1. Olkoot x ∈ G ja r > 0. Olkoot sitten
y, z ∈ B(x, r) eri pisteitä. Koska B(x, r) on konveksi, niin kuvaus

g : [0, ‖z − y‖] → R, g(t) = f

(
y + t

z − y

‖z − y‖

)
,on hyvin määritelty. Ketjusäännön nojalla se on jatkuvasti derivoituva välillä (0, ‖z−

y‖) ja
g′(t) =

〈
∇f
(
y + t

z − y

‖z − y‖

)
,
z − y

‖z − y‖

〉
,joten väliarvolauseen mukaan on ξ ∈ (0, |z − y|), jolle

|f(y)− f(z)| = |g(0) − g(‖z − y‖)| = g′(ξ)‖z − y‖

=

〈
∇f
(
y + ξ

z − y

‖z − y‖

)
,
z − y

‖z − y‖

〉
‖z − y‖.15



Niinpä Cau
hy-S
hwarzin epäyhtälön mukaan
|f(y) − f(z)| ≤

∥∥∥∥∇f
(
y + ξ

z − y

‖z − y‖

)∥∥∥∥‖z − y‖ ≤ max
w∈B(x,r)

‖∇f(w)‖‖z − y‖.Siten valinta L = maxw∈B(x,r) ‖∇f(w)‖ antaa väitteen.Jos n > 1, niin soveltamalla edellistä komponenttikuvauksiin f1, . . . , fn saadaanjokaiselle i = 1, 2, . . . , n vakio Li ≥ 0, jolle
|fi(y) − fi(z)| ≤ Li‖y − z‖kaikilla y, z ∈ B(x, r) ⊂ Rm. Siten

‖f(y) − f(z)‖ ≤ |f1(y) − f1(z)| + . . .+ |fn(y) − fn(z)| ≤ (L1 + . . .+ Ln)‖y − z‖kaikilla y, z ∈ B(x, r). Valinta L = L1 + . . .+ Ln antaa siis väitteen. �Seuraus 1.34. Olkoot U ⊂ Rm ja V ⊂ Rn avoimia joukkoja, ja olkoon f : U → Vniiden välinen C1-bijektio siten, että myös käänteiskuvaus f−1 on C1-kuvaus. Tällöinjokaisella x ∈ U on r > 0 ja K ≥ 1 siten, että f on K-bilips
hitz joukossa B(x, r)eli
K−1‖y − z‖ ≤ ‖f(y)− f(z)‖ ≤ K‖y − z‖.kaikilla y, z ∈ B(x, r), y 6= z.Todistus. Olkoon x ∈ U . Koska U on avoin, on r > 0 siten, että B(x, r) ⊂ U .Lauseen 1.33 perusteella on L > 0, jolle kaikilla y, z ∈ B(x, r)

‖f(y)− f(z)‖ ≤ L‖y − z‖.Koska f−1 on jatkuva, niin f(B(x, r)) ⊂ V on avoin, joten löytyy r′ > 0, jolle
B(f(x), r′) ⊂ f(B(x, r)). Koska f−1 on jatkuva, saadaan

B(f(x), r′) ⊂ f(B(x, r) ⊂ f(B(x, r)) ⊂ V,joten Lauseen 1.33 mukaan on L′ > 0, jolle kaikilla y, z ∈ B(f(x), r′) pätee
‖f−1(y) − f−1(z)‖ ≤ L′‖y − z‖.Pienentämällä sädettä r saadaan f(B(x, r)) ⊂ B(f(x), r′), jolloin kaikille y, z ∈

B(x, r) pätee
‖y − z‖ = ‖f−1(f(y))− f−1(f(z))‖ ≤ L′‖f(y)− f(z)‖eli

(L′)−1‖y − z‖ ≤ ‖f(y) − f(z)‖.Niinpä valitsemalla K > 0 suuremmaksi luvuista L ja L′ saadaan, että f on K-bilips
hitz joukossa B(x, r). �16



Lause 1.35 (Fubinin lause). Jos f : Rn → [0,∞] on ei-negatiivinen L n-mitallinenfunktio, niin ∫Rn

f(x) dx =

∫R . . .∫R f(x) dxσ(1) . . . dxσ(n),missä x = (x1, x2, . . . , xn) ja σ on jokin joukon {1, 2, . . . , n} permutaatio.Todistus. [8, Theorem 5.47℄. �Lause 1.36 (Muuttujanvaihtolause). Olkoot U, V ⊂ Rn avoimia joukkoja ja olkoon
φ : U → V niiden välinen C1-bijektio, jolle detφ′(x) 6= 0 kaikilla x ∈ U . Tällöin∫

V

f(y) dy =

∫

U

f(φ(x))| detDφ(x)| dxjokaiselle Borelin funktiolle f : V → R, f ≥ 0.Todistus. [8, Theorem 6.32℄. �Lemma 1.37. Olkoon A ⊂ R2 L 2-mitallinen. Tällöin seuraavat ehdot ovat yhtä-pitäviä:(1) L 2(A) = 0,(2) L 1({t ∈ R : tθ ∈ A}) = 0 L 1-melkein kaikille θ ∈ [0, π), missä
θ = (cos θ, sin θ).Todistus. (1) =⇒ (2): Oletetaan ensin, että A on Borel-joukko. Olkoot

U = R \ {0} × (0, π), V = R2 \ {(t, 0) : t ∈ R}ja
φ : U → V, φ(t, θ) = t(cos θ, sin θ).Kuvaus φ täyttää muuttujanvaihtolauseen 1.36 oletukset, joten sen ja Fubinin lauseen1.35 perusteella

L
2(A) =

∫

V

χA(x, y) d(x, y) =

∫

U

χA(tθ)|t| d(t, θ)

=

∫

(0,π)

∫R\{0}

χA(tθ)|t| dt dθ.
(3)Koska ∫ χA(tθ)|t| dt = 0 täsmälleen, kun ∫ χA(tθ)dt = 0, niin väite seuraa. Tästäsaadaan yleinen tapaus, sillä Borel-säännöllisyyden perusteella löytyy Borel-joukko
B ⊃ A, jolle L 2(B) = L 2(A) = 0.(2) =⇒ (1): Koska

L
2(A) ≤

∞∑

n=1

L
2(A ∩ B(0, n)),voidaan olettaa, että L 2(A) < ∞. Koska A on mitallinen, löytyy Lauseen 1.23nojalla kaikilla ε > 0 suljettu joukko C ⊂ A, jolle L 2(C) > L 2(A)− ε. Yhtälön (3)perusteella L 2(C) = 0, joten L 2(A) < ε kaikilla ε > 0. Siten myös L 2(A) = 0. �17



Hausdor�n mitat. Hausdor�n mitat voidaan määritellä jokaiseen separoituvaanmetriseen avaruuteen, erityisesti avaruuteen Rn. Separoituvuutta tarvitaan, jottaavaruus voidaan kaikilla δ > 0 varmasti peittää numeroituvalla määrällä joukkoja
A, joille diam(A) ≤ δ.Määritelmä 1.38. Olkoon s ≥ 0. Separoituvan metrisen avaruuden X s-ulotteinenHausdor�n δ-sisältö on ulkomitta H s

δ ,
H

s
δ (A) = inf

∞∑

i=1

diam(Ai)
s,missä in�mum otetaan yli niiden numeroituvien joukkoperheiden {Ai} ⊂ P(X),joille A ⊂ ⋃

iAi ja diam(Ai) ≤ δ kaikille i. Joukko, jonka yli in�mum otetaan, onepätyhjä, sillä X oletettiin separoituvaksi. Tästä saadaan s-ulotteinen Hausdor�nmitta asettamalla
H

s(A) = lim
δ↓0

H
s

δ (A).Kun s = 0, tarvitaan edellä sopimus sille, kuinka 00 pitää tulkita. Tässä sovitaan,että 00 = 1.Lause 1.39. Kuvaus H s on Borelin ulkomitta.Todistus. [9, Theorem 4.2℄. �Huomautus 1.40. Ulkomitta H 0 eli 0-ulotteinen Hausdor�n mitta on vain luku-määrämitta#. Jos joukossa A on n ∈ {1, 2, . . .} alkiota, ts. A = {a1, a2, . . . , an}, niinyksiöt {ai} peittävät joukon A, joten H 0
δ (A) ≤ n kaikilla δ. Siten H 0(A) ≤ #A.Toista väitettä varten oletetaan ensin, että #A <∞. Tällöin luku ε = mina,b∈A d(a, b) >

0 on olemassa. Jos nyt δ < ε ja diam(U) ≤ δ, niin leikkaus A ∩ U sisältää korkein-taan yhden pisteen. Siispä H 0
δ (A) ≥ #A kaikilla δ < ε, joten H 0(A) ≥ #A. Väitepätee myös, kun #A = ∞, koska se pätee jokaiselle äärelliselle osakokoelmalle.Lause 1.41. Määritelmässä 1.38 peitejoukot voidaan valita joko avoimiksi tai sul-jetuiksi. Erityisesti H s on Borel-säännöllinen.Todistus. Osoitetaan ensimmäinen väite suljettujen joukkojen tapauksessa. Todistusavoimille saadaan samaan tapaan. Riittää näyttää, että

diam(A) = diam(A)kaikille A ⊂ X. Epäyhtälö diam(A) ≤ diam(A) on selvä, joten voidaan tehdä vas-taoletus diam(A) < diam(A). Sen mukaan on a ∈ A ja b ∈ A \A siten, että
d(a, b) > diam(A).Tällöin dist(b, A) > 0: Ellei, niin kaikilla ε > 0 on aε ∈ A siten, että d(b, aε) < ε.Siispä

d(a, b) ≤ d(a, aε) + d(aε, b) ≤ diam(A) + ε,18



joten d(a, b) ≤ diam(A), mikä ei oletuksen mukaan ole mahdollista. Saatiin siis, että
dist(b, A) > 0. Tämä on kuitenkin mahdotonta, koska b on joukon A kasautumispis-te.Osoitetaan sitten Borel-säännöllisyys, jolloin voidaan olettaa, että H s(A) < ∞.Valitaan alkuosan perusteella kaikilla k = 1, 2, . . . suljetut joukot Fk,1, Fk,2, . . . siten,että A ⊂ ⋃∞

i=1 Fk,i = Ck, diam(Fk,i) ≤ 1/k ja
∞∑

i=1

diam(Fk,i)
s ≤ H

s
1/k(A) + 1/k.Nyt ⋂∞

k=1Ck ⊃ A on Borel-joukko ja kaikilla n
H

s
1/n

( ∞⋂

k=1

Ck

)
≤ H

s
1/n(Cn) ≤

∞∑

i=1

diam(Fn,i)
s ≤ H

s
1/n(A) + 1/n.Kun n→ ∞, niin saadaan

H
s

( ∞⋂

k=1

Ck

)
≤ H

s(A).Koska myös käänteinen epäyhtälö pätee, niin väite seuraa. �Huomautus 1.42. Avaruuden Rn Hausdor�n mitta H n ja Lebesguen mitta L novat melkein sama asia: löytyy vakio 0 < cn < ∞, jolle L n = cnH n. Perustelusivuutetaan, katso esimerkiksi [9, 4.3℄.Lause 1.43. Olkoot X ja Y separoituvia metrisiä avaruuksia. Olkoon A ⊂ X jaolkoon f : A→ Y L-Lips
hitz-kuvaus, ts. jollain L ≥ 0

d(f(x), f(y)) ≤ Ld(x, y)kaikilla x, y ∈ A. Tällöin
H

s(f(A)) ≤ Ls
H

s(A).Todistus. Voidaan olettaa, että H s(A) <∞. Näytetään, että kaikille δ > 0 on
H

s
Lδ(f(A)) ≤ Ls

H
s

δ (A),mistä väite seuraa, kun δ ↓ 0. Olkoon ε > 0. Olkoot A1, A2, . . . ⊂ X siten, että
A ⊂ ⋃∞

i=1Ai, diam(Ai) ≤ δ ja
∞∑

i=1

diam(Ai)
s < H

s
δ (A) + ε.Nyt f(A) ⊂ ⋃∞

i=1 f(Ai) ja
diam(f(Ai)) ≤ L diam(Ai) ≤ Lδ19



Näin ollen
H

s
Lδ(f(A)) ≤

∞∑

i=1

diam(f(Ai))
s ≤ Ls

∞∑

i=1

diam(Ai)
s < Ls(H s

δ (A) + ε).kaikilla ε > 0. �Lemma 1.44. Separoituvan metrisen avaruuden (X, d) jokaisella avoimella peitteel-lä on numeroituva osapeite. Avoimella peitteellä tarkoitetaan avaruuden X avointenjoukkojen kokoelmaa G , jolle X =
⋃

G∈G
G, ja sen osapeitteellä joukkoa G ′ ⊂ G ,jolle edelleen X =

⋃
G∈G ′ G.Todistus. Olkoon A ⊂ X numeroituva ja tiheä. Joukko

{B(a, r) : a ∈ A, r > 0, r ∈ Q}on numeroituva, joten sille voidaan käyttää esitystä {B1, B2, . . .}. Olkoon sitten
D avaruuden X avoin peite. Numeroituva alipeite saadaan valitsemalla kaikilla
i = 1, 2, . . . joukko Di ∈ D , jolle Bi ⊂ Di. Jos tällaista ei löydy, niin jätetään Dimäärittelemättä. Riittää siis osoittaa, että ⋃iDi peittää avaruuden X. Jos x ∈ X,niin on D ∈ D , jolle x ∈ D. Koska D on avoin, on r > 0, jolle B(x, r) ⊂ D. Koska
A on tiheä avaruudessa X, on a ∈ A, jolle a ∈ B(x, q), kun 0 < q < r/2 ja q ∈ Q.Tällöin

x ∈ B(a, q) ⊂ B(x, r) ⊂ D.Jos oletetaan, että B(a, q) = Bi, niin edellisen perusteella Di on määritelty ja x ∈
Bi ⊂ Di. Siten väite on todistettu. �Lause 1.45. Olkoot X ja Y separoituvia metrisiä avaruuksia. Olkoon A ⊂ X joukkoja olkoon f : A→ Y kuvaus.(1) Olkoon H s(A) = 0. Jos kuvaus f on lokaalisti Lips
hitz, ts. jokaiselle x ∈ Aon Lx ≥ 0 ja εx > 0 niin, että

d(f(z), f(y)) ≤ Lxd(z, y)kaikilla y, z ∈ A ∩B(x, εx), niin H s(f(A)) = 0.(2) Olkoon H s(A) > 0. Jos jokaiselle x ∈ A on εx > 0 ja Kx > 0 siten, ettäkaikille y, z ∈ A ∩B(x, εx), y 6= z, pätee
d(f(y), f(z)) ≥ Kxd(y, z),niin H s(f(A)) > 0.Todistus. (1) Olkoon A ⊂ X joukko, jolle H s(A) = 0. Koska kuvaus f oletettiinlokaalisti Lips
hitz-jatkuvaksi, on jokaisella x ∈ A ympäristö Ux siten, että f |Ux on

Lx-Lips
hitz. Tässä oletetaan, että Ux on avoin avaruudessa X. Joukko A ajateltunaavaruuden X aliavaruutena on separoituva metrinen avaruus ja perhe {Ux ∩ A}x∈A20



on joukon A avoin peite, joten sillä on Lemman 1.44 mukaan numeroituva alipeite.Olkoon se {Ux1
∩A,Ux2

∩ A, . . .}. Lauseen 1.43 mukaan
H

s(f(A)) = H
s

(⋃

i

f(A∩Uxi
)

)
≤
∑

i

H
s(f(A∩Uxi

)) ≤
∑

i

Lxi
H

s(A∩Uxi
) = 0.(2) Olkoon toisaaltaA ⊂ X joukko, jolleH s(A) > 0. Oletuksen mukaan jokaisella

x ∈ A on ympäristö Ux, jolle
d(f(y), f(z)) ≥ Kxd(y, z)jollain Kx > 0 kaikilla y, z ∈ A ∩ Ux. Jälleen Lemman 1.44 mukaan joukon Aavoimella peitteellä {Ux∩A}x∈A on numeroituva osapeite. Olkoon se {Ux1

∩A,Ux2
∩

A, . . .}. Tällöin löytyy i, jolle H s(A ∩ Uxi
) > 0, sillä muutoin H s(A) = 0. Tällöinpätee myös H s(f(A ∩ Uxi

)) > 0: Oletetaan, ettei näin ole. Koska
d(f(y), f(z)) ≥ Kxi

d(y, z) > 0kaikilla y, z ∈ A ∩ Uxi
, y 6= z, on f |A∩Uxi

injektio kuvalleen. Siten f−1 on hyvinmääritelty kuvaus joukossa f(A ∩ Uxi
) ja on lisäksi K−1

xi
-Lips
hitz. Niinpä Lauseen1.43 mukaan

H
s(A ∩ Uxi

) = H
s(f−1(f(A ∩ Uxi

))) ≤ K−1
xi

H
s(f(A ∩ Uxi

)) = 0,mikä on ristiriita. Siten H s(f(A)) ≥ H s(f(A ∩ Uxi
)) > 0. �Määritelmä 1.46. Olkoon µ joukon X ulkomitta. Kuvauksen f : X → [0,∞]yläintegraali on ∫ ∗

X

f dµ = inf
φ

∫

X

φ dµ,missä in�mum otetaan yli µ-mitallisten funktioiden φ, joille φ(x) ≥ f(x) kaikilla
x ∈ X.Lemma 1.47. Olkoot A ⊂ Rn, f : Rn → Rm jatkuva ja K ⊂ Rn kompakti. Tällöinkuvaus

y 7→ diam(K ∩ f−1(y))on ylhäältä puolijatkuva eli joukko
St = {y ∈ Rm : diam(K ∩ f−1(y)) ≥ t}on suljettu kaikilla t ≥ 0.Todistus. Olkoon y joukon St kasautumispiste ja olkoon (yi) ⊂ St pisteeseen ysuppeneva jono. Olkoon ε > 0. Kaikilla i on pisteet ai, bi ∈ f−1(yi) ∩ K, joil-le ‖ai − bi‖ ≥ t − ε. Koska K on kompakti, löytyy osajonot (aij ) ja (bij ), joille

aij → a ∈ K ja bij → b ∈ K, kun j → ∞. Nyt
‖a− b‖ = ‖ lim

j
aij − lim

j
bij‖ = lim

j
‖aij − bij‖ ≥ t− ε21



ja
f(a) = lim

j
f(aij) = lim

j
yij = y = lim

j
f(bij) = f(b),joten diam(K ∩ f−1(y)) ≥ t− ε. Niinpä myös y ∈ St ja siksi St on suljettu. �Lause 1.48. Olkoot A ⊂ Rn ja f : Rn → Rm L-Lips
hitz-kuvaus. Oletetaan, että

m ≤ s ≤ n. Tällöin∫ ∗Rm

H
s−m(A ∩ f−1(y)) dL my ≤ 2mLm

H
s(A).Todistus. [9, Theorem 7.7℄, [5, 2.10.25℄. Voidaan olettaa, että H s(A) <∞. Lemman1.41 perusteella joukko A voidaan peittää kaikilla k = 1, 2, . . . suljetuilla joukoilla

Ek,1, Ek,2, . . . siten, että diam(Ek,i) ≤ 1/k ja
∞∑

i=1

diam(Ek,i)
s ≤ H

s
1/k(A) + 1/k.Olkoon Fk,i = f(Ek,i), jolloin

diam(Fk,i) ≤ L diam(Ek,i)ja
L

m(Fk,i) ≤ C diam(Fk,i)
m ≤ CLm diam(Ek,i)

m,missä C = 2m. Toisaalta kaikilla y ∈ Rm

H
s−m(A ∩ f−1(y)) = lim

k→∞
H

s−m
1/k (A ∩ f−1(y)) ≤ lim

k→∞

∞∑

i=1

diam(Ek,i ∩ f−1(y))s−mYlärajana oleva kuvaus on Lemman 1.47 mukaan L m-mitallinen, sillä
diam(Ek,i ∩ f−1(y)) = sup

r∈N diam(Ek,i ∩B(0, r) ∩ f−1(y))ja Ek,i ∩ B(0, r) on kompakti kaikilla r > 0. Niinpä Fatoun lemman 1.13 nojallasaadaan
∫Rm

lim
k→∞

∞∑

i=1

diam(Ek,i ∩ f−1(y))s−mdL my

≤ lim
k→∞

∞∑

i=1

∫

Fk,i

diam(Ek,i ∩ f−1(y))s−mdL my

≤ lim
k→∞

∞∑

i=1

diam(Ek,i)
s−m

L
m(Fk,i)

≤ CLm lim
k→∞

∞∑

i=1

diam(Ek,i)
s

≤ CLm
H

s(A). 22



�2. Peitelauseita ja mittojen derivointiLuku mukailee lähdettä [9℄. Tutkielman päätuloksen kannalta keskeisimmät tu-lokset ovat Lause 2.9 ja Lause 2.11.Lause 2.1 (Besi
ovit
hin peitelause). Kaikille n on P,Q ∈ N, joilla on seuraavatominaisuudet: Olkoon A ⊂ Rn rajoitettu ja olkoon B kokoelma suljettuja pallojasiten, että kaikille x ∈ A on B(x, r) ∈ B jollain r > 0. Tällöin(1) on kokoelma palloja Bi ∈ B, i = 1, 2, . . ., siten, että A ⊂ ⋃∞
i=1Bi ja jokaiselle

x ∈ A on korkeintaan P palloa, joihin se kuuluu, ja(2) on palloperheet B1,B2, . . .BQ ⊂ B siten, että
A ⊂

Q⋃

i=1

⋃

B∈Bi

Bja
B ∩B′ = ∅ kaikille B,B′ ∈ Bi, B 6= B′.Todistus. [9, Theorem 2.7℄ �Lemma 2.2. Olkoot µ avaruuden Rn Radonin ulkomitta ja {Sα}α∈I kokoelma eril-lisiä joukkoja. Tällöin µ(Sα) > 0 korkeintaan numeroituvan monelle α ∈ I.Todistus. Olkoot K1, K2, . . . kompakteja joukkoja niin, ettäRn =

∞⋃

i=1

Ki.Jos olisi ylinumeroituvan monta α, joille µ(Sα) > 0, niin jollain i µ(Sα ∩ Ki) > 0ylinumeroituvan monelle α. Nämä joukot ovat erillisiä, joten välttämättä µ(Ki) =
∞. Tämä on mahdotonta, koska µ on Radonin ulkomitta. �Lause 2.3. Olkoot µ avaruuden Rn Radonin ulkomitta, A ⊂ Rn ja B kokoelmasuljettuja palloja siten, että kaikille x ∈ A

inf{r > 0 : B(x, r) ∈ B} = 0.Tällöin on erilliset Bi ∈ B, i = 1, 2, . . ., siten, että
µ(A \

∞⋃

i=1

Bi) = 0.Todistus. [9, Theorem 2.8℄ Voidaan tietenkin olettaa, että µ(A) > 0. Oletetaanlisäksi, että A on rajoitettu. Koska µ on Radonin ulkomitta, on avoin joukko U ,
A ⊂ U , siten, että

µ(U) ≤ (1 + (4Q)−1)µ(A),23



missä Q on Lauseen 2.1 takaama luku. Koska jokainen joukon A piste on keskipistemielivaltaisen pienelle pallolle, voidaan Lausetta 2.1 soveltaa sellaiseen palloperhee-seen, jonka jokainen pallo sisältyy joukkoon U . Saadaan palloperheet B1, . . . ,BQsiten, että kukin Bi koostuu erillisistä suljetuista palloista B ⊂ U ja
A ⊂

Q⋃

i=1

⋃

B∈Bi

B.Nyt µ(A) ≤∑Q
i=1 µ(

⋃
B∈Bi

B), joten µ(A) ≤ Qµ(
⋃

B∈Bi
B) jollain i. Näistä voidaanvalita äärellinen määrä B1, B2, . . . , Bk1

∈ Bi siten, että
µ(A) ≤ 2Qµ(

k1⋃

j=1

Bj).Merkitään A1 = A \⋃k1

j=1Bj, jolloin
µ(A1) ≤ µ(U \

k1⋃

j=1

Bj) = µ(U) − µ(

k1⋃

j=1

Bj) ≤ uµ(A),missä u = 1 − 1
4
Q−1 < 1.Tämän jälkeen vaiheessa m = 1, 2, . . . joukko Am sisältyy avoimeen joukkoonRn \⋃km

j=1Bj ja siksi on avoin joukko Um siten, että Am ⊂ Um ⊂ Rn \⋃km

j=1Bj ja
µ(Um) ≤ (1 + (4Q)−1)µ(Am)Joukko Um valitaan näin, jotta pallot saadaan erillisiksi. Kuten edellä saadaan uusikokoelma palloperheitä B1, . . . ,BQ siten, että
Am ⊂

Q⋃

i=1

⋃

B∈Bi

B ⊂ Um.Samaan tapaan jollain i µ(Am) ≤ Qµ(
⋃

B∈Bi
B) ja näistä voidaan valita äärellinenmäärä Bkm+1, Bkm+2, . . . , Bkm+1

niin, että
µ(Am) ≤ 2Qµ

(
km+1⋃

j=k+1

Bj

)
.Merkitään

Am+1 = Am \
km+1⋃

j=k+1

Bj,jolloin µ(Am+1) ≤ uµ(Am) kuten ensimmäisessä vaiheessa.24



Siispä kaikilla m = 1, 2, . . .

µ(A \
km⋃

i=1

Bi) = µ(Am) ≤ umµ(A),missä u < 1, ja suljetut pallot Bi ∈ B ovat valinnan perusteella erillisiä, joten väiteseuraa.Jos A ei ole rajoitettu, niin tarvitaan Lemmaa 2.2. Olkoon k ∈ {1, 2, . . .}. Olkoon
{e1, . . . , en} vektoriavaruuden Rn standardikanta. Nyt hypertasot

Ht = tek + 〈{e1, . . . , en} \ {ek}〉, t ∈ R,ovat erillisiä, joten vain numeroituvalle määrälle niitä µ(Ht) > 0. Siten löytyy pisteet
xk,j ∈ R, j ∈ Z, joille xk,j

j→±∞−−−−→ ±∞,
. . . < xk,−1 < xk,0 < xk,1 < . . . ,ja µ(Hxk,j

) = 0 kaikilla j. Määritellään sitten kaikilla j = (j1, . . . , jn) ∈ Zn

Qj = (x1,j1 , x1,j1+1) × . . .× (xn,jn
, xn,jn+1),jolloin

µ(Rn \
⋃

j∈Zn

Qj) = 0.Alkuosaa voidaan nyt käyttää joukkoihin A ∩Qj . Koska jokainen Qj on avoin, voi-daan pallot B valita niin, että B ⊂ Qj , jolloin lopullisessakin kokoelmassa on vainerillisiä palloja. �Määritelmä 2.4. Olkoot µ ja λ avaruuden Rn Radonin ulkomittoja. Mitan µ ylä-ja aladerivaatta mitan λ suhteen pisteessä x ∈ Rn ovat
D(µ, λ, x) = lim

r↓0

µ(B(x, r))

λ(B(x, r))
ja D(µ, λ, x) = lim

r↓0

µ(B(x, r))

λ(B(x, r))
.Jos ne ovat samat, niin niiden yhteistä arvoa

D(µ, λ, x) = D(µ, λ, x) = D(µ, λ, x)kutsutaan mitan µ derivaataksi (mitan λ suhteen).Huomautus 2.5. (1) Määritelmässä muotoa 0/0 olevat ilmaisut tulkitaan nol-laksi. Muita tulkintavaikeuksia ei ole: ilmaisut ∞/∞ eivät ole mahdollisia,sillä määritelmä annettiin vain Radonin ulkomitoille avaruudessa Rn.(2) Kun µ ja λ ovat avaruuden Rn Radonin ulkomittoja, niin kuvaukset
x 7→ µ(B(x, r)

λ(B(x, r))
, x 7→ D(µ, λ, x), x 7→ D(µ, λ, x)ovat Borelin funktiota. Katso esimerkiksi [5, 2.9.6℄.25



(3) Jos D(µ, λ, x) on määritelty ja ei ole niin, että sekä µ(B(x, r)) = 0 että
λ(B(x, r)) = 0 kaikilla 0 < r < r0 jollain r0 > 0, niin D(µ, λ, x)−1 =
D(λ, µ, x). Tässä siis ∞−1 = 0 ja 0−1 = ∞, kuten on tapana sopia. Huomau-tuksen 1.18 mukaan µ(B(x, r)) > 0 kaikilla r > 0 µ-melkein kaikilla x ∈ Rnja λ(B(x, r)) > 0 kaikilla r > 0 λ-melkein kaikilla x ∈ Rn.Lemma 2.6. Olkoot µ ja λ avaruuden Rn Radonin ulkomittoja, A ⊂ Rn ja 0 < t <

∞. (1) Jos D(µ, λ, x) ≤ t kaikilla x ∈ A, niin µ(A) ≤ tλ(A).(2) Jos D(µ, λ, x) ≥ t kaikilla x ∈ A, niin µ(A) ≥ tλ(A).Todistus. [9, Lemma 2.13℄. (1) Voidaan olettaa, että λ(A) < ∞. Olkoon ε > 0.Koska λ on Radonin ulkomitta, on avoin joukko U niin, että A ⊂ U ja
λ(U) ≤ λ(A) + ε.Koska D(µ, λ, x) ≤ t kaikilla x ∈ A, niin palloperhe

B = {B(x, r) ⊂ U : x ∈ A, r > 0, µ(B(x, r)) ≤ (t+ ε)λ(B(x, r))}toteuttaa Lauseen 2.3 oletukset. Näin saadaan erilliset suljetut pallot Bi ⊂ U , i =
1, 2, . . ., niin, että

µ(Bi) ≤ (t+ ε)λ(Bi) ja µ(A \
∞⋃

i=1

Bi) = 0.Siksi
µ(A) ≤ µ(A \

∞⋃

i=1

Bi) +
∞∑

i=1

µ(Bi)

≤ (t+ ε)

∞∑

i=1

λ(Bi) = (t+ ε)λ(

∞⋃

i=1

Bi)

≤ (t+ ε)λ(U) ≤ (t+ ε)(λ(A) + ε),joten väite seuraa, kun ε ↓ 0.Kohdan (2) todistus on vastaava. Olkoon ε > 0. Olkoon avoin joukko U siten,että A ⊂ U ja µ(U) ≤ µ(A) + ε. Jos
B = {B(x, r) ⊂ U : x ∈ A, r > 0, µ(B(x, r)) ≥ (t− ε)λ(B(x, r))},niin Lauseen 2.3 mukaan erilliset suljetut pallot Bi ∈ B, i = 1, 2, . . ., siten, että

µ(Bi) ≥ (t− ε)λ(Bi) ja λ(A \
∞⋃

i=1

Bi) = 0.26



Siispä
µ(A) ≥ µ(U) − ε ≥

∞∑

i=1

µ(Bi) − ε

≥ (t− ε)

∞∑

i=1

λ(Bi) − ε ≥ (t− ε)λ(A) − ε,mistä väite seuraa, kun ε ↓ 0. �Määritelmä 2.7. Olkoot µ ja λ joukon X ulkomittoja. Mitta µ on absoluuttisestijatkuva mitan λ suhteen, merkitään µ ≪ λ, jos µ(A) = 0 aina, kun A ⊂ X ja
λ(A) = 0.Lause 2.8. Olkoot µ ja λ avaruuden Rn Radonin ulkomittoja.(1) Derivaatta D(µ, λ, x) on olemassa äärellisenä λ-melkein kaikilla x ∈ Rn.(2) Jokaiselle Borel-joukolle B ⊂ Rn

∫

B

D(µ, λ, x) dλx ≤ µ(B).Edellä on yhtäsuuruus, kun µ≪ λ.Todistus. [9, Theorem 2.12℄. (1) Olkoon 0 < r <∞. Määritellään kaikille 0 < t <∞joukko
At,r = B(0, r) ∩ {x : D(µ, λ, x) ≥ t},jolloin Lemman 2.6 mukaan
λ(At,r) ≤

1

t
µ(At,r) ≤

1

t
µ(B(0, r)).Tämän perusteella(4) λ

( ∞⋂

t=1

At,r

)
≤ lim

t→∞
λ(At,r) = 0.Määritellään sitten kaikilla 0 < a < b <∞ joukko

Ba,b,r = B(0, r) ∩ {x : D(µ, λ, x) ≤ a < b ≤ D(µ, λ, x)},jolloin Lemman 2.6 mukaan
bλ(Ba,b,r) ≤ µ(Ba,b,r) ≤ aλ(Ba,b,r).Koska a < b, niin(5) λ(Ba,b,r) = 0.Yhdistämällä (4) ja (5) saadaan, kun a, b ∈ Q+,

λ
(⋃

a<b

Ba,b,r ∪
∞⋂

t=1

At,r

)
≤
∑

a<b

λ(Ba,b,r) + λ
( ∞⋂

t=1

At,r

)
= 0.27



Olkoon nyt
A =

∞⋃

r=1

(⋃

a<b

Ba,b,r ∪
∞⋂

t=1

At,r

)
, a, b ∈ Q+,jolloin λ(A) = 0. Nyt Rn \ {x : ∃D(µ, λ, x) <∞} ⊂ A,joten väite pätee.(2) Integroitava funktio on määritelty λ-melkein kaikkialla. Lisäksi x 7→ D(µ, λ, x)on λ-mitallinen funktio. Olkoon 1 < t <∞ ja määritellään kaikille p ∈ Z

Bp = {x ∈ B : tp ≤ D(µ, λ, x) < tp+1}.Tällöin Lemman 2.6(2) perusteella
∫

B

D(µ, λ, x)dλx =
∞∑

p=−∞

∫

Bp

D(µ, λ, x)dλx

≤
∞∑

p=−∞

tp+1λ(Bp) ≤ t
∞∑

p=−∞

µ(Bp) ≤ tµ(B).Arvio on voimassa kaikilla 1 < t <∞, joten väite seuraa.Oletetaan sitten, että µ ≪ λ. Olkoon 1 < t < ∞. Absoluuttisen jatkuvuuden jakohdan (1) perusteella D(µ, λ, x) on olemassa äärellisenä µ-melkein kaikilla x ∈ Rn.Siispä µ-melkein kaikilla x ∈ Rn D(λ, µ, x) = D(µ, λ, x)−1 > 0, joten µ(B) =∑∞
p=−∞ µ(Bp). Lemman 2.6(1) mukaan saadaan

µ(B) =

∞∑

p=−∞

µ(Bp) ≤
∞∑

p=−∞

tp+1λ(Bp)

≤ t
∞∑

p=−∞

∫

Bp

D(µ, λ, x)dλx = t

∫

B

D(µ, λ, x)dλx.Väite seuraa, kun t ↓ 1. �Lauseen 2.8 seurauksena saadaan tärkeitä aputuloksia.Lause 2.9. Olkoon µ avaruuden Rn Radonin ulkomitta ja olkoon A ⊂ Rn. Tällöin
lim
r↓0

µ(A ∩ B(x, r))

µ(B(x, r))
= 1

µ-melkein kaikilla x ∈ A.Todistus. [9, Corollary 2.14℄. Voidaan olettaa, että µ(A) < ∞. Oletetaan lisäksi,että A on Borel-joukko. Tällöin ulkomitta λ, joka saadaan määrittelemällä kaikille
S ⊂ Rn λ(S) = µ(S ∩ A), on Radonin ulkomitta Lemman 1.21 ja Lauseen 1.2728



nojalla. Selvästi λ≪ µ, joten Lauseen 2.8 mukaan derivaatta D(λ, µ, x) on olemassa
µ-melkein kaikilla x ∈ Rn ja jokaiselle Borel-joukolle B ⊂ R2(6) ∫

B

D(λ, µ, x)dµx = λ(B) = µ(B ∩ A) =

∫

B

χA(x) dµx,joten D(λ, µ, x) = 1 µ-melkein kaikilla x ∈ A. Ellei näin ole, niin
lim
k→∞

µ(Dk) = µ({x ∈ A : D(λ, µ, x) < 1}) > 0,kun
Dk = {x ∈ A : D(λ, µ, x) ≤ 1 − 1/k}.Koska D(λ, µ, x) on Borelin funktio, niin valitsemalla riittävän suuri k saadaanBorel-joukko D ⊂ A, µ(D) > 0, jolle jollain k

D(λ, µ, x) ≤ 1 − 1/kkaikilla x ∈ D. Tällöin
∫

D

D(λ, µ, x)dµx ≤ (1 − 1/k)µ(D) < µ(D) = λ(D),mikä on mahdotonta kohdan (6) mukaan. Niinpä µ-melkein kaikilla x ∈ A

lim
r↓0

µ(A ∩B(x, r))

µ(B(x, r))
= D(λ, µ, x) = 1.Jos A ei ole Borel-joukko, niin Borel-säännöllisyyden mukaan löytyy Borel-joukko

B ⊃ A, jolle µ(B) = µ(A) <∞. Alkuosan perusteella µ-melkein kaikille x ∈ A ⊂ B

lim
r↓0

µ(B ∩B(x, r))

µ(B(x, r))
= 1,joten Lauseen 1.9 perusteella µ-melkein kaikille x ∈ A

lim
r↓0

µ(A ∩ B(x, r))

µ(B(x, r))
= lim

r↓0

µ(B ∩B(x, r))

µ(B(x, r))
= 1.

�Määritelmä 2.10. Joukon X ulkomitat µ ja λ ovat keskenään singulaariset, joson joukko A ⊂ X, jolle λ(A) = 0 = µ(X \ A). Avaruuden Rn ulkomittaa µ sa-notaan lyhyemmin singulaariseksi, jos µ ja Lebesguen mitta L n ovat keskenäänsingulaariset.Lause 2.11. Olkoot µ ja λ avaruuden Rn keskenään singulaariset Radonin ulkomi-tat. Tällöin D(µ, λ, x) = ∞ µ-melkein kaikille x ∈ Rn.29



Todistus. Oletuksen mukaan on A ⊂ Rn siten, että µ(Rn \ A) = 0 = λ(A). Riittääsiis näyttää, että väite pätee µ-melkein kaikille pisteille x ∈ A. Koska λ on Borel-säännöllinen, löytyy Borel-joukko B, jolle A ⊂ B ja λ(A) = λ(B). Lauseen 2.8perusteella ∫

B

D(λ, µ, x)dµx ≤ λ(B) = λ(A) = 0,joten D(λ, µ, x) = 0 µ-melkein kaikille x ∈ A. Niinpä D(µ, λ, x) = D(λ, µ, x)−1 = ∞
µ-melkein kaikille x ∈ A. �3. Suslin-joukot ja λ-luokatTässä luvussa osoitetaan pääasiassa, että Borel-joukon jatkuva kuva on tietyinoletuksin mitallinen. Tulokset muotoillaan täydellisissä ja separoituvissa metrisissäavaruuksissa kuten lähteessä [1℄. Aiheen hienovaraisempi käsittely löytyy lähteestä[6℄.Määritelmä 3.1. Olkoon ((Xi, di))i∈N jono metrisiä avaruuksia. Tällöin niiden tu-loavaruus on metrinen avaruus (

∏
i∈NXi, d), missä

∏

i∈NXi = {(x1, x2, . . .) : x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, . . .}ja d on kuvaus joka määritellään asettamalla kaikille x = (x1, x2, . . .), y = (y1, y2, . . .) ∈∏
i∈NXi

d(x, y) =
∞∑

i=1

2−i di(xi, yi)

1 + di(xi, yi)
.Jos taas (X1, d1), (X2, d2), . . . , (Xk, dk), k ∈ N, ovat metrisiä avaruuksia, niin niidentuloavaruus on pari (

∏k
i=1Xi, d), missä

k∏

i=1

Xi = {(x1, x2, . . . , xk) : x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, . . . , xk ∈ Xk}ja
d(x, y) = d1(x1, y1) + d2(x2, y2) + . . .+ dk(xk, yk),kun x = (x1, x2, . . . , xk), y = (y1, y2, . . . , yk) ∈

∏k
i=1Xi.Tarkoitus ei ole suinkaan vaihtaa avaruuden Rn metriikkaa euklidisesta, joten senkohdalla tehdään poikkeus, eikä noudateta Määritelmää 3.1.Lause 3.2. Olkoon ((Xi, di))i∈N jono metrisiä avaruuksia. Tällöin niiden tuloava-ruus ∏i∈NXi on metrinen avaruus. Jos Xi on täydellinen kaikilla i ∈ N, niin myös∏

i∈NXi on. Samoin jos Xi on separoituva kaikilla i ∈ N, niin myös ∏i∈NXi on.30



Todistus. Merkitään X =
∏

i∈NXi ja x = (x1, x2, . . .) kaikille x ∈ X. Huomaaensinnäkin, että kaikilla x, y ∈ X

0 ≤ d(x, y) =
∞∑

i=1

2−i di(xi, yi)

1 + di(xi, yi)
≤

∞∑

i=1

2−i = 1 <∞.Koska kuvaukset di, i ∈ N, ovat metriikoita, ovat ominaisuudet
• d(x, y) = d(y, x) ja
• d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = yvoimassa kaikilla x, y ∈ X. Koska kuvaus f : [0,∞) → R, f(x) = x/(1 + x),on kasvava ja kolmioepäyhtälö on voimassa jokaiselle di, i ∈ N, saadaan kaikille

x, y, z ∈ X

d(x, y) =

∞∑

i=1

2−i di(xi, yi)

1 + di(xi, yi)
≤

∞∑

i=1

2−i di(xi, zi) + di(zi, yi)

1 + di(xi, zi) + di(zi, yi)

=

∞∑

i=1

2−i di(xi, zi)

1 + di(xi, zi) + di(zi, yi)
+

∞∑

i=1

2−i di(zi, yi)

1 + di(xi, zi) + di(zi, yi)

≤
∞∑

i=1

2−i di(xi, zi)

1 + di(xi, zi)
+

∞∑

i=1

2−i di(zi, yi)

1 + di(zi, yi)
= d(x, z) + d(z, y).Näin ollen (X, d) on metrinen avaruus.Oletetaan sitten, että Xi on separoituva kaikilla i ∈ N. Oletetaan, että jokaisella

i ∈ N avaruudenXi numeroituva tiheä osa on {xi,j}j∈N. (Vaikkei tiheän osan tarvitsevälttämättä olla ääretön, voidaan selvyyden vuoksi käyttää luonnollisia lukuja Nindeksijoukkona.) Riittää näyttää, että
D = {(x1,j1, x2,j2 , . . . , xk,jk, xk+1,1, xk+2,1, . . .) : k, j1, j2, . . . , jk ∈ N}on numeroituva ja tiheä avaruudessa X. Numeroituvuus johtuu siitä, että �äärelliset�jonot (j1, j2, . . . , jk, 1, 1, . . .), missä k, j1, j2, . . . , jk ∈ N, muodostavat numeroituvanjoukon. Osoitetaan sitten, että D on tiheässä, joten olkoon ε > 0 ja olkoon x =

(x1, x2, . . .) ∈ X. Olkoon k ∈ N niin suuri, että
∞∑

i=k+1

2−i <
ε

2
.Kaikilla i = 1, 2, . . . , k on yi ∈ {xi,j}j ⊂ Xi, jolle

d(xi, yi) <
ε

2k
,31



joten määrittelemällä y = (y1, y2, . . . , yk, x
k,1, xk+1,1, . . .) ∈ D ⊂ X saadaan

d(x, y) =
∞∑

i=1

2−i di(xi, yi)

1 + di(xi, yi)
≤
(

k∑

i=1

2−i di(xi, yi)

1 + di(xi, yi)

)
+
ε

2

≤
(

k∑

i=1

di(xi, yi)

)
+
ε

2
< ε.Siten D on tiheä avaruudessa X, ja siksi X =

∏
i∈NXi on separoituva, kun Xi onseparoituva jokaisella i ∈ N.Viimeiseksi oletetaan, että Xi on täydellinen kaikilla i ∈ N. Olkoon (x1, x2, . . .)avaruuden X Cau
hy-jono, missä xj = (xj

1, x
j
2, . . .) ∈ X kaikilla j ∈ N. Tällöin

d(xj , xk) =

∞∑

i=1

2−i di(x
j
i , x

k
i )

1 + di(x
j
i , x

k
i )

j,k→∞−−−−→ 0,joten myös kaikilla i ∈ N
di(x

j
i , x

k
i )

j,k→∞−−−−→ 0.Siten (x1
i , x

2
i , . . .) on avaruuden Xi Cau
hy-jono kaikilla i ∈ N. Avaruus Xi on täy-dellinen, joten on x0

i ∈ Xi, jolle xj
i

j→∞−−−→ x0
i . Niinpä myös

d(xj, x0) =

∞∑

i=1

2−i di(x
j
i , x

0
i )

1 + di(x
j
i , x

0
i )

j→∞−−−→ 0.Siten X on täydellinen. �Lause 3.2 pätee tietysti myös äärellisille tuloille.Lause 3.3 (Tihonovin lause). Olkoon ((Xi, di))i∈N jono metrisiä avaruuksia. Jos
Xi on kompakti kaikilla i ∈ N, niin myös tuloavaruus ∏i∈NXi on.Todistus. [14, Lause 18.2℄. �Määritellään positiivisten kokonaislukujen muodostamien jonojen avaruus N =NN, N = {1, 2, 3, . . .}, johon asetetaan Määritelmän 3.1 hengessä metriikka

d(m,n) =

∞∑

i=1

2−i |mi − ni|
1 + |mi − ni|

,kun m = (m1, m2, . . .) ja n = (n1, n2, . . .). Lauseen 3.2 mukaan N on täydellinen jaseparoituva metrinen avaruus. Määritellään sitten tuloavaruuden X×N projektiot
p1 : X × N → X, p1(x, n) = x,

p2 : X × N → X, p2(x, n) = n,jotka ovat jatkuvia, kun tuloavaruuden X × N metriikka on kuten Määritelmässä3.1. 32



Määritelmä 3.4. Olkoon X täydellinen ja separoituva metrinen avaruus. Joukko
A ⊂ X on Suslin-joukko, jos on suljettu F ⊂ X × N siten, että

A = p1(F ).Suslin-joukkoja kutsutaan usein myös analyyttisiksi joukoiksi.Lause 3.5. Olkoon X täydellinen ja separoituva metrinen avaruus. Tällöin löytyyjatkuva surjektio avaruudelta N avaruuteen X.Todistus. [1, Theorem 11.3℄, [5, 2.2.8℄. KoskaX on separoituva, on epätyhjät suljetutjoukot F (1), F (2), . . . siten, että diam(F (i)) < 2−3 kaikilla i ja
X =

∞⋃

i=1

F (i).Vaiheessa k = 2, 3, . . . valitaan vastaavasti epätyhjät suljetut joukot F (n1, n2, . . . , nk)siten, että diam(F (n1, . . . , nk)) < 2−k−2 ja
F (n1, . . . , nk−1) =

∞⋃

i=1

F (n1, . . . , nk−1, i).Tällöin kaikilla n ∈ N on sisäkkäiset suljetut joukot
F (n1) ⊃ F (n1, n2) ⊃ . . .joiden halkaisijat menevät nollaan. Koska X on täydellinen, niiden leikkaus

∞⋂

k=1

F (n1, n2, . . . , nk)sisältää täsmälleen yhden pisteen, jonka nimi olkoon f(n). Konstruktion perusteellaon selvää, että f on surjektio.Riittää enää osoittaa, että kuvaus f on jatkuva. Jos nytm,n ∈ N ovat eri pisteitäsiten, että d(m,n) < 1/4, niin jollain k ∈ N
2−k−2 ≤ d(m,n) < 2−k−1.Nyt mi = ni kaikilla i ≤ k, kun muistaa, että kyse on kokonaislukujonoista. Josnimittäin olisi j ≤ k siten, että mj 6= nj, niin olisi

d(m,n) ≥ 2−j |mj − nj |
1 + |mj − nj |

≥ 2−j−1 ≥ 2−k−1,mikä on mahdotonta. Tällöin
dX(f(m), f(n)) ≤ diam(F (m1, . . . , mk)) < 2−k−2 ≤ d(m,n),joten myös jatkuvuus saadaan. �Lause 3.6. Olkoon X täydellinen ja separoituva metrinen avaruus ja olkoon A ⊂ X.Tällöin seuraavat ehdot ovat yhtäpitäviä 33



(1) A on Suslin-joukko.(2) A on avaruuden N jatkuva kuva.(3) A on jonkin täydellisen ja separoituvan metrisen avaruuden jatkuva kuva.Todistus. [1, De�nition 11.5℄. (1) =⇒ (3): Jos A on Suslin-joukko, niin on suljettu
F ⊂ X×N , joka on itsekin täydellinen ja separoituva metrinen avaruus, ja p1(F ) =
A.(3) =⇒ (2): Oletuksen mukaan on täydellinen ja separoituva metrinen avaruus
M ja jatkuva kuvaus f : M → X siten, että f(M) = A. Lauseen 3.5 mukaan onjatkuva surjektio g : N → M . Tällöin f ◦ g on jatkuva ja f ◦ g(N ) = A.(2) =⇒ (1): Oletuksen mukaan on jatkuva kuvaus f : N → X siten, että
A = f(N ). Määritellään

C = {(f(n), n) : n ∈ N } ⊂ X × Nja osoitetaan, että se on suljettu. Jos (f(ni), ni) → (x, n), kun i → ∞, niin ni → nja f(ni) → x. Jatkuvuuden (ja raja-arvon yksikäsitteisyyden) perusteella x = f(n),joten (x, n) = (f(n), n) ∈ C. �Lause 3.7. Olkoot X ja Y täydellisiä ja separoituvia metrisiä avaruuksia. Olkoon
f : X → Y jatkuva. Olkoot A ⊂ X ja B ⊂ Y Suslin-joukkoja. Tällöin myös f(A) ja
f−1(B) ovat.Todistus. [1, 11.6,11.7℄ Jos A ⊂ X on Suslin-joukko, niin Lauseen 3.6 mukaan onjatkuva g : N → X, g(N ) = A. Tällöin f ◦ g on jatkuva ja f ◦ g(N ) = f(A), jasiksi saman lauseen mukaan f(A) on Suslin-joukko.Joukolle B sen sijaan käytetään alkuperäistä määritelmää: olkoon F ⊂ Y × Nsuljettu ja p1(F ) = B. Kuvaus

h : X × N → Y × N , h(x, n) = (f(x), n),on jatkuva, joten h−1(F ) on suljettu. Selvästi p1(h
−1(F )) = f−1(B). �Lause 3.8. Olkoot X ja Y täydellisiä ja separoituvia metrisiä avaruuksia. Olkoot

A ⊂ X ja B ⊂ Y Suslin-joukkoja. Tällöin myös A× B ⊂ X × Y on Suslin-joukko.Todistus. Koska A ja B ovat Suslin-joukkoja, löytyy suljetut joukot FA ⊂ X × Nja FB ⊂ Y × N , joille p1(FA) = A ja p1(FB) = B. Koska
FA × FB = FA × FB = FA × FB ⊂ (X × N ) × (Y × N ),on FA×FB suljettu. Niinpä FA×FB on separoituva ja täydellinen, koska (X×N )×

(Y × N ) on separoituva ja täydellinen. Kuvaus
P : FA × FB → X × Y, P ((x,m), (y, n)) = (x, y),on jatkuva ja P (FA × FB) = A × B, joten FA × FB on Suslin-joukko Lauseen 3.6nojalla. �Suslin-joukoista tiedetään lisäksi (katso [1℄):34



• Suslin-joukkojen numeroituvat yhdisteet ja leikkaukset ovat Suslin-joukkoja.
• Borel-joukot ovat Suslin-joukkoja.
• On olemassa Suslin-joukko, joka ei ole Borel-joukko.
• Suslin-joukko on Borel-joukko, jos ja vain jos sen komplementti on myösSuslin-joukko.Luvun päätulos on, että Suslin-joukot ovat mitallisia täydellisen ja separoituvanmetrisen avaruuden Borelin ulkomitoille.Lause 3.9. Olkoon X täydellinen ja separoituva metrinen avaruus. Olkoon µ ava-ruuden X Borelin ulkomitta. Tällöin jokainen Suslin-joukko A ⊂ X on µ-mitallinen.Todistus. [1, Theorem 11.18℄, [5, 2.2.12℄. Olkoon A ⊂ X Suslin-joukko. Riittää näyt-tää, että

µ(E) ≥ µ(E \A) + µ(E ∩A).kaikille E ⊂ X, joille µ(E) < ∞. Kiinnitetään tällainen joukko E. Määritelläänulkomitta ν asettamalla kaikilla S ⊂ X

ν(S) = inf{(µ|E)(B) : S ⊂ B,B (µ|E)-mitallinen},joka on säännöllinen Lauseen 1.28 perusteella. Koska µ on Borelin ulkomitta, myös
µ|E ja ν ovat Borelin ulkomittoja. Lisäksi ν(X) <∞.Osoitetaan nyt, että kaikilla ε > 0 on suljettu joukko C ⊂ A, jolle ν(A \ C) < ε.Olkoon ε > 0. Koska A on Suslin-joukko, löytyy jatkuva surjektio

f : N → A.Olkoon nyt Z0 = A ja valitaan sitten kaikilla i ∈ {1, 2, . . .} luku mi ∈ N ja joukko
Zi ⊂ Zi−1 siten, että

Zi = Zi−1 ∩ {f(n) : ni ≤ mi} ja ν(Zi) > ν(Zi−1) − 2−iε.Tällaiset saadaan säännöllisyyden vuoksi: jokaisessa vaiheessa voidaan määritelläjoukot
Sk = Zi−1 ∩ {f(n) : ni ≤ k},jolloin S1 ⊂ S2 ⊂ . . . ja Lauseen 1.7 perusteella

lim
k→∞

ν(Sk) = ν(Zi−1).Määritellään
C =

∞⋂

i=1

Zi,joka on suljettujen joukkojen leikkauksena suljettu. Induktiolla nähdään, että kai-killa i
ν(Zi) > ν(Z0) − ε

i∑

j=1

2−j > ν(Z0) − ε,35



joten
ν(C) = lim

i→∞
ν(Zi) ≥ ν(Z0) − ε,sillä ν(X) <∞.Olkoon nyt

K = {n ∈ N : ni ≤ mi ∀i ∈ N},joka on kompakti Lauseen 3.3 perusteella. Osoitetaan, että C ⊂ f(K) ⊂ A. Olkoon
x ∈ X \ f(K) ja näytetään, että x ∈ X \ C. Koska {x} ja f(K) ovat kompakteja,on erilliset avoimet joukot U , V ⊂ X niin, että x ∈ U ja f(K) ⊂ V . Koska f onjatkuva, myös W = f−1(V ) on avoin ja K ⊂W . Nyt dist(K,N \W ) > 0, joten on
i, jolla

dist(K,N \W ) > 2−i.Nyt jokainen n ∈ N , n1 ≤ m1, . . . , ni ≤ mi, kuuluu joukkoon W , sillä
dist(n,K) ≤

∞∑

j=i+1

2−j = 2−i.Täten
Zi ⊂ V ⊂ X \ U,joten myös
Zi ⊂ X \ U,koska X \ U on suljettu. Siispä x /∈ Zi eli x /∈ C. Täten C ⊂ A.Nyt on siis löydetty suljettu joukko C ⊂ A, jolle ν(A) − ν(C) ≤ ε. Koska C onBorel-joukko ja siten ν-mitallinen, on

ν(A) = ν(C) + ν(A \ C),joten
ν(A \ C) = ν(A) − ν(C) ≤ ε.Tästä saadaan

µ(E \ A) + µ(E ∩ A) ≤ ν(E \A) + ν(E ∩ A)

≤ ν(E \ C) + ν(E ∩ C) + ν(E ∩ (A \ C))

≤ ν(E) + ε = µ(E) + ε.Kun ε ↓ 0, saadaan
µ(E) ≥ µ(E \A) + µ(E ∩A).Koska tämä pätee mielivaltaiselle joukolle E ⊂ X, joukon A µ-mitallisuus seuraa.

�Määritelmä 3.10. Joukko Γ on joukon X λ-luokka, jos(1) X ∈ Γ,(2) Ac ∈ Γ, kun A ∈ Γ, ja(3) ⋃∞
i=1Ai ∈ Γ, kun A1, A2, . . . ∈ Γ ovat erillisiä.36



Lause 3.11. Olkoon X joukko ja U ⊂ P(X) sellainen, että A ∩ B ∈ U aina,kun A,B ∈ U . Tällöin suppein λ-luokka, joka sisältää kokoelman U on suppein σ-algebra, joka sisältää kokoelman U . Erityisesti jos X on metrinen avaruus ja U senavoimet joukot, niin jokainen kokoelman U sisältävä λ-luokka sisältää Borel-joukot.Todistus. [6℄. Olkoon Λ suppein joukon U sisältävä λ-luokka ja olkoon Σ vastaavastisuppein joukon U sisältävä σ-algebra. Koska Σ on myös λ-luokka, joka sisältääjoukon U , on Σ ⊃ Λ voimassa. Riittää siis näyttää, että Λ on σ-algebra. Olkoot
A1, A2, . . . ∈ Λ. Tällöin niiden yhdiste

∞⋃

i=1

Ai =

∞⋃

i=1

(
Ai \

i−1⋃

j=1

Aj

)kuuluu joukkoperheeseen Λ, mikäli A \B = A∩Bc ∈ Λ ja A∪B = A∪ (B \A) ∈ Λaina, kun A,B ∈ Λ. Koska Λ on suljettu komplementoinnin suhteen, riittää itseasiassa osoittaa, että Λ on suljettu äärellisten leikkausten suhteen. Määritelläänkaikille C ∈ Λ

Λ(C) = {D ⊂ X : C ∩D ∈ Λ},joka on λ-luokka: ainoa ongelma on komplementoinnissa, joka sekin ratkeaa, kunhuomaa, että kaikilla D ∈ Λ(C)

C ∩Dc = (C ∩ Cc) ∪ (C ∩Dc) = C ∩ (Cc ∪Dc) = (Cc ∪ (C ∩D))c ∈ Λ.Kaikille G,G′ ∈ U pätee
G ∩G′ ∈ U ⊂ Λ,joten U ⊂ Λ(G). Tällöin Λ ⊂ Λ(G) kaikilla G ∈ U . Olkoot sitten A,B ∈ Λ. Koska

B ∈ Λ ⊂ Λ(G) kaikille G ∈ U , niin B ∩ G ∈ Λ kaikille G ∈ U , joten U ⊂ Λ(B).Siispä myös Λ ⊂ Λ(B), joten A ∩ B ∈ Λ. Täten Λ on σ-algebra ja Σ ⊂ Λ. �Huomautus 3.12. λ-luokkia kutsutaan myös Dynkinin systeemeiksi tai σ-luokiksi.Tiedetään, että avaruudessa Rn suppein avoimet pallot sisältävä λ-luokka on kokoBorel-joukkojen σ-algebra [10℄, ja ettei tämä päde yleisissä metrisissä avaruuksissa[3℄, eikä edes Hilbertin avaruuksissa [7℄.4. Suoristuvat ja täysin suoristumattomat joukotLuku perustuu lähteisiin [4℄, [9℄ ja [5℄, joista ensimmäisestä löytyy kattavampiesitys tason R2 teoriasta. Jälkimmäiset käsittelevät joukkojen geometriaa yleisissäeuklidisissa avaruuksissa, mikä on oleellisesti vaikeampaa kuin tasossa. Tässä perus-määritelmät ja -tulokset asetetaan yleisessä tapauksessa, kunnes projektiotulostenkohdalla dimensio pudotetaan kahteen.Määritelmä 4.1. Olkoot m ja n kokonaislukuja, joille 0 < m < n. Joukko A ⊂ Rnon m-suoristuva, jos on jatkuvasti di�erentioituvat kuvaukset fi : Rm → Rn, i =37



1, 2, . . ., siten, että
H

m

(
A \

∞⋃

i=1

fi(Rm)

)
= 0.Jos taas H m(A ∩ B) = 0 kaikille m-suoristuville B ⊂ Rn, niin A on täysin m-suoristumaton.Usein m-suoristuvuus ja täysi m-suoristumattomuus määritellään C1-kuvaustensijaan Lips
hitz-kuvausten avulla. Tällöin käsitteet voidaan määritellä myös sepa-roituvien metristen avaruuksien osajoukoille. Avaruudessa Rn on kuitenkin samakumpi määritelmä asetetaan. Ilmeinen puoli yhtäpitävyydestä näytetään Lauseessa4.3. Toinen puoli löytyy lähteistä [5, 3.2.29℄ ja [13, 11.1℄.Lemma 4.2. Olkoon S ⊂ Rm joukko ja olkoon f : S → R L-Lips
hitz-kuvaus.Tällöin on L-Lips
hitz-kuvaus f̃ : Rm → R, jolle f̃ |S = f .Todistus. Osoitetaan, että kuvaus, joka saadaan asettamalla

f̃(x) = inf
z∈S

(f(z) + L‖x− z‖)toteuttaa väitteen. Olkoon x ∈ S. Tällöin kaikille z ∈ S pätee
f(x) − f(z) ≤ |f(x) − f(z)| ≤ L‖x− z‖,joten f(x) ≤ f(z) + L‖x − z‖. Niinpä f(x) ≤ f̃(x). Toisaalta kuvauksen f̃ määri-telmän perusteella väite f(x) ≥ f̃(x) on ilmeinen, joten f(x) = f̃(x) kaikilla x ∈ S.Riittää enää näyttää, että f̃ on Lips
hitz-kuvaus. Tämäkin saadaan, koska kaikilla

x, y ∈ Rm

f̃(x) = inf
z∈S

(f(z) +L‖x− z‖) ≤ inf
z∈S

(f(z) +L‖y− z‖) +L‖x− y‖ = f̃(y) +L‖x− y‖ja vastaavasti
f̃(y) ≤ f̃(x) + L‖x− y‖,joten

−L‖x− y‖ ≤ f̃(x) − f̃(y) ≤ L‖x− y‖.Siten f̃ on L-Lips
hitz-kuvaus. �Lause 4.3. Olkoon A ⊂ Rn m-suoristuva joukko, missäm < n. Tällöin on Lips
hitz-kuvaukset gi : Rm → Rn, i = 1, 2, . . ., joille
H

m

(
A \

∞⋃

i=1

gi(Rm)

)
= 0.Todistus. Koska A ⊂ Rn on m-suoristuva, löytyy jatkuvasti di�erentioituvat ku-vaukset fi : Rm → Rn, i = 1, 2, . . ., joille

H
m

(
A \

∞⋃

i=1

fi(Rm)

)
= 0.38



PeitetäänRm numeroituvalla kokoelmalla avoimia pallojaBj, j ∈ {1, 2, . . .}. Lauseen1.33 mukaan kaikille i ja j löytyy Li,j ≥ 0 niin, että fi|Bj on Li,j-Lips
hitz-kuvaus.Jos f = fi|Bj = (f 1, . . . , fn) joillain i ja j, niin Lemman 4.2 mukaan kuvauksen fkomponenttifunktioille fk löytyy Li,j-Lips
hitz-jatkuvat laajennukset f̃k koko ava-ruuteen Rm. Niinpä kuvauksen f laajennus saadaan asettamalla f̃ = (f̃ 1, . . . , f̃n),joka on Lips
hitz-kuvaus, sillä
‖f̃(x) − f̃(y)‖ ≤ |f 1(x) − f 1(y)| + . . .+ |fn(x) − fn(y)| ≤ nLi,j‖x− y‖kaikille x, y ∈ Rm. Näin saadut kuvausten fi|Bj Lips
hitz-laajennukset antavat väit-teen. �Lause 4.4. (1) Jokaisella m-suoristuvalla joukolla on σ-äärellinen H m-mitta.(2) Jokainenm-suoristuvan joukon osajoukko onm-suoristuva ja jokainen täysin
m-suoristumattoman joukon osajoukko on täysin m-suoristumaton.(3) Jokainen m-suoristuvien joukkojen numeroituva yhdiste on m-suoristuva.(4) Jos A on m-suoristuva, niin on m-suoristuva Borel-joukko B, jolle A ⊂ Bja H m(B) = H m(A).Todistus. (1) Väite on siis Määritelmän 1.25 mukaan, että m-suoristuvalle A ⊂ Rnlöytyy joukot A1, A2, . . ., joille A ⊂ ⋃∞

k=1Ak ja H m(Ak) < ∞ kaikilla k ∈ N.Peitetään Rm ensin avoimilla palloilla Bj , j ∈ N, joille H m(Bj) < ∞, sillä H mon Radonin ulkomitta avaruudessa Rm. Jos A on m-suoristuva, niin Lauseen 4.3mukaan löytyy Li-Lips
hitz-kuvaukset fi : Rm → Rn, i ∈ N, joille
H

m

(
A \

∞⋃

i=1

fi(Rm)

)
= 0.Niinpä

H
m(A) ≤

∞∑

i=1

H
m(A ∩ fi(Rm)) ≤

∞∑

i=1

∞∑

j=1

H
m(A ∩ fi(Bj)).Lauseen 1.43 mukaan

H
m(fi(Bj)) ≤ Lm

i H
m(Bj) <∞.kaikilla i ja j. Joukko N×N on numeroituva ja

A ⊂
∞⋃

i=1

∞⋃

j=1

fi(Bj),joten väite seuraa.(2) Väite on ilmeinen Määritelmän 4.1 perusteella.39



(3) Jos A1, A2, . . . ovat m-suoristuvia, niin kaikille i ∈ N löytyy C1-kuvaukset
fi,j : Rm → Rn, j ∈ N, joille

H
m

(
Ai \

∞⋃

j=1

fi,j(Rm)

)
= 0.Tällöin

H
m

( ∞⋃

k=1

Ak \
∞⋃

i=1

∞⋃

j=1

fi,j(Rm)

)
≤ H

m

( ∞⋃

i=1

(
Ai \

∞⋃

j=1

fi,j(Rm)

))
= 0,joten väite seuraa.(4) Olkoon A ⊂ Rn m-suoristuva joukko. Oletetaan ensin, että H m(A) < ∞.Borel-säännöllisyyden mukaan on Borel-joukko B ⊃ A, jolle H m(B) = H m(A).Koska A on m-suoristuva, löytyy C1-kuvaukset fi : Rm → Rn, i ∈ N, joille

H
m

(
A \

∞⋃

i=1

fi(Rm)

)
= 0.Lauseiden 3.7 ja 3.9 mukaan joukko ⋃∞

i=1 fi(Rm) on H m-mitallinen, joten myös senkomplementti on H m-mitallinen. Niinpä Lauseen 1.9 mukaan
H

m

(
B \

∞⋃

i=1

fi(Rm)

)
= H

m

(
A \

∞⋃

i=1

fi(Rm)

)
= 0,joten myös B on m-suoristuva joukko. Jos H m(A) = ∞, niin käytetään koh-tia (1) ja (2), joiden mukaan löytyy m-suoristuvat joukot A1, A2, . . ., joille A ⊂⋃∞

i=1Ai ja H m(Ai) < ∞. Näihin voidaan soveltaa alkuosaa, jonka mukaan löytyy
m-suoristuvat Borel-joukot Bi ⊃ Ai, i ∈ N, joille H m(Ai) = H m(Bi). Tällöin

B =

∞⋃

i=1

Bi ⊃ Aon Borel-joukko ja kohdan (3) perusteella myös m-suoristuva. �Lause 4.5. Olkoon A ⊂ Rn joukko, jolle H m(A) < ∞. Tällöin on m-suoristuvajoukko F ja täysin m-suoristumaton joukko E siten, että A on niiden yhdiste.Todistus. [9, Theorem 15.6℄. Jos A on täysin m-suoristumaton, niin väite on ilmei-nen. Muussa tapauksessa olkoon M = sup H m(A ∩ B), missä supremum otetaanyli m-suoristuvien Borel-joukkojen B. Koska A ei ole täysin m-suoristumaton, on
m-suoristuva joukko F , jolle H m(A ∩ F ) > 0. Täten Lemman 4.4(4) ja oletuksen
H m(A) < ∞ perusteella 0 < M < ∞. Kaikilla i = 1, 2, . . . löytyy m-suoristuvaBorel-joukko Bi, jolle

H
m(A ∩ Bi) > M − 1/i.40



Kuva 1. H m-äärellismittainen joukko koostuu m-suoristuvasta jatäysin m-suoristumattomasta osasta.Olkoon F = A ∩ ⋃∞
i=1Bi. Joukko F on Lemman 4.4 mukaan m-suoristuva, jotenriittää enää näyttää, että E = A \ F on täysin m-suoristumaton. Tehdään vastao-letus, että on m-suoristuva joukko C, jolle c = H m(C ∩ E) > 0. Lemman 4.4(4)nojalla voidaan olettaa, että C on Borel-joukko. Koska leikkaus on distributiivinenyhdisteen suhteen, pätee

(A ∩ (F ∪ C)) \ F = ((A ∩ F ) ∪ (A ∩ C)) \ F
= ((A ∩ F ) \ F ) ∪ ((A ∩ C) \ F )

= (A ∩ C) ∩ F c = C ∩ (A ∩ F c) = C ∩ E.Joukon F H m-mitallisuuden ja Lauseiden 1.7 ja 1.41 perusteella
H

m(A ∩ (F ∪ C)) = H
m((A ∩ (F ∪ C)) \ F ) + H

m((A ∩ (F ∪ C)) ∩ F )

≥ H
m(C ∩ E) + H

m(A ∩ F )

= c+ lim
k→∞

H
m(A ∩

k⋃

i=1

Bi)

> lim
k→∞

H
m(A ∩ Bk) = M.Tämä on mahdotonta, koska F ∪C on m-suoristuva Borel-joukko. Siten E on täysin

m-suoristumaton ja väite pätee. �41



Suoristuviin ja täysin suoristumattomiin joukkoihin liittyvät projektiotulokset kä-sitellään ainoastaan tasossa ja niinpä 1-suoristuvia ja täysin 1-suoristumattomiajoukkoja voidaan lyhyemmin kutsua suoristuviksi ja täysin suoristumattomiksi jou-koiksi. Termiä polku käytetään tässä kuvauksen synonyyminä lähinnä ajatuksen joh-dattamiseksi.
lθ

θ
pθ(x)

x

Kuva 2. Kuvaus pθ projisoi tason pisteet suoralle lθ.Määritelmä 4.6. Kaikille θ ∈ R määritellään yksikkövektori θ = (cos θ, sin θ) jakuvaukset
pθ : R2 → R2, pθ(x) = 〈x, θ〉θ,
πθ : R2 → R, πθ(x) = 〈x, θ〉,missä 〈·, ·〉 on tason R2 standardisisätulo. Sen sijaan merkinnät suoralle lθ = {tθ :

t ∈ R} ja kohtisuoralle kulmalle θ⊥ = θ + π
2

mod π varataan vain kulmille [0, π).Joukossa [0, π) käytetään Lebesguen mittaa L 1 ja ilmaisu �melkein kaikilla θ ∈
[0, π)� ymmärretään aina sen mielessä. Sovitaan vielä, että suorat m,n ⊂ R2 ovatyhdensuuntaiset, jos m = n+ a jollekin a ∈ R2. Tätä merkitään m ‖ n.Lemma 4.7. Olkoon γ : R→ R2 C1-polku.(1) Korkeintaan numeroituvan monelle θ ∈ [0, π) on voimassa

H
1({t ∈ R : γ′(t) = rθ jollain r 6= 0}) > 0.(2) Joukon γ({t ∈ R : γ′(t) = 0}) H 1-mitta on 0.42



γ(t) + 〈γ′(t)〉

lθ

γ(t)

Kuva 3. Lemmassa 4.7 näytetään, että kunhan pisteen γ(t) tangenttiei ole kohtisuorassa suoraa lθ vastaan, niin pisteen γ(t) ympäristöprojisoituu �siististi� suoralle lθ.(3) Jos θ ∈ [0, π) ja joukolle
A = {t ∈ R : γ′(t) 6= rθ ∀r ∈ R},pätee H 1(A) > 0, niin projektion pθ⊥(γ(A)) H 1-mitta on positiivinen.Todistus. (1) Merkitään kaikilla θ ∈ [0, π)

Tθ = {t ∈ R : γ′(t) = rθ jollain r 6= 0},jolloin joukot Tθ ja Tζ ovat erillisiä aina, kun θ 6= ζ . Tehdään vastaoletus, että onylinumeroituva Θ ⊂ [0, π) niin, että H 1(Tθ) > 0 kaikille θ ∈ Θ. Välejä [j, j+1) ⊂ R,
j ∈ Z, on numeroituva määrä, joten jollain välillä I = [k, k + 1) on H 1(I ∩ Tθ) > 0ylinumeroituvan monelle θ ∈ Θ. Silloin erillisyyden vuoksi H 1(I) = ∞, mikä ontietenkin mahdotonta. Siten vastaoletus on väärä.(2) Olkoon I ⊂ R rajoitettu avoin väli ja olkoon ε > 0. Joukko

Sε = {t ∈ I : ‖γ′(t)‖ < ε}on avoin, ja arvioimalla kuten Lauseen 1.33 todistuksessa nähdään, että γ on 2ε-Lips
hitz-kuvaus joukossa Sε, joten Lauseen 1.43 mukaan
H

1(γ(Sε)) ≤ 2εH 1(Sε) ≤ 2εH 1(I).43



Niinpä
H

1(γ({t ∈ I : γ′(t) = 0})) ≤ H
1

( ∞⋂

k=1

γ(S1/k)

)
= lim

k→∞
H

1(γ(S1/k)) = 0.Väite seuraa, sillä R saadaan tällaisten välien numeroituvana yhdisteenä.(3) Olkoon θ ∈ [0, π) sellainen, että joukolle
A = {t ∈ R : γ′(t) 6= rθ ∀r ∈ R}pätee H 1(A) > 0. Kuvaus πθ⊥ ◦ γ : R → R on ketjusäännön mukaan jatkuvastiderivoituva ja sen derivaatta on

(πθ⊥ ◦ γ)′(t) = 〈θ⊥, γ′(t)〉 6= 0kaikilla t ∈ A. Derivaatan γ′ jatkuvuuden nojalla jokaisella t ∈ A on εt > 0 siten,että (πθ⊥ ◦ γ)′(s) 6= 0 kaikilla s ∈ [t− εt, t+ εt]. Niinpä väliarvolauseen 1.32 mukaankaikilla a, b ∈ [t− εt, t+ εt]

|(πθ⊥ ◦ γ)(a) − (πθ⊥ ◦ γ)(b)| ≥ Kt|a− b|,missä
Kt = min

s∈[t−εt,t+εt]
|(πθ⊥ ◦ γ)′(s)| > 0.Koska H 1(A) > 0, niin Lauseen 1.45 mukaan

H
1(pθ⊥(γ(A))) = H

1(πθ⊥(γ(A))) > 0,mikä oli väite. �Lause 4.8. Olkoon F ⊂ R2 suoristuva joukko, jolle H 1(F ) > 0. Tällöin
H

1(pθ(F )) > 0lukuunottamatta korkeintaan yhtä suuntaa θ ∈ [0, π).Todistus. Voidaan olettaa, että F ⊂ γ(R) jollekin C1-polulle γ : R→ R2. Tehdäänvastaoletus, että löytyy kaksi eri suuntaa θ1, θ2 ∈ [0, π), joille H 1(pθ⊥i
(F )) = 0molemmille i. Tällöin Lemman 4.7(3) mukaan

H
1({t ∈ R : γ(t) ∈ F, γ′(t) 6= rθi ∀r ∈ R}) = 0.Kuitenkaan derivaatta ei voi olla kummankaan suuntainen kovin monelle t: Jos

H 1({t ∈ R : γ(t) ∈ F, γ′(t) = rθ1, r 6= 0}) > 0 (vastaavasti suunnalle θ2), niinLemman 4.7(3) mukaan
H

1(pθ⊥
2
(F )) > 0,mikä on mahdotonta. Niinpä molemmille i on

H
1({t ∈ R : γ(t) ∈ F, γ′(t) = rθi, r 6= 0}) = 0.44



Joukko F koostuu pisteistä γ(t), joille joko γ′(t) = 0, γ′(t) = rθi toiselle i jollain
r 6= 0 tai γ′(t) 6= rθi molemmille i ja kaikille r ∈ R. Ensimmäisen vaihtoehdon mu-kaiset pisteet muodostavat H 1-nollamittaisen joukon Lemman 4.7(2) nojalla. Kak-si viimeistä vaihtoehtoa muodostavat H 1-nollamittaisen joukon parametrijoukossaR, ja Lauseiden 1.33 ja 1.45 perusteella γ säilyttää H 1-nollamittaisuuden. Siispä
H 1(F ) = 0, mikä on kuitenkin mahdotonta. Väite seuraa.

�Vastaava projektiotulos täysin suoristumattomille joukoille on mielenkiintoisempi.Todistus on työläs ja se sivuutetaan. Katso [4, Theorem 6.13℄.Lause 4.9. Olkoon E ⊂ R2 täysin suoristumaton H 1-mitallinen joukko ja H 1(E) <
∞. Tällöin

H
1(pθ(E)) = 0melkein kaikille θ ∈ [0, π).Yhteenvetona projektiotuloksista saadaan Lause 4.10. Näin muotoiltuna se päteeyleisesti avaruudessa Rn. Vaikkei jatkossa tarvitakaan tätä enempää, on hyvä huo-mata, että tasossa suoristuvan joukon, jolla on positiviinen H 1-mitta, projektiollaon positiivinen H 1-mitta lukuunottamatta korkeintaan yhtä suuntaa. Lauseiden 4.5ja 4.8 mukaan tämä tarkoittaa, että jos joukolle F , H 1(F ) < ∞, suuntia, joihinprojektio on nollamittainen, on vähintään kaksi, niin joukko F on välttämättä täysinsuoristumaton.Lause 4.10 (Besi
ovit
hin projektiolause). Olkoon A ⊂ R2 H 1-mitallinen joukko,jolle H 1(A) <∞.(1) Joukko A on suoristuva, jos ja vain jos kaikille H 1-mitallisille joukoille

B ⊂ A, H 1(B) > 0, pätee H 1(pθ(B)) > 0 melkein kaikille θ ∈ [0, π).(2) Joukko A on täysin suoristumaton, jos ja vain jos H 1(pθ(A)) = 0 melkeinkaikille θ ∈ [0, π).Todistus. Perustelu saadaan yhdistämällä Lemma 4.4 ja Lauseet 4.5, 4.9 ja 4.8.(1) Jos A on suoristuva, niin myös sen jokainen osajoukko on suoristuva Lemman4.4 mukaan. Siten jokainen H 1-mitallinen joukko B ⊂ A, H 1(B) > 0, on suoristuvaja siksi Lauseen 4.8 mukaan H 1(pθ(B)) > 0 melkein kaikille θ ∈ [0, π).Oletetaan sitten, että joukon A jokaiselle H 1-mitalliselle osajoukolle B ⊂ A,
H 1(B) > 0, on H 1(pθ(B)) > 0 melkein kaikille θ ∈ [0, π). Tehdään vastaoletus: Aei ole suoristuva. Tällöin Lauseen 4.5 mukaan joukon A täysin suoristumattomalleosalle E ⊂ A pätee H 1(E) > 0. Koska A on H 1-mitallinen, myös joukko E on.Siten Lauseen 4.9 mukaan H 1(pθ(E)) > 0 melkein kaikille θ ∈ [0, π). Tämä onvastoin oletusta, joten joukon A täytyy olla suoristuva.(2) Jos A on täysin suoristumaton, niin väite seuraa suoraan Lauseesta 4.9.Oletetaan toisaalta, että H 1(pθ(A)) = 0 melkein kaikille θ ∈ [0, π). Tehdäänvastaoletus: A ei ole täysin suoristumaton. Tällöin Lauseen 4.5 perusteella joukon45



A suoristuvalle osalle F pätee H 1(F ) > 0. Koska F on Borel-joukko, niin Lauseen4.8 mukaan H 1(pθ(F )) > 0 melkein kaikille θ. Täten myös H 1(pθ(A)) > 0 melkeinkaikille θ. Tämä on oletuksen mukaan mahdotonta, joten A on välttämättä täysinsuoristumaton. �

x

A
lθ

x+ lθ⊥

Kuva 4. Lemma 4.11(1).Lemma 4.11. (1) Kun A ⊂ R2 on joukko, jolle H 1(A) <∞, niin kaikille θ ∈ [0, π)

#(A ∩ (x+ lθ)) <∞

H 1-melkein kaikille x ∈ lθ⊥.(2) Jos (xi, θi) → (x, θ) ja on pisteet zi ∈ xi + lθi
, joille zi → z ∈ R2, niin

z ∈ x+ lθ.(3) Jos K ⊂ R2 kompakti, niin kuvaus
(x, θ) 7→ #K ∩ (x+ lθ),missä (x, θ) ∈ R2 × [0, π), on Borelin funktio.(4) Jos E ⊂ F ovat sellaisia joukkoja, että H 1(E) = H 1(F ) <∞, niin jokaiselle

x ∈ E (tai x ∈ R2 \ F )
#F ∩ (x+ lθ) = #E ∩ (x+ lθ)melkein kaikille θ ∈ [0, π). 46



Todistus. (1) Olkoon θ ∈ [0, π). Sovelletaan Lausetta 1.48 projektioon πθ : R2 → R.Koska H 0 = # Huomautuksen 1.40 mukaan, niin
∫ ∗R #(A ∩ π−1

θ (t)) dL 1t <∞,joten L 1-melkein jokaisella t ∈ R
#(A ∩ (tθ + lθ⊥)) <∞.(2) Tehdään vastaoletus, että z ∈ R2 \ (x + lθ). Tällöin r = dist(z, x + lθ) > 0.Olkoon i0 niin suuri, että kaikilla i ≥ i0 on zi ∈ B(z, r/4). Riittää näyttää, ettäkaikille R > 0 löytyy n0 ≥ i0 siten, että kaikille i ≥ n0 pätee

xi + lθi
∩ B(z, R) ⊂ {w ∈ R2 : dist(w, x+ lθ) < r/4},vaikka kaikilla i ≥ i0 pitäisi olla

dist(zi, x+ lθ) = inf
q∈x+lθ

‖zi − q‖ ≥ inf
q∈x+lθ

(
‖q − z‖ − ‖z − zi‖

)
≥ 3r

4
.Voidaan olettaa, että n0 on ensinnäkin niin suuri, että zi ∈ B(z, R) kaikilla i ≥ n0.Olkoon

y = xi + sθi ∈ xi + lθi
∩B(z, R)joillain s ∈ R ja i ≥ n0. Tällöin |s| ≤ 2R ja

‖y − (x+ sθ)‖ ≤ ‖xi − x‖ + |s|‖θi − θ‖ ≤ ‖xi − x‖ + 2R‖θi − θ‖,joten lukua n0 kasvattamalla saadaan väite.(3) Olkoon n ∈ {0, 1, 2, . . .}. Olkoon kaikilla j = 1, 2, . . . joukko Vj niiden parien
(x, θ) kokoelma, joille löytyy avoimet U1, . . . , Uk ⊂ R2 niin, että k ≤ n, diam(Ui) <
1/j ja

(x+ lθ) ∩K ⊂
k⋃

i=1

Ui.Tällöin
{(x, θ) ∈ R2 × [0, π) : #K ∩ (x+ lθ) ≤ n} =

∞⋂

j=1

VjHuomautuksessa 1.40 perustellun tiedon H 0 = # ja Lauseen 1.41 perusteella. Osoi-tetaan, että joukot Vj ovat avoimia. Olkoon (x, θ) ∈ Vj jollain j ja U1, . . . , Uk pa-ria (x, θ) vastaava kokoelma avoimia joukkoja. Kun (y, ζ) on riittävän lähellä paria
(x, θ), niin myös

(y + lζ) ∩K ⊂
k⋃

i=1

Ui = U.Perustellaan tämä. Ellei pisteelle (x, θ) löydy tällaista ympäristöä, niin löytyy jonot
(xi, θi) ja (zi), joille zi ∈ (xi + lθi

)∩ (K \U). Koska K \U on kompakti, niin jonolla47



(zi) on suppeneva osajono, zij → z ∈ K \ U . Kohdan (2) mukaan z ∈ x + lθ, mikäon kuitenkin mahdotonta, sillä x+ lθ ∩K ⊂ U .(4) Olkoon x ∈ E. Määritellään kaikille z ∈ A = R2 \ {w ∈ R2 : w1 = x1}radiaalinen projektio R asettamalla
R(z) = Rx(z) = arctan

z2 − x2

z1 − x1

∈ (−π/2, π/2).Huomaa, että kaikilla θ ∈ (−π/2, π/2)

R−1(θ) = (x+ lθ) \ {x}.Kuvaus R on jatkuvasti di�erentioituva joukossa A ja kaikilla z ∈ A

‖∇R(z)‖2 =

(
1 +

(
z2 − x2

z1 − x1

))−2(
(z2 − x2)

2

(z1 − x1)4
+

1

(z1 − x1)2

)

=
1

(z1 − x1)2

(
1 +

(z2 − x2)
2

(z1 − x1)2

)−1

=
1

‖z − x‖2
.Tämän perusteella voidaan näyttää, että kuvaus R on joukkoon

Ai = {z ∈ A : ‖z − x‖ > 1/i, z1 > x1 (tai z1 < x1)}rajoitettuna Lips
hitz-kuvaus kaikilla i ∈ N. Samanlainen päättely kuin Lauseessa1.33 kelpaa, eikä sitä ole tarpeen toistaa. Siispä Lauseen 1.48 mukaan kaikilla i =
1, 2, . . . jollain C > 0

∫ ∗

(−π/2,π/2)

#((F \ E) ∩ R|−1
Ai

(θ)) dθ ≤ CH
1(F \ E) = 0,joten myös

0 = #((F \ E) ∩ R−1(θ)) = #((F \ E) ∩ (x+ lθ))melkein kaikilla θ ∈ [0, π). Niinpä melkein kaikilla θ ∈ [0, π)

#(F ∩ (x+ lθ)) = #((E ∩ (x+ lθ)) + #((F \ E) ∩ (x+ lθ)) = #((E ∩ (x+ lθ)).

�Lauseen 4.13 todistuksessa käytetään seuraavaa Lausetta 1.35 yleisemmän Fubininlauseen seurausta.Lause 4.12. Olkoot X ja Y separoituvia metrisiä avaruuksia. Olkoot µX ja µYniiden σ-äärellisiä Borelin ulkomittoja. Tällöin jokaiselle Borel-joukolle A ⊂ X×Y
µX-melkein kaikille x ∈ X pätee µY ({y : (x, y) ∈ A}) = 0 täsmälleen, kun µY -melkein kaikille y ∈ Y pätee µX({x : (x, y) ∈ A}) = 0.Todistus. Katso [1, Theorem 6.7℄ tai [8, Theorem 5.47℄. Lähteissä ei kuitenkaanperustella aivan tätä tulosta. Separoituvuutta tarvitaan, jotta �tulomitasta� µ =
µX × µY saadaan myös Borelin ulkomitta. Lauseessa [1, Theorem 6.2℄ näytetään,että tulojoukot A× B ⊂ X × Y ovat µ-mitallisia, kun A on µX-mitallinen ja B on48



µY -mitallinen. Erityisesti avointen joukkojen tulojoukot, ts. joukot U × V , missä Uon avaruuden X avoin joukko ja V on avaruuden Y avoin joukko, ovat µ-mitallisia.Metristen avaruuksien X ja Y separoituvuudesta seuraa, että avaruuden X × Yavoimet joukot saadaan avointen joukkojen tulojoukkojen numeroituvina yhdisteinä.Niinpä µ-mitallisten joukkojen σ-algebra sisältää avaruuden X × Y avoimet joukotja siten myös Borel-joukot. Tietoa tuloavaruuksien ominaisuuksista löytyy lähteestä[14℄. �Lause 4.13. Olkoon F ⊂ R2 suoristuva H 1-mitallinen joukko, jolle H 1(F ) <∞.Tällöin H 1-melkein kaikilla x ∈ F

#F ∩ (x+ lθ) <∞melkein kaikilla θ ∈ [0, π)Todistus. Lauseen 1.23 mukaan löytyy kompaktit joukot K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ F , joille
H 1(Ki) ≥ H 1(F ) − 1/i. Olkoon E =

⋃∞
i=1Ki, jolloin

H
1(E) = lim

i→∞
H

1(Ki) = H
1(F ).Tiedon H 1(F \ E) = 0 ja Lemman 4.11(4) perusteella riittää osoittaa, että H 1-melkein kaikille x ∈ E

#E ∩ (x+ lθ) <∞melkein kaikilla θ ∈ [0, π). Koska E on Lemman 4.4 mukaan myös suoristuva, niinriittää itse asiassa näyttää alkuperäinen väite joukolle E. Joukolla E on se hyväominaisuus, että se on kompaktien joukkojen numeroituva yhdiste, joten Lemman4.11(3) mukaan kuvaus
(x, θ) 7→ #E ∩ (x+ lθ) = sup

i
#Ki ∩ (x+ lθ)on Borelin funktio, mitä tarvitaan sovellettaessa Fubinin lausetta.Voidaan siis olettaa, että F on kompaktien joukkojen numeroituva yhdiste. Teh-dään vastaoletus, että on F ′ ⊂ F , jolle H 1(F ′) > 0 ja kaikilla x ∈ F ′ pätee

L
1({θ ∈ [0, π) : #F ∩ (x+ lθ) = ∞}) > 0.Koska F on suoristuva, niin on C1-polut gi : R→ R2, i = 1, 2, . . ., joille

H
1

(
F \

∞⋃

i=1

gi(R)

)
= 0.Koska F ′ ⊂ F ja H 1(F ′) > 0, niin H 1(F ′ ∩ gk(R)) > 0 jollain k ∈ N. Voidaanolettaa, että F ′ ⊂ gk(R) = γ(R). Lauseen 4.12 mukaan

L
1({θ ∈ [0, π) : H

1({x ∈ F ′ : #F ∩ (x+ lθ) = ∞}) > 0}) > 0Jos merkitään
F ′′ = {x ∈ F ′ : #F ∩ (x+ lθ) = ∞},49



niin edellisen perusteella on θ ∈ [0, π), jolle H 1(F ′′) > 0. Lemman 4.7(1) mukaanlöytyy vieläpä sellainen θ, että lisäksi pätee
H

1({t ∈ R : γ′(t) = rθ, r 6= 0}) = 0.Koska vielä Lemman 4.7(2) mukaan
H

1(γ(γ−1(F ′′) ∩ {t : γ′(t) 6= 0})) ≥ H
1(F ′′ \ γ({t ∈ R : γ′(t) = 0}) > 0,niin joukolle

A = {t ∈ γ−1(F ′′) : γ′(t) 6= rθ ∀r ∈ R}
= γ−1(F ′′) ∩ {t : γ′(t) 6= 0} ∩ {t : γ′(t) 6= rθ ∀r 6= 0}pätee H 1(A) > 0. Lemman 4.7(3) mukaan H 1(pθ⊥(F ′′)) > 0. Koska suorat x + lθja pθ⊥(x)+ lθ ovat samoja kaikilla x ∈ F ′′, niin on J ⊂ lθ⊥, H 1(J) > 0, jolle kaikille

y ∈ J pätee
#F ∩ (y + lθ) = ∞.Tämä on Lemman 4.11(1) mukaan mahdotonta, sillä H 1(F ) <∞. Siksi vastaoletuson väärä ja väite pätee. �5. DuaalisuusTason R2 suorien ja pisteiden välillä on yksinkertainen vastaavuus. Suorat ovattunnetusti yhtälöiden

ax+ by + c = 0, (a, b) 6= 0,ratkaisujoukkoja ja tällaista suoraa voidaan kutsua kolmikon (a, b, c) määräämäksi.Jos lisäksi c 6= 0, saadaan yhtäpitävä yhtälö (a/c)x + (b/c)y + 1 = 0. Tästä näh-dään, että piste (x0, y0) kuuluu kolmikon (a, b, c) määräämälle suoralle täsmälleen,kun kolmikon (x0, y0, 1) määräämä suora sisältää pisteen (a/c, b/c). Näin saadaanvastaavuus suora (a, b, c) −→ piste (a/c, b/c),piste (x0, y0) −→ suora (x0, y0, 1)
(7)tason pisteiden ja suorien välille lukuunottamatta origoa ja sen kautta kulkeviasuoria. Jos siis x 6= 0 on piste ja L ⊂ R2 \ {0} suora, niin saadulle vastaavuudellepätee

x ∈ L⇐⇒ L̂ ∈ x̂,missä �hatulla� tarkoitetaan vastinobjektia. Kutsutaan jatkossa kohdan (7) mukaansaatuja pisteitä ja suoria duaalisuoriksi ja -pisteiksi. Määritelmän perusteella onselvää, että ˆ̂x = x ja ˆ̂
L = L kaikille pisteille x ja suorille L, joille duaalikäsitteet onmääritelty. Sovitaan vielä, että joukon E ⊂ R2 \{0} pisteiden duaalisuorien pisteillekäytetään merkintää

Ẽ =
⋃

x∈E

x̂.50



Yksinkertaisen määritelmän jälkeen tarvitaan tietysti käyttökelpoisempi esitys.Suoraan edellisen määritelmän perusteella olisi vaikea vastata kysymyksiin duaali-joukkojen mitallisuudesta tai niiden pinta-alasta. Osoitetaan ensin, että yksittäisenpisteen projektiot muodostavat origon kautta kulkevan ympyrän. Tarvittava esityssaadaan peilaamalla näitä �projektioympyröitä� yksikköympyrän suhteen, jolloin to-della saadaan suoria.Lause 5.1. Olkoon x = (x1, x2) ∈ R2 \ {0} ja olkoon θ ∈ R. Tällöin
pθ(x) =

1

2
x+

‖x‖
2

(cos(2θ − α), sin(2θ − α)),kun α ∈ [0, 2π) on se kulma, jolle x = ‖x‖(cosα, sinα). Erityisesti
⋃

θ∈[0,π)

pθ(x) = ∂B(x/2, ‖x‖/2).Todistus. Trigonometrisia kaavoja
sin2 γ + cos2 γ = 1, 2 sin γ cos γ = sin 2γ ja sin2 γ =

1

2
(1 − cos 2γ)käyttäen saadaan

pθ(x1, 0) = x1 cos θ(cos θ, sin θ) = (x1 cos2 θ, x1 cos θ sin θ)

= (x1(1 − sin2 θ),
1

2
x1 sin 2θ) = (x1(

1

2
+

1

2
cos 2θ),

1

2
x1 sin 2θ)

= (
1

2
x1, 0) + (

1

2
x1 cos 2θ,

1

2
x1 sin 2θ)ja toisaalta

pθ(0, x2) = x2 sin θ(cos θ, sin θ) = (x2 sin θ cos θ, x2 sin2 θ)

= (
1

2
x2 sin 2θ, x2(

1

2
− 1

2
cos 2θ))

= (0,
1

2
x2) + (

1

2
x2 sin 2θ,−1

2
cos 2θ)).Koska x = (x1, x2) = ‖x‖(cosα, sinα), α ∈ [0, 2π), saadaan summakaavojen

cos(γ ± δ) = cos γ cos δ ∓ sin γ sin δ ja sin(γ ± δ) = sin γ cos δ ± cos γ sin δperusteella
1

2
x1 cos 2θ +

1

2
x2 sin 2θ =

1

2
‖x‖(cosα cos 2θ + sinα sin 2θ) =

1

2
‖x‖ cos(2θ − α)ja

1

2
x1 sin 2θ − 1

2
x2 cos 2θ =

1

2
‖x‖(sin 2θ cosα− cos 2θ sinα) =

1

2
‖x‖ sin(2θ − α).51



Niinpä
pθ(x) = pθ(x1, 0) + pθ(0, x2) =

1

2
x+

‖x‖
2

(cos(2θ − α), sin(2θ − α)),mikä oli väite. �Huomautus 5.2. Erityisesti Lause 5.1 sanoo, että vaikkei kuvaus θ 7→ θ⊥, θ ∈
[0, π), ole jatkuva, niin projektio (x, θ) 7→ pθ⊥(x), (x, θ) ∈ R2 × [0, π), on jatkuva.Jos nimittäin θ ≥ 0, niin löytyy k ∈ {0, 1, 2, . . .} ja θ̃ ∈ [0, π), joille θ = kπ+ θ̃, jotenLauseen 5.1 mukaan jollain α ∈ [0, 2π)

pθ(x) =
1

2
x+

‖x‖
2

(cos(2θ − α), sin(2θ − α))

=
1

2
x+

‖x‖
2

(cos(2(kπ + θ̃) − α), sin(2(kπ + θ̃) − α))

=
1

2
x+

‖x‖
2

(cos(2θ̃ − α), sin(2θ̃ − α)) = peθ(x).Niinpä
pθ⊥(x) = pθ+ π

2
(x),joten jatkuvuus on selvä.Määritelmä 5.3. Määritellään apukuvaukset

ψ : R2 \ {0} → R2 \ {0}, ψ(x) = −x‖x‖−2,ja
η : R2 × [0, π) \ P → R2, η(x, θ) = ψ(pθ⊥(x)),missä

P = {(x, θ) ∈ R2 × [0, π) : pθ⊥(x) = 0}.Intuitiivisesti kuvaus ψ on peilaus yksikköympyrän suhteen yhdistettynä kulman
π suuruiseen kiertoon origon suhteen. Selvästi se on jatkuva bijektio ja ψ−1 = ψ.Poikkeusjoukossa P on täsmälleen ne parit, jotka määräävät origon kautta kulkevansuoran. Huomautuksen 5.2 mukaan (x, θ) 7→ pθ⊥(x) on jatkuva, joten myös η onjatkuva ja P on avaruuden R2 × [0, π) suljettu osajoukko.Lause 5.4. Olkoot ψ, η ja P kuten Määritelmässä 5.3.(1) Suoran x+ lθ duaalipiste on x̂+ lθ = η(x, θ), kun (x, θ) ∈ R2 × [0, π) \ P .(2) Pisteen x duaalisuora on x̂ = η({x}×[0, π)\P ) = ψ(x)+lγ⊥, kun x ∈ R2\{0}ja γ ∈ [0, π) on sellainen kulma, jolle x ∈ lγ.(3) Erityisesti pätee

Ẽ = η(E × [0, π) \ P ) = ψ

( ⋃

θ∈[0,π)

pθ(E) \ {0}
)
,kun E ⊂ R2 \ {0}. 52



lθ⊥

l = x+ lθ

x

x

n̂
x̂

m = x+ lα

n = x+ lβ

m̂

pα⊥(x)

pθ⊥(x)

l̂ = ψ(pθ⊥(x))

ψ(x)

pβ⊥(x)

Kuva 5. Duaalisuuden geometriaa Lauseen 5.4 mukaan. Pisteen du-aalisuora löydetään (oikeanpuoleinen kuva) etsimällä sen kautta kul-kevien suorien duaalipisteet.Todistus. (2) Olkoon x ∈ R2 \ {0}. Lauseen 5.1 mukaan pisteen x projektiot muo-dostavat ympyrän ∂B(x/2, ‖x‖/2), joten
η({x} × [0, π) \ P ) = ψ

( ⋃

θ∈[0,π),〈x,θ〉6=0

pθ(x)

)

= ψ

( ⋃

θ∈[0,π)

pθ(x) \ {0}
)

= ψ(∂B(x/2, ‖x‖/2) \ {0}).Väite on siis, että pisteen x duaalisuora on �peilausta� ψ vaille tämä ympyrä. Olkoonnyt γ ∈ [0, 2π) siten, että z = x
2

+ ‖x‖
2

(cos γ, sin γ) 6= 0. Tällöin
‖z‖2 = (

1

2
x1 +

1

2
‖x‖ cos γ)2 + (

1

2
x2 +

1

2
‖x‖ sin γ)2 =

1

2
‖x‖(‖x‖ + 〈x, γ〉),joten

ψ(z) = − z

‖z‖2
= −2‖x‖−1(‖x‖ + 〈x, γ〉)−1z

= −(‖x‖ + 〈x, γ〉)−1(x1‖x‖−1 + cos γ, x2‖x‖−1 + sin γ).Koska
x1ψ1(z) + x2ψ2(z) =

x1(x1‖x‖−1 + cos γ) + x2(x2‖x‖−1 + sin γ)

−(‖x‖ + 〈x, γ〉) = −1,on ψ(z) ∈ x̂ = {(u, v) : x1u+ x2v + 1 = 0}. Siten
η({x} × [0, π) \ P ) = ψ(∂B(x/2, ‖x‖/2) \ {0}) ⊂ x̂.53



Toisaalta jos (u, v) ∈ x̂, niin x1u+ x2v + 1 = 0 ja
‖ψ(u, v) − 1

2
x‖2 =

( −u
‖(u, v)‖2

− 1

2
x1

)2

+

( −v
‖(u, v)‖2

− 1

2
x2

)2

=
x1u+ x2v + 1

‖(u, v)‖2
+

1

4
‖x‖2 =

1

4
‖x‖2.Siten

ψ(x̂) ⊂ ∂B(x/2, ‖x‖/2) \ {0},josta seuraa
x̂ ⊂ ψ(∂B(x/2, ‖x‖/2) \ {0}).Olkoon vielä γ ∈ [0, π) siten, että x ∈ lγ. Tällöin x = tγ jollain t ∈ R, t 6= 0, ja

x̂ = {(u, v) ∈ R2 : (t cos γ)u+ (t sin γ)v + 1 = 0}.Suora x̂ on silloin yhdensuuntainen suoran
{(u, v) ∈ R2 : (cos γ)u+ (sin γ)v = 0} = lγ⊥ja toisaalta

(t cos γ)
−t cos γ

‖x‖2
+ (t sin γ)

−t sin γ
‖x‖2

+ 1 =
−t2
‖x‖2

+ 1 = 0,joten ψ(x) ∈ x̂. Niinpä x̂ = ψ(x) + lγ⊥.(1) Olkoon (x, θ) ∈ R2 × [0, π) \ P . Kohdan (2) mukaan
̂(ψ(pθ⊥(x))) = ψ(ψ(pθ⊥(x))) + lθ = pθ⊥(x) + lθ,joten

̂(x+ lθ) = ̂(pθ⊥(x) + lθ) = ψ(pθ⊥(x)) = η(x, θ),mikä oli väite.(3) Olkoon E ⊂ R2 \ {0}. Tällöin kohdan (2) perusteella
Ẽ =

⋃

x∈E

x̂ =
⋃

x∈E

η({x} × [0, π) \ P ) =
⋃

θ∈[0,π),〈x,θ〉6=0

ψ(pθ(E)),mistä väite seuraa. �Suoraan Lauseesta 5.4 saadaan muutamia havaintoja.Lause 5.5. Olkoon E ⊂ R2 \ {0} Borel-joukko. Tällöin Ẽ on Suslin-joukko ja siten
µ-mitallinen jokaiselle tason R2 Borelin ulkomitalle µ.Todistus. Lauseen 5.4 mukaan(8) Ẽ = η(E × [0, π) \ P ) = ψ

( ⋃

θ∈[0,π)

pθ(E) \ {0}
)
.54



a

x

x/2

ψ(a)

x̂

b

ψ(b)

Kuva 6. Lauseen 5.4 mukaan pisteen x 6= 0 duaalisuora x̂ saadaankuvaamalla �projektioympyrää� ∂B(x/2, ‖x‖/2) \ {0} kuvauksella ψ.Katkoviivalla piirretty ympyrä on yksikköympyrä, jonka suhteen ψ�peilaa�.Koska η on jatkuva ja E Borel-joukko, niin esityksen (8) yhdistäminen Suslin-joukoista kerrottuihin tietoihin luulisi riittävän väitteeseen. Näin ei kuitenkaan aivanole, sillä Luvussa 3 oletettiin avaruuden täydellisyys, eikä Suslin-joukkoja ole (tässätutkielmassa) edes määritelty muualla kuin täydellisissä ja separoituvissa avaruuk-sissa. Niinpä määritellään
T : R2 × [0,∞) → R2, T (x, θ) = pθ(x),joka on jatkuva. Joukot E ⊂ R2 ja [0, π) ⊂ [0,∞) ovat Borel-joukkoja ja siksi Suslin-joukkoja, joten Lauseen 3.8 mukaan myös E× [0, π) ⊂ R2× [0,∞) on Suslin-joukko.Siispä Lauseen 3.7 perusteella joukko

E ′ =
⋃

θ∈[0,π)

pθ(E) \ {0} = T (E × [0, π)) \ {0} ⊂ R2on Suslin-joukko. Nyt̃
E = ψ(E ′) =

∞⋃

i=1

ψ(E ′ ∩ (R2 \B(0, 1/i))),joten soveltamalla Lausetta 3.7 kuvauksiin ψ|(R2 \B(0, 1/i)) nähdään, että myös Ẽon Suslin-joukko avaruudessa R2. Mitallisuus seuraa silloin Lauseesta 3.9. �55



Lemma 5.6. Olkoon ψ(x) = −x‖x‖−2, x ∈ R2 \ {0}. Olkoon µ = H s jollain
s > 0 tai µ = L 2. Tällöin joukolle A ⊂ R2 \ {0} pätee µ(A) = 0 täsmälleen, kun
µ(ψ(A)) = 0.Todistus. Voidaan olettaa, että µ = H s jollain s > 0, sillä Huomautuksen 1.42mukaan H 2 = cL 2 jollain c > 0. Koska ψ on C1-kuvaus ja ψ = ψ−1, niin Lauseen1.34 mukaan jokaiselle x ∈ R2 \ {0} on εx > 0 niin, että ψ rajoitettuna joukkoon
B(x, εx) on Kx-bilips
hitz-kuvaus, toisin sanoen

K−1‖y − z‖ ≤ ‖ψ(y) − ψ(z)‖ ≤ K‖y − z‖kaikilla y, z ∈ B(x, εx), y 6= z. Väite seuraa silloin Lauseesta 1.45. �Lause 5.7. Olkoon E ⊂ R2 \ {0} Borel-joukko. Tällöin L 2(Ẽ) = 0, jos ja vain jos
H 1(pθ(E)) = 0 melkein kaikilla θ ∈ [0, π).Todistus. Lauseen 5.4 mukaañ

E = ψ

( ⋃

θ∈[0,π)

pθ(E) \ {0}
)
.Niinpä Lemman 5.6 mukaan L 2(Ẽ) = 0 täsmälleen, kun L 2(

⋃
θ∈[0,π) pθ(E)\{0}) =

0, joka Lauseen 1.37 mukaan pätee, jos ja vain jos
H

1(pθ(E)) = H
1(pθ(E) \ {0}) = 0melkein jokaisella θ ∈ [0, π). �Huomautus 5.8. Suppenemisesta tasossa seuraa myös vastaavien duaalisuoriensuppeneminen tietyssä mielessä samaan tapaan kuin Lemmassa 4.11(2). Olkoon (xi)joukon R2 \ {0} pisteeseen x ∈ R2 \ {0} suppeneva jono. Osoitetaan, että kaikilla

R > 0 ja w > 0 on luku i0 ∈ N niin, että kaikille i ≥ i0 ja kaikille y ∈ x̂i∩B(ψ(x), R)pätee d(y, x̂) < w. Määritellään
fi(t) = ψ(xi) + tΘ(xi), t ∈ R,missä Θ(xi) ∈ S1 = {u ∈ R2 : ‖u‖ = 1} on se suunta, joka saadaan kiertämäl-lä vektoria xi/‖xi‖ suoran kulman verran vastapäivään. Vastaavasti määritellään

f(t) = ψ(x) + tΘ(x). Olkoon i0 niin suuri, että kaikilla i ≥ i0 on
‖ψ(x) − ψ(xi)‖ < min{R,w/2}, ‖Θ(x) − Θ(xi)‖ < w/4R,ja olkoon y = fi(t) ∈ x̂i ∩ B(ψ(x), R) joillain i ≥ i0 ja t. Tällöin

‖fi(t) − f(t)‖ ≤ ‖ψ(xi) − ψ(x)‖ + |t|‖Θ(xi) − Θ(x)‖
≤ ‖ψ(xi) − ψ(x)‖ + 2R‖Θ(xi) − Θ(x)‖
< R+ 2R · (w/4R) = w.Niinpä d(y, x̂) < w. 56



Määritelmä 5.9. Olkoon E ⊂ R2 \ {0} Borel. Määritellään kuvaus νE : P(R2) →
[0,∞] asettamalla kaikille A ⊂ R2

νE(A) = inf
B

∫

E

H
1(x̂ ∩B) dH 1x,missä in�mum otetaan yli Borel-joukkojen B, joille A ⊂ B.

x̂
I2

U

I1

Kuva 7. Lemma 5.10: Tason avoin joukko jakaa suoran avoimiin janoihin.
x̂

x̂i

Ji
U

Kuva 8. Lemma 5.10: Pakottamalla suorat x̂i joukon U sisällä suoran
x̂ ympäristöön nähdään, että ne leikkaavat joukkoa U lähes samanverran kuin x̂.Lemma 5.10. Määritelmän 5.9 kuvaus

x 7→ H
1(x̂ ∩B), x ∈ R2 \ {0},57



on H 1-mitallinen kuvaus kaikille Borel-joukoille B ⊂ R2.Todistus. Lauseen 3.11 mukaan riittää osoittaa, että joukko A , joka koostuu Borel-joukoista A ⊂ R2, joille kuvaus
x 7→ H

1(x̂ ∩ A ∩ V )on H 1-mitallinen kuvaus jokaiselle avoimelle V ⊂ R2, on λ-luokka, joka sisältääavoimet joukot. Olkoot A1, A2, . . . ∈ A erillisiä. Tällöin jokaiselle avoimelle V ⊂ R2

H
1

(
x̂ ∩

( ∞⋃

i=1

Ai

)
∩ V

)
=

∞∑

i=1

H
1(x̂ ∩Ai ∩ V ),joten myös ⋃∞

i=1Ai ∈ A . Kokoelma A on suljettu myös komplementoinnin suhteen,sillä jos A ∈ A , niin kaikille avoimille V ⊂ R2

H
1(x̂∩Ac∩V ) =

∞∑

i=1

H
1(x̂∩Ac∩V ∩Di) =

∞∑

i=1

(
H

1(x̂∩V ∩Di)−H
1(x̂∩V ∩Di∩A)

)
,missä D1 = B(0, 1) ja Di = B(0, i) \B(0, i− 1), kun i ≥ 2.Näytetään sitten, että avoimet joukot kuuluvat kokoelmaan A . Erityisesti tällöinsaadaan R2 ∈ A . Rajoittamattomat avoimet joukot voidaan pilkkoa kuten edellä,joten voidaan olettaa, että avoin joukko U ⊂ R2 on rajoitettu. Olkoot x ∈ R2 ja

(xi) jono, jolle xi → x, ja osoitetaan, että
H

1(x̂ ∩ U) ≤ lim
i→∞

H
1(x̂i ∩ U),mistä seuraa, että kaikilla t ≥ 0 joukko

{z ∈ R2 : H
1(ẑ ∩ U) > t}on avoin, mikä riittää mitallisuuteen. Voidaan ensinnäkin olettaa, että H 1(x̂∩U) >

0. Olkoon ε > 0. Avoin joukko U jakaa suoran x̂ erillisiin joukon x̂ suhteen avoimiinjanoihin I1, I2, . . ., joita todella on korkeintaan numeroituvasti äärettömän monta.Koska H 1(x̂ ∩ U) <∞ ja
H

1(x̂ ∩ U) = lim
j→∞

H
1

( j⋃

i=1

Ii

)
,niin löytyy k, jolle

H
1

( k⋃

i=1

Ii

)
≥ H

1(x̂ ∩ U) − ε.Leikataan välien I1, I2, . . . , Ik päistä hieman pois niin, että saadaan kompaktit välit
Ji ⊂ Ii, joille

H
1

( k⋃

i=1

Ji

)
≥ H

1

( k⋃

i=1

Ii

)
− ε.58



Tällöin myös J =
⋃k

i=1 Ji on kompakti, joten minimi
w = min

y∈J
dist(y, U c) > 0on olemassa. Kuvaus y 7→ dist(y, U c) edellä on jatkuva, koska kaikille y, z ∈ R2

dist(y, U c) = inf
a∈Uc

‖y − a‖ ≤ inf
a∈Uc

‖a− z‖ + ‖y − z‖ = dist(z, U c) + ‖y − z‖ja vastaavasti dist(z, U c) ≤ dist(y, U c) + ‖y − z‖, joten
| dist(y, U c) − dist(z, U c)| ≤ ‖y − z‖.Tällöin B(x, w) ⊂ U kaikilla x ∈ J . Huomautuksen 5.8 mukaan löytyy i0 siten, ettäkaikilla i ≥ i0 ja kaikilla y ∈ x̂i ∩ U pätee d(y, x̂) < w. Niinpä kaikilla i ≥ i0 pätee

H
1(x̂i ∩ U) ≥ H

1

( k⋃

i=1

Ji

)
≥ H

1

( k⋃

i=1

Ii

)
− ε ≥ H

1(x̂ ∩ U) − 2ε.Koska kaikille ε > 0 tällainen i0 löytyy, saadaan väite. �Lause 5.11. Olkoon E ⊂ R2 \ {0} Borel-joukko. Tällöin Määritelmän 5.9 kuvaus
νE on Borel-säännöllinen ulkomitta. Jos lisäksi H 1(E) < ∞ ja H 1(pθ(E)) = 0melkein kaikilla θ ∈ [0, π), niin νE on singulaarinen Radonin ulkomitta.Todistus. Lemman 5.10 mukaan integroitava kuvaus on mitallinen, joten myös seu-raava määritelmä voidaan asettaa. Määritellään kuvaus µ,

µ(B) =

∫

E

H
1(x̂ ∩ B) dH 1x,missä B ⊂ R2 on Borel-joukko. Tällöin µ(∅) = 0 ja µ(A) ≤ µ(B), kun A ja Bovat Borel-joukkoja, joille A ⊂ B. Jos B1, B2, . . . ovat pareittain erillisiä Borelinjoukkoja, niin

µ

( ∞⋃

i=1

Bi

)
=

∫

E

H
1

(
x̂ ∩

∞⋃

i=1

Bi

)
dH 1x =

∞∑

i=1

∫

E

H
1(x̂ ∩ Bi) dH

1x =

∞∑

i=1

µ(Bi).Lauseen 1.30 mukaan νE , νE(A) = infB⊃A µ(B), on Borel-säännöllinen ulkomitta.Oletetaan vielä, että H 1(E) < ∞ ja H 1(pθ(E)) = 0 melkein kaikilla θ ∈ [0, π).Tällöin ensinnäkin jokaisen kompaktin joukon K ⊂ R2 νE-mitta on äärellistä, sillä
νE(K) =

∫

E

H
1(x̂ ∩K) dH 1x ≤

∫

E

diam(K) dH 1x ≤ diam(K)H 1(E) <∞.Niinpä Seurauksen 1.27 mukaan νE on Radonin ulkomitta. Singulaarisuuteen riittäänäyttää, että
L

2(Ẽ) = 0 = νE(R2 \ Ẽ).Ensimmäinen yhtälö seuraa suoraan Lauseesta 5.7. Vaikkei Suslin-joukon kuten Ẽkomplementti välttämättä ole Suslin, on joukko Ẽ Lauseen 3.9 mukaan νE-mitallinen59



ja siksi myös sen komplementtiR2\Ẽ on νE-mitallinen. Niinpä Lauseen 1.26 mukaansen sisältä löytyy Borel-joukko C ⊂ R2 \ Ẽ, jolle νE(C) = νE(R2 \ Ẽ). Koska
x̂ ∩ C ⊂ x̂ ∩ (R2 \ Ẽ) = ∅kaikilla x ∈ E, on

νE(R2 \ Ẽ) = νE(C) =

∫

E

H
1(x̂ ∩ C) dH 1x = 0.

�Seuraavan lauseen muotoilua kannattaa verrata projektiolauseeseen 4.10.Lause 5.12. Olkoon E ⊂ R2 \ {0} Borel-joukko, jolle H 1(E) <∞. Tällöin(1) E on suoristuva, jos ja vain jos jokaiselle Borel-joukolle B ⊂ E, jolle H 1(B) >

0, pätee L 2(B̃) > 0, ja(2) E on täysin suoristumaton, jos ja vain jos L 2(Ẽ) = 0.Todistus. (2) Lauseen 4.10 mukaanE on täysin suoristumaton, jos ja vain josH 1(pθ(E)) =
0 melkein kaikilla θ ∈ [0, π), joka on Lauseen 5.7 mukaan totta, jos ja vain jos
L 2(Ẽ) = 0.(1) Oletetaan ensin, että E on suoristuva, ja olkoon B ⊂ E Borel-joukko, jolle
H 1(B) > 0. Lauseen 4.4 mukaan se on lisäksi suoristuva, joten B ei ole täysinsuoristumaton. Siten kohdan (2) mukaan L 2(B̃) > 0. Oletetaan toisaalta, ettäjokaiselle Borel-joukolle B ⊂ E, jolle H 1(B) > 0, pätee L 2(B̃) > 0. Lauseen 4.5mukaan on suoristuva Borel-joukko F ⊂ E siten, että E\F on täysin suoristumaton.Koska myös E\F on Borel, on kohdan (2) mukaan L 2(Ẽ \ F ) = 0, joten välttämättäpätee H 1(E \ F ) = 0. Siten E on suoristuva. �Lemma 5.13. Kaikille θ, γ ∈ R, joille |θ − γ| ≤ π, pätee

‖θ − γ‖ ≥ 2

π
|θ − γ|.Todistus. Ensinnäkin kaikilla α ∈ (0, π

2
)(9) f(α) =

sinα

α
≥ 2

π
.Perustellaan tämä. Funktion f derivaatta välillä (0, π

2
) on

f ′(α) =
α cosα− sinα

α2
.Jos merkitään g(α) = α cosα − sinα, niin g′(α) = −α sinα < 0 kaikilla α ∈ (0, π

2
),joten g on aidosti vähenevä välillä (0, π

2
). Koska g(0) = 0, niin g(α) < 0 kaikilla

α ∈ (0, π
2
). Siksi funktiolla f ei ole ääriarvokohtia välillä (0, π

2
), joten se saavuttaa60



α

2 sin α
2

α

Kuva 9. Lemmassa 5.13 todistetaan se ilmeinen tulos, että kahden(yksikkö-)ympyrällä sijaitsevan pisteen välisen etäisyyden suhde nii-tä yhdistävän lyhemmän ympyränkaaren pituuteen on vähintään 2
π
.Suhde on pienimmillään tietenkin silloin, kun pisteet ovat ympyränvastakkaisia pisteitä.ääriarvonsa välin päätepisteissä. Koska limα→0+

sinα
α

= 1 ja f(π
2
) = 2

π
, niin kohta (9)seuraa. Olkoon sitten θ, γ ∈ R sellaisia, että |θ− γ| ≤ π. Trigonometristen kaavojen

cos(θ ± γ) = cos θ cos γ ∓ sin θ sin γ ja cos 2x = 1 − 2 sin2 xlisäksi kohtaa (9) käyttämällä nähdään, että
‖θ − γ‖ = ((cos θ − cos γ)2 + (sin θ − sin γ))1/2

=
√

2(1 − (cos θ cos γ + sin θ sin γ))1/2 =
√

2(1 − cos |θ − γ|)1/2

= 2 sin
|θ − γ|

2
≥ 2 · 2

π
· |θ − γ|

2
=

2

π
|θ − γ|.

�Seuraavassa lauseessa osoitetaan, että νE-nollamittaisuus tarkoittaa tietyssä mie-lessä nollamittaisuutta joukon E kautta kulkevien suorien joukossa.Lause 5.14. Olkoon E ⊂ R2 \ {0} Borel-joukko ja olkoon νE kuten Määritelmässä5.9. Jos L on kokoelma suoria siten, että νE-melkein kaikille x ∈ R2

#{l ∈ L : x ∈ l} = ∞,niin H 1-melkein kaikille x ∈ E

#{l̂ ∈ L̂ : l̂ ∈ x+ lθ} = ∞
L 1-melkein kaikille θ ∈ [0, π). 61



Todistus. Olkoot η ja P kuten Määritelmässä 5.3. Olkoon A ⊂ R2 joukko, jolle
νE(A) = 0. Koska νE on Borel-säännöllinen, voidaan olettaa, että A on Borel-joukko.Tällöin siis

0 = νE(A) =

∫

E

H
1(x̂ ∩A) dH 1x,joten H 1-melkein kaikilla x ∈ E pätee H 1(x̂ ∩ A) = 0. Osoitetaan, että kaikille

x ∈ E, joille H 1(x̂ ∩A) = 0, pätee(10) L
1({θ ∈ [0, π) : η(x, θ) ∈ A, (x, θ) /∈ P}) = 0.Kiinnitetään tällainen piste x. Olkoon
D = {θ ∈ [0, π) : η(x, θ) ∈ A, (x, θ) /∈ P}.Tehdään vastaoletus H 1(D) = L 1(D) > 0 ja näytetään, että

H
1(x̂ ∩ A) = H

1(η({x} ×D)) = H
1(ψ({pθ⊥(x) : θ ∈ D})) > 0.Olkoon α ∈ [0, 2π) se kulma, jolle x = ‖x‖(cosα, sinα). Lauseen 5.1 ja Lemman5.13 nojalla kaikille θ, γ ∈ [0, π), |θ − γ| ≤ π

2
, pätee

‖pθ⊥(x) − pγ⊥(x)‖ = ‖pθ+ π
2
(x) − pγ+ π

2
(x)‖

=
‖x‖
2

‖(cos(2(θ +
π

2
) − α), sin(2(θ +

π

2
) − α))−

(cos(2(γ +
π

2
) − α), sin(2(γ +

π

2
) − α))‖

=
‖x‖
2

‖(cos 2θ, sin 2θ) − (cos 2γ, sin 2γ)‖

≥ ‖x‖
2

· 2

π
· 2|θ − γ|.Niinpä Lauseen 1.45 mukaan

H
1({pθ⊥(x) : θ ∈ D}) > 0Tällöin Lemman 5.6 ja Lauseen 1.45 mukaan myös

H
1(x̂ ∩A) = H

1(ψ({pθ⊥(x) : θ ∈ D})) > 0,mikä on mahdotonta.Olkoon L sitten kokoelma suoria, jolle νE-melkein kaikille x ∈ R2 pätee
#{l ∈ L : x ∈ l} = ∞.Tällöin νE(A) = 0, kun määritellään

A = {x ∈ R2 : #{l ∈ L : x ∈ l} <∞}.62



Kohdan (10) ja Lauseen 5.4 mukaan tällöin H 1-melkein kaikilla x ∈ E

0 = L
1({θ ∈ [0, π) : #{l ∈ L : η(x, θ) ∈ l} <∞, (x, θ) /∈ P})

= L
1({θ ∈ [0, π) : #{l ∈ L : ̂(x+ lθ) ∈ l} <∞, (x, θ) /∈ P})

= L
1({θ ∈ [0, π) : #{l ∈ L : l̂ ∈ x+ lθ} <∞),mikä oli väite. �6. PäätulosLauseessa 4.13 osoitettiin, että suoristuvalle joukolle F ⊂ R2, jolle H 1(F ) <∞,pätee H 1-melkein jokaisessa pisteessä x ∈ F

#F ∩ (x+ lθ) <∞melkein jokaiselle θ ∈ [0, π). Tässä luvussa vastataan kysymykseen, päteekö Lause4.13 yleiselle tasojoukolle, jonka H 1-mitta on äärellinen. Osoittautuu, että aitotäysin suoristumaton osa muuttaa tilannetta niin, ettei tulos välttämättä ole enäävoimassa. Avoimeksi kuitenkin jää, päteekö se täysin suoristumattomille joukoille,joiden H 1-mitta on äärellinen. (Tietyille H 1-äärellismittaisille täysin suoristumat-tomille tasojoukoille Lause 4.13 on voimassa, katso [12℄.) Luku perustuu artikkeliin[2℄.Lause 6.1. Olkoon E ⊂ R2 Borel-joukko, jolle H 1(E) <∞ ja
H

1(pθ(E)) = 0melkein kaikilla θ ∈ [0, π). Tällöin on suoristuva Borel-joukko F , H 1(F ) <∞, jolle
H 1-melkein kaikille x ∈ E

#F ∩ (x+ lθ) = ∞melkein kaikille θ ∈ [0, π).Jos E ⊂ R2 on täysin 1-suoristumaton Borel-joukko ja H 1(E) <∞, niin Lauseen6.1 oletukset ovat voimassa Lauseen 4.10 perusteella.Todistuksen idea on peittää duaalijoukko Ẽ suorilla äärettömän monta kertaaniin, että Lauseen 5.14 oletukset tulevat voimaan. Samalla on varmistettava, etteinäiden suorien duaalipisteiden joukolle tule liikaa pituutta. Todistuksen keskeisim-mät kohdat ovat Lauseissa 6.5 ja 6.7.Määritelmä 6.2. Olkoon x = sθ⊥ joillain s ∈ R ja θ ∈ [0, π). Tällöin suora
l = x+ lθ ja luku r > 0 määräävät yhdensuuntaisten suorien joukon

S(l, r) = {tθ⊥ + lθ : t ∈ [s− r, s+ r]},jota kutsutaan nauhaksi. Nauhaan S kuuluvien suorien pisteille käytetään merkintää
S∗ =

⋃

l∈S

l ⊂ R2.63



Huomaa, että nauhat ovat aina suljettuja ja siten Borel-joukkoja. Lemmassa 6.3osoitetaan, ettei kapeiden nauhojen duaalijanat voi olla kovin pitkiä. Tätä tarvi-taan vasta juuri ennen Lauseen 6.1 todistusta Huomautuksessa 6.8. Varsinainenkonstruktio alkaa Lemmasta 6.4.

0

S(l, r)∗

m

m

l ∈ Ê

Kuva 10. Nauhat pidetään poissa origon läheltä, jottei niiden duaa-lijanojen pituus kasva arvaamattomasti.Lemma 6.3. Olkoon E ⊂ R2 \ {0} rajoitettu. Tällöin on m > 0, jolle
B(0, 2m) ∩ Ẽ = ∅.Erityisesti kaikille l ∈ Ê ja kaikille r, 0 < r ≤ m, on voimassa

S(l, r)∗ ∩ B(0, m) = ∅.Lisäksi jos 0 < r ≤ m, niin joukon S = S(l, r) duaalipisteille Ŝ pätee
H

1(Ŝ) ≤ 2r/m2.Todistus. Koska E on rajoitettu, on M > 0 siten, että ‖x‖ ≤ M kaikilla x ∈ E.Lauseen 5.4 perusteella
dist(0, x̂) = ‖ψ(x)‖ = ‖x‖−1 ≥ 1/Mkaikilla x ∈ E, missä ψ(x) = −x‖x‖−2. Siispä valinta m = 1/2M kelpaa, jotta

B(0, 2m) ∩ Ẽ = ∅. Jos nyt on l ∈ Ê ja 0 < r ≤ m, niin kaikille suorille k ∈ S(l, r)on dist(k, 0) ≥ m. Siksi S(l, r)∗ ∩ B(0, m) = ∅. Oletetaan sitten, että l = sθ⊥ + lθ64



joillakin s ∈ R ja θ ∈ [0, π). Joukko Ŝ, S = S(l, r), on jana, joten sen H 1-mitta onyksinkertaisesti janan pituus. Siksi
H

1(Ŝ) =

∣∣∣∣
1

s+ r
− 1

s− r

∣∣∣∣ ≤
2r

m2
.

�Lemma 6.4. Olkoon A ⊂ R2 rajoitettu joukko, jolle A ⊂ l jollekin suoralle l, jaolkoon r > 0. Tällöin on äärellinen määrä erillisiä suljettuja kiekkoja Bi = B(xi, r),
i = 1, 2, . . . , m, niin, että xi ∈ A kaikilla i ja

H
1(A) ≤ 3H 1

(
A ∩

m⋃

i=1

Bi

)
.Todistus. Näytetään, että on suljettujen kiekkojen kokoelmat D1,D2, . . . ,DN niin,että kiekkojen keskipisteet ovat joukossa A, niiden säde on r, A ⊂ ⋃N

i=1

⋃
D∈Di

Dja D ∩ D′ = ∅, kun D,D′ ∈ Di ovat eri kiekkoja. (Besi
ovit
hin peitelausetta 2.1voitaisiin hyvin käyttää tässä, mutta väite on paljon yksinkertaisempi kuin yleisessätapauksessa.) Käytetään tämän todistuksen ajan merkintää 2B(x, r) = B(x, 2r).Konstruktio on induktiivinen: Olkoon A0 = A ja olkoon i ∈ {1, 2, . . .}. Jos Ai−1 = ∅,niin koko konstruktio voidaan lopettaa. Jos Ai−1 6= ∅, niin löytyy xi,1 ∈ Ai−1. Olkoon
Di,1 = B(xi,1, r). Jatketaan valitsemalla pisteet xi,k ∈ Ai−1, k = 2, 3, . . ., joille

‖xi,k − xi,j‖ > 2r ∀j = 1, 2, . . . , k − 1.Jos tällaista ei löydy, niin lopetetaan pisteiden etsintä. Näin saadaan erillisiä suljet-tuja kiekkoja Di,k, k = 1, 2, . . . , ki, joille Ai−1 ⊂
⋃ki

k=1 2Di,k. Valintoja voidaan tehdäainoastaan äärellinen määrä, koska Ai−1 ⊂ A on rajoitettu. Lopuksi määritellään
Di = {Di,1, Di,2, . . . , Di,ki

} ja
Ai = Ai−1 \

ki⋃

k=1

Di,k = A \
i⋃

j=1

⋃

D∈Dj

Dja siirrytään seuraavalle kierrokselle.Osoitetaan, että ehto Ai−1 = ∅ tulee voimaan jollain i. Arvataan, että ehto tuleevoimaan viimeistään, kun i = 4 eli N = 3 riittää. Tehdään vastaoletus: on piste
x ∈ A\⋃3

i=1

⋃
D∈Di

D. Olkoot Di = B(yi, r) ∈ Di, i = 1, 2, 3, sellaisia, joille x ∈ 2Di.Tällöin r < ‖x−yi‖ ≤ 2r kaikilla i. Nyt y1 ja y2 tulevat välttämättä valituiksi pisteen
x eri puolilta: Ellei, niin y2 on pisteiden y1 ja x (tai y1 on pisteiden y2 ja x) välissä,jolloin

‖x− y2‖ = ‖x− y1‖ − ‖y2 − y1‖ ≤ 2r − r = r.Tämä on kuitenkin mahdotonta, sillä x /∈ D2. Entä y3? Se on välttämättä pisteiden
y1 ja y2 välissä: Muutoin y3 on pisteen y1 (tai pisteen y2) �takana�, joten

‖x− y3‖ = ‖x− y1‖ + ‖y1 − y3‖ > r + r = 2r.65



Tämäkin on mahdotonta, koska oletettiin, että x ∈ 2D3. Huomaa, että todella pätee
‖y1−y3‖ > r ja ‖y2−y3‖ > r. Koska x 6= y3, voidaan vielä olettaa, että x on pisteiden
y1 ja y3 välissä, jolloin pisteet ovat suoralla �järjestyksessä� y1, x, y3 ja y2. Niinpä

‖y3 − x‖ = ‖y1 − y3‖ − ‖y1 − x‖
= ‖y1 − y2‖ − ‖y3 − y2‖ − ‖y1 − x‖
= ‖y1 − x‖ + ‖y2 − x‖ − ‖y3 − y2‖ − ‖y1 − x‖
= ‖y2 − x‖ − ‖y3 − y2‖ < 2r − r = r.Siten x ∈ D3, mikä on ristiriita.Loppu seuraakin tästä. Koska

H
1(A) ≤ H

1

(
A ∩

3⋃

i=1

⋃

D∈Di

D

)
≤

3∑

i=1

H
1

(
A ∩

⋃

D∈Di

D

)
,niin välttämättä jollain i ∈ {1, 2, 3} pätee

H
1(A) ≤ 3H 1

(
A ∩

⋃

D∈Di

D

)
.Näin väite on todistettu. �Lause 6.5. Olkoon ν tason R2 singulaarinen Radonin ulkomitta ja olkoon L kokoel-ma suoria siten, että H 1(B ∩ l) > 0 jollain l ∈ L aina, kun B on Borel-joukko,jolle ν(B) > 0. Tällöin jokaiselle Borel-joukolle B, jolle ν(B) > 0, on suora l ∈ Lsiten, että kaikilla ε > 0 on r > 0, jolle

2r < εν(S(l, r)∗ ∩ B).Todistus. Olkoon B ⊂ R2 Borel-joukko, jolle ν(B) > 0. Lauseiden 2.11 ja 2.9 mu-kaan(11) lim
r→0

ν(B(x, r))

r2
= ∞ ja lim

r→0

ν(B ∩B(x, r))

ν(B(x, r))
= 1

ν-melkein kaikilla x ∈ B. Väitteeseen riittää etsiä rajoitettu Borel-joukko B′ ⊂ B,jolle ν(B′) > 0 ja kohdan (11) rajankäynnit ovat tasaisia. Esimerkiksi jälkimmäisenrajankäynnin kohdalla halutaan, että kaikilla m < 1 on R > 0, jolle kaikilla 0 < r <
R pätee

ν(B ∩B(x, r))

ν(B(x, r))
> mkaikilla x ∈ B′ yhtä aikaa. Jos nimittäin tällainen B′ löytyy, seuraa väite suoravii-vaisesti: Koska ν(B′) > 0, löytyy suora l ∈ L, jolle H 1(B′ ∩ l) > 0, ja itse asiassa66



pätee 0 < H 1(B′ ∩ l) < ∞, sillä B′ on rajoitettu. Olkoon sitten ε > 0. Tällöin on
r > 0, jolle kaikilla x ∈ B′

ν(B(x, r)) >
3 · 8r2

εH 1(B′ ∩ l) ja ν(B ∩B(x, r)) >
1

2
ν(B(x, r)),joten

ν(B ∩B(x, r)) >
3 · 4r2

εH 1(B′ ∩ l)kaikilla x ∈ B′. Lemman 6.4 mukaan löytyy erilliset suljetut kiekot B1, B2, . . . , Bm,joiden keskipisteet ovat joukossa B′∩ l ja joiden säde on r. Lisäksi niille on voimassa
H

1(B′ ∩ l) ≤ 3H 1

(
(B′ ∩ l) ∩

m⋃

i=1

Bi

)
≤ 3m2r.Kiekkojen lukumäärälle pätee siis m ≥ H 1(B′∩l)

3·2r
, joten erillisyyttä käyttäen saadaan

ν

(
B ∩

m⋃

i=1

Bi

)
=

m∑

i=1

ν(B ∩ Bi) >
H 1(B′ ∩ l)

3 · 2r · 3 · 4r2

εH 1(B′ ∩ l) =
2r

ε
.Koska B ∩⋃m

i=1Bi ⊂ B ∩ S(l, r)∗, niin väite seuraa.Pitää siis vain perustella, että tällainen B′ löytyy. Koska ν(B ∩ B(0, n)) < ∞,
B ∩ B(0, n) on Borel-joukko kaikilla n ∈ N ja

lim
n→∞

ν(B ∩B(0, n)) = ν(B) > 0,niin valitsemalla riittävän iso n saadaan Borel-joukko A = B ∩ B(0, n), jolle 0 <
ν(A) <∞. Olkoon sitten

A′ = {x ∈ A : D(ν,L 2, x) määritelty ja D(ν,L 2, x) = ∞},jolloin A′ on Borel-joukko Huomautuksen 2.5 perusteella. Kohdan (11) mukaan
ν(A′) = ν(A) > 0. Määritellään kaikilla n, k ∈ N joukko

An,k =

{
x ∈ A′ :

ν(B(x, r))

r2
≥ k kaikilla r ∈ Q ∩ (0, 1/n]

}

= A′ ∩
⋂

r∈Q∩(0,1/n]

{
x ∈ R2 :

ν(B(x, r))

r2
≥ k

}
,joka on Borel jälleen Huomautuksen 2.5 perusteella. Olkoon k ∈ N. Tällöin

A′ =

∞⋃

n=1

An,k, A1,k ⊂ A2,k ⊂ . . . ,joten
lim

n→∞
ν(An,k) = ν

( ∞⋃

n=1

An,k

)
= ν(A′) <∞.67



Valitaan sitten indeksi nk ∈ N, jolle
ν(Ank ,k) ≥ (1 − 2−k−1)ν(A′)eli
ν(A′ \Ank ,k) ≤ 2−k−1ν(A′).Niinpä määrittelemällä

A′′ =
∞⋂

k=1

Ank,ksaadaan
ν(A′′) = ν(A′) − ν(A′ \ A′′) ≥ ν(A′) −

∞∑

k=1

ν(A′ \ Ank,k)

≥ ν(A′) − 1

2

∞∑

k=1

2−kν(A′) =
1

2
ν(A′) > 0.Lisäksi

lim
r→0

ν(B(x, r))

r2
= ∞tasaisesti joukossa A′′ ⊂ B. Perustelematta on siis enää, että myös toinen kohdan(11) rajankäynneistä saadaan tasaiseksi jossain joukossa A′′′ ⊂ A′′, jolle ν(A′′′) > 0.Tällainen löytyy samanlaisella konstruktiolla kuin edellä ja todistus on valmis, kunasetetaan B′ = A′′′. �Seuraava lemma sanoo, että duaalisuoria on ulkomitan νE kannalta vain vähänyksittäiseen suuntaan. Sen vuoksi ulkomitan νE tapauksessa Lauseen 6.5 suorajouk-kona ei tarvitse käyttää koko duaalijoukkoa Ê. Sovitaan, että Eθ = E ∩ lθ kaikilla

θ ∈ [0, π).Lemma 6.6. Olkoon E ⊂ R2\{0} Borel-joukko, jolle H 1(E) <∞ ja H 1(pθ(E)) =

0 melkein kaikille θ ∈ [0, π), ja olkoon νE kuten Määritelmässä 5.9. Tällöin νE(Ẽθ) =
0 kaikilla θ. Erityisesti Lauseen 6.5 mukaan jokaiselle Borel-joukolle B, jolle νE(B) >
0, ja jokaiselle numeroituvalle joukolle Θ ⊂ [0, π) on suora l ∈ L,

L =

{
x̂ : x ∈ E \

⋃

θ∈Θ

lθ

}
,siten, että kaikilla ε > 0 on r > 0, jolle

2r < ενE(S(l, r)∗ ∩B).Todistus. Osoitetaan ensin, että(12) H
1(x̂ ∩ Ẽθ) = 0 kaikilla x ∈ E \ Eθ.68



x̂

x ∈ E \ Eθ

Eθ

lθẼθ

Kuva 11. Lemma 6.6.Tehdään vastaoletus: on x ∈ E \Eθ, jolle H 1(x̂∩ Ẽθ) > 0. Lauseen 5.4 perusteella x̂ja lθ⊥ eivät ole yhdensuuntaisia, joten Lauseen 4.8 todistuksen perusteella H 1(pθ(x̂∩
Ẽθ)) > 0. Niinpä Fubinin lauseen 1.35 ja muuttujanvaihtolauseen 1.36 mukaan

L
2(Ẽθ) =

∫

lθ

H
1(Ẽθ ∩ (b+ lθ⊥)) dH 1b = ∞,koska H 1(Ẽθ∩(b+lθ⊥)) = ∞ kaikille b ∈ pθ(x̂∩Ẽθ). Tämä on kuitenkin mahdotonta,sillä Ẽθ ⊂ Ẽ ja Lauseen 5.7 mukaan L 2(Ẽ) = 0. Vastaoletus on väärä ja (12) pätee.Nyt Lauseen 5.5 mukaan Ẽθ on Suslin-joukko ja siksi myös νE-mitallinen, jotenLauseen 1.26 mukaan on Borel-joukko B ⊂ Ẽθ, jolle νE(B) = νE(Ẽθ). Tietenkinpätee H 1(x̂ ∩ B) = 0 kaikilla x ∈ E \ Eθ. Lisäksi joukko Eθ on suoristuva, joten

H 1(Eθ) = 0: ellei, niin Lauseen 4.8 mukaan H 1(pα(E)) ≥ H 1(pα(Eθ) > 0 melkeinkaikilla α ∈ [0, π). Niinpä
νE(Ẽθ) = νE(B) =

∫

E

H
1(x̂ ∩B) dH 1x

=

∫

Eθ

H
1(x̂ ∩ B) dH 1x+

∫

E\Eθ

H
1(x̂ ∩B) dH 1x = 0.Loppuosaa varten olkoon B Borel-joukko, jolle νE(B) > 0. Lauseen 5.11 mukaan

νE on singulaarinen Radonin ulkomitta, joten riittää näyttää, että myös L toteuttaa69



Lauseen 6.5 oletukset. Nyt alkuosan perusteella
νE(B \

⋃

θ∈Θ

Ẽθ) ≥ νE(B) −
∑

θ∈Θ

νE(Ẽθ) = νE(B) > 0.Lauseen 1.26 mukaan on Borel-joukko B′ ⊂ B \⋃θ∈Θ Ẽθ, jolle
0 < νE(B \

⋃

θ∈Θ

Ẽθ) = νE(B′) =

∫

E

H
1(x̂ ∩ B′) dH 1x,joten löytyy x ∈ E, jolle H 1(x̂ ∩ B′) > 0. Koska kaikilla x ∈ ⋃

θ∈ΘEθ pätee
x̂ ∩ B′ = ∅, on x välttämättä sellainen, jolle x̂ ∈ L. Koska B′ ⊂ B \⋃θ∈Θ Ẽθ, niinväite seuraa Lauseesta 6.5. �Lause 6.7. Olkoon E ⊂ R2\{0} Borel-joukko, jolle H 1(E) <∞ ja H 1(pθ(E)) = 0melkein kaikilla θ ∈ [0, π). Olkoon νE kuten Määritelmässä 5.9 ja olkoon

L =

{
x̂ : x ∈ E \

⋃

θ∈Θ

lθ

}
,missä Θ ⊂ [0, π) on numeroituva. Tällöin kaikilla ε > 0 on numeroituva kokoelmanauhoja Si = S(li, ri), missä i ∈ N, li ∈ L ja ri > 0, joille

νE

(
Ẽ \

⋃

i

Si∗

)
= 0,ja ∑

i

2ri < ε.Nauhat voidaan lisäksi valita niin, ettei eri nauhoilla ole yhteisiä suoria, jolloinmyöskään eri nauhojen duaalijanoilla ei ole yhteisiä pisteitä.Todistus. Olkoon B ⊂ R2 Borel-joukko, jolle νE(B) < ∞. Näytetään ensin, ettänauhat löydetään, kun vaaditaankin, että
νE

(
B \

⋃

i

Si∗

)
= 0mutta pidetään väite muuten ennallaan. Merkitään ν = νE esityksen selventämisek-si. Olkoon ε > 0. Olkoot B0 = B, Θ0 = Θ ja L0 = L. Kullakin askeleella i = 1, 2, . . .toimitaan seuraavasti: Jos ν(Bi−1) = 0, niin voidaan lopettaa. Muutoin määritellään

Si = {S(l, r) : l ∈ Li−1, r > 0, 2r < εν(S(l, r)∗ ∩Bi−1)},jolloin Lemman 6.6 mukaan Si 6= ∅. Niinpä oletuksen ν(B) <∞ perusteella löytyynauha Si = S(li, ri) ∈ Si, jolle(13) ν(Si∗ ∩ Bi−1) ≥
1

2
sup
S∈Si

ν(S∗ ∩ Bi−1).70



Olkoon xi ∈ E se piste, jolle li = x̂i, ja olkoon θi ∈ [0, π) se kulma, jolle xi ∈ lθi
.Lopuksi määritellään

Bi = Bi−1 \ Si∗ = B \
i⋃

j=1

Sj∗, Θi = Θi−1 ∪ {θi}ja
Li =

{
x̂ : x ∈ E \

⋃

θ∈Θi

lθ

}
.Jos ν(Bi) = 0 jollain i ∈ N, niin konstruktio päättyy ja väite seuraa, kuten hetkenpäästä näytetään. Oletetaan ensin kuitenkin, ettei äärellinen määrä askelia riitä, jamerkitään

B∞ = B \
∞⋃

i=1

Si∗Pitää siis osoittaa, että ν(B∞) = 0. Tehdään vastaoletus: ν(B∞) > 0. Määritelläänsitten
L∞ =

{
x̂ : x ∈ E \

⋃

θ∈∪iΘi

lθ

}ja
S∞ = {S(l, r) : l ∈ L∞, r > 0, 2r < εν(S(l, r)∗ ∩ B∞)},jolloin Lemman 6.6 mukaan S∞ 6= ∅. Olkoon S∞ ∈ S∞. Koska

L∞ ⊂ . . . ⊂ L1 ⊂ L0 = Lja
ν(S(l, r)∗ ∩B∞) ≤ ν(S(l, r)∗ ∩ Bi) ≤ ν(S(l, r)∗ ∩ Bi−1)kaikilla i = 1, 2, . . ., l ∈ L ja r > 0, niin

S∞ ⊂ . . . ⊂ S2 ⊂ S1.Niinpä S∞ ∈ ⋂∞
i=1 Si, joten valinnan (13) perusteella kaikille i = 1, 2, . . .

ν(Si∗ ∩ Bi−1) ≥
1

2
ν(S∞∗ ∩Bi−1) ≥

1

2
ν(S∞∗ ∩B∞) > 0.Tällöin joukkojen Si∗ ∩Bi−1 erillisyydestä seuraa

ν(B) = ν

( ∞⋃

i=1

(Si∗ ∩Bi−1)

)
=

∞∑

i=1

ν(Si∗ ∩Bi−1) ≥
∞∑

i=1

1

2
ν(S∞∗ ∩B∞) = ∞,mikä on mahdotonta, sillä oletettiin, että ν(B) <∞. Näin ollen ν(B∞) = 0.Nyt on siis näytetty, että löytyy numeroituva kokoelma nauhoja Si = S(li, ri),

li ∈ L ja ri > 0, joille
ν

(
B \

⋃

i

Si∗

)
= 0.71



Lauseen 5.4 mukaan li ‖ lθi
⊥ kaikilla i. Toisaalta xi ∈ E \ ⋃i−1

j=1 lθj
, joten θi 6= θj ,eivätkä li ja lj voi olla yhdensuuntaisia, kun j = 1, 2, . . . , i − 1. Siksi Si ∩ Sj = ∅,kun j = 1, 2, . . . , i − 1, joten eri nauhoilla ei ole yhteisiä suoria. Lisäksi joukkojen

Si∗ ∩Bi−1 erillisyyden perusteella
∑

i

2ri ≤
∑

i

εν(Si∗ ∩ Bi−1) = εν

(
B ∩

⋃

i

Si∗

)
= εν(B).***Tarkastellaan seuraavaksi alkuperäistä väitettä. Koska νE on σ-äärellinen Borel-säännöllinen ulkomitta, löytyy numeroituva kokoelma Borel-joukkojaBi, i = 1, 2, . . .,joille R2 =

⋃
iBi ja ν(Bi) < ∞ kaikilla i. Todistuksen alkuosaa voidaan soveltaanäihin. Olkoon ε > 0. Olkoot jälleen Θ0 = Θ ja L0 = L. Etsitään nauhoja taas as-kelittain. Jokaisessa vaiheessa i = 1, 2, . . . löytyy alkuosan perusteella numeroituvakokoelma nauhoja Si,j = S(li,j, ri,j), missä li,j ∈ Li−1 ja ri,j > 0, joille

ν

(
Bi \

⋃

j

Si,j∗

)
= 0,

∑

j

2ri,j < 2−iε.Kuten edellä näytettiin, voidaan myös vaatia, ettei joukon Si = {Si,j}j eri nauhoillaole yhteisiä suoria. Olkoon xi,j ∈ E se piste, jolle li,j = x̂i,j , ja olkoon θi,j ∈ [0, π) sekulma, jolle xi,j ∈ lθi,j
. Määritellään sitten

Θi = Θi−1 ∪ {θi,1, θi,2, . . .}, Li =

{
x̂ : x ∈ E \

⋃

θ∈Θi

lθ

}
.Huomaa erityisesti, että Θi pysyy numeroituvana.Haluttu numeroituva nauhojen kokoelma on S =

⋃
i Si = {Si,j}i,j: Ensinnäkin

ν

(
Ẽ \

⋃

S∈S

S

)
= ν

(
Ẽ \

⋃

i

⋃

j

Si,j

)
≤

∞∑

i=1

ν

(
Bi \

⋃

j

Si,j

)
= 0ja ∑

i,j

2ri,j =
∑

i

∑

j

2ri,j ≤
∑

i

2−iε ≤ ε.Pitää enää näyttää, ettei joukon S eri nauhoilla ole yhteisiä suoria. Olkoot siis
Si,j, Sk,l ∈ S eri nauhoja. Jos i = k, niin valinnan perusteella Si,j ∩ Sk,l = ∅.Muutoin oletetaan, että i > k, ja tehdään vastaoletus: Si,j ∩ Sk,l 6= ∅. Nauhatkoostuvat yhdensuuntaisista suorista, joten vastaoletuksen nojalla li,j ‖ lk,l. TällöinLauseen 5.4 mukaan

lθi,j
⊥ ‖ li,j ‖ lk,l ‖ lθk,l

⊥ ,joten θi,j = θk,l. Kuitenkin xi,j ∈ E\⋃θ∈Θi−1
lθ ja θk,l ∈ Θi−1, sillä i > k. Siispä xi,j ∈

lθi,j
ei voi kuulua suoralle lθi,j

, mikä on ristiriita. Tämä päättää todistuksen. �72



Huomautus 6.8. Ennen Lauseen 6.1 todistusta on perusteltava, että nauhoistasaadaan sellaisia, että Lemman 6.3 arviota voidaan soveltaa niihin, kun E on ra-joitettu. Olkoon siis E ⊂ R2 \ {0} rajoitettu Borel-joukko, jolle H 1(E) < ∞ ja
H 1(pθ(E)) = 0 melkein kaikille θ ∈ [0, π). Tällöin Lemman 6.3 mukaan on m > 0,jolle kaikilla 0 < r ≤ m ja kaikilla l ∈ Ê(14) H

1(Ŝ(l, r)) ≤ 2r/m2.Lauseen 6.5 todistuksesta nähdään, että voidaan hyvin vaatia, että saatava nauha
S(l, r) on riittävän kapea, toisin sanoen 0 < r ≤ m. Sama vaatimus voidaan silloinluonnollisesti esittää myös Lemmassa 6.6, jota Lause 6.7 käyttää. Siten se �periytyy�myös sille ja siksi voidaan olettaa, että edellä mainituin oletuksin jokaisen Lauseen6.7 antaman nauhan duaalijanalle on voimassa arvio (14).Lauseen 6.1 todistus. Voidaan hyvin olettaa, että 0 /∈ E. Olkoon En = E ∩ B(0, n)jokaisella n ∈ {1, 2, . . .}. Jokaiselle En löytyy Lemman 6.3 mukaan luku mn > 0,jolle

H
1(Ŝ(l, r)) ≤ m−2

n 2r,kun l ∈ Ên ja r ≤ mn. Huomaa, että jokainen joukko En toteuttaa Lauseen 6.7oletukset.Totuttuun tapaan konstruktio on induktiivinen. Olkoon Θ0 = ∅. Ulommaisiniteraatio tehdään indeksin n = 1, 2, . . . suhteen. Olkoon Θn,0 = Θn−1 ja olkoon
Ln,0 =

{
x̂ : x ∈ En \

⋃

θ∈Θn−1

lθ

}
.Tämän sisällä tehdään iteraatio indeksin i = 1, 2, . . . suhteen. Lauseen 6.7 mukaanlöytyy nauhat Sn,i,j = S(ln,i,j, rn,i,j), ln,i,j ∈ Ln,i−1, j = 1, 2, . . ., joille

νEn

(
Ẽn \

⋃

j

Sn,i,j∗

)
= 0,

∑

j

2rn,i,j < m2
n2−n2−i.Ne voidaan myös valita niin, ettei eri nauhoilla ole yhteisiä suoria, mikä perusteltiinLauseessa 6.7. Huomautuksen 6.8 mukaan voidaan lisäksi vaatia, että rn,i,j ≤ mn,jolloin Lemman 6.3 mukaan

H
1(Ŝn,i,j) ≤ m−2

n 2rn,i,j,joten(15) ∑

j

H
1(Ŝn,i,j) ≤ m−2

n

∑

j

2rn,i,j ≤ 2−n2−i.73



Olkoon sitten xn,i,j ∈ En se piste, jolle x̂n,i,j = ln,i,j ja θn,i,j ∈ [0, π) se kulma, jolle
xn,i,j ∈ lθn,i,j

. Määritellään i-kierroksen päätteeksi
Θn,i = Θn,i−1 ∪ {θn,i,1, θn,i,2, . . .}, Ln,i =

{
x̂ : x ∈ En \

⋃

θ∈Θn,i

lθ

}
.Kierros indeksin n suhteen päättyy, kun vastaavasti määritellään

Θn = Θn−1 ∪
⋃

i

Θn,i =

n⋃

k=1

⋃

i

Θk,i.Olkoon S = {Sn,i,j}n,i,j, joka on numeroituva. Osoitetaan sitten, ettei joukon Seri nauhoilla ole yhteisiä suoria. Tehdään vastaoletus: on nauhat Sn,i,j, Sm,k,l ∈ S ,
(n, i, j) 6= (m, k, l), joille Sn,i,j ∩ Sm,k,l 6= ∅. Tämän ja Lauseen 5.4 perusteella

lθ⊥n,i,j
‖ ln,i,j ‖ lm,k,l ‖ lθ⊥

m,k,l
,joten θn,i,j = θm,k,l. Jos nyt n > m (tapaus n < m vastaavasti), niin

θn,i,j ∈ [0, π) \ Θn−1 ⊂ [0, π) \ Θm.Kuitenkin θm,k,l ∈ Θm, mikä on ristiriita. Niinpä voidaan olettaa, että n = m. Jossitten i > k (vastaavasti i < k), niin
θn,i,j ∈ [0, π) \ Θn,i−1 ⊂ [0, π) \ Θn,k = [0, π) \ Θm,k.Kuitenkin θm,k,l ∈ Θm,k, mikä on ristiriita. Niinpä välttämättä (n, i) = (m, k). Nau-hat kuitenkin valittiin niin, ettei varsinkaan tässä tapauksessa niillä voi olla yhteisiäsuoria. Siten vastaoletus on väärä.Huomaa, että νE(A) ≤ ∑

n νEn
(A) kaikilla A ⊂ R2: Borel-joukoille väite on il-meinen. Yleisessä tapauksessa ulkomitan νEn

Borel-säännöllisyyden mukaan löytyykaikilla n Borel-joukko An ⊃ A, jolle νEn
(An) = νEn

(A). Siten
νE(A) ≤ νE

(⋂

k

Ak

)
≤
∑

n

νEn

(⋂

k

Ak

)
≤
∑

n

νEn
(An) =

∑

n

νEn
(A).Niinpä kaikilla i = 1, 2, . . .(16) νE

(
Ẽ \

⋃

n,j

Sn,i,j∗

)
≤
∑

k

νEk

(
Ẽ \

⋃

n,j

Sn,i,j∗

)
≤
∑

k

νEk

(
Ẽk \

⋃

j

Sk,i,j∗

)
= 0.Jos νE(Ẽ) = 0, niin H 1(E) = 0 eikä väitteessä ole mitään todistettavaa. Muussatapauksessa {Sn,i,j}n,j 6= ∅ kaikilla i = 1, 2, . . ., joten kohdan (16) nojalla kaikilla

i = 1, 2, . . . νE-melkein jokainen x ∈ Ẽ kuuluu jollekin suoralle l ∈ ⋃n,j Sn,i,j. Koskavalituilla nauhoilla ei ole yhteisiä suoria, on νE-melkein jokaiselle x ∈ Ẽ

#

{
l ∈

⋃

S∈S

S : x ∈ l

}
= ∞,74



joten Lauseen 5.14 mukaan H 1-melkein kaikilla x ∈ E

#
⋃

S∈S

Ŝ ∩ (x+ lθ) = ∞melkein kaikilla θ ∈ [0, π). Koska S on numeroituva ja Ŝ ⊂ R2, S ∈ S , on jana,niin ⋃S∈S
Ŝ on suoristuva Borel-joukko. Lisäksi kohdan (15) mukaan

H
1

( ⋃

S∈S

Ŝ

)
=
∑

n,i,j

H
1(Ŝn,i,j) =

∑

n

∑

i

∑

j

H
1(Ŝn,i,j) ≤

∑

n

∑

i

2−n2−i = 1.Näin ollen joukko F =
⋃

S∈S
Ŝ antaa väitteen. �
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