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Tiivistelma

Ty0ssd johdetaan kahden, kolmen ja neljdn klassisen hiukkasen muodostaman jér-
jestelmin ominaisenergiat ja -moodit. Alimmilla taajuuksilla virdhtelevien moo-
dien energiat kvantisoidaan ja niistdi muodostetaan semiklassisen kvanttipisteen
energiaspektri. Konstruoitu energiaspektri sopii sekd kvalitatiivisesti, ettd kvanti-
tatiivisesti vastaavien kvanttipisteiden energiaspektreihin. Tapaa voi mahdollises-
ti kdyttdd myos suuremmissa jarjestelmissd. Hiukkaset todella virdhtelevit klas-
sisten moodien tapaisesti, mikd nidkyy niiden parikorrelaatiofunktioista. Lopuksi
todetaan, ettd konstruointitapaa voi testata myos silloin, jos kahden alhaisella taa-
juudella virdhtelevin klassisen moodin energiat leikkaavat jollakin pyorimismii-
rdn arvolla. Kahden moodin energioiden leikkaaminen todettiin neljdn hiukkasen
jarjestelméssd, mutta se oli kahden suurella taajuudella virdhtelevan moodin vi-
lill4.
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Lukul

Johdanto

Elektronit ovat hiukkasia, jotka hylkivit toisiaan kahdesta eri fysikaalisesta syys-
td. Koska ne ovat varaukseltaan identtisid, ne kokevat Coulombin poistovoiman.
Toisaalta Paulin kieltosddnnon mukaan kaksi elektronia ei voi olla tismélleen sa-
massa kvanttitilassa. Vaikka elektronit hylkivit toisiaan periti kahdella eri taval-
la, ne ovat luonnossa erittiin tiiviisti tekemisissi toistensa kanssa. Ne muodostavat
yhdessi protonien ja neutronien, eli ydinhiukkasten, kanssa kaikki maailmankaik-

keuden atomit.

Elektroneja yritettiin 1980-luvulla vangita ihmisen toimesta tarkoituksella kah-
teen ulottuvuuteen, ja vieldpi rajoittaa niiden liikkuminen tasossa pieneen aluee-
seen. Ensimmdisti kertaa saatiin pienelle alueelle vangittujen elektronien ominai-
suuksia mitattua liki samaan aikaan kahdessa eri laboratoriossa. Venildiset fyysi-
kot Alex Ekimov ja Alexander Efros vangitsivat elektroneja lyijyéd ja rikkii sisil-

taviidn lasiin loffen instituutissa Pietarissa 1980-luvun alkupuolella.[1, 2, 3]

Hieman Ioffen kokeiden aloittamisen jidlkeen Bell Laboratories’in yhdysvalta-
lainen tutkija Louis Brus kollegoineen tutki elektronien ominaisuuksia puolijoh-
teilla ja sai niinikdén elektroneja kahlittua pieneen tilaan. Pieneen tilaan vangit-
tujen elektronien on havaittu kéyttaytyvin esimerkiksi siten, ettd elektronijoukon
energiaspektri on epdjatkuva. Systeemin kéyttdytyminen muistuttaa siltd osin ato-
min elektroniverhon kiytostd. Pienelle alueelle kahlittua elektronijoukkoa kutsu-
taan nykyiin kvanttipisteeksi. Kvanttipisteiden rooli tulevaisuuden nanoelektro-
niikassa voi olla hyvin merkittdvi ja niiden ominaisuuksia tutkitaan useissa eri

yliopistoissa.[3, 4]
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1980 -luvun alku oli muutenkin mielenkiintoista aikaa materiaalifysiikassa.
Vuonna 1980 saksalainen fyysikko Klaus von Klitzing 16ysi uuden luonnonil-
mion tutkiessaan Hallin ilmi6téd puolijohteilla. Hén tutki Hallin ilmi6td hyvin kyl-
missd lampdotilassa ja erittdin voimakkaassa magneettikentdssid. Mittaukset liit-
tyivét transistorin ominaisuuksien tutkimiseen. Niiden tarkkuus oli hyvin korkea:
noin kymmenesmiljoonasosa mittausarvoista. Kokeen tulos oli aivan ennalta ar-
vaamaton, silld havaintona oli kvantittunut Hallin ilmi6. Kuvassa 1.1 on esitetty

Klitzingin kokeessa ilmennyt resistanssin kiyttdytyminen magneettikentéin funk-
tiona. [5, 6]
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Kuva 1.1: Klaus von Klitzingin suorittaman kokeen tulokset. Koe on suoritettu noin 8
mK ldmpdtilassa ja Hallin resistanssia Ry = p,, kuvaa ylempi jatkuva kidyri ja resistii-

visyyden diagonaaliosaa p,, alempi kédyrd. Kuva on otettu von Klitzingin pitimistid Nobel
-palkinnon vastaanottoluennosta. [5]

Hallin resistanssi ei kasvanutkaan lineaarisesti, kuten normaalissa Hallin il-
midssd, vaan se kasvoi portaittain tietyilld magneettikentdn arvoilla. Osoittautui,

ettd Hallin resistanssin vakioarvot pystyttiin lausumaan seuraavan yhtidlon mukai-
sesti
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Ry = (1.1)

missd A = Planckin vakio ja e = alkeisvaraus ja v = jokin kokonaisluku. Tulokset
yllattivit tiysin tiedeyhteison, silld aiheesta ei oletettu 10ytyvéin endéd mitéén tie-
teellisesti ndin mielenkiintoista. Ensimmadisti kertaa havaittiin makroskooppisen
suureen, eli tidssd tapauksessa resistanssin, kvantittuvan. [5]

Klitzingin tekemii 10ytod pidettiin hyvin merkittavind ja ilmiotd alettiin tut-
kia tarkemmin. Loydon merkittavyydestd kertoo myos se, ettd Klaus von Klitzing
palkittiin fysiikan Nobelilla vuonna 1985. Kuva 1.1 on otettu von Klitzingin pita-
mistd Nobel -palkinnon vastaanottoluennosta. Siitd nihdddn Hallin resistiivisyy-
dessid p,, ilmenevin tasanteita tietyilld magneettikentéin arvoilla. Samoilla mag-
neettikentin arvoilla esiintyy diagonaaliresistiivisyydessi p,, minimikohtia. Von
Klitzingin havaitsema ilmio tunnetaan nykyisin nimelld kokonaisluvuilla kvantit-
tunut Hallin ilmid (Integer Quantum Hall Effect). [Imiotd kidytetdin muun muassa
hienorakennevakion o = % tarkkaan mittaamiseen. Lisiksi sen avulla voidaan
asettaa resistanssille standardi eli yksi ohmi saadaan mitattua sitd kdyttden hyvin
tarkasti. [5, 7]

Vuonna 1982 saksalainen fyysikko Horst L. Stormer tutki yhdessé kiinalaisen
fyysikon Daniel C. Tsuin kanssa samaa ilmi6td. He kayttivit vieldkin suurempaa
magneettikenttid ja pienempidd ldmpdotilaa. Mitatessaan Hallin resistanssia mag-
neettikentéin funktiona hekin totesivat, ettei se kidyttiaydy lineaarisesti, kuten Hallin
ilmidssé klassisesti ajateltuna pitdisi kdyda. [35, 9]

Hallin resistanssi kasvoi padsddntoisesti magneettikentin kasvaessa, mutta kas-
vu tapahtui edelleen portaittain. Ylldtyksekseen he l6ysivit uuden tason Hallin
resistanssille aikaisemmin 10ydettyjen yldpuolelta. He havaitsivat, ettd se vastaa
kaavan (1.1) resistanssin arvoa murtoluvulla % Myohemmin he havaitsivat lisda
Hallin resistanssille vastaavantyyppisid vakioarvoja ja totesivat, ettd jokaisen arvo
voitiin lausua kyseisen kaavan mukaisesti, jos sallitaan kertoimelle » my&s murto-
lukuarvoja, kuva 1.2. Tsui ja Stormer palkittiin fysiikan Nobel -palkinnolla vuon-
na 1998 ja heidén 10ytdmédnsd luonnonilmidtd kutsutaan nykyddn murtoluvuilla
kvantittuneeksi Hallin ilmioksi (Fractional Quantum Hall Effect). [5, 9]

Yhdysvaltalainen fyysikko Robert B. Laughlin kehitti ensimmaéisen teoriamal-
lin kuvaamaan kvantittuneita Hallin ilmi6ité. Intialainen fyysikko J. K. Jain puo-

lestaan keksi teorian kvanttipisteille 1980 -luvun lopussa. Niméd molemmat pie-
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Kuva 1.2: Horst L. Stérmerin ja Daniel C. Tsuin tekeméssi kokeessa havaittiin myos re-
sistanssin arvoja Ry = V—Zg, kun v ei ole kokonaisluku vaan murtoluku. Suurimman arvon
Hallin resistanssille he saivat murtoluvulla v = % He havaitsivat resistanssin diagonaa-

liosassa R minimikohtia Hallin resistanssin Ry vakioarvojen yhteydessi. [8]

nen mittaluokan ilmiot, kvantittunut Hallin ilmio ja kvanttipisteet, yhdisti saman
teorian alle Jain 1990 -luvun puolivilissid. Aikaisemmin Laughlin oli jo kéyttinyt
kvanttipisteitd oman teoriansa testaamisessa. [10, 11, 12, 13, 14]



Luku 2

Kvanttipisteet ja kvantittuneet
Hallin ilmiot

2.1 Kvanttipisteen ominaisuuksia

Kvanttipisteeksi kutsutaan monen elektronin muodostamaa joukkoa, jossa elekt-
ronit saadaan keinotekoisesti pysymédidn koossa. Yleensd kvanttipisteen elektro-
nit saadaan pysymiin koossa vahvan magneettikentiin avulla. Pieneen tilaan van-
gittujen elektronien monet ominaisuudet muistuttavat atomin ominaisuuksia, jo-
ten usein kvanttipisteitd kutsutaan myos keinotekoisiksi atomeiksi. Kdytinnossi
kvanttipiste tehdéén siten, ettd elektronien liike rajoitetaan kahteen ulottuvuuteen
ja niissidkin ne kokevat magneettikentdn aiheuttaman harmonisen potentiaalin.
Suuri osa keinotekoisten atomien ominaisuuksista tiedetddn puolijohteiden joh-
tavuusmittausten pohjalta. [15]

Kvanttipisteen N elektronia voidaan saada pyoriméddn magneettikentéin avulla.
Magneettikentédn vaikutuksesta jokainen elektroni asettuu tiettyd pyOrimismairidd
vastaavaan tilaan /; kuvan 2.1 mukaisesti siten, ettd joukon kokonaispyOrimis-
madrd on Z;VZI l; = L. Kvanttipisteen hiukkaset voivat olla saman pyOrimisméé-
rdn ominaistilassa ainoastaan, jos niiden spinit ovat vastakkaissuuntaiset. Kuvan
2.1 tapauksessa magneettikenttd on niin voimakas, ettd spinit ovat polarisoituneet.
Kuvassa vinosti kulkevat energiatasot ovat nimeltdan Landaun tasoja, joten nyt
kaikki hiukkaset ovat kyseistd pyorimismiirdd vastaavalla alimmalla Landaun ta-

solla.

11
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Kuva 2.1: Vasemmalla: kolmen hiukkasen systeemi pyorimisméddraa L. = 3 vastaavas-
sa energian perustilassa. Oikealla: kolmen hiukkasen systeemi pyOrimisméaardd L = 9

vastaavassa energian perustilassa.

Yleensd kvanttipisteen energian ominaisarvot ja aaltofunktio lasketaan diago-
nalisoimalla systeemin Hamiltonin matriisi. Menetelma kéy vain pienen hiukkas-
méidran kvanttipisteiden energioiden ratkaisemiseen. Vaihtoehtoisesti kvanttipis-
teen fysikaalisten suureiden selvittdmiseen voidaan kéyttaa tiheysfunktionaaliteo-
riaa.[15]

Tamin tyon kannalta olennaisen kvanttipisteen ominaisuus on sen energian
perustilan jaksollisuus. Sen on havaittu noudattavan /N pyorimisméérin arvon jak-

sollisuutta, missd /V on kvanttipisteen hiukkasten lukumééra. [15, 16]

2.1.1 Hamiltonin matriisin tarkka diagonalisoiminen

Usean hiukkasen muodostaman kvanttipisteen Hamiltonin funktio on

N 2 N 2

D; e
H = — + V(r; -, 2.1
; (Qm* Vi )) * Z dreeg|r; — 1y @1

1<j

misséd V(r;) tarkoittaa ulkoista potentiaalia eli kdytdnnossi kaksiulotteista harmo-
nista potentiaalia. Liike-energia- seké potentiaalitermit ovat tuttuja, mutta massan
m paikalla on efektiivinen massa m*, jonka avulla huomioidaan kyseisen puoli-
johdemateriaalin muiden kuin kvanttipisteeseen kuuluvien elektronien vaikutuk-
set.

Hamiltonin matriisin tarkka ratkaiseminen voidaan suorittaa konfiguraatio-

vuorovaikutus -menetelmaélld (Configuration-Interaction, CI). Sen idea on kirjoit-
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taa ominaisarvo-ongelma

HY = BV 2.2)

jaratkaista se kirjoittamalla aaltofunktio N -elektronikannan 1) avulla. Aaltofunk-

tion ratkaisu on

U=Yor =) Couthm

= OrefVUrer + Z Z Ciawi(z + Z Z Cia,jbwia,jb T,

1,j<t a,b<a

(2.3)

misséd kertoimet C' on ratkaistava. Ensimmiinen termi Wges on jollakin muulla
tavalla saatava vertailutila ja se toimii ensimmadisend approksimaationa. CI- me-
netelmin suurimpina etuina voidaan mainita se, ettd sen avulla voidaan ratkaista
perustilan ohella my0s alimpien viritystilojen energiat. Viritysenergioiden avulla
voidaan saada tietoa perustilan elektronijakaumasta. Menetelmin ehdoton haitta-
puoli on se, etti sitd ei voida helposti soveltaa suuremmille, yli kymmenen hiuk-
kasta, kisittaville jarjestelmille.[15, 17]

Kéaytdnnossd yhtdlon (2.3) oikealla puolella olevat aaltofunktiot saadaan, kun
tiedetddn kokonaispyOrimismiird. Aaltofunktiot ovat silloin eri hiukkaskonfigu-
raatioita vastaavia Slaterin determinantteja. Tdssd vaiheessa on syytd ottaa kdyt-
toon Slaterin determinantille lyhyempi merkintd. Se on miehityslukuesitys, jossa
tiettyd hiukkaskonfiguraatiota vastaava tila kirjoitetaan muotoon [18]

¥ = ]010101000...) . (2.4)

Tilan paikalle laitetaan luku yksi sen ollessa miehitetty ja vastaavasti nolla sen ol-
lessa miehittimiton. Idea kiy paremmin selville kirjoittamalla kolmen hiukkasen

systeemin kuvan 2.1 oikeanpuoleisen tilanteen aaltofunktio

¢ = |001110000...) . (2.5)

Esityksestd (2.5) ndhdédidn suoraan, ettd tila vastaa kokonaispyorimismidrdan
L = 24 3+4 = 9 tilannetta. Tidlld merkintitavalla aaltofunktio (2.4) vastaa myos
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Kuva 2.2: Vasemmalla: kolmen hiukkasen systeemi pyorimismddraa L = 9 vastaavas-
sa energian perustilassa. Oikealla: kolmen hiukkasen systeemi pyOrimisméaardd L = 9

vastaavassa energian viritystilassa.

kokonaispyorimisméérdn L = 9 tilannetta, mutta eri hiukkaskonfiguraatiolla. Se
vastaa tapausta, jossa yksi hiukkanen on edelleen samassa pyOrimisméirin tilassa,
mutta muut kaksi ovatkin ensimmaéinen yhtd alemmassa ja toinen yhtid ylemmaissi
pyOrimisméédrin tilassa. Kokonaispyorimismiédrd on silloin L =1+ 345 = 9.

Tissd vaiheessa voidaan miettid, kuinka merkintitavalla saadaan erotettua toi-
sistaan esimerkiksi kuvan 2.2 pyOorimismiirdd L = 9 vastaavat hiukkaskonfigu-
raatiot. Vastaus on, ettd el mitenkédédn, mutta se ei ole tarkoituskaan. Yleensi rajoi-
tutaan tarkastelemaan alimman Landaun vyon tilanteita, koska sellaiset hiukkas-
konfiguraatiot ovat energialtaan kaikkein pienimpid. Ylempien Landaun tasojen
merkitys on usein hyvin véahdinen. [15]

Konfiguraatio-vuorovaikutus -menetelmén nimen alkuosuuden merkitys lie-
nee nyt jo selvinnyt. Loppuosan merkitys pyritdén selvittiméédn seuraavaksi. Aal-
tofunktion (2.3) mukainen perustilan aaltofunktio ratkaistaan minimoimalla ener-
gian odotusarvo kaikkien normalisoitujen ja antisymmetristen aaltofunktioiden

}\1/2> suhteen. Ensin kirjoitetaan matriisi

(U |H|W,) (0| H| W) (0| H|W5)
o |(RelE ) (Wl H|ws) (| H|ws) g
(wslarfen) Cwslarles) (wsljes) oo B0

Jotta ominaisarvoyhtilo olisi ratkeava, on vaadittava sen determinantin hividmi-
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nen

Det[H —¢1] =0, 2.7

missd H;; = (V;|H|¥;) ja ¢; on tilan |¥;) ominaisenergia. Kun yhtils (2.7)

ratkaistaan, saadaan ominaisarvojen joukko {¢;}. Perustilan energia on silloin

Ey = min{e;}, (2.8)

ja itse perustila on suoraan minimienergian indeksié k vastaava aaltofunktio |\If k>
Vaihtoehto CI -menetelmille on kvanttimekaaninen Monte Carlo -menetelmad, jo-
hon ei tdssd tarkastelussa sen enempéid perehdytd. Tassd tyossd kédytetddan CI -
menetelmiiin pohjautuvaa tietokoneohjelmaa. ' [15]

Monen hiukkasen muodostaman kvanttimekaanisen jéarjestelmén aaltofunktiot
menevit jo kahden hiukkasen tapauksessa yli kolmeulotteisiksi. Siksi todennédkoi-
syystiheyttd ei voida esittdd kuvassa. Hiukkasten jakaumasta saadaan kuitenkin
jonkin verran tietoa parikorrelaatiofunktion avulla. Matemaattisesti esitettynd se
on [19]

g(ry,ry) = /dr3r4...rN |U(ry,1,..tN5)| 2. (2.9

Se antaa todennékoisyystiheyden sille, missd miké tahansa toinen hiukkanen on,

kun ensimmaéinen on kiinnitetty paikkaan r;.

2.2 Tiheysfunktionaaliteoria

Tiheysfunktionaaliteoria (Density Functional Theory) perustuu Hohenbergin ja
Kohnin teoreemaan [20], jonka mukaan monihiukkasjérjestelmén energian perus-
tila on elektronitiheyden funktionaali. Tarkka perustila saadaan minimoimalla se
elektronitiheyden suhteen. Funktionaaliteoriaa varten on syytid perehtyd hieman

funktionaalin ja funktionaaliderivaatan kisitteisiin.

!Ohjelman on kirjoittanut Fil. Tri. Matti Koskinen
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Funktionaali F' on reaaliarvoinen funktio, joka riippuu toisesta funktiosta f eli

F=FIf]. (2.10)

Esimerkiksi integraali on funktionaali, joka riippuu funktiosta eli integrandista.
Funktionaaliderivaatta on normaalin derivaatan yleistys eli derivoidaan funktio-
ta vektorin suunnan asemesta jonkin toisen funktion suuntaan. Matemaattisesti

funktionaaliderivaatta formuloidaan raja-arvona

OF[f(@)] _ LI @) +ede —y)] = Flf ()] @2.11)

of(y) =0 €

misséd §(x — y) on Diracin deltafunktio.

Alunperin tiheysfunktionaaliteoriassa ei otettu huomioon spinin vaikutusta.
Vuonna 1972 von Barthen ja Hedin siséllyttivit spinin polarisaation tiheysfunk-
tionaaliteoriaan. Nykyiin spinilld laajennettu funktionaaliteoria tunnetaan nimel-
14 spinillinen tiheysfunktionaaliteoria (Spin Density Functional Theory). [21, 15]

Kokonaisenergia on ylos- ja alaspdin suuntautuneiden spinien tiheyksien funk-
tionaali, eli n,(r), missd 0 =1 tai |. Yleensi siirrytdin kdyttimién kokonaisti-

heytti ja spinpolarisaatiota funktionaalin argumentteina, eli funktioita

n(r) = ny(r) +n(r)

ny(r) —n(r)
C(r):%.

(2.12)

Minimoimalla energian funktionaali saadaan johdettua Kohn-Sham -yhtélot
[22]

h2
(_ oI VZ 4 VKS,U[”? C]) ¢i,a (I‘) = Gi,awi,a (I‘) s (2.13)

missi efektiivinen potentiaali on muotoa

2 !
Vicsaln (| = V) + 7 [P0 Vaehnd). b
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Efektiivisen potentiaalin lausekkeessa (2.14) V' (r) on ulkoinen potentiaali, jo-
ka on kvanttipisteille yleensi kaksiulotteinen harmoninen potentiaali. Kaikki ter-
mit, joita ei joko tiedet tai ei osata laskea, on piilotettu vuorovaikutus-korrelaatio
(Exchange-Correlation) -potentiaaliin Vx¢|[n, ]. Se siséltdd Paulin kieltosdidnnon
matemaattisen muodon. Yhtidlod (2.13) johdettaessa ei tarvitse tehdd yhtddn ap-
proksimaatiota, mutta kdytinnon laskuja suoritettaessa termi Vx¢[n, (] joudutaan

arvioimaan, koska sen tarkkaa muotoa ei tiedeti.

2.3 Kvantittuneet Hallin ilmiot ja niiden teoriamal-
lit

2.3.1 Kokonaisluvuilla kvantittunut Hallin ilmio

Klaus von Klitzingin havaitsemalle kokonaisluvuilla kvantittuneelle Hallin ilmiol-
le saatiin selitys jo vuonna 1981. Silloin yhdysvaltalainen fyysikko Robert B.
Laughlin esitti, etti voimakkaassa magneettikentdssd hiukkasten energiajakau-
maan muodostuu Landaun tasoja. Landaun tasot kuvaavat tietyn pyorimisméérin
(k -vektorin) eri energiatasoja. Pyorimisméddridn alin Landaun taso vastaa kysei-
sen pyorimismddrin omaavan tilan alinta energiaa, seuraava Landaun taso vastaa
toiseksi alinta energiatilaa, ja niin edelleen. Kokonaisluvuilla kvantittuneen Hal-
lin ilmidn voitiin ajatella olevan yksittdisten vuorovaikutuksettomien hiukkasten

ilmid eli varauksenkuljettajina toimivat elektronit. [7]

2.3.2 Murtoluvuilla kvantittunut Hallin ilmio

Tsuin ja Stormerin 16yto oli ehkd vieldkin merkittavdmpi kuin Klitzingin koko-
naisluvuilla kvantittunut Hallin ilmi6é. Kokonaisluvuilla kvantittuneen Hallin il-
mion ajateltiin olevan vapaiden hiukkasten ilmio, jossa varauksenkuljettajien va-
raus on e. Jos vastaavaa ajattelutapaa kiytettdisiin Tsuin ja Stormerin 10ytdmal-
le ilmidlle, olisi yksittdisen varauksenkuljettajan varaus vdistiméittd murtolukuo-
sa alkeisvarauksesta e, esimerkiksi %e. Aikaisemmin tunnetuista hiukkasista ai-
noastaan kvarkeilla tiedettiin olevan varauksena murtolukuosa alkeisvarauksesta,

mutta ne eivit voisi esiintyd koskaan vapaina hiukkasina. Tdmén seurauksena oli
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joko muutettava ajattelutapaa tai késitystd hiukkasfysiikasta. Useimmat suosivat
ensimmadistd vaihtoehtoa. [7, 10]

Laughlinin teoria

Vuosi Stormerin ja Tsuin mittausten jdlkeen my6s murtoluvuilla kvantittuneel-
le Hallin ilmi6lle saatiin ensimmadinen teoreettinen selitys. Selityksen takana oli
jélleen Laughlin, jonka mukaan toimivan teorian tdytyi selittii muun muassa se,
miksi varauksenkuljettajan varaus néytti olevan murtolukuosa alkeisvarauksesta.
Hén ehdotti, ettd Coulombin repulsion kokevat elektronit muodostavat yhdessi
uuden monihiukkastilan, joka kdyttdytyy kuten hiukkanen. Elektronien muodos-
tamaa tilaa kutsutaan kvasihiukkaseksi tai kvasielektroniksi, ja sen varaus voi olla
esimerkiksi %e. Kvasihiukkaset noudattavat uutta statistitkkaa, eiviat Fermin eiki
Bose-Einsteinin statistiikkaa. Uusi statistitkka on nimeltdin murtolukustatistiikka
(fractional statistics) ja siind aaltofunktio muuttuu kompleksisella vaihetekijalla
hiukkasten vaithdossa. [7]

Tiedettiin, ettd puolijohteiden rajapinnalla elektronit ovat vangittuja kahteen
ulottuvuuteen, joten j. hiukkasen koordinaattia tasossa voitiin valita edustamaan
kompleksiluku z; = z; + ¢y;. Laughlin ehdotti, ettd suuressa magneettikentis-
sd elektronien spin-vapausasteiden lukumaiiri kutistuisi yhteen. Koska elektronit
ovat fermioneja, Paulin kieltosdinnon nojalla ne vastustavat voimakkaasti puris-
tusta. Ne muodostavat kollektiivisen tilan, erdénlaisen kvanttinesteen, jota voidaan
kuvata yhdelld aaltofunktiolla. Paulin kieltosddnnon vuoksi kyseinen kvanttines-
te on kokoonpuristumatonta. Kvanttineste on myods voimakkaasti korreloitunutta,
mikd johtuu Coulombin repulsiosta ja Paulin kieltosddannosta. [7]

Aaltofunktiolta vaaditaan muun muassa antisymmetrisyys hiukkasten vaihdon
suhteen ja lisdksi, ettd se on sisdisen pyorimismddridn ominaistila. Sisdiselld pyo-
rimismadrdlld tarkoitetaan sitéd, ettd massakeskipisteen liike jdtetddn huomiotta.
Koska kokonaispyorimismiérdn L on sidilyttidvi, on aaltofunktion oltava L. asteen
polynomi paikkakoordinaattien 21, 2o, ..., 2y suhteen, kun N on hiukkasten ko-
konaislukumaéri. Laughlin [10] totesi, ettd yksinkertaisin vaaditut ominaisuudet

tayttavi aaltofunktio on muotoa

N
U =]z — z)me Zimlal (2.15)

1<j
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ja se on pyOrimismédrdn ominaistila ominaisarvolla L = Wm Yhtilon (2.15)

aaltofunktiota kutsutaan nykyédin nimelld Laughlinin aaltofunktio. Se on lineaari-
kombinaatio alimman Landaun tason Slaterin determinanteista.

Yhtdlossi (2.15) esiintyvad m on jokin pariton luku ja Laughlin osoitti, ettd aal-
tofunktio kuvaa tilaa, jossa Hallin resistanssi (1.1) saa kerrointa v = % vastaavan
arvon. Laughlinin teoria ei kuitenkaan pysty selittimdin myohemmin havaittuja
Hallin resistanssin arvoja kertoimilla v = % taiv = % Vaillinaisuudesta huolimat-
ta Laughlinin teoria ja erityisesti aaltofunktion (2.15) kirjoittaminen on parantanut
murtoluvuilla kvantittuneen Hallin ilmion ymmaértdmistd. Laughlin jakoi fysiikan

Nobel -palkinnon Tsuin ja Stérmerin kanssa vuonna 1998. [7]

Hierarkiateoria

Laughlinin teoria on laajennettu jdlkeenpdin niin sanotuksi hierarkiateoriaksi, jos-
sa tietyn tilan muodostavat kvasihiukkaset muodostavat uuden kvasihiukkasen.
Uutta tilaa kuvaa uusi aaltofunktio ja syntynyt uusi tila on tavallaan vanhan tilan
"tytdrtila". Hierarkiateorian mukaan esimerkiksi kertoimen v = % tila on kertoi-

men v = % tilan "tytértila", ja tdimé puolestaan on kertoimen v = % tilan tytirtila.

[7]

Yhdistettyjen fermionien teoria

Nykyisin paljon kéytetty teoria murtoluvuilla kvantittuneelle Hallin ilmidlle on
yhdistettyjen fermionien teoria (Composite Fermion Theory), jonka intialainen
fyysikko J. K. Jain julkaisi vuosina 1989-1990. Jainin mielesti silloin yleisesti
hyviksytty hierarkiateoria ei ollut riittivd. Kvasielektroneilla oli hinen mukaan
paljon omituisia ominaisuuksia, kuten diskreetisti jakautunut statistiikka. Lisdk-
si niitd tarvittiin epdilyttdvin paljon suhteessa normaaleihin elektroneihin. Hinen
mielestiin erityisesti ndmi asiat vaativat joko muutosta tai parempia perusteluja.
Esimerkiksi kerrointa v = % vastaava tila syntyisi tilasta v = %, kun kvasielekt-
roneiden lukumidrd 1dhenisi puolta normaalien elektronien lukumaééristd. Jainin
mukaan hierarkiateoria ei antanut ymmarrystd ilmion mikroskopiasta, joskin sen
avulla saatiin hyva tilojen luokitus. [13]

Hierarkiateoria ei pystynyt selittdmiin sellaisia kokeellisesti havaittuja tiloja,

joissa kerroin oli muotoa v = g, kun g on parillinen, esimerkiksi v = g Jai-
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nin kehittimén teorian mukaan tilat ovat mahdollisia periaatteessa kaikilla mur-
tolukukertoimilla v, mutta samalla se antaa selityksen sille, miksi jotkin tilat ovat
vakaampia kuin toiset. Jain halusi 10ytdd yhtildisyyksid kokonaisluvuilla kvan-
tittuneeseen Hallin 1lmi60n, silld ndiden kahden hyvin samanlaisen ilmion syn-
tymekanismien ero tuntui hénestd keinotekoiselta. Jain halusi saada molemmat
kvantittuneet Hallin ilmiot selitettyéd yhdelld teorialla. [13]

Aikaisemmissa teorioissa kaikkien hiukkasten ajateltiin olevan alimmalla Lan-
daun tasolla. Jainin mielestd oli jirkevéad sallia tilojen yriteaaltofunktioiden olevan
my0s korkeammilla Landaun tasoilla. Jainin teorian mukaan elektronit muodos-
tavat kollektiivisen tilan eli ne kédyttidytyvét yhtend hiukkasena. Tilan aaltofunk-
tio voidaan ilmoittaa elektronien paikkakoordinaattien avulla eli samalla tavalla
kuin Laughlinin aaltofunktio, mutta se kirjoitetaan kokonaislukukerrointa vastaa-
van kokonaislukukertoimisen Hallin ilmi6n aaltofunktion avulla. Esimerkiksi ker-
rointa = vastaava tila [13]

N
=[] (zi — z)me Zvmr 1P (2.16)

1<j

v

3=

on kokoonpuristumaton tila, mikd voidaan ndhdi kirjoittamalla aaltofunktio W 1

kerrointa 1 vastaavan kokoonpuristumattoman tilan aaltofunktion W, avulla [13]

N N N N N
Vo= [ —zpme Zim ol = T = 2)" [ (o = z)e =i la
i<j i<j 1<j
~
=V,
N
= H(z, — Zj)m_l\pl .
i<j

(2.17)

Jainin idea oli, ettd yhtilo (2.17) voidaan tulkita siten, ettd jokainen elektro-
ni yhdistyy m — 1 magneettikentiin vuokvantin ¢, kanssa ja siten kuljettaa vuo-
ta (m — 1)¢p mukanaan. Vuokvanttien yhdistiminen elektroneihin ei tuhoa al-
kuperdisen tilan kokoonpuristumattomuutta, silld keskeiskenttdapproksimaatiossa
voidaan yhdistdmisen ajatella tapahtuvan liittdmilld jokaiseen elektroniin vuota

(m — 1)¢o kuljettava vuoputki. Vuoputket eivit ole observaabeleita, joten niiden
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liittiminen ei tuhoa tilan W, korrelaatioita ja kyseinen tila sdilyy kokoonpuristu-
mattomana. [12]

Tulos (2.17) voidaan yleistidd muotoilemalla jokainen murtoluvuilla kvantittu-
neen Hallin ilmi6n tilan yriteaaltofunktio ¥, kokonaisluvuilla kvantittuneen Hal-
lin ilmion tilan aaltofunktion ¥, avulla liittimilld jokaiseen elektroniin samalla
tavalla vuota (m — 1)¢ kantava vuoputki. Koska alkuperiinen tila on kokoonpu-

ristumaton, on yritetilakin kokoonpuristumaton ja sen aaltofunktio on [13]

N

U, =[]z — )", . (2.18)

1<j

Yhtdlossd (2.18) esiintyvé kerroin v saa arvon [13]

151

ST (2.19)

UV =

joten kertoimen v murtolukutilat on saatu yhdistettyi kertoimen 14 kokonaisluku-
tiloihin. Yriteaaltofunktio voidaan kirjoittaa koskemaan lukua v, koska on sallittu
tilan olevan osittain myos korkeammilla Landaun tasoilla. [13]

Jainin julkaisema teoria selittdd murtoluvuilla kvantittuneen Hallin ilmion mel-
ko hyvin. Teoria selittdd muun muassa sen, miksi kokeellisesti ei ole havaittu Hal-
lin resistanssille arvoja, jotka yhtdlon (1.1) avulla ilmaistuna antaisivat kertoimelle
v selvisti irrationaalisen arvon. Kokeissa havaitaan arvoja, jotka ovat yksinkertai-
sia murtolukuja, kuten % Teorian mukaan kerroin voi saada muotoa (2.19) olevia
murtolukuarvoja. Teoria selittdd myods suurimman osan havaituista Hallin resis-
tanssin arvoista ja antaa resistanssin arvoille stabiilisuusjérjestyksen, eli esimer-
kiksi sen, ettd arvo v = 3 on stabiilimpi kuin arvo v = 1 tai v = 2. [13, 12]

Jainin sanojen mukaan elektronien murtoluvuilla kvantittunut Hallin ilmi6 on
yhdistettyjen fermionien kokonaisluvuilla kvantittuneen Hallin ilmi6n ilmentyma.
Vuonna 1995 Jain ehdotti, ettd yhdistettyjd fermioneja voitaisiin kidyttdid myos
kvanttipisteiden fysiikan kuvaamiseen. [12, 14]

Kéytinnossd yhdistettyjen fermionien yriteaaltofunktio saadaan, kun kerro-

taan vuorovaikutuksettoman elektronin ¢,, ,, aaltofunktio Jastrowin tekijill (2.20)

D" =]z — z)*, (2.20)

1<j
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minki jdlkeen otetaan saadun tulon projektio alinta Landaun tasoa kuvaavaan
Bargmannin avaruuteen. Projektion ottaminen alimmalle Landaun tasolle on fy-
sikaalisesti mielekistd, silli magneettikentdn kasvaessa hiukkasjoukon ominais-
energia hajoaa kahteen osaan. Magneettikentdn aiheuttama "vankeusosa"F,. on
suoraan verrannollinen magneettikenttdén B ja se edustaa alinta Landaun tasoa.
Hiukkasten keskindisen vuorovaikutuksen osa V' on my0s verrannollinen mag-

neettikenttiin, mutta verrannollisuus on heikompi: V' o< v/ B. [14]

2.4 Klassisten tulosten simulointi

Harmonisessa potentiaalissa pyoOrivien varattujen hiukkasten ominaisvérahtelyi-
den selvittimiseen kiytetiin simulointiohjelmaa 2. Ensin ohjelma asettaa hiuk-
kaset sattumanvaraisesti tasoon nelion muotoiselle alueelle, jonka keskipisteessi
on harmonisen potentiaalin minimikohta. Se selvittdd aluksi pyorimittomén sys-
teemin tasapainokoordinaatit pienentdmélld hiukkasten nopeuksia jokaisella aika-
askeleella. Jokaisen aika-askeleen ajan hiukkasiin vaikuttaa sen alun suuruinen-
ja suuntainen nettovoima. Vihitellen hiukkaset relaksoituvat tasapainoasemiinsa.

Seuraavassa vaiheessa ohjelma laittaa hiukkaset pyorimiin asettamalla niil-
le tietyn kulmanopeuden. Systeemi relaksoituu uuteen tasapainoasemaan, jossa
elektronit ovat kauempana origosta kuin pyorimittoméssa tilanteessa. Uudessa ta-
sapainoasemassa yksittdisen hiukkasen kulmanopeus on pienempi kuin sille ase-
tettu, koska hitausmomentti kasvaa ja pyOrimisméérin on pysyttiva vakiona.

Viimeisessi vaiheessa hiukkasille annetaan sattumanvaraisesti nopeudenlisdyk-
sid, jotta systeemi alkaisi virdhdelld tasapainoaseman ympirilld. Nopeudenlisdayk-
set ovat sattumanvaraisia sekd suunnaltaan, ettd arvoltaan, joten ne voivat yhta hy-
vin myds hidastaa yksittdisen hiukkasen hetkellistd nopeutta. Ominaistaajuudet
selvitetddn tarkastelemalla kahden hiukkasen vilisen etdisyyden aikakehitystd ja
tekemadlld tuloksiin Fourier -muunnos.

Klassiset tapaukset lasketaan my0s analyyttisesti (luku 3). Kahdella toisis-
taan riippumattomalla tavalla pyritddn takaamaan mahdollisimman oikeat tulok-
set. Ratkaisumenetelmit yhtenevit ainoastaan siind, ettd hiukkasten viliset voimat

ovat samat, mikd on luonnollista. Periaatteeltaan simulointi vastaa siind mielessi

2Ohjelman on kirjoittanut professori Matti Manninen
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koetulosta, ettd se kertoo mitéd hiukkasten vililld oikeasti tapahtuu kullakin ajan-
hetkelld. Analyyttisella ratkaisumenetelmilld pyritddn saamaan ominaistaajuuk-

sille yksinkertaiset ratkaisulausekkeet ja toisaalta selvittiméddn ominaismoodit.

2.5 Klassisten rotaatioiden ja virihtelyiden kvanti-
sointi ja niisti konstruoitava kvanttipisteen ener-
giaspektri

Kvanttipisteen energiaspektrin perustilan on todettu olevan jaksollinen pyorimis-
midridn L suhteen. Jakson pituuden on todettu olevan hiukkasten lukumiirin N
mittainen. Tarkoituksena on selvittdd, 10ytyisiko vastaavan klassisen systeemin
energioista ja moodeista timidn ilmion selittdjdd esimerkiksi suurilla pyorimis-
miirin arvoilla. Ainakin yksi tutkimus on jo julkaistu klassisten moodien ja pari-
korrelaatiofunktioiden samankaltaisuudesta. [23]

Klassisen mekaniikan avulla saadut tulokset on ensin kvantisoitava. Kvanti-
sointi tapahtuu siten, ettd klassisen harmonisen viridhtelijin vérdhdystaajuus w
midrdd kvanttimekaanisen harmonisen oskillaattorin kahden perittdisen energia-
tilan erotuksen. Toisaalta systeemin kokonaispyOrimisméddrd muunnetaan vastaa-
maan kvanttimekaniikan pyorimisméérdd. Toisin sanoen kvantitus tapahtuu seu-

raavasti

w— F, = (n + 1) hw
2 (2.21)

L— L=~hl,

missd A on Planckin vakio ja n kokonaisluku, joka kertoo harmonisen oskillaat-
torin energiatilan. Pyo6rimismédrin kvanttitilan kertoo [, joka niinikéddn on koko-
naisluku.

Kvantisoidun systeemin kokonaisenergian spektri miirdytyy kvantitetun pyo-
rimisenergian ja virdhdysenergian summasta. Energiaspektri ilmoitetaan pyori-
mismédridn funktiona. Koska pyorimismiiréd, yhdessd Coulombin repulsion ja al-
kuperdisen harmonisen potentiaalin kanssa médrii tasapainokohdan arvon, tiet-

tyd pyOrimisméadrii vastaa tasan yksi pyorimisenergia. Siksi pyOrimisenergia on
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tietylld pyOrimismaérilld pyorivin systeemin perustilan energia. Hiukkasten va-
rihtely pyorimisen lisdksi lisdd kokonaisenergiaa. Harmonisen vérihtelijan ener-
giaspektri antaa systeemin kaikki viritysenergiat. Jos harmonista virdhtelyid on
montaa erilaista, eli moodeja on useita, se monipuolistaa energiaspektrii.

Kvantisoitu pydrimisenergia on muotoa

L*  RA?
Fog= —=—, 222
‘Tor 21 222
missd / on jdrjestelmédn kokonaishitausmomentti
N
I=m> b (2.23)
j=1

Yksittdisen hiukkasen etdisyys pyorimisakseliin on b;. Jos hiukkasten tasapainoe-
tdisyys pyorimisakseliin on kaikilla hiukkasilla sama by, kuten yleensd on pienen

hiukkasméirin jirjestelmissd, niin kokonaishitausmomentiksi saadaan

I =mNbj. (2.24)

Tillaisessa tapauksessa kvantisoiduksi pyorimisenergiaksi saadaan

R*1?

B = 5—73 -
" 2mND

(2.25)

Huomionarvoista kvantisoidun pydrimisenergian lausekkeessa (2.25) on, et-
td myos tasapainoetdisyys riippuu pyorimisméérasti: se kasvaa hiukkasten pyori-
mismiérdn kasvaessa. Riippuvuus on kuitenkin kohtalaisen monimutkaista, koska
se ndkyy neljannen asteen polynomin nollakohdan ratkaisussa, joten on parempi
jattdd se tissd kirjoittamatta. Laskuissa se kuitenkin otetaan huomioon, koska se
hidastaa olennaisesti pyorimisenergian kasvua pyorimismédrin kasvaessa.

Tissd tyossd tutkitaan kokonaisenergian muuttumista pyorimisméédrdan funk-
tiona, joten on otettava huomioon myos fysikaalisten potentiaalien arvo tasapai-

nokohdassa. “Keskipakoisvoiman potentiaali” otettiin jo huomioon, koska se on
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sama kuin pyorimisenergia. Kvantisoidun N hiukkasen jérjestelméin kokonaise-

nergian lausekkeeksi saadaan

(2.26)

missd ensimmaéinen termi on keskindisten vérdhtelyiden energia ja viimeinen ter-
mi massakeskipisteen virdhtelyn energia. Termeistd nihdéén, ettd kaikkien moo-

dien nollapiste-energiat otetaan huomioon.

2.6 Atomiyksikkojirjestelma

Kaikkien laskujen numeeriset arvot tullaan esittdmiin atomiyksikkojirjestelmas-

sd, joten on syytd selvittdd sitd hieman. Atomiyksikoissé otetaan

e=m.=h=ay=1, 2.27)

eli elektronin varaus ja massa, Planckin vakio sekd Bohrin séde ovat arvoltaan

yksi. Koska Bohrin sdde on muotoa [24]

degh?
ay = —2 (2.28)
mee
niin vilittdmasti seuraa, ettd niissd yksikdissd myos
dmeg =1. (2.29)

Oletetaan jatkossa kisiteltdvien hiukkasten olevan elektroneja. Koska niiden muo-
dostamalla jdrjestelmélld halutaan kuvata kvanttipistettd, ne ovat vangittuja har-
moniseen potentiaaliin. Oletetaan harmonisen potentiaalin voimakkuuden olevan

atomiyksikoissid wg = % Vastaava jousivakion £ arvo SI -yksikoissd on silloin
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1 oo\’ h2 N
k=wim, =~ ( > Me = ———— ~ 10— (2.30)
m

4 \ 2mrmea} 1672m.a3

eli suuruusluokka vastaa hyvin tyypillisen atomitason harmonisen loukun vah-

vuutta.



Luku3

Varattujen hiukkasten liikeyhtialot
ja ominaismoodit

3.1 Kytkettyjen klassisten liikeyhtialoiden ratkaisu-

menetelmia

Klassisen monen hiukkasen jéirjestelmén liikeyhtiloiden selvittdmiseen kiytetddan
yleensd Lagrangen mekaniikkaa [25]. Siind kirjoitetaan systeemin liike-energian

T’ ja potentiaalienergian U erotus ja nimetdidn se Lagrangen funktioksi

L=T-U. 3.1)

Lagrangen funktiolle kidytetdin myos nimed vaikutus. Muuttujalle x; saadaan lii-

keyhtilo Lagrangen yhtidlostd Lagrangen funktiota derivoimalla

OL d oL

Halutaan tarkastella klassisia hiukkasia kaksiulotteisessa harmonisessa poten-

(3.2)

tiaalissa, ratkaista systeemin ominaistaajuudet ja kvantisoida ne. Tarkoituksena
on selvittdd kiytetyn semiklassisen mallin kelpoisuus kvanttipisteiden kuvaami-
sessa. Erityisesti halutaan tutkia, kuinka Coulombin repulsio ja hiukkasten pyori-
mismaéadrd vaikuttavat systeemin vérzdhtelytaajuuksiin.

Kytkettyjen harmonisten virihtelijoiden muodostaman systeemin ominaistaa-

juudet w voidaan ratkaista 10ytdmalld systeemin normaalikoordinaatit ¢; ja ¢;.

27
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Normaalikoordinaattien avulla kirjoitetusta Lagrangen funktiosta saadaan silloin
erotettua efektiivisen potentiaalin lauseke Uy, joka riippuu ainoastaan normaali-
koordinaateista g ja efektiivisen liike-energian T¢s lauseke, joka riippuu ainoas-

taan normaalikoordinaateista ¢, [25]

L =Ues(q1, s qn) — Tere(dn, s 41) - (3.3)

Lagrangen yhtélo (3.1) koordinaatille £ saa nyt muodon

a(]e:ff + iaTeﬁ‘ o
Oq,  dt Ogy

3.4)

Jos liikeyhtlot (3.4) ovat lineaarisia ja niiden ratkaisut ovat muotoa C} e +
C'Q,ke_m, niin ne toteutuvat luonnollisesti myos funktioilla erikseen. Ratkaisut
voidaan kirjoittaa matriisimuodossa jakamalla kaikille yhteinen termi C ze™* tai
Ca e pois. Saatu yhtiloryhmd ratkeaa, kun sen determinantti hividd eli

Ay — mpw? Ais Az
Ay Aggy — m22w2 A23 , —0, 3.5)
Az Asy Az — mgsw
missi
82[]eff 82T‘eff
- ; = 3.6

Toisaalta kisiteltdvdn systeemin liikeyhtdlot voidaan selvittdd Newtonin me-
kaniikan keinoin. Siini tarkastellaan yksittdisen hiukkasen kokemaa nettovoimaa
ja sen perusteella kirjoitetaan jokaiselle hiukkaselle oma liikeyhtéld. Saadun lii-
keyhtédloryhmin ratkaisun idea on olennaisesti sama kuin edelld eli lopuksi sys-
teemin ominaistaajuudet ratkaistaan vaatimalla yhtdloryhmén determinantin hi-
vidminen.

Jatkossa tarkasteltavissa tilanteissa ongelmana on se, ettd yhtdloryhmit eivit
ole lineaarisia, joten niitd ei periaatteessa voida kisitelld matriisilaskennan kei-
noin. Kisiteltdvit yhtdloryhmit voidaan kuitenkin linearisoida systeemin mah-

dollisen tasapainokohdan ympérilld. Koska linearisointi tehdién tasapainokohdan
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ympdrilld, niin kaikki vakioarvot tulevat lopuksi kumoutumaan. Tdmé johtuu sii-
td, ettd tasapainokohdassa nettovoima hiviad. Jéljelle jdid lineaarinen yhtdloryhma,
jota voidaan kuvata matriisilla.

Linearisoinnin idea kiy ilmi kahdesta muuttujasta riippuvan kahden yhtdlon

tapauksesta. Alkuperiinen yhtidloryhmé on

fl (iL’, y) _
posdRs e

joka linearisoidaan pisteen (g, yo) =: 7o ympéristossd. Operaation jilkeen yhti-
16ryhmaé (3.7) on muotoa
[fl(r())] 4 [Za_?‘m ZT;;LOI [x—x()] —0. (3.8)
fa(ro) a_;‘ro 8_y2|7-0 Y—Y
Koska linearisointi tehddidn tasapainokohdan ympérilld ja funktiot f; kuvaavat
olennaisesti hiukkasen ¢ kokemaa nettovoimaa, yhtdaloryhmin (3.8) vakiotermi on

nolla. Lisdksi siirrytddn tarkastelemaan yhtidloryhmid suoraan poikkeamille eli

koordinaateille x — x¢ =: s, jay — yo = s,. Ratkaisun ollessa muotoa
A

Sz(t)
sy(1) Ay

saadaan yhtilon (3.5) mukainen lauseke determinantille

(Cre™" 4 Coe™™") | 3.9)

Tl Frlol _ g (3.10)
o) | " 0h) ' '
oz Irg dy lrg

Tarkastellaan jatkossa harmoniseen potentiaaliin kahlittuja klassisia varattu-
ja hiukkasia. Niiden liikeyhtéloiden kirjoittamiseen kdytetddn joko Lagrangen tai
Newtonin mekaniikkaa, mutta ominaistaajuuksien selvittdmisen periaate on mo-
lemmilla tavoilla sama.

3.2 Yksi hiukkanen harmonisessa potentiaalissa

Oletetaan ¢; -varauksisen hiukkasen virdhtelevin harmonisessa potentiaalissa

1
Uharm = §mw§x2 , 3.11)
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missd m on hiukkasen massa, w, virdhtelytaajuus ja x hiukkasen etdisyys ta-
sapainoasemasta. Otetaan harmonisen potentiaalin minimikohta koordinaatiston

origoksi. Koska pyritdédn selvittamain repulsiivisen Coulombin potentiaalin

Qg2 1
dteg T
vaikutus virdhtelytaajuuteen, niin lisdtddn origoon massiivinen hiukkanen, jon-

UCoul =

(3.12)

ka varaus on ¢». Aikeena on selvittdd my0Os hiukkasen pyorimisméérdn L vaiku-
tus taajuuteen, joten oletetaan hiukkasen pyodrivin kulmanopeudella 0. Massiivi-
nen hiukkanen pysyy origossa, joten tapaus on liikkeen osalta olennaisesti yhden
hiukkasen ongelma. Systeemin Lagrangen funktio (3.1) on

: 1 A
T—-U= m (x'Q + x202> — —mw%mQ - —, (3.13)
2 2 x
missd merkintSjen yksinkertaistamiseksi médriteltiin A := 2. Hiukkasen eti-

syyden x ja kulman ¢ Lagrangen liikeyht#loiksi (3.2) saadaan

itwir— 2L — 262 =0

m

4 <mx29> =0. G-19

Yhtiloparin (3.14) alemman liikeyhtdlon perusteella pydrimisméérd L = ma?6
on vakio. Vakiona pysyvin pyorimismédrin avulla voidaan ylemmin liikeyhtdlon
riippuvuus kulmanopeudesta saada eliminoitua. Sijoituksen jilkeen saadaan etdi-
syyden liikeyhtdloksi

2
jﬁ+w§x—%$—#=0, (3.15)
jolla on ainakin ajasta riippumaton ratkaisu x = zy. Koska z ei riipu ajasta, niin

2o = 0, joten se on tasapainokohta. Tasapainokohdalle saadaan yhtdlo

. 9 Al L?
TotwyT — Ez_% — meg =0
) A 72 (3.16)
=Ty — mwg% — . =0,

eli neljannen asteen polynomi, jonka nollakohdille on olemassa ratkaisukaava.
Kiytdnnossid nollakohtien ratkaisut ovat niin pitkid lausekkeita, ettd on parempi

selvittdd ne tietokoneen avulla.



LUKU 3. VARATTUJEN HIUKKASTEN LIIKEYHTALOT JA
OMINAISMOODIT 31

Tasapainokohta x on stabiili, koska harmoninen potentiaali kasvaa suhteessa
etdisyyden nelioon ja Coulombin potentiaali pienenee etdisyyteen kiintiden ver-
rannollisesti. Liikeyhtédlo voidaan kirjoittaa suoraan poikkeamalle tasapainoase-
masta s = x — Xy, jolloin § = 2. Samalla liikeyhtélon (3.16) kaksi termid voidaan

linearisoida stabiilin tasapainokohdan ldhistdssi seuraavasti

s\7° 3s
e =xt (14— ) map®(1-—
o o

(3.17)

Sijoittamalla linearisoidut termit takaisin yhtdloon (3.16), saadaan poikkeaman
liikeyhtdloksi

2
24 3L ) s=0, (3.18)

s+ (wg + m_:cg + mT:c%
joka saadaan siistimpéddn muotoon eliminoimalla Coulombin termin riippuvuus
tasapainokohdan yhtdlon (3.16) avulla ja sijoittamalla pydrimisméérdn paikalle
hiukkasen kulmanopeus tasapainokohdassa w,,, eli L = mz2w,,. Poikkeaman

liikeyhtélolle saadaan yksinkertainen muoto

§+ (Bwi+wl)s=0, (3.19)
—w?>wl

joka on harmonisen oskillattorin liikeyhtdlo. Mielenkiintoista johdetussa harmo-
nisessa oskillaattorissa on, ettd sen virdhtelytaajuus w tasapainokohdan z, ympi-
rilld on suurempi kuin alkuperdisessd harmonisessa oskillaattorissa ollut vérihte-

lytaajuus wy.
Yhtilostd (3.18) ndhdiin, ettd sekd repulsiivinen Coulombin potentiaali ettd
hiukkasen nollasta poikkeava pyorimismédri kasvattavat virdhtelytaajuutta. Yh-

den hiukkasen jirjestelmédn ominaistaajuutta

w= /308 + 2 (3.20)

vastaava ominaisvektori voidaan ratkaista ja se on

X = Dy (iw, 2wy,,) €' + Dy (—iw, 2w,,) e ™" . (3.21)
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Ominaisvektorilta vaaditaan reaalisuus, joten on oltava ); = D,. Reaaliseksi

ominaisvektoriksi saadaan

X = (—wsinwt, 2w,, coswt) . (3.22)

Ominaisvektorista (3.22) ndhdién, ettd hiukkanen kiertédd ellipsin muotoista rataa
vastapdividn ja pyOrimismiirin lisddntyessi radasta tulee yhda enemmin ympyrid

muistuttava, ollen tdysi ympyri tapauksessa w = 2wy, .

3.3 Kaksi klassista hiukkasta harmonisessa potenti-

aalissa

Tarkastellaan seuraavaksi kahta identtistd hiukkasta harmonisessa potentiaalissa.
Jos hiukkasten vililld ei ole parivuorovaikutusta eivétki ne pyori, niin tilanne re-
dusoituu kahdeksi harmoniseksi oskillaattoriksi. Télloin hiukkaset vérdhteleviit
toisistaan riippumattomasti, mutta niiden vérédhtelyilld on sama virdhtelytaajuus
wo. Yhden hiukkasen litkeyhtédlon (3.19) perusteella voidaan péitelld virdhtelytaa-
juuden kasvavan, kun hiukkaset laitetaan pyoriméin. Sama vaikutus luulisi olevan
hiukkasten ollessa varaukseltaan nollasta poikkeavia, jolloin niihin kohdistuu hyl-
kivd Coulombin voima. Hiukkasten paikkavektorien Newtonin mekaniikan mu-

kaiset litkeyhtilot ovat

mr; = —mwyr + m (I‘l — 1'2)

(3.23)

mfg = —mw%rg — (I'l — I'Q) .

[r1—r2|

Halutaan erottaa massakeskipisteen liike hiukkasten keskiniisesti liikkeesti, joten

siirrytddn koordinaatteihin

oo hTR (3.24)
R :%(rl—l—rg) .

Yhtidloparin (3.23) yhtdlot summaamalla ja erottamalla saadaan yhtilot etéi-

syyden ja massakeskipisteen liikkeelle



LUKU 3. VARATTUJEN HIUKKASTEN LIIKEYHTALOT JA
OMINAISMOODIT 33

rs —ro =TI =— (wo - _m|r\3> r

. (3.25)

Massakeskipisteen liike ei ole erityisen kiinnostavaa, joten sen kisittelemi-
nen lopetetaan toistaiseksi tdhédn. Kirjoitetaan hiukkasten etdisyyden vektori na-

pakoordinaateissa (r, §), jolloin pitee [25]

r =rr

. . AN (3.26)
i = (7 - )i+ (rd+2i0) 0.
Etdisyyden vektorimuotoisesta liikeyhtdlosti (3.25) saadaan siten molemmille koor-

dinaateille liitkeyhtdlot, jotka tosin ovat kytkettyjd toisiinsa

P—rf? = (—wi+4+ 2A)r
O S A (3.27)
rd+2r0 =0.
Hiukkasten kokonaispyOrimismiird L = m%Qé on vakio, koska
dL d (1 . mr / - )
o= (Gmre) =TT (v +200) =0 3.28
dt dt(er> p e (3.28)

etdisyysvektorin kulmakomponentin litkeyhtédlon (3.27) nojalla. Vakioarvoisen lii-
kemiirdn avulla saman vektorin etdisyyskomponentin liikeyhtilostd voidaan eli-
minoida kulmariippuvuus. Tuloksena saadaan yhtélo pelkistdédn etdisyyden aika-
riippuvuudelle

L, 241 4I%1
T+ wyr — ——

=0. (3.29)

m 2 m?ird
Liikeyhtdl6 (3.29) voidaan linearisoida stabiilin tasapainokohdan ry ympérilld
samalla tavalla kuin litkeyhtdlo (3.15) linearisoitiin. Koska tilanteen potentiaalit
ovat olennaisesti samat kuin yhden hiukkasen ongelmassa, tissikin tapauksessa
tasapainokohdan voidaan péitelld olevan stabiili ja se on yksi polynomin

. 24 AL
Ty — To— ——3
mw3 m2wg

=0. (3.30)

nollakohdista. Kirjoitetaan liikeyhtdlé suoraan muuttujalle s eli poikkeamalle ta-

sapainoasemasta
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4A 1217
§+(w§+—+ 2)3:0. (3.31)
m m
Yhtilo (3.31) saadaan kauniimpaan muotoon eliminoimalla Coulombin termi ta-
sapainokohdan yhtélon (3.30) avulla ja sijoittamalla pyorimisméirin paikalle hiuk-

kasten kulmanopeus tasapainokohdassa L = 2mriw,,

§+ (3w +w2)s=0. (3.32)

Kahden hiukkasen ominaistaajuudeksi saadaan arvo

w=1/3w + w2 , (3.33)

eli sama arvo kuin yhden hiukkasen ominaistaajuudelle saatiin (3.20).

Hiukkasten vilinen hylkivd Coulombin voima seki niiden nollasta poikkea-
va pyOrimismidrd johtivat uuden harmonisen oskillaattorin liikeyhtdloon (3.32).
Kun otetaan huomioon tasapainoaseman siirtyminen pois origosta, poistovoimien
eli Coulombin repulsion ja “keskipakovoiman”, yhdistiminen harmoniseen po-
tentiaaliin tuottaa molemmille hiukkasille oman efektiivisen potentiaalin. Koska
voimat on linearisoitu, efektiivinen potentiaali on molemmilla hiukkasilla auto-
maattisesti harmoninen potentiaali, jossa hiukkasen virdhtelytaajuus on yhtdlon
(3.33) mukainen.

Ratkaistaan kahden hiukkasen ongelma myds massakeskipistekoordinaatis-
tossa. Harmoniseen potentiaaliin vangittujen varattujen hiukkasten liikeyhtdlot

pyorivissd koordinaatistossa ovat muotoa

F=mr = Fharm + FCoul + FCor + ka . (334)

Sen kaksi viimeistd termid voimaa ovat Coriolis- ja keskipakovoima

Feor = —2mw, X1
” ' (3.35)
Fi, = —mw, X (w, XT) .
Pydrivi koordinaatisto pydrii vakionopeudella w;, ja hiukkaset ovat vangittuja ta-
soon. Sen vuoksi Coriolis -voima ja keskipakovoima yksinkertaistuvat hieman.

Ne ovat muotoa
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FCor,x = _2mwroy
Feory = 2mwy, o (3.36)

Fp, = mwfox
2
kay =mw,.Y .
komponenteittain. [25]

Kahden hiukkasen tapauksessa ensimmadisen hiukkasen x -suuntainen liikeyh-

tdlo on muotoa

1 — X2
(21 — 22)2 + (11 — y2)?

T = — (wg —wfo) r +

— 2w, . (3.37)

Linearisointi pisteiden (g, 0) ja (—, 0) ympérilld antaa ratkaisua C;e™? kidytet-

tdessd yhtdaloryhmin matriisin determinantiksi

w?—2B B —2iwwy, 0

B 2 _92B 0 — 21wy,

| “ L s =0, (3.38)
20WWr, 0 we— 5 -5
0 2twwry, —% w? — %
missi tekiji
B =w — wfo . (3.39)
Yhtdlo (3.38) antaa ominaisarvoiksi lausekkeet
W1 = Wo — Wry

Wy = Wo + Wy, (3.40)

ws = 1/3wi + w2 .

Kun pyorimisméérd on nolla, niin kaksi ensimmaéistd moodia vastaavat selvésti
massakeskipistevirihtelyitd ja kolmas on “hengitysmoodi”. Ominaisarvoja vas-

taavat ominaisvektorit ovat
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Xy =Dy 1(—iy —i,1, 1) + Dy 5(i,4, 1, 1)1t
Xo =Daylisi, 1, )€ 4+ Do =i, 1, e (3.41)
X3 :Dw3’1(—iw3, iu)37 _2(")7"0; 2wro)€zw3t

. . —1 t
+ Dy, 2(iws, —iws, —2wy,, 2wy, e 3" .

Ominaisvektoreilta vaaditaan reaalisuus, joten vield méadraamaittomille vakioille
saadaan yhtdlo D, ; = D,, . Reaalisiksi ja normitetuiksi ominaisvektoreiksi

saadaan

1 . .
X, :ﬁ (sinwyt, sinwyt, cos wyt, cos wqt)
1 ) .
X, :E<_ sin wot, — sin wat, COS wat, COS wat) (3.42)
1
X3 (w3 sin wst, —ws sin wst, —2wy, cos wst, 2w, cos wst) .

B \/§w3

Yhtilostd (3.42) ndhdiin, ettid kaksi ensimmaéistd moodia pyOrivét tasapainoa-
seman ympdrilld ympyrdradoilla. Kolmannen moodin yhtilo on ellipsin yhtdlo ja
se ldhestyy ympyrad, kun w3 — 2w,. Sen normitus on valittu siten, ettd se ldhes-
tyy silloin nimenomaan 1 -séteistd ympyrdd. Normitus ei saa riippua ajasta, koska
se esimerkiksi voisi normittaa kaikki ellipsiradat ympyrédradoiksi. Se pitdd sitoa
johonkin tiettyyn ajanhetkeen tai vaihtoehtoisesti johonkin rajataajuuteen kuten
tdssi tehtiin.

Moodien aikakehitysti on esitetty kuvassa 3.1. Sen avulla ndhddén ensimmais-
ten moodien vastaavan massakeskipistevirdhtelyitid. Niissd hiukkaset pyorivit ai-
na keskenédédn samaan suuntaan ja ne ovat liséksi samoissa kohdissa kukin omal-
la ympyriradallaan. Hiukkasten keskindinen etdisyys pysyy vakiona eli systeemi
el puristu eiki laajene missdin vaiheessa. Ensimméinen massakeskipistevirihte-
ly pyorii pyorivian koordinaatiston suuntaisesti ja toinen sitd vastaan. Sen vuoksi
ensimmiinen vérdhtely hidastuu kokonaispyOrimisméairin kasvaessa, kun toinen
vastaavasti vérdhtelee suuremmalla véridhtelytaajuudella.

“Hengitysmoodissa” kaikki hiukkaset pyorivit niin ikdin vastapdivédn, eli
pyorivian koordinaatiston vastaisesti. Ne ovat keskenidin eri vaiheessa, mikd ai-

heuttaa sen, ettd hiukkaset vérédhtelevét ollen ensin mahdollisimman lihelli ja sit-
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moodin w1 aikakehitys moodin w2 aikakehitys
moodin w3 aikakehitys

/f\\\/“\
\\_/\_’/

Kuva 3.1: Harmonisessa potentiaalissa vérdhtelevin kahden klassisen varatun hiukkasen

ominaismoodit. Jokaisessa tapauksessa on pyOrimismédri siten, ettd w,, = 0,2. Ylhiilla
vasemmalta lukien moodit vastaavat ominaistaajuuksia w; ja wy. Alhaalla on ominais-
taajuuden ws moodi. Ensimmaiset ovat massakeskipistevardhtelyiden moodeja ja viimei-
nen on “hengitysmoodi”’. Kuvassa moodien hiukkaskonfiguraatiot on esitetty kolmella eri
ajanhetkelld. Aikavilit ovat kaikissa samat, jotta taajuuksien riippuvuus pyorimismaédrasti

tulisi havainnollisemmaksi.

ten siirtyen mahdollisimman kauas toisistaan. Hiukkaset eivit kuitenkaan pyo-
ri ympyréradoilla vaan elliptisilld radoilla. Hiukkasten radat kehittyvit pyorimis-
maiirin kasvaessa alun edestakaisesta virihtelystid yhéd paksuuntuvien ellipsirato-

jen kautta lopulta ympyréradoiksi, kun ws — 2w,,.

3.4 Kolme Kklassista hiukkasta harmonisessa poten-

tiaalissa

Oletetaan kolmen identtisen hiukkasen olevan vangittuina harmoniseen potentiaa-
liin. Jos niiden vililld ei ole muita vuorovaikutuksia eivitkd ne pyori, niin kaik-
kien hiukkasten liike on taajuudella w, tapahtuvaa harmonista vérdhtelyid. Vérih-
telyt ovat toisistaan riippumattomia. Jos hiukkasten oletetaan olevan varaukseltaan
nollasta poikkeavia ja jos sallitaan niiden py0rivin, niin tilanne hankaloituu huo-
mattavasti. Jo kolmen pyorivin ja keskenéddn vuorovaikuttavan hiukkasen liike on
analyyttisesti ratkeamaton ongelma, vaikka ne eivit olisi vangittuna harmoniseen

potentiaaliin. Kolmen kappaleen ongelma on tuttu taivaanmekaniikasta, jossa se
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voidaan ratkaista olettamalla yksi hiukkanen paljon muita kevyemmaéksi. Silloin
ongelma redusoituu olennaisesti kahden kappaleen ongelmaksi. Nyt ei ole mah-

dollisuutta seurata téitd analogiaa, koska hiukkaset ovat identtisia.

Liitteessd lasketaan kolmen hiukkasen tapaus Lagrangen mekaniikkaa kiyt-
tden pyorimisnopeudella w, pyOrivissi koordinaatistossa. Ratkaistaan kolmen ta-
paus Newtonin mekaniikan avulla. Tarkastellaan tilannetta pydrimisnopeudella
wr, pyOrivissd koordinaatistossa. Erona liitteessd esitettyyn tarkasteluun on se,
ettd nyt koordinaatiston pydrimisnopeus on arvoltaan tasapainotilanteen pyori-
misnopeus. Liitteessd esitetyssi tavassa pyorimisnopeudeksi valittiin w,., joten se
muuttui hiukkasten vdrdhdysten mukana ja tulokset olivat viirid. Nyt asetetun
tasaisella pyorimisnopeudella pyorivin koordinaatiston pitdisi olla jirkevimmin

valittu.

Kiytetdédn hiukkasten paikkojen kuvaamiseen karteesisia koordinaatteja (z;, ;).
Hiukkasten vilinen tasapainoetiisyys on 79 = v/3bo. Kun jdrjestelmin geometria
on tasapainoasemassa tasasivuinen kolmio, niin efektiivinen potentiaali voidaan
minimoida mainitun ehdon puitteissa. Niin voidaan tehdi, vaikka itse liikkeen ai-

kana hiukkaset eivit olisi tasasivuisen kolmion muodostelmassa.

Tasasivuisen kolmion mukaisen jarjestelmén efektiivinen potentiaali on muo-

toa

3
Ueff = §mw§b2 +

2
VA L L (3.43)
b 6mb?

Derivoidaan efektiivistd potentiaalia tasapainokohdan yhtédlon saamiseksi

AUt b — V34 o
db lo=so  ~ 0 B2 3mbd
Jid o (3.44)
= by =0.

_ o —
3mw3 9m2w?

Ensimmiinen hiukkanen kokee nettovoiman, joka komponenteittain voidaan

ilmoittaa muodossa
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—1x9)A
Fﬂcl = mjfl = —1m (wg _ w72'0) T+ (I’l SUQ) .
(1 —22)2 + (11 — 92)?)?
—x3)A
S 7 — 2mwr
((z1 —23)* + (11 — y3)?)> (3.45)
. _ A .
Fy1 =my;=—m (wg _ w’?‘o) Y1 + (yl y2)

N

(1 = 22)* + (11 — ¥2)?)

(s = )4 5 + 2mw,, 21,
(1 — 23) + (Y1 — y3)? )

ja muiden hiukkasten kokemat voimat ovat samaa muotoa. Olennaista on huoma-

ta, ettd yhdelle koordinaatille Coulombin voimatermin osoittajassa oma koordi-
naatti on aina ensin. Koordinaatiston valinnasta johtuen, ero liitteen tarkasteluun
nihden on, ettd nyt litkemé&ira sijoitetaan pyorimistaajuuden eliminoimiseksi vas-
ta lopuksi. Sen vuoksi linearisoitaviksi termeiksi jdd ainoastaan Coulombin termit.

Hiukkasen ¢ yhtilo on linearisoitava koordinaattien x;, x, y; ja y; suhteen nii-
den tasapainokohtien ympadristoissd. Merkitdén linearisoituja termejd lyhyemmin
siten, ettd esimerkiksi C,, on x;:n suhteen linearisoitu termi. Linearisoiduiksi ter-
meiksi saadaan olennaisesti

CIZ:Z( !

i ((xio - xjo)Z + (yio - yjo)2>

Njw

_ 3($i0 — ij)Q >$

(('Tio - ij)Q + (yio - ng)2)
“=(

ot

3(Iio — xko)z

Tig — Tho )2+ (Yio — Yio)?) (3.46)

Njot

1
B 2 3 ) o
((xio - xko) + (yZo yko) )2
C =— 3($l0 33]0)(%0 0)
=
Ve ((xio - xjo) (ylo y]o)Q)
3 Lin — T 0
Cyk _ ( 0 ko)(yo yko) Uk
(('Tio - xko)Q + (yio - yko)2)2
missd koordinaatti varustettuna alaindeksilld *nolla’ tarkoittaa tasapainotilanteen

y.

N

arvoa kyseiselle koordinaatille. Tédssid kohdassa on syytd huomauttaa, ettd linea-
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risoinnissa f(z) =~ f(xg) + % ) (x — x0) tulee lisdksi vakiotermeji. Kun

kaikki vakiotermit lasketaan yhteen, niin ne summautuvat nollaksi, joten niitd ei

ole tissd esitetty ollenkaan. Tasapainotilanteessa karteesisten koordinaattien arvot
ovat

1
-
1
(w20, Y20) = (0, ﬁ) 7o (3.47)

( ) <1 1 )
T30, ==, ——|710.
305 Y30 5 2\/5 0

Yhtiloryhmién (3.45) mukaisen kuuden yhtilon yhtidloryhmén linearisoinnin

DN | —

(10, Y10) = <—

jalkeen huomataan, etti sen yleinen ratkaisu on muotoa

T

Yk

X, =

J

(Cre™" 4 Coe™™") | (3.48)

missd 7 = 1,...,6 sekd 7, k = 1,2 ja 3. Vaaditaan yhtdloryhmén ratkeavuus, joten

sen determinantin on havittiva molemmilla ratkaisufunktioilla

_ 2 A _ 24 3v3A _ 3/3A
F3 mw 47“(3) rg 47"8 + K3 47“8 0
A 2 A 3v3A 3V3A
g Gs—mw il T Ks i3
_24 A _ 2 3V3A _ 334
TS’ 47"8 F3 mw 0 47“8 47‘8’ + K3
3v3A 3v3A _ 2 __5A A
47"8 K3 47‘8 0 H3 mw 47'8 7"8
3v3A 3v3A 5A 2 5A
— — I i3 —ns Jsmmw —53
3v3A _3VBA A __5A _ 2
0 47“8’ 47”(?; K3 7"8’ 47"8’ H3 mw
=0,
(3.49)

missi vakioiden arvot ovat
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TA 9 9
F3 = 4—1%+m(w0 —wro)
A 2
Gs = _2_7"8’ +m (wo — wro)
A 2 (3.50)
Hy —3+m(w0—wro) :
4rg
5A 9 9
Jg = 2—7%+m(w0 —wro)
K3 = £2imww,, .
Vakion K3 etumerkki riippuu ratkaisufunktiosta. Ratkaisufunktiolle C'ye™* se on

positiivinen ja funktiolle Cye ™" negatiivinen. Ero johtuu siiti, etti kyseinen va-

kio on Coriolis -termin etukerroin. Coriolis -termi puolestaan on olennaisesti rat-

kaisufunktion ensimmaéinen aikaderivaatta.

Ratkaisemalla yhtilo (3.49) saadaan kolmen hiukkasen jirjestelmédn ominais-

taajuuksiksi arvot

W1 = Wy — Wy,

Wo = Wo + Wy

7 Rg Sg
w3 = i‘/&uf‘; + 10wiw? — gw;‘:o + s 12

Wy = \/3wg+w30 — w3

ws = 1/3wi + w2,

missé kertoimet R3 ja S3 ovat

Ry = — 81w} — 3132wiw?, — 1638wyw), + T08wiws + 47w
Ss :( — T29w)” + 62694w; w?, + 234009whw,, — 108wjw?

— 29079wyws, — 7002wiw,. + 2359w,

1
+A9T2V6 (wf — w2)' /3 — w2, (w8 + ) wiy )

(3.51)

(3.52)

On mielenkiintoista, ettd vaikka S5 on kompleksinen, niin ominaistaajuudet ws ja

w, ovat kuitenkin reaalisia, kun w,, € [0, wp].
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Massakeskipisteen ominaistaajuuksista ndhdéén, ettd ne eivit vastaa simuloin-
tituloksia. Niiden muodot nédyttavit kuitenkin lupaavilta, koska ne ovat suoraan

verrannollisia pyOrivdn koordinaatiston kulmanopeuteen w,,,.

Verrataan seuraavaksi kolmen hiukkasen keskindisid ominaisviridhtelyitd ws,
w4 ja ws simulointituloksiin. Kuvasta 3.2 ndhdiin, ettd johdetut ominaistaajuu-
det vastaavat tdydellisesti simuloinnin mukaisia ominaisvérihtelyiden taajuuksia.
Koska simulointi tdssi tilanteessa vastaa periaatteessa sitd, mitd hiukkasten vililld
oikeasti tapahtuu, on sen antamiin tuloksiin luotettava. Kahdella eri tavalla saatu-
jen yhtenevien tulosten perusteella voidaan ldhes varmuudella todeta, ettd kolmen

hiukkasen ominaistaajuudet ovat yhtidlon (3.50) lausekkeet.

Ominaistaajuuksia vastaavien ominaisvektoreiden analyyttiset muodot ovat

wl=05-k=10
0.2 0.3

0.1 0.4 0.5
1 ' ' ‘ ‘ 1
0.8 10.8
0.6 10.6
B
0.4 10.4
0.2 | 102
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Wwr

Kuva 3.2: Kuvassa on esitettyni sekd simuloinnin antamat, ettd johdetun yhtélon (3.51)
mukaiset numeeriset arvot ominaistaajuuksille. Eri menetelmilld saadut tulokset ovat lu-
kuarvoiltaan identtiset, joten on erittiin perusteltua olettaa johdettujen ominaistaajuuksien
olevan oikein. Kuvassa mustalla on “hengitysmoodin” ominaistaajuus. Violetti ja punai-

nen kuvaaja kertovat ominaistaajuuksien w3 ja wy riippuvuuden kulmataajuudesta wy, .
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moodin w1 aikakehitys moodin w2 aikakehitys moodin w3 aikakehitys

Kuva 3.3: Harmonisessa potentiaalissa virdhtelevian kolmen klassisen varatun hiukkasen
ominaismoodit. Jokaisessa tapauksessa on pyOrimismiéri siten, ettd w,, = 0,4. Ylhdaltd

vasemmalta lukien moodit vastaavat ominaistaajuuksia wy, wa, w3, wy ja ws.

Xy =Dy, 1 (=i, =i, —i,1,1,1)e"“" + D, »(i,4,4,1,1,1)e”

Xy =Dy, 1(i,4,4,1,1,1)e?" + Dy, o(—i, —i, —i,1,1,1)e ™!

Xy =Dy 1(—V3 +i, V3 +1i,—2i, —1 — V/3i, —1 + V/3i, 2)e’?*
+ Doyo(=V3 —i,v/3 — 0,20, —1 + V/3i, —1 — V/3i,2)e s

Xy =D, 1 (V3 41, —V3+i,—2i,1 — V/3i, 1 + V/3i, —2)e!
+ Doy s(V3 =i, =3 — 0,20, 1+ V/3i, 1 — V/3i, —2)e !

X5 =D,1 (3\/§w§ + 5\/§wa — 4wy, ws, —8\/§wa — 4wy, ws, (3.53)
— 3\/§wg + 3\/§wa + 8iwy,ws, 3wy — 11wf0 — 4\/§iwr0w5,
— 6wz — 2w30 + 4\/§iwmw5, 3ws + 13w30>ew5t
+ Dy 2 (3\/§w3 + 5VBw? + diw,yws, —8V3w2 + diw,ws,
— 3\/§w§ + 3\/§wa — 8iwy,ws, dws — 11u)fO + 4\/§iwmw5,
— 6wz — 2w30 — 4V Biw,,ws, 3wk + 13w,2,0>e_i“5t .
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Jokaisella ominaisvektorilla ¢ sen j. komponentti on muotoa

Xi; =Du,1(A+ Bi)e™" + D, o(A — Bi)e ™"
=A(Dy; 1 + Dy, 2) coswit — B(Dy, 1+ D,, 2) sinw;t
+ i (A(Dy; 1 — Dy, 2) sinw;t + B(D,, 1 — D, 2) cosw;t) (3.54)

N

=0 :>D‘*’i11:D“’ia2

=2D; 1(Acosw;t — Bsinw;t) .

Edelld olevassa yhtédlossd (3.54) vaadittiin ominaisvektorin reaalisuus, joten
asetettiin D, ; = D, ». Koska vakio D, ; on koko ominaisvektorin kertoimena,
eikd se riipu ainakaan ajasta, niin ei sen arvoa tarvitse selvittdd. Vakion merkitys
nimittdin hidvidd normituksessa. Ominaistaajuuksia vastaavien ominaisvektorei-

den reaalisiksi ja normitetuiksi ratkaisuiksi saadaan lausekkeet

1
X =—=(sinwst, sinwit, sin wyt, coswit, coswit, cos wit)
V6
1
Xy =——=(—sinwat, — sin wot, — sin wat, cos wyt, cos wot, coS wat)
V6
1 ) . .
X3 :E( — V3 cos w3t — sin wst, V3 cos w3t — sin wst, 2 sin wast,
— coswst + V/3sin wst, — coswst — V/3sin wst, 2 cos w3t>
1 . . .
Xy :E (\/5 COS wyt — SIn wyt, —v/3cos wat — sin wyt, 2 sin wyt,

cos wyt + V/3sin wat, cos wyt — V3 sin wyt, —2 cos w4t>

3w§ + 5w30)\/§cos wst + 4w, ws sin wst, —8\/§w30 cos wxt

1
Xs =———
® 163wl (
+ 4wyyws sin wst, (—3ws + 3w30)\/§cos wst — 8wy,ws sin wst,
(3wg — 11w} ) coswst + 43w,y ws sin wst, — (6w + 2w? ) cos wst
— 43w, ws sin wst, (3w? + 13w? ) cos w5t> .
(3.55)

Kuvassa 3.3 on esitetty kolmen hiukkasen tapauksen moodien aikakehitykset

kokonaispyOrimisméérdn w,, = wp tapauksessa. Vasemmalta ylhailtd lukien kak-
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si ensimmdistd moodia vastaavat massakeskipistevirdhtelyitd, joista ensimmaéi-
nen kiertdd ympyriradalla myotipdiviin ja toinen vastapdiviin. Kaksi seuraavaa
moodia ovat myos keskendén liikeratojen osalta samanlaisia ja ne vastaavat taa-
juuksia w3 ja wy. Niistdkin ensimmaéinen kiertdd ympyriradalla myOtdpidivédn ja
toinen vastapdivdidn. Viimeinen moodi on “hengitysmoodi” ja se kiertdd ellipsin

muotoisella radalla vastapdiviin.

Pyorimistaajuuksia ws ja wy sekd massakeskipistevirihtelyjd vastaavat moo-
dit ovat pyorimismédrdn nolla tilanteessa molemmat degeneroituneita moodeja.
Degeneraatio hividd heti systeemin ldhtiessd pyorimééin. Kuvaa 3.3 katsoessa de-

generaation hédvidmiselle 16ytyy luonnollinen selitys.

w5, kun wr=0 w5, kun wr=0,1

w5, kun wr=0,3 wS, kur} wr=0,5

Kuva 3.4: “Hengitysmoodi” kehittyy pyorimismééran kasvaessa alun edestakaisesta vi-

rihtelystd yhd paksuuntuvien ellipsiratojen kautta lopulta ympyréradoiksi, kun w,, = 0,5.

Pyorivissi koordinaatistossa myotdpidivadn kiertdvit moodit virdhtelevit yha
pienemmailli energialla ja niiden ominaistaajuus on lopulta nolla, kun w,, = wy.
Vastapiiviin kiertdvien moodien virdhtelytaajuus kasvaa lineaarisesti ldhestyen
arvoa 2wy. Tilanne voidaan tulkita siten, ettd vastapdivddn tapahtuva virihtely
pyorii laboratoriokoordinaatistossa kulmanopeuden w,,, suuntaisesti ja toinen sitid
vastaan. Pyorivissd koordinaatistossa tilanne néyttdd siltd, ettd ensimmaéinen vi-
rahtely hidastuu, kunnes lopulta nidyttdd melkein pysdhtyvén, ja toinen pyorii yhi

suuremmalla kulmanopeudella.

“Hengitysmoodin” hiukkasten ratojen riippuvuutta pyorimismiirdstd on sel-
vitetty kuvassa 3.4. Siitd ndhdéén, ettd moodi kehittyy pyorimismééran kasvaessa
alun edestakaisesta virihtelystd yhd paksuuntuvien ellipsiratojen kautta lopulta
ympyriradoiksi, kun w3 — 2wg. Kuvasta huomataan my®os, etti “hengitysmoodis-

sa” kolmio pysyy koko ajan tasasivuisena.
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3.5 Nelja klassista hiukkasta harmonisessa potenti-

aalissa

Neljdn identtisen varatun klassisen hiukkasen liike voidaan niinikdédn ratkaista
olettamalla systeemin liikkeen tapahtuvan ldhelld tasapainokohtaa.

Tasapainoasemassa jirjestelmin geometrian voidaan paitelld olevan nelid. Nyt
hiukkasten vilisen tasapainoetdisyyden 7, ja hiukkasen tasapainotilanteen etii-

syyden origoon b, pitee saantod

ro = V/2bg . (3.56)

Tarkastellaan tilannetta pyorimisnopeudella pyorivissd koordinaatistossa ja kdyte-
tddn hiukkasten paikkojen kuvaamiseen karteesisia koordinaatteja (x;, y;). Selvi-
tetddn aluksi tasapainokoordinaatit. Tasapainoasemassa jirjestelmén efektiivinen
potentiaali

4A A :
ULt :2mw§b2 + — 4+ n + 2mo?v?
r

(3.57)
4+4/2 L?
2.2
=mwyr” + A+ o
minimoituu, joten tasapainokohdan r( yhtiloksi saadaan
4 2 L?
v V2, S — (3.58)

o —
2mwg 4m2wd

Yksittdinen hiukkanen kokee nettovoiman, joka on olennaisesti yhtilon (3.45)
mukainen. Erona kolmen hiukkasen tapaukseen, neljdan hiukkasen tilanteessa Cou-
lombin termissd on vuorovaikutus luonnollisesti kolmen eiki kahden hiukkasen
kanssa. Ratkaisuperiaate on muutenkin lihes identtinen edelld laskettuun kol-
men hiukkasen tapaukseen verrattuna eli Coulombin termit linearisoidaan jokai-

sen muuttujan suhteen. Neljdn hiukkasen jirjestelmén tasapainokoordinaatit ovat
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1
xlO» ylo 57
< ; 1)
117207 y20 5 n
22
(3.59)
37307 y30 < )

(x40,y40) <§, 2)7”0

Yhtédloryhmén (3.45) mukaisen kahdeksan yhtdlon yhtdloryhmén linearisoin-

nin jilkeen huomataan, ettd sen yleinen ratkaisu on muotoa

T

Yk

X, =

J

(Cre™" + Cre™™") (3.60)

missd j = 1,...,8 sekd ¢,k = 1,...,4. Vaaditaan yhtdloryhmén ratkeavuus, joten
sen determinantin on hivittdvd kummallakin ratkaisufunktiolla erikseen.

Neljian hiukkasen tapauksessa sekd yhtdloitd ettd muuttujia on kahdeksan, jo-
ten yhtdloryhmén determinantti on 8x8 -ulotteinen. Kolmen hiukkasen determi-
nantista (3.49) nidhdiin, ettd jo 6x6 -dimensiollinen vie kohtalaisen paljon tilaa.
Neljédn hiukkasen jdrjestelmén determinanttia ei edelld mainittuun syyhyn vedoten
tassd yhteydessia esitetd. Kun vaaditaan determinantin hdvidminen, niin molem-

milla ratkaisufunktioilla neljan hiukkasen liikkeen ominaistaajuuksiksi saadaan

W1 = Wo — Wr

Wo = Wp + Wy,

3
w3—\/w0 Ry

wy = Sy — (3.61)
= Sy + wy,

3
Wg = \/ WQ TO + R4

wr = 4/3wi +w? .
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Yhtdlossd (3.61) esiintyvit kertoimet ovat

R :ﬁ( (1017 - 648v2)

1
(1296\/_ - 858) VRl + (625 - 648\/§> w;*o) (362

S, :g\/<15 ~2v2)wh + (2v2-8) 2, .

Neljan hiukkasen jdrjestelmidn ominaistaajuudet saatiin siten ratkaistua analyyt-
tisesti ja niiden ratkaisulausekkeet ovat verrattain yksinkertaiset. Niiden oikeelli-

suus on kuitenkin syyti tarkastaa.

wl=05-k=10

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
1F ' ' ‘ 1
0.8 | 0.8
0.6 | 10.6
=
0.4 | 10.4
0.2 | 10.2

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Wwr
Kuva 3.5: Kuvassa on esitettyni sekd simuloinnin antamat, ettd johdetun yhtélon (3.61)
mukaiset numeeriset arvot ominaistaajuuksille. Eri menetelmilld saadut tulokset ovat lu-
kuarvoiltaan identtiset. Kuvassa mustalla on “hengitysmoodin” ominaistaajuus. Violetti
ja punainen kuvaaja kertovat ominaistaajuuksien wy ja ws riippuvuuden kulmataajuudes-
ta wy,. Vihred ja sininen kuvaaja kertovat puolestaan saman asian ominaistaajuuksista ws
ja wr. Erityisen mielenkiintoinen tulos on se, ettd pyOrimisméédrin kasvaessa ws ohittaa

ensin taajuuden wg ja lopulta jopa “hengitysmoodia” vastaavan taajuuden wr.

Johdettuja hiukkasten keskindisen virdhtelyn ominaistaajuuksia ws, wy, ws,
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wg ja wy voidaan verrata saman jarjestelmin simulointituloksiin. Kuvasta 3.5 néh-
didin, ettd johdetut ominaistaajuudet ovat yhtenevid simuloinnin antamien omi-
naistaajuuksien kanssa. Taajuuksia w; ja ws sekd w3 ja w, ovat energioiltaan pareit-
tain degeneroituneita pyoriméttomaissi tilanteessa. Degeneraatio hividi heti sys-
teemin ldhtiessd pyoriméén. Erityisen mielenkiintoista on, ettd alussa kolmanneksi
suurimmalla ominaistaajuudella ws virdhtelevd moodi ohittaa energiassa taajuu-
della wg vérihtelevin moodin noin kohdassa w,, = 1,4. Vield erikoisempi seikka
on, ettd sama moodi ohittaa energiassa jopa taajuudella w; virihtelevin moodin
eli "hengitysmoodin” kohdassa w,, = 3,4.

Ominaistaajuuksia vastaavat ominaisvektorit ratkaistaan samalla tekniikalla
kuin kolmen hiukkasen tapauksessa. Ainoastaan taajuuksien wy, wy, W4 ja ws omi-

naismoodit saadaan ratkaistua analyyttisesti. Ne ovat

X, :§(sin wit, sinwit, sinwqt, sin wyt,
coswit, coswit, coswit, cos wlt)
X 25(— sin wat, — Sin wot, — sin wst, — sin wot,

COS wat, COS wat, COS wat, COS wgt)

(3.63)

X4 =3 (sin wyt, — sin wyt, sin wyt, — sin wyt,
COS Wyt, — COS wyt, COS wyt, — COS w4t)

X =3 (— sin wst, sin wst, — sin wst, sin wst,
cos wyt, — COS wst, COS wst, — COS (.U5t) .

Kuvassa 3.6 on esitetty ndiden moodien aikakehitykset kokonaispyorimismaa-
rin w,, = 0,4 tapauksessa. Kaikissa tapauksissa kolmen eri ajanhetken aikavili
on sama, jotta ominaistaajuuksien riippuvuutta pyorimismadristi saataisiin ha-
vainnollistettua. Vasemmalta ylh&éltd lukien kaksi ensimmaéistd moodia vastaavat
massakeskipisteviridhtelyitd. Alhaalla vasemmalla on ominaistaajuutta w, vastaa-
van moodin aikakehitys ja sen oikealla puolella sama taajuudelle ws.

Kuvasta 3.6 ndhdéén, ettd moodit wy ja ws sekd wy ja ws ovat liikeradoiltaan
lahes identtiset. Ainoa ero pareilla on, ettd ensimmaiinen kiertdd myotipaiviin ja

jalkimméinen vastapdivain.
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Ominaistaajuuksien w3, wg ja w; ominaismoodeja ei saatu ratkaistua analyytti-
sesti. Ratkaisun saamiseksi pitiisi ratkaista yli neljinnen asteen polynomin juuret,
mikd on mahdotonta. Niiden radat voidaan kuitenkin selvittdd asettamalla jokin
pyOrimismiirin arvo ja ratkaisemalla arvot numeerisesti. Kuvassa 3.7 on esitetty
tdlld menetelmilld saadut moodien kehitykset pydrimisméédridn funktiona. Kuvas-
sa ylimpéni on taajuuden w3 ominaismoodi, ja sen alapuolella taajuutta wg vas-
taava moodi. Alimpana on esitetty ominaistaajuuden w; moodi, joka on “hengi-
tysmoodi”.

Kuvasta 3.7 ndhdién, ettd moodien ws ja w; hiukkasten radat néyttivit ole-

moodinwl aikakehitys  00din w2 aikakehitys

| | /

y /f
/

moodin w4 aikakehitys moodin w3 aikakehitys

Kuva 3.6: Harmonisessa potentiaalissa virihtelevidn neljan klassisen varatun hiukka-

sen ympyrdrataiset ominaismoodit. Jokaisessa tapauksessa on pydrimisméird siten, etti
wr, = 0,4. Ylhdéltd vasemmalta lukien moodit vastaavat ominaistaajuuksia w1, wa, wa
ja ws. Muita moodeja ei ole esitetty tdssd, koska niille ei saatu johdettua yhtdlomuotoisia
lausekkeita.
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van aika samankaltaiset, varsinkin pienelld pyorimisméadrilld. Ne kuitenkin kier-
tavit erilaisissa vaiheissa omia ellipsiratojaan, joten hiukkaskonfiguraatiot ovat
aivan erilaiset. “Hengitysmoodissa” hiukkaskonfiguraatio pysyy koko ajan nelio-
ni. Taajuuden w3 suorakaide venyy jakson aikana nurkistaan, palaa suorakaiteeksi
ja venyy sitten toisista nurkistaan.

Jokaisen moodin aikakehitys on piirretty kolmella eri pyorimisméirélld. Ku-
vasta 3.7 ndhdiin, ettd ensimmadiset moodit kehittyvit pyorimisméaédrin kasvaessa
alun edestakaisesta virihtelystid yhé pullistuvien ellipsien kautta lopulta ympy-
roiksi. Kummassakin moodissa hiukkaset pyorivit vastapdiviin. Ylldttdva tulos
on se, ettd moodin w3 hiukkasten radat eivit ldhene ympyroitd vaan pysyvit lop-
puun asti ellipseind. Ominaistaajuutta w3 vastaavassa ominaismoodissa hiukkaset
pyorivit ellipsiradoillaan myotdpédivaan.

Ominaistaajuuksien moodien w3, wg ja wy riippuvuutta pyorimismadrasti ei
pystytty selvittiméédn yhtdlomuotoisena. Siitd huolimatta niille voidaan méérittaa
lausekkeet, johon jdd muuttujiksi toistaiseksi tuntemattomat parametrit. Tuntemat-

tomista parametreista riippuvat moodien lausekkeet ovat

1 : 1
X5 :( — —=coswst, T}, 1 coswst — T, 2 sin wst, —= cos wst,

V8 V8

— Tw;),,l COS C(J3t + Tw3,2 sin W3t, _Tw3,1 COS u)3t + Tw3,2 sin u}3t,

1 . 1
— —=coswst, T, 1 coswst — T, o sin wzt, —= cos w3t)

V8 V8

1 . 1
Xg = (— cos wet, Tis.1 €OS wet — T 2 SN Wet, ——= cos wgt,

V8 V8

— Tipg,1 coswel + Ty 2 sinwgt, =Ty 1 coswgt + T 2 sinwgt,  (3.64)

1 1
—= cosWet, Tiyg,1 COS wet — T iy 2 siN wet, ——= cos w6t)

V8 V8

1 . 1
X7 :( — —=coswrt, =1, 1 coswrt — T, 9 sinwrt, —= cos wrt,

V8 V8

T, 1 coswrt + T, o sinwqt, =T, 1 coswyt — T, 9 sinwrt,

1 . 1
—=coswrt, T, 1 coswyt + T, o Sinwyt, ——= cos w7t> .

V8 V8

Moodien lausekkeita (3.64) ei ole johdettu siind mielessd, mitd johtamisella
perinteisesti tarkoitetaan. Niiden muodon pditteleminen on niin sanottu elegant-

ti arvaus. Kaikissa numeerisesti lasketuissa ratkaisuissa moodien muodot olivat
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edelld mainittujen lausekkeiden mukaiset. Tidssd tuntemattomaksi jadvit paramet-
rit tulevat varsinaisessa analyyttisessd ratkaisussa riippumaan arvoista wy ja wy,.

Numeeristen tulosten perusteella parametrit ndyttavit noudattavan seuraavia saan-

tﬁjé
w3, kun wr=0,01 w3, kun wr=0,1 w3, kun wr=0,49
\ ////\\\ _y / \\Wv ) — \\\4//
) / N
\ / \\ \ |/ \
\ / \ \ / //
\ \/ X
/,\ / / ’,&
/ \\ / 4 \
\ / /A
/ >~ /// \\ ’// \ S — 7// ™
1y I N // i il \
i~ R \— TN

w6, kun wr=0,01

4

P A
4

S
\
foor

S —

Kuva 3.7: Harmonisessa potentiaalissa vdrdhtelevin neljan klassisen varatun hiukkasen

ellipsirataiset ominaismoodit. Y1h&altd lukien moodit vastaavat taajuuksia ws, wg ja wy.

1
T2+ T2 o= —
5,1 5,2 \/g
Tig 1, Tiry — 0, kun w,, — wy (3.65)

Tiwg2s Tovr 2 — , kun w,, — wy .

1
NG

Parametrit 7}, ; ja T, » ndyttivit lahestyvén jotain muuta kuin lukuja 0 ja \/Lg.
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Kuvia 3.5, 3.6 ja 3.7 vertailemalla huomataan, ettd kaikkien mydotdpdiviian
kiertivien moodien energiat pienenevit pyOorimismadrin kasvaessa. Kehitys on
pdinvastainen vastapdivdidn kiertdvillda moodeilla. Selitys tdhén oudolta vaikutta-
vaan kehitykseen on luonnollinen. My®étépdivddn pyorivit moodit nimittdin kier-
tdvit samaan suuntaan pyorivdn koordinaatiston pyorimissuunnan kanssa. Siksi
pyorivissd koordinaatistossa niiden liike ndyttdd hidastuvan, kunnes pyorimisno-
peudet ovat samat. Silloin moodi nédyttidd pysyvin paikallaan.

Neljdn hiukkasen systeemin kenties mielenkiintoisin tulos on se, ettd pyori-
mistaajuutta w; vastaava moodi ohittaa alussa korkeammalla energialla virihtele-
vit moodit wg ja wy eli jopa “hengitysmoodin”. Toisaalta erityisesti matalaener-
gisten moodien w, w3 ja w, muodot ovat mielenkiintoisia, koska ldhinné niiden
energiat ovat merkittdvid kvantisoidussa energiaspektrissd. Jos klassisen systee-
min kvantisoidut tulokset selittidvit kvanttipisteen energiapektrin, niin kvanttime-
kaanisista aaltofunktioista (oikeammin parikorrelaatiofunktioista) voidaan mah-
dollisesti havaita klassiset moodit. On syyti vield huomauttaa, ettd “hengitysmoo-
din” ominaistaajuuden riippuvuus pyOrimismiirdstd on sama kuin edelld laske-

tuissa pienemmissé systeemeissa.

3.6 ‘‘Hengitysmoodin’ ominaistaajuuden lauseke ren-

gasmaisessa systeemissi

Kaikissa edelld lasketuissa tilanteissa (3.20), (3.40), (3.51) ja (3.61) on esiintynyt

ominaistaajuudella

Wheng = 1/ 3w + w2 . (3.66)

virdhtelevd moodi. Se on “hengitysmoodi” eli moodi, jossa jarjestelma viridh-
telee puristuen ja laajentuen sen ddriasentojen vililld. Jirjestelmén ddriasennoilla
tarkoitetaan tdssd sellaisia hiukkaskonfiguraatioita, joissa hiukkaset ovat mahdol-
lisimman ldhelld tai kaukana toisiaan. Koska moodi havaittiin kaikilla tarkastel-
luilla hiukkasmaéadrilld, herdd kysymys siitd, onko “hengitysmoodi” olemassa sa-

malla ominaistaajuudella yleisessd /N hiukkasen jirjestelmissi.
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Etsitdin N hiukkasen muodostaman systeemin tasapainokohta ja kehitetddn
potentiaali Taylorin polynomiksi sen ympdrilld. Valitaan harmonisen potentiaalin
minimi koordinaatiston origoksi ja merkitddn yksittdisen hiukkasen etdisyytta sii-
td symbolilla b;. Systeemin tasapainokohdan selvittimiseksi pitdd minimoida sen

efektiivinen potentiaali

L2
U :Uharm + UCoul + —

21
2 N 2 (3.67)
mwg 9 A L
= b + + —
2 ; ’ ; ti =1l 2m > b3

missd / on kokonaishitausmomentti.

Yhtalostd (3.67) ndhdiin, ettd Coulombin termi voi tuottaa hankaluuksia. Ti-
lanne helpottuu huomattavasti, kun oletetaan jirjestelmén olevan tasapainokoh-
dassa rengasmainen. Rengasmaisella tarkoitetaan siti, ettd jirjestelmén tasapaino-
kohdassa jokaisen hiukkasen etdisyys harmonisen potentiaalin minimiin on kes-
kenidin sama eli b; = b jokaiselle hiukkaselle j. Edelld kisitellyt systeemit olivat

kaikki tasapainokohdissaan rengasmaisia.

I'i,j

Kuva 3.8: Rengasmaisessa systeemissi kahden mielivaltaisesti valitun hiukkasen vilinen
etdisyys on tasakylkisen kolmion pohjasivu r; ;. Kolmio on tasakylkinen, koska kumman-

kin hiukkasen etdisyys origoon on b.

Rengasmaisessa systeemissd minkd tahansa kahden hiukkasen 7 ja j vilinen
etdisyys on kuvan 3.8 mukaisen tasakylkisen kolmion pohjasivu r; ; = |r; — r;|.

Kolmion kérkikulma on

(3.68)
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missd tekija Ny = 1, ..., [%] méidrdytyy sen mukaan kuinka ldhekkdin hiukkaset
ovat renkaassa. Jos hiukkaset ovat esimerkiksi vierekkiin, niin Ny = 1. Jos niiden
vilissd on kaksi hiukkasta, niin /N5 ja jos hiukkaset ovat renkaan vastakkaisilla

puolilla, niin N, = [%] . Trigonometriaa kéyttden saadaan johdettua sdinto

N.
ri; = 2bcosy = 2bcos (g - %) : (3.69)

koska 2y =1 — a.

Edelld mainitun tasakylkisen kolmion kulmat eivit siis riipu tasapainoetiisyy-
destd b vaan ainoastaan hiukkaslukumaéaristd ja tarkasteltavien hiukkasten kes-
kindisestd sijainnista renkaassa. Siksi johdettu yhtédlo (3.69) tarkoittaa sitd, ettd
r; ; oc bkaikilla hiukkaspareilla 7, j ja erityisesti koko Coulombin termi Uy o %
Minimoidaan rengasmaisen jirjestelmén efektiivinen potentiaali

mNw? o D N L?
2 b 2mNb?’
tasapainokohdan selvittamiseksi. Vakiotekijd D ei riipu arvosta b eikd sen tarkkaa

U= (3.70)

arvoa tarvitse tietdd ainakaan vield. Tasapainokohdalle ry saadaan johdettua yhtilo

potentiaalia derivoimalla

dUu D L?

db lp=b, B mNb
Kehitetddn potentiaali toisen asteen Taylorin polynomiksi tasapainokohdan ym-
parilld [26]

=0. (3.71)

= mNwiby —

dU 1d2U
U=Uy+ — b—1b - b — by)?
ot db b:bo( o) + 2 db? b:bo( 0)
=0
mN ) LQ ) (372)
= — ———— | (b—0

tasapainokohdan yhtdlon (3.71) nojalla. Eliminoidaan kehitelméstd (3.72) pyo-
rimismédri sijoituksella L = w, [ = w,;mNb2. Potentiaalin sarjakehitelméksi

saadaan silloin lauseke
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N
U ~Up + mT (3w2 + w2 ) (b — bo)? . (3.73)

Tulkitaan yhtdlon (3.73) toisen asteen termin etukerroin m /N -massaisen harmo-

nisen oskillaattorin etukertoimeksi eli

N N
M = (3@03 + wfo)
2 2 (3.74)

= W = Wheng =1/ 3w + w2, .

Saatiin osoitettua, ettd yhtdlon (3.66) mukaisella taajuudella véridhtelevd moo-
di on olemassa yleisessd /V hiukkasen muodostamassa rengasmaisessa jarjestel-
missd. On vaikea kuvitella esimerkiksi sadan hiukkasen konfiguraation olevan
tasapainoasemassa todella rengasmainen. Rengasmaisuus toteutuu ilmeisesti vie-
14 ainakin viiden ja kuuden hiukkasen systeemeille. Tdmén tarkastelun avulla ei
voida paitelld sitd, ettd ominaistaajuus vastaa nimenomaan “hengitysmoodin” taa-
juutta. Aikaisemmin ratkaistuissa tapauksissa niiden vélinen yhteys on jo todettu,

joten on todennékdistd yhteyden olevan voimassa my06s muille tapauksille.



Luku 4

Kvantisoidut klassiset energiat ja CI
-menetelmalli saadut energiat

Kahden, kolmen ja neljin hiukkasen klassiset kokonaisenergiat voidaan kvantisoi-
da yhtdlon (2.26) antamalla tavalla. Klassinen energiapektri konstruoidaan valit-
semalla alimmilla energioilla virdhtelevistd moodeista sallitut. Moodien valinnat
tehdddn ryhméteoreettisin perustein. Tdssd luvussa esitetddn kvantisoidut tulokset
ja verrataan niité vastaaviin CI -menetelmillé laskettuihin energioihin. Kummalla-
kin menetelmilld saadut kokonaisenergiat skaalataan siten, etti niistd vihennetdédn
massakeskipisteen viritysenergia hLwy. Lisdksi kokonaisenergioista vihennetddn
nollapistevirdhtelyn maksimiarvo A/Nwy. Skaalauksen syy on se, ettd massakes-

kipisteviritykset erottuvat spektrissd vaakasuorina viivoina. [15, 27]

Kuvassa 4.1 nidhddédn kahden, kolmen ja neljdan hiukkasen perustilojen ener-
giat. Kvanttimekaaniset energiat on esitettynd kuvassa mustilla pisteilld ja klassi-
set punaisilla. Tuloksista nihdéén, ettd jokaisen perustilan energiaspektri on jak-
sollinen, missd jakson pituus on sama kuin hiukkaslukumééréd. Kahden hiukkasen
perustila koostuu pelkistd pyorivistd tilasta ja sen massakeskipistevérihtelyis-
td. Kolmella hiukkasella mukaan tulee alimmalla energialla tapahtuva keskinii-
nen virdhtely. Neljilld hiukkasella edellisten lisédksi tulee vieli toiseksi alimmalla
energialla virdhtelevin moodin energia. Jatkossa puhuttaessa jakson ensimmai-
sestd tilasta tarkoitetaan pelkin pyorimisenergian tilaa. Silloin jakson toinen ener-
gia on massakeskipistevirihtely ja loput ovat hiukkasten keskindisen virdhtelyn

tiloja. Kvantisoimalla saatu perustila kuvaa kvanttipisteen perustilaa seki kvalita-

57
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Kuva 4.1: Kuvassa nikyvit kahden, kolmen ja neljdn hiukkasen perustilojen energiat.
CI -menetelmilld saadut energiat on merkitty mustilla pisteilld ja klassisista tuloksista

kvantisoidut energiat punaisilla pisteilla.

tiivisesti, ettd kvantitatiivisesti erittdin hyvin. Vaikka tulokset poikkeavat pienilld
pyOrimismiirdn arvoilla jonkin verran toisistaan, niin siitd huolimatta energia-

pektrin muodot ovat silloinkin identtiset.

Kuvan 4.1 tuloksista ndhddin myos, ettd energiat ldhenevit toisiaan sitd hi-
taammin, mitd enemmaén hiukkasia kvanttipisteessd on. Syy siihen selviad tarkas-

telemalla aaltofunktiota (2.18) ja siihen liittyvéa kerrointa v, (2.19). Koska pyori-

N(N-1)
2

luvun kasvaessa samaa kerrointa vastaava tila saavutetaan suuremmilla pyOrimis-

misméiard L = m, missid m antaa olennaisesti kertoimen v, niin hiukkas-
méiirin arvoilla.

Kahden hiukkasen perustilan energiat on esitetty pyorimisméédrdn funktiona
kuvassa 4.2. Kvantisoidut energiat niyttivét yhtenevin kvanttipisteen energioiden
kanssa jopa niin pienessi energiaskaalassa. Pyorimisméédrdan L = 9 arvolla ener-
giat poikkeavat toisistaan noin 1,2% ja pyorimisméirilld L = 18 enéé noin 0,4%.

Kuvasta 4.3 nihdédédn kolmen hiukkasen jéarjestelmin kolme alinta energiatilaa.
Kuvassa vasemmalla on kaksi alinta energiatilaa sekd oikealla alin ja kolmanneksi

alin energiatila. Siitd ndhdiin, ettd klassiset energiat sopivat seki kvalitatiivisesti,
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Kuva 4.2: Kahden hiukkasen perustilan energiat laskettuna klassista tuloksista kvanti-
soimalla ja suoraan Hamiltonin funktio diagonalisoimalla. Kvantisoidut tulokset nikyvét
punaisina pisteind ja kvanttimekaaniset tarkat energiat mustina pisteind. Energiaspektrit

ovat ldhes identtiset.

Kuva 4.3: Vasemmalla: kolmen hiukkasen jérjestelmén perustilan, ja ensimmdiisen vi-
ritystilan energiat. Yhdistiméttomit punaiset pisteet ovat toisen viritystilan energioita.
Oikealla: kolmen hiukkasen jirjestelmén perustilan, ja toisen viritystilan energiat. Yh-
distamittomat punaiset pisteet ovat ensimmaisen viritystilan energioita. Molemmissa ta-
pauksissa energiat on laskettu sekd kvantisoimalla klassisten jérjestelmien tulokset, ettd
numeerisesti CI -menetelmélld. Kvantisoidut tulokset ndkyvét punaisina pisteind ja kvant-

timekaaniset tarkat energiat mustina pisteini.
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ettd kvantitatiivisesti yhteen tarkkojen kvanttimekaanisten monihiukkaslaskujen
kanssa. Klassiset energiat nédyttdisivit olevan jonkin vakioarvon verran pienempié
kuin varsinaisen kvanttipisteen energiat. Ero ei ole suuri, koska energiat poikkea-

vat toisistaan korkeintaan prosentin verran.
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Kuva 4.4: CI -menetelmilld lasketut kolmen hiukkasen kvanttimekaaniset energiat on
esitetty kuvassa mustina pisteind. Klassisten tulosten kvantisoidut energiat on esitetty ku-
vassa punaisina pisteini. Klassisten tulosten yhtenevyys CI -menetelmilld saatuihin tu-
loksiin nidhden on erittdin hyvd. Kvanttimekaanisista tuloksista ldhtevit poikittaiset kat-
koviivat tarkoittavat sen tilan massakeskipistevirihtelyitd. Niiden energia-arvoja ei ole
piirretty kuvaan pisteind, jotta ne eivit sekoittaisi uusien vérdhtelytilojen havainnoimista.

Ominaistaajuuden w3 moninkerrat on numeroitu kuvaan.

Kuvasta 4.4 ndhdédéin kolmen hiukkasen kvanttipisteen energiaspektri sekd CI -
menetelmalli laskettuna, ettd klassisista tuloksista kvantisoimalla laskettuna. Klas-
sinen energiaspektri on konstruoitu siten, ettd moodit ws toistuvat harmonisen
oskillaattorin energian moninkertoina kahden pyorimismaédritilan vilein oikeal-
le péin kasvaen.

Kuvassa 4.5 on neljdn hiukkasen jirjestelmédn kolme alinta energiatilaa. Ku-
vassa vasemmalla on kaksi alinta energiatilaa sekd oikealla alin ja kolmanneksi
alin energiatila. Siitd ndhdién, ettd klassinen energiaspektri mukailee sekd muo-
doltaan, ettd energioiden absoluuttisilta arvoiltaan kvanttipisteen energiaspektrii.
Tassdkin tapauksessa klassiset energiat ndyttidvit olevan jonkin vakioarvon verran

pienempid kuin vastaavan kvanttipisteen energiat. Poikkema on kuitenkin pient,
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koska energiat eroavat toisistaan noin puolen prosentin verran.
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Kuva 4.5: Vasemmalla: neljdn hiukkasen jirjestelmin perustilan, ja ensimmdéisen viritys-
tilan energiat. Yhdistaiméattomait punaiset pisteet ovat toisen viritystilan energioita. Oikeal-
la: neljan hiukkasen jirjestelmin perustilan, ja toisen viritystilan energiat. Yhdistamatto-
mit punaiset pisteet ovat ensimméisen viritystilan energioita. Molemmissa tapauksissa
energiat on laskettu sekd kvantisoimalla klassisten jérjestelmien tulokset, ettdi numeeri-
sesti CI -menetelmaélld. Kvantisoidut tulokset ndkyvét punaisina pisteind ja kvanttimekaa-

niset tarkat energiat mustina pisteina.

Kuvassa 4.6 on esitettynd neljin hiukkasen jérjestelmén alimpien tilojen kvan-
timekaaninen energiaspektri. Samaan kuvaan on asetettu vertailun vuoksi vastaa-
van klassisen jéarjestelmin kvantisoitu energiaspektri. Klassinen energiaspektri on
konstruoitu siten, ettd moodit ws toistuvat harmonisen oskillaattorin energian mo-
ninkertoina kahden pyOrimisméiiritilan vélein oikealle pédin kasvaen. Moodi wy
toistuu samalla logiikalla, mutta kolmen pySrimismééritilan vélein.

Otetaan kdyttoon tiloille merkintd (L, 4, j), missd L antaa pyOrimisméaérin, i
kertoo monennellako energiatilalla systeemi vérdhtelee moodin w3 suhteen ja j
kertoo vastaavan moodin w, suhteen. Koska ensimmaiinen moodin ws véridhte-
ly ldhtee jakson kolmannelta energialta ja moodin w, neljdnneltd energialta, niin
ensimmiinen sekoitustila on heti seuraavan jakson toisen energian viritystilana.
Edelld mainituin merkinndin kuvassa 4.6 moodien ensimmadiset virdahdystilat ovat
(52,1,0)ja (53,0, 1) (sekd luonnollisesti (56, 1,0) ja (57, 0, 1)). Kuten edelld mai-
nittiin, ne ovat samalla kyseisid pyOrimismédrén tiloja vastaavat energian perusti-
lat.

Moodien wj; ja wy toiset virdhdystilat ovat konstruktion mukaan (54, 2,0) ja
(56,0, 2), joista (54,2,0) on samalla pyorimisméaérdiansi vastaavan tilan ensim-

miinen energian viritystila. Moodin w, toinen virdhdystila on vasta pyOrimis-
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Kuva 4.6: CI -menetelmalld lasketut neljian hiukkasen kvanttimekaaniset energiat on esi-
tetty kuvassa avoimina nelidind. Klassisten tulosten kvantisoidut energiat on esitetty ku-
vassa mustina nelidind. Klassisten tulosten yhtenevyys CI -menetelmilla saatuihin tulok-
siin ndhden on hyvé. Kvanttimekaanisista tuloksista ldhtevit poikittaiset katkoviivat tar-
koittavat sen tilan massakeskipistevérihtelyitd. Niiden energia-arvoja ei ole piirretty ku-
vaan, jotta ne eivit sekoittaisi uusien véréhtelytilojen havainnoimista. Moodien (ws, wy)

moninkerrat on numeroitu kuvaan.

midrinsid toinen viritystila, koska sitd alempana on moodin w3 massakeskipiste-
viritys. Moodeja oikealle pdin kasvatettaessa, niiden ensimmaéinen sekoitustila on
(55,1, 1), joka niin ikédén on pydrimisméirinsd ensimméinen viritystila.

Sekoitustilaa (55, 1, 1) korkeammat moodien virihdystilat eivit endé esiinny
ensimmadisissd viritystiloissa, joten puhutaan jatkossa siitd kuinka monensia uusia
tiloja ne ovat. Uudella tilalla tarkoitetaan tédssi sitd, monesko energiatila se olisi,
jos poistettaisiin kaikki massakeskipistevirdhdykset.

Esimerkiksi tilat (55,0, 3) ja (57,2, 1) ovat py6rimisméérénsi toisia uusia ti-
loja, kun tilat (56, 3,0), (57,1, 3) ja (58, 1, 2) ovat pyorimismédriensd kolmansia
uusia tiloja. Osalle ndistd pyorimismédrdn “ldhtopisteet” ovat niin pienen pyo-
rimisméérin tiloja, etteivit ne nidy kuvassa 4.6. Tilan (55,0, 3) pyOrimisméarin
“lahtopiste” on L = 55 — 0 -2 — 3 - 3 = 46, kun vastaavasti tilan (57,2, 1) ldh-
topiste on L = 57 — 2 -2 — 1 -3 = 50. Tilojen (56, 3,0), (57,1,3) ja (58,1, 2)
alkupisteet ovat L = 50, 46 ja 50.

Kaikissa kolmessa tapauksessa klassisista rotaatioista ja vérdhtelyistd kon-
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struoitu energiaspektri sopii erittdin hyvin yhteen vastaavan kvanttipisteen ener-
giaspektrin kanssa. Jos kvanttipiste todella vérédhtelee klassisten moodien tapai-
sissa tiloissa, niin ndma pitdisi olla havaittavissa kvanttipisteen parikorrelaatio-
funktioista. Kuvassa 4.7 on esitetty klassisten energiatilojen moodit ja vastaavan
kvanttipisteen energiatilojen parikorrelaatiofunktiot. Kuvasta nédhdéén, ettd pari-
korrelaatiofunktioista pystyy havaitsemaan klassisten moodien tapaisen muodon.

Kéayttoon otettua energiaspektrin konstruointitapaa voidaan kdyttdd myos suu-
rempien hiukkasméiirien kvanttipisteiden kuvaamiseen. Vaikuttaa silti, ettd sopi-
via klassisia moodeja on aina /N — 2 kappaletta, joten yhdessd massakeskipistevi-
rihtelyn kanssa moodeja on N — 1. Sopivalla tarkoitetaan tissi sitd, ettd moodin
energia pienenee pyOrimismiirdn kasvaessa. Kun otetaan huomioon vield pelk-
kdd pyOrimistd vastaava tila, niin jakson pituudeksi saadaan /V, jonka on todettu
olevan kvanttipisteen perustilan jakson pituus. [15]

Erityisen mielenkiintoinen olisi tapaus, jossa kahden alhaisella energialla vi-
rihtelevdan moodin energiat menisivit ristiin, kuten neljan hiukkasen tapauksessa
3.5 kévi suuremmilla energioilla virihteleville moodeille. Sellainen tilanne antai-
st mahdollisuuden testata tdssi kdytettyd energiaspektrin konstruointitapaa, kos-
ka silloin energiaspektrissd kahden moodin paikka vaihtuisi. Se havaittaisiin faa-
sitransitiona eli jossakin perustilan jaksossa kahden vierekkiisen energian aalto-
funktiot (parikorrelaatiofunktiot) vaihtuisivat keskendédn verrattuna aikaisempiin

jaksoihin.
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(25,2) (26,1)
(54,0,0)
(54,2,0) (56,1,0)

(56,0,2) (57,0,1)

Kuva 4.7: Klassisten virihtelyiden moodit ja kvanttipisteen vastaavien energioiden pari-
korrelaatiofunktiot. Ne muistuttavat hyvin paljon toisiaan.



Luku 5
Paatelmat

Tamin tyon tavoite oli selvittdd kuinka hyvin kvanttipisteiti voitaisiin kuvata klas-
sisilla rotaatioilla ja vardhtelyilld. Tulosten perusteella voidaan sanoa, ettd kuvaa-
minen onnistuu erittdin hyvin ainakin hieman suuremmilla pydérimisméérin ar-
voilla. Klassisista energioista konstruoitu energiaspektri kuvaa sekd kvalitatiivi-
sesti, ettd kvantitatiivisesti kvanttipisteen energiaspektrid. Klassiset moodit vas-

taavat kvanttimekaanisia parikorrelaatiofunktioita ainakin kvalitatiivisesti.

Klassisessa osuudessa saatiin johdettua kahden, kolmen ja neljdan hiukkasen
jarjestelmille analyyttiset ominaistaajuudet. Tulosten oikeellisuus varmennettiin
toteamalla klassisten simulointitulosten olevan niiden kanssa yhtenevit. Liséksi
johdettiin analyyttiset lausekkeet kahden ja kolmen hiukkasen ominaismoodeille,
ja piirrettiin niistd kuvat. Kaikille neljdn hiukkasen ominaismoodeille ei onnistuttu
johtamaan analyyttistd muotoa. Kaikista moodeista saatiin ratkaistua ainakin nu-
meeriset lausekkeet, joiden perusteella piirrettiin niistd kuvat. Sekd moodit, etti

niiden energiat laskettiin pyorivéssid koordinaatistossa.

Kahden, kolmen ja neljdn hiukkasen tapauksissa todettiin jokaisessa olevan
“hengitysmoodin”, jossa hiukkaset vérihtelevit tavalla, joka muistuttaa hengitys-
ti. Kyseisessd moodissa virihtelyn taajuus on w = /3w + w2 . Pystyttiin osoit-
tamaan, ettd yleisessd /N hiukkasen muodostamassa “rengasmaisessa” jarjestel-
missi esiintyy samalla taajuudella vérdhtelevd moodi, joka hyvin todennékdisesti

on aina “hengitysmoodi”.

Kvantisoimalla saadut energiat eroavat oikean kvanttipisteen energioista hy-

vin vihin. Tulokset ovat yhtenevit noin 0,5 — 1,2% tarkkuudella. Poikkeaman
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syynid voi olla esimerkiksi se, ettd klassisia energioita johdettaessa joudutaan li-
nearisoimaan voimat tasapainokohdan ympdrilld. Kvanttipisteen elektronit eivét
vilttamittd ole lokalisoituneet niin hyvin, ettd timi arvio vastaisi todellista tilan-
netta. Toisaalta kvanttimekaanisia tuloksia laskettaessa oletetaan kaikkien hiuk-
kasten olevan alimmalla Landaun tasolla. Jos ylemmilld tasoilla sallittaisiin ole-
van hiukkasia, niin se voisi muuttaa kvanttimekaanisia energioita.

Neljan hiukkasen klassiset ominaisenergiat kdyttidytyvét erittdin mielenkiin-
toisesti. Moodin w; energia ohittaa moodien wg ja w7 energiat pydrimismadrin
kasvaessa. Kyseiset moodit ovat energialtaan niin suuria, etteivit ne vaikuta kvan-
tisoitujen tilojen energioihin. Jos vastaavanlainen ilmi6 tapahtuisi alhaisilla ener-
gioilla, niin se antaisi tavan testata kidytetyn kvantisoinnin oikeellisuutta kvantti-
pisteen energiaspektrin selvittdmisessi. Jos klassisten moodien kahden alimman
tilan energiat menisivét ristiin pyorimisméirin kasvaessa, niin se pitiisi olla ha-
vaittavissa my0s parikorrelaatiofunktioista. Jos samalla pyorimisméirdn arvolla
olisi esimerkiksi virihtelyt (0, 2) ja (2,0), niin my6s niiden energiat leikkaisivat.
IImio havaittaisiin siten, ettd leikkauskohdassa suurempaa energiaa vastaavan ti-
lan parikorrelaatiofunktio vaihtuisi pienemmaén energian parikorrelaatiofunktioksi

ja pdinvastoin.
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Luku6

Liitteet

Tarkastellaan kolmen hiukkasen ongelmaa pyorimisnopeudella w, pyorivissid koor-
dinaatistossa. Pyorimisnopeus w, valitaan sen mukaan, ettd se vastaa pyOrimis-
madrdd L eli

) 6.1)

L
wr =7
missd / on systeemin hitausmomentti.

Keskeniin vuorovaikuttavan kolmen hiukkasen liike voidaan ratkaista oletta-
malla systeemin olevan aluksi tasapainoasemassa tai ainakin ldhelli sitd. Tasapai-
noasemassa edelld mainitun jarjestelmén geometria voidaan péitelld olevan tasa-
sivuinen kolmio. Trigonometrian avulla johdettua sddnto r:n (hiukkasten vélinen

etdisyys) ja b:n (hiukkasen etdisyys origosta) vilille

r=+3b. (6.2)

Kun jdrjestelmén geometria on tasapainoasemassa oletetun kaltainen, niin yk-
sittdisen hiukkasen etdisyys origosta b,s =: by voidaan selvittdd minimoimalla
systeemin efektiivinen potentiaali U mainitun ehdon puitteissa. Efektiivinen po-
tentiaali voidaan minimoida néin vaikka itse liikkkeen aikana hiukkaset eivét olisi-
kaan tasasivuisen kolmion mukaisessa muodostelmassa. Pelkdstédn tilanteen fysi-
kaalisten potentiaalien, eli harmonisen- ja Coulombin potentiaalin, minimoiminen
el riitd, koska hiukkasen pyodriminen luonnollisesti kasvattaa tasapainoetédisyyttd.

Pyorimisliikkeessi olevien hiukkasten kokema efektiivinen “keskipakovoima”

voidaan ottaa huomioon lisdimalld sen “potentiaali” eli systeemin pyodrimisener-

v
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gia fysikaalisten potentiaalien jatkoksi. Saatua efektiivistd potentiaalia késitellddn
kuin oikeaa potentiaalia. Kun otetaan huomioon, ettd systeemin kokonaishitaus-

momentti on

I=m) b3, (6.3)
saadaan “keskipakovoiman potentiaaliksi” lauseke

L? L?

Ugp == ———.
TRl am Yy

(6.4)

Fysikaalisten potentiaalien muoto tiedetiin aikaisempien esimerkkien perusteella,

joten efektiivinen potentiaali voidaan kirjoittaa muodossa

1 5 1 L2
Ueff = —mwg E b2 + A E — + T <=3 5 ° (65)
2 T T 2mY b

Tasapainoasemassa systeemin geometria on tasasivuinen kolmio, jolloin jokai-
sen hiukkasen etidisyys origosta on by ja keskindinen etiisyys ry. Efektiivisen po-
tentiaalin (6.5) minimoinnin asemesta voidaan minimoida tasapainoaseman muo-
toisen systeemin efektiivinen potentiaali, joka riippuu olennaisesti vain yhdesti
koordinaatista b. Ndin saadaan tasapainoaseman arvo b, selvitettyd helpommin
kuin ilman tédtd yksinkertaistusta. Tasasivuisen kolmion mukaisen jirjestelmén

efektiivinen potentiaali on muotoa

39 V3A L? (6.6)
Uetr = 2mw0b + 2 + ek

joka sddannon (6.2) avulla saatiin riippumaan ainoastaan yhdestd muuttujasta b.
Derivoidaan yhtdlod (6.6) muuttujan b suhteen tasapainokohdan yhtédlon saami-

seksi

dUeff 2 \/gA L2
= 3mwlby — Yo — —0
db lbmy, OO T T T 3
/3 o 6.7)
b; =0.

_ o —
3mw3 9m2w?
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Halutaan ratkaista kolmen hiukkasen systeemin ominaistaajuudet, joten de-
rivoidaan systeemin efektiivistd potentiaalia ja liike-energiaa yhtdlon (3.6) mu-
kaisesti. Koska tasapainoasemassa yksittdisen hiukkasen j kokemat voimat ovat
janan b; suuntaiset, voidaan hiukkasten kolme normaalikoordinaattia péitelld ole-
van koordinaatit b;. Loput kolme normaalikoordinaattia ovat siten janoja b; koh-
tisuoraan olevat koordinaatit b; | ~ byf;. Tangentiaalisia normaalikoordinaatteja
lausuessa tehty approksimaatio on hyvin perusteltu, koska joka tapauksessa siir-
tymit ovat pienid.

Koska tangentiaalisissa normaalikoordinaateissa on sekéd kulma-, etti etdisyys-

riippuvuutta, taytyy efektiivistd potentiaalia derivoitaessa ottaa huomioon, etti

s 00; O 10Uy
ab]’,l 81)“ 89] b[) &9] (68)

1

“ o
ketjusddnnon nojalla. Systeemin ominaistaajuudet voidaan selvittdd ratkaisemalla
yhtilo (3.5). Kolmen hiukkasen tilanteessa hidvidvd determinantti on 6x6 -deter-

minantti.

Coulombin potentiaali ja keskipakoisvoiman potentiaali riippuvat normaali-
koordinaateista suhteessa % ja 1;%2 Siksi derivoinnissa etdisyysriippuvuutta ei saa-
da hédvidmadn, kuten kytkettyja harmonisia virdhtelijoitd ratkaistaessa saadaan.
Ratkaisuksi otetaan kidytdnnossd sama, kuin kahden hiukkasen tapauksessa eli ke-
hitetddn hankaluuksia aiheuttavat potentiaalit Taylorin polynomeiksi tasapaino-
kohdan ympirilld. Nyt se tehdddn kuitenkin siten, ettd asetetaan kaikkien etdi-
syyskoordinaattien arvoksi lopussa tasapinoetdisyys by.

Matemaattisesti ajateltuna on sama, ettd kehitetdanko potentiaalit toisen as-
teen Taylorin polynomeiksi, linearisoidaanko kytketyt liikeyhtélot, vai tehddinko
nyt valitulla tavalla. Saadaan kuusi kytkettyid liikeyhtdlod, jotka ovat automaat-
tisesti harmonisten oskillaattoreiden liikeyhtéloitd. Niiden ratkaisufunktiot ovat
siten e™! ja e~™!, Molempien ratkaisufunktioiden erikseen on toteutettava yhti-
16t, joten sijoitetaan ratkaisufunktiot yhtdloryhméiin. Derivointien jédlkeen ekspo-
nenttitermit voidaan jakaa pois. Jiljelle jd4 determinantti, jonka pitdd haviti, jotta

yhtdloryhma olisi ratkeava
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Bs — mw? Dy Ds 0 Es —Fj5

Ds Bs — mw? D5 —F;3 0 Es

Ds D5 Bs — mw? Es —FE; 0

0 —F4 Ej Cy — mw? & G

Es 0 —F;5 % Oy — mw? %

—F4 Es 0 & S O3 — mw?
=0.

(6.9)

Yhtilon (6.9) vakioiden arvot ovat

=C4
—
By = oA + L + mwj = C. —I—L—2+mw2
ST 6v3K | 27Tmb] 0 T 97mb 0
~ TV3A LA (6.10)
P 36y/3b3 | 2Tmb}
5A
By = :
° T 6v/308

Ratkaisemalla yhtdlo (6.9) saadaan kolmen hiukkasen jirjestelmén ominaistaa-

juuksiksi arvot

3 L? 3
R \/5%2 ~ G~ V2 (0" ) ©4D

L2
Wy = 3CL)02 + =V 3LL)02 + w,ﬁ .

9m2by

Ominaistaajuuksista (6.11) kaksi ensimméistd vastaavat ilmeisesti massakes-
kipistevdrdhtelyitd. Verrataan hiukkasten keskiniisten virdhtelyiden ominaistaa-
juuksia simuloinnin antamiin ominaistaajuuksiin. Kuvasta 6.1 ndhdéén, ettd me-

netelmin antamista ominaistaajuuksista ainoastaan “hengitysmoodin” ominais-
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wl=0.5->k=10
0.2 0.3

0.1 0.4 0.5
‘ ' 1
{08
{06
{04
{02
L ]
L L L I .‘.n
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

wr

Kuva 6.1: Kuvassa on esitettyni sekd simuloinnin antamat, ettd johdetun yhtélon (6.11)
mukaiset numeeriset arvot ominaistaajuuksille. Kuvassa mustalla on “hengitysmoodin”
ominaistaajuus. Violetti kuvaaja kertoo ominaistaajuuksien ws ja wy riippuvuuden kulma-

taajudesta w,. Vain “hengitysmoodin” tulokset ovat yhtenevii.

taajuus ws vastaa simuloinnin antamia arvoja. Kuvassa violettina nikyvi ominais-
taajuus w3 = wy ei vastaa simulointituloksia muuten kuin pyorimisméirdd nolla
vastaavassa tilanteessa.

Nayttad siltd, ettd johdetut ominaisvérahtelyiden yhtdlot (6.11) eivit anna oi-
keita tuloksia. Huomion arvoinen asia on, ettd kolmen hiukkasen ominaistaajuu-
det johdettiin pyorimisnopeudella w, pyorivissd koordinaatistossa. Kulmanopeu-

den ja pyorimisméddrin vililld vallitsee yhteys

L
mZbiQ’

joten pyorimismiirin ollessa vakio ja etdisyyksien b; muuttuessa myos itse koor-

Wy =

(6.12)

dinaatiston pyorimisnopeus vaihtelee. On siis mahdollista, ettd ominaisvérihte-
lyiden yhtdlot (6.11) johdettiin vdidrdnlaisessa koordinaatistossa. Esiintynyt on-
gelma ratkaistaan laskemalla ominaistaajuudet vakiokulmanopeudella w,,, pyori-

vassa koordinaatistossa.



