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Tamén pro gradu -tutkielman tarkoituksena on syventéé ja laajentaa lukion MAA12
kurssin numeerisen integroinnin teoriaa. Tutkielmassa késitellddn Newton-Cotesin in-
tegrointimenetelméa sekd Richarsonin ja Rombergin ekstrapolointimenetelmé. Mene-
telmié kaytetdan yksi- ja kaksiulotteiseen integrointiin.

Numeerinen integroiminen on pinta-alan laskemista. Pinta-ala on funktion kuvaa-
jan ja x-akselin viliin jaavé alue, joka rajoittuu integrointivéliin. Integroinnin maéri-
telméksi on valittu koulumatematiikassa yleisesti kiytetty Bernhard Riemannin mé&a-
ritelmé, koska siitd on luontevaa johtaa numeerisen integroinnin menetelmét.

Lukion kurssilla esitellyt puolisuunnikassidinto ja Simpsonin 1/3-sdénto ovat Newton-
Cotesin numeerisia integrointikaavoja. Niiden integrointikaavojen johtamisessa on
kéaytetty Lagrangen interpolaatiopolynomeja. Lagrangen interpolaatiokaavalla voi-
daan méarittda polynomi, joka kulkee valittujen pisteiden kautta. Pisteet voivat olla
erillisia tai ne voidaan valita kuvaajalta. Puolisuunnikassdannosséa néita pisteitd on
kaksi, ja Simpsonin 1/3-sédénnossé on kolme pistetté. Pisteité lisdidmélla saadaan joh-
dettua lisda tarkempia integrointikaavoja, kunhan pisteisto on tasavilinen.

Kun pisteitd on yli seitseméin, tulee kaavoihin negatiivisia kertoimia ja ne eivit
ole kéyttokelpoisia. Yleisimmin integrointivéli jaetaankin osavileihin, jotka integroi-
daan erikseen ja osavilien integraalit summataan yhteen. Néitd kaavoja kutsutaan
yvhdistetyiksi kaavoiksi. Tarkkuus paranee, kun osavélien mééra lisddntyy.

Kun integraalille ei voida laskea tarkkaa arvoa, on térke#d tietdé virheen suuruus-
luokka. Virheen arvioiminen on aina suurimman mahdollisen virheen eli maksimaa-
lisen virheen laskemista. Jokaiselle Newton-Cotesin kaavalle voidaan laskea virhe, ja
virheelle voidaan méaéritelld asteluku. Asteluku on Oh", jossa h on vélin pituus. Mitéa
suurempi asteluku on, sitd enemmén valinpituuden muutoksella on vaikutusta vir-
heen suuruusluokkaan. Jos asteluku on Oh*, niin vilin pituuden muutos vaikuttaa
virheeseen h?* kertaisesti. Kun osavileji lisitiin, tarkkuus paranee timén asteluvun
rajoissa. Osavilien lisddminen ei paranna integraalin tarkkuutta kovinkaan nopeasti.

Euler-MacLauren summakaavalla voidaan puolisuunnikasséénnon virhe kirjoittaa
sarjana. Tastéd sarjamuodosta saadaan johdettua rekursiokaava, jolla saadaan elimi-
noitua virhetermeji. Titd h? virhetermin eliminointia kutsutaan Richardsonin ekstra-
polaatioksi. Ekstrapolointimenetelmélld saadaan lisdd tarkkuutta nopeammin, koska
asteluku paranee kahdella jokaisella ekstrapolointi kerralla. Téssd menetelméssa en-
sin jaetaan integroitava véli osavileihin m = 2,4,8,16,... ja lasketaan integraalit
eri osavileille puolisuunnikassdédnnolla. Naistd arvoista rekursiokaavalla saadaan uu-
det tarkemmat arvot. Edelleen samalla tavalla voidaan ekstrapoloida néisté arvoista
tarkempia arvoja rekursiokaavalla. Namé saadut arvot kirjataan taulukkoon, josta
voidaan helposti ndhdé arvojen tarkentuminen. Tata rekursiomenetelméd kutsutaan
Rombergin menetelméksi ja taulukkoa Rombergin tauluksi.
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Johdanto

Kuinka mééritetdsn pinta-ala z-akselin ja kuvaajan véliin jaaviélle alueelle, jo-
ka rajoittuu valille [a,b], kun integrointi alkeisfunktioiden avulla ei onnistu tai se
on vaikeaa? Tamé klassinen ongelma voi tulla vastaan, kun kuvaaja on saatu mit-
taustuloksista tai jos funktio on esimerkiksi e**, sin (22) tai cos (2%). Kun mégritty
integraalia ei voida laskea eli pinta-alaa ei voida méérittaa tarkasti, on numeerinen
integrointi ratkaisu, jota kdytetddn laajasti tieteen ja tekniikan useilla alueilla. Vaikka
analyyttisesti integroiminen on vaikeaa, niin numeerisesti se ei sité ole.

Millaisilla numeerisilla menetelmilld pinta-ala voitaisiin laskea? Lukion MAA12
kurssilla, vuoden 2016 opetussuunnitelman mukaan, on esitelty muutamia numee-
risia integrointikaavoja eli kvadratuureja. Téssa tutkielmassa esitellddn naméa tutut
kaavat yleisen integrointimenetelmén erikoistapauksina ja sitten syvennetéén ja laa-
jennetaan nédiden kaavojen teoriaa. Lisdksi ekstrapoloidaan tarkempia arvoja seké
sovelletaan néitd menetelmia kaksiulotteisessa integroinnissa. Vaikka numeerinen in-
tegrointi on yhteenlaskua, joka on virheité tasoittava operaatio, on virheen tarkastelu
olennainen osa numeerista integrointia. Jos ei pystyta laskemaan tarkkaa arvoa, on
tiedettava kuinka suuri virhe on tehty. Seuraavaksi esitellddn tiivistetysti menetelmét,
jotka tullaan kdyméa&n lapi tutkielmassa. Palataan siis ongelmaan: Kuinka z-akselin
ja kuvaajan rajoittaman alueen pinta-ala voidaan laskea vélilla [a, b] ?

1~

a Pintarala=? b

Aluksi on hyvé tietdéd, miten integraali maaritellaan? Tahéan tutkielmaan sopiva
maédritelmé saadaan Bernhard Riemannilta, joka kehitti integroimisteorian. Rieman-
nin maaritelméa voidaan soveltaa jokaiselle rajoitetulle funktiolle suljetulla vélilla.
Méaritelméssé arvioidaan eli approksimoidaan pinta-alaa suorakaiteilla, jotka rajoit-
tuvat funktion kuvaajan yld- ja alapuolelle. Ndiden suorakaiteiden pinta-alat sum-
mataan yhteen ja saadaan yla- ja alasumma, eli méaritelma on hyvin geometrinen.
Riemannin méaéaritelmé on hyva lahtokohta, koska numeerinen integrointi pohjautuu
tdhén madritelmasn.



2 JOHDANTO

Toki voitaisiin arvioida pinta-alaa ndiden suorakaiteidenkin avulla. Tavoitteena on
kuitenkin saada aikaan numeerisia integrointikaavoja, niin kannattanee ldhtea ratkai-
semaan ongelmaa toisin. Koska polynomien integroiminen ei ole vaikeaa, voitaisiinko
siis kuvaajaa approksimoida helposti polynomilla?

S

a Ala = || p(z)dz b

p(x)

Jos tamé piirretty kayré olisi esitetty Lagrangelle, hén olisi ottanut muutaman
pisteen kéyraltd ja méérittdnyt polynomin omalla kaavallaan. Lagrangen interpo-
laatiokaavalla voidaan helposti méa&rittaa polynomi, joka kulkee haluttujen pisteiden
kautta. Tarkkuuden lisd&dminen pisteitd lisaamallé ei kuitenkaan ole ongelmatonta.

T~

a=x0

Alam P22 (F (o) 4 37 (1) +8F (22) + F(23))

X @m-mm---

b=x3

-
>
%]

Lagrangen interpolaatiokaavalla saaduista polynomeista Newton ja Cotes johtivat
numeeriset integrointikaavat. Lukiosta tutut kaavat, puolisuunnikassdanto ja Simp-
sonin saanto, ovat juuri naitd kaavoja. Naméa kaavat toimivat vain, jos pisteisté on
tasavilinen. Kun halutaan tarkkuutta lisdd, kidytetddn yhdistettyja kaavoja. Naisséa
integroimisvéli [a, b] jaetaan osavileihin, jotka integroidaan erikseen. Néiden osavélien
integraalit summataan yhteen. Newton-Cotesin kaavojen tarkkuus ei lisdénny kovin-
kaan nopeasti, vaikka lisdttéisiin pisteitd ja kaytettdisiin yhdistettyja kaavoja. Jos
tarkkutta halutaan nopeammin liséé, on etsittdva muita ratkaisuja.

Richarsonilta ja Rombergilta 16ytyy ekstrapolointimenetelmé, jolla voidaan las-
kea puolisuunnikassdannolla lasketuista likiarvoista uusia tarkempia arvoja. Naista jo
ekstrapoloiduista arvoista voidaan edelleen ekstrapoloida tarkempia arvoja. Kun ar-
vot kirjataan Rombergin tauluun, ndhdéédn kuinka arvot paranevat joka sarakkeessa.
Talla menetelmélla padstdadn nopeasti todella hyviin tarkkuuksiin.

N&itd menetelmid tullaan soveltamaan tésséd tyossd myos kaksiulotteisessa in-
tegroinnissa.



LUKU 1
Integraalilaskennan taustatietoa

Antiikin Kreikan ja Arkimedeen ajoista asti on pohdittu, kuinka pinta-aloja saa-
taisiin méaritettya tarkasti. Oli kuitenkin odotettava 1600-luvun lopulle asti, ennen
kuin Newton ja Leibniz keksivit integraalifunktion ja maaratyn integraalin vélisen yh-
teyden. Mychemmin tétéa integraalin médritelméa on tarkennettu useaan otteeseen.
Nykyéin integraalin késitteitd on useita, kuten Riemannin, Lebesquen ja Bochnerin
integraali. Koulumatematiikassa integraali méaritellddn yleensd Bernhard Riemannin
1800-luvulla esittamalla tavalla, jota sanotaan Riemannin integraaliksi. Se méaritte-
lee integraalin geometrisesti ja on nédin helpompi ymmaértaa kuin esimerkiksi yleisempi
mittateoriaan perustuva Lebesgue-integraali. Liséksi on luontevaa johtaa numeerisen
integraalin menetelmét Riemannin integraalin pohjalta, ja siksi se on valittu tédhén
tyohon integraalin méaritelméksi. Seuraavassa méaritellddan integraali ylé- ja alasum-
mien avulla, vaikka Rieman ei néitd kidyttinyt integraalin méaritelmésséian vaan ylé-
ja alasummia kéytti Darboux. Tamé tapa on havainnollisempi ja helpompi ymmaér-
tdd, joten tdmé esitystapa on yleistynyt myos Riemannin integraalin méiritelméaén
vaikkei se siihen oikeasti kuulu.

1.1. Riemannin integraali

Olkoon f valilld a ja b maaritelty funktio. Seuraavaksi on tavoitteena maaritella
tasmallisesti mitéd tarkoittaa integraali yli vélin [a,b]. Merkitédén tétd integraalia

S:/abf(x)dm.

Pisteiden a ja b viliin rajoitetun funktion ja x-akselin véliin jadvédn alueen pinta-
ala on S. Télle rajoitetulle funktiolle mééritelladan seuraavaksi yla- ja alaintegraali,
jotka ovat keskeisid késitteitd Riemann integraalin méérittelyssd. Funktiota, jolla yla-
ja alaintegraali saa saman arvon, kutsutaan Riemann-integroituvaksi. Liséksi yla- ja
alaintegraalin arvoa kutsutaan Riemannin integraaliksi.

Jotta voimme mééritelld yla- ja alaintegraalin, on maéariteltdva yla- ja alasumma.
Ensin kuitenkin tarvitaan jako suljetulle vélille [a, b], jotta voidaan méérittaa yléa- ja
alasumma.

MAARITELMA 1.1. Joukko P = {xg,x1,22...,Z_1,2,} on vilin [a, b] jako, jos
Aa=20 < T1 < Tog <3< ...<Tp1 <Xy, =>.
Tamén jaon ei tarvitse olla tasavilinen. Nyt voidaan véli [a,b] jakaa osavileihin
[0, x1] , [T1, 2], [T, 23] . . ., [T, xn] ja n € N, jotka eiviit ole paillekkiisia.
MAARITELMA 1.2. (Yl&- ja alasummat eivit kuulu alkuperédiseen Riemannin inte-
graalin méadritelmddn) Edellisen osituksen véleihin [z, zg], £ = 1, ...n médritelldén

3



4 1. INTEGRAALILASKENNAN TAUSTATIETOA

kaksi suorakaidetta. Toinen funktion kuvaajan yldpuolelle ja toinen alapuolelle, kuten
kuvassa (1.1) on havainnollistettu. Ylapuolisen suorakaiteen korkeus Mj, on funktion
f supremum valilla [zy_1, zk]

My, = sup{f(z) : x € [xp_1, x|}
ja vastaavan vélin alapuolisen suorakaiteen korkeus m; on funktion f infimum valilld
(-1, k]

=inf{f(z) : © € [xp_1, x4}

M

e ————

! M, [ ms

.

m Mo my

a =Ty T T2 T3 T4 Ty =b

Kuva 1.1. Yli- ja alasummien méarittdminen.

Riemannin ylisumma: Sy (f; P) on niiden yldpuolisten suorakaiteiden pinta-alojen
summa

Sy (f; P) = Mi(x1 — x0) + Ma(ve — 1) + - - + My (25 — Tp—1) ZMk’ T — Th—1).

Riemannin alasumma: S, ( f; P) on nédiden alapuolisten suorakaltelden pinta-alojen
summa

Salf; P) = mu(z1 — o) + ma(22 — 1) + -+ - + mp(@y — Tn1) ka T — Tp—1)-

HuomAuTus 1.3. Jos funktio f on jatkuva, niin silld on jokaisella osavililla suurin
ja pienin arvo. Talléin my, on pienin arvo valilla [xy_1, x| ja M} on suurin arvo valilla

[CCkfl, SCk] .
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Seuraavaksi madritelldén yla- ja alasummien joukko. Merkintd P (I) tarkoittaa
joukkoa, johon kuuluvat kaikki vélin I = [a, b] jaot. Jos funktio f : [a,b] — R on ra-
joitettu, niin jokaiselle jaolle P € P (I) on ylasumma Sy (f; P) ja alasumma S4(f; P).
Néin muodostuu kaksi lukujoukkoa joukosta P (I). Toinen on alasummien joukko, jo-
ta merkitddn {Sa(f; P)|P € P(I)}, ja toinen yldsummien joukko, jota merkitddan
{Sy(f; P)|P € P(I)}. Méaaritelldén sitten yli- ja alaintegraalit.

MAARITELMA 1.4. Olkoon véli I = [a,b] ja funktio f : [a,b] — R on rajoitettu.
Vililla I funktion f yldintegraali on luku

Sy (f) = inf{Sy(f; P)|P € P(I)},

ja valilla I funktion f alaintegraali on luku

Sa(f) = sup{Sa(f; P)|P € P (I)}.

Siis yldintegraali on infimum kaikista yldasummien joukon alkioista ja vastaavasti alain-
tegraali on supremum kaikista alasummien joukon alkioista.

Jos Sy (f) = Sa(f), sanotaan funktion f olevan Riemann-integroituva vélilla
[a, b]. Yli- ja alaintegraalin arvoa sanotaan funktion f Riemannin integraaliksi vélilld

la, b] eli

b
/ F(@)de = Sy (f) = Sa(f)

Seuraavassa esimerkissd méaaritetddn yksinkertaiselle jatkuvalle funktiolle Rieman-
nin integraali.

ESIMERKKT 1.1. Lasketaan funktion f: R — R, f(2) = 2? Riemannin integraalin
a 2 . . e . . el ey .o oe 1
fo x* dx arvo. Integroimisvili on [0, a] ja jaetaan vili n osavéliin. Tehddén tasavélinen
jako. Téll6in osavélin [x4_1, %] pituus on 2. Vilin jako on siis

Koska funktio on aidosti kasvava vililla [0, a], on se aidosti kasvava myos jokaisella
osavalilld [zy_q,x;]. Nailld vileilld funktion suurin arvo on funktion arvo vélin paa-
tepisteessd ja pienin arvo on funktion arvo vélin alkupisteessi. Eli My, = f(xy) ja
my = f(xp_1) valilla [xg_1, 2]

Vastaavat korkeudet M) ja m; ovat siis

Mp = (%)2(%“>2<@)2a2}
G (2 (552
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Seuraavassa laskussa kédytetty nelisummakaava

- +1)(2n+1)
1.1 Y =12 42?243 L n?= n(n
(1.1) 2 i +2°+3+...+n 5

Funktion f yldsumma on

a 2 (n—1a\>
Sy ( —~ ( +ot (——] +a
o n
a’ 2 | a2 9 o
= S (P24 34t (n= 1)+ 07
’ —1
= % (n 2n )) , kdytetty kaavaa (1.1)
_a (3 —|—3n+1
- n?

<3n +3n—|— 1>
1 n 1
3 2n 6n2

Funktion f alasumma on

a5, (a\?, (2a\° (n—1)a\’
_ CLS 12 22 32 1 2
= E +224 3%+ ..+ (n—1))
3 —_—
= a_g (( n+ 1(n 1>> — n2) , kiytetty kaavaa (1.1)
n
a? n+1 (2n —1)
a® ([ 3n? —3n+1
R

B <3n2 —3n+ 1)
N 3 2n 6n2

Joukossa {Sy (f; P,)} ei ole mukana kaikkia mahdollisia vélin ylasummia, vaan
siinné on tasavélisten jakojen yldsummat. Voimme kuitenkin arvioida yldintegraalia
ylh&dlta péin edelld laskettujen ylasummien avulla seuraavasti
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Sy (f) = f{Sy (f; P)|P € P (I)} <inf{Sy(f; P.)}-

Yldsumman Sy (f; P,) arvo pienenee, kun n kasvaa. Yldintegraalille saamme ar-
vion

1 1 1 1
< 1 3 —_ B — B = — 3
Sy(f) = 'rzh—g)loa <3 + on + 6n2> 3¢

Samalla tavalla voimme arvioida alaintegraalia alhaalta péin. Joukon {Sa(f; P,)}
supremum on yhta suuri tai pienempi kuin kaikkien vélin alasummien supremum eli

Sa(f) =sup{Sa(f; P)|P € P(I)} > sup{Sy(f; Pn)}-

Alasummien Sy (f; P,) arvo suurenee, kun n kasvaa. Alaintegraalille saamme ar-
vion

n—00 3 2n 6712

Sa(f) > lim @ (1 - iqLL) = 1a?’.

Kun yhdistetédn edella saadut arviot ala- ja yldintegraalien arvoista méaritelmén
kanssa, saadaan seuraava paidtelma

1

50" < Sa() < Sv(f) < 3o’

a .

W

Nyt funktion f yla- ja alaintegraalit pitdéd olla samat. Koska ylé- ja alaintegraa-
lit ovat samat Sy (f) = Sa(f), niin mééritelmén mukaan funktio f on Riemann-

integroituva ja Riemannin integraalin arvo on §a3.






LUKU 2
Lagrangen interpolaatio

Jos on vain datapisteitd kuten kuvassa (2.1) tai sitten vain koordinaatistoon piir-
retty kédyrd kuten johdannossa, ei méarattya integraalia voida laskea analyyttisesti.
Yksi ratkaisu on approksimoida polynomilla eli ma&rittaa polynomi, joka kulkee data-
pisteiden tai kédyraltd valittujen pisteiden kautta. Tamé& polynomi voidaan méaarittaa
ratkaisemalla pisteistd muodostettu yhtdléryhmaé, mutta sen ratkaiseminen on tyo-
lastéd. Seuraavaksi esitellddn helpompi tapa tdmén polynomin médrittadmiseksi. La-
grange julkaisi interpolaatiopolynominsa vuonna 1795, ja sen avulla voidaan mé&arit-
taa haluttujen pisteiden kautta kulkeva polynomi. Lagrangen interpolaatiopolynomin
avulla tullaan johtamaan numeerisia integrointikaavoja, koska polynomeja on helppo
integroida.

Kuva 2.1. Vasemmassa kuvassa on datapisteet ja oikeassa Lagrangen
interpolaatiopolynomi, joka on sovitettu annettuun dataan.

ESIMERKKI 2.1. Johdatteluna Lagrangen interpolaatioon, otetaan esimerkki pe-
ruskoulun matematiikasta. Otetaan kaksi pistetta (zg, yo) sekd (z1,y;) ja kirjoitetaan
pisteiden kautta kulkevan suoran yht#lo. Saamme ensimméisen asteen interpolaatio-
polynomin p;, jota muokkaamalla saamme sille yleisemmé&n muodon.

Y1 — Yo
) ="Yo+ r—x
pi() = yo xl—xo( 0)
Tr — I T — Zo

= Yo + U
To — T1 1 — o

Polynomi toteuttaa ehdon p;(z) = yo ja p1(z1) = y1, joka on tietysti ilmeistd. Kun
merkitsemme ensimmaisen asteen polynomeja Lg ja L; saamme interpolaatiopolyno-
min muotoon
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Tr — I T — X

o — I 4 1 — X
—_—— ——
Lo(z) Ly (z)

= yoLo(z) + y1L1(7)

Kun z = zg, niin Ly(z¢) = 1 ja Li(x¢) = 0. Kun taas z = x4, niin Ly(z1) = 0 ja
Ly(x1) = 1. Yleisemmin siis Lg(x;) =1 kun i = k ja Li(z;) = 0 kun i # k.

ESIMERKKI 2.2. Kokeillaan edellisen esimerkin mukaisesti toisen asteen polyno-
min madrittdmistd. Otetaan kolme pistetta (xo,yo), (x1,y1) sekd (z2,y2) ja edellisen
esimerkin mukainen toisen asteen interpolaatiopolynomi p, on seuraava.

p2(x) = yoLo(z) + 31 L1(x) + yo Lo(x)
Liséksi seuraavien ehtojen pitda taytya

)+y1 Ly )+y2 Lo )

D2 (xo) = yo Lo

) +y1 Ly (22) +y2 Lo(22) = 12

(x ( (
p2(20) = Yo Lo(wo) +y1 L1(w0) +y2 La(70) = o
pa(r2) = yo Lo(x ( (

Seuraavaksi pitdisi maarittdd polynomit Ly, Ly ja Lo. Madritetdén ensin polynomi
Ly. Kun Lg(z1) = Lo(z2) = 0, on polynomin L nollakohdat z; ja xs. Lo on muotoa
c(x — x1)(x — xq). Lisdksi tarvitaan ehto Lo(xg) = 1. Nyt saadaan yhtédlo c(xy —

x1)(zo — x2) = 1 ja ratkaistaan téstd c, niin saadaan ¢ =
(w0 — 21)(w0 — 22)
on maédritetty. Samalla tavalla voidaan méa&rittda Ly ja Lo.

(x — 1) (x — x2)
Lole) = (2o — 1) (0 — 72)
(x — mo)(x — 22)
Lafe = (21— 20) (21 — 72)
(x — zo)(x — 21)
Lolo) = (z2 — wo) (22 — 71)

Pisteiden (xq, y0), (z1,y1) ja (22, y2) kautta kulkeva interpolaatiopolynomi ps saadaan
kaavalla
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2 2 2
r — I;
p2(z) = ZLk(ﬂﬂ)yk = Zyk H R
k=0 k=0 =1 !
ki

Ollaan muodostettu edellisissé esimerkeissd (2.1) ja (2.2) interpolaatiopolynomi
p1 kahdelle pisteelle ja interpolaatiopolynomi p, kolmelle pisteelle. Seuraavaksi muo-
dostetaan n + 1 pisteelle interpolaatiopolynomi p,,.

pn(2) = YoLo(z) + y1L1(2) + y2Lo(z) + - -+ + yn L ()

MAARITELMA 2.1. (Lagrangen interpolaatiokaava pisteille)Olkoon n € N. Pis-
teiden (zo,¥o), (z1,91), (T2,y2) - .., (T, yn) kautta kulkeva Lagrangen interpolaatio-
polynomi p,, on

pu(@) =Y L@y = > we ] o
k=0 k=0 i=1 ’
k#1

Kokonaislukua k,0 < k < n vastaavalle polynomille L, on n kappaletta nollakoh-
tia x;, i =0,1,...,n, i # keli Ly(z;) =0 kun k # ¢

Li(x) = ] Cu(z— )
i=0
i#k

Vakion C} € R méaaraamiseksi kdytetdan ehtoa Li(xy) = 1 ja saadaan

n

- 1
1 # k 1#k

Kun C} sijoitetaan edelliseen yhtéloon, niin saadaan yleinen kaava Lagrangen kan-

tafuktiolle

n
I B rT—x; T — X T —Th—1 T — Tpa T — X,
k() _

. Ty — T T — Zo Tp — Tp—1 Tk — Tk+1 T — T
1 =

ki
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Polynomit Lj; ovat ensimméisen asteen polynomien tuloja, ja siksi korkeintaan
astetta n. Interpolaatiopolynomi p, = yoLo(x) + y1L1(x) + yaLo(z) + - -+ + Yy Ln(x)
muodostuu polynomien L € P, lineaarikombinaationa, ja siksi interpolaatiopolynomi
pn € P, on korkeintaan n astetta. Mééritelmésta saadaan triviaalisti p,(z;) = v,
i = 0,1,...,n. Seuraavassa lauseessa todistetaan vield yksikésitteisyys polynomille

Pn-
LAUSE 2.2. Olkoonn >0 jai = 1,2,...,n lisiksiy; ja x; € R. Tdlloin on olemassa
yksikdsitteinen polynomi p, € P, siten, ettd

po(z) =yii=12,...n

Todistus. Kun n = 0 véite on triviaalisti totta. Kun n > 1 mééaritelméin mukaan
Lagrangen interpolaatiopolynomi p, € P, 16ytyy seuraavasti

1) = L)y
k=0

ja se on lauseen mukainen. Otetaan ehdot tayttdva polynomi ¢, € P,. Koska n
asteisella polynomilla ei voi olla kuin n erillistd nollakohtaa ellei se ole identtisesti 0,
niin

pn(x) - qn(l') = O,
Tésté seuraa, ettd muita polynomeja ei ole ja polynomi p,, € P, on yksikésitteisesti
médritelty. [

MAARITELMA 2.3. (Lagrangen interpolaatiokaava funktiolle) Olkoon n > 0.

Funktion f : R — R pisteiden (zo, f(x0)), (z1, f(x1)), (22, f(22)) ..., (zn, f(zn))
kautta kulkeva astetta n oleva Lagrangen interpolaatiopolynomi p,, on

(x):ZLk(x fok H S

T — Xy
1=1

k1

ESIMERKKI 2.3. Lasketaan funktiolle f : R — R, f(z) = z? Lagrangen interpo-
laatiopolynomi. Otetaan ensin kolme pistettd zo = 0, 1 = 1, xo = 2, ja sitten nelja
pistettd xog =0, 1 =1, 29 = 2, x3 = 3.

pa(x) = Lo(z) f(0) + Li(z) f(1) + Lo(z) f(2)
@D, (@-0)r—2), (z-0)z—1),
SRSV e AR (e e R oy ek
C 0+ (2% — 22)(=1) + (2% — )4

2
= —2% 4 22 4 227 — 22 = 2?
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(z—1)(z —2) 0% 4 (x—0)(z —2)(xz -3 2
0=1)0=20-3" " a0 =213
(z—=0)(x—1)(x—=3) o (r—=0)(z—-1)(x—-2),
T esoe-ne—3: teooe-ne-2)°
9 9z

=0+ (x —5x+6)g+(:1:2—4$—|—3)(_7x)4+(x2—393+2)—

:(:nQ—5x+6—4x2+16x—12+3x2—9x+6)g=x2

Alkuperéinen funktio oli toista astetta, joten saimme molemmista Lagrangen po-
lynomeista tarkan arvon. Lagrangen polynomi p, antaa funktiolle tarkan arvon, jos
funktio on korkeintaan n astetta. Liséksi voi huomioida, etté jos datapisteita lisdtaan,
on Lagrangen interpolaatiopolynomi laskettava aina uudestaan. Jos datapisteitd on
paljon, on polynomin laskeminen tyolasta.

1
ESIMERKKI 2.4. Lasketaan funktiolle f : R — R, f(x) = T2 toisen asteen
x
Lagrangen interpolaatiopolynomi, joka kulkee pisteiden g = —1, x1 = 0, x5 = 1
kautta.
p2(x) = Lo(x) f(—1) + L1 (2) f(0) + La(z) f(1)
(x=0)(z—1) 1 (x+1)(xz—1) (r+1)(x—0)1
= z 1+ -
(=1-0)(-1—-1)2  (0+1)(0-1) (1+1)(1-0)2
1 1 1
= (xQ—x)Z — (2* — 1)—1—(x2—|—x)é—l = —§m2+1

Kuva 2.2. Funktio f(z) = 5 Jja sille laskettu toisen asteen La-
x

grangen interpolaatiopolynomi, joka kulkee pisteiden xqg = —1, x1 = 0,
x9 = 1 kautta(katkoviiva).
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2.1. Lagrangen interpolaatiopolynomin virhe

Interpolointipisteissd funktion f ja interpolaatiopolynomin p, arvot ovat tietysti
samat, mutta muualla funktio ja interpolaatiopolynomi voivat saada hyvinkin erilai-
sia arvoja. Kuinka paljon ne eroavat? Virheen arviointi on pahimman mahdollisen
eli maksimaallisen virheen laskemista. Virhe on aina positiivinen luku, ja sen takia
virheen kaavassa on itseisarvomerkit. Oletetaan, ettd funktio f on riittdvin silea.
Lagrangen interpolointivirhe on f (z) — p, (z), ja sille esitetdéin lauseke sekd arvio
seuraavassa lauseessa.

LAUSE 2.4. Olkoon n € N sekd f mddritelty reaaliarvoinen funktio, joka on jat-
kuva suljetulla vdlilld [a,b] siten, ettd f™+Y) derivaatta on olemassa ja se on jatkuva
valilld [a,b]. Tdlloin jokaiselle x € [a,b], on olemassa § =& (x) € (a,b) siten, ettd

(n+1) n

.1) 1@ = m@ = Ty M-
FErityisesti x € [a, b] pdtee

M, &
missd

M1y = max [/ (€)]

Huomioitavaa virheen kaavassa on, ettd £ on tuntematon ja riippuu z arvosta.
Virheen arvioimiseksi yleensi lasketaan ensin derivaatta f("*! ja sitten arvioidaan
tai lasketaan milloin se saa suurimman arvonsa.

Todistus. Kun x = x;, jollekin 4, i = 0, 1, ..., n, on yht&ls(2.1) molemmilta puolilta
nolla ja yhtélo triviaalisti totta. Olkoon funktio

F(z) = f(z) —pu(z) — K (x — x0) (x — 21) ... (T — )

ja K vakio, joka valitaan myohemmin.

Olkoon mielivaltainen piste ¢t € [a,b] ja t # x;, i = 0,1,...,n. Nyt on olemassa
vakio K siten, ettd funktiolla F' on nollakohta pisteessd ¢ eli F(t) = 0 ja selvisti
F(xz;) =0,i=0,1,...,n. Funktiolla F' on n+ 2 nollakohtaa vélilli [a, b] ja derivaatalla
F' on ainakin n + 1 nollakohtaa. Téssé on kiytetty Rollen lausetta toistuvasti, jonka
mukaan funktiolla on kahden nollakohdan véalill4 ainakin yksi derivaatan nollakohta.
Erityisesti derivaatalla F("*1) on ainakin yksi nollakohta ¢ = ¢ (z). Koska n asteen

(n+1)

polynomin derivaatta py, = 0, niin
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FOD(g) = fr0 () = K (n+1)! =0

ja tastd saadaan

FmY ()
(n+1)!

Kun sijoitamme K:n arvon funktioon F'(x) saamme

f ()

(t —xo) (t — 1) ... (t — ),

koska oletuksen mukaan F'(t) =0 [O

ESIMERKKI 2.5. Lasketaan virhe edellisessé esimerkissé (2.4) lasketulle Lagrangen

interpolaatiopolynomille ps (z) = —%:172 + 1 valilla [—1, 1]. Lasketaan ensin alkuperéi-
sen funktion f (z) = T2 kolmas derivaatta
. —1627 + 312* + 1923 + 822 + 72 — 1

(1+a22)1

Suurimman arvonsa se saa interpolaatiovililld pisteessd z =1 ja f3 (1) = 3. Virheen
arvioimiseen saadaan seuraava esitys

[(x+1)(x—=0)(x—1)] = é }x(ﬁ — 1)‘ )

| W

[f(z) = p2(2)] <

Esimerkiksi pisteessa x = % saadaan virheen yldrajaksi
1| /1\?
(=) -1
2 2

Kuvasta (2.2) katsomalla virheen arvio kohdassa 5 néyttéisi oleva kohtalaisen hyvi.
Todellinen virhe on 0,075 eli yli kaksi kertaa pienempi, mutta virheen laskeminen on
aina arvio ja aina se on suurempi tai yhtéd suuri kuin oikea virhe.

= 0, 1875.

1
2

Voisi luulla, etté interpolaatiopisteita lisdédmaélla voitaisiin saada lisda tarkkuutta.
Seuraavassa kuvassa (2.3) nahdédén, kuinka pisteiden lisidminen saa interpolaatiopo-
lynomin heilahtelemaan. Tadmé heilahteluilmio tunnetaan Rungen ilmioné.
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Kuva 2.3. Interpolaatiopolynomit funktiolle f : R — R, f(z) =
1

1+ 22
pio(harmaa viiva) Lagrangen interpolaatiopolynomit valilla x € [—5,5].

Viidennen asteen pj(katkoviiva) ja kymmenennen asteen



LUKU 3

Newton-Cotes kaavat

Tassa luvussa tutustutaan Newtonin ja Cotesin numeerisiin integrointikaavoihin.
Namé kaavat ovat hyvin kayttokelpoisia edelleen esimerkiksi laskimissa. Cotes eli
1782-1816 ja tyoskenteli tiiviisti Newtonin kanssa. Cotes ehti julkaista vain yhden tie-
teellisen artikkelin nimeltd Logometria, vaikka kehitti eteenpédin matematiikkaa mo-
nellakin osa-alueella. Newtonin ja Cotesin yhteistyon tuloksena saatiin kaavat, joil-
la voidaan laskea integraaleja numeerisesti tilanteissa, joissa ei ole mahdollista tai
mielekésté laskea tarkkoja arvoja. Newton-Cotesin kaavojen johtamisessa kiytetdan
Lagrangen kehittdmé& polynomien interpolaatiota, joka esiteltiin edellisesséd luvus-
sa tarkemmin. Késiteltdvit kaavat ovat puolisuunnikassaénto ja Simpsonin 1/3- seké
3/8-sdanto. Kaavoja voidaan johtaa enemménkin, mutta tarkkuutta ndmé kaavat ei-
vat valttamatta tuo lisdd, kuten tullaan huomaamaan virheen arviontia kasittelevassa
kappaleessa.

Olkoon f: R — R jatkuva valilli [a, b]. Funktion maaratty integraali on

/abf(a:) dx.

Integraalille saadaan arvio, kun funktiota f approksimoidaan ensin Lagrangen inter-
polaatiopolynomilla p,, ja integroidaan tdmé polynomi.

/:f(x)dm/abpn(x)dx

Tarkastellaan suljettua vélia [a, b] ja sen tasavilistd jakoa, jonka interpolaatiopisteet
merkitddn seuraavasti

r; =a-+1th, missi i =0,1,...n

ja vélin pituus h on

_b—a

h

, missd n € N.

17
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Funktiolle f(x) Lagrangen interpolaatiopolynomi, jonka asteluku on n saadaan edel-
lisid jakopisteitd kdyttden seuraavasti

x) = Z Ly(x) f(zy), missd Li(z) = H ;k__izl
h=0 i=1
k#i

Seuraavaksi integroidaan saatu Lagrangen interpolaatiopolynomi

n b
/f dx~/pn dx—/a ZLk xk)das:kz:of(xk)/GLk(x) dx

k=0

Seuraavaa numeerista intergrointikaava kutsutan n asteen Newton-Cotesin kaavak-
si, missd xg, k = 1,2,...,n ovat integrointipisteitd ja wy ovat pisteisiin xj liittyvat
painokertoimet.

b n
/ f(I) dxzzwkf(‘rk>7k: ]-72737"'7”
@ k=0

Seuraavaksi sovelletaan taté yleistd kaavaa tapauksissa n = 1,2,3.

3.1. Puolisuunnikassiinto

Kun n = 1, niin silloin g = a ja x; = b. Lagrangen ensimmaéistéd astetta oleva
interpolaatiopolynomi funktiolle f on

—a

z—0b a:—af(b)
1

pi(x) = Lo(z) f(a) + Li(z) f(D)
AR
= Lb—a) fla) +(z—a) f (V)]

Integroimalla p; (z) saadaan
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[ mierde == [ b= 1@+ @) 0] ds

- :/ab(b—x)f(a) dx+/ab(x—a)f(b) dx}

S :f(a)/ab(b—x) dx+f(b)/ab(:c—a) dx]

- L :f (a) (bx - %:ﬁ) £ ) (%ﬁ —ax) b]

b

a

1 1 o 1 2
= _§f(a)(b—a) +§f(b)(b—a)}
_(b—a)(b—a)
T = NORIC)

Nain ollen sadaan

[ mi@yde =222 11 @)+ 1 o)

Néin saatiin numeerinen integrointikaava, jota kutsutaan puolisuunnikassddnnok-
si, joka on hyvin kdyttokelpoinen erityisesti jaksollisten funktioiden intergraalien las-
kemisessa. Se muistuttaa puolisuunnikkaan pinta-alan laskukaavaa.

/f ~ 2 @)+ )

ESIMERKKI 3.1. Lasketaan funktion
f(z) = 302° + 302" + 52° + 2° + 32+ 6

integraalille vélilld [0,3] approksimaatio puolisuunnikassddannén avulla. Funktion ar-
vot vélin péaitepisteissd ovat f(0) = 6 ja f(3) = 9879 ja tarkka arvo funktion f
a
[f (a) + f (0)]

integraalille on 5 244,75.
b
/ f(z)dr =

3—-0

=221 0 + 7 3]
3

=3 [6 + 9879

=14 827,5
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Kuva 3.1. Positiivisen funktion f(z) médratty integraali vélilld [a, b]
puolisuunnikassdannolld laskee puolisuunnikkaan muotoisen alueen
pinta-alan. Kaavalla voidaan laskea myos vaihtuvamerkkisten funktioi-
den numeerisia integraaleja.

Tarkkaa arvoa ja puolisuunnikassdannoén avulla laskettua arvoa vertaamalla saadaan
laskettua virhe.
|5 244,75 — 14 827,5| = 9 582,75

14 827,5 — 5 244,75

128275 -100% =~ 64, 628%

Virhe on suhteellisen suuri, joten approksimaatio ei ollut oikein hyvéa. Vili on liian
pitkd. Approksimaatiota saadaan parannettua, kun pienennetdén vélid. Jaetaan vali
useampaan osaan ja kiytetddn nédille véleille puolisuunnikassdéantod ja summataan
saadut arvot yhteen.

Seuraavaksi esitelldédn puolisuunnikassééinélle yhdistetty kaava, jolla saadaan tar-
kempi approksimaatio integraalille
b

Integrointivéli [a, b] jaetaan useaan véliin i = 0,1,2,...,m ja jako on tasavilinen. Vilit
ovat

[$0, $1]7 [ZE1, $2], ey [mm—Q: mm—l]v [mm—la $m]-
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Kuva 3.2. Funktion f(z) méa#ratty integraali valilla [a, b] yhdistetylld
puolisuunnikassdannolla laskee usean puolisuunnikkaan muotoisen alu-
een pinta-alan yhteen.

Néihin véleihin sovelletaan puolisuunnikassaéntoa erikseen ja véleille saadut ap-
proksimaatiot summataan yhteen. Vilin pituus on h = (b —a)/m

b x1 T2 Tm—1 Tom
/f(ac)dx: F@yde+ [ f@)de+ .. +/ f@yde+ [ fla)de

0 z1

o D ) e f ()] 2 ) F ()] e

4 Zm—2— Fm1 f (1) + f(Tm2)] + Tm = Lol [f (@m—1) + f (zm)]

[ (nea) + F (B 5 1] () + ()]

Néin saatiin kaava yhdistetty puolisuunnikassiénto

/abf(x)dgjz

N | =

[f (o) +2f (1) + . + 2f (2m1) + [ ()]
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ESIMERKKI 3.2. Jatketaan edellisté esimerkkid ja kidytetddn samaa funktiota
f(z) = 302° + 302" + 52° + 2 + 3z + 6.

Lasketaan funktion integraali vélilld [0, 3] yhdistetylld puolisuunnikassdannolla. Vilin
osavalit ovat [0,1], [1,2] ja [2,3]. Niille vileille sovelletaan puolisuunnikassaantos.
Funktion arvot vélien péitepisteissd ovat f(0) = 6, f(1) =75, f(2) = 1496 ja f(3) =
9879.

/f da:—/f dx+/f d$+/f

Yro+fa )]+T[f(1)+f(2)]+—[f(2)+f(3)]

2
[F0) + F ]+ 5 [ )+ F @]+ 5 £ (2)+ £ (3]

=5 PO +2f () +2f(2) +f(3)]

1
= 5(6—1—2-75—1—2‘1496—1—9879)
13027

2

1

— N

Tarkkaa arvoa ja yhdistetyn puolisuunnikassdénnon avulla laskettua arvoa vertaamal-
la saadaan laskettua virhe.

6 513,5 — 5 244,75 = 1268, 75

6 513,5 — 5 244,75
5 244,75

- 100% =~ 24, 191%

Nyt virhe pieneni kahdeksanteen osaan edellisesté esimerkisté, jossa virhe oli 9 582, 75.

3.2. Simpsonin 1/3-sdinto

On tilanteita, joissa numeerisen integraalin laskeminen puolisuunnikassdannolla ei
tuo riittdvaa tarkuutta. Pisteisto tai funktio voi olla sellainen, ettd kahden interpo-
lointipisteen sijaan kannattaa ottaa kolme pistettd. Talloin ei approksimoida funk-
tiota suoralla vaan toisen asteen polynomilla. Johdetaan seuraavaksi numeerinen in-
tegrointikaava, jota kutsutaan Simpsonin 1/3-sddnnoksi. Nimitys tulee matemaatikko
Thomas Simpsonin mukaan, mutta mistd tulee nimitys 1/3-séént6? Se selvidd, kun
saadaan kaava johdettua.
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=7 5 :

Kuva 3.3. Laskettaessa funktion f (x) maaratty integraali valilla [a, 0]
Simpsonin 1/3-sd&nnolla integroidaan Lagrangen interpolaatiopolyno-
mi po (), joka kulkee kolmen funktion f pisteen kautta.

Kun n = 2, niin silloin interpolointipisteet ovat o = a, 1 = (b — a)/2 ja x = b.
Lagrangen toista-astetta oleva interpolaatiopolynomi funktiolle f on
(r —x1)(x — x9)

o0 ),

)( (x — o) (x — 22)
0= a0 o ae ) )@
Lo(z) L () La(x)

Integroidaan interpolaatiopolynomi

b b b b
/ pa(e) de = f(xo) / Lo(x) da + f(a1) / Li(x) do + f(x2) / Ly(z) da

Lasketaan integraali Lo(z) tekemélld muuttujan vaihto = %% + 42, do = 2524t
ro=—1,21=0jaxy=1

T — Ty)

bLg(x)dx: (= o) dx

/a /al (zo — 1) (0 — 72)
/;<2<18;Et11>1>b2adt
_ _lt ;tb;adt
-5 (e
b—a (1 1 11
_b4 1(55(55))
-3

Lasketaan integraali L(x) samanlaisella muuttujan vaihdolla
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b B b (z— x0) (2 — 19)

ALl(x)dx—/a (01— 20) (1 — 22) dx
[P+t -1)b—a
_/_1(0+1)(0—1) 2 dt

1 42
1b—
:/t+badt

=2 2
b—a( 1, >1
= ——t* —t

4 3 »
_(b-a)4
2 3

Samalla tavoin saadaan laskettua integraali Lo(z).

bLg(x)dx: " (a ) — ) dx
/ / (w2 — o) (22 — 71)
’ _ ba—al 0

2 3

Sijoitetaan integrointien tulokset kaavaan

b b b b
/ pa2(x) dac:f(xo)/ Lo(x) dﬂs—l-f(xl)/ Li(x) dw—l—f(:zg)/ Loy(z)dz .
a a a a

Néin saatiin numeerinen integrointikaava, jota kutsutaan Simpsonin 1/3-sééinnoksi.
Téssé kaavassa funktiota f approksimoidaan toisen asteen polynomilla. Nimitys 1/3
tulee kertoimesta kaavassa ja nimi taas matemaatikko Thomas Simpsonin mukaan.

b . b
[ e =5 gl G0 47 @ 4l = [ G

h

ESIMERKKI 3.3. Jatketaan edellisid esimerkkejé ja kiytetddn samaa funktiota

f(z) = 302° + 302* + 52% + 2® + 3z + 6,

kun lasketaan integraalille vililld [0,3] approksimaatio Simpsonin 1/3-sédé&nnon avulla.
Funktion arvot integrointipisteissé ovat f(0) = 6, f(1,5) = 409, 3125 ja f(3) = 9879
seké tarkka arvo funktion f intergraalille on 5244, 75.
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[ty de = 25 S () 4 o)+ f )
@ ~—~—

_ %%[f@ +F(L,5) + f(3)]

1
= 5 [6.+1637,25 + 9879
= 5761, 125

Tarkkaa arvoa ja Simpsonin 1/3-sddnnon avulla laskettua arvoa vertaamalla saadaan
virheeksi

5761,125 — 5244, 75 = 516, 37

5761, 125 — 5244, 75
5244, 75

- 100% =~ 9, 84%.

Virhe oli edellisessé esimerkissd 1268, 75 ja nyt se oli puolet pienempi vaikka mo-
lemmissa esimerkeissé kiytettiin kolmea integrointipistettd. Téssa tapauksessa Simp-
sonin 1/3-sdénto oli yhdistettyd puolisuunnikassaantod tarkempi.

Seuraavaksi esitelldiin Simpsonin 1/3-séénnélle yhdistetty kaava, jolla saadaan
jélleen tarkempi approksimaatio integraalille

/ab f(z)dux.

Integrointivéli [a, b] jaetaan tasavileihin seuraavasti:

['IOJ X1, IQ], [xQJ €3, x4]7 I [I2m—47 Lom—3, x2m—2]7 [IQm—Za Tom—1, IQm]'

Néihin véleihin sovelletaan Simpsonin 1/3-sdédntoé erikseen ja véleille saadut approk-
simaatiot summataan yhteen. Osavilien pituus on h = (b — a)/2m, koska osavileji
on nyt parillinen méara 2m eikd m kuten aikaisemmin. Parillisuus tulee Simpsonin
1/3-sddnnosta, koska osavileja on aina kaksi.
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T24

b m
/ f(qz)d:v:Z f(x)dx

T2i—2
~ zm: (T2i2 — T2;) 1
: 2 3
=1 N———r
h

[f (z2i—2) +4f (z2i—1) + [ (25)]

wl s

[f (o) +4F (21) + f (w2)] + g [f (w2) +4F (x3) + f (za)] + ...
A

) A5 (o) F (Ema)] 5 [F (o) + 4F (@) + ()]

Néin saatiin yhdistetty Simpsonin 1/3-siénto

b
/ f(z)dr = g{f (z0) + 4f (x1) +2f (2) + 4f (z4) + ...

+ 2f (om—2) + 4f (Tom—1) + f (72m)

/ E E pa(z)

[170, €y, 332] [:172, €3, J34]

Kuva 3.4. Vili [a, b] on jaettu kahteen viliin, jotka integroidaan erik-
seen Simpsonin 1/3-sd&nnolld ja ndiden vilien integraalit summataan
yhteen.

ESIMERKKI 3.4. Kéytetdan samaa funktiota

f(z) = 302° + 302" + 52° + 2° + 32+ 6

kuten aikaisemminkin. Lasketaan funktion integraali vélilla [0, 3] yhdistetylld Simp-
sonin 1/3-sdannolla. Vali [0, 3] jaettu kolmeen véliin. Vilit ovat [0, 1], [1,2] ja [2, 3].
Niille véleille sovelletaan Simpsonin 1/3-sdantod. Funktion arvot integrointipisteis-
sd ovat f(0) = 6, f(0,5) = 11,1875, f(1) = 75, f(1,5) = 409,3125, f(2) = 1496,
f(2,5) = 4199,4375 ja f(3) = 9879.
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/ /Of da;+/f da:+/f

(0) +4f(0,5) +2f (1) + 4 (1,5) +2f (2) + 41 (2,5) + f (3)]

P—‘Oalb—

= (642 (1496 +75) + 4 - (11,1875 + 409, 3125 + 4199, 4375) + 9879)
=5 251,125

Tarkkaa arvoa ja yhdistetyn Simpsonin 1/3-sddnnon avulla laskettua arvoa ver-
taamalla saamme laskettua virheen.

5 251,125 — 5 244,75 = 6,375

5 251,125 — 5 244,75
5 244,75

- 100% =~ 0, 12%

Nyt approksimaatio parani 80 kertaisesti edellisesté esimerkisté, jossa virhe oli 516, 375.
Osavillien mééra puolestaan kolminkertaistui ja vélin pituus lyheni kolmannekseen.

3.3. Simpsonin 3/8-séénto

Samalla tavalla, kuin johdettiin Simpsonin 1/3-sdénto, voidaan johtaa edelleen nel-
jille pisteelle numeerinen integrointikaava, jota kutsutaan Simpsonin 3/8 -sdannoksi.

Q

[0, @1, T2, 73]
T b
Kuva 3.5. Funktion f(x) mééritty integraali vililla [a, b] laskettuna

Simpsonin 3/8-sddnnolla. Télloin integroidaan Lagrangen interpolaa-
tiopolynomi ps (), joka kulkee neljan funktion f pisteen kautta.

palz)

Kun n = 3, niin silloin interpolointipisteet ovat o = a, 21 = a + (b — a)/3,
ro =b—(b—a)/3 ja x3 = b. Lagrangen kolmatta-astetta oleva interpolaatiopolynomi
funktiolle f on
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p3(x) = Lo(x) f(x0) + Li(x) f(21) + La(x) f(22) + Ls() f(3).

Integroidaan interpolaatiopolynomi

/abps(x) dr = f(xo) /ab Lo(z) dx +f (1) /ab Li(z) dz
— <

Tgb Tgb
() / Lo(x) dz + f (z3) / Ly(x) da
Jo Jo

Néin saadaan numeerinen integrointikaava, jota kutsutaan Simpsonin 3/8-sdinnoksi.
Téssé kaavassa funktiota f approksimoidaan kolmannen asteen polynomilla. Nimitys
3/8-sddnto tulee kertoimesta kaavassa.

b—a3

b b
/Gpg(x)da:: 3 g[f(:)sg)—I—3f(:l:1)+3f(932)—|—f(x3)]z/a f(z)dx
——

h

ESIMERKKI 3.5. Kéytetddn samaa funktiota

f(z) = 302" + 302" +52° + 2* + 30 + 6

kuten aikaisemminkin. Lasketaan funktiolle integraali valilla [0,3] Simpsonin 3/8-
sdaannon avulla. Funktion arvot integrointipisteissd ovat f(0) =6, f(1) = 75, f(2) =
1496 ja f(3) = 9879 seké tarkka arvo funktion f intergraalille on 5244, 75.

[ty e 2T 20 (a0) + 37 )+ 3 ) + f (a)
a ~—~—

_ ?g[f (0) + 3 (1) +3F (2) + £ (3)]

3
= ¢ [6+3-75+ 31496 + 9879]

= 5474, 25
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Tarkkaa arvoa ja Simpsonin 3/8-sddnnon avulla lasketua arvoa vertaamalla saa-
daan laskettua virhe.

5474,25 — 5244, 75 = 229, 5

5474, 25 — 5244, 75
5244, 75

Kun verrataan edellisiin esimerkkeihin, niin huomataan osaviélin pituuden olevan
verrannollinen virheen suuruuteen. Simpsonin 1/3-séénnollé saatiin virheeksi 516, 375.
Nyt yhden osavélin lisddmiselld virhe saatiin puolitettua. Simpsonin yhdistetylla 1/3-
sadnnolla osavéleja oli kuusi ja saatiin virheeksi 6,375. Tésséd esimerkissé osavileja
oli puolet vihemmiin eli kolme ja virhe taas on noin 40 kertaa suurempi kuin Simpso-
nin yhdistetylla 1/3-sdénnolld kaskettuna. Kun osavélien pituus kaksinkertaistui, niin
virhe 40-kertaistui.

-100% =~ 4, 38%

Seuraavaksi esitelliin Simpsonin 3/8-sdéinnélle yhdistetty kaava, jolla saadaan
jélleen tarkempi approksimaatio integraalille

/a ) de

Integrointivéli [a, b] jaetaan tasavéleihin seuraavasti:
(%0, Z1, X2, T3], [X3, T4, T5, T6), - - -, [Tam—6, T3m—5, T2m—1, Tam-3],

[-1'3771737 T3m—2, L3m—1, me]?

Néihin véleihin sovelletaan Simpsonin 3/8-sééntoi erikseen ja véleille saadut ap-
proksimaatiot summataan yhteen. Osavélin pituus h = (b—a)/3m, koska osavileja on
nyt kolmella jaollinen méaérd 3m. Kolmella jaollisuus tulee Simpsonin 3/8-sddnnosta,
koska osavileji on aina kolme.

~ > g [f (w3-3) + 3f (x3i—2) + 3f (3i-1) + [ (x3;)]

Tésta saadaan kaava yhdistetty Simpsonin 3/8-siinto

b
[ e B r o) +7 (0435 ) 425 )+

+2f (xam—3) + 3f (w2m—2) + 3f (T2m—1) + [ (T2m)
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Y

[1170, Ty, X, i-‘fs] [fliz, L4,y Ln, Ia] [-’f-'fs, €7, Ty, J?g]

Y
(=2

Kuva 3.6. Vili [a, b] on jaettu kolmeen véliin, jotka integroidaan erik-
seen Simpsonin 3/8-sd&nnolld ja ndiden vilien integraalit summataan
yhteen.

ESIMERKKI 3.6. Kéytetdan samaa funktiota

f(z) = 302° + 302" + 52° + 2* + 32+ 6

kuten aikaisemminkin. Lasketaan integraali vélilla [0,3] yhdistetylld Simpsonin 3/8-
saannolla. Nyt vélit ovat [0,1], [1,2] ja [2,3]. Niille véleille sovelletaan Simpsonin
3/8-sdénnoa. Integrointipisteiden vastaavat funktion arvot ovat

631 1604 19834
f(0)=6 f(%)ZST f(%)ZST f(1) =175 f(%)ZST
F =" e =ues (=200 =00 @) =981

/ng(x)dx:/Olf(:lr)da:+/12f(a:)d:c+/:f(x)dx
1

~slrosr@ s @ e

+3f(3)+3F(3)+2f2)+3F () +3F(3)+1(3)

1
= ¢ (642 (1496 +75) + 3 - (11,1875 + 409, 3125 + 4199, 4375) + 9879)

62971
= ——— =~ 5247,583
12 ’

Tarkkaa arvoa ja yhdistetylld Simpsonin 3/8-sddnnollé laskettua arvoa vertaamal-
la saadaan virhe.
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5247,583 — 5 244,75 = 2,833

5247,583 — 5 244,75
5 244, 75

Virhe pieneni nyt 80-osaan, kun verrataan aikaisemmin Simpsonin 3/8-sdannolld saa-
dun tuloksen virheeseen. Vilin pituus pieneni kolmannekseen. Sama verranto saatiin
Simpsonin 1/3-sé@&nnon seké yhdistetyn 1/3-sdénnon vélin pituuden ja virheen valil-
le. Téstd voidaan péitelld, ettd virhe kiyttdaytynee samallatavoin Simpsonin 3/8- ja
1/3 sddnnoilld. Seuraavassa kappaleessa tarkastellaan virhetta tarkemmin.

-100% = 0, 054%

3.4. Virheen arviointia

Seuraavaksi arvioidaan virheen suuruutta Newton-Cotesin numeerisissa intergroin-
tikaavoissa. Virhettéd syntyy, kun alkuperiisen funktion integroimisen sijaan integroi-
daan Lagrangen polynomifunktiota. Virheen arviointi on pahimman mahdollisen eli
maksimaallisen virheen laskemista. Virhe on aina positiivinen luku ja sen takia virheen
kaavassa on itseisarvomerkit. Virhe R, saadaan alkuperdisen funktion f integraalin
ja Lagrangen polynomifunktion integraalin erotuksella.

= [ 1@ = [ pa) a

Seuraavassa lauseessa on esitetty virheen laskemiseksi yleinen kaava, joka on kéyt-
tokelpoinen vain jos alkuperédinen funktio on riittédvén silea.

LAUSE 3.1. Olkoon n > 1. Oletetaan etti f on reaaliarvoinen funktio, mddritelty

ja jatkuva vililli [a,b], olkoon f™*' olemassa ja jatkuva vdlilli [a,b]. Tdlléin

n

H(m — ;)

=0

b
(3.1) R () < e / dz,

(n+1)!

missd

M1y = max [ /079 (€)]

Todistus.
koska

R, (/) =/ f (@) — po (2 ) do

niin

Ro(DI< [ 15 @) = pulo)]da

Lagrangen interpolaatiopolynomin virheen kaavaa (2.2) kiyttamélla saadaan.
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n

H(x — ;)

1=0

b b
|Rn<f>|s/ (@) = po (2 )] de < o / ir O

(n+1)!

3.5. Puolisuunnikassdinnon virhe

Puolisuunnikassidénté antaa tarkan arvon korkeintaan astetta n < 1 olevien poly-
nomifunktioiden integraaleille. Virhe saa arvo R (f,z) = 0, kun funktion f kuvaaja
on suora. Tarkka arvo virheelle on

Rilf) = [ f@)do =220 @)+ £ 0).

Kun sité ei voida laskea, niin lasketaan virheelle arvio kaavalla (3.1). Nyt n =1 ja

[[(x—2x;) = (z — a) (x — b). Puolisuunnikassdénnoll lasketun integraallin f: f(z) dx
=0
virheen ylédraja on

M. b
R < 5 [ le-ae-)ds
M. 1
=5 |-
M2 3 . .. "
M 5 e M = |
20— )" i My = a1 (6

ESIMERKKI 3.7. Jos f (x) = #?, niin lauseen antama yléraja virheelle on # (b — a)®,

koska My = f" () = 2. Téssi tapauksessa voidaan laskea tietysti myos tarkka arvo
virheelle. Lasketaan R (f, ) vihentamalla tarkasta integraalista puolisuunnikassdin-
nolld laskettu integraali, kun f (z) = 22

|By ()] =

Virheen tarkka arvo on sama kuin virheen kaavalla saatu arvio téssé tapauksessa,
kun f(z) = 22

Yhdistetyn puolisuunnikassiéinnon virhe arvioidaan véaleittédin
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Ri() = [ 7@ Bl @27 @)+ 42 ) 4 )
- Z {/ilf(x) dx_g(f (zio1) + f ()|, missd h= b;ba

Vilien virheiden yldrajat summataan yhteen ja yhdistetyn puolisuunnikassédnnon
virheen ylédrajaksi saadaan

R < 00, = o g s 0ty = |
PD = T T g M TR AR T

"

(©)|-

Kuten puolisuunnikasséaénto, integroi yhdistetty puolisuunnikassaintokin tdsmél-
lisesti polynomit joiden asteluku n < 1. Virheen yldrajaan vaikuttaa vélien maara m.
Kun osavilien méirdad m lisétéasn, niin jakajassa olevan termi m? suurenee ja niin
virheen ylaraja pienenee. Jos esimerkiksi vilien méaara lisddntyy yhdestd kolmeen,
niin virheen ylédraja pienenee yhdeksénteen osaan. Virhe on suoraan verrannollinen
pisteiden vilin h pituuteen. Puolisuunnikassiinnén virheen aste on Oh?, joka ilmoit-
taa missd suhteessa vilin pituus muuttaa virhettd. Selkeimmin asteluku tulee esille
extrapolointimenetelmé kappaleessa, jossa virhe kirjoitetaan sarjamuotoon.

ESIMERKKI 3.8. Lasketaan virheen ylaraja funktion
f(z) = 302" + 302" +52° + 2* + 30 +6

puolisuunnikassédénnolld lasketulle integraalille valilla [0, 3]. Lasketaan osavileille m =
1 ja m = 3. Funktion f toinen derivaatta on f~ (z) = 600z® + 36022 + 30z + 2 ja
se saa suurimman arvonsa valilla [0, 3] pisteessd x = 3 ja My = max,cjo 3] | 1’ (a:)’ =
f(3) =19712.

(3— 0)3
= 1: < -7 =
m =1 |Ry (f)] < -S—-19712 = 44352
(3-0)°
= 3: < -— =
m=3; |Ry(f)] 1532 19712 = 4928

Vastaavat todelliset virheet ovat 9582,75 ja 1268,75, joten virheiden ylédrajat eiviét
ole kovinkaan lahella néitd arvoja. Virheen yldrajan arviosta ndahdain kuitenkin, etta
tarkkuus paranee m? kertaisesti eli virhe pienenee 9-osaan, kun vilien méira lisddntyy
yhdesté kolmeen.
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3.6. Simpsonin 1/3-séénnén virhe

Kun lasketaan virheen kaavalla (3.1) arvio Simpsonin 1/3-sdannon virheelle, saam-
me virheen ylarajaksi

T&ma arvio on kuitenkin aivan liian suuri. Voimme osoittaa, ettd Simpsonin 1/3-
sddnnon virheen yliraja on

Ry (f)| < MM = h—5 missd My = max | f* ()]
2 = 7880 Y T g0 T el

Todistus (Katso [3, 205-207])

Jos polynomi on korkeintaan kolmatta astetta, niin derivaatta f* = 0 ja virheen
yldraja on myos Rs (f) = 0. Koska Simpsonin 1/3-sdénto perustuu toisen asteen La-
grangen polynomin integroimiseen, niin tadmaé tarkoittaa etté toisen asteen polynomilla
approksimoimme kolmannen asteen polynomin tarkasti.

Yhdistetyn Simpsonin 1/3-sé#innén virhe arvioidaan véleittéin

i=1

Rolf) = [ F@)de =Y 5 (rama) +4F (i) + 1 (220)

f
:Z{ Z f<x)dx_ﬁ[f(332i—2)+4f(ﬂv2i_1)—|—f(x2i)] . missi h:b—a'

2i—2 3 2m

Vilien virheiden ylirajat summataan yhteen ja yhdistetyn Simpsonin 1/3-sdannén
virheen ylédrajaksi saadaan

mh’ (b—a)’ - 4
IRy (f)] < 30 My = 2880m4M4’ missi M, = Crg[%%] ’f (C){

Kuten Simpsonin 1/3-sdénto, integroi yhdistetty Simpsonin 1/3-sééntokin tés-
méllisesti polynomit joiden asteluku n < 3. Jos vélien méard m lisdédntyy yhdesté
kolmeen, niin virheen yldraja pienenee 81-osaan. Simpsonin 1/3-sd&nnén virheen as-
teluku on Oh* eli vilin pituuden muutos vaikuttaa virheeseen h* kertaisesti.

ESIMERKKI 3.9. Lasketaan virheen ylédraja funktion

f(z) = 302° + 302" + 52° + 2° + 32+ 6

Simpsonin 1/3-saannolld lasketulle integraalille vélilld [0, 3]. Lasketaan virheen
yliraja osavilien méérille m = 1 ja m = 3. Funktion f neljis derivaatta on f4(z) =
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3600z + 1440 ja se saa suurimman arvonsa vélilld [0, 3] pisteessd = = 3. My =
maxepg | [ (2)] = f*(3) = 12240.

m=1; |R(f)] < Mumo—m:ﬁz 75
- = 2880 - 14 - ’
(3-0)°
=3 IR < 27 19940 = 12.75
m 7‘ 1(f)’ = 288034 ’

Vastaavat todelliset virheet ovat 516,375 ja 6,375. Virheen yléraja on kaukana
siité oikeasta virheestd mikd Simpsonin 1/3-s@annollé integraalin laskemisessa oikeasti
tehd&ddn. Virheen yldrajan arviosta ndhdéaén kuitenkin, ettd virhe pienenee 81-osaan.

3.7. Simpsonin 3/8 -séénnén virhe

Yleisella virheen kaavalla (3.1) saadaan laskettua Simpsonin 3/8-sé&nnoén virheen
yléraja, joka on

M, 1

|Rs (f)] < Z%(b_af
(b—a)’ 3h° L
— 6180 M, = %MZL, missa My = Crg[%,}lf] |f4 (C)|

Nyt kaavalla saadaan hyvéa approksimaatio virheelle, toisin kuin edelld Simpsonin
1/3-sddannolla. Molemmat s&énnot integroivat tasméllisesti polynomit joiden asteluku
n < 3. Taulukosta 2 ndhdéén, ettei kaavojen tarkkuus parane johdonmukaisesti m"™
vaan virheen asteluku paranee pareittain.

Samaan tapaan kuin laskettiin yhdistetylle Simpsonin 1/3-sédénnolle virheen yl&-
raja voidaan laskea yhdistetylle Simpsonin 3/8-sééinnélle virheen ylidrajan

mqﬂ<mﬁwitﬁMmWM—m\ﬁm
3 = TR0 T Gagome b s e = B

Kuten Simpsonin 3/8-sdénto, integroi yhdistetty Simpsonin 3/8-sdéntokin tasmél-
lisesti polynomit joiden asteluku n < 3.

ESIMERKKI 3.10. Lasketaan funktion

f(z) = 302° + 302" + 52° + 2° + 32+ 6

Simpsonin 3/8-saénnolla lasketulle integraalille vélilla [0, 3] virheen yldraja. Laske-
taan virheen yliaraja osavilien méérille m = 1 ja m = 3. Funktion f neljas derivaatta
on f*(z) = 3600z + 1440 ja se saa suurimman arvonsa Vvililli [0, 3] pisteessid x = 3.
My = max,cg | f* ()] = f*(3) = 12240.
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(3—0)°
=1 < —2-12240 =14
(3-0)°

m=3; |Ri(f)] < 12240 = 5, 6666...

~ 6480 - 34

Vastaavat todelliset viheet ovat 229,5 ja 2,833. Virheen yldrajan arviosta néh-
déifin, ettéi tarkkuus paranee m* kertaisesti. Simpsonin 3/8-sdinnén virheen aste on

Oh*.
3.8. Yhteenveto

Funktiolle f(z) = 302°+302* 4 52° + 22 + 3z + 6 on laskettu numeerinen integraa-
1i vélilla [0, 3] eri sddnnoilld. Myos todellinen virhe sekéd virheen yliraja on laskettu.
Taulukkoon 1 on koottu ndmé tulokset edellisisté esimerkeistd. Kuten jo todettiin, ei
virheen laskennallinen yldraja anna kovinkaan hyvaa kuvaa oikeasta virheesté, mutta
sen avulla pystytddan arvioimaan kuinka vélien méaara vaikuttaa virheen suuruusluok-
kaan. Numeerisen integraalin tarkkuuteen vaikuttavat funktio, kdytetty menetelmé
ja vilin jako.

TAULUKKO 1. Funktion f(z) = 30x° + 30z* 4+ 523 4+ 2® + 3z + 6 nu-
meerinen integraali valilla [0,3]. Yhdistetyissi kaavoissa vili on jaettu
kolmeen osavdliin. Taulukon tulokset on laskettu edellissd esimerkeissd.
Tarkka arvo tille intergraalille on 5244, 75.

n nimi tulos virhe  virheen ylédraja
1 Puolisuunnikassiaanto 14 827,5 9 582,75 44352

2 Simpsonin 1/3-sdanto 5761,125 516,375 1032,75

3 Simpsonin 3/8-sd&nto 5474,25 229.5 459

1 Yhdistetty puolisuunnikasséanto 6 513,5 1 268,75 4928

2 Yhdistetty Simpsonin 1/3-séént6 5251,125 6,375 12,75

3 yhdistetty Simpsonin 3/8-séint6 5247,833 2,833 5,67

Palataan kappaleen alussa johdettuun Newton-Cotesin n asteen kaavan, joka oli

b b n
(3.2) / fx)de = / po (@) de = wef(zy), k=123..n.
a a k=0

Kaavasta voidaan johtaa sédéntojd enemménkin. Taulukossa 2 on listattu kolme
sdantod lisdd. Kun n > 7, eivdt sddnnot ole endd kayttokelpoisia. Télldin joihinkin
kaavoihin tulee negatiivisia kertoimia ja téllaiset kaavat eivdt sovellu numeeriseen
integrointiin, kun osa summan termeistd kumoutuu. Luvussa Lagrangen interpolaatio
havainnollistimme Runge ilmion kuvassa (2.3), joka on ongelma my6s Newton-Cotesin
kaavoissa asteluvun kasvaessa. Tamén ilmion kannalta onkin turvallisempaa kayttas
yhdistettyja sdantdja kuin kasvattaa polynomin p, astelukua.

Interpolaatioon perustuvasta Newton-Cotesin kaavasta on késitelty tarkemmin
kiytetyimmat kolme sédéntoa ja niiden yhdistetyt séannot. Kuten olemme esimerkein
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TAULUKKO 2. Seuraavat sddnnot saadaan, kun n asteen Newton-
Cotesin kaavaa sovelletaan tapauksiin n = 1,2,3,4,5,6. Sijoitetaan tau-

b o n
lukoidut kertoimet seuraavasti f; pn (x)de = <Ta)s Z O f(xy).
k=0

n nimi S 0s virhe asteluku
1 Puolisuunnikassdéntd 3 11 BEF Q) Oh?
2 Simpsonin 1/3-sééntd 3 141 ho 55 f4(C) On!
3 Simpsonin 3/8-séintd 2 1331 W) Oht
4 Milnen siénto = 73212327 W= f0(¢)  On®
5 o 19 75 50 50 75 19 W aisf(¢)  OR®
6 Weddlen siinto oo 41216 272722721641 RO f5(¢()  OR®

todenneet, niilla sdannoilla saadaan lisdéd tarkkuutta, kun véleja lisatdéan. Virheen
asteluku paranee integrointipisteiden lisdéntyessé, kuten ndemme taulukosta 2. Kun
pisteet lisdantyvit, lyhenee pisteiden vélinen etédisyys h. Kunkin sédnnon virheen as-
teluku kertoo kuinka paljon A pituuden muutos vaikuttaa virheeseen. Mitd suurempi
eksponentti asteluvussa on, sitd enemman h pituuden muutos vaikuttaa virheen suu-
ruuteen. Sdannon ja yhdistetyn sddnnon virheen asteluku on kuitenkin sama. Seuraa-
vaksi on tarkoituksena parantaa virheen astelukua. Vaihdetaan interpolointi ekstra-
polointiin, koska integroitavan interpolaatiopolynomin asteluku asettaa rajan virheen
asteluvulle. Jotta péadstadn ekstrapoloimaan, on virhe mééritettavé ensin sarjana.






LUKU 4

Euler-Maclaurin summakaava

2
sa m on vilien mééra integroimisvililld [a, b]. Seuraavaksi johdetaan Euler-Maclaurin
summakaava, jossa tdmé virhe saadaan sarjamuotoon. Edelleen sarjamuodosta pads-
taan ekstrapoloimaan virheen astelukua tarkemmaksi.

Noin vuonna 1735 Leonhard Euler ja Colin Maclaurin keksivét kaavan, jolla pysty-
tadn esittdamadn riittavan siled funktio sarjana. He eivit keksineet sitéd yhdessé, vaan
kumpikin omilla tahoillaan. Maclaurin kéytti tétd kaavaa integraalien laskemiseen ja
Euler kehitti kaavan summien laskemista varten. Seuraavassa luvussa kiytetdan tatéa
kaavaa ekstrapolointiin.

Maéaritetddn ensin polynomien sarja.

1
Yhdistetyn puolisuunnikassddannon virheen rajoittavaksi termiksi saatiin —, jos-
m

MAARITELMA 4.1. Polynomit z,., r = 1,2,3,... muodostetaan seuraavien ehtojen
mukaan
(i) 2, on polynomi, jonka asteluku on 7;
(i) 2.1 = 2
(iii) z. on parillinen funktio, jos 7 on parillinen ja z, on pariton funktio, jos r on
pariton;
(iv) jos r > 1 ja pariton, niin z,. (—1) =0 ja z,. (1) = 0;
(V) z1 (t) = —t;

Muodostetaan polynomeja z, kédyttéden ensin kohtia (ii) ja (iv) saadaan

1 1
Z9 (t) = —§t2+A2, Z3 (t) = —6t3+A2t+A3

Ratkaistaan vakiot As ja Aj. Ehdosta (iii) saadaan ettd A3 = 0 ja ehdosta (iv)
seuraa ettid A, = %. Polynomit voidaan kirjoittaa

1 1 1 1
1) = —t>+ -, t) = —=t3 + —t.
2o (t) 5 + 5 23 (t) 5 + 5
Seuraavat polynomit z4, 25, ...... z, saadaan samalla tavalla.

LAUSE 4.2. Oletetaan, ettd funktio g on mdadritelty ja jatkuva vdlilld [—1,1]. Li-
saksi funktiolla on jatkuva derivaatta astetta 2k tdlld valilld. Todistetaan, ettd

1

/ g (t) dt —[g(~1) +g(1)] = / iy (1) dt

-1 -1
1

k
=Y () o0 () =g )] - [ )97 @) ar
r=1

-1
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Todistus. Huomataan, etti f_llg (t) dt — [g(=1) + g (1)] on funktion g (¢) puoli-
suunnikassdannolld lasketun integraalin virhe, kun integrointivéli on [—1, 1]. Osittai-
sintegrointikaavalla saamme

1

.[—wawnv/—m@—[;w@wz—w@m+wm+/guwt

1 1 -1

eli ensimmaéinen rivi on todistettu. Seuraavaksi kiytetdan uudestaan osittaisintegroin-
tikaavaa toisinpéin kuin edellé ja toistetaan téta. Lisdksi kédytetddn edellisen mééri-
telmén ehtoa 2 (t) = —t ja 2], = 2,. Saadaan, etta

/_l —tg' (t) dt = /_l 2 (t) g (t) dt

1 1

Sitten kéytetddn z, ominaisuuksia (i77) ja (iv) eli kaikki parittomat z, (1) = 0 ja
2z (1) =0

1

=Y W )= W] - [ g @ d O

LAUSE 4.3. (Euler-Maclaurin summakaava) Olkoon f : R — R funktio, jolla on
jatkuvat derivaatat 2k-kertalukuun asti vililla [a, b]. Jaetaan vili [a,b] m tasavdlisesti
osavdleihin [x;—1,x;], jossa x; = a + ith ja h = (b — a) /m. Olkoon T (m) yhdistetylld
puolisuunnikassdadinnolli laskettu likiarvo integraalille I = fab f(z) dx. Tallsin

(4.1)
I — T(m) _ Zcrh% [f(?r—l) (a) _ f(2r—1) (b)] _ (g) Z/xl Zon (t) f2k: (x) dr,

Zor (1)
227’ ’

2
missit =1t (x) =—1+ 7 (x —x41), kun x € [x;_1, 2] ,1 =1,2,3,....m ja ¢, =
kun r =1,2,3,... k.

Todistus. Kirjoitetaan I summana yli osavélien |x;_1, ;]
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I_/f dx—Z/ f(x

ja tehdddn muuttujanvaihto x = x;_; + — (t +1), dz

2

/:lf(x) dx:g/_llg(t) dt

missid f (x) = ¢ (t). Lauseen 4.2. mukaan
=1 =Y | [ 1) de =1 )+ £ o)

:gz _/19(75) dt—[g(—1)+g(1)]}

k 1

= T [ - g ) - [

i=1 [r=1 -1

zon (1) g% (1) dt] :

2\’ 2
Huomataan, ettd derivaatta g (t) = (E) fO(2), 1=1,23,..2k, dt = de

S5 3i) et [(’;)21 e - (B) g <xi>]
[ )

S0 () -] (S o

Nyt kun summataan kaikki m vilit © € [x;—1,2;], ¢ = 1,2,3,...;,m niin huomataan, etté
derivaatat pisteisséd x; kumoutuvat ja jéaljelle jadvat derivaatat padtepisteissé a ja b. Saadaan

—Zcrh%[ 1) (a) - f@D (0)] - ( >2k§j/ 2o (1) f** () da

eli se mitéd haluttiin. Puolisuunnikassd&nnén virhe on nyt sarjana. [

Kun merkitdin ¢, [f(zrfl) (a) — f@r=1) (b)] = Cp, saadaan kaava muotoon

b
/ f(x) de — T (m) = C1h% + Coh* + C3hS + -+« + Cr_oh® =2 4 O W2 *=D 1 Op2F,

Téastd muodosta nihdéin selkeimmin virheen sarjamuoto. Seuraavassa kappaleessa elimi-
noidaan ensin virhetermi h?. Kun jatketaan eliminointia, niin saadaan rekursiokaava, jolla
voidaan eliminoida liséé virhetermeja.
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Aikaisemmin mainittu virheen asteluku oli puolisuunnikassaannolld Oh2. Virheen sarja-
muodosta huomaanne, etti ensimmaéisens virheterminé on C1h? eli puolisuunnikassiinnon
virheen asteluku on Oh?. Kun eliminoimme virhetermejs, niin paranee virheen asteluku.

h

Merkitd Oh?* tarkoittaa nyt termis — <2> Z/ 2ok (t) f2F () dz, joka on kunkin
i=1 v %i-1

eliminointi kerran jédlkeen aina 2 astetta parempi, kuten seuraavassa kappaleessa ekstrapo-
lointimenetelmé& huomataan. Ekstrapolointimenetelmén etu on se, ettd tarkkuus paranee
rekursion edetessé kohti tarkkaa arvoa varmasti.

HuoMAUTUS 4.4. Periikkéiin muodostettujen polynomien z, (t) avulla saamme laskettua

arvot (1)
29
¢ = 22% =123,k
1 1 o B 1
AT 7122 T 7200 BT 7302400 YT 12006007 T T 479001607

BQT‘

(2r)!’

voidaan osoittaa, ettd ¢, = kaikilla arvoilla » = 1,2,3,.... Ba, on Bernoullin numerot

parillisille indekseille.



LUKU 5

Ekstrapolointimenetelmé

Newton-Cotesin kaavat perustuivat interpolaatiopolynomin integrointiin. Néiden kaavo-
jen ongelma oli ettei tarkkuus parantunut kovinkaan nopeasti ja kidyttokelpoisia uusia kaa-
voja ei voitu johtaa rajattomasti. Ekstrapoloimalla lasketaan puolisuunnikassidannollé laske-
tuista arvoista tarkempia arvoja rekursiokaavalla. Samalla virheen asteluku paranee. Edelli-
sessé kappaleessa puolisuunnikasséinnon virhe saatiin sarjamuotoon ja tdtd hyodynnamme
seuraavaksi kun johdamme rekursiokaavan. Alkuperiisestd funktiosta ei lasketa uusia arvo-
ja, vaan rekursiokaavassa kaytetddn puolisuunnikassafdnnolla saatuja arvoja. Nyt ei yriteté
laskea tarkempaa arvoa integraalille pisteité lisdédmaélld, vaan eliminoimalla virhetermejé.
Seuraavaksi katsotaan kuinka ndmé virhetermit eliminoituvat ja saadaan ekstrapolointikaa-
va johdettua.

Esimerkiksi, kun k£ = 2, saamme kaavan (4.1) seuraavaan muotoon

/a ) do =T m) =l (£ 0) - £ (@) - eah (£ 0) - @)
- (’;)4%/: 2 () A (2) da.

24()(f2(0)— f?(a))

’

Merkitaén ¢ (f/ (b)—f (a)) = C ja h = =% saadaan

b
/ F(2) de — T (m) = CA® + Om—".

Jos lisdtaéan osavilien méaarad kahdella eli 2m ja % = b=2 jjin saadaan kaava seuraavaan

2m>
muotoon
b
/ f(z) dz—T (2m) = Cy (h/2)* + Om™.
Ratkaistaan f; f (x) dz eliminointia kédytten seuraavasti

—/bf(a?) alx:—T(m)—Clhz—(’)n”f4

b
4 / f (x) dz =4T (2m) 4+ C1h? + 40m ™™,

43
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Kun lasketaan edelliset yhtélét yhteen, niin C1h% kumoutuu ja saadaan seuraava yht#lo

B/b f (z) dz =4T (2m) — T (m) + 30m™*

/bf(:n) gy <AL Cm) =T (M) | o4

3

Puolisuunnikass#innon virheen asteluku oli Oh?. Tilli menetelmélld pystyttiin paranta-
maan virheen astetta Oh* pisteitd lisadmitti. Tiassd T (m) ja T (2m) tarkoittavat puo-
lisuunnikasséaannolld laskettuja integraalin arvoja, jossa m ja 2m ovat osavélien mééaria.
Osavilien m#arat on valittu néin, koska silloin voidaan hyddyntdd jo laskettuja arvoja.
Kun tuplataan osavilien méaré, lasketaan vain uudet arvot edellisten arvojen véliin. Téata
h? virhetermin eliminointia, kutsutaan Richardsonin ekstrapolaatioksi. Samalla tavoin voi-
daan eliminoida korkeampi asteisia termeji. Esimerkiksi, kun k = 4 saadaan kaava (4.1)
seuraavaan muotoon

b
/ f(x) dx — T (m) = C1h% + Coh* + C3hS + ORS.

Eliminoidaan h? kuten edelld tapauksessa k = 2

b
—/ f(z) dv = —T (m) — C1h?* — Cyh* — C3h® — Om ™2

b
1 1
4 / f (2) dix =AT (2m) + C1A® + SCol + - C3hS + 40m ™.
a
Kun lasketaan yhtilst yhteen, niin C1h? kumoutuu ja saadaan seuraava yhtélo

b
3/ f(z) de =4T (2m) — T (m) — 202}14 - %C’ghG +30m™8

b AT (2m) — T 1
/ £ () dz = 2L m)3 (m) —Ceh %Cgh6+(9h‘8.

~~

Ti(m)

Toistetaan sama eliminointi menettely virhetermille Coh*, kuin edelld tehtiin C1h? ja saa-
daan

b
1
/ f(x) dz =T (m) — chh‘* — %CghG +30m™8

b
/ (@) dz =Ty (2m) — 302 (h/2)" — 1%03 (h)2)® + Om™®.

Valitaan sopivat kertoimet
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b
—/ f(z) de=—=T1(m)+ %C’gh4 + %Cghﬁ —Om™8

b
1
16/ f (x) dz =16T} (2m) — chh‘l - gcghﬁ + 160m ™8

ja lasketaan yht#lot yhteen, niin virhetermi Coh? kumoutuu ja saadaan seuraava yhtélo

b
/ f(z) dz — 2808 (2m1)5 Ti(m) _ —%03 (h)® + Om™®,

Ta(m)

Voisimme jatkaa toistamalla samaa menetelyé ja saisimme

/ () de - STCM T () _

63
T3(m)

Kun edetddn rekursiivisesti ja merkitdan 7" (m) = Ty (m), niin saadaan kaava ekstrapo-
lointimenetelmélle, jota Rombergin menetelmiksi kutsutaan. Téalla saadaan approksimaatio

integraalille fab f (x) dx tarkkudella Oh?*2 olettaen, ettid f(**2) on olemassa ja on jatkuva
valills [a, b].

_ 45Ty (2m) — Ti—q (m)
4k —1

(5.1) Ty, (m) Jk=123,...

Rombergin menetelmélld saadut vélitulokset on loogista kirjata taulukoksi. Taté taulukkoa
kutsutaankin Rombergin tauluksi. Esimerkiksi voidaan valita vélien méaraksi aluksi m = 2,
jolloin h = (b — a)/2. Tuplataan vilien mééra jokaisella askeleella, jolloin voidaan kédyttad
hyviksi jo laskettuja arvoja. Aloitetaan laskemalla ensimmaéiset arvot puolisuunnikassiin-
nolla ja sitten edetdéin seuraavaan sarakkeeseen, joissa arvot on laskettu ekstrapoloimalla.

Jokaisessa sarakkeessa integraalin tarkkuus paranee kahden asteen verran lisdé eli virheen
aste on Oh2k+2,

TAULUKKO 1. Rombergin taulu.

T(m) Ti(m) To(m) T3(m) Ty(m)
15(2)  Tu(2)

€50 el E

vithe Oh?  Or* ORS  OR®  OR'
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ESIMERKKI 5.1. Lasketaan integraali

1
1
[
0 1+

Rombergin ekstrapolointimenetelmélli vélilla [0, 1]. Lasketaan ensin integraalit puolisuunni-
kassdannolla osavilien lukumédrille m = 2,m = 4,m = 8 ja m = 16. f01 f(z)dx =T (m) =
§1f (@o) +2f (21) + . + 2f (@m1) + f (2m)].

[f0)+2f(3)+f(1)] =0,775
[FO)+2f () +2f(3) +2f (3) + f(1)] =0,7827941176
T(5) = 5|70+ 27 (1) +2r ()2 ()2 (1) 426 ()

+2f(3)+2f () + f(1) | =0,7847471236

7(16) = 35 |£O+2f () +27 (3) +27 () +27 () +27 ()
2 ()42 () +2 () +27 () +2/ () +27 (B)

2/ ( I
+2f (3)+2f () +2f (§) +2f (32) + f (1) | = 0,7852354030

Seuraavaksi kiytetddn Rombergin menetelméd (5.1)

AT (2m) — T (m)

Ty (m) = 3
T (2) = 4-0, 782794;)176 — 0,775 — 0,7853021569
Ty (4) = 4-0, 78474712363— 0,7827941176 — 0,7853081256
Ty (8) = 4-0, 78523540303— 0,7847471236 — 0,7853081628

16Ty (2m) — T (m)

Ty (m) = 15
16 - 0, 7853981652 — 0, 7853985235
(2= 15
16 - 0, 7853981628 — 0, 7853981256
Ty (4) = ’ ’ — 0, 7853981652

15
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m) = 64T2 (2m) — T2 (m)

63
~64-0,7853981652 — 0, 7853985235

63

=0, 7853981596

Taulukosta 2 ndhdéén kuinka lasketun integraalin arvo tarkentuu. Puolisuunnikassééan-
nolld pédstiin kolmen desimaalin tarkkuuteen eli 7' (16) = 0, 7852354030, mutta ensimméi-
nen ekstrapolointi antaa téssé jo viiden desimaaliluvun tarkkuuden eli 77 (2) = 0, 7853921569.
Viimeinen luku taulukossa 2 on 73 (2) = 0,7853981596. Se néyttéisi olen seitsemén de-

simaalin tarkkuudella oikein, koska tieddmme tdmén integraalin tarkan arvon, joka on
T o

1 ~ 0,785398163397. Rombergin menetelmélld pééstiin todella nopeasti hyvéién tarkkuu-
teen.

1
1
TAULUKKO 2. Rombergin taulu integraalille / 52 dz.
0 x
m T(m) T1(m) Ta(m) T3(m)
2 0,775 0, 7853921569 0,7853985235 0, 7853981596
4 0,7827941176 0,7853981256 0, 7853981652
8 0,7847471236 0,7853981628
16 0, 7852354030

ESIMERKKI 5.2. Lasketaan integraali

3
/ 302° + 30z* + 523 + 22 + 3z + 6 dz
0

Rombergin menetelmalld vililld [0, 3]. Lasketaan osavélin lukuméarilla m = 2,m = 4,m = 8
ja m = 16 integraalit puolisuunnikassdannolla.

T(2) == [f(0)+2f(3)+ f(3)] =8027,71875

T(4) = 5 [FO)+2f (3) +2f (3) +2F (8) + £ (3)] = 5964,69727
T (8) = 5426, 249634
T (16) = 5290, 21946

Seuraavaksi kdytetdin Rombergin menetelméd (5.1)
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AT (2m) — T (m)

Ty (m) = 3
T (2) = 4 - 5964, 697273— 8027, 71875 — 5977.02344
T (4) = 4 - 5426, 24963;1 — 5964, 69727 — 5246, 76709
0 (8) = 4 - 5290, 219463— 5426, 249634 — 5244, 87607
Ty (m) = 16T, (2m1)5— Ty (m)
T (2) = 16 - 5246, 7670195— 5277,02344 524475
T, (4) = 16 - 5244, 8760175— 5246, 76709 524475

_ 64T2 (2771) - T2 (m)

15 (m) 63
64 - 5244, 75 — 5244. 75
Ty (2) = = 2 _ 5244, 75

Taulukosta 3 ndhdaédn kuinka lasketun integraalin arvo tarkentuu ja saadaan tarkka
arvo integraalille taulukon kohdassa T5 (2). Koska polynomin kuudes derivaatta on 0, niin

virhetermii Oh® ei ole.

TAULUKKO 3. Rombergin taulu integraalille f03 302° + 302t + 53 +
2?2+ 32 +6dx

T(m) Ti(m) Ty(m)  Tz(m)

m
2 8027,71875 5277,02344 5244,75 5244,75
4 5964,69727 5246,76709 5244,75

8
16

5426,249634 5244, 87607
5290, 21946

Ekstrapoloidessa on muistettava Euler-Macleurin mééritelméssé vaaditut oletukset funk-
tiolta, ettd funktio f : R — R on mééritelty ja jatkuva vélilld [a, b] lisdksi silld on jatkuvat
derivaatat 2k-kertalukuun asti talla valilla. Jos ndmé oletukset ei tayty, niin eivit tulokset

tule tarkemmiksi samalla tavalla kuten edellisissé esimerkeisséa.
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Kaksiulotteisen integraalin laskeminen numeerisesti

Kaksiulotteinen integraali voidaan laskea soveltamalla yksiulotteista integrointia mo-

lempiin dimensioihin erikseen.
d b
/ </ f(x,y) dw) dy

Muuttujien arvot x = a, * = b, y = ¢, y = d muodostavat suorakaiteen muotoisen
pistealueen.

(a,d) (b,d)

(ac) (b.c)

Kuva 6.1. Kaksiulotteinen integrointialue.

6.1. Puolisuunnikassainnolla

Integroidaan ensin muuttujan = suhteen puolisuunnikassd&nnélld saadaan

o
0 [+ £ an

I =
2

Sitten tehdddn sama muuttujan y suhteen

_ (b;a) (d;c) [f (a,e) + f(bye)+ f(a,d)+ f(b,d)].

Kaksiulotteinen integraali puolisuunnikassiéinnélla laskettuna on

b—a)(d—c)

1= OO ) 4 faa) + £ b.0) + £ ()]

Pisteet (a,c),(a,d),(b,c),(a,d) ovat suorakulmion kulmia ja (b — a) (d — ¢) sen pinta-ala.
(a,C)+f(a7d)4+f(b,0)+f(b,d)

Kulmapisteiden arvoista lasketaan keskiarvo eli ! ja silld kerrotaan

suorakulmion ala.

49
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Kuva 6.2. Kulmapisteet ja niitd vastaavat funktion arvot.

Kuva 6.3. Puolisuunnikassaannolla on saatu arvio kaksiulotteiselle in-
tegraalille, joka on on néin syntyvan suorakulmaisen sarmion tilavuus.
Sarmion pohja on integroimisalue ja korkeus on keskiarvo funktion ar-
voista integroimisalueen kulmapisteissa.

6.2. Yhdistetylld puolisuunnikassdannolla

Kuten yksiulotteisessakin tapauksessa jaamme vélin [a, b] useaan osaviliin i = 0,1,2, ...

[CL, b] = [an '1"1], [Ila '1"2]7 teeey [l‘m727 xmfl]v [-Tmfla $m]a
joihin sovelletaan puolisuunnikassééntod erikseen. Osavélin pituus h = (b — a)/m.
Samoin tehdéén viilille [c, d] ja jaetaan se useaan osavéliin j = 0,1,2,...,n,

[07 d] = [y()a yl]? [yla yQ]a ceeey [yn—27 yn—l]a [yn—la yn]7

joihin sovelletaan puolisuunnikassééntoéd erikseen. Osavilin pituus k = (d — ¢)/n.

7m7
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/j(/abf(x,y)dx) dy—i/

j=17Y%i-1 =1

/ f(z,y) dx dy

Integroidaan yhdistetylld puolisuunnikassédénnolla ensin muuttujan x suhteen ja saadaan

- z / [ (20,9) +2f (@1,9) + oo+ 2 (£n1,y) + f (@ y)] dy.

j—1

9(y)

Tehdddn apufunktio g (y) ja integroidaan yhdistetylld puolisuunnikassédénnolla muuttujan
y suhteen ja saadaan

" 10 00) + 20 (1) + o+ 20 (9r) + 1 ()]

99U
kh -
:55 g(y0)+229(yj)+f(yn)

j=1

Kaksiulotteinen integraali yhdistetylld puolisuunnikassiinnolli laskettuna on

T 5 £ o) + 27 (1) + 4 27 (omor,0) + S (o)
+2z( (80,35) 4 26 (01,35) 4 o+ 20 (o) + £ () )

- (00yn) + 2 (@1 9) + o+ 2F (Tt ) + f <xm,yn>} .

1 2 2 2 2 1
(a,d) = (xayo) (xa.y4) (xey2) (xa.¥2) (¥4 (%s¥5) = (b,d)
4 4 4 4 2
2 o
(a¥o) (xay1) (x3y2) (xaya) (x3.y4) (xa.ys)
h-k ; 4 4 4 4 2
UL s . . . . :
1 (x2.y1) (x2.y2) (x2.y3) (x2.y4) (x2.y5)
s 4 4 4 4 9
(%1, _ _ _ _ :
ae) (x1.y1) (x1.y2) (%1.y3) (x1.y4) (%1.y5)
(a,c) = (x0.v0) (xg.¥1) (xg.y2) (xg.y3) (%0.4) (xp.ys) = (a,d)
1 2 2 2 2 1

Kuva 6.4. Integrointialue on jaettu pisteisiin (z,,, y,). Néissa pisteissi
integroitavan funktion arvot lasketaan. Kuvassa on myos painokertoi-
met jokaiselle pisteelle, joiden mukaisesti arviot kaavassa huomioidaan.
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HuomauTus 6.1. Yhdistetty puolisuunnikassdénto integroi tdsmélleen n < 1 asteisen
polynomin. Rombergin menetelméd voimme kéyttéad, jos vilien pituudet ovat samat eli
h=k

1
ESIMERKKI 6.1. Lasketaan integraali f12 flz ﬁd:ﬂ dy yhdistetylld puolisuunnikas-
y+z

sdaannolla. Kaytetddn vilinpituuksia £ = h = 0,5 ja h = k = 0,25 niin voidaan paran-
taa tarkkuutta Rombergin menetelmélla. Koska tarkka-arvo integraalille on 15 desimaalilla
0,2768808293764136, voidaan arvioida tarkasti myos virheen suuruutta. Kuvassa (6.5) in-
tegrointialue on jaettu vélin pituudella & = h = 0, 5. Sitten néille pisteille lasketaan funktion
arvot ja ne sijoitetaan kaavaan.

1 2 1
(bc)= (21) (215) (2,2) = (b,d)
h-k v 2
g ° 15D (151.5) (152) 2
(a,c)= (1,1) (1,1.5) (1,2) =(a,d)
1 2 1

Kuva 6.5. Integrointialue jaettu tasavéliseen pisteistoon. Kuvassa on
myd6s painokertoimet jokaiselle pisteelle.

T(0.5) =5 £ (1142 (11) + £ 2.1)
+2[f (LY +2f (3,5 +F(2,9)] +f(1,2)+2f (5.2) + f(2,2)

kh
29
82343
291720

1 4 1 2 4 4 1 4 1
[2+2w+5+2[5+2w+14]+3+217+6

~ 0, 28226724256

Sitten lasketaan vélin pituudella h = k = 0, 25. Tillin pisteet ovat kuvan (6.6) mukai-
set.
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1 2 2 2 1
(b,c)= (2,1 2125)  (2.15) (2175) (2,2) =(b,d)
4 4 4
2 (1.751) (1.752) 9
(1.75)1.25) (1.75[1.5) (1.75/1.75)
h-k _ 8 4 4
T-z (1.5,1) (152) 2

(151.25) (155 (1560175

4 4 4
2 (1251 (1252) 2
(1.25]125) (1.25(1.5) (1.25[1.75)

(a,c) = (1,1) (1,1.25)  (1,1.5) (11.75)  (1.2) = (a,d)
1 3 2 2 1

KuvaA 6.6. Integrointialue jaettu tasavéliseen pisteistoon. Kuvassa on
myo0s painokertoimet jokaiselle pisteelle.

T(0,25) = ];Z[f(l,l)+2f(i,1) +2f (3,1) +2f (§,1) + F(2,1)

el r2f G D+ GD A GD D
PR 2 (D) 2 () v (D) s 2.])
PID 2 D2 G D+ D+ D]

+ £ (1,2)+2f (3,2) +2f (3,2) +2f (£,2) + £ (2,2)

~ 0,278197548048

| M|

HuomAuTus 6.2. Rombergin menetelmé parantaa tétéd tarkuutta vield lisda

T = % 4T (0,25) — T (0,5)]

1
=3 [4-0,278197548048 — 0, 28226724256]

522820707109871
= ~ 0,27684 21
1888523516447568 0,2768409832106988

53
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Saatujen tulosten virheet ovat seuraavat:

Kun véli on A =k = 0,5, puolisuunnikassidannolla virhe on

|0, 2768808294 — 0, 2822672426| = 0,0053864132

Kun vali on h =k = 0,25, puolisuunnikassdédnnolld virhe on

|0, 2768808294 — 0,2781975480| = 0,0013167186

Rombergin menetelméllé laskettu virhe on
|0, 2768808294 — 0, 2768409832| = 0, 0000398462

6.3. Simpsonin 1/3-séinnolli

Lasketaan kaksiulotteinen integraali Simpsonin 1/3-sddnnolla. Sovelletaan molempiin
dimensiohin Simpsonin 1/3-sdédntod erikseen.

/j(/abf(x,y) dw) dy

Vilit [a,b] ja [c,d] jaectaan kahteen viliin. Merkitdén xo = a, 21 = (b —a)/2, x2 = b ja
Yo = ¢, y1 = (d — ¢)/2, yo = d. Vilien pituudet ovat k = (d — ¢)/2 ja h = (b — a)/2. Niistd
muodostuu kuvan mukainen ristikko, jossa on yhdekséan kulmapistetta.

(%4:¥5)
(XO’VZ) (xz,yz)
(Xg,¥q) (X5,¥4)

o (Xq5¥1) 2
(Xg:¥g) e (X5,¥p)

Kuva 6.7. Kaksiulotteinen integrointialue on jaettu Simpsonin 1/3-
sddnnon mukaisesti.

Integroidaan ensin muutujan z suhteen Simpsonin 1/3-sdénnolld saadaan

h

d
— 3/c [f (zo,y) +4f (z1,y) + f (x2,v)] dy.

Integroidaan seuraavaksi muutujan y suhteen. Kaksiulotteinen integraali Simpsonin 1/3-
sddnnolla on
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_hk

=33 [ (@o,y0) +4F (z1,90) + [ (x2,90) + 4[f (z0,91)

+4f (@1, y1) + f (@2, 91)] + f (w0, y2) +4F (1,52) + f (w2, y2)

6.4. Yhdistetylli Simpsonin 1/3-sdinnolla

Kun lasketaan yhdistetylld Simpsonin 1/3-s#énnolld, jaetaan vilin [a, b] useaan osavéliin
1=0,1,2,...,m

[CL, b] - [.ZUO, Ty, xQ]a [$27 xs3, x4]7 [P} [I’m_4, Tm—3, xm—?]a [l’m_Q, Tm—1, .’I}m],

joihin sovelletaan Simpsonin 1/3-sddntoé erikseen ja osavilin pituus h = (b — a)/2m.
Samoin tehdéén vilille [, d] ja jaetaan useaan osavéliin j = 0,1,2,... n,

[CL, b] - [l'(), T, :UQ], [$27 xs3, .%'4], ceeey [xm—lla Tm—3, xm—2]7 [xm—27 Tm—1, xmL
joihin sovelletaan Simpsonin 1/3-sddntoé erikseen. Osavilin pituus k = (d — ¢)/2n ja

/(/fxy da:) dy—z " (e, y) de dy.

Y25-2 = 1 T24—

Integroidaan yhdistetylld Simpsonin 1/3-sdannolld ensin muuttujan x suhteen ja saadaan

- Z/yQ]2 |: Zo, )+4f ($17y)+2f ($2,y)+4f ($4,y)+

7=1 Y25

+2f (x2m727 y) + 4f (x2m71a y) + f ($2ma y) dy

Merkitéén g (y) [f (xo,y) +4f (x1,y) + 2f (x2,y) + 4f (z4,y) + -+ + 2f (xom—2,y) +

Af (xam-1,Y) + f (z2m, y) ja integroidaan yhdistetylld Simpsonin 1/3- saannolla muuttujan
y suhteen
h kh
— 3 [ ) dy = 55| (0) g () + 29 (1) + g () + .
j=1 Y25—-2

+29 (yan—2) + 49 (y2n—1) + 9 (y2n)

Merkitéén g (y;) = [f (zo,y;) +4f (1, y;) +2f (22, y5) +4f (x4, y5) + - +2f (T2m—2,Y;) +
Af (xom—1,y5) + [ (22m, y5) -

Kaksiulotteinen integraali yhdistetylld Simpsonin 1/3-siiinnélld laskettuna on
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= 0 1 o) + 47 (o) +2F (22,90) + 47 (a2m-1,00) + f (22,30

2n—1
+4) 0 (f(@o,yy) +4f (w1,y5) + 2f (w2, 4) + -+ Af (Tam-1,45) + f (B2m, ¥)))
i—1.3.5,...
’ 2n—2
+2 (f (wo,y;) +4f (x1,y5) +2f (w2,95) + - +4f (am—1,Y5) + f (T2m,y5))
J=2,4.6,...

+ f (3707 an) + 4f (x].u y2n) + 2f (CC27 an) + -+ 4f ($2m—la an) + f ($2m7 an) .

1 4 2 4 1
{a,d) = (xsyo) (xa.y1) (xa.y2) (xa.y4) (xs.y:) = (b,d)
16 8 16 4
'1 . | ] ] ] ]
Gaye) (*3.y1) (*3.y2) (x3.y3) (x3.y4)
2
h-k : 8 4 8
? -2 (x2.y0) _
9 {(x2.y1) (x2.y2) (x2.y3) (x2.y4)
ot 16 8 16 4
4 (%1,
xt.¥0) (x1y1) (x1.y2) (x1.y3) (x1.y4)
(a,c) = (xo.¥0) (x0.¥1) (xp.y2) (xg.¥3) (xo.¥4) = (a,d)
1 4 2 4 1

KuvAa 6.8. Integrointialue jaettu tasavéliseen pisteistoon. Kuvassa on
myo0s painokertoimet jokaiselle pisteelle.

1
ESIMERKKI 6.2. Lasketaan integraali ff ff a2 dx dy Simpsonin 1/3-sddnnolld. Kéy-
Y+

tetddn valin pituuksia kK = h = 0,5 ja h = k = 0,25. Néin voimme verrata edellisen esi-
merkin tuloksiin. Lasketaan ensin vélin pituudella kK = h = 0, 5. Téll6in pisteisto on kuvan
(6.9) mukainen
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1 4 1
(be)= (21  (21.5) (2,2) =(b,d)
h-k 16
; .4 (151) A5h5; (152) 4
(a,c)= (1.1) (1,1.5) (12) =(a,d)
1 4 1

Kuva 6.9. Integrointialue jaettu tasaviliseen pisteistoon. Kuvassa on
myo6s painokertoimet jokaiselle pisteelle.

DRI CRIRTTER

+4[f (L) +4r G YH+r 2]+ 12 +4f(3.2) + (2,2

kh 4 4 1 4 1
:33[ AR+ AR +at+ H] 5 +4E+ 3

181703
656370

~ 0,276830141536024

Sitten lasketaan vilin pituudella h = k = 0, 25. T&ll6in pisteisto on kuvan (6.10) mukai-
nen. Pisteist6 on sama kuin edellisen esimerkin kuvassa (6.9). Mutta painokertoimet pisteille
on nyt aivan erilaiset.

T SR s ()2 (B) 47 (G1) @)

Pl GG Y ED D)
FPLD A G2 G D +ar (D7 D]
3
' 2

w20+ G2 G+ (D7)

+£(1,2)+4f (3,2) +2f (2,2) +4f (£.2) +f(2,2)}
~ 0, 276874716523485
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1 4 2 4 1
(b,e)= (2,1) (2,1.25)  (2.15) (2,175 (22) =(b,d)

16 8 16

4 (1.751) (1.752) 4

(1.75]125) (1.7511.5) (1.75]1.75)
(h-k) 8 4 8
.9 (151
9 He-H (1.51.25) (15015 (1.501.75) (152) 2
4 (1.251) 16 8 16 4

(1.25,2)

(1251 25) (1.251.5) (1.25[1.75)

(a,c) = (1,1) (1,125 (115 (1,175  (1.2) = (a,d)
1 4 2 4 1

Kuva 6.10. Integrointialue jaettu tasavéliseen pisteistéon. Kuvassa on
myo0s painokertoimet jokaiselle pisteelle.

Saatujen tulosten virheet olivat seuraavat (edellisen esimerkin tulokset):

Kun vidlion h =k =0,5, 1/3 Simpsonin sdinnélld virhe on
|0, 2768808294 — 0, 2768301415| = 0,0000506879 (0,0053864132)

Kun vili on h =k = 0,25, 1/3 Simpsonin sédénnslld virhe on
|0, 2768808294 — 0, 2768747165 = 0,0000061129 (0,0013167186)

Verrattuna edellisen esimerkin puolisuunnikasséénnollé laskettuihin arvoihin saatiin rei-
lusti tarkemmat arvot. Molemmissa esimerkeisséd oli sama pisteistd, joten téssd oli suuri
merkitys ettd millda menetelmélla laskettiin.
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