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Tässä Pro Gradu -tutkielmassa on esitetty kosmisen inflaatioteorian erilaisia att-
raktorimalleja, jotka ajavat maailmankaikkeuden inflaatioon, eli eksponentiaaliseen
laajentumiseen, lähtöarvoista riippumatta. Tutkielmassa esitellään perinteinen slow-
roll-malli, ja esimerkkeinä tutkimuksen kohteena olevista muista malleista fast-roll-
malli, constant-roll-malli, ja α-attraktorimallien luokka. Fast-roll-mallin on jo aiem-
min todettu olevan kykenemätön yksinään tuottamaan meidän maailmankaikkeu-
temme varhaisia häiriöitä, mutta esimerkiksi α-attraktorit tuottavat hyvin havait-
tavaan dataan sopivia ennusteita.
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Abstract

Harju, Aleksi
Attractor models of the cosmic inflation
Master’s thesis
Department of Physics, University of Jyväskylä, 2021, 65 pages.

In this master’s thesis I have introduced different attractor models related to cosmic
inflationary theory, which drive the universe to the inflationary epoch, in which
the universe expands exponentially, despite the initial conditions. In this thesis I
introduce the slow-roll model, and as examples of other models under investigation,
fast-roll model, constant-roll model, and a specific class of attractor models called α
attractor models. I note that the Fast-roll model in itself has already been declared
not to be capable of producing the early cosmic perturbations, but for example the
α attractor models seem to produce predictions that seem to fit the observable data
well.
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1 Johdanto

Erittäin varhaisessa maailmankaikkeudessa maailmankaikkeuden uskotaan käyneen
läpi kiihtyvän laajenemisen vaiheen [1][2]. Inflaation aikana maailmankaikkeus on
laajentunut jopa valonnopeutta nopeammin. Tärkeä osa inflaatiotmallia on jokin
attraktorimekanismi, joka ajaa maailmankaikkeuden inflaatioon alkuehdoista riip-
pumatta. Perinteisimmin inlfaatiomalleissa tätä roolia hoitaa slow-roll-malli, jossa
nimensä mukaisesti inflaatiota ajava inflatoni-skalaarikenttä ϕ vierii hitaasti poten-
tiaalitasoa V (ϕ) alaspäin aiheuttaen inflaation [2]. Tässä työssä kuitenkin esitellään
muitakin mahdollisia attraktori-malleja: fast-roll-mallia, jossa inflatoni vieriikin no-
peasti rikkoen slow-roll-infaatioissa esiintyvän slow-roll-ehdon [3][4], ja constant-roll-
mallia [5], jossa inflatoni vierii tasaisesti. Lopuksi vielä tarkastellaan α-attraktori
mallien luokkaa [6], jossa pienellä muuttujan vaihdoksella kerätäänkin yhteen aiem-
min monta erillistä mallia, jotka kaikki ennustavat lähes samat, hyvin havaintoi-
hin sopivat, arvot kosmisesta mikrotaustasäteilystä havaittujen tiheyshäiriöiden ∆T

T

amplitudille ja spektri-indeksille ns, ja gravitaatioaaltojen ylärajoille, jota paramet-
risoidaan tensori-skalaari-suhteella r.

Tässä tutkielmassa käydään kappaleessa 2 läpi hieman työlle oleellista yleistä
kosmologiaa alkaen Friedmann-Robertson-Walker-universumista, ja jatkaen Fried-
mannin yhtälöihin ja maailmankaikkeuden historiaan. Kappaleen lopussa käydään
vielä läpi kuuman alkuräjähdyksen mallia, ja sen ongelmia. Kappaleessa 3 esitetään
ratkaisu näille ongelmille inflaatiolla, ja jatketaan siihen tutustumista. Kappaleessa
tutustutaan myös Slow-roll-inflaatioon, ja nykykosmologian havaintoihin.

Kappaleissa 4-6 tutustutaan aiemmin mainittuihin muihin malleihin. Kappalees-
sa 4 esitellään fast-roll-inflaatio, ja tarkastellaan mitä tapahtuu suurilla slow-roll-
parametreillä. Kappaleen lopussa keskustellaan lyhyesti fast-roll-inflaatiosta osana
kahden peräkkäisen inflaatiomallin muodostamaa hybridi-inflaatiota. Kappaleessa
5 esitellään yleinen constant-roll-inflaatiomallien luokka, johon slow-roll-inflaatio
myös kuuluu, ja esitetään lyhyesti näiden mallien ennustamia häiriöitä. Kappalees-
sa 6 tarkastellaan α-attraktorien luokkaa ja niiden käytöstä. Lopuksi tutkielmassa
tehdään vielä pieni yhteenveto kappaleessa 7.
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2 Yleistä kosmologiaa

Tässä luvussa käydään läpi muutamia yleiseen kosmologiaan liittyviä asioita, jotka
ovat oleellisia tutkielman kannalta. Ensimmäisessä osiossa 2.1 kerrotaan Friedmann-
Robertson-Walker-universumista (FRW-universumi), joka sopii hyvin havaintoihin
universumistamme suurilla skaaloilla. Toisessa osiossa 2.2 johdetaan Friedmannin
yhtälöt, jotka kuvaavat energian ja materian käyttäytymistä FRW-universumissa.
Viimeisessä osiossa 2.3 käydään läpi maailmankaikkeuden historiaa ja rakennetta
eri vaiheissa kuuman alkuräjähdyksen (engl. Hot Big Bang) mallissa (HBB-malli).

2.1 Friedmann-Robertson-Walker-universumi

Friedmann-Robertson-Walker-universumi on malli maailmankaikkeudesta, joka on
isotrooppinen ja homogeeninen. Tässä mallissa aika-avaruuden mallina käytetään
Robertson-Walker-metriikkaa (RW-metriikka) [7], joka on muotoa

ds2 = −dt2 + a2(t)
(︄

dr2

1 −Kr2 + r2dθ2 + r2 sin2(θ)dϕ2
)︄
. (2.1)

RW-metriikassa −dt2-termi on aikatermi, jossa t kuvastaa aikaa. Metriikan jäl-
kimmäinen termi on avaruustermi, jossa r, θ ja ϕ ovat perinteisiä pallokoordinaat-
teja. Avaruustermin alussa oleva a(t) on maailmankaikkeuden laajentumista ajan
suhteen kuvaava skaalatekijä. K on maailmankaikkeuden spatiaalinen kaarevuusva-
kio.

Meidän maailmankaikkeutta voidaan pitää FRW-universumina suurilla etäisyyk-
sillä. Vaikka planetaarisissa kokoluokissa maailmankaikkeus on hyvinkin epähomo-
geeninen, niin erittäin suurissa kokoluokissa, suuremmissa kuin O(100Mpc), univer-
sumin havaitaan olevan hyvinkin homogeeninen [8]. Meidän maailmankaikkeudes-
samme jokaisen suunnan on havaittu olevan samanlainen ja yhtä merkitsevä, joten
se on myös isotrooppinen [9].
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2.2 Friedmannin yhtälöt

Albert Einstein johti yleisessä suhteellisuusteoriassaan niin sanotut Einsteinin kent-
täyhtälöt [10], jotka kuvaavat maailmankaikkeuden kaarevuutta, ja materian ja ener-
gian jakautumista. Näissä kenttäyhtälöissä,

Gµν = M−2
P Tµν , (2.2)

yhtäsuuruuserkin oikea puoli, missä MP =
√︂

1
8πG

on Planckin massa, ja Tµν on ener-
giaimpulssitensori, edustaa materian ja energian jakautumista. Maailmankaikkeu-
den kaarevuutta kuvaa Einsteinin kenttäyhtälöiden yhtäsuuruusmerkin vasen puoli.
Tässä tutkielmassa indekseinä kreikkalaiset kirjaimet (µ,ν jne.) viittaavat numeroi-
hin µ = 0,1,2,3, ja latinalaiset kirjaimet (i,j jne.) numeroihin i = 1,2,3. Einsteinin
tensori Gµν määritellään yhtälöllä

Gµν ≡ Rµν − 1
2gµνR, (2.3)

jossa molemmat Ricci-tensori Rµν ja Ricci-slalaari R ovat riippuvaisia metriikas-
ta gµν . Sekä Ricci-tensori että Ricci-skalaari ovat kontraktioita Riemann-tensorista
Rλ

σµν [11] vastaavasti:

Rαβ ≡ Rγ
αγβ = gγδRγαδβ (2.4a)

R ≡ gαβRαβ (2.4b)

Ratkotaan nyt Einsteinin kenttäyhtälöt FRW-universumille sijoittamalla RW-met-
riikka (2.1) niihin. Näitä ratkaisuja kutsutaan Friedmannin yhtälöiksi. Syöttämällä
metriikan (2.1) yhtälöön (2.2), Einsteinin tensori saa nollasta poikkeavat termit [12]:

G00 = 3
(︄
K

a2 + ȧ2

a2

)︄
, (2.5a)

G11 = −1
1 −Kr2 (K + ȧ+ 2aä), (2.5b)

G22 = −r2(K + ȧ+ 2aä), (2.5c)

G33 = −r2 sin θ2(K + ȧ+ 2aä). (2.5d)

FRW-maailmankaikkeuden homogeenisyys ja isotrooppisuus tarkoittaa myös sitä,
että materia on ideaalista fluidia, eli tasatiheyksistä, turbulenssitonta ja viskositee-
titonta. Tällöin energiaimpulssitensori Tµν saa muodon

Tµν = (ρ+ p)uµuν + pgµν , (2.6)
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missä ρ on fluidin energiatiheys, p isotrooppinen paine, ja uα nelinopeuskenttä. Kun
tähänkin jälleen sijoitetaan RW-metriikka (2.1), saadaan senkin nollasta poikkeavat
termit [11]:

T00 = ρ, (2.7a)

T11 = pa2

1 −Kr2 , (2.7b)

T22 = pa2r2, (2.7c)

T33 = pa2r2 sin θ2. (2.7d)

Nyt voimme siis ratkaista Einsteinin kenttäyhtälöt FRW-universumille. Syötetään
yhtälöt (2.7) yhtälöön (2.2) ja saamme Friedmannin yhtälöt. Yhtälöä, jossa µ = ν =
0, kutsutaan Friedmannin yhtälöksi:

H2 = ρ

3M2
P

− K

a2 . (2.8)

Hubblen parametri H(t) ≡ ȧ(t)
a(t) edustaa avaruuden laajenemisnopeutta ajanhetkellä

t. Pisteellä kuvataan tässä työssä aikaderivaattaa, eli ȧ(t) on laajentumisen skaalate-
kijän aikaderivaatta ȧ(t) = d

dt
a(t). Nykypäivänä Hubblen parametri on havaintojen

perusteella H0 = H(t0) = (67,4 ± 0,5)km s−1 Mpc−1 [13].
Einsteinin kenttäyhtälöiden µ = ν = i -komponentteja kutsutaan kiihtyvyysyh-

tälöksi:
ä

a
= −ρ+ 3p

6M2
P
. (2.9)

Näistä kahdesta yhtälöstä saadaan myös jatkuvuusyhtälö

ρ̇+ 3H(ρ+ p) = 0 tai ∇µTµν = 0, (2.10)

missä ∇µ on kovariantti derivaatta. Friedmannin yhtälöistä kaksi on riippumatto-
mia, eli minkä tahansa näistä kolmesta yhtälöstä voi ratkaista kahdesta muusta
yhtälöstä.
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2.3 Maailmankaikkeuden historia

Meidän maailmankaikkeudessamme materian voidaan olettaa olevan ideaalista flui-
dia, eli viskositeetitonta. Ideaalisen fluidin ominaisuudet määrittää tilanyhtälö:

p(ρ) = w(ρ)ρ, jossa w(ρ) = p

ρ
. (2.11)

Kun tätä käytetään yhdessä jatkuvuusyhtälön (2.10) kanssa, saadaan yhtälö, joka
kertoo energiatiheyden riippuvuuden skaalatekijästä tietyllä ajanhetkellä:

ρ̇+ 3ρ(1 + w) ȧ
a

= 0

⇒ d ln ρ
dt

= −3(1 + w)d ln a
dt

⇒ ρ = ρ0

(︃
a0

a

)︃3(1+w)
, (2.12)

missä w on oletuksena vakio. Maailmankaikkeuden historian aikana maailmankaik-
keuden koostumus on muuttunut aika-ajoin. Historian aikana voidaan karkeasti aja-
tella olleen kaksi päävaihetta: Säteilydominanssi (engl. radiation dominance) ja ma-
teriadominanssi (engl. matter dominance). Säteilydominanssissa maailmankaikkeut-
ta on dominoinut massattomien relativisten hiukkasten, eli säteilyn, energia. Sätei-
lydominanssissa kokonaisenergiatiheyttä dominoi säteily, eli ρ ≃ ρrad. Säteilydomi-
nanssi on vallinnut maailmankaikkeudessa sen varhaisessa vaiheessa. Koska sätei-
lydominansissa maailmankaikkeutta ovat hallinneet massattomat hiukkaset, saa w

sen aikana arvon 1
3 [11].

Maailmankaikkeuden jäähdyttyä sitä alkoi dominoimaan massallisten epärelati-
vistististen hiukkasten, eli materian, energia. Vastaavasti kuin säteilydominanssissa,
materiadominanssin aikana maailmankaikkeuden kokonaisenergiatiheyttä dominoi
materia, eli ρ ≃ ρmat. Maailmankaikkeus siirtyi säteilydominanssista materiadomi-
nanssiin kosmisen mikrotaustasäteilyn synnyn aikaan, jolloin relativistiset hiukkaset
jäähtyivät epärelativistisiksi. Materiadominanssin aikana w saa arvon 0 [11].

Säteilydominanssin vaihtuessa materiadominanssiksi, on universumissa hetkelli-
sesti ollut tasapaino (engl. equilibrium), ajanhetkellä teq, jolloin säteilyn ja materian
energiat ovat olleet tasapainossa. Nykypäivänä universumissa vallitsee pimeän ener-
gian dominanssi, jossa universumin laajentumista dominoi pimeä energia [14]. Tässä
työssä kuitenkin ajatellaan materiadominanssin jatkuneen nykypäivään asti, sillä pi-
meän aineen dominanssin vaihe on maailmankaikkeuden historian kannalta alkanut
vasta taannoin.
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2.4 Kuuman alkuräjähdyksen malli ja sen ongelmat.

Kuuman alkuräjähdyksen malli (HBB-malli) on fysikaalinen malli, joka kuvaa mei-
dän maailmankaikkeutemme varhaista historiaa. HBB-mallissa meidän maailman-
kaikkeutemme oletetaan olevan FRW-universumi, joka on lokaalisti termodynaa-
misessa tasapainossa. HBB-malli vastaa erittäin hyvin havaittua dataa [15], ja sitä
pidetään erittäin hyvänä mallina kuvantamaan meidän maailmankaikkeuttamme.

Perinteinen kuuman alkuräjähdyksen malli sisältää muutamia ongelmia erittäin
varhaisessa maailmankaikkeudessa. Näistä merkittävimpiä ovat horisonttiongelma,
laakeusongelma ja varhaiset häiriöt universumin homogeenisyydessä.

2.4.1 Horisonttiongelma

Horisonttiongelman varsinainen ongelma on, miksi havaittavan maailmankaikkeuden
kosminen mikrotaustasäteily (engl. cosmic microwave background) (CMB) on niin
homogeenista. Kosminen mikrotaustasäteily on jäännössäteilyä varhaisesta maail-
mankaikkeudesta. Kosminen mikrotaustasäteily on syntynyt rekombinaation aikaan,
jolloin on muodostunut ensimmäiset neutraalit atomit, maailmankaikkeuden ollessa
noin 379 000 vuotta vanha [16]. Kuvassa 1 näkyy Planckin [17] havainnoima kuva
kosmisesta mikrotaustasäteilystä. Maailmankaikkeuden termiset epähomogeenisyy-
det ovat vain luokkaa ∆T

T
∼ 10−5, eli hyvin pientä.

Homogeenisyys on ongelma, sillä taivaan eri alueet näyttävät olevan termody-
naamisessa tasapainossa, vaikka ne eivät ole perinteisen kuuman alkuräjähdyksen
mallin mukaan koskaan olleet yhteydessä toisiinsa. Termisen tasapainon saavutta-
minen eri alueilla vaatisi sitä, että informaatiota on joskus ennen rekombinaatiota
vaihdettu. Informaatio kulkee maksimissaan valon nopeudella, mutta nykyhetkellä
eri puolilla taivaan kantta olevien alueiden etäisyys toisistaan rekombinaatiohetkellä
oli niin suuri, että niiden välinen informaatio ei ole ehtinyt saavuttaa toisaan rekom-
binaatiohetkeen mennessä. Kuvassa 2 näkyy, miten maailmankaikkeuden pisteillä on
eri horisontti, ja miten eri alueiden horisontit eivät välttämättä kohtaa.

Tämä ongelma voidaan konkretisoida laskemalla horisonttialuetta vastaavan tai-
vaan pinta-ala A kosmisen mikrotaustasäteilyn aikaan tCMB ja nykypäivänä t0.
Aloite-taan valon etenemisestä aika-avaruudessa. Valolle pätee ds2 = 0, jolloin
Robertson-Walker-metriikasta (2.1) seuraa yhtälö:

dt2 = a(t)2dr2. (2.13)
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Kuva 1. Planckin vuonna 2018 havaitsemat lämpötilaerot kosmisessa mikro-
taustasäteilyssä. Lämpötilaerot ovat suuruusluokkaa ∆T

T
∼ 10−5. Maailmankaik-

keus on ollut siis rekombinaation aikaan hyvinkin homogeeninen, mutta pieniä
lämpötilahäiriöitä siinä silti löytyy. Harmaat viivat ovat SMICA-metodin luot-
tamusmaskeja [18]. Kuva on Euroopan avaruusjärjestön (engl. European Space
Agency, ESA) Planck-kollaboraation artikkelista [17].

A
B

Maapallo

Maapallon horisonttiA:n horisontti B:n horisontti

Valonsäde

Valonsäde

Valonsäde

Kuva 2. Havainnollistava kuva horisonttiongelmasta. Vaikka molemmat kappa-
leet A ja B ovat maapallon horisontissa, ne eivät ole toistensa horisonteissa. Jos
ne eivät ole toistensa horisontissa, ne eivät ole voineet vaihtaa informaatiota.
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Tässä yhtälössä on asetettu K = 0, sillä se on epäolennainen. Tässä on myös suun-
nattu koordinaatisto niin, että valo liikkuu pallokoordinaatistossa vain r-suuntaan,
joten dϕ = dθ = 0. Tästä yhtälöstä saadaan valon kulkema matka aikavälillä t1 → t2:

r1→2 =
∫︂ t2

t1

dt

a
. (2.14)

Lasketaan ensin valon kulkema matka maailmankaikkeuden alusta tin kosmiseen
mikrotaustasäteilyyn tCMB. Tällä aikavälillä voidaan olettaa olleen säteilyhallinto,
jolloin a ∝ t

1
2 . Säteilyhallinnan aikaan siis

a = ain

(︃
t

tin

)︃ 1
2

ja H ≡ ȧ(t)
a(t) = 1

2t . (2.15)

Kun näiden avulla lasketaan integraali (2.14), saadaan kosmisen mikrotaustasäteilyn
aikaisen horisontin etäisyys rCMB:

rCMB =
∫︂ tCMB

tin

dt

a
= 1
aCMBHCMB

(︃
1 − ain

aCMB

)︃
. (2.16)

Alkuarvon ain voidaan olettaa olevan hyvin pieni, joten ajetaan se nollaksi ain → 0,
jolloin

rCMB → 1
(aH)CMB

. (2.17)

Seuraavaksi tehdään sama nykypäivän horisontille. Kosmisen mikrotaustasäteilyn
ja nykypäivän välillä voidaan olettaa olleen materiahallinta. Tällöin a ∝ t

2
3 . Siitä

seuraa vastaavasti
a = a0

(︃
t

t0

)︃ 2
3

ja H = 2
3t . (2.18)

Nyt siis integraalista (2.14) seuraa

r0 =
∫︂ t0

tCMB

dt

a
= 2
a0H0

(︄
1 −

(︃
aCMB

a0

)︃ 1
2
)︄
. (2.19)

Maailmankaikkeudessa kulkeva valo kokee punasiirtymää maailmankaikkeuden laa-
jentumisen takia. Punasiirtymän z avulla voidaan määrittää maailmankaikkeuden
ikä valonsäteen emittoitumishetkellä te seuraavasti:

z(te) + 1 = λ0

λe
= a0

a(te)
, (2.20)

missä λx tarkoittaa valon aallonpituutta hetkellä tx. Punasiirtymä kosmisen mikro-
taustasäteilyn syntymisen aikana syntyneillä valonsäteille on noin zCMB ≃ 1100 [13].
Nyt voidaan approksimoida nykypäivän horisontin pituus yhtälöstä (2.19):

r0 = 2
a0H0

(︂
1 − (1100)− 1

2
)︂

≃ 2
a0H0

. (2.21)
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Verrataan nyt kosmisen mikrotaustasäteilyn aikaista horisonttia ja nykypäiväistä
horisonttia keskenään:

A0

ACMB
=
(︃

r0

rCMB

)︃2
= 4(1 + zCMB) ≃ 4400. (2.22)

Nykypäivän havaittava taivas on siis yli tuhat kertaa isompi kuin kosmisen mikro-
taustasäteilyn aikainen. Kosmisen mikrotaustasätelyn aikaan on siis ollut ainakin
yli tuhat taivaan palaa, jotka eivät näytä olleen yhteydessä toisiinsa, mutta niillä
on silti sama lämpötila. Tässä on siis selvä ongelma, ja sen korjaamiseksi täytyy
laajentaa kuuman alkuräjähdyksen mallia.

2.4.2 Laakeusongelma

Havaintojen perusteella meidän maailmankaikkeutemme on hyvin lähellä tasaisuut-
ta. Laakeusongelman ongelma onkin, että miksi meidän maailmankaikkeus on niin
tasainen. Maailmankaikkeus on perinteisessä kuuman alkuräjähdyksen mallissa koko
ikänsä ajan kaareutunut yhä enemmän ja enemmän, mutta silti maailmankaikkeus
on edelleen erittäin lähellä tasaisuutta. Maailmankaikkeuden on siis täytynyt olla
alussa vielä monta kertaluokkaa tasaisempi. Mutta miksi juuri niin tasaiset lähtö-
arvot?

Maailmankaikkeuden kaarevuutta kuvataan energiatiheysparametrilla Ω ≡ ρ
ρc

,
missä ρc = 3H2M2

P on kriittinen energiatiheys. Maailmankaikkeuden energiatihey-
den ollessa kriittinen, maailmankaikkeuden kaarevuus on täysin tasainen. Energiati-
heysparametrille saadaan myös seuraavanlainen muoto Friedmannin yhtälöstä (2.8):

Ω − 1 = K

a2H2 . (2.23)

Usein kaarevuudesta käytetäänkin muotoa Ω−1, jolloin maailmankaikkeuden muoto
määräytyy seuraavasti:

Ω − 1 = 0 ⇔ Tasainen,

Ω − 1 > 0 ⇔ Suljettu,

Ω − 1 < 0 ⇔ Avoin.

Meidän maailmankaikkeudellemme on mitattu |Ω0 − 1| < 0,05 [13]. Koska K on
vakio, voi kahden eri ajanhetken kaarevuusparametrien suhteen laskea yhtälöstä
(2.23):

Ω − 1 = (Ω0 − 1)(aH)2
0

(aH)2 = (Ω0 − 1)
(︃
ȧ0

ȧ

)︃2
. (2.24)
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Koska skaalatekijän a aikaderivaatta ȧ pienenee ajan kuluessa, maailmankaikkeus
on ollut sitä tasaisempi, mitä nuorempi on ollut. Maailmankaikkeuden kaarevuuden
lähtöarvo on siis ollut erittäin tasainen, jopa monta kertaluokkaa pienempi kuin
nykyinen |Ω0 − 1| < 0,05.

2.4.3 Alkuhäiriöt

Maailmankaikkeus on lähes homogeeninen, mutta ei kuitenkaan täysin. Varhaisten
häiriöiden ongelma onkin, että miksi maailmankaikkeus ei ole täysin homogeeninen.
Kuvassa 1 näkyy kosmisessa mikrotaustasäteilyssä pienet noin ∆T

T
∼ 10−5 suuruus-

luokan häiriöt [19]. Mistä ne tulevat? Miksi ne ovat juuri sellaisia kuin ne ovat?
Kuvassa 3 näkyy sovitus kosmisen mikrotaustasäteilyn aikaisista lämpötilaerois-

ta skaalaa kohden. Tässä kuvassa esintyvät akustiset piikit vastaavat kosmologisen
inflaation ennusteita.
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Kuva 3. Spektrikuvaaja parhaiten sovitettuna Planckin vuonna 2015 mittaa-
maan dataan [20]. Katkoviiva osoittaa horisontin ajanhetkellä tCMB. Muuttu-
ja l on palloharmoniseen sarjaan muutettu kosmisten häiriöiden lämpötilaerojen
DTT

l palloharmoninen skaala [21]. Arvo DTT
l = 1

2l+1
∑︁l

m=−l (alma
∗
lm) on pallohar-

monisen ekspansion vakioiden alm keskiarvo. Alempi kuvaaja näyttää tarkemmin
mittauspisteiden virheen ja sovituksen sopivuuden. Palloharmoninen skaala l on
suoraan verrannollinen skaalaan k, l ∼ k. Kuva on Euroopan avaruusjärjestön
(engl. European Space Agency, ESA) Planck-kollaboraation artikkelista [22].
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3 Inflaatio ja slow-roll

Kosminen inflaatio on erittäin varhaisen maailmankaikkeuden vaihe, jossa maail-
mankaikkeus on laajentunut kiihtyvästi, jopa valonnopeutta nopeammin. Kosmisen
inflaation mallilla voi laajentaa kuuman alkuräjähdyksen mallia, sillä kosminen in-
flaatio selittää horisontti- ja laakeusongelmat, ja varhaisten häiriöiden luonne jopa
viittaa inflaatioon.

Jotta inflaatio tapahtuisi sattumalta, se vaatisi jotkin tietyt alkuehdot, mikä on
hyvin epätodennäköistä. Alkuehtojen mielivaltaistamiseksi inflaatiolla voisi olla jon-
kinlainen attraktori ajamassa maailmankaikkeus inflaatioon. Yleisin attraktorimalli
on slow-roll-inflaatio.

Tämän luvun ensimmäinen osio 3.1 kertoo tarkemmin mitä inflaatio on, ja mi-
ten se toimii. Toisessa osiossa 3.2 kerrotaan tarkemmin slow-roll-attraktorimallista,
ja osiossa 3.3 tarkastellaan slow-roll-inflaation tuottamista kosmisista häiriöistä ha-
vaittavia parametrejä.

3.1 Inflaatio

Määritelmältään inflaatiovaihe on hyvinkin yksinkertainen. Inflaatio on maailman-
kaikkeuden kiihtyvää laajentumista, eli skaalatekijän toinen derivaatta on positiivi-
nen:

ä = (aH )̇ > 0 ⇔ d

dt
(aH)−1 < 0. (3.1)

Inflaatiosta voidaan jo huomata mielenkiintoisia asioita asettamalla yllä oleva ehto
kiihtyvyysyhtälöön (2.9):

ρ+ 3p < 0 ⇒ p < −1
3ρ, (3.2)

p = wρ ⇒ w < −1
3 . (3.3)

Kuten näistä kahdesta yhtälöstä voi huomata, paine on inflaation aikana negatiivista
[1]. Negatiivinen paine tarkoittaa repulsiivista gravitaatiota.
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3.1.1 Inflaation keston parametrisointi e-monikerroilla

Ajan sijaan inflaation kestoa on usein helpompi tutkia e-monikerroilla N(t) ≡
ln a(tend)

a(t) , missä tend tarkoittaa ajanhetkeä, jolloin inflaatio päättyy. Inflaation ai-
kana laajentumisen skaalatekijä kehittyy eksponentiaalisesti:

a(t) = a(tend)e−N(t). (3.4)

Inflaation totaalista kestoa ei voida tiedää, joten yleensä kosmologiassa tutkitaankin
sitä, kuinka monta e-monikertaa inflaation on ainakin täytynyt kestää. Toisin sa-
noen, kuinka monta e-monikertaa Nk inflaation on täytynyt vähintään kestää ajaak-
seen nykypäivänä havaittavan horisontin a0H0 kokoiset skaalat k = akHk = a0H0

horisontin ulkopuolelle inflaatiossa. Meidän havaittavan maailmankaikkeutemme ha-
vaittujen vaatimusten täyttämiseen inflaation on täytynyt kestää vähintään noin 60
e-monikertaa [23].

3.1.2 Inflaation ratkaisu horisonttiongelmaan

Inflaation ratkaisu horisonttiongelmaan on yksinkertainen. Inflaation aikana maail-
mankaikkeus laajenee valonnopeutta nopeammin, jolloin havaittava horisontti pie-
nenee. Ennen inflaatiota havaittava horisontti on siis ollut suurempi kuin nykypäi-
vänä. Inflaation aikana aiemmin yhteydessä olleet taivaan palat erkaantuvat toisis-
taan. Inflaation jälkeen horisontti alkaa taas kasvamaan, jolloin toisistaan erotetut
taivaan kappaleet pikkuhiljaa palaavat horisonttiin. Nykypäivän havaittavan hori-
sontin kausaalinen kontakti on siis saavutettu jo ennen inflaatiota.

Tämän voi osoittaa myös laskemalla. Osoitetaan, että inflaation kanssa valo kul-
kee pidemmän matkan ennen kosmisen mikrotaustasäteilyn syntyä kuin sen jälkeen:

rCMB ≫ r0. (3.5)

Jälkimmäinen, r0, ei muutu, joten sille pätee yhä yhtälö (2.21). Ennen kosmisen
mikrotaustasäteilyn syntyä on nyt inflaation vaihe, joten rCMB on nyt muotoa

rCMB = ri + rreh→CMB =
∫︂ treh

tin

dt

a
+
∫︂ tCMB

trad

dt

a
, (3.6)

missä oletetaan, että inflaatio alkaa ajanhetkellä tin ja päättyy treh. Tarkastellaan
aluksi tilannetta inflaation aikana:(︃

ȧ

a

)︃2
= H2

reh = vakio. (3.7)
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Separoidaan tämä: ∫︂ a

ai
d(ln a) = Hreh

∫︂ t

ti
dt

⇒ a = aie
Hreh(t−ti). (3.8)

Tiedämme myös, että inflaation päättyessä, eli ajanhetkellä treh, pätee skaalatekijälle
myös

areh ≡ aie
N . (3.9)

Näiden avulla voidaan laskea yhtälön (3.6) ensimmäinen integraali:
∫︂ treh

ti

dt

a
= eHrehti

ai

∫︂ treh

ti
e−Hrehtdt

= 1
aiHreh

(︂
1 − e−Hreh(treh−ti)

)︂
, jossa e−Hreh(treh−ti) ≪ 1,

≃ 1
arehHreh

areh

ai

= eN

arehHreh
. (3.10)

Tästä jo nähdään, että kasvattamalla e-monikertojen N lukumäärää, kasvaa myös
tulos eksponentiaalisesti. Lisäksi tiedämme, että horisontti vain kasvaa yhä enem-
män kosmista mikrotaustasäteilyä kohti edetessään. Näin ollen epäyhtälö (3.6) pi-
tää paikkansa tarpeeksi monella e-monikerralla, ja inflaatio ratkaisee horisonttion-
gelman.
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3.1.3 Inflaation ratkaisu laakeusongelmaan

Inflaation aikana kaarevuus lähenee nollaa maailmankaikkeuden laajentmisen kiih-
tyessä (|Ω − 1| → 0). Tarpeeksi kauan kestänyt inflaatio siis ajaa minkä tahansa
kaarevuuden lähtöarvon lähelle nollaa, eli lähes täysin tasaiseksi. Inflaation jälkeen
kaarevuus alkaa taas erkaantumaan nollasta.

3.1.4 Inflatonikenttä

Inflaation voidaan ajatella tapahtuvan jonkin skalaarikentän hallitessa maailman-
kaikkeutta. Kirjallisuudessa tätä kenttää kutsutaan inflatoniksi, ja sille käytetään
merkkiä ϕ.

Skalaarikentän aktio Sϕ on seuraavanlainen:

Sϕ =
∫︂
dx4√−g

[︃
−1

2gµν∇µϕ∇νϕ− V (ϕ)
]︃
, (3.11)

missä g = det(gµν), ensimmäinen termi on kineettinen termi, ja V (ϕ) on skalaariken-
tän potentiaali. Skalaarille ϕ pätee ∇µϕ = ∂µϕ. Varioidaan aktio skalaarin suhteen
ja asetetaan se nollaksi

δSϕ

δϕ
= 0, (3.12)

jolloin saadaan skalaarikentän liikeyhtälöt:

∇µ∇µϕ− V ′(ϕ) = 0, (3.13)

jossa ′ = d
dϕ

edustaa derivaattaa inflatonikentän suhteen. Käytetään spatiaalisesti
tasaista FRW-universumia:

ds2 = −dt2 + a2(t)(dx2 + dy2 + dz2), (3.14)

jolloin nollasta poikkeavat Christoffelin symbolit Γρ
µν ovat:

Γ0
ii = aȧ, Γi

i0 = aȧ. (3.15)

Nämä syötetään skalaarikentän liikeyhtälöihin (3.13) ja liikeyhtälöistä seuraa

ϕ̈+ 3Hϕ̇− ∇2ϕ

a(t)2 + V ′(ϕ) = 0. (3.16)

Homogeenisessä inflatonikentässä tämä saa muodon

ϕ̈+ 3Hϕ̇+ V ′(ϕ) = 0. (3.17)
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Energiaimpulssitensori Tµν voidaan määritellä seuraavasti [24]:

Tµν = −2√
−g

δSϕ

δgµν
. (3.18)

Laskemalla auki se saadaan muotoon

Tµν = ∇µϕ∇νϕ− gµν

(︃1
2∇σϕ∇σϕ+ V (ϕ)

)︃
. (3.19)

Tästä voidaan laskea liikeyhtälöt energiatiheydelle ja paineelle:

ρ ≡ uµuνTµν

= 1
2 ϕ̇

2 + 1
2

(∇ϕ)2

a(t)2 + V (ϕ) (3.20a)

p ≡ 1
3(gµν + uµuν)Tµν

= 1
2 ϕ̇

2 − 1
6

(∇ϕ)2

a(t)2 − V (ϕ). (3.20b)

Jälleen, koska ϕ(t) on vain ajasta riippuvainen, nämä yksinkertaistuvat liikeyhtä-
löiksi:

ρ = 1
2 ϕ̇

2 + V (ϕ). (3.21a)

p = 1
2 ϕ̇

2 − V (ϕ). (3.21b)

Liikeyhtälöiden ensimmäinen termi 1
2 ϕ̇

2 on skalaarikentän kineettinen termi, ja jäl-
kimmäinen termi V (ϕ) on skalaarikentän potentiaali. Maailmankaikkeus laajenee
eksponentiaalisesti skalaarikentän potentiaalin hallitessa maailmankaikkeutta.

Kaikista havaituista alkeishiukkasista Higgsin bosoni on ainoa skalaarihiukka-
nen, eli tunnetuista hiukkasista vain Higgsin bosoni voisi olla mahdollinen inflatoni.
Silloinkin hiukkasfysiikan standardimalli vaatisi todennäköisesti jonkinlaista laaje-
nusta [25].
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3.2 Slow-roll ja attraktorit

Määritelmänsä mukaan attraktori on joukko numeerisia arvoja, joita kohti systee-
mi ajautuu ajan kuluessa paljonkin poikkeavista lähtöarvoista huolimatta. Toisin
sanoen, kun attraktorisysteemille antaa tarpeeksi aikaa, saavuttaa se lopulta lähes
samat tietyt arvot lähtötilanteesta riippumatta. Lähellä attraktoria olevat pisteet
myös pysyvät lähellä attraktoria vaikka niihin lisäisi pieniä häiriöitä.

Mahdollinen skalaarikentän hallitseman maailmankaikkeuden attraktoriluonne
voisi johtaa siihen, että inflaatio voi tapahtua lähtöarvoista riippumatta, tai ainakin
vähentää riippuvuutta. Jos skalaarikentällä ei olisi attraktoriluonnetta, vaadittaisiin
maailmankaikkeudelta hyvin tarkat lähtöarvot inflaation toteutumiseksi. Erilaisia
inflaatioon sopivia attraktorimalleja on useita.

3.2.1 Slow-roll

Slow-roll on yksinkertainen ja yleinen attraktorimalli inflaatiolle. Slow-roll kuvaa ni-
mensä mukaisesti hidasta vierimistä skalaarikentän potentiaalienergian hallinnasta
liikeyhtälön kineettisen termin hallintaan. Inflaatio tapahtuu tämän hitaan vierimi-
sen aikana (katso kuva 4).

Slow-rollissa inflaatio kestää niin kauan kuin tietyt ehdot pätevät. Inflaation
yleinen ehto ä > 0 voidaan kirjoittaa myös toisella tavalla:

ä > 0 ⇔ ϵ1 ≡ − Ḣ

H2 < 1, (3.22)

missä ϵ1 on slow-roll-parametri, jolle slow-roll-inflaation aikana pätee ϵ1 ≪ 1. Lisää
slow-roll-parametreja voidaan määritellä ensimmäisen parametrin ϵ1 aikaderivaa-
toista [26]:

ϵn+1 ≡ ϵ̇n

Hϵn

, (3.23)

jotka kaikki ovat pieniä slow-roll-inflaatiossa |ϵn| ≪ 1.
Toisen esitystavan laskee helposti inflaation ehdosta ja Hubblen parametrin mää-

ritelmästä H(t) = ȧ(t)
a(t) . Käyttämällä liikeyhtälöitä (3.21a) ja (3.17), sekä Friedman-

nin yhtälöä (2.8), voidaan inflaation ehto ilmaista myös muodossa

ϵ1 = 1
2

ϕ̇2

H2M2
p

= 3
2
ϕ̇2

ρ
< 1. (3.24)
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V (ϕ)

ϕ∆ϕ

Slow-roll-inflaatio

Uudelleen
lämpeäminen

Kuva 4. Slow-roll inflaation kehitys skalaarikentän potentiaalissa.
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Toisin sanoen ehto ϵ1 < 1 implikoi, että skalaarikentän kineettisen energian täytyy
olla inflaation aikana pientä:

ϕ̇2 <
2
3ρ. (3.25)

Tarkkaillaan myös tilannetta, jossa ϵ1 ≪ 1. Kun inflaation ehto ϵ1 on paljon pienempi
kuin yksi, on inflaation luonne eksponentiaalista. Osoitetaan tämä lyhyellä laskulla.
Tehdään Hubblen parametrista Taylorin sarja:

H = H0 + Ḣ0∆t+ . . .

= H0

(︄
1 + Ḣ0

H2
0
H0∆t+ . . .

)︄

= H0 (1 + ϵ1H0∆t+ . . . ) . (3.26)

Tarkkailussa on tilanne, jossa ϵ1 ≪ 1, joten kaikki ensimmäisen termin jälkeiset
termit ovat pieniä:

H = ȧ

a
= d ln a

dt
= H0(1 + O(ϵ1)). (3.27)

Tästä nähdään laajentumisen skaalatekijän eksponentiaalinen luonne:

d ln a = H0(1 + O(ϵ1))dt

⇒ a(t) ∝ eH0t(1+O(ϵ1)). (3.28)

Ehdon ϵ1 ≪ 1 toteutuessa maailmankaikkeus laajenee siis eksponentiaalisesti. Jos
ϵ1 = 0 ja H = vakio, on kyseessä de Sitter universumi [11].

Erilaisten potentiaalimallien käsittelyn helpottamiseksi ehto ϵ1 ≪ 1, voidaan
esittää myös skalaarista ϕ riippuvassa muodossa. Tämä ehto vastaa potentiaaliener-
gian dominanssia:

ϵ1 = 1
2

ϕ̇2

H2M2
p

≪ 1

⇒ H2 = 1
3M2

p

(︃1
2 ϕ̇

2 + V
)︃

≃ V

3M2
p
. (3.29)

Inflaation voidaan olettaa kestäneen noin 50-60 e-foldia [27], eli potentiaalienergian
dominanssin on voidaan olettaa kestäneen jonkin aikaa. Tämä vaatii sen, että ϕ̈:n
täytyy olla pieni. Tämä tarkoittaa myös sitä, että ϕ̇:n täytyy pysyä pienenä tarpeeksi
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kauan. Nämä ns. slow-roll-ehdot voidaan kirjoittaa matemaattisesti seuraavasti [28]:

ϕ̇2 ≪ V,
⃓⃓⃓
ϕ̈
⃓⃓⃓
≪ 3H

⃓⃓⃓
ϕ̇
⃓⃓⃓
. (3.30)

Näiden ehtojen vallitessa liikeyhtälöstä (3.17) yksinkertaistuu yhtälöpari:

ϕ̇ ≃ − V ′

3H (3.31a)

H2 ≃ V

3M2
p
. (3.31b)

Tästä yhtälöparista voidaan johtaa kaksi potentiaalista V (ϕ) riippuvaa ehtoa slow-
rollille. Nämä ehdot ovat käteviä eri potentiaalimalleja tarkastellessa ja niitä kut-
sutaan slow-roll-parametreiksi ϵ ja η [28]. Ensimmäinen saadaan suoraan inflaation
ehdosta ϵ1, eli yhtälöstä (3.24), ja aiemmasta yhtälöparista (3.31a) ja (3.31b):

ϵ1 = ϕ̇2

2H2M2
P

≃ M2
P

2

(︄
V ′

V

)︄2

(3.32)

Ensimmäinen slow-roll-parametri ϵ eroaa aiemmasta epsilonista ϵ1 suoralla yhtey-
dellään skalaarikentän potentiaaliin:

ϵ ≡ M2
P

2

(︄
V ′

V

)︄2

≪ 1. (3.33)

Määritellään seuraavaksi toinen slow-roll-parametri η. Käytetään ensimmäisen pa-
rametrin (3.33) aikaderivaatassa myös yhtälöparia (3.31a) ja (3.31b):

ϵ̇ = M2
p
V ′

V

⎛⎝V ′′

V
ϕ̇−

(︄
V ′

V

)︄2

ϕ̇

⎞⎠
≃ −2Hϵ

(︄
M2

p
V ′′

V
− 2ϵ

)︄
. (3.34)

Derivoidaan slow-rollin liikeyhtälön (3.31a) molemmat puolet:

ϕ̈ ≃ − ϕ̇V ′′

3H + V ′

3H2 Ḣ

⇒ M2
p
V ′′

V
≃ ϵ− ϕ̈

Hϕ̇
. (3.35)

Tämän yhtälön oikean puolen toinen termi on toisen slow-roll-ehdon (3.30) mukaan
pieni. Määritellään siis toiseksi slow-roll-parametriksi η:

η ≡ M2
p
V ′′

V
. (3.36)
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Ehdoista (3.30) siis johdettiin approksimatiiviset slow-roll-ehdot:

ϵ ≪ 1, |η| ≪ 1. (3.37)

Täytyy kuitenkin muistaa, että näistä ehdoista ei voida suoraan johtaa slow-roll-
ehtoja (3.30). Näiden ehtojen täyttyessä ei siis välttämättä täyty myös aiemmat
slow-roll-ehdot [26].

Lisäksi nyt voidaan huomata, että

1
H
ϵ̇ = −2ϵ(η − 2ϵ) = O(ϵ2), (3.38)

mikä tarkoittaa, että ϵ1 ≃ ϵ pysyy pienenä monta Hubblen aikaa H−1.

3.2.2 Skalaarin kehitys ja attraktoriluonne

Kuvassa 5 näkyy yksinkertaisen kaoottisen inflaation [2] V (ϕ) = 1
2m

2ϕ2 attrakto-
riluonne ja inflatonin ϕ ja sen aikaderivaatan ϕ̇ kehitys ajan suhteen. Kuvasta voi
nähdä, että tila attraktoituu hyvin nopeasti samalle tasaiselle viivalle lähtöarvoista
ϕ0 ja ϕ̇0 huolimatta. Inflaatio tapahtuu katkoviivaa pitkin menevällä suoralla, johon
kaikki lähtöarvot nopeasti päätyvät. Inflaatio päättyy kun slow-roll-ehdot (3.30),
eivät enää täyty. Tämän jälkeen alkaa oskilloiva uudellenlämpeämisen vaihe, jo-
ka näkyy kuvassa 5 spiraalina. Kuvissa käytettyä kaoottisen inflaation potentiaalia
V (ϕ) = 1

2m
2ϕ2 käytettäessä slow-roll-ehdoista (3.30) muodostetusta yhtälöparista

(3.31a) ja (3.31b) saadaan helposti slow-roll-ratkaisu:

ϕ̇SR ≃ −
√︄

2
3mMP, (3.39a)

ϕSR ≃ −
√︄

2
3mMPt. (3.39b)

Nämä muodostavatkin kuvassa 5 olevan katkoviivan, jolla inflaatio tapahtuu. Kun
liikeyhtälön skalaarit poikkeavat näitä arvoista, slow-roll-inflaatio päättyy. Kuvassa
6a näkyy, kuinka inflatoni ϕ laskee ajan suhteen inflaation aikana tasaisesti, yhtälön
(3.39b) mukaisesti. Kuvassa 6b näkyy vastaavasti, kuinka inflatonin aikaderivaatta
attraktoituu nopeasti yhtälön (3.39a) arvoon, ja pysyy siinä inflaation loppuun asti,
kunnes alkaa oskilloida.
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Kuva 5. Kaoottisen inflaation V (ϕ) = 1
2m

2ϕ2 liikeyhtälöstä numeerisesti rat-
kaistuista inflatonikentästä ϕ(t) ja sen aikaderivaatasta ϕ̇(t)muodostettu faasi-
diagrammi, kun m = MP = 1. Eri väriset viivat poikkeavat toisistaan vain läh-
töarvoissaan ϕ0 ja ϕ̇0. Katkoviiva edustaa slow-roll-ratkaisua (3.39a). Eri läh-
töarvoista huolimatta kaikki tilat nopeasti attraktoituvat samalle viivalle, jossa
slow-roll-inflaatio tapahtuu. Inflaation päättyessä maailmankaikkeudessa alkaa
uudelleenlämpeämisen vaihe, jonka tilan vaimeneva oskillaatio näkyy kuvassa
spiraalina.

3.3 Havainnot ja havaittavat parametrit

Varhaista maailmankaikkeutta tutkiessa hyödyllisiä havaittavia suureita voidaan mi-
tata kosmisesta mikrotaustasäteilystä ja sen häiriöistä. Eri malleja voidaan verrat-
ta toisiinsa käyttämällä muun muassa tensori-skalaari-suhdetta rT ja spektraali-
indeksiä ns. Nämä suureet ovat myös mitattavissa ja usein niiden havaittuihin arvoi-
hin verrataan eri mallien ennustamia arvoja. Näin voidaan poislukea osa varhaisen
maailmankaikkeuden malleista epätodennäköisinä.

Tensori-skalaari-suhde tarkoittaa kosmisen mikrotaustasäteilyn tensorihäiriöiden
ja skalaarihäiriöiden tehospektrien suhdetta [29]:

rT = PT

PR
, (3.40)
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missä PR on skalaarihäiriöiden tehospektri, joka liittyy kuvassa 1 esiintyviin lämpö-
tilahäiriöiden amplitudiin ∆T

T
. Vastaavasti PT on tensorihäiriöiden tehospetri, jol-

le pystytään kuitenkin mittaamaan vain yläraja. Havaintojen ja mittausten tar-
kentuessa tätä ylärajaa saatetaan pystyä kuitenkin pienentämään, mikä voi antaa
tarkemman kuva meidän havaittavasta maailmankaikkeudestamme. Teho-spektrin
riippuvuutta skaalasta k kuvaa spektraali-indeksi ns, jonka määritelmä PR ∝ kns−1

voidaan yhtäläisesti esittää myös muodossa [29]:

ns − 1 ≡ d ln PR

d ln k , (3.41)

missä ns on vakio. Spektraali-indeksi voidaan ratkaista slow-roll-ehdoista (3.31a) ja
(3.31b) [29].

3.3.1 Testiskalaari

Selvitetään skalaarihäiriöiden tehospektri PR ensin laskemalla tehospektri Pσ ke-
vyelle testiskalaarille σ de Sitter maailmankaikkeudessa, jossa a = eHt ja H ≃
vakio. Tämän testiskalaarin vaikutus Tµν :n on sivuutettavissa. Potentiaalilla V (σ) =
1
2m

2σ2 testiskalaarille pätee aktio:

Sσ =
∫︂
dtdx̄a3(1

2 σ̇
2 − (∇σ)2

2a2 − 1
2m

2σ2). (3.42)

Tämä on kätevä esittää myös konformaaliajassa τ , jolle adτ = dt, ja käyttämällä
uudelleen skaalattua kenttämuuttujaa χ = aσ:

Sχ = 1
2

∫︂
dτdx̄a3(χ′2 − (∇χ)2 − a2m2χ2). (3.43)

Testiskalaarille tehdään Fourier-muunnos, ja tehospektri määritellään kaksipiste-
funktiolla [24]:

⟨σ(k̄)∗σ(k̄′)⟩ = (2π)3δ3
D(k̄ − k̄′) |uk|2 ≡ (2π)3δ3

D(k̄ − k̄′)Pσ(k), (3.44)

missä k ja k′ ovat eri skaaloja, ja δD on Diracin delta. Tästä voidaan myös uudel-
leenskaalata tehospektri Pσ, jota kuvataan kursiivilla:

Pσ(k) ≡ k3

2π2Pσ(k). (3.45)

Testiskalaarin tehospektri muodostuu de Sitterin maailmankaikkeudessa Hankelin
funktioista H(1)

ν ja H(2)
ν riippuvaksi [29]:

Pσ(k) = k3

2π2 |uk|2 = k3

2π2

⃓⃓⃓
C1(k)H(1)

ν (−kτ) + C2(k)H(2)
ν (−kτ)

⃓⃓⃓2
, (3.46)
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jossa C1(k) ja C2(k) ovat ajasta riippumattomia. Valitaan tämän systeemin tyhjiöksi
Bunch-Davies-tyhjiö, johon tarpeeksi pitkällä de Sitter inflaation jaksolla tila joka
tapauksessa kehittyy [30]. Bunch-Davies-tyhjiössä C1 =

√
π

2 ja C2 = 0 [31]. Näin
ollen Bunch-Davies-tyhjiössä:

Pσ(k) = k3

2π2 |uk|2 =
(︃
H

2π

)︃2 π

2 (−kτ)3
⃓⃓⃓
H(1)

ν (−kτ)
⃓⃓⃓2
. (3.47)

Tästä tulee kevyen kentän rajassa m ≪ H [30]:

Pσ(k) =
(︃
H

2π

)︃2 (︄
1 + 2 m

3

3H2 ln
(︄
k

aH

)︄)︄(︄
1 + O

(︄
m3

3H2

)︄)︄
. (3.48)

Horisontin ylityksessä (k = aH), ja sen jälkeen, jos häiriöt ovat adiabaattisia [30],
tehospektri saa yksinkertaisen muodon:

Pδϕ =
(︃
H

2π

)︃2

k=aH
. (3.49)

3.3.2 Skalaarinen kaareutumishäiriö

Skalaarinen kaareutumishäiriö [29]

R ≡ ψ + H

ϕ̇
δϕ (3.50)

voidaan määrittää metriikan ensimmäisen kertaluokan häiriökehitelmästä [24]:

δgµν =
⎛⎝ −2A −a∂iB

−a∂iB a2(−2ψδij + 2∂i∂jE),

⎞⎠ (3.51)

missä A,B,E ja ψ ovat skaalareja. Kaareutumishäiriön R aktio

SR = 1
2

∫︂
dηdx̄a2(2M2

Pϵ)(R′2 − (∇R)2) (3.52)

muistuttaa testiskalaarin χ aktiota (3.43) massattomalla testiskalaarilla mχ = 0,
mutta vain kertoimella (2M2

Pϵ). Kaareutuisen häiriö R voidaan kuitenkin skaalata

R̃ ≡
√︂

2M2
Pϵ(k ≃ aH)R. (3.53)

Jos ei huomioida ϵ:n aikariippuvuutta, vastaa tämä aktio massattoman testiskalaarin
aktiota. Tällä approksimaatiolla saadaan

PR̃ ≃ Pχ =
(︃
H

2π

)︃2
, (3.54)
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jolloin seuraa myös

PR = 1
2M2

Pϵ
PR̃

⇒ PR(k) =
(︄

1
2M2

Pϵ

(︃
H

2π

)︃2)︄
k=aH

. (3.55)

Tämä on inflaation skalaarihäiriöiden tehospektri, joka kuvaa skalaarihäiriöiden kes-
kiarvoista suuruutta horisontin ylityksessä k = aH, ja sen jälkeen, jos häiriöt ovat
adiabaattisia [30].

3.3.3 Gravitaatioaallot

Lasketaan seuraavaksi tensorihäiriöiden tehospektri PT = Pγ. Tässä ajatus on sama
kuin skalaarihäiriöiden laskussa. Aloitetaan metriikan häiriöstä δgµν , joka voidaan
kirjoittaa myös muodossa [24]:

δgµν = a2

⎛⎝ 1 − 2A −∂iB − Bv
i

−∂iB − Bv
i (1 − 2ψ)δij + 2∂i∂jE + 1

2(∂iEj + ∂jEj) + γij,

⎞⎠ (3.56)

missä

∂iBi = 0, ∂iEj = 0, γi
i = 0, ∂iγij = 0, ja γij ≡ ET

ij .

Tensori γij vastaa tensorihäiriöitä, eli gravitaatioaaltoja. Syötetään metriikan häiriö
aktioon:

S =
∫︂
dtdx̄

√
−g

(︃1
2M

2
PR + Lm

)︃
, (3.57)

missä R on Einsteinin yhtälön (2.3) Ricci-skalaari, ja Lm on Lagrangen materiaosuus
[24].

S(2)
γ = M2

P
16

∫︂
dtdx̄a3

(︄
γ̇ijγ̇ij − ∂kγij∂kγij

a2

)︄
. (3.58)

Fourier moodeilla esitettynä kenttä γij(τ,x̄) näyttää tältä [30]:

γij =
∫︂ dk̄

(2π)3

∑︂
s=±

ϵs
ij(k)γs

k̄e
ik̄·x̄, (3.59)

missä s = ± on gravitaatioaaltojen kaksi eri polarisaatiotilaa. Polarisaatiotensorille
ϵs

ij pätee seuraavat yhtälöt:

kiϵij = 0 transversaali

ϵi
i = 0 jäljetön

ϵs′ijϵs
ij = 2δss′ normalisaatio.
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Syöttämällä aktiolle (3.58) tensorihäiriöt (3.59), ottaa aktio muodon:

S(2)
γ = M2

P
8

∫︂ dtdk̄

(2π)3a
3 ∑︂

s=±

(︄
γ̇s

k̄γ̇
s
k̄ + k2

a2 γ
s
k̄γ

s
k̄

)︄
. (3.60)

Tätä verrataan testiskalaarin aktion (3.42) Fourier muotoon:

Sσ = 1
2

∫︂ dtdk̄

(2π)3a
3(σ̇k

2 − k2

a2σ
2
k −m2σ2

k). (3.61)

Kuten kaareutumisen häiriön tapauksessa, nyt kaikkien polarisaatiomoodien γ̄ ≡
MP

2 γs
k̄

aktiot vastaavat täsmälleen massattoman m = 0 testiskalaarin aktiota. Tästä
saadaan gravitaatioaaltojen tehospektri Pγ [23]:

Pγ̃ = 2Pχ = 2
(︃
H

2π

)︃2
(3.62)

⇒ Pγ = 4
M2

P
Pγ̄ (3.63)

⇒ Pγ = PT = 8
M2

P

(︃
H

2π

)︃2

k=aH
, (3.64)

missä kahden polarisaation takia kerrottiin testiskalaarin tehospektri kahdella.

3.3.4 Spektraali-indeksi ja tensori-skalaari-suhde

Slow-roll-mallien ennustamat arvot spektraali-indeksille ns ja tensori-skalaari-suh-
teelle rT voidaan ratkaista skalaarihäiriöiden (3.49) ja tensorihäiriöiden tehospekt-
rien (3.64) avulla. Käyttämällä kriittisen tiheyden relaatiota 3H2M2

P = V ja yhtälöä
(3.33), voidaan yhtälö (3.49) esittää muodossa

PR(k) = 1
24π2M4

P

V

ϵ
. (3.65)

Koska tätä tutkitaan horisontin ylityksessä k = aH, ja koska H:n muutos on vä-
häistä a:han verrattuna, saadaan d ln k = Hdt [24]. Tällöin saadaan slow-roll-ehdon
(3.31a) avulla

d

d ln k = −M2
P
V ′

V

d

dϕ
. (3.66)

Tämän avulla kun lasketaan (3.41), saadaan spektraali-indeksille ϵ:sta ja η:sta
riippuva muoto

ns − 1 = 2η − 6ϵ. (3.67)
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Tensori-skalaari-suhde rT saadaan suoraan sen määritelmästä (3.40) sijoittamalla
(3.64) ja (3.65):

rT = 16ϵ. (3.68)

Näiden ratkaisemiseen e-monikertojen avulla ratkaistaan ensin inflatonikentän
arvo inflaation lopussa ϕend. Slow-roll-inflaatio päättyy, kun jompi kumpi näistä rik-
koo epäyhtälön ϵ, |η| ≪ 1. Inflatonikentän arvo lopussa saadaan siis ratkaisemalla en-
sin rikkoutuvan ehdon ϵ(ϕend) = 1, tai |η(ϕend)| = 1. Inflaation e-monikertojen N(ϕ)
laskussa, joka laskee e-monikertojen määrän inflaation aikaisesta hetkestä ϕ(t) = ϕ

hetkeen ϕ(tend) = ϕend, voidaan tämä sijoittaa integraalin ylärajaksi:

dϕ

dN
= M2

P
V ′

V
(3.69)

⇒ N(ϕ) = 1
M2

P

∫︂ ϕend

ϕ

V

V ′dϕ. (3.70)

Tämän kääntämällä saadaan inflatonin kenttä e-monikertojen muuttujana ϕ(N). Si-
joittamalla tämä takaisin yhtälöihin ϵ ja η, saadaan niiden yhtälöt e-monikertojefn
suhteen ϵ(N) ja η(N), joilla taas saadaan spektraali-indeksi (3.67) ja tensori-skalaari-
suhde (3.68) e-monikertojen suhteen.
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(b) ϕ̇(t)

Kuva 6. Inflatonin ϕ(t) (kuva (a)), ja inflatonin aikaderivaatan ϕ̇(t) (kuva (b))
kehitys ajan suhteen numeerisesti laskettuna homogeenisen FRW-universumin
liikeyhtälöstä kaoottisen inflaation potentiaalilla V (ϕ) = 1

2m
2ϕ2, kun m = MP =

1. Eri väriset viivat kuvaavat inflatonia eri lähtöarvoilla ϕ0 ja ϕ̇0. Katkoviiva ku-
vastaa kuvassa (a) kulmakerrointa (3.39b), joka vastaa slow-roll-inflaation ai-
kaista tasaista laskua, ja kuvassa (b) aikaderivaatan arvoa (3.39a), jota pitkin
inflatonikentän aikaderivaatta kulkee inflaation aikana. Inflaation jälkeen infla-
toni ϕ ja sen aikaderivaatta ϕ̇ oskilloivat vaimenevasti.
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4 Fast-roll

Tässä kappaleessa käsitellään slow-rollille vaihtoehtoista inflaatiomallia – fast-rollia
[3][4]. Fast-roll-inflaatio tapahtuu slow-roll-parametrien ollessa suuria (ϵ > 1, η >
1), jolloin slow-roll-rajat ovat rikki. Fast-roll-inflaatio saa nimensä slow-rollin ta-
paan inflatonikentän vierimisestä, mutta toisin kuin slow-roll-inflaatiossa, fast-roll-
inflaatiossa vieriminen on nopeaa.

Tämän kappaleen ensimmäisessä alakappaleessa tarkastellaan, miten fast-roll-
inflaatio voi tapahtua slow-roll-rajojen ollessa rikki. Kappaleen toisessa alakappa-
leessa tarkastellaan fast-rollia osana hybridi-inflaatiota, jossa maailmankaikkeus käy
läpi ensin nopean fast-roll-inflaation vaiheen, ja siirtyy sitten pidempään slow-roll-
inflaatioon. Lisäksi keskustellaan ns. hybridi-inflaation [32] vaikutuksista häiriös-
pektriin.

4.1 Suuret slow-roll-parametrit

Mitä jos slow-roll-ehdot eivät täytykään? Voiko inflaatio silti tapahtua? Näihin ky-
symyksiin on yritetty vastata muun muassa fast-roll-inflaatiolla [3][4]. Tarkastellaan
nyt voiko slow-rollin rajat ylittäessä silti tapahtua inflaatiota. Osoitetaan tämä slow-
roll-rajat rikkovalla esimerkillä. Aloitetaan hogomeenisen FRW-universumin liikeyh-
tälöstä (3.17):

ϕ̈+ 3Hϕ̇+ V ′ = 0.

Tarkastellaan lähteiden [3] ja [4] tavoin potentiaalia V (ϕ) = V0 − 1
2m

2ϕ2, jossa V0

on potentiaalin maksimi. Lisätään tähän vielä, että potentiaalin tasanne V0 on suuri
verrattuna kineettiseen energiaan ja gradienttienergiaan, eli V0 ≫ 1

2 ϕ̇
2,12(∂iϕ)2. Täl-

löin potentiaalienergia dominoi maailmankaikkeuden energiatiheyttä (3.21a): ρ ≃
V (ϕ). Yhtälöstä (2.8) saadaan nyt siis

V ≃ 3H2, (4.1)

kun käytetään MP = 1.
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Liikeyhtälön (3.17) ratkaisemiseksi esitetään inflatoni ϕ muodossa

ϕ = ϕ0e
iωt, (4.2)

jolloin liikeyhtälöstä tulee

ω2 − 3iHω −m2 = 0. (4.3)

Tämän yhtälön ratkaisu on

ω = i

⎛⎝3H
2 ±

√︄
9H2

4 +m2

⎞⎠ , (4.4)

missä plusmerkki vastaa eksponentiaalisesti vähenevää kenttää ϕ = ϕ0e
iω(+)t, joka

nopeasti katoaa. Tästä syystä se ei meitä kiinnosta ja se voidaan unohtaa. Ratkaisun
miinusmerkki vastaa eksponentiaalisesti kasvavaa kenttää ϕ = ϕ0e

iω(−)t, joka voidaan
myös esittää muodossa, johon on määritelty uusi funktio F :

ϕ(t) = ϕ0e
Ht·F

(︂
m2
H2

)︂
, (4.5)

missä

F

(︄
m2

H2

)︄
=
√︄

9
4 + m2

H2 − 3
2 . (4.6)

Tarkastellaan seuraavaksi inflatonikentän ϕ käyttäytymistä eri tilanteissa. Slow-
roll-inflaatiossa (m ≪ H) yhtälöstä (4.5) tulee Taylor-sarjalla:

F

(︄
m2

H2

)︄
= m2

3H2 − m4

27H2 + 2m6

243H6 − . . .

= m2

3H2 + O
(︄
m4

H4

)︄
. (4.7)

Inflatonin ϕ käyttäytyminen slow-rollissa saadaan sijoittamalla tämä yhtälö inflato-
nin yhtälöön (4.5):

ϕ = ϕ0e
m2
3H

t. (4.8)

Tästä nähdään, että inflatoni kehittyy hitaasti, kuten sen slow-rollissa pitääkin.
Tutkitaan seuraavaksi vastaavasti yhtälöä (4.5) very-fast-roll-inflaatiossa (m ≫

H), jossa slow-rollin ehto |η| ≪ 1 rikotaan. Tarkistetaan, että näin todella käy
oletuksella m ≫ H. Sijoitetaan yhtälö (4.1) η:n määritelmään (3.36), ja saadaan:

|m2|
H2 ≪ 3, (4.9)
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ja koska m
H

≫ 1, saadaan 1 ≪ |m2|
H2 ≪ 3, mikä todellakin menee rikki.

Ratkaistaan seuraavaksi funktio F tällä rajalla, kuten edellisessä tapauksessa,
Taylor-sarjalla:

F

(︄
m2

H2

)︄
= m

H
− 3

2 + 9H
8m − 81H3

128m3 + . . .

= m

H
+ O(1). (4.10)

Nyt inflatoni kehittyy nopeasti, kuten fast-roll-inflaatiossa kuuluukin:

ϕ = ϕ0e
mt. (4.11)

Tarkastellaan vielä tämän mallin maailmankaikkeuden laajentumista molemmis-
sa tilanteissa. Laajentumisen skaalatekijän a voidaan noudattavaa yhtälöä,

a(t)
a0

≃ eHt, (4.12)

koska Hubblen parametri oletettiin H vakioksi [3][4]. Tällöin maailmankaikkeuden
laajentuminen eHt noudattaa inflaation aikana yhtälöstä (4.11) johdettua yhtälöä:

eHt =
(︄
ϕ

ϕ0

)︄ 1
F

. (4.13)

Asettamalla tähän approksimaation (4.7), laajenee maailmankaikkeus slow-roll-
inflaation (m ≪ H) aikana seuraavasti:

eHt =
(︄
ϕ

ϕ0

)︄ 3H2
m2

=
(︄
ϕ

ϕ0

)︄η

. (4.14)

Tästä yhtälöstä voi hyvin nähdä, että mitä pienempi m2

H2 suhde on, sitä suurempi
maailmankaikkeuden laajentuminen on inflaation aikana.

Samalla tavalla asettamalla yhtälöön (4.13) Very-fast-roll-inflaation (m ≫ H)
approksimaatio (4.10), saadaan maailmankaikkeuden laajentumiselle

eHt =
(︄
ϕ

ϕ0

)︄H
m

. (4.15)

Tämän yhtälön potentiaalin pienuudesta voi huomata, kuinka fast-rollin aikana ta-
pahtunut maailmankaikkeuden laajentuminen on vähäistä.

Mallista V (ϕ) = V0 − 1
2m

2ϕ2, kun m ≫ H, on tehty numeerisesti laskettuja
kuvaajia kuvissa 7 ja 8. Näistä kuvista voi huomata ehdon |η| ≪ 1 rikkoutuvan
maailmankaikkeuden silti laajentuessa kiihtyvästi.
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Tämän alakappaleen lasku osoittaa, että inflaatiota voi myös tapahtua slow-roll-
inflaation rajojen rikkoutuessa. Inflaatiota, joka tapahtuu slow-roll-rajojen yläpuo-
lella, kutsutaan fast-roll-inflaatioksi.

4.2 Fast-roll hybridi-inflaatiossa

Fast-roll-inflaatio ei voi pelkästään voi selittää meidän maailmankaikkeutemme laa-
jentumista, koska sen on joko täytynyt olla liian lyhytkestoinen, tai sen tuottamat
spektraali-indeksin arvot olisivat aivan erilaiset kuin nyt havaitut [33]. Jälkimmäises-
sä tapauksessa fast-roll-inflaatio tuottaisi liian suuria häiriöitä inflaation varhaisessa
vaiheessa [3]. Se kuitenkin voi olla esimerkiksi osa hybridi-inflaatiota, jossa tapahtuu
kaksi tai useampi erilaista inflaatiota peräkkäin. Fast-roll-inflaatio on mahdollisesti
tapahtunut ennen jotakin muuta inflaatiota – yleensä ennen slow-rollia [33].

Slow-rollia edeltävällä fast-roll inflaatiolla voidaan asettaa sopivat alkuehdot
slow-rollia varten. Esimerkiksi kosmisen mikrotaustasäteilystä havaittu häiriöspekt-
ri (ks. kuva 3) voi olla alhaisempi pienillä moodeilla l kuin mitä perinteinen kylmän
pimeän aineen malli ennustaa, ei tosin niin radikaalisti, etteikö tavallisen slow-roll-
inflaation tuottamat ennustukset voisi olla oikeita [32]. Slow-rollia edeltävällä fast-
roll inflaation vaiheella häiriöspektrin ennusteita voidaan kuitenkin laskea pienillä
moodeilla [32]. Tämä vain luokkaa yhden e-moninkerran kestävä fast-roll-vaihe voi
laskea häiriöitä pienillä moodeillla jopa 10-20%, mikä sopisi paremmin havaittuun
dataan, kun taas suurilla moodeilla käyttäytyä lähes samalla tavalla kuin perintei-
nen slow-roll-inflaation malli [32][34].
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Kuva 7. Kuvassa (a) on potentiaali V (ϕ) = V0 − 1
2m

2ϕ2, kun m ≫ H. Kuvassa
(b) on edellä mainitun potentiaalin slow-roll-ehto |η|. Kuvasta näkee, kuinka
ehto |η| ≪ 1 rikkoutuu. Molemmissa kuvissa MP = 1.
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Kuva 8. Kuvassa (a) mallin V (ϕ) = V0 − 1
2m

2ϕ2 laajentumisen skaalatekijän a

luonnollisen logaritmin kehitys ajan suhteen, ja kuvassa (b) skaalatekijän kiihty-
vyyden luonnollinen logaritmi, kun m ≫ H. Molemmista kuvista näkee, kuinka
maailmankaikkeus laajenee kiihtyvästi. Molemmissa kuvissa MP = 1.
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5 Constant-roll

Tarkastellaan tässä kappaleessa inflaatiomallia, jota kutsutaan constant-roll-inflaa-
tioksi. Määritelmänsä mukaan constant-roll-inflaatiossa inflatonikentän potentiaalin
muutos V ′(ϕ) on 0, eli inflatonikentän vieriminen ϕ̈

Hϕ̇
on vakio [5]. Tasainen vieri-

minen pätee myös slow-roll-inflaatiolle, mutta constant-roll-inflaatiossa puhutaan
vakiovierimisestä yleisesti [5].

Tutkittaessa constan-roll-inflaatiota, voidaan vakiovierimiselle ϕ̈

Hϕ̇
tehdä para-

metrisointi, kuten lähteissä [5] ja [35] on tehty. Tämä parametrisointi voidaan tehdä
mielivaltaisella vakiolla α:

ϕ̈ = −(3 + α)Hϕ̇. (5.1)

Tilanne, jossa α ≃ −3, vastaa slow-roll-inflaatiota, kun taas tilanne α = 0, vas-
taa niin sanottua ultra-slow-roll-inflaatiota [36]. Constant-roll-infaatio ilmenee siis
näiden kahden rajan välissä, mukaan lukien ultra-slow-roll-inflaation α = 0.

Eri α:n tapauksille pitää aina tutkia erikseen muodostuuko niissä inflaatiota,
millainen attraktoriluonne niillä on, ja ovatko ne fysikaalisesti järkeviä. Näin on
tehty lähteessä [5].

Tässä työssä ei käydä läpi kaikkia tilanteita, vaan tarjastellaan esimerkkinä vain
lähteessä [5] on johdettua tulosta Hubblen parametrille H:

H = M cosh
⎛⎝√︄3 + α

2
ϕ

MP

⎞⎠, (5.2)

missä M on integraatiovakio, joka määrittää kaarevuushäiriön tehospektrin ampli-
tudin. Tästä voidaan ratkaista tilanteessa α > −3 potentiaali V (ϕ), inflatonikenttä
ϕ, Hubblen parametri H ja laajentumisen skaalatekijä a [5]:

V (ϕ) = 3M2M2
P

[︄
1 + α

6

(︄
1 − cosh

(︄√︂
2(3 + α) ϕ

MP

)︄)︄]︄
(5.3)

ϕ = MP

√︄
2

3 + α
ln
[︃
coth

(︃3 + α

2 Mt
)︃]︃

(5.4)

H = M coth[(3 + α)Mt] (5.5)

a ∝ sinh
1

3+α [(3 + α)Mt]. (5.6)
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Kun −3 < α < 0, potentiaalilla V (ϕ) on minimi kohdassa ϕ = 0. Tämän takia inflaa-
tion loppumista varten tarvitaan vaihetransitio – esimerkiksi samankaltainen kuin
hybridi-inflaatiossa, jota tarkasteltiin aiemmin. Samalla tavalla saadaan tilanteelle
α < −3:

V (ϕ) = 3M2M2
P

[︄
1 + α

6

(︄
1 − cos

(︄√︂
2 |3 + α| ϕ

MP

)︄)︄]︄
, (5.7)

ϕ = 2
√︄

2
3 + α

MP arctan
(︂
e|3+α|Mt

)︂
, (5.8)

H = −M tanh(|3 + α|Mt), (5.9)

a ∝ cosh
−1

|3+α| (|3 + α|Mt), (5.10)

Tässä huippu-inflaation (engl. Hilltop inflation) [37] erityisessä tapauksessa ole-
tetaan nyt, että ϕ → +0 kun Mt → −∞, jolloin Hubblen parametri pysyy positiivi-
sena ja lähestyy integraatiovakiota M . Tässä tapauksessa inflatonikentän vieriessä
potentiaalia pitkin alkupisteestä alas tapahtuu inflaatiota, kun taas inflaation päät-
tyminen tapahtuu potentiaalin ylittäessä arvon nolla.

Tämän tilanteen potentiaali (5.3) esitetään kuvassa 9a. Tilanteesta α = 0 muo-
dostuu tasainen potentiaali, joka supistuu alkuperäiseen ultra-slow-roll-inflaatioon
[36]. Inflatonin evoluutio on esitetty kuvassa 9b, josta nähdään, että kentän arvo
laskee monotonisesti, ja lähestyy nollaa. Kuvassa 9c Hubblen parametri lähestyy
vakiota ajan edistyessä, mikä johtaa de Sitter -laajentumiseen, eli a(t) ∝ eMt, kun
Mt ≫ 1 [5], mikä taas näkyy kuvassa 10a. Kuvassa 10b näkyy, että maailmankaik-
keuden laajentumisen toinen aikaderivaatta on positiivista, eli inflaatiota määritel-
mänsä (3.1) mukaan tapahtuu.

Inflaation aikana tämä potentiaali ei kuitenkaan ole attraktori kun α > 0 [5].
Tämä johtuu siitä, että potentiaali ei ole tässä tilanteessa alhaalta suljettu, eli po-
tentiaalin lähestyessä negatiivista ääretöntä V (ϕ) → −∞, myös inflatonikenttä lä-
hestyy ääretöntä ϕ → ±∞ [5], kuten näkyy kuvassa 9a. Kun α = 0, saa potentiaali
inflatonikentästä riippumattoman vakioarvon V = 3M2M2

P, joten pysyy se samana
vaikka inflatonikentälle lisättäisiin häiriö δϕ. Lähteessä [5] on numeerisesti osoitet-
tu, että tämä potentiaali on attraktori, kun α > 0. Lisäksi Motohashi ja muut ovat
osoittaneet tarkemmin, että tämä potentiaali on attraktori kun α < −3

2 [5].
Tarkistetaan seuraavaksi, että slow-roll-approksimaatio rikkoutuu tässä mallis-

sa. Kun α > −3, saadaan yhtälöistä (3.22) ja (3.23) potentiaalille (5.3) slow-roll-
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Kuva 9. Kuvia toisen tuloksen (5.2) ensimmäisestä tapauksesta (yhtälöt (5.3)-
(5.6)) kymmenellä eri α:n arvolla välillä [−2,99; 2,99]. Kuvassa (a) on esitetty
potentiaali (5.3) inflatonin ϕ suhteen. Kun α > 0 (sinisen sävyiset viivat), po-
tentiaali on negatiivisesti neliöllinen, kun taas tilanteessa α < 0 (vihreän ja
punaisen sävyiset viivat) potentiaalin neliö on positiivinen. Kun α ≃ 0, on po-
tentiaali lähes tasainen. Kuvassa (b) näkyy inflatonin ϕ aikakehitys samoilla α:n
arvoilla. Kuvassa (c) näkyy Hubblen parametrin H aikakehitys, ja kuvassa (d)
inflatonikentän faasidiagrammi.
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parametrit

ϵ1 = 3 + α

cosh2[(3 + α)Mt]
= 3 + α

a2(3+α) + 1 , (5.11)

ϵ2n = −2(3 + α) tanh2[(3 + α)Mt], (5.12)

ϵ2n+1 = 2(3 + α)
cosh2[(3 + α)Mt]

= 2ϵ1. (5.13)

Erityisesti, jos Mt ≫ 1, saadaan

2ϵ1 = ϵ2n+1 ≃ 2(3 + α)a−2(3+α), ϵ2n ≃ −2(3 + α) (5.14)

Tällöin parittomat slow-roll-parametrit asymptoottisesti lähestyvät nollaa, kun taas
parilliset parametrit ϵ2n lähestyvät arvoa −2(3 + α), joka ei välttämättä noudata
ehtoa |ϵ2n| ≪ 1 [5]. Näin ollen, slow-roll-approksimaatio selvästi rikkoutuu. Siitä
huolimatta, Hubblen parametri lähestyy vakiota H ≃ M , ja skaalatekijä a kasvaa
eksponentiaalisesti, eli tämä on siis edelleen inflaatiota [5]. Samalla tavalla yhtälölle
(5.7), kun α < −3, slow-roll-parametreiksi saadaan

ϵ1 = |3 + α|
sinh2[|3 + α|Mt]

= |3 + α|
a−2|3+α| − 1 , (5.15)

ϵ2n = −2 |3 + α| coth2[|3 + α|Mt], (5.16)

ϵ2n+1 = 2 |3 + α| csch2[|3 + α|Mt] = 2ϵ1. (5.17)

Näiden asymptoottiset käytökset ovat myöskin 2ϵ1 = ϵ2n+1 → 0 ja ϵ2n → −2(3 +α),
kun Mt → −∞ [5].

5.1 Constant-roll-häiriöt

Lähteessä [5] johdetaan mallille aiemmin tutkitulle mallille skalaariset häiriöt:

P2
R(k) = H2

8π2M2
Pϵ1

22ν−1[Γ(ν)]2
π

(︄
k

aH

)︄3−2ν

, (5.18)

missä

ν ≡
√︄

(1 + α)(2 + α) + 1
4 =

⃓⃓⃓⃓
α + 3

2

⃓⃓⃓⃓
. (5.19)

Tensorihäiriöt PT vastaavat tällä mallilla suoraan yhtälöä (3.64) [5].
Näin ollen spektraali-indeksistä saadaan

ns − 1 = 3 − 2ν. (5.20)
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Tästä saadaan yhtälöllä (5.19)

α = 1 − ns

2 tai ns − 7
2 , (5.21)

josta voidaan nyt katsoa millaiset α:n arvot vastaisivat havaittuja spektraali-indeksin
ns arvoja.

Havaintoja [22] vastaavalle arvolle ns = 0,96, voidaan valita joko α = 0,02 tai
α = −3,02. Näistä kahdesta kuitenkaan arvo α = 0,02 ei ole attraktoriratkaisu [5].
Yhtälöstä (5.18) nähdään, että P2

R(k) ∝ H−1+2νϵ−1
1 a−3+2ν ∝ a2α+3+|2α+3| kehittyy

arvolle α = 0,02, mutta lähestyy vakiota arvolle α = −3,02. Tämän takia α = −3,02
on käypä, ja perinteinen slow-roll-approksimaatio toimii tässä tapauksessa.

Slow-rollissa horisontin ylityksen jälkeen kaarevuushäiriöt joko jähmettyvät jo-
honkin vakioarvoon tai hälvenevät saavuttaessaan asymptoottisen rajan k ≪ aH

[38][5]. Tässä tapauksessa kaarevuushäiriöillä (5.18) saattaa kuitenkin tapahtua
Hubblen säteen ulkopuolista kehitystä. Kuten lähteessä [5] todetaan, constant-rollis-
sa kaarevuushäiriöt saavat asymptoottisesti Hubblen säteen ulkopuolella kaksi moo-
dia:

vakio ja cosh
3+2α
3+α [(3 + α)Mt]. (5.22)

Tilanteessa α < −3
2 jälkimmäinen moodi on hälvenevä, mutta kun α > −3

2 , on se
kasvava [5]. Lähteessä [39] tutkitaan tarkemmin constant-roll-inflaation häiriöiden
tuloksia havaittavaan dataan.
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Kuva 10. Sama tilanne, samat arvot, ja sama värikoodaus kuin kuvassa 9. Ku-
vassa (a) skaalatekijän a aikakehitys, ja kuvassa (b) skaalatekijän kiihtyvyyden
ä aikakehitys. Näistä voi nähdä, että skaalatekijä todella laajenee kiihtyvästi, eli
inflaatiota tapahtuu.
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6 α-attraktorit

Havaintojen tarkentuessa tutkijat ovat kiinnittäneet huomiota, että moni erilainen
malli eFnnustaa muutamilla approksimaatioilla samanlaisia arvoja

ns ≃ 1 − 2
N
, rT ≃ 12

N2 , (6.1)

jotka vastaavat hyvin havaittuihin arvoihin [13]. Näihin malleihin kuuluu muun
muassa Starobinsky-malli [40], eli R2-malli [41], ja Higgs-inflaatiomalli [25]. Tämän
seurauksena muodostettiin α-attraktorien joukko teoreettisia inflaatiomalleja, jois-
sa spektraali-indeksin ja tensori-skalaari-suhteen riippuvuus e-monikerroista N on
muotoa [6]:

ns ≃ 1 − 2
N
, rT ≃ 12α

N2 , (6.2)

missä α on positiivisia arvoja saava muuttuja, josta tämä mallien joukko saa myös
nimensä.

Yleisesti Lagrangen funktion ollessa muotoa

1√
−g

L = 1
2R − 1

2
∂ϕ2(︂

1 − ϕ2

6α

)︂2 − V (ϕ), (6.3)

jossa MP = 1, olevat teoriat johtavat α-attraktorimalleihin. Parametrin α lähestyes-
sä äärettömyyttä, tämän mallin kineettinen termi muistuttaa kanonista kineettistä
termiä. Tätä mallia ei ole kuitenkaan kanonisesti normalisoitu, mutta se voidaan
helposti tehdä muuttujanvaihdoksella

∂ϕ2(︂
1 − ϕ2

6α

)︂2 = ∂φ, (6.4)

jossa ϕ on geometrinen, ja φ kanoninen inflatonikenttä [42][43]. Tästä saadaan rat-
kaisuna

ϕ =
√

6α tanh
(︄

φ√
6α

)︄
, (6.5)

jonka jälkeen Lagrangen funktio on yksinkertaista kanonista muotoa

1√
−g

L = 1
2R − 1

2∂φ
2 − V

(︄√
6α tanh

(︄
φ√
6α

)︄)︄
. (6.6)
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Esimerkkinä α-attraktorimallille voidaan tarkastella muun muassa mallia
V (ϕ) = 1

2m
2ϕ2, joka tulee muuttujanvaihdoksella (6.5) muotoon

V (φ) = 3αm2 tanh2
(︄

φ√
6α

)︄
. (6.7)

Tässä muodossa tämä malli kuuluu niin kutsuttujen T-mallien luokkaan, jotka saa-
vat nimensä potentiaalin tuottamasta T-kirjaimen kaltaisesta muodostaan, jonka
voi nähdä kuvassa 11 [44]. Lasketaan tälle mallille alakappaleessa 3.3.4 esitetty las-
ku, jotta näemme tuottaako se α-attraktoreille ominaisia arvoja (6.2).

Slow-roll-parametrit ϵ ja η saavat yhtälöiden (3.33) ja (3.36) kautta muotonsa:

ϵ = 4
3α csch2

(︄
2φ√
6α

)︄
, (6.8)

η = ϵ− 2
3α sech2

(︄
φ√
6α

)︄
. (6.9)

Koska α määritellään positiiviseksi, rikkoo ϵ slow-roll-inflaation ehdot ϵ, |η| ≪ 1
aina ensimmäisenä. Näin ollen inflatonikentän arvo inflaation lopussa φend saadaan
kun ratkaistaan yhtälö ϵ = 1, joka kuvastaa hetkeä jolloin slow-roll-inflaation ehdot
rikkoutuvat:

φend =
√

6α
2 csch−1

(︄√
3α
2

)︄
. (6.10)

Yhtälöstä (3.69) johdetaan integraali (3.70), joka tarkoittaa e-monikertojen määrää
tietystä inflatonin arvosta φ(t) inflaation loppuun φ(tend) = φend:

N(φ) = −
√︄

3α
8

∫︂ φend

φ
sinh

(︄
2φ√
6α

)︄
dφ

= −3α
4

[︄
cosh

(︄
2φend√

6α

)︄
− cosh

(︄
2φ√
6α

)︄]︄
. (6.11)

Tähän sijoittamalla φend saadaan inflatonikenttä e-monikertojen suhteen:

φ(N) =
√

6α
2 cosh−1

[︄
−4
3αN + cosh

(︄
csch−1

(︄√
3α
2

)︄)︄]︄
. (6.12)

Tämä voidaan sijoittaa takaisin slow-roll-parametreihin (6.8) ja (6.9):

ϵ(N) = 1
4

3α
N2 + 2

(︂√︂
4

9α2 + 1 + 1
)︂
N + 6α

4

√︂
4

9α2 + 1 + 1
3α

+ 3α
4

(6.13)

η(N) = ϵ(N) − 2
N + 3α

4

√︂
4

9α2 + 1 + 3α
4

, (6.14)
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jotka voidaan approksimoida suurilla N :n ja pienillä α:n arvoilla muotoon

ϵ(N) ≃ 3α
4N2 (6.15)

η(N) ≃ 1
N
. (6.16)

Kun nämä vielä sijoittaa spektraali-indeksin ns ja tensori-skalaari-suhteen rT yhtä-
löihin (3.33) ja (3.36), huomataan, että tämä malli todellakin tuottaa α-attraktorien
yleiset tulokset (6.2):

ns = 1 − 6ϵ+ 2η ≃ 1 − 2η ≃ 1 − 2
N
, (6.17)

rT = 16ϵ ≃ 12α
N2 . (6.18)

Lasketaan tälle mallille vielä skalaarihäiriöiden amplitudi (3.55). Ratkaistaan
ensin slow-roll-yhtälöstä (3.30) Hubblen parametrin neliö:

H2 = V (φ)
3 = αm2

⎛⎝ 4N
3α

+
√︂

4
9α2 + 1 − 1

4N
3α

+
√︂

4
9α2 + 1 + 1

⎞⎠ , (6.19)

josta tulee ison N :n ja pienen α:n approksimaatiolla yksinkertainen H2 ≃ m2. Kun
tämä sijoitetaan yhtälöön (3.55), saadaan samoilla approksimaatiolla

PR

(︄
m2

α

)︄
= H2

8π2ϵ
≃ N2

6π2
m2

α
. (6.20)

Tällöin siis esimerkiksi e-monikertojen N ollessa 55 (joka on käypä arvo [27]), saisi
tämä malli Planckin [22] havaitseman arvon PR ≃ 2 · 10−9 kun m2

α
≃ 4 · 10−11.

Kuvassa 12 on vielä kuvattu tämän α-attraktorimallin ennusteet ns ja rT las-
kettuna ylläolevalla laskulla ilman approksimaatioita. Tästä kuvasta näkee, kuin-
ka hyvin yleiset tulokset (6.2) täsmäävät mallin ennusteisiin, etenkin suurilla e-
monikertojen arvoilla.
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Kuva 11. Inflatonikentän potentiaali (6.7) arvoilla α = 1,10,100, jotka vastaa-
vat viivoja sininen, oranssi ja vihreä.
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Kuva 12. Spektraali-indeksin ns ja tensori-skalaari-suhteen parametrisia kuvaa-
jia mallissa (6.7). Kaikissa kuvissa katkoviivakuvaajat vastaavat approksimaa-
tioita (6.2) samoilla arvoilla kuin saman väriset täydet viivat. Kuvassa (a) on
mallin tuottamia parametrisia kuvaajia e-monikertojen N arvoilla 50 (sininen),
55 (oranssi) ja 60 (vihreä) α:n muuttujana α = [0.1 : 10]. Kuvassa (b) on myös-
kin sama parametrinen kuvaaja, mutta N :n muuttujana välillä N = [50 : 60],
α:n arvoilla 0.1 (sininen), 1 (oranssi) ja 10 (vihreä). Erityisesti pienellä α:lla
approksimaatiot vastaavat hyvin mallin tuloksia. Kuvassa (c) kuvat (a) ja (b)
yhdistettyinä alueiksi samoilla väleillä α = [0.1 : 10] ja N = [50 : 60]. Katkovii-
va esittää edelleen edellä mainittujen approksimaatioiden aluetta. Kuvassa (d)
sama kuva kuin (b), mutta isommalla välillä N = [1 : 60].
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7 Yhteenveto

Tässä tutkielmassa esiteltiin ensimmäisenä yleisesti oleellista kosmologiaa, jonka
jälkeen esiteltiin yksinkertaisen kaoottisen inflaation slow-roll-malli [1][2], ja tämän
häiriöt. Tämän jälkeen tutkielmassa on tutkittu kolmea muutakin kosmisen inflaa-
tion mallia: ensimmäisenä nopean vierimisen fast-roll-mallia [3], toisena tasaisen
vierimisen constant-roll-mallia [5], ja viimeisenä α-attraktorimallien luokkaa [6].

Alakappaleessa 3.3 esitetyistä kosmisen mikrotaustasäteilyn häiriöistä havaitta-
vista tensori-skalaari-suhteesta r, joka antaa graviitatioaalloille ylärajan, ja spek-
traali-indeksistä ns, joka on yhteydessä lämpötilahäiriöiden ∆T

T
amplitudin tehos-

pektriin PR, voidaan muodostaa taso, joka on muodostettu kuvassa 13. Tällä tasolla
voi verrata teoreettisten mallien ennustamien häiriöiden arvoja kosmisesta mikro-
taustasäteilystä havaittuihin arvoihin.

Fast-roll-inflaatiota tutkittiin kappaleessa 4. Fast-roll-inflaatio kuvaa nopean vie-
rimisen inflaatiota, jossa slow-roll-parametrit ovat suuria, ja slow-roll-rajat mene-
vät rikki. Kappaleessa todettiin inflaation todellakin olevan mahdollinen, vaikka
slow-roll-rajat olisivatkin rikkoutuneet. Fast-roll-inflaation todettiin kuitenkin ole-
van liian lyhytkestoinen ollakseen yksin vastuussa meidän maailmankaikkeutemme
laajentumisesta. On kuitenkin mahdollista, että se on voinut olla osana jonkinlais-
ta hybridi-inflaatiota, esimerkiksi sellaista jossa ensin on tapahtunut nopea fast-
roll-inflaation rysäys, jonka jälkeen on alkanut pidempi slow-roll-vaihe. Tällainen
hybridi-inflaatio voisi laskea häiriöspektrin ennustamia pienen moodin häiriöitä [32]
[34], mikä voisi sopia paremmin havaittuun dataan [13] kuin pelkkä tavallinen slow-
roll-inflaatio. Tämä on kuitenkin spekulatiivista.

Kappaleessa 5 tutkittiin constant-roll-inflaatiota. Constant-roll-inflaatiossa to-
dettiin olevan kyse yleisesti vakiovierimisestä. Constant-rollinkin todettiin voivan
rikkoa slow-roll-ehtoja, tuottaen kuitenkin inflaatiota. Inflatonin potentiaalille joh-
dettiin tarkka ratkaisu, jossa constant-roll-käytös toteutuu. Häiriöiden osalta tar-
kasteltiin yhtälöitä (5.21), joista tutkittu potentiaali saa haluamansa spektraali-
indeksin ns arvoa vastaavan constant-roll-parametrin α, josta potentiaali on riippu-
vainen (ks. kuva 9).
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Kuva 13. Havaittavasta datasta muodostettu r–ns-taso, jossa kuvattuna eri-
laisten teoreettisten inflaatiomallien ennustukset tensori-skalaari-suhteelle r, ja
spektraali-indeksille ns e-moninkertojen arvoilla 50 ja 60. Värilliset alueet ku-
vaavat yhden σ:n todennäköisyysaluetta eri havaintotapojen saadusta datas-
ta. Kuva on Euroopan avaruusjärjestön (engl. European Space Agency, ESA)
Planck-kollaboraation artikkelista [22].

Lopuksi kappaleessa 6 tutustuttiin α-attraktorimallien luokkaan, jossa mallit
johtavat samoihin tensori-skalaari-suhteen r ja spektraali-indeksin ns arvoihin. Näi-
den mallien tuottamat arvot vastaavat hyvin havaittua dataa.

Kuvassa 13 voi nähdä, miten eri mallien ennustukset sopivat havaittavaan da-
taan. Erityisesti α-attraktorit pienillä α arvoilla sopivat erinomaisesti. Yksinkertai-
nen kaoottisen inflaation malli sijoittuu juuri todennäköisen alueen reunamille. Ku-
vassa näkyvä R2-inflaatiokin, joka myös kuuluu α-attraktorimallien luokkaan, sopii
juuri oikealle alueelle. Tarkemmin R2-inflaatiosta voi lukea muun muassa Koshelevin
ja muiden tutkimuksesta [41].
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