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1 Johdanto

1.1 Fourier-muunnos ja signaalinkisittely

Fourier-muunnos on useilla aloilla erittdin tirked matemaattinen integraalimuunnos, joka
voidaan tulkita siten, ettd se muuntaa ajan yli esitetyn datan taajuuden yli esitetyksi (Gomes
20135). Fourier-muunnokseen liittyy olennaisesti my0s kddnteinen Fourier-muunnos, joka
voidaan tulkita datavirran muunnoksena taajuustasolta aikatasolle. Fourier-muunnoksella on

useita kdytdnnon sovellusten kannalta hyodyllisid ominaisuuksia.

Yleensi Fourier-muunnosta kdytetdin muuttamaan jokin hankalasti ratkaistava ongelma sellaiseen
muotoon, jossa ongelma on helpompi ratkaista. Havainnollistava esimerkki on ddninauhoite,
jossa on hdirigitd. Fourier-muunnos muuntaa nauhoitteen sisédltdmit taajuudet jakaumaksi,
josta voidaan helposti havaita ja eristdd hidiriotaajuudet. Muunnetusta signaalista poistetaan
kyseiset hdiriotaajuudet, ja sen jdlkeen signaali muunnetaan alkuperidiseen muotoon kiénteiselld

Fourier-muunnoksella. Lopputuloksena on (ldhestulkoon) hiiri6ton nauhoite.

Vaikka teoriassa useimmat signaalit ovat jatkuvieﬂ suurin osa signaaleista mitataan, tallennetaan
ja toistetaan diskreetissd muodossa. Siksi on oleellista yleistdd Fourier-muunnos diskreettiin
aikaan, jolloin puhutaan Fourier-sarjasta. Jos tdmd sarja rajataan dérelliseksi, saadaan diskreetti
Fourier-muunnos (DFT), ja samaa logiikkaa soveltaen kddnteinen diskreetti Fourier-muunnos
(DTFT). DFT:td voidaan kiyttidd johonkin todelliseen jaksolliseen otokseen, ja DFT sekéd
DTFT voidaan kuvata matriisimuodossa. Tdmé matriisimuoto muodostaa Fast Fourier Transform

—algoritmieFFT) pohjan.

FFT-algoritmien hyddyt ovat nopeus ja tarkkuus: niiden laskennallinen aikavaativuus on
O (nlogn), siind missi DFT:n laskemisen aikavaativuus on ¢'(n?) (Pickering [1986) (Van
Loan 1992); ja toisaalta kirjoittajan (1978):n mukaan DFT:n melun suhde signaalipisteiden
midrdin N on O(N) tai ¢(N?) riippuen pyoristystavasta, mutta FFT:lle & (logy(N)) tai
O ([log2(N)]).

1. Kvanttimekaanisella tasolla tdma ei ole totta, mutta tdma tutkimus keskittyy makrotason ilmitihin.

2. Suoraan suomennettuna "Nopea Fourier—-muunnos-algoritmi".



1.2 Digitaalinen kuvankisittely

Digitaaliset kuvat ovat tietokoneelle tallennettuja 2D—rasterikuvizﬂ joihin on yleensi sovellettu
jotain pakkausalgoritmia. Digitaaliset kuvat voivat esiintyi sellaisenaan tai kuvien joukkona,
joka on tallennettu tai joka piirretdéin reaaliajassa. Esimerkiksi elokuvat ovat valmiiksi tal-
lennettujen kuvien joukkoja, kun taas vaikkapa lddketieteessd kiytetdin tahystimid ihmisten

sisdelimien tarkasteluun reaaliaikaisesti.

Kuvia on usein tarve prosessoida, eli kiésitelld algoritmeilla. Edellimainitut pakkausalgoritmit
ovat (tirked) esimerkki kuvankisittelystid. Muita esimerkkejd ovat kuvien "yksinkertaistaminen"
automatisaation mahdollistamiseksi, kuvien koon muuttaminen, kuvien kidantaminen, kirkkauden

ja kontrastin sdéto, ja niin edelleen.

Sovelluskohteesta riippuen algoritmeilla on erilaisia vaatimuksia: esimerkiksi reaaliaikaisessa
renderdinnissd on tirkedd, ettd algoritmi on tehokas (skaalautuva) ja laitteistoon sopiva.
Ongelmia voi aiheutua, jos algoritmi vaikkapa tarvitsee liian paljon muistia, joutuu tekeméin
paljon alustustoiti, tai toimii vililld hitaammin. Toisaalta ei-reaaliaikaisissa kohteissa saatetaan
haluta painottaa siti, ettd lopputulos vie mahdollisimman véhén tilaa edelldmainittujen kus-

tannuksella.

1.3 Tutkielman rakenne

Téamin tutkielman tavoitteena on esitelld lukijalle FFT-algoritmien pédasialliset kdyttStavat
digitaalisessa kuvankasittelyssid. Johdanto-osiossa esitellidin Fourier-muunnokset, FFT-algoritmit
seki digitaalinen kuvankasittely padkohdiltaan. Toisessa luvussa tarkastellaan FFT-algoritmien
jadigitaalisen kuvankésittelyn matemaattista pohjaa. Kolmannessa luvussa tutustutaan varsinaisiin
FFT-algoritmien sovelluksiin digitaalisessa kuvankaisittelyssd. Lopulta neljinnessid luvussa

tehdddn yhteenveto tutkielmasta.

3. On olemassa my0s vektorikuvia, ja teoriassa digitaalisia kuvia voitaisiin tallentaa muutenkin kuin

bittimuodossa.



2 Fourier-muunnos ja Fast Fourier Transform -algoritmit

Téamai luku perustuu teoksiin Van Loan (1992)) ja Smith (1997).

Fourier-muunnos on matemaattinen operaatio, jota kdytetdidn laajasti matemaattisessa analyysissi

ja signaalinkisittelyssd. Matemaattisessa analyysissa sitd sovelletaan mm. osittaisdifferentiaaliyhtiloiden
ratkaisemisessa, ja signaalinkésittelyssid useilla sovellusalueilla, joilla on tarpeen analysoida

signaalia sen taajuuden suhteen. Signaalit voivat olla esimerkiksi puhetta, kuvia, tai elektronisen
mittalaitteiden tuottamaa tietoa. Tdmin tutkielman pédédpainopiste on digitaalisessa kuvankdsittelyssi
kiytettyjen algoritmien matemaattisessa taustassa, mutta tutkielman loppuosassa tuodaan

esille myds muita sovelluskohteita.

Fourier-muunnos perustuu matematiikan alalla tunnettuun teoriaan, jonka mukaan funktio
voidaan tietyin edellytyksin esittdd sini- ja kosinimuotoisten funktioiden integraalina tai
summana. Digitaalisessa kuvankisittelyssa kisiteltdvid datapisteitd on paljon, joten datapisteisto

on luontevaa esittidd yhteend muuttujana, vektorina.

2.1 Matemaattiset maaritelmat
2.1.1 Fourier-muunnos ja kiiinteinen Fourier-muunnos

Smithin (1997):in mukaan signaaleja voidaan esittdd aika- ja taajuustasolla. Fourier-muunnoksen
ominaisuudet kertovat, miten signaalin muutos yhdell4 tasolla vaikuttaa toisella tasolla. Muunnoksen
avulla signaali voidaan saattaa muotoon, jota on helpompi kisitelld jonkin tietyn ongelman
niakokulmasta: esimerkiksi signaalin taajuutta on helpompi muuttaa, kun signaali on esitetty

taajuustasolla.

(Jatkuva) Fourier-muunnos f voidaan miiritelld seuraavast

)= [ e 2mtax @

1. Méiritelmét vaihtelevat eri sovellusalueilla, koska eri mééritelmilld voidaan yksinkertaistaa erilaisten

laskutoimitusten kirjoitusasua; muunnos toimii olennaisesti samalla tavalla maéritelméasté riippumatta.



Fourier-muunnos muuntaa aikasignaalin taajuussignaaliksi. Osa signaaleista kuitenkin mitataan
taajuustasolla, ja yleensi késitelty signaali halutaan ilmaista sen alkuperdisessid mittausmuodossa.
Tamin takia tarvitaan operaatio, joka muuntaa signaalin takaisin taajuustasolta aikatasolle.
Tamai operaatio on aina mahdollista tehdi, ja operaatiota kutsutaan nimella kddnteinen Fourier-

muunnos.

Muunnettu data voidaan muuttaa tdsmélleen alkuperdiseen muotoonsa kayttimalld kdédnteisti

Fourier-muunnosta:

flk) = / Z fk)e*™ ™ gk (2.2)

(Kiinteinen) Fourier-muunnos voidaan tehdi jatkuville signaaleille. Yleisesti kédytetyt tietokoneet
kuitenkin tallentavat datan digitaalisessa muodossa, eli data on dérellisessd ja numeroituvassa
(diskreetissd) muodossa. Tdamin takia tutkielmassa kisitelldin Fourier-muunnoksen yleisempai
muotoa, diskreettid Fourier-muunnosta (DFT, Discrete Fourier Transform), jota voidaan soveltaa

diskreetteihin signaaleihin ja joka voidaan esittdd matriisimuodossa.

DFT voidaan méiritellad seuraavastiE]:

]T

n—1
=Y, ox; x=[x0s. - xn1]T 2.3)

B y:[y()a"'aynfl
j=0

®, =cos(2n/n) —isin(2xw/n) = o 2mi/n

Téssid yi ja x; ovat yksittdisid datapisteitd. Signaalinkésittelyssi kuitenkin kisitellddn yleensd

joukkoa datapisteitd, jolloin on luontevaa kayttdad diskreetin muunnoksen matriisimuotoa:

Fy= (fpq)
y = Fpx; o | (2.4)
qu _ wrllaq _ e—27tqu/n

2. Jatkuvan muunnoksen tapaan diskreetille muunnokselle on olemassa useampia yhtipitdvid mééritelmid,

joista valitaan sovellusalueeseen asianmukaisin.



DFT-matriisin koko on n x n. Yleensda DFT:114 tarkoitetaan em. matriisimuotoa.

Kaidnteinen diskreetti Fourier-muunnos voidaan muodostaa diskreetin Fourier-muunnoksen

operaatiomatriisiin perustuen:

1 n—1
X, = e2mari/ny, (2.5)
n=o

2.1.2 Kosinimuunnos

Fourier-muunnoksen méaritelmésti nihdiin, ettid se voidaan jakaa kosini- ja sinikomponentteihin.
Jattdmalld sinikomponentti pois paddytddn kosinimuunnokseen. Kosinimuunnosta kédytetdaan

esimerkiksi JPG-kuvien pakkaamisessa (Smith|1997). Kosinimuunnoksen mééritelma on siis

Fros(k) = /_ Z F(t) cos(27mxk)dx. (2.6)

Diskreetissd tapauksessa kosinimuunnos voidaan mééritelld monella hieman erilaisella tavalla.
Se, mitd madritelmid kannattaa kdyttdd, riippuu sovelluskohteesta. Yleisimmin kdytetty muoto

tunnetaan nimelld DCT-II (lyhenne tulee sanoista discrete cosine transform):

Vi = Zcos( @i+1)z )xj 2.7)

2.1.3 Konvoluutio

Signaalinkisittelyssi kédytetdin yleisesti Fourier-muunnoksen lisiksi operaatiota nimeltd konvoluutio
(Smith|1997). Konvoluutio on operaatio, jolle sy6tetddn systeemin pistejakaumafunktio (point
spread function seki jokin yksittdinen (normalisoitu) impulssi, ja ulos saadaan tdsmilleen,

miten impulssi on muuttunut. Koska signaalit voidaan jakaa yksittédisiin impulssikomponentteihin,

pistejakaumafunktio (ja konvoluutio) kuvaa, kuinka systeemi reagoi signaaleihin yleisesti.

3. Joskus pistejakaumafunktiosta kidytetddn nimitystd impulssivaste, mutta kuvankésittelyssd

pistejakaumafunktio-ilmaisu on yleisempi.



Smith (1997):n mukaan kahden funktion f ja g konvoluutio mééritelldén seuraavasti:

oo M-1
y(t) = x(1) % A1) Z/_MX(T)h(t—T)dT yln] = x[n] x hin] = Zoh[j]X[i—j] (2.8)
=

Konvoluution yhteys Fourier-muunnokseen on muun muassa siind, etté joitakin konvoluutioalgoritmeja

voidaan toteuttaa FFT-algoritmeja hyviksikédyttden (Van Loan |1992).

2.2 Fast Fourier Transform -algoritmit

DFT:n laskeminen voidaan toteuttaa suoraviivaisesti algoritmiksi, mutta suoraviivainen algoritmi
on hidas ja epitarkka: sen laskennallinen vaativuus on &' (nz)ﬂ Sen sijaan kaytetddn FFT-
algoritmeja, joiden laskennallinen vaativuus on &'(nlog(n)). Laskennallinen vaativuus kertoo,
kuinka monta laskutoimitusta jonkin ongelman ratkaisu (Fourier-muunnoksen tekeminen)

vaatii suhteessa ongelman kokoon (datapisteiden maérdén).

Joissain tapauksissa prosessoriarkkitehtuuri voi vaikuttaa algoritmin valintaan ja toteutukseen.
Yksinkertaisin esimerkki on moniydinprosessorit, joiden tapauksessa laskenta on
liukuistettava/putkitettava (pipeline). Jos prosessori kykenee kisitteleméén vektoreita, laskenta

saattaa usein helpottua.

Kaikki FFT- ja DCT-algoritmit ovat hajota—ja—hallitse-algoritmeja. Hajota—ja—hallitse-algoritmit
jakavat ratkaistavan ongelman pienempiin osaongelmiin, ratkaisee osaongelmat, ja yhdistdd
ratkaisut. Eri algoritmit jakavat laskettavat matriisit erikokoisiin osiin. FFT-algoritmit voidaan
jakaa kahteen pédédluokkaan: kantalukualgoritmit (radix algorithms) ja alkulukualgoritmit
(prime factor algorithms). Alkulukualgoritmien tapauksessa jaettujen matriisien koot ny ja np
ovat keskendin jaottomat ja siten erisuuret. Kantalukualgoritmien tapauksessa jaetut matriisit

voivat olla samaa tai eri kokoa, eiki jaon tarvitse tapahtua yhté suuriin osiin joka jaolla.
Kéytettdvin algoritmin valintaan vaikuttaa monta seikkaa seki laitteisto- ettd ohjelmistotasolla:

Ensinnikin datan on oltava algoritmin jakotapaan nihden sopivan kokoinen: seitsemén datapisteen

4. Vektoriprosessorilla vaativuudeksi voidaan saada ¢ (n), mutta niiden kéytté nyky#in on harvinaista.



joukkoa ei voi sellaisenaan jakaa kahtia, joten kantaluvun 2 algoritmeja ei voida soveltaa

kyseiseen datajoukkoon.

Valinnassa on otettava huomioon toimintaympériston tapa tallentaa vektorit ja matriisit: onko
matriisit tallennettu rivi- vai sarakejirjestyksessd; mikd on datapisteiden tallennusjirjestys;

kompleksisten vektorien tallennusjérjestys; ja niin edelleen.

Eri algoritmit palauttavat ja kdsittelevdat muunnetun datan eri tallennusjirjestyksessi. Joidenkin
algoritmien kohdalla muunnetun datan datapisteet eivét ole endd alkuperdisessi jirjestyksessi

lopussa tai muunnoksen aikana, ja eri algoritmit tallentavat datan joko riveittdin tai sarakkeittain.

Monesti algoritmin valintaan vaikuttavat muistinkdyton haasteet. Joissain tapauksissa ei ole
mahdollista kdyttdd erillistd "tyotilaa", jolloin muunnos on tehtdvd suoraan alkuperdisen
datan péille. Luonnollisesti titd ei voida tehdd, jos alkuperdinen data halutaankin sédilyttda.

Joskus my6s muunnoksen vilivaiheet halutaan tallentaa.

Viirid algoritmivalinta saattaa aiheuttaa sen, ettd perdkkiiset operaatiot joko vaativat viittauksia
toisistaan kaukana oleviin muistialueisiin tai viittaukset hyppéévit seuraavaan muistilohkoon,
mikd on hidasta (stride issue). Tirkein valinta muistiviittausten suhteen on se, tehddaanko

muunnos riveittdin vai sarakeittain.

Algoritmit kiyttdvit laskennassaan painokertoimia, jotka voidaan joko laskea etukéteen tai
muunnoksen aikana. Jos algoritmi on toteutettu védrin, samat kertoimet saatetaan joutua
laskemaan monta kertaa, ja toisaalta kertoimien laskutapa vaikuttaa laskennon nopeuteen ja

tarkkuteen.

2.2.1 Cooley-Tukey-algoritmikehys

FFT-algoritmeista tunnetuin on Cooleyn-Tukeyn algoritmi (CT-algoritmi). CT-algoritmit ovat
kantalukualgoritmeja; yksinkertaisimmassa tapauksessa puhutaan kantaluvun 2 CT-algoritmista

(radix-2 Cooley-Tukey algorithm).

CT-algoritmi voidaan esittdd seuraavana matriisitulona:



F,=A;...AP! (2.9)

Tidssd P, on nk. "bitinkddintopermutaatio” (bit-reversing permutation), ja sen tehtdvd on

jarjestdd data siten, ettd se voidaan suoraviivaisesti jakaa pienempiin osiin, joita voidaan

erikseen kisitelld DFT:114 (so. FFT-algoritmilla); A -matriisille ei ole vakiintunutta nimed.

Van Loan (1992) kutsuu A -matriisien kokonaisuutta termilld combination phasﬂ joten

se voitaisiin kddntidd esimerkiksi “yhdistelmdmatriisiksi”. Se vastaa edelld kuvatun DFT:n

summalauseketta.

Kantaluvun 2 "yhdistelmédmatriisin"varsinainen médritelmé on hieman monimutkaisempi:

A,=1,®By
L=24
I Q
By = 1L/2 5/2 r=n/L (2.10)
L2 —Qup .
. L/2-1 o =t
Q) =diag(l,0L,...,0,"" ")

Miiritelméid kannattaa ldhted tutkimaan tutuista ldhtokohdista késin: @y -termi méériteltiin

jo aikaisemmin. L = 29 kuvaa, monesko kahtiajako on meneilldén.

B tunnetaan erityisnimelld perhonen (butterfly). Sen toimintatapa on helpointa osoittaa

. T
kertomalla vektoria z =

ZB

6

perhosella:
I Q Z
yr —Biz— 1 L/2 T @.11)
YB I =Qpp| |28
r +8p 078
zr — 8 7B

5. Sivu 21, Algorithm 1.3.1.
6. T(op), B(ottom)



CT-algoritmin tapauksessa kyseessi on erityisesti perhosen aikadesimaatio-versio (decimation-
in-time, DIT). Joissakin FFT-algoritmeissd kiytetidin taajuusdesimaatio-perhosta (decimation-
in-frequency, DIF), joka on DIT-perhosen transpoosi. Nimet juontuvat siitd, miten signaalinkisittelyssa
aika- tai taajuusriippuvainen muuttujavektori voidaan jakaa osiin; Van Loan (1992) mukaan

terminologiasta voi 10ytid lisdtietoa Cochran ym. (1967):1t4.

Operaattori ® on Kroneckerin tulo, joka vastaa sitd, etti ensimmiisen matriisin jokaista

komponenttia kerrotaan oikealta toisella matriisilla. Esimerkiksi tapauksessa r = 2:

L Q
i 1) : L2 0
L ol |n © L —Q
hoB =" |el|' |- L/ 2.12)

0 b L —Qp)p 0 ! I Qpp
- 2

L —Qpp

L Qpp 0
D Qe
0 L Qpp
L —Qup|

= diag(BL,BL)

Itse CT-algoritmin voi toteuttaa monella tavalla riippuen siitd, millaisia rajotteita kiytettdviin

ohjelmistoon, laitteistoon ja ongelmaan liittyy.

Van Loan (1992)) esittelee muun muassa seuraavan ylikirjoittavan CT—algoritmitoteutukserE]:

Olkoon x € C" jan =2". Till6in seuraava algoritmi ylikirjoittaa x : n Fx:114:
forg=1:1
L« 2% r<n/L;L, <+ L/2
for j=0toL,—1
® < cos(2rmj/L) —isin(2mj/L)

7. Sivu 44, Algorithm 1.6.1



fork=0:r—-1
T4 0 -x(kL+ j+L,)
x(kL+ j+Ly) < x(kL+ j)—7
x(kL+j) < x(kL+j)+7T
end
end

end

2.2.2 Muut FFT-algoritmikehykset

Muut FFT-algoritmikehykset pohjaavat pddasiassa erilaisiin matriisituloihin seki

konvoluutioteoreemaan. Van Loan (1992) esittelee kahdeksan erilaista jakotapaa:

(DIT)-Cooley-Tukey: F,=A;...A\P, (DIF)-Cooley-Tukey: pAT .. AT
(DIT)-Pease: F,=H,...H P, (DIF)-Pease: pHT .. HT
(DIT)-Transposed Stockham S8 (DIF)-Transposed Stockham: SlT .. .StT
(DIT)-Stockham: G;...G (DIF)-Stockham: GI...Gcr

H, - Ly (Qpel) T
Ly —(Qpp®ly)
Sq= (I ®BL)(Ila, @11 2)
Gy=BLoL) L ®1)

L=21

r=n/L

Téssi etuliite DIT on lyhenne termisté decimation-in-time ja DIF termisti decimation-infrequency.
Termit viittaavat siihen, ettd DIT-algorimit tekevit FFT-jaon ajan suhteen aikariippuvaiselle
sisddntulodatalle x, ja DIT-algorimit taajuuden suhteen taajuusriippuvaiselle muunnetulle

ulostulodatalle y. Kdytinnossi ero on siind, ettd DIT tekee FFT-jaon valitsemalla joka n:néinnen
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datapisteen, kun taas DIF jakaa datan n:ndin osaan.

Van Loan (1992) esittelee konvoluutioon (2.2.5) perustuvat kaksi algoritmia: Raderin algoritmi
ja Bluesteinin algoritmi. Bluesteinin algoritmi tunnetaan myos nimelld taajuusmuuttuva z-

muunnos (Chirp z—transformﬂ Tissd esitellddn Bluesteinin algoritmiﬂ

Olkoon T, (a) Toeplitz-matriisi, jolle a; = (D{zn, j=—n+1:n—1.Tilloin seuraava algoritmi
korvaa x:n (x € C") Fyx:1l4:
for j=0: n-1
a(j) + el miln
a(=j) « a(j)
u(j) < a()x(j)
end
v < T,(a)u (lasketaan erilliselld algoritmilla)

y+<a0:n—1).xv

Suurin osa laskennasta tapahtuu Toeplitz-matriisin muodostamisessa, johon Van Loan (1992)

esitteli algoritmirm, jonka vaativuus on FFT-algoritmeja vastaava.

2.2.3 Kianteismuunnos

Diskreetin kddnteismuunnoksen kaavasta (2.1.1)) seuraa, ettd kddnteismuunnos saavutetaan
yksinkertaisesti korvaamalla kaikki @,-kertoimet niiden konjugaateilla @, ja kertomalla lopullinen

muunnos termilld 1/n, missd n on datapisteiden maéra.

8. Termi "sirind" (chirp) tarkoittaa signaalia, jonka taajuus joko nousee tai laskee ajan myo6td; z-muunnos
on muunnos, joka muuntaa diskreetin aikasignaalin taajuussignaaliksi. Diskreetti Fourier-muunnos on z-

muunnoksen erikoistapaus.
9. Sivu 210, Algorithm 4.2.3
10. Sivu 209, Algorithm 4.2.2
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2.2.4 Kosinimuunnos

Van Loan (1992) esittelee seuraavan DCT—H—muunnosalgoritmilﬂ

Olkoon x(0:m—1) € R"jam =2p. Tilloin seuraava algoritmi ylikirjoittaa x:n sen DCT-II:1la:

x(0:2:m—1)
S Fy
Epx(1:2:m—1)
fork=0:m—1
Yk 4 Re(0f, fi)
end

Tiéssd E, kiddntédd kerrottavan matriisin sarakkeet pdinvastaiseen j'airjestyksee

2.2.5 Konvoluutio

Konvoluutiolle pitee H,(h)g = F, 'diag(F,h)F,x. Timin tuloksen avulla voidaan muodostaa

esimerkiksi seuraava kantaluvun 2 algoritm

Olkoon g,h € C" jan =2". Nyt seuraava algoritmi korvaa g:n H,(h)g:114:
forg=1r:-1:1

g—Alg
h < Alh
end
g g.xh
forg=1:¢
g+ Agg
11. Sivu 243, Algorithm 4.4.6
0 0 1
12.Esim. E3= |0 1 0
1 0 0

13. Sivu 207, Algorithm 4.2.1
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end

g g/n

2.2.6 Moniulotteinen data

Kaikki ylldoleva koskee yksiulotteista dataa, mutta digitaalisessa kuvankasittelyssé kdsitellddan
yleensd 2D- tai 3D-dataa. Periaatteessa riittdd muuntaa data perdjilkeen ulottuvuus toisensa

jalkeen, mutta algoritmien toteuttamisessa on oltava yksiulotteista tapausta huolellisempi.

2.3 Muut muunnokset

Edelldmainittujen lisdksi 16ytyy lukuisia muitakin muunnoksia, joita kiytetdédn signaalinkésittelyssi:
esimerkiksi (diskreetit) aallokemuunnokset, Karhunen—Lo¢ve-muunnos ja Laplacen muunnokseen

perustuva z-muunnos (Smith 1997)).

Muiden kuin FFT:n ja DCT:n kisittely ohitetaan tdssi tutkielmassa, koska kuvankdsittelyn
kannalta FFT ja etenkin DCT ovat tirkeimmiit () ja koska useimmat eroavat Fourier-muunnoksesta
melko paljon eiké niitd voida laskea FFT-algoritmien avulla. Lisdtietoa muunnoksista 10ytyy

esimerkiksi (Yaroslavsky 2014):n artikkelista.
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3 Signaalinkiisittely

Digitaaliset signaalit ovat funktioita, jotka vélittdvit tietoa systeemistd dérelliselld tiheydelld
Priemer (1991). Signaalinkisittely on signaalien analysointia ja muokkaamista. Smith (1997):n
mukaan joitakin signaalinkésittelyn keskeisid tyokaluja ovat DFT (etenkin FFT) ja konvoluutio.
Young, Driggers ja Jacobs (2008) esittivit, ettd signaalinkdsittelyn perustyokalut ovat Fourier-
muunnos, aallokemuunnos (wavelet transform) seki direllisen impulssivasteeseen ja Fourier-

muunnokseen perustuvat suodattimet.

Kuvankdsittely on yksi signaalinkisittelyn alakategoria. Kuvasignaali on siité erityinen, etti
sen sisédltama tieto on kooditettu(encode) tilaan eikd aikaan. Tdmin takia DFT:n "tulkinta"on

kuvien tapauksessa hieman erilainen Smith (1997).

3.1 FFT signaalinkasittelyssi
Téami osio perustuu teokseen Smith (1997).

DFT:td kdytetddn usein yhdelld kolmesta tavasta: signaalien taajuusspektrin laskemiseen,
systeemien taajuusvasteen selvittdmiseen impulssivasteesta tai toisinpiin, tai osana monimutkaisempia
signaalinkésittelytekniikoita. Signaalin taajuuspektri siséltdd tietoa kyseisestd signaalista,

kun taas impulssivaste ja taajuusvaste ovat tiydellisid kuvauksia vastaavista jirjestelmisti.

Suodattimet ovat tirked osa signaalinkisittelyd: niitd kdytetddn signaalien erottelemiseen ja
entisointiin (virheiden vahentdmiseen). Halutunlainen lineaarinen suodatin voidaan suunnitella
FFT:tid hyodyntiden. Suoraviivaisin tapa suodattaa signaali on konvolvoida sitd FFT:n avulla

luodun suodattimen kanssa. Muunlaisiakin suodattimia toki on.

3.2 FFT kuvankisittelyssa

Lineaarisia suodattimia kdytetidn kuvankaésittelyssd muun muassa ddriviivojen laadun parantamiseen,
hiirion vihentdmiseen, valaistuksen tasapainottamiseen, ja himaéarryksen (blur) ja liikkkeen

aitheuttaman konvoluution korjaamiseksi (Smith |1997).
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Téssd osiossa kiésitellddn FFT:n joitakin sovelluksia kuvankisittelyssd mukaanlukien videokuva.

Taman tutkielman lista ei ole millaan tavalla kattava.

Joissakin sovelluksissa kéytetddn DCT:td - ndmi sovellukset on sisélletty tdssd, koska DCT
on helpointa toteuttaa FFT:n avulla, ja toisaalta koska lohkoihin kédytettavd DCT on kdytetyin

kuvan ja videon kooditukseen (encoding) kiytetty muunnos (Bovik |[2000).

3.21 JPEG

JPEG on viitetysti yksi suosituimmista kuvaformaateista (Abuzaher ja Al-Azzeh 2017; Hou
ym. 2018; Liu ym. 2018)), mutta tieteellistd tutkimusta viitteestd on vaikea 10ytad. Verkkosivun
Media | 2019 | The Web Almanac by HTTP Archive (2020) vuonna 2019 julkaistun raportin
mukaan Internetin kuvahauista 60 % ja kuvatavuista 65 % on JPEG-muodossa, kun taas
toisen verkkosivun W3Techsin Historical trends in the usage statistics of image file formats
for websites, December 2020 (2020) mukaan 31.12.2020 72.3 % Internetin 10 miljoonalla

suosituimmalla sivulla oli JPEG-kuvia.

Hiviollinen JPEG-kuvanpakkaus perustuu DCT:hen (Wallace [1992). Kuvat jaetaan ensin
8 x 8-lohkoihin ja jokainen lohko kisitellddn erikseen DCT:114. Harmaakuville riittdd yksi
kisittely DCT:114 - vérikuvien tapauksessa voidaan joko kisitelld eri vérit (esimerkiksi RGB)
erikseen tai "lomittain"kédsittelemalld eri virejd eri lohkoissa. Saatu taajuusjakauma pakataan

ensin kvantisoimalla (hdvidllinen prosessi) ja sitten entropiakoodauksella (hdvioton prosessi).

Kuvanpakkaus puretaan tekemélli edelliset askeelet pdinvastaisessa jarjestyksessd ja korvaamalla

DCT sen kidnteismuunnoksella (IDCT).

3.2.2 Videostandardit

Videokuva koostuu jonosta kuvia, jotka niytetdin katsojalle nopealla tahdissa. Yleensi videokuva
pakataan, koska muuten se vie liian paljon tilaa. Tilld hetkelld suosituin pakkausstandardi

on H.264, joka tunnetaan my0s nimelld MPEG osa 10 (Punchihewa ja Bailey [2020)). Se ja

sen edeltdjiat H.262 ja H.263 perustuvat H.261-standardiin (Sullivan ja Wiegand 2005)).

H.261 ja sen seuraajat perustuvat osittain DCT:hen (Wiegand ym. 2003) (Girod, Steinbach
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ja Faerber [1995)). Standardeissa sitd kdytetddan kuvien pakkaamiseen jakamalla kuvat 8x8-
lohkoihin (H.261-H.263) tai mahdollisesti 4x4-lohkoihin (H.264), jotka syotetdin DCT:lle
(Girod, Steinbach ja Faerber [1995) (Wiegand ym. 2003)). Jokaista yksittdistd videokuvaa
ei kannata pakata (Sullivan ja Wiegand [2005), ja standardeissa kdytetddnkin DCT:n liséksi
muitakin pakkauskeinoja (Sullivan ja Wiegand 2005) (Wiegand ym. 2003) (Girod, Steinbach
ja Faerber 1995)).

H.261-H.263 tapauksessa ainoastaan kddnteisen DCT:n (IDCT) tarkkuudelle on annettu parametreja
(Sze, Budagavi ja Sullivan 2014). H.264:n tapauksessa sekd DCT:lle ettd IDCT:lle annetaan

kokonaislukuapproksimaatiot, joita standardin toteutuksissa on kaytettava (Wiegand ym.[2003).

My6s melko uudessa ja suosiota kerddvassd HEVC-standardin (High Efficiency Video Coding)
toteutuksissa tulee kidyttdd médrattyjd IDCT:n approksimaatioita lohkokoilla 4 x 4, 8 x 8§,
16 x 16 ja 32 x 32, tai vaihtoehtoisesti diskreettid kddnteistd 4 x 4-sinimuunnosta (Sze, Budagavi

ja Sullivan 2014)).

Vaikka DCT onkin osa kaikissa H.261-H.264-standardeja, sen kdyttotapa niissé ei ole olennaisesti
muuttunut (lohkokokoa lukuunottamatta) ja suurin osa kyseisten koodekkien parannuksista
on liittynyt litkekorjattuun ennustukseen (motion-compensated prediction) (Sullivan ja Wiegand

2003)).

3.2.3 Muut sovellukset

R.W. Cox ja Raogiong (1999) ehdottivat, ettd aikakehittyvin taajuuden z-muunnosta (chirp
z-transform) magneettiresonanssikuvien (NMR image) nopeaan pyorittimiseen 2D- ja 3D-
tasoissa tarkasti. DFT on kyseisen muunnoksen erityistapaus. Cox ja Tong esittelevit, miten
z-muunnos voidaan laskea FFT:td hyodyntaen. NMR-kuvien pyorittaminen on tirkeéda kuvattavien

potilaiden liikkeen takia.

Li, Mueller ja Ernst (2004)) vertasivat z-muunnosta ja FFT-kirjaston avulla toteutettua signaalien
uudelleenndytteistamistd (resampling). Uudelleenndytteistimistd tarvitaan kun kuvia suurennetaan,
kddnnetddn, siirretddn, tai vidnnetddn; sekd muun muassa CT-, PET- ja MRI-kuvien kohdentamisessa.
Tutkielmassa todettiin, ettd z-muunnos ja FFT-kirjasto saavuttivat samankaltaisen tarkkuuden,

mutta FFT-kirjasto oli huomattavasti nopeampi. Kuvien késittelyssd kuvat siirrettiin taajuustasolle
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FFT-muunnoksella, muokattiin matemaattisilla operaatioilla ja muunnettiin takaisin.

Lve Huang ym. (2020) esittelivit, miten FFT:td voidaan hyodyntéé liikkuvan kuvan sumentumisen
vihentdmiseksi. Esitellyssd algoritmissa kuvaan kéytettiin FFT:td kaksi kertaa perdkkiin,
jotta saatiin tarkka arvio siitd, kuinka paljon kuva oli sumentunut. Tdmén jédlkeen kuvasta
poistettiin tilastollisella optimointialgoritmilla yliméiriiset taajuudet. Menetelma toimi tutkielman

testeissd hyvin.

Zahedi ja Ghadi (2015) yhdistivit FFT:n ja Gabor-suodattimen sormenjélkikuvien tunnistamisessa.
Gabor-suodatin on parempi 10ytdméin rikkindiset ja haarautuvat "harjanteet”, kun taas FFT

on parempi yhdistdmiin "katkenneet" harjanteet ja tiyttimééin sormenjilkikuvan reikid. Menetelméssa
sormenjdlkikuva jaetaan osioihin ja jokaiseen osioon sovelletaan joko FFT:td tai Gabor-
suodatinta riippuen siitd, kumpi "korjaa"osion paremmin. Tutkielma I6ysi, ettd menetelmé

saavutti parempia tuloksia kuin asiantuntija, tai vain FFT:n tai Gabor-suodattimen kaytto.

Gil-Jimenez ym. (2005) kayttiviat FFT:ti liikennemerkkien luokitteluun (classification). Aluksi
kuvista eristetddn kaikki muodot, jotka saattavat olla liikkennemerkkejd, ja sen jilkeen nimé

alueet esikésitelldédn. Esikisitellyt alueet muunnetaan FFT:114 ja verrataan valmiiksi laskettuihin
tunnettujen litkkennemerkkien FFT-kuviin. Menetelmaaé sovellettiin noin 300 kuvan testikuvajoukkoon

ja silld saavutettiin kohtuullisen hyvii tuloksia.

Tian ym. (2018) pyrkivit parantamaan kasvontunnistusta liittdmilla FFT:n avulla lasketun
taajuusjakauman harvassa luokittelijassa. Aikaisemmissa menetelmissi luokittelijaa opetettiin
pelkistddn muokkaamattomien kuvien avulla, mutta tutkielmassa kehitettiin uusi pisteytystapa,

joka hyodynsi kuvien taajuusjakaumaa. Menetelmd todettiin tehokkaaksi ja vakaaksi.

Kruse, Rother ja Schmidt (2017)) pyrkivit poistamaan viahentiméédn kuvien sumentumista eli
dekonvolvoimaan kuvia. Aikaisemmissa iteratiivissa dekonvoluutiomenetelmissé joka iteraatiolla
FFT:téd sovellettiin kuvasta suodattimilla ja muutenkin laskettuihin funktioihin, jotka yhdistettiin
uudeksi funktioksi joka syotettiin kédédnteiselle FFT:lle jota kdytettiin seuraavan iteraation
laskemiseksi. Tutkielmassa osa funktioista korvattiin konvoluutioneuroverkoilla, eli kd4dnteisen

FFT:n sy6te muuttui.

Wang ym. (2006) kayttivdat FFT:td osana hdiridonpoistoa kuvissa. Tutkielmassa muokataan
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aikaisempaa menetelmdi, jossa lasketaan kuvan kaikkien pikselien painotettu keskiarvo,
jota kdytetddn hiirididen poistamiseen. Aikaisempi menetelmd muunnetaan muotoon, jossa
esiintyy vain summia ja konvoluutio. FFT:n osuus menetelmissid on muuntaa konvoluutio

yksinkertaiseksi kertolaskuksi.

Kuvien kohdistamisessa eli niiden koordinaattijéiirjestelmien yhdentdimisessd (image registration)
on olennainen kuvankisittelytehtdva (Brown|1992). FFT:td voidaan kéyttéda tihédn tarkoitukseen,
kuten (Averbuch ja Keller 2002) esittelee. Averbuchin ja Kellerin algoritmissa lasketaan
kahden kuvan korrelaatio Fourier-muunnosta hyddyntéen ja sen jidlkeen iteratiivisesti siirretdin

kuvia Fourier-muunnoksiin perustuvilla operaatioilla, kunnes loppuehto téayttyy.

Zear, Singh ja Kumar (2018) kéyttivit diskreetin aallokemuunnoksen (DWT), DCT:n ja
singulaariarvohajotelman (SVD) yhdistelmii terveydenhuollossa kiytettidvien kuvien
vesileimaamiseen (watermarking). Esitellyssd menetelmésséd vesileimattava kuva syétettiin
DWT:lle. DWT:n ulostulosta valittiin yksi taajuusalue, joka syotettiin DCT:lle ja sitten SVD:lle.
Téhin ulostuloon liséttiin kolme erilaista vesileimatyyppid, joista yhdessd kéytettiin DCT:td

ja SVD:td. Vesileimattu taajuusalueeseen kéytettiin sen jilkeen jarjestyksessd kddnteistd SVD:t4,
kidnteistd DCT:td ja kddnteista DWT:td. Menetelmin vesileimat todettiin huomaamattomammiksi,
kestavammiksi ja "tilavammiksi" kuin jos kuvat olisi vesileimattu pelkéstian DWT:114, DCT:114

tai SVD:1l4.

Lija Wyrwicz (2018]) tekivit laitteistopohjaisen FFT-algoritmitoteutuksen ja raportoivat suunnitelmasta

ja toteutuksesta rinnakkaiselle 2D-FFT:lle FPGA-piireissi.
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4 Yhteenveto

Téssi tutkielmassa kisiteltiin Fourier-muunnoksen, sen tehokkaan toteutuksen ja kuvankésittelyn

yhteytta.

Fourier-muunnos on matemaattisella tasolla hyvin tunnettu ja tutkittu menetelmi ja sen
kiyttoonottoon on kehitetty useita eri algoritmeja. Uusin FFT-kirjallisuus vaikuttaa keskittyvan
FFT-algoritmien hydodyntdmiseen osana monimutkaisempia algoritmeja. Laitteistopohjaisia
FFT-algoritmitoteutuksia kehitetdin myos jonkin verran - vaikka ne eivit olleetkaan tutkielman

keskiossd, yksi esimerkki mainittiin.

Tutkielmassa viitattujen tutkimuksista nousi esille se, ettd niisséd kidytettiin aina jotain muuta
menetelmédd Fourier-muunnokseen pohjautuvien menetelmien liséksi. Konvoluutio tai FFT-
algoritmi yksindin eivit ole kuvankésittelyd, vaan enemmainkin valttiméttomia astinkivii,

joita tarvitaan monimutkaisempien menetelmien mahdollistamiseksi.

Fourier-muunnosta ei my0dskéin kéytetty uusien kuvien luomiseen, vaan nimenomaan olemassaolevien

kuvien késittelyyn tavalla tai toisella.

Yleisesti ottaen Fourier-muunnosta kiytetddn my0s kuvankaésittelyssi siihen, etti jokin ongelma
muutetaan sellaiseen muotoon, jossa sen omainaispiirteet on ilmaistu selkeilld ja késiteltavilla
tavalla. Ongelma ratkaistaan yksinkertaisessa mutta ihmisepéystidvéllisessd muodossa ja muunnetaan

takaisin ithmisystédvilliseen muotoon.
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