Naslundin pituuskéyrddn perustuvia Bayes-malleja puun
lapimitan ja pituuden véliselle riippuvuudelle

Joel Kostensalo

(Ohjaajat: Matti Vihola (JyU), Mari Myllymaki (Luke))

Pro gradu -tutkielma

Jyvéskyldn yliopisto
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kevit 2020






i

Tiivistelmi: J. Kostensalo Ndslundin pituuskdayrddin perustuvia Bayes-malleja puun
lapimatan ja pituuden vdaliselle ritppuvuudelle, pro gradu -tutkielma, 38 s., Jyviskyldn
yliopisto

Matematiikan ja tilastotieteen laitos

Kevit 2020.

Téssa tutkielmassa tutkittiin puiden pituusmallintamista Bayes-tilastotieteeseen
perustuen. Aineistona kéytettiin Parkanossa sijaitsevista méntykokeista tehtyja mit-
tauksia. Metsikko on perustettu vuonna 1929 ja puuston mittaukset on tehty kevaalla
1963, syksylld 1968 ja 1975, kevaalla 1987 ja syksylla 1999, 2006 ja 2011. Pituuden ja
lapimitan todettiin olevan puutasolla korreloituneita mittauskertojen valilld. Toisin
sanoen keskiméardistd ohuemmat tai paksummat puut olivat todennédkdéisesti myos
tulevaisuudessa keskiméaraistd ohuempia tai paksumpia. Niinpd puutason satunnais-
vaikutus todettiin tarpeelliseksi mallinnuksessa, kun samasta puusta on kaytossé usei-
ta mittauksia. Mallinnus perustui Naslundin pituuskéyrédén, jonka parametrien tar-
kastelu ajan funktiona osoitti, ettd mallin vakioterminé toimivalla parametrilla by ei
ole selkedd aikariippuvuutta, mutta lapimittaan liittyvan parametrin b; arvon havait-
tiin pienenevin metsin varttuessa.

Mallien posteriorikeskiarvojen méadraytymista pienelld méaérilla mittauksia tutkit-
tiin valitsemalla aineistosta 100 kertaa kolme satunnaista puuta, joiden mittauksiin
perustuen parametrien posteriorikeskiarvot maéaritettiin. Jopa hyvin heikon prioritie-
don todettiin tarkentavan estimointia tasaamalla huonosta koepuiden valintaonnesta
johtuvia poikkeuksellisia parametrien arvoja. Lisdksi Bayes-mallin pituusestimaattien
todettiin tarkentuvan nopeasti, kun kédytettavissa on myos aiempien vuosien mittauk-
sia. Vertailukohtana kéaytetty linearisointiin perustuva malli osoittautui selvésti her-
kemmaiiksi poikkeaville havainnoille. Liséksi asiantuntijatiedon tuominen mukaan pa-
rametrien rajaukseen kiy varsin luontevasti Bayes-mallissa, jolloin muutamalla puul-
la tehdyt sovitukset eivit ole alttiita poikkeaville havainnoille samassa méaérin kuin
pelkastdan mittausdataan perustuvissa malleissa.
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Johdanto

Talousmetsén arvon ja tulevien tuottojen simuloimiseksi tarvitaan luotettavaa
tietoa puiden kokonaistilavuudesta. Tilavuuden arvioimiseksi tarvitaan tietoa puiden
pituus- ja ldpimittajakaumista [1, 2]. Puun pituuden méérittaminen on selvisti 1api-
mittaa tyoladmpad, mistd johtuen ldpimitta kirjataan ylos tavallisesti joukosta (té-
mén tyon aineiston tapauksessa kaikista) jotain minimildpimittaa paksumpia puita
(nk. lukupuut), mutta ajan sddstdmiseksi pituus mitataan vain pienestd osasta lu-
kupuita (nk. koepuut). Lukupuiden pituudet estimoidaan pituus-lapimitta-relaatiota
kuvaavalla pituuskéyralld, jonka parametrit, joita on tavallisesti kaksi tai kolme, so-
vitetaan koepuiden avulla. Pituuskayriné on kdytetty useita funktioita, kuten Curtis
[3], Schumacher [4], Prodan [5] ja Korf [6]. Mehtdtalon ym. laajassa vertailussa [1] mi-
kasan tutkituista kuudestatoista funktiosta ei osoittautunut ylivoimaisesti parhaaksi.
Testatuista malleista kaksiparametrinen Néslundin pituusmalli [12] ndytti kuitenkin
toimivan kaikissa kaytossé olleissa aineistoissa varsin hyvin.

Néslundin pituuskédyradn perustuvia malleja on sovitettu useissa suomalaisissa
tutkimuksissa [7, 8, 9, 10]. Néissa tutkimuksissa parametrien oletettiin olevan lineaa-
risesti riippuvia koealan puiden keskildpimitasta ja -pituudesta. Oletus parametrien
lineaarisesta keskildpimittariippuvuudesta aiheuttaa kuitenkin harhaa pituusennus-
teisiin erityisesti nuorissa metsissé, joissa keskildpimitan logaritmi nayttéaisi toimivan
paremmin [11]. Logaritminen riippuvuus osoittautui toimivaksi my6s nuoressa loblol-
lyméntykohteessa (Pinus taeda) Mehtatalon ym. tutkimuksessa [1].

Aiemmissa tutkimuksissa malleja on sovitettu epélineaarisella regressiolla tai vaih-
toehtoisesti linearisoimalla malli epélineaarisella muunnoksella, minké jalkeen malli
on lokalisoitu eli kalibroitu yhden tai useamman havainnon avulla. Pituuskayrin méaa-
rittdmiseen vahéiselld méagralla havaintoja liittyy kuitenkin merkittava riski siité, ettéa
valitut puut ovat poikkeuksellisen ohuita tai paksuja suhteessa pituuteensa [14]. Li-
nearisointiin perustuvan menetelmén yhtend hankaluutena on myos se, etta epéline-
aarisen muunnoksen kaytto aiheuttaa harhaa, mutta téita ongelmaa voidaan lieventaé
tekemaélld takaisinmuunnoksessa harhankorjaus [15].

Téamén tutkielman tarkoituksena on kehittdd Bayes-tilastotieteeseen perustuvia
malleja puiden pituusmallinnukseen. Kun parametrien ajatellaan olevan satunnais-
muuttujia, ei niiden posteriorijakaumien simulointi vaadi mallin linearisoimista. Epé&-
lineaariseen regressioon perustuvaan frekventistiseen estimointiin ndhden potentiaa-
lisena etuna on se, ettéd asiantuntijatietoa voidaan ottaa luontevasti mukaan priorien
muodossa. Télloin poikkeavat havainnot eivét korjaa pituuskdyrdé niin voimakkaas-
ti poikkeavan havainnon suuntaan, ja tédten parametrien estimointi pienelld maaralla
mittauksia ei ole niin riskialtista.



2 JOHDANTO

Aineistona kaytetddn Parkanossa sijaitsevista neljastd méntykokeesta tehtyja mit-
tauksia. Kokeissa puuston harvennusvoimakkuus vaihtelee harventamattomasta voi-
makkaasti harvennettuun ja mittaukset on tehty metsén ollessa 34-83-vuotias. Mal-
linnuksen ldhtokohtana kéytetddn Naslundin pituuskédyrdd. Kiinnostuksen kohteena
on funktion parametrien riippuvuus muuttujista, kuten metsikon idsté ja keskilapimi-
tasta. Tavoitteena on myos selvittéé, voidaanko asiantuntijatietoa kiyttien saavuttaa
kaytiannossa merkittavid etua frekventistisiin sovituksiin verrattuna, kun kaytossi on
véhédinen méira mittauksia.

Tutkielma on jaettu neljadn kappaleeseen. Kappaleessa 1 esitelladn tyossa kay-
tettdva aineisto. Kappaleessa 2 esitelladn Naslundin pituuskéyrd ja mallin raken-
nus vaiheittain alkaen yksinkertaisesta mallista ja padttyen hierarkkiseen sekamalliin.
Kappaleessa 3 esitellddn tulokset, ja kappale 4 sisdltdéd lyhyen yhteenvedon seké joh-
topadtokset.



LUKU 1
Aineisto

Téssé tyosséd aineistona kidytetddn mittauksia Parkanossa sijaitsevista méantyko-
keista. Kokeisiin liittyy 17 tuhannen neliémetrin (0.1 ha) suuruista koealaa eli ruutua,
jotka sijaitsevat kaikki samalla VT-kankaalla (Vaccinium-tyyppi eli puolukkatyyppi).
Ruutujen harvennusvoimakkuus vaihtelee harventamattomasta voimakkaasti harven-
nettuun. Voimakkaasti harvennettuja ruutuja on viisi, ja muissa harvennusluokissa
on kussakin neljad ruutua. Metsikkd on perustettu vuonna 1929 ja kokeet aloitettu
1963. Puuston mittaukset on tehty kevéallda 1963 metsikon kasvettua 34 kasvukautta
(ksk), syksylld 1968 (40 ksk) ja 1975 (47 ksk), kevaalld 1987 (58 ksk), seké syksylla
1999 (71 ksk), 2006 (78 ksk) ja 2011 (83 ksk). Poikkeuksena on neljds harventamaton
ruutu, joka on mitattu ensimmaéisen kerran vasta 1968. Syksyn 1999 mittauksia jatket-
tiin kevéalle 2000, mutta kasvukausien lukumaééra oli mittausten ajan sama. Kaikista
ruutujen puista on méaritetty mittauksen yhteydessé lapimitta, ja lisdksi puulaji on
kirjattu ylos. Osa puista on valittu koepuiksi, joista on mitattu lisdksi puun korkeus
ja latvustotunnuksia.

1.1. Metsikko

Jokaisesta koealasta on tiedossa runkoluku, keskildpimitta, valtapituus (100 pak-
suimman puun keskipituus), puuston kuitu- ja tukkitilavuus seké harvennusluokka.
Tiedot on kirjattu ylos koko puustolle, metsikkoon harvennuksen yhteydessa jaavil-
le puille, leimatuille puille sekd luonnonpoistuman vuoksi kadonneille puille erikseen
jokaisen mittauskerran yhteydessa.

1.1.1. Runkoluku ja lajisto. Runkoluku ajan funktiona eri harvennusluokille on
esitetty kuvassa 1.1. Runkoluvun perusteella keskinkertaisesti ja voimakkaasti har-
vennetut metsit eivit eroa toisistaan merkittavéisti. Lievd harvennus vastaa kokeen
alkupuolella harventamatonta tapausta, mutta metsin varttuessa runkoluku piene-
nee lievasti harvennetussa metsissd harventamatonta nopeammin. Harventamatto-
man metsédn runkoluvun kédytos poikkeaa harvennetuista: runkoluku laskee selvésti
hitaammin alussa kiihtyen ajan myota. Vuonna 2011 runkoluku oli 1300 runkoa/ha,
mikd on muita harvennusluokkia selviésti korkeampi. Keskinkertainen ja voimakas
harvennus ovat johtaneet samankaltaisiin kehityksiin runkojen tiheydessa.

Vaikka kyseessd on nelji méntykoetta, esiintyy metsikoissd myos pieni&d méarid
muita puulajeja. Lukupuiden lajijakauma on esitetty taulukossa 1. Kokeen alussa lu-
kupuina toimivia méantyja oli 3031 kappaletta, kun taas vuonna 2011 lukupuuméntyja
oli en&dd 1340. Muiden lajien lukumééara on pysynyt koko kokeen ajan varsin tasaisena.
Poikkeuksena téstd ovat rauduskoivut, joiden lukuméérd on voimakkaasti pienenty-
nyt, mahdollisesti harvennuksen seurauksena. Toiseksi yleisin puulaji metsikoissa on
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1. AINEISTO

Runkoluku harvennusluokittain
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Kuva 1.1. Runkoluvun kehitys metsdn varttuessa eri harvennusluo-
kissa.

TAULUKKO 1. Lukupuiden kokonaismé#rd Parkanon kokeissa puula-
jeittain ajan funktiona.

Vuosi Ménty Kuusi Rauduskoivu Hieskoivu Haapa Muu

1963 3031 34 38 177 2 0
1968 3184 35 38 179 2 0
1975 2849 35 25 179 2 0
1987 2367 32 6 192 2 0
1999 1606 40 ) 207 2 5
2006 1423 40 5 198 2 5
2011 1340 39 b} 166 0 2

TAULUKKO 2. Muiden puiden kuin méantyjen keskiméarainen lukuméa-
ra ja vaihteluvali harvennusluokittain.

Harvennus Keskiarvo Vaihteluvili
Harventamaton 141.6 (124, 178)
Lieva 30.6 (26, 35)
Keskinkertainen 30.9 (20, 43)

Voimakas 39.7 (32, 49)
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Mantyjen lukumaara harvennusluokittain
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Kuva 1.2. Méntyjen kokonaisméiré ajan funktiona.

TAULUKKO 3. Koepuiden lukumééra ja osuus méannyista.

Vuosi Koepuiden lkm  Osuus

1963 801 26.4 %
1968 865 27.2 %
1975 828 29.1 %
1987 661 27.9 %
1999 531 33.1 %
2006 512 36.0 %
2011 502 37.5 %

hieskoivu, joita on noin 10% puista. Taulukossa 2 puulajisto on esitetty harvennus-
luokittain. Muut puulajit néyttéisivit esiintyvén ldhes yksinomaan harventamatto-
massa metsassi. Lisdksi lajiston ajallinen tarkastelu paljastaa, ettd muiden puulajien
médra nayttaisi ajan myotd kasvavan harventamattomassa metsissé, kun taas kai-
kissa muissa harvennusluokissa trendi on selvésti laskeva. Muiden lajien lukumééra
on siis varsinkin harvennettujen ruutujen kohdalla hyvin pieni. Kuvan 1.2 perusteel-
la méantyjen lukuméérit harventamattomien ja lievésti harvennettujen ruutujen vé-
lilla ovat varsin ldhelld toisiaan koko tarkasteluaikana. Erot runkoluvuissa johtuvat
siis ldhinné harventamattomissa ruuduissa useammin esiintyvistd muista puulajeista.



6 1. AINEISTO

Lapimittajakauman aikakehitys
1968 [| 1975 [| 1987

2501
2001
150
100

501

— Harventamaton

| 2008 || 2011 — Lieva
2501 — Keskinkertainen

— Voimakas
2004
150+

100+
0_

0 100 200 300 O 100 200 300 O 100 200 300
Lapimitta (mm)

Lukumaé&ara
%)
[{s]
[{s]

Kuva 1.3. Puiden halkaisijoiden jakauman aikakehitys harvennusluo-
kittain.

Keskinkertaisesti ja voimakkaasti harvennettujen ruutujen runkoluvut ovat hyvin l&-
helld toisiaan, mutta voimakkaasti harvennettuja ruutuja on yksi enemmaén, jolloin
runkojen kokonaismé#rda voimakkaasti harvennetuissa ruuduissa on suurempi. Erot
runkoluvuissa harventamattomien ja lievésti harvennettujen ruutujen vélilla johtu-
vat ldhinnd muista puulajeista, joita esiintyy harventamattomissa ruuduissa selvisti
enemman.

Koepuiden lukuméérit vuosittain on esitetty taulukossa 3. Koepuiden lukuméé-
ra vaihteli tutkimusaikana vélilla 502-865 ja sisélsi 26-38% lukupuista. Koepuiden
osuus lukupuista kasvoi metsikon vanhetessa. Osa koepuista poistui kokeen edetessé,
ja toisaalta osalle koepuista ei ole tehty pituusmittauksia ensimméisestd mittausker-
rasta alkaen vaan pituus on mééritetty vasta jostakin myohemmésté mittauskerrasta
eteenpéin.

1.2. Puuston pituus ja ldpimitta

Lukupuiden ldpimittajakauman kehitys on esitetty kuvassa 1.3 ja koepuiden pi-
tuusjakauman evoluutio kuvassa 1.4. Nuoressa metséssd ldpimittajakauma on voi-
makkaasti oikealle vino, mutta metsén ikééntyessé keskildpimitta kasvaa ja jakauman
muoto ldhenee normaalijakaumaa. Keskinkertaisen ja voimakkaan harvennusluokan
jakaumat ldhenevit toisiaan metsén varttuessa, mutta harventamattomien ja lievés-
ti harvennettujen ruutujen lapimittajakaumat pysyvéat ohuemmalla puolella. Pituus-
jakauma puolestaan on melko symmetrinen 40-vuotiaassa metséssd, mutta metsian
varttuessa keskipituus kasvaa ja jakauma muuttuu vasemmalle vinoksi. Lapimittaja-
kaumassa harvennuksen vaikutukset jakaumaan kasvavat metsikon varttuessa. Har-
ventamattomassa metséssd rungot jadvat ohuemmiksi, kun taas keskinkertaisesti ja
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KuvAa 1.4. Koepuiden pituusjakauman aikakehitys harvennusluokit-
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Kuva 1.5. Pituus- ja ldpimittajakaumat harvennusluokittain vuonna
1999 viiksilaatikoilla esitettyiné.

voimakkaasti harvennetuissa ruuduissa puut ovat paksuimpia. Lievésti harvennet-
tujen ruutujen jakauma sijoittuu nédiden jakaumien vilimaastoon. Pituusjakaumissa
erot nayttaisiviat ennemminkin tasoittuvan metsikon varttuessa, silla pituusjakaumat
ovat selvisti ldhempéné toisiaan vuonna 2011 kuin vuonna 1968. Selkein poikkeavuus
jakaumissa on se, ettd harventamattomissa ruuduissa esiintyy pieni méaéara hyvin ly-
hyita, alle 10 metrin pituisia puita.

Hakkuukypsédn metsdn pituus- ja ldpimittajakaumien lisdksi talousmetséan tuot-
toa ajatellen on olennaista tietd#, kuinka kauan puuston nopea kasvuvaihe kestéé.
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KuvaA 1.6. Pituus- ja ldpimittajakaumat harvennusluokittain vuonna
2011 viiksilaatikoilla esitettyiné.

Pituus- ja paksuusjakaumat on esitetty kuvissa 1.5 ja 1.6 vuosina 1999 (71 kasvu-
kautta) ja 2011 (83 kasvukautta). Suurin ero luokkien vélilla on harventamattoman
ja keskinkertaisesti harvennetun metsén viélilla. Harventamattoman metsdn mediaa-
nipaksuus oli vain 155.5 millimetrid vuonna 1999, mutta kasvoi seuraavaan mittaus-
hetkeen mennesséd voimakkaasti ollen 193.5 millimetrid vuonna 2011. Keskinkertaisel-
la harvennuksella kehitystd mediaanipaksuudessa oli 205.5 millimetristd 225.0 milli-
metriin samalla ajanjaksolla. Vastaavasti mediaanipuun pituus harventamattomassa
metséssé oli vuonna 1999 18,55 metrié ja vuonna 2011 21.80 metrid. Keskinkertaisesti
harvennettujen koealojen mediaanipituus puolestaan kasvoi 20.60 metrista 22.05 met-
riin samana ajanjaksona. Voimakkaasti harvennetussa metséssé lapimittajakauma on
lahelld keskinkertaisesti harvennettua metséd, mutta puut ovat hieman lyhyempia.

Koepuut on esitetty pituus—lapimitta-koordinaateissa vuosina 1968, 1987 ja 2011
kuvassa 1.7. Harvennustoimia ei aloitettu ennen vuotta 1968, joten vuoden 1968 ja-
kaumat vastaavat harventamatonta metsidd. Pituus-ldpimitta-jakaumasta ndhdéén,
ettd kehitys on samansuuntaista kaikissa harvennusluokissa. Voimakkaasti harvenne-
tuilla koealoilla jakauma néayttéisi olevan hieman yhtendisempi, mutta tdmé saattaa
johtua myds vuoden 1968 jakauman muita luokkia yhtendisemmaésté jakaumasta.

Yksittéaisten koepuiden aikakehitys nikyy kuvasta 1.8. Lievésti ja keskinkertaisesti
harvennettujen metsikkdjen aikakehitys on hyvin samankaltaista. Harventamattomas-
sa metsdsséd nikyy hieman enemmén hajontaa. Voimakkaasti harvennetussa metséssé
pituutta nopeasti kasvaneet, suhteellisen ohuet puut on poistettu nopeammin koea-
lalta, mikéd nékyy jakauman tasaisempana yldlaitana. Eri ménty-yksiloitd on kuvassa
1.8 yhteensa 981, mika tekee yksittdisten puiden erottamisen hankalaksi. Kuvassa 1.9
puista on valittu yksinkertainen 60 yksilon satunnaisotos, jotta yksittdisten puiden
elinkaaret pituus—lapimitta-koordinaatistossa erottuvat paremmin. Yksittédisten pui-
den pituus—lapimitta-suhde suhteessa muihin metsikoén puihin on voimakkaasti kor-
reloitunutta, eli puu on joko ohut tai paksu suhteessa muihin metsikén puihin vuo-
sikymmenesté toiseen. Ohuempia puita poistetaan harvennuksessa enemmén, jolloin
nédiden puiden kayrat jadvat lyhyemmiksi, mutta pituus—paksuus-suhde nédyttaisi néis-
sakin tapauksissa sdilyvén samankaltaisena suhteessa muihin puihin mittauskerrasta
toiseen.
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Kuva 1.7. Koepuiden pituus ja lapimitta vuosina 1968, 1987 ja 2011

eri harvennusluokille.
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Kuva 1.8. Yksittéaisten koepuiden pituuden ja lapimitan kehitys vuo-

sina 1963-2011.
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Kuva 1.9. Sama kuin kuva 1.8, mutta tdhén kuvaan on valittu satun-
naisesti 60 puun kéyrit. Harvennusluokkaa kohti on siis keskimééarin 15
puuta.






LUKU 2
Menetelmit

2.1. Nislundin pituusmalli

Naslundin pituusmalli antaa relaation puun pituudelle ja lapimitalle. Pituuskayra

on muotoa [12]
d2

(2.1) h = (o + 01d)? +1.3m,
jossa h on puun pituus, by ja b; ovat sovitettavat parametrit, ja d on puun ladpimit-
ta rinnankorkeudelta (1.3 m) mitattuna. Téssé tyossa ldpimitta mitataan metreissa,
jolloin parametrien dimensiot ovat [bo] = m'/? ja [b;] = m~'/2. Malli on alun perin
kehitetty méannyille ja toimiikin sellaisenaan hyvin valopuulajeille, kuten ménnylle ja
koivulle. Varjoa sietévilla puulajeilla, kuten kuusella, pituuden ja ldpimitan vaihtelut
ovat suurempia, ja niiden tapauksessa parempi malli saadaan korvaamalla eksponentit
luvulla kolme [14].

Laskennallisesti helppo lahestymistapa parametrien méaérittdmiseksi on linearisoi-
da yhtélo (2.1) muunnoksella

d
N —

Linearisaation yhteydessé tehtéiva epilineaarinen muunnos parametrille h aiheuttaa
takaisinmuunnoksessa harhaa, jota voidaan korjata harhankorjauksella [15]

A
Y= (b + 0d)? " (b + brd)?

Jos jadnnosvirhe e yhtalossd (2.2) oletetaan homoskedastiseksi ja normaalijakautu-
neeksi, saadaan takaisinmuunnoksen yhteydessd jadnnosvarianssi, joka kasvaa lapi-
mitan kasvaessa [14]. Varianssin kasvaminen pituuden funktiona on Mehtétalon ym.
mukaan varsin yleinen havainto pituusmalleja sovitettaessa [1], tosin heiddn omis-
sa malleissaan tamé ei nayttdnyt toteutuvan kaikille tutkimuksessa mukana olleille
aineistoille. Jadnnosvarianssia voidaan mallintaa varianssifunktiolla

(2.4) var(e;;) = o”||wy|[*,

(22) = b() +b1d+€

(2.3) oo+ 1.3m.

jossa ruudun ¢ puuhun j liittyva paino w;; voi olla esimerkiksi pituuden estimaatti

~

hi;, lapimitta d;; tai katkaistu suhteellinen lépimitta

dij —m;
(2.5) w;; = max (1, ]S—m + 3) ,

jossa m; on ruudun ldpimitan keskiarvo ja s; otosvarianssi. Tamaéan painotuksen to-
dettiin toimivan hyvin useille koealoille Mehtétalon ym. artikkelissa [1]. Erityisesti

13
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eksponentin § arvo oli kolmessa tapauksessa neljéista negatiivinen, eli jaannosvarians-
si pieneni lapimitan kasvaessa, jos pienimmille puille oletettiin vakiovarianssi. Artik-
kelissa oli kuitenkin esitetty parametrille § ainoastaan estimaatti eikd keskivirhetta,
joten etumerkin vaihtelu saattaa olla myds sattumasta johtuvaa.

2.2. Bayes-mallinnus

Pituusmallit on aiemmissa tutkimuksissa sovitettu kidyttden usein frekventististi
ajattelutapaa, jossa sovitettujen parametrien ajatellaan olevan estimaatteja todelli-
sista parametreista. Bayes-tilastotieteeseen perustuvassa lahestymistavassa paramet-
reja pidetdén satunnaismuuttujina [16]. Bayes-mallinnuksessa linearisaatio ei ole tar-
peen ja lisdksi kaikille parametreille saadaan helposti virhearviot posteriorijakaumien
kautta. Myos aiempien mittausten ja asiantuntijatiedon ottaminen mukaan onnistuu
luontevasti. Bayes-tilastotiede perustuu ehdolliseen jakaumaan, joka voidaan laskea
Bayesin kaavalla

_ _p(ylo)p(0)
= PO = Tty o) ao

jossa priorijakauma p(#) kuvaa parametreihin liittyvad ennakkotietoa, p(y|f) on va-
littu malli ja p(6|y) on posteriorijakauma.

Pituus- ja ldpimittajakaumien perusteella kaikki harvennusluokat on syyté kési-
tella yksittédin tai ottaa harvennusluokka mukaan muuttujana. Koska harvennuksen
vaikutus puun kasvuun ei ole tutkimuksen varsinainen aihe, voidaan aineistoa ajatella
neljanéd pienempéné aineistona.

Mallien 1 ja 2 avulla voidaan vertailla linearisoinnin ja Bayes-mallinnuksen eroa-
vaisuuksia ja rajata parametreja priorijakaumien avulla siten, ettd monimutkaisem-
pien Bayes-mallien estimointi onnistuu. Sovittamalla mallit jokaiselle mittauskerralle
erikseen saadaan karkea kuva siitd, miten parametrien arvot kehittyvét ajassa.

2.2.1. Yksinkertainen malli vakiovarianssilla. Ensimmaéisené kiinnostuksen koh-
teena ovat linearisointia kdyttden saatujen parametrien ja Bayes-mallin estimoitujen
parametrien erot. Eroavaisuuksien tutkimiseksi linearisoidun mallin parametrit sovi-
tettiin jokaiselle mittauskerralle ja harvennusluokalle erikseen. Vastaavat sovitukset
tehtiin myos Bayes-mallilla

hij|0:; ~ N(0;5,0°)

d2.
0= ——9 413
P ot badyg 2 O™
bo,b1 ~ logNormal(0,10%) (Malli 1)

o? ~ Tas(107°,10%),

jonka priorijakaumat ovat hyvin epidinformatiivisia. Parametrien by ja b; prioreiksi
voitaisiin valita myos positiivisen reaaliakselin mittainen tasajakauma, mutta epéai-
toja prioreja, jotka eivit ole todennékoisyysjakaumia, ei voi tésséd tyossa kédytetyssa
JAGS-ohjelmistossa [18] kayttéa.



2.2. BAYES-MALLINNUS 15

2.2.2. Yksinkertainen malli lipimitasta riippuvalla varianssilla. Malli 2 on mal-
lin 1 yleistys, jossa pituuden varianssin sallitaan riippuvan ldpimitasta. Parametri o
voi olla joko positiivinen tai negatiivinen, joten varianssi voi olla lépimitaltaan suu-
remmilla puilla kapeampia puita suurempi tai pienempi.

hij|0; ~ N(6;5,0°d)
&z
(bo + brdy;)?
bo,b1 ~ logNormal(0,10°) (Malli 2)
o? ~ Tas(107°,10%)
§ ~ N(0,10°)

2.2.3. Virheanalyysi ja aikariippuvuus. Nislundin pituuskéyrissd (2.1) on kak-
si parametria, mutta parametrien estimoinnin tarkkuuden vaikutus pituuden virhee-
seen ei ole molemmilla parametreilla yhta suuri. Tilanteen tarkastelemiseksi tutkitaan
Néslundin pituuskdyrin parametreihin liittyvid differentiaaleja (kts. esim. [19]). Pa-
rametrin by arvo on harvennusluokasta ja metsikon idstd riippumatta noin 0.01 ja
parametrin b; arvo noin 0.2 (kts. mallien 1 ja 2 sovitusten tulokset luvusta 3). Télloin
10 % virhe yksittdisessa parametrissa aiheuttaa pituuden epétarkkuutta

Any ~ 2 A —2d; 0.001
O by T 0T (0.01+0.2d)3
oh —2d3,
2.7 Ahy, ~ — - Aby &~ Y -0.02.
(2.7) "o, T (0.01+0.2dy)3

Pituusennusteen virheen suuruutta ldpimitan funktiona on havainnollistettu ku-
vassa 2.1. Parametrin by aiheuttama pituuden virhe on suurimmillaan (n. 0.75m) 14~
pimitalla 0.10 m, minké jdlkeen virhe ldhtee laskuun ldhestyen asymptoottisesti nol-
laa suurilla ldpimitan arvoilla. Parametrin b; aiheuttama virhe on puolestaan aidosti
kasvava ldhestyen asymptoottisesti arvoa 2/b; ~ 10 m. Jakamalla yhtdloparin (2.7)
ylempi yhtélo alemmalla ndhdéén, ettd virheiden suhde kéayttaytyy

Ahy, 1
Ahy, — 20d;;°

Parametriin by liittyva virhe dominoi siis alle 5 cm halkaisijoilla ja parametrin b; tark-
kuus on merkittavampi tédtd suuremmilla lapimitan arvoilla. Mallintamisen kannalta
nuoria puita kiinnostavampia ovat varttuneet puut, joten parametrin b; estimoinnin
tarkkuus on mallin rakennuksessa etusijalla. Liséksi mallin 1 sovitusten perusteella
muutokset parametrissa by ovat koko tarkasteluaikana noin 10 % ja parametrissa b,
noin 25 % (kts. luku 3). Laskennallisista syistd mallin yksinkertaisuus on merkittava
etu, joten aikariippuvuutta ei kannata ottaa mukaan molempiin parametreihin, mi-
kéli tdmé ei paranna mallin ennustuskykyé selvasti. Nédiden tarkastelujen perusteella
seuraava askel mallin yleistdmisessé on aikariippuvuuden lisdys muuttujaan b;.



16 2. MENETELMAT
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Kuva 2.1. Yksittaisten parametrien 10 % suuruisen virheen vaikutus
pituusennusteeseen lipimitan funktiona, kun toisen parametrin arvo on
kiinnitetty arvoon by=0.01 tai b;=0.2.

2.2.4. Malleja aikariippuvalla b;-parametrilla. Mallien 1 ja 2 sovitusten perus-
teella parametrilla by ei ole selkedd trendid, mutta parametrilla b; on selva laskeva
trendi ajan funktiona. Harvennusluokasta riippuen trendi noudattelee suurin piirtein
lineaarista tai eksponentiaalista muotoa. Mallissa 3a oletetaan lineaarinen trendi, kun
taas mallissa 3b oletetaan eksponentiaalinen trendi. Niissd malleissa Ika; on metsikon
i ikd mittaushetkelld, jolloin (Ika; — 34) on ensimmaéisestd mittauskerrasta kulunut
aika.

hij|0i; ~ N(8i5,0°d5?)
dz;

0;; = m 4+ 1.3m

by = a1 + 1 - (Ika; — 34)

bo ~ logNormal(0,10%) (Malli 3a)
a; ~ logNormal(0,10°)

n ~ N(0,10%)
o? ~ Tas(107°,10%)

§ ~ N(0,10°)
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h1j|91 ~ N(01J70'2d3]6>
d2.

0;j = ——2——+13m

T (bo + bidy)?

by ~ exp(a; + 7 - [Ika; — 34])

bo ~ logNormal(0,10°) (Malli 3b)
a; ~ N(0,10°)

n ~ Tas(—0.1,0)
o? ~ Tas(107%,10°)

d ~ Tas(—5,5)

Mikéli eksponentiaalinen malli saadaan estimoitua hyvin, niin etuna on malliin
3a verrattuna se, ettd by pysyy aina aidosti positiivisena. Lineaarisessa mallissa para-
metrin b; arvo laskee ldhelle nollaa varttuneessa metsassé, minka jialkeen se muuttuu
negatiiviseksi, vaikka Néaslundin pituuskéayrésséd parametrien arvot oletetaan positii-
visiksi. Lisdksi rajatapaus by — 0 on ongelmallinen mallissa, jossa by on vakio (tai

ei mene nollaan yhtd nopeasti kuin b;), silld télloin esimerkiksi ldpimitaltaan 20 cm
puulle pituusennuste ldhestyy arvoa

R d2. dz
ij ~ ij ~ 104 m-1 2 ~
hy = g+ 13m~ o +18m~ 10' m™ - (02 m)” + 13m ~ 400m.

Toisaalta asymptoottisia tarkasteluja voidaan kéyttdd parametrien priorijakau-
mien rajaamiseen siten, ettd epérealistisilta parametrien arvoilta viltytaan, mika on
erds Bayes-mallinnuksen eduista. Esimerkiksi mallissa 3b eksponentti n < 0, jolloin
trendi on joko vakio tai laskee ajan myo6té. Liséksi n:n priorijakauma on rajattu siten,
ettd n el saa pienempié arvoja kuin —0.1, jolloin parametrin b; puoliintumisaika on
véhintaéan 10 1n(2) ~ 7 vuotta. Sopivan priorin voi padtelld asymptoottisen kiayttayty-
misen perusteella, jos parametrien by ja by suuruudet ajanhetkelld ¢ = 0 ovat tiedossa.
Olkoon t,sy aika, jota ennen asymptoottiseen kdytoksen ei haluta toteutuvan, ja dmax
on suurin ldpimitan arvo. Rajoite perustuu siihen, ettd by:n voidaan katsoa domi-
noivan, kun b;d;; < 0.1by, jolloin ldhestytéén epérealistista asymptoottista kédytosta
d?/b3 + 1.3 m. T&llsin n:n on oltava vihintdéin

b1 - diax €xp(tasyn) = 0.1bg

0.1b6
eXp(tasyn) = bld s

_ L (01b
= Zfasy bldmax ‘

Parkanon aineistossa talla pagttelylld saadaan n:lle alaraja —0.085, jos valitaan t,s, =
50. Parametrin 7 priorin lisdksi parametrin 0 prioria on rajattu mallissa 3b siten,
ettd arvot pysyvéat valilla (—5,5). Artikkelin [1] sovitusten perusteella parametrin ¢
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KuvA 2.2. Puiden keskildpimitan ja sen logaritmin riippuvuus iésta
harvennusluokittain. Harvennusluokat ovat (H)arventamaton, (L)ievi,
(K)eskinkertainen ja (V)oimakas.

arvo on todennékaisesti valilld (—2, 2), mutta vali on valittu konservatiivisesti hieman
leveAmmaksi.

2.2.5. Aika- ja keskildpimittariippuvat mallit satunnaisvaikutuksilla. Luvun 1.2
tarkastelujen perusteella lopullisessa mallissa tulisi olla mukana puutason korrelaa-
tiorakenne. Aiempien tutkimusten perusteella satunnaisvaikutuksen pitdmiseksi lapi-
mitasta riippumattomana tulisi mallissa olla mukana koealan keskildpimitasta riip-
puva termi [1, 20]. Esimerkiksi Mehtatalon ym. artikkelissa [1] metsdménnyille (Pi-
nus sylvestris kuten Parkanon aineistossa) sovitetussa logistisessa mallissa tdmé oli
huomioitu parametreissa kohteen keskildpimitasta lineaarisesti riippuvalla termillé.
Nuoreen loblollyméntykohteeseen (Pinus taeda) sovitetussa Néaslundin mallissa puo-
lestaan kaytettiin koealan keskildpimitan logaritmia. Lapimitan ja metsikon idn vélil-
14 on harvennusluokittain varsin selked lineaarinen riippuvuus, kuten kuvasta 2.2 voi
havaita. Nuoressa metséssa ldpimitan logaritmi ja ikd ovat myos miltei taydellises-
ti lineaarisesti riippuvia, joten yhtené vaihtoehtona on kayttdaa keskildpimitan sijaan
metsikon ikdd. Toisaalta, jos asiaa tarkastellaan koealatasolla, niin ruutujen vélilla on
selvdd hajontaa, kuten kuvasta 2.3 voi havaita. Metsikén ikéd on looginen valinta, jos
mallia kiytetddn tulevien havaintojen ennustamiseen. Liséksi ldpimittatiedon saami-
nen vaatii mittauksia, kun taas tasaikéisen talousmetséan ikd tunnetaan tarkasti nyt
ja tulevaisuudessa.

Mallissa 4a on yleistys mallista 3b, jossa on mukana satunnaisvaikutus parametril-
le b;. Aikariippuvuus on mallin 3b tapaan mukana ainoastaan parametrissa b;. Prio-
rijakaumia on pyritty rajaamaan mallien 1-3 sovitusten perusteella (kts. kappale 2).
Mallissa 4a parametrin § arvo on rajattu artikkelin [1] sovitusten perusteella vélille
(—2,2) ja mallissa 4b rajaus on mallin 4a sovituksen (kts. luku 3) perusteella vilille

(—1,1).
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Kuva 2.3. Puiden keskildpimitan ja sen logaritmin riippuvuus iésta
harvennusluokittain, mutta jaottelu on tehty harvennusluokkien sijaan
ruuduittain.

hij|0; ~ N(0;5,0°d)
dz;
0i; = m +1.3m
biij ~ exp(oq + 1 - (Ika; — 34) + u;)
boij ~ logNormal(0,10?)
a; ~ N(0,10%)
n ~ Tas(—0.1,0) (Malli 4a)
u; ~ N(0,07)
o} ~ Tas(1079,10)
o2 ~ Tas(1079,10)
d ~ Tas(—2,2)

Malli 4b sallii parametrien by ja by riippua ruudun keskildpimitasta (ja siten ajas-
ta). Lisdksi molempiin parametreihin siséltyvit puutason satunnaisvaikutukset. Li-
séksi parametrien by;; ja by;; jakaumien leveyttd on pienennetty mallin 4a sovitusten
perusteella (kts. luku 3), silld varianssi 10? tekee jakaumista jo varsin epidinformatii-
visia.
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hij|9ij ~ N(el,O'Qd?j)
2

0;; = J +1.3m
T (boij 4 buijdiy)?

biij ~ exp(a; + 771(21' + wij)

boi; ~ exp(ag + nod; + Vij)
ag,a1 ~ N(0,10%)
m ~ Tas(—10,0) (Malli 4b)
uy; ~ N(0,07)
of ~ Tas(107%,10)
no ~ Tas(—100,0)
vij ~ N(0,07)
o3 ~ Tas(107%,10)
o ~ Tas(107%,10)
d ~ Tas(—1,1)



LUKU 3

Kokeellinen osuus

3.1. Teholliset otoskoot ja konvergenssi

Mallit sovitettiin R-ohjelmistolla [17] kiyttden JAGS:ia (Just Another Gibbs
Sampler) [18] kolmella Markovin ketjulla (Gibbsin otanta on esitelty artikkelissa [21]).
Mallille 1 iteraatiokierroksia tehtiin 25000, joista 15000 hylattiin limmittelyjaksona.
Mallille 2 tehtiin 50 000 iteraatiota, joista ensimmaéiset 40000 poistettiin lammitte-
lyjaksona. Malleille 3a ja 3b iteraatiokierroksia tehtiin 35000 ldmmittelyjakson ol-
lessa 15000. Mallille 4a vastaavat luvut olivat 45000 ja 20000 ja mallille 4b 50 000
ja 28000. Iteraatiokierrosten méadrdn valinnassa pyrittiin pddsemédn mahdollisim-
man suuriin tehollisiin otoskokoihin jarkevilld laskennallisella kuormituksella. Toteu-
tuneet teholliset otoskoot laskettiin rjags-kirjaston effectivesize-funktiolla ja tulokset
on koottu taulukkoon 1. Erityisesti liian lyhyet lammittelyjaksot osoittautuivat mal-
leissa erityisen ongelmallisiksi johtuen epéinformatiivisista priorijakaumista, joiden
vuoksi parametrien alkuarvot ketjuissa saattoivat olla kaukana tasapainojakaumasta.
Ketjujen konvergenssi tarkastettiin graafisesti. Kaikkien mallien ketjujen konvergens-
sia hyvin edustavana esimerkkiné on esitetty voimakkaasti harvennettujen koealojen
dataan sovitetun mallin 3a parametrien iteraatioketjuja kuvassa 3.1.

Parametrien tehollisiin otoskokoihin vaikuttavat Markovin ketjujen autokorrelaa-
tiot. Kuvassa 3.2 on esitetty esimerkkind yhden mallin 2 sovitukseen liittyvan Mar-
kovin ketjun autokorrelaatiot mallin eri parametreille. Erityisesti varianssifunktion
parametreilla o ja ¢ autokorrelaatio on varsin voimakasta.

TAULUKKO 1. Sovitettujen mallien parametrien teholliset otoskoot
keskinkertaisesti harvennettujen koealojen dataan sovitettuina. Mallit
1 ja 2 on sovitettu vuoden 2011 dataa kéayttden. Puutason satunnaise-
fektien u ja v teholliset otoskoot olivat kaikille puille vahintdan 2 500
mallissa 4a ja mallissa 4b vahintdan 2 000. Malleille 4a ja 4b paramet-
reja by ja by vastaa exp(ay) ja exp(ay).

Malli by by o ) no  n/m 09 o1
1 488 493 38117

2 1059 1072 522 452

3a 1227 991 1455 1451 1375

3b 1340 1165 1527 1513 2094

4a 190 117 723 403 403 387

4b 182 60 698 666 101 138 >40000 1747

21
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Kuva 3.1. Mallin 3a parametrien by, 81 ja ¢’ = —26 Markovin ketjut
voimakkaaseen harvennusluokkaan sovitettuina.
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Kuva 3.2. Mallin 2 parametrien autokorrelaatiot voimakkaan harven-
nusluokan vuoden 2011 dataan sovitettuina.
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Kuva 3.3. Niéslundin kdyrdn parametrin by aikakehitys seké linearisoi-
dun yhtélon lineaarisella regressiolla ettd epainformatiivisilla prioreilla
sovitettuun Bayes-malliin (malli 1) perustuen.

3.2. Bayes-mallit

Téssda kappaleessa esitellddn kappaleen 2 mallien sovitusten tulokset. Mallien 1
ja 2 tuloksia on kaytetty valittaessa malleja 3a ja 3b, joiden tuloksia on puolestaan
kéytetty mallien 4a ja 4b luomiseen.

3.2.1. Linearisointi ja Bayes-malli. Kuvissa 3.3 ja 3.4 on esitetty Néslundin pi-
tuuskayrdan (yhtdlo 2.1) parametrien aikakehitys linearisoidulla mallilla ja Bayes-
mallilla (malli 1) mé&éritettynd. Malleissa on oletettu vakiovarianssi. Bayes-malliin
verrattuna linearisoitu malli estimoi parametrin by arvon suuremmaksi ja vastaavasti
parametrin b; arvon pienemmaéksi nuoressa metsésséi. Varttuneelle metsille molemmat
mallit antavat samanlaisia tuloksia lukuun ottamatta keskinkertaisesti harvennettua
metsid, jossa parametrin by arvo on koko tarkasteluajan suurempi linearisoidussa
mallissa ja parametrin b; arvo vastaavasti pienempi.

Harventamattomassa, lievasti harvennetussa seké keskinkertaisesti harvennetus-
sa metsikossd parametrilla by néayttéisi olevan mahdollisesti hitaasti laskeva tren-
di. Voimakkaasti harvennetussa metsikdssi selvdd trendid ei nédy. Posteriorikeskiar-
von/estimaatin vaihtelu tarkasteluaikana on noin 10 %. Vaihtelu on suurin piirtein
samaa luokkaa kuin 95 %:n posteriorivali (téssé tyossd Fqually Tailed Interval (ETT)
[16]), joten sopivia vaihtoehtoja aikakehitykseksi voisivat olla aikariippumaton vakio-
arvo (mallit 3a, 3b ja 4a) tai hitaasti laskeva eksponentiaalinen trendi (malli 4b).
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Kuva 3.4. Néslundin kdyran b; parametrin aikakehitys seké frekven-
tistiseen linearisointiin ettd epéinformatiivisilla prioreilla sovitettuun
Bayes-malliin (malli 1) perustuen.

Parametrilla b; on jokaisessa harvennusluokassa selvisti laskeva trendi. Harventa-
mattomalle metsélle trendi ndyttaisi olevan melko l&helld lineaarista (malli 3a), mut-
ta muille luokille kaytos vaikuttaisi olevan ennemminkin eksponentiaalisesti laskevaa
(mallit 3b, 4a ja 4b).

3.2.2. Lapimitasta riippuva varianssi. Malli 2 on mallin 1 yleistys, jossa varians-
sin sallitaan riippuvan ldpimitasta. Parametrien posteriorikeskiarvot ja 95 %:n poste-
riorivélit sovitettuna eri mittauskerroille ja harvennusluokille on esitetty kuvassa 3.5.
Parametrien by ja by arvot ja aikakehitys eivét poikkea selvésti mallin 1 arvoista. Eks-
ponentti d:lle ei naytd 16ytyvén tarkkaa arvoa, mutta posteriorikeskiarvot ovat joko
ldhella nollaa tai negatiivisia.

3.2.3. Aikariippuva b,-parametri. Mallit 3a ja 3b sovitettiin harvennusluokittain
kaikkia mittauspisteitéd kidyttden. Naissd malleissa ei kuitenkaan ollut mukana puuta-
son satunnaisvaikutuksia. Parametrien posteriorikeskiarvot ja 95 %:n posteriorivilit
on koottu taulukoihin 2 ja 3. Parametrien by posteriorikeskiarvot ovat systemaattisesti
joitain prosentteja suurempia mallille 3a kuin mallille 3b, ja vastaavasti parametrien 9
(eli b; ensimmaiselld mittauskerralla vuonna 1963) posteriorikeskiarvot ovat mallissa
3a muutaman prosentin pienempié. Erot harvennusluokkien vililla ovat suhteellisesti
suurempia parametrille by kuin .
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Kuva 3.5. Mallin 2 parametrien posteriorikeskiarvot ja 95 %:mn poste-
riorivalit harvennusluokittain.

TAULUKKO 2. Mallien 3a ja 3b parametrien by ja b} posteriorikeskiar-
vot ja 95 %:n posteriorivilit. Merkinti 09 viittaa parametrin b, arvoon
ensimmaiselld mittauskerralla vuonna 1963.

Malli Harv. bo(1072) (95 %) &9 B0(95 %)

32 H 1.04  (0.99, 1.08) 0.224 (0.220, 0.228)
L 1.02  (0.99, 1.06) 0.235 (0.231, 0.239)
K 1.22  (1.16, 1.27) 0.216 (0.211, 0.220)
\% 1.25  (1.21, 1.29) 0.224 (0.220, 0.227)
3b H 1.01  (0.98, 1.05) 0.227 (0.224, 0.231)
L 1.00  (0.97, 1.05) 0.239 (0.234, 0.243)
K 120 (1.15,1.26) 0.219 (0.214, 0.223)
\% 1.24  (1.20, 1.28) 0.227 (0.223, 0.231)

Molemmissa malleissa parametrin n 95%:m posteriorivili on kokonaisuudessaan
negatiivinen kaikissa harvennusluokissa, joten on selvdd nédyttoa siité, ettd paramet-
rin b; arvo pienenee metsin varttuessa malleissa 3a ja 3b. Lineaarisessa mallissa laskua
on noin 1072 vuosittain, joten epérealistisen pieniin parametrin arvoihin péityminen
tapahtuisi vasta noin 200 vuoden idssid. Eksponentiaalisessa mallissa parametrin 7
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TAULUKKO 3. Mallien 3a ja 3b parametrien 7, § ja o posteriorikeskiar-
vot ja 95 %:n posteriorivélit.

Malli Harv. 7n(107%)  n(95 %) J 5(95 %) o a(95 %)

32 H 126 (-1.32,-1.20) 0.14 (0.04,0.25) 1.78 (1.48, 2.24)
L 126 (-1.33,-1.20) 0.30 (0.21,0.38) 2.53 (2.12, 3.07)
K 1.01  (-1.07,-0.95) 0.21 (0.12,0.31) 2.18 (1.83,2.63)
\Y 111 (-1.16,-1.05) 0.37 (0.28,0.45) 2.56 (2.16, 3.03)
3b H 6.6  (-6.9,-64) 0.12 (0.02,0.23) 1.71 (1.39, 2.12)
L 64  (-6.7,-6.2) 0.27 (0.18,0.36) 2.36 (1.95, 2.85)
K 55 (-58,-55) 020 (0.10,0.30) 2.10 (1.77, 2.54)
\% 59  (-6.1,-5.6) 0.37 (0.28,0.45) 251 (2.11,3.00)

arvo on kaikissa harvennusluokissa noin 6 - 1072, joten parametrin arvo laskee vuosit-
tain noin 0.6 %. Parametrin puoliintumiseen t#ssd mallissa menee noin 115 vuotta.
Parametrin 6 arvo malleissa on positiivinen posteriorikeskiarvojen vaihdellessa vilil-
14 0.12-0.37 harvennusluokasta ja mallista riippuen. Tamé& on linjassa useiden aiem-
pien havaintojen kanssa [14]. Toisaalta mittauskerroille erikseen sovitetussa mallissa 2
posteriorikeskiarvot olivat todennidkoisemmin negatiivisia. Varianssi néyttéisi kasva-
van puuston varttuessa, jolloin suurempi ldpimitta ennustaisi suurempaa varianssia,
mutta yksittéiselld ajanhetkelld koealojen paksuimpien puiden varianssi on kuitenkin
mahdollisesti ohuempia pienempi tai merkittavad riippuvuutta ei ole. Tamé saattaa
osaltaan selittdé, miksi artikkelissa [1] osalle aineistoista saatiin positiivisia ja osal-
le negatiivisia d:n arvoja. Mallin 3b jaannosvarianssit ovat systemaattisesti hieman
mallia 3a pienempid (vrt. parametrien o ja 0 arvot taulukossa 3). Eksponentiaalinen
aikakehitys saattaisi siis olla parempi valinta monimutkaisempiin malleihin. Ja&n-
nosvarianssin suuruus riippuu valitusta harvennuksesta ja puun ldpimitasta, mutta
esimerkiksi ldpimitaltaan 25 senttimetrin paksuiselle puulle keskinkertaisesti harven-
netussa metséssad pituuden keskihajonta on noin

1/2.18% - (0.25m)202! ~ 1.63m (Malli 3a)
1/2.102 - (0.25m)20:20 ~ 1.59 m. (Malli 3b)

3.2.4. Sekamallit. Mallin 4a parametrien posteriorikeskiarvot ja posteriorivalit on
koottu harvennusluokittain taulukoihin 4 ja 5. Parametri by jakaa havainnot kahteen
ryhméén: harventamattomalle ja lievésti harvennetulle metsélle posteriorikeskiarvo
on 0.0125 ja keskinkertaiselle seki voimakkaalle harvennukselle 0.0141. Parametrin 5!
arvo on noin 0.2 ja normaalijakautuneen satunnaisvaikutuksen u keskihajonta noin
0.09. Malliin 3b verrattuna parametrin 1 posteriorikeskiarvot ovat noin 10 % pie-
nemmaét, kun puutason Kkorrelaatio on otettu mukaan. Liséksi parametrin § arvo on
pienempi ja 95 %:n posteriorivili siséltééd nollan harventamattoman ja keskinkertai-
sen harvennuksen tapauksessa. Parametrin ¢ posteriorikeskiarvo putoaa noin puo-
leen mallin 3b arvosta, mutta toisaalta osa vaihtelusta siirtyy puukohtaiseen vaih-
teluun. Puukohtaista satunnaisvaihtelua kuvaavan parametrin u posteriorikeskiarvot
ovat melko ldhelld normaalijakaumaa, kuten kuvasta 3.6 voi havaita.
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TAULUKKO 4. Mallin 4a parametrien b)), b) (satunnaisvaikutus u;; = 0
ja ajanhetki 1963) ja oy posteriorikeskiarvot ja 95 %:n posteriorivilit.

Harv. bo(1072)  by(95 %) by b9(95 %) oy(est.)  01(95 %)

H 125 (1.18,1.33) 0212 (0.204,0.217) 0.075 (0.061, 0.092)
L 125  (1.18,1.32) 0.211 (0.202,0.219) 0.103  (0.083, 0.127)
K 141 (1.35, 1.48) 0.199 (0.193,0.205) 0.091  (0.077, 0.105)
\Y% 141 (1.36, 1.57) 0.208 (0.202,0.214) 0.080  (0.070, 0.092)

TAULUKKO 5. Mallin 4a parametrien 7, § ja o posteriorikeskiarvot ja
95 %:m posteriorivilit.

Harv. 7(1073)  n(95 %)  d(est.) 5(95 %) olest.) (95 %)

H 61 (-6.3,-5.8) 0.039 (-0.102, 0.176) 0.94 (0.72, 1.22)
L 59  (-6.1,-5.7) 0.239 (0.081,0.390) 1.30  (0.95, 1.72)
K 52 (-5.4,-5.0) 0.111 (-0.042, 0.259) 0.91 (0.68, 1.17)
v 55 (-5.7,-5.3) 0.156 (0.039,0.280) 0.96 (0.76, 1.21)

— Harventamaton

~a
=

— Lieva

Lukumaara

— Keskinkertainen

— Voimakas

[=1
1

04 0.2 0.0 0.2
Satunnaisvaikutus u

Kuva 3.6. Mallin 4a satunnaisvaikutusten u posteriorikeskiarvojen ja-
kautuminen harvennusluokittain noudattaa melko hyvin normaalija-
kaumaa.

Mallin 4b posteriorikeskiarvot ja 95 %:n posteriorivilit on koottu taulukkoon 6.
Mallin laskennallisen kuormittavuuden vuoksi sovitus tehtiin ainoastaan keskinker-
taisesti harvennettujen koealojen tietoja kiyttien. Parametrien b? arvot ovat noin 20
% suuremmat kuin mallin 4a tapauksessa. Parametrin 0 posteriorivéli sisaltdd arvon
0, joten ei ole selvdd nayttod siitd, ettd varianssi riippuisi ldpimitasta tdssa mallissa.
Parametrien 7y ja 1, arvot ovat negatiivisia, joten parametrien by ja b; arvot pie-
nenevit metsin varttuessa. Satunnaisvaikutusten hajontakuvio on esitetty kuvassa
3.7. Satunnaisvaikutusten u ja v korrelaatio on p = 0.61. Kvantiili-kvantiili-kuvaajan
perusteella sovituksen residuaalit ovat normaalijakautuneet.
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TAULUKKO 6. Mallin 4b parametrien posteriorikeskiarvot ja 95 %:n
posteriorivalit. Laskennallisen vaativuuden vuoksi malli sovitettiin ai-
noastaan keskinkertaisesti harvennettujen koealojen tietoja kayttéen.

Parametri Posteriorikeskiarvo 95 % ETI

b 0.019 (0.018, 0.021)
b 0.236 (0.226, 0.248)
) 0.110 (-0.036, 0.255)
Mo -3.44 (-4.11, -2.77)
m -1.15 (-1.26, -1.04)
o 0.71 (0.54, 0.92)
o0 0.063 (0.032, 0.205)
o1 0.083 (0.073, 0.093)
g' i .I T T T T T I \. T T T T T T
015 -010 -005 000 005 010 -3 2 -1 0 1 2 3
Satunnaisvailutus u Teoreettiset kvantiilt

Kuva 3.7. Mallin 4b satunnaisvaikutusten u ja v hajontakuvio ja
kvantiili-kvantiili-kuvaaja keskinkertaisesti harvennettuihin koealoihin
sovitettuna. Satunnaisvaikutusten posteriorikeskiarvojen vélilla on li-
neaarinen riippuvuus.

Kaikkien sovitettujen mallien parametrien by ja b; posteriorikeskiarvojen aikake-
hitykset on koottu keskinkertaisesti harvennetulle metsélle kuvaan 3.8. Tutkituista
malleista 4a:n parametrit poikkeavat selvisti muista malleista. Parametrin by arvo on
muita malleja noin 20 % suurempi ja vastaavasti parametri b; muita malleja noin 10
% pienempi. Mallien 4a ja 4b byp-parametrit ovat sopusoinnussa nuoressa metsissi,
mutta aikariippuvuuden ja satunnaisvaikutuksen lisddminen parametriin by nayttas
muuttavan posteriorikeskiarvoja selvisti.

Sekamallien sopivuutta dataan voidaan tutkia jadnnosvarianssin avulla. Kuten
mallien 3a ja 3b tapauksissa, jadnnosvarianssi riippuu harvennusluokasta ja puun
lapimitasta. Jos verrataan edellisen luvun tapaan jadnnosvarianssia ldpimitaltaan
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Kuva 3.8. Mallien 1, 2, 3a, 3b, 4a ja 4b parametrien aikakehitys kes-
kinkertaisesti harvennetussa metséssa. Mallille 4b keskildpimitan on
oletettu olevan 0.08 + 0.00277 - [Ika; — 34] m.

25 senttimetrin paksuiselle puulle, jolle satunnaissvaikutus on nolla, saadaan keskin-
kertaisesti harvennetussa metsassé

1/0.912 - (0.25m)20111 x (.78 m (Malli 4a)
V/0.712 - (0.25m)20-110 & (.61 m. (Malli 4b)

Mallilla 3a ja 3b jadnnosvarianssit olivat vastaavasti 1.63m ja 1.59 m, joten malleilla
saadaan tarkempia ennusteita, mikéili puukohtainen satunnaisvaikutus puulle pysty-
tddn arvioimaan tarkasti.

3.3. Pieni data ja priorit

Frekventistisessa ldhestymistavassa ongelmana on, ettd mallin parametrien mééri-
tys on puhtaasti ndiden muutaman mittauksen varassa, kun taas Bayes-menetelmall&
ennakkotietoa voidaan ottaa mukaan priorien muodossa. Luvun 2 sekamallit 4a ja
4b sopivat koko aineistoon ainakin jadnnosvarianssitarkastelujen valossa hyvin, kun
puukohtainen satunnaisefekti saadaan arvioitua luotettavasti. Potentiaalinen ongel-
matilanne voisi tulla eteen pienelld datalla, jossa satunnaisefektien tarkka arviointi on
ongelmallista viahdisen puumédrdn vuoksi. Sekamallien toimivuutta pienelld datalla
testattiin arpomalla 100 kertaa ensimmaéiselld mittauskerralla mukana olleista keskin-
kertaiseen harvennusluokkaan kuuluneista koepuista kolme (kts. perustelu lukuméaéa-
rille luvusta 3.4) ja ottamalla mukaan ainoastaan néistd puista olevat mittaukset.
Vertailukohtana pienelld datalla saatuihin posteriorikeskiarvoihin kdytetadn koko da-
talla tehdylla sovituksella saatuja arvoja. Prioritiedon merkityksen tutkimiseksi kap-
paleen 2 mallien hyvin epdinformatiivisten priorien liséksi mallit sovitettiin kolmella
puulla kiyttden heikosti informatiivisia prioreja. Fro epdinformatiivisiin prioreihin on,
ettd heikot priorit rajaavat parametrien kertaluokan oikeaksi, kun taas epéinforma-
tiiviset priorit ovat yleisesti ottaen kertaluokkaa levedmmiit. Esimerkiksi mallissa 4a
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parametri ¢ on rajattu vélille (0, 0.5) ja n vilille (-0.01, 0), kun taas epédinformatiiviset
priorit néille olivat Tas(-2, 2) ja Tas(-0.1, 0).

ay ~ N(—5,5%)

ap ~ N(—2,2%)
o ~ Tas(1073 4) (Heikot priorit 4a)
o] ~ Tas(1073 1)
d ~ Tas(0,0.5)
(=

n ~ Tas(—0.01,0)

a; ~ N(=5,5?)
g ~ N(—2,2%)
02 ~ Tas(107%,10)
~ Tas(1072,1)

o} ~ Tas(107°1) (Heikot priorit 4b)
0 ~ Tas(—0.1,1)

(=3.0)

(=6,0)

m ~ Tas

no ~ Tas

Posteriorikeskiarvojen jakaumat mallille 4a on esitetty kuvassa 3.9. Heikot priorit
korjaavat parametrien by ja 0? jakaumia lihemmés koko datasta saatua posteriori-
keskiarvoa. Liséksi jakaumat ovat hieman kapeampia ja poikkeavia arvoja on epéin-
formatiivisia prioreja kiyttden saatuihin arvoihin verrattuna selvisti vihemmén. Pa-
rametrilla § ero jakaumien valilld on hyvin merkittdvé: epainformatiivisella priorilla
jakauma on ldhes kokonaisuudessaan negatiivisen puolella, mutta ei-negatiiviseksi ra-
jattu heikosti informatiivinen priori vetdid jakauman hyvin ldhelle koko aineistolla
saatua posteriorikeskiarvoa. Parametrilla 7 heikko priori rajaa pois poikkeavimmat
arvot ja parametrilla o siirtdd odotusarvon lahelle koko datan posteriorikeskiarvoa.
Parametrilla o; priorin merkitys on hieman epéselvempi.

Posteriorikeskiarvojen jakaumat mallille 4b on puolestaan esitetty kuvassa 3.10.
Myo6s mallilla 4b heikko prioritieto johtaa selvisti parempiin arvioihin lukuun ot-
tamatta parametreja n; ja og, jolle epdinformatiiviset priorit eivét tuota selkeésti
parempia tuloksia.

Tamén kappaleen tarkastelut osoittavat, ettd nédin pienelld datalla mallit 4a ja 4b
ovat ongelmallisia. Parametrien posteriorikeskiarvot riippuvat voimakkaasti valituista
puista. Erityisend ongelmana ovat puut, joista ei ole mittaustietoja kaikilta mittaus-
kerroilta poistuman vuoksi. Sekamallien sijaan téllaisessa tilanteessa lienee parasta
kayttada mallia 3b.
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Mallin 4a estimaattien jakaumat kolmella koepuulla
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Kuva 3.9. Mallin 4a parametrien posteriorikeskiarvojen jakaumat kol-
mella satunnaisesti valitulla puulla luvun 2 epéinformatiivisilla prio-
reilla ja luvun 3.4 heikosti informatiivisilla prioreilla. Katkoviiva kuvaa
posteriorikeskiarvoja, kun malli on sovitettu koko aineistoa kayttéen.

3.4. Sovellus metsien inventointeihin

Bayes-mallinnuksen etua linearisointiin perustuvaan mallinnukseen verrattuna tut-
kittiin keskinkertaisesti harvennettujen ruutujen koepuiden tietojen avulla, silld kes-
kinkertainen harvennus vastaa parhaiten nykyaikaista harvennuskédytantoa [22]. Ta-
vallisen metsédn inventaariokédytédnteiden mukaisesti koepuita on yleensa 0-3 kappa-
letta koealaa kohti (esim. valtakunnan metsien inventointi [23]), joten vertailu tehtiin
arpomalla kolme koepuuta kaikkien keskinkertaisesti harvennettujen ruutujen koe-
puiden joukosta ja vertaamalla saatuja pituuden ennusteita mitattuihin pituuksiin.
Luvun 1 aineiston tarkastelujen perusteella noin puolet puista katoaa tarkastelujak-
son aikana luonnollisen poistuman ja harvennusten vuoksi. Niinpé ei voida olettaa,
ettd valitut kolme koepuuta olisivat metséssa vield seuraavalla mittauskerralla. Lisék-
si satunnaisefektejé ei voida méarittdd ensimmaéiselld mittauskerralla, silld samasta
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Mallin 4b estimaattien jakaumat kolmella koepuulla
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Kuva 3.10. Mallin 4a parametrien posteriorikeskiarvojen jakaumat
kolmella satunnaisesti valitulla puulla luvun 2 epédinformatiivisilla prio-
reilla ja luvun 3.4 heikosti informatiivisilla prioreilla. Katkoviiva kuvaa
posteriorikeskiarvoja, kun malli on sovitettu koko aineistoa kayttéen.

puusta ei ole vield useampaa mittausta. Téasta johtuen mallit 4a ja 4b eivét ole sopivia

tassd tapauksessa, vaan Bayes-malleista on valittu malli 3b.

Linearisointiin perustuva sovitus seké Bayes-mallin 3b sovitus tehtiin ensin kayt-
tden kunkin mittauskerran kolmea puuta. Tamén jialkeen Bayes-mallin sovitus tehtiin
kédyttien lisiksi kaikkien aiempien mittauskertojen puita (kolme per mittauskerta).
Mallin 3b prioreina kédytettiin jakaumia
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Kuva 3.11. Keskinkertaisesti harvennettujen koepuiden pituusennus-

teiden keskivirhe Bayes-mallilla 3b ja linearisointiin perustuvalla mallil-

la sovitettuna kolmella puulla. Yhtendinen viiva vastaa 100 sovituksen
mediaania, ja katkoviivat 5 %:m ja 95 %:n kvantiileja.

a; ~ N(—4.5,1%)

by ~ logNormal(—1.5,1%)

o? ~ Tas(107° 4) (Informatiiviset priorit 3b)
d ~ Tas(0,1)

n ~ Tas(—0.01,0).

Priorien valinnassa on pyritty siihen, ettd huonosta tuurista koepuiden valinnassa
johtuvat epéauskottavat parametrien arvot on rajattu pois, mutta parametrit maériy-
tyvét kuitenkin suurimmaksi osaksi mittausdatan eivitka priorien perusteella. Mallin
sovitus tehtiin 100 kertaa arpomalla kolme koepuuta jokaiselta mittauskerralta da-
taksi. Bayes-mallin sovitukset tehtiin 20 000 iteraatiolla ja 10 000 pituisella lammitte-
lyjaksolla.

Saatujen vertailujen tulokset on esitetty kuvassa 3.11. Yhtendinen viiva vastaa
pituuden jadnnoskeskihajonnan mediaania ja katkoviivat 5 %:n ja 95 %:m kvantiile-
ja. Priorijakaumien ottaminen mukaan nayttéisi lieventdvéan kaikkein poikkeavimpia
tuloksia pitden pituusennusteen keskihajonnan 95 % kvantiilin yhtd mittauskertaa lu-
kuun ottamatta alle neljan metrin. Linearisoidussa mallissa puolestaan 95% kvantiili
karkaa joillain mittauskerroilla yli kahdeksan metrin. Huomion arvoista tésséd on se,
ettd sovitukset on tehty kiyttden tdsmaélleen samoja mittauksia. Aikaisempien mit-
tauskertojen tulosten ottaminen mukaan pienentéé ennusteen virhettd huomattavasti,
ja tulokset néayttéisivit konvergoivan kolmen mittauskerran jélkeen.

Esimerkkinéd pituusennusteista kolmella satunnaisesti valitulla puulla on esitet-
ty kuvassa 3.12. Tésséd tapauksessa linearisointi antoi harhaisen estimaatin (huom.
harhankorjauksen jélkeen), kun taas prioritiedon ottaminen mukaan johti selvésti vé-
hemmaéan harhaisiin ennusteisiin. Liséksi aiempien mittauskertojen ottaminen mukaan
pienensi virhetté selvésti.
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3. KOKEELLINEN OSUUS

Kuva 3.12. Keskinkertaisesti harvennettujen koepuiden pituusennus-
teet ja mitatut pituudet vuonna 2011. Estimoinnit on tehty kéyttden
kolmea satunnaisesti valittua puuta vuoden 2011 mittauksesta. Kumu-

latiiviselle Bayes-mallille on liséksi kédytetty kolmea satunnaista puuta
kaikilta aiemmilta mittauskerroilta.



LUKU 4

Johtopéaitokset

Téssé tutkielmassa tutkittiin puiden pituusmallintamista Bayes-tilastotieteen kei-
noin. Aineistona kéytettiin Parkanossa sijaitsevista mantykokeista tehtyji mittauksia.
Kohteita oli nelji, ja niissé oli yhteensé 17 tuhannen nelion (0.1 ha) suuruista koealaa.
Kaikissa kohteissa harvennusvoimakkuus vaihteli harventamattomasta voimakkaasti
harvennettuun. Metsikko oli mitattu yhteensa seitsemén kertaa.

Téssé tyossd rakennetut mallit perustuvat Naslundin pituuskdyraén [12], joka on
kaksiparametrinen funktio, joka antaa puulle pituusennusteen ldpimitan funktiona.
Kayrdn parametrien tarkastelu ajan funktiona osoitti, ettd parametrilla by ei ole sel-
kedd aikariippuvuutta, mutta mikéli arvo kehittyy johonkin suuntaan, se todennékoi-
simmin pienenee metsén varttuessa. Parametrin b, arvo puolestaan pienenee selvis-
ti metsdn varttuessa. Parametrin b; aikariippuvuutta voidaan mallintaa esimerkiksi
eksponenttifunktion avulla. Parametrin b; tarkkuuden osoitettiin olevan kahdesta pa-
rametrista tarkedmpi tarkkojen pituusennusteiden johtamiseen, joten laskeva (esim.
eksponentiaalinen) aikariippuvuus parametrissa b; on olennainen ominaisuus Néaslun-
din pituuskiyrédén perustuvassa mallissa. Téssd tyosséd kehitetyisséd malleissa 3a, 3b
ja 4a (ks. luku 2) aikariippuvuus on mukana metsikon idn kautta. Tdméa on toimiva
ratkaisu tasaikéisille metsille, mutta mikéli metsikké koostuu eri-ikéisista puista, ei
muuttujalle ole selkedé tulkintaa. Téssé tapauksessa voidaan kayttad aikamuuttujan
paikalla metsikon lapimittaa (esim. malli 4b) tai sen logaritmia, joka on i&n kanssa
voimakkaasti korreloitunut. Tyossé kiytetty aineisto on hyvin homogeeninen. Tulos-
ten yleistdmiseksi erilaisille metsatyypeille ja ilmastoille voi olla tarpeen ottaa ndmé
muuttujat huomioon parametreissa. Lisdksi suurissa aineistoissa, joissa koealoja on
paljon, voi olla tarpeen ottaa mukaan myos metsikkdtason satunnaistekijéat molempiin
parametreihin.

Pituuden ja ldpimitan todettiin graafisten tarkastelujen perusteella (ks. luku 1)
olevan puutasolla korreloituneita mittauskertojen viélilla. Toisin sanoen keskiméérais-
td ohuemmat tai paksummat puut olivat todennékoisesti myos tulevaisuudessa kes-
kima#rédistd ohuempia tai paksumpia. Tarkassa mallinnuksessa parametreihin by ja
by otettiin mukaan puutason satunnaisefektit (malli 4b). Ottamalla puutason satun-
naisefektit mukaan paddyttiin selvisti pienempiin jadnnoskeskihajontoihin kuin mal-
leilla 3a ja 3b, mikéli puutason satunnaisefekti oletettiin tarkasti tunnetuksi. Hyvin
pieneen aineistoon malli puutason satunnaisefekteilld ei kuitenkaan sovi, silla yksit-
taisistd puista pitéisi olla useita havaintoja, ja liséksi puita on oltava useita, jotta
satunnaisvaikutusten méarittdminen tarkasti onnistuisi.

Mallien posteriorikeskiarvojen méaraytymistd pienelld maarilla mittauksia tut-
kittiin valitsemalla 100 kertaa kolme satunnaista puuta, joiden mittauksiin perustuen
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posteriorikeskiarvot mééritettiin. Jopa hyvin heikon prioritiedon todettiin tarkenta-
van estimointia tasaamalla huonosta koepuiden valintaonnesta johtuvia poikkeuksel-
lisia parametrien arvoja. Hyvin mééaritetyilla priorijakaumilla voitaisiin siis laajentaa
monimutkaisempien, puutason satunnaisvaikutuksia sisdltédvien mallien toimivuutta
myds pienempiin aineistoihin. Ennen kuin tarvittavaa prioritietoa saadaan lisdé, on
malli ilman puutason satunnaisvaikutuksia kuitenkin toimivampi aineistoissa, joissa
samasta metsikostd on mitattu ainoastaan muutama puu. Malleja, joissa ei ole satun-
naisefekteji, voidaan kayttda myos aineistoihin, joissa toistomittauksia ei ole tehty.
Téllaista tilannetta vastaava sovelluskohde voisi 16ytyéd valtakunnan metsien inven-
toinneista. Pituusennusteita tutkittaessa Bayes-mallin osoitettiin antavan selvésti pa-
rempia pituusestimaatteja, kun kdytettavissa on myos mittauksia aiemmilta vuosilta.
Esimerkiksi valtakunnan metsien inventoinnissa osasta koealoja on tehty mittauksia
useana ajanhetkend [23], joten aiempia mittauksia hyodyntévistd malleista voisi olla
erityistd hyotyd téssd yhteydessa.

Bayes-mallinnuksen keskeisenéd ongelmana on laskennallinen vaativuus. Puutason
satunnaisefektejé siséltdvien mallien sovitus tdmén tyon varsin rajalliseen aineistoon
vei useita tunteja. Niinpa kaytdnnon sovelluksia ajatellen laskennallisen vaativuuden
pienentdminen olisi tarkedd. Erilaisten laskennallista vaativuutta viahentédvien approk-
simaatioiden, kuten INLA:n (Integrated Nested Laplace Approximation) [24], kiytto-
kelpoisuutta pituuskéyrien sovituksessa voitaisiin tutkia. Erityistd tarvetta lasken-
nallisen vaativuuden pienentdmiseen on, jos malleja paidtetddn soveltaa esimerkiksi
valtakunnan metsien inventointiin, jossa koealoja on runsaasti, mutta prioritieto on
tarkedd yksittdisten koealojen vahéisen koepuiden méadran vuoksi. Aineistoissa, jois-
sa samalta koealalta on tehty runsaasti mittauksia, ei prioritiedosta ole merkittavas
hy6tyé, jolloin sovitukset voi tehdé ilman prioreja regressiolla. Mallit voidaan sovit-
taa suoraan epélineaarisella regressiolla, mutta talloin satunnaisvaikutusten ennus-
taminen vaatii iteratiivisen ratkaisun [13], joten menettelytapa ei ole selvisti Bayes-
mallinnusta yksinkertaisempi. Toisena vaihtoehtona on linearisoidun mallin kayttami-
nen. Koko tutkimusaineistoon tehtyjen sovitusten perusteella tavallisella lineaarisella
regressiolla sovitetun linearisoidun mallin estimaatit parametreille vastasivat hyvin
Bayes-mallin estimaatteja. Témé laskennallisesti kevyt menetelmé sopii siis ainakin
sellaisiin kerran mitattuihin koealoihin, joissa koepuita on yli sata kappaletta.
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