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Tamén tutkielman tarkoituksena on késitelld kartioleikkauksia useam-
masta eri ndkokulmasta. Kartioleikkauksia késitellain tutkielmassa geomet-
risen kartioleikkauksen, standardimuotoisten kartioleikkausten, yleisen toisen
asteen yhtélon seké kartioleikkausten parametriesitysten keinoin. Lisdksi tut-
kielman tavoitteena on nayttaé, etté toista tapaa apuna kayttamaélla voidaan
padtya toiseen tapaan esittdd sama kartioleikkaus. Kartioleikkausten kasit-
teet yhtendistyvét tutkielmassa.

Affiini geometria sovelluksineen mahdollistaa kartioleikkausten kuvaami-
sen toisikseen, silld kartioleikkaukset ovat affiinisti yhdenmuotoisia. Tutkiel-
massa késitellidn myos eksentrisyyttd, joka on kartioleikkausten tarkaste-
lun kannalta oleellinen termi. Eksentrisyytta késitelladn jokaiselle surkastu-
mattomalle kartioleikkaukselle erikseen. Tutkielma tarkastelee myos jokaiselle
surkastumattomalle kartioleikkaukselle erikseen heijastusominaisuuksia. Tut-
kielmassa kasitelladn myos kartioleikkausten tangenttisuoria ja niiden kulma-
kertoimia.

Tutkielman lopussa keskitytadn tarkastelemaan kartioleikkausten linkit-

tamisté yldkoulun ja lukion matematiikkaan.
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1 Johdanto

Akksisen luentomonisteen mukaan [8] kartioleikkausten tutkiminen matema-
tiikan historiassa aloitettiin 300 eaa. Tuolloin kartioleikkauksia tutki Euklei-
des. Eukleideen jilkeen, 200 eaa., Apollonios Pergalainen jatkoi kartioleik-
kausten tutkimista. Tutkimusmenetelmét poikkesivat nykyisistd huomatta-
vasti, silla kdytossa oli vain puhtaasti geometriset keinot. Eukleides ja Apol-
lonios kasittelivét kartioleikkauksia klassisen kartioleikkauksen nédkokulmasta
kéyrind, jotka saadaan, kun leikataan kartiota tasolla. Tahén ajattelutapaan
pureudutaan myos tédssd tutkielmassa. Luku 3 késittelee geometrista kartio-
leikkausta.

Geometrisen kartioleikkauksen liséiksi tutkielmassa késitelladn myos stan-
dardimuotoisia kartioleikkauksia, kartioleikkausta toisen asteen yhtéalon kaut-
ta sekéd kartioleikkausten parametriesityksid. Tavoitteena on nayttdd, etté
kartioleikkaus voidaan mééaritelld usammalla eri tavalla ja toista tapaa apu-
na kayttamallad voidaan péadtya toiseen tapaan esittdd sama kartioleikkaus.
Tutkielman on tarkoitus yhtendistdéd kasitystd kartioleikkauksia eri tavalla
maéaaritellessa.

Kartioleikkausten perusteellisemman tarkastelun avuksi otetaan affiini
geometria sovelluksineen luvussa 7. Kartioleikkausten kannalta keskeinen ter-
mi on eksentrisyys, johon keskitytddn luvussa 5. Eksentrisyytta kasitelladn
kullekin surkastumattomalle kartioleikkaukselle erikseen. Kartioleikkauksil-
la on mielenkiintoisia heijastusominaisuuksia. Heijastusominaisuuksia kési-
telladn luvussa 10. Lopuksi luvussa 11 pohditaan mahdollisuuksia kartio-
leikkausten linkittdmisestd yldkoulun ja lukion matematiikkaan uusimpien
opetussuunnitelmien [6] ja [7] puitteissa. Uudessa opetussuunnitelmassa ko-
rostuu ilmiépohjaisuus, joten myos téssé tutkielmassa késitelladn kartioleik-
kausten opettamista ilmiopohjaisen opetuksen ndkokulmasta seké yldkoulus-

sa etta lukiossa.



2 Kartioleikkaukset euklidisessa geometriassa

Téamén luvun tavoitteena on késitelld kartioleikkauksia yleiselld tasolla. Lu-
vussa madritellddn jokainen kartioleikkaus erikseen ja késitellddn kartioleik-
kauksien keskeisid ominaisuuksia. Luvussa 3.1 avuksi otetaan Dandelinin pal-

lot kartioleikkausten tarkastelua varten.

2.1 Euklidinen geometria

Téassa tutkielmassa keskitytdan lahinné euklidiseen tasoon
R? = {(z,y) : 2,y € R}.

Kartioleikkaukset jaotellaan teoksessa Geometry [3] surkastuneisiin ja sur-
kastumattomiin kartioleikkauksiin. Akkisen luentomonisteessa [8] surkastu-
mattomat kartioleikkaukset on nimetty aidoiksi kartioleikkauksiksi, mutta
jaottelu on muutoin pidetty samana kuin teoksessa Geometry [3]. Téssé tyos-
sd nimityksend kaytetdan surkastuneita ja surkastumattomia kartioleikkauk-
sia.

Surkastuneet kartioleikkaukset jaotellaan seuraavasti kolmeen luokkaan:

e Piste

e Suora

e Kahden suoran yhdiste.

Surkastumattomat kartioleikkaukset jaotellaan puolestaan seuraavalla ta-
valla:

Paraabeli

Ellipsi, jonka erikoistapauksena ympyra

e Hyperbeli.

Téassé tyossa keskitytadn erityisesti surkastumattomiin kartioleikkauksiin.
Seuraavaksi madritelldédn surkastumattomat kartioleikkaukset jokainen erik-

seell.

Mairitelma 1. Paraabeli on tasokdyrd, joka muodostuu niistd pisteistd, joilla
kiintedstd pisteestd, paraabelin polttopisteestd, mitattu etdisyys on yhtd suuri

kuin kiintedstd suorasta, johtosuorasta, mitattu kohtisuora etdisyys.



Paraabelin polttopistettd merkitdén téssd tydssa symbolilla F' ja johto-
suoraa symbolilla [, kuten kuvassa 1. Piste P on kartioleikkauksen satunnai-
nen piste, ja piste () on pistettd P lahinné oleva piste johtosuoralta [.

Matemaattisesti edellinen méaaritelma voidaan esittéda siten, etté
PF = PQ,

kun piste P on mielivaltainen piste paraabelilta.

Kuva 1: Paraabelin polttopiste ja johtosuora

Maéritelma 2. FEllipsi on tasokdyrd, joka muodostuu niistd pisteistd, joilla
kahdesta kiintedstd pisteestd, ellipsin polttopisteistd, mitattujen etdisyyksien
summa on vakio. Ympyrd on ellipsin erikoistapaus, jossa polttopisteet yhty-

vat.

Ellipsin polttopisteitd merkitain jatkossa F ja F”, kuten kuvassa 2. El-

lipsin mééritelmé voidaan matemaattisesti esittaé siten, etta
PF + PF’ on vakio kaikilla P,

kun P on satunnainen piste ellipsin kehélta.



Kuva 2: Ellipsin polttopisteet

Maéritelma 3. Hyperbeli on tasokdyrd, joka muodostuu niistd pisteistd, joilla

kahdesta kiintedstd pisteestd, hyperbelin polttopisteistd, mitattujen etdisyyk-
sien erotuksen itseisarvo on vakio.

Tassé tyossa hyperbelin polttopisteitd merkitain F ja F’. Edellinen méa-
ritelmé voidaan siis kirjoittaa siten, etta

|PF — PF’| on vakio kaikilla P.



Kuva 3: Hyperbelin mééritelmé

Jad




3 Kartioleikkaus geometrisesti

Téssé luvussa ajatellaan, ettd kartioleikkaus saadaan leikkaamalla tasolla T'
kaksisuuntaista ympyrikartiota K. Standardilla kaksisuuntaisella ympyra-
kartiolla tarkoitetaan kahta kartiota, joista toinen avautuu ylospéin ja toinen
alaspdin. Molempien kérki on origossa. Seuraavaksi mééritelldadn matemaat-

tisesti kaksisuuntainen ympyrékartio.

Maéritelma 4. Standardi kaksisuuntainen ympyrdkartio on joukko K siten,
ettd

K ={(2,y,2) € R®: 2* + 4 = 2*}.

3.1 Dandelinin pallot

Dandelinin palloa késitelldén seké teoksessa Geometry [3] ettd Kivelan Ma-
tematiikkalehti Solmun artikkelissa [5]. Téssé luvussa kaltevaa tasoa, jolla
leikataan kartiota K merkitddn symbolilla 7. Sovitetaan ympyrakartion K
sisdén pallo U siten, ettd se koskettaa tasoa 71" tason pisteessd F'. Valitaan

ympyra C' pallon keskipisteen kautta vaakatasossa leikkaavalta tasolta P.

3.2 Kartioleikkaukset Dandelinin pallon avulla

Dandelinin pallon avulla voidaan todistaa, ettd paraabeli on kartioleikkaus.
Kiveldn kirjassa [4] suora ympyrikartio méaritelladn siten, ettd ympyrakar-
tion muodostaa suoraparvi, jonka suorat kulkevat kiintedn ympyréaviivan pis-
teiden kautta ja toisaalta sellaisen kiintedn pisteen kautta, joka sijaitsee ym-
pyréan keskipisteen kautta kulkevalla ympyran tason normaalilla. Téta kutsu-
taan kaksihaaraiseksi pinnaksi, koska haaroja erottaa edelld mainittu kiinte&
piste. Tatéa pistettd kutsutaan kartion huipuksi. Normaalisuoralla tarkoite-
taan tissd tyossé kartion akselia. Kartion emésuoriksi kutsutaan suoraparven
suoria. Ympyréan tason ja emésuoran vilinen kulma on emésuoran kaltevuus-
kulma.

Kartioleikkaukset S ovat joukkoja, jotka saadaan leikkaamalla kaksisuun-

taista ympyrakartiota K tasolla 7. Siten kartioleikkaukset S ovat tason T'
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osajoukkoja S C T. Koordinaattimuutosten avulla taso T voidaan esittéaé
avaruudessa R2. T#lloin kartioleikkaus S on tasojoukko.
Seuraavan lauseen todistus mukailee Kiveldn teoksen [4] todistusta. To-

distuksessa kdytetddn apuna Dandelinin palloja.

Lause 1. Leikatkoon taso T suoraa ympyrikartiota K siten, ettd se ei kulje
kartion huipun kautta. Tason T ja kartion K leikkauskdyrd on ellipsi, paraa-
beli tai hyperbeli rippuen siitd, onko tason kaltevuuskulma pienempi, yhtd

suuri var suurempt kuin emdsuoran kaltevuuskulma.

Todistus. Tarkastellaan ensin tapausta, jossa kartioleikkaus on ellipsi. Asete-
taan leikkaavan tason kummallekin puolelle pallo siten, ettd molemmat pallot
sivuavat kartiota pitkin ympyréaviivaa ja koskettavat leikkaavaa tasoa T yh-
dessa pisteessd. Merkitdéan sivuamisympyroitda symbolein Cy ja Cy ja pisteité,
joissa pallo koskettaa leikkaavaa tasoa T symbolein F} ja F5. Olkoon P jokin
leikkausk&yran piste ja suora s pisteen P kautta kulkeva emé&suora. Olkoon
piste A1 = s N C] ja Ay = s N Cy. Tarkastellaan tasoa FyPA;. Se kosket-
taa toista Dandelinin palloa pisteessa Fi ja A;. Talloin se leikkaa kyseistéd
Dandelinin palloa siten, ettd poikkileikkaus on ympyra. Poikkileikkauksena
muodostuneen ympyran tangentit ovat PF; ja PA;. Tangenttikulman kyljet
ovat yhté pitkit, joten saadaan, ettd PF; = PA;. Toisesta Dandelinin pallos-
ta saadaan vastaavasti PFy = PAs. Nyt néistd kahdesta yhtélostd saadaan,
etta
PF, + PFy = PA, + PAy = A As.

Etaisyys A;As on ympyroiden C; ja Cy vilinen etéisyys emésuoraa pitkin
mitattuna, eiké se riipu pisteen P sijainnista kartioleikkauksella. Tdmén pe-
rusteella summa P F}+ PF5, on vakio. Leikkauskdyra on méaéritelmén 2 nojalla
ellipsi, jonka polttopisteet ovat Fi ja Fs.

Hyperbelin tapauksessa Dandelinin pallot tulee sijoittaa kaksisuuntaisen
ympyréakartion A kumpaankiin haaraan. Kuten ellipsinkin tapauksessa, Dan-
delinin pallojen sivuamispisteet ovat F ja F5. Kuten aiemminkin, piste P on
satunnainen piste hyperbeliltd. Samalla tavalla, kuten ellipsinkin tapaukses-

sa, saadaan, etti
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’PFl — PF2| = |PA1 - PAQl = AlAQ = vakio.

Paraabelin tapauksessa yksi Dandelinin pallo sijoitettuna toiseen kaksi-
suuntaisen ympyrédkartion K haaraan riittdd. Dandelinin pallo sivuaa téssé
tapauksessa leikkaavaa tasoa pisteessd F'. Kartion ja Dandelinin pallon sivua-
misympyrin C' kautta kulkevan tason I (taso I leikkaa siis kartiota kartion
pohjan suuntaisesti) ja leikkaavan tason leikkaussuoraa merkitaan symbolilla
v. Valitaan jélleen leikkauskéyralta satunnainen piste P. Olkoon A pisteen P
kautta kulkevan emésuoran ja ympyréan C' leikkauspiste. Kuten aiemmissakin
tapauksissa, nihdaén, ettd PF = PA.

Etaisyys PV on pisteen kohtisuora etéisyys suorasta v. Koska emésuoran
kaltevuus on sama kuin normaalin kaltevuus, niin PA = PV. Yhdistdmal-
& aiempaan tulokseen, saadaan, ettd PF = PV. Talloin leikkauskéyra on

paraabeli, jonka polttopiste on F' ja johtosuora v. O
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4 Kartioleikkausten standardimuodot

Téssé luvussa késitellddn kartioleikkausten standardimuotoisia yhtaloita.

Muut kartioleikkaukset saadaan standardimuotoisista kartioleikkauksista. Jo-
kainen kartioleikkaus voidaan esittdd standardimuotoisen kartioleikkauksen
ratkaisujoukkona sopivassa koordinaatistossa. Paraabelin, ellipsin ja hyper-
belin standardimuotoiset yhtélot todistetaan kayttamaélla etaisyyksiin perus-

tuvia kartioleikkausten maéaritelmié.

4.1 Standardimuotoinen paraabeli

Maaritelmén 1 nojalla paraabeli muodostuu niisté tason pisteistda P, joiden
etdisyys johtosuorasta [ ja polttopisteestd F' on yhta suuri. Péddakseliksi kut-
sutaan suoraa, joka kulkee polttopisteen F' kautta ja on kohtisuorassa johto-
suoraa [ vastaan. Paraabeli on symmetrinen pédakselinsa suhteen. Paraabelin
huippu on pisteessé, jossa paraabeli leikkaa péadakselinsa.

Standardimuotoisen paraabelin padakseli on z-akseli. Téll6in paraabelin
huippu on origossa, joka on yhté kaukana polttopisteestd F' ja johtosuorasta
[.

Standardimuotoisen paraabelin polttopisteen F' y-koordinaatti on 0. Kos-
ka johtosuora [ ja polttopiste F' ovat yhta kaukana paraabelin huipusta, polt-
topisteen xz-koordinaatti on a ja johtosuoran [ yhtélo on x = —a. Polttopiste

F sijaitsee siis pisteessd F' = (a,0).
Lause 2. Standardimuotoisen paraabelin yhtdalé on
y? = 4ax, missia > 0.

Edellinen lause todistetaan seuraavaksi Adamsin kirjaa [1] mukaillen maa-

ritelméan 1 avulla.

Todistus. Madritelmén 1 nojalla tiedetddn, ettéd paraabelille patee PF =
PQ, kun P = (x,y) on jokin piste paraabelilta, F' on polttopiste ja () on
pistettd P ldhimpéné oleva piste johtosuoralta. Kuten kuvassa 4, APAF on

suorakulmainen kolmio, jossa kyljet AP ja AF ovat kolmion kateetit. Kuvasta
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4 nihdéén, ettd sivu AP =y ja AF = |z — a|. Pythagoraan lauseen nojalla

saadaan, etté
(PF)* = (z—a)" + 4
— PF =\/(z —a)® + 2.

Toisaalta ndhdadn myos kuvasta 4, ettd PQ) = x + a. Koska tiedetéén, etté
PF = P(Q), niin saadaan, etti
(r—a)l+y =x+a
= (z—a)’+ 9 = 2> + 20z + d®
= 1% — 2ax + a® + y* = 2% + 2ax + d*

— y? = dax.

Kuva 4: Standardimuotoinen paraabeli

l

Standardimuotoisesta paraabelin yhtilostd voidaan selvittédé johtosuoran
[ yht&lo ja polttopiste F'.
Seuraavassa esimerkisséa selvitetddn standardimuotoon kartioleikkauksen

yhtéalod muokkaamalla, mistéd kartioleikkauksesta on kyse.
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Esimerkki 1. Kirjoitetaan kartioleikkaus 2y* = 18z standardimuodossa. Yh-

tiloa muokkaamalla saadaan, ettd

9
2
=4.—x.
Y 1
Huomataan lauseen 2 nojalla, ettd kyseessd on standardimutoisen paraabelin
9
Z .
Middritetdadn standardimuotoisen paraabelin yhtdldstd polttopiste F' ja joh-

yhtdlo, jossa a =

tosuora . Aiemmin todettiin, ettd paraabelilla on vain yksi polttopiste ja joh-
tosuora. Paraabelin polttopiste on F = (a,0) = (2,0). Johtosuoran I yhtdlo

on r = —a, joten sijoittamalla parametri a saadaan johtosuoran yhtdldks:

©

1-

4.2 Standardimuotoinen ellipsi

Suoria, joiden suhteen ellipsi on symmetrinen, sanotaan ellipsin akseleiksi.
[soakseliksi sanotaan suoraa, jolla on sen polttopisteet F' ja F’. Ellipsi on
aina symmetrinen myos keskipisteensé suhteen.

Standardimuotoinen ellipsi on symmetrinen x- ja y-akselin suhteen kuten
kuvassa 5. Ellipsin isoakseli on z-akseli, jolla on ellipsin polttopisteet F' ja F”.
Ellipsin keskipisteené on standardimuodossa origo. Ellipsin pikkuakselilla tar-
koitetaan akselia, joka on kohtisuorassa isoakselia vastaan ja kulkee ellipsin
keskipisteen kautta.

Seuraavan lemman nojalla pisteen P etiisyyksien summa sen pottopis-
teisiin on ellipsin isoakselin pituus, eli 2a. Lemman todistukseen 16ytyy erés
toinen ratkaisu teoksesta Geometry [3]. Téssa tyOssd seuraavan lemman to-

distuksen ldhteend on kiytetty Adamsin teosta [1].
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Kuva 5: Standardimuotoinen ellipsi

b (0,b)

Lemma 1. Valitaan ellipsi, jonka isoakseli kulkee pisteiden (—a,0) ja (a,0)
kautta. Ellipsin polttopisteet ovat F ja F'. Jos P on jokin piste ellipsilti, on
summa F'P + PF' = 2a. Tamd pdtee kaikille ellipsin pisteille P.

Todistus. Polttopisteen etéisyytta ellipsin mielivaltaiselta pisteeltd P kut-
sutaan polttosateeksi. Ellipsin polttositeet ovat siis PF ja PF’. Méaritel-
mén 2 nojalla ellipsin polttositeiden summa PF + PF’ on vakio, merkitaan
PF + PF' = 2d'. Toisaalta jos P = (a,0), niin PF'=a—cja PF' =a+c.

Tasta seuraa, ettd 2a’ = 2a, joten a’ = a. H

Maéaritelmén 2 mukaan ellipsi muodostuu niistd tason pisteisté, joiden
etéisyyksien summa molempiin polttopisteisiin on vakio. M#aritelméa kay-

tetddn seuraavan lauseen todistuksessa, joka mukailee Adamsin kirjaa [1].

Lause 3. Olkoon a,b # 0. Ellipsin yhtdlo standardimuotoisena on

2 2

T Y

) + 2= 1.
Todistus. Standardimuotoisen ellipsin polttopisteet ovat F' = (—¢,0) ja F' =
(¢,0) siten, etté etdisyyksien summa misté tahansa ellipsin pisteestd P on 2a

(siten, ettd a > c).
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Kun merkitédan kirjaimella b ellipsin ja y-akselin positiivista leikkauspis-

tettd, niin Pythagoraan lauseen ja lemman 1 nojalla saadaan, ettd

a?=0v* + 2

— b =a? - A2

Kun piste P = (z,y) on jokin piste ellipsin keh&lt4, niin saadaan Pythagoraan

lauseen nojalla, etta

PF=\/(z—¢)’+1y? ja PF =\/(z+¢)+12

Koska PF' 4+ PF = 2a, sijoittamalla saadaan, etti

V=t +y2 4w+t +y2 =2

— \/($—0)2+y2=2a—\/(;1:+c)2—|—y2

= 12— 2cx+ P+t =4a® —day/(x+ ) + 2+ (x+ )P + 4

<:>x2—20x—|—c2—|—y2:4a2—4a\/(x+c)2+y2—|—x2+2xc+02+y2

= —zc=a’ —a\/(z +c)? + 3>
< a\/(z+ )2+ 92 =cr +d?
— a*((z +¢)* + ) = (cx + a?)?
= a*(z° + 2zc + & +¢°) = *2® + 2d°cr + a
< a’r? + 2a’cy + a*c® + a*y? = F? + 2aPcr + o
s (= A)? + a?? = a* — a2

= (a® — A)a* + a’y* = a*(a* — &A).

Koska b? = a? — ¢2, niin sijoittamalla saadaan, etti

b z? + a*y? = a®b? |, joten

x? yQ
?—i_ﬁ:l'

]

Seuraavassa esimerkissé kirjoitetaan standardimuotoon ellipsin yht&lo.
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Esimerkki 2. Kirjoitetaan kartioleikkaus % + 7‘1’—2 = 1 standardimuodossa.
Kartioleikkaus % + % = 1 voidaan kirjoittaa muodossa ”;—; + Z—; = 1. Huo-

mataan, ettd kyseessi on standrardimuotoisen ellipsin yhtdld, jossa a =7 ja
b=4.

4.3 Standardimuotoinen hyperbeli

Maéritelmén 3 nojalla hyperbeli on niiden pisteiden joukko, joiden etéisyyk-
sien erotus hyperbelin polttopisteistd on vakio.

Kummassakin hyperbelin haarassa on yksi huippu. Hyperbeli on sym-
metrinen polttopisteiden kautta kulkevan suoran ja polttopisteiden vélisen
janan keskinormaalin kanssa. Hyperbelin keskipisteeksi kutsutaan pistetté,
joka sijaitsee janan F'F' keskipisteessa.

Kun hyperbeli on standardimuotoinen, sen huiput ovat pisteissa (a,0)
ja (—a,0), kuten kuvassa 6. Télloin polttopisteet F' ja F' ovat z-akselilla,
ja niiden koordinaatit ovat F' = (—c,0) ja F' = (c¢,0). Standardimuotoisen
hyperbelin keskipiste sijaitsee origossa.

Suoraa, jolla sijaitsevat hyperbelin polttopisteet, huiput ja keskipiste, kut-
sutaan hyperbelin vaaka-akseliksi. Standardimuotoisella hyperbelilld vaaka-
akseli on x-akseli. Suora, joka on kohtisuorassa vaaka-akselia vastaan, on
hyperbelin pystyakseli. Standardimuotoisella hyperbelilld pystyakseli on y-
akseli. Pystyakseli ei leikkaa hyperbelid missédédn pisteessa.

Kuten standrardimuotoiselle ellipsillikin, my6s standardimuotoisen hy-

perbelin yhtélé on aina samaa muotoa.

Lause 4. Standardimuotoisen hyperbelin yhtdilo on

2 2
S
a b2

Todistus. Méaéritelméan 3 nojalla polttopisteiden F' ja F” etédisyys hyperbelin
pisteestd P = (x,y) on |PF — PF’'| = 2a, kun a < c¢. Tallin hyperbelin
polttopisteet ovat F' = (c,0) ja F' = (—¢,0).
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Kuva 6: Standardimuotoinen hyperbeli

F' \(—a,0) (a,0 F

Pythagoraan lauseen nojalla
(PF)’ = (z+¢)" +¢°
= PF =\/(z+¢)* + 42
ja
(PF) = (z—cf + ¢
— PF' =\/(z—¢)” + 12

Téasta saadaan, etté

PF’—PF:\/(:U+c)2+y2—\/(x—c)2+y2.

Saadaan yhtélopari siten, etta

Va+o?+12 = J(@— o +9° =2,

kun piste P sijaitsee hyberbelin oikeassa haarassa ja

\/(93+c)2+y2—\/(x—c)2+y2:—2a,
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kun piste P sijaitsee vasemmassa haarassa.
Kuten standardimuotoisen ellipsin tapauksessa, my0s téastéd yhtéaloparista
saadaan, etté
(a® — )a? + a’y* = a*(a* — ).
Olkoon b positiivinen kokonaisluku siten, ettd b*> = ¢ — a%. Tallsin sijoit-

tamalla aiempaan yhtaloon saadaan, etta

02?0 = —a2b?
222 g%y a2h?
b%a? a?b? | a?b?
22 g
m
Esimerkki 3. Kirjoitetaan kartioleikkaus %2 — % = 3 standardimuodossa.
Saadaan, ettd
Y
9 12
22 1 21
= =1
9 3 12 3
Y
27 36
22 y?
< 3 g —
V2T 6
Yhtalo \/”;2 — g—j =1 on standardimuotoinen, kun a = /27 ja b = 6.

Kuvaan 7 on piirretty hyperbelin asymptoottisuorat.

Hyperbelin asymptoottisuorat ovat ne suorat, joita hyperbeli muistuttaa
adarettomyytta lahestyessaédn. Piirretddn suorakulmio siten, ettd kaksi vaaka-
akselin suuntaista sivua ovat pituudeltaan 2a, ja pystyakselin suuntaiset sivut
ovat pituudeltaan 2b. Valitaan suorakulmion keskipisteeksi hyperbelin kes-
kipiste, eli standardimuotoisen hyperbelin tapauksessa origo. Télloin kaksi
suorakulmion sivua ovat hyperbelien huippujen tangentilla. Nyt asymptoot-
tisuorat voidaan piirtéé siten, etté piirretdén suorat suorakulmion lavistéjien

kautta. Jos a = b, hyperbeli on suorakulmainen.
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Kuva 7: Hyperbelin asymptoottisuorat

F 0 F

Asymptoottisuorien yht#lot saadaan yhtélosta £ + 4 = 0, eli asymptootit
ovat y = j:gx. Hyperbeli ldhestyy mielivaltaisesti ndita suoria.
Suorakulmaisen hyperbelin asymptoottisuorat ovat kohtisuorassa toisiaan

vastaan.
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5 Eksentrisyys

Eksentrisyyden késittely perustuu Adamsin [1] kirjaan. Seuraavat mééritel-
mét ja lemmat patevit ellipsille ja hyperbelille. Paraabelin eksentrisyys ké-
sitelldadn tasséd luvussa lopuksi erillisend osana. Merkitdan kartioleikkauksen

eksentrisyytta kirjaimella e.
Maééritelmé 5. Ellipsin ja hyperbelin eksentrisyys on e = £.

Eksentrisyyden tarkempi tarkastelu vaatii johtosuorien maérittelyn. Se-
ké ellipsilla ettd hyperbelilla johtosuoria on kaksi. Paraabelilld on vain yk-
si johtosuora. Standardimuotoisen ellipsin ja hyperbelin johtosuorat voidaan

madaritella seuraavasti:

Miiritelmi 6. Standardimuotoisen ellipsin ja hyperbelin johtosuorien yhtalot

ovat t = ¢ ja r’ = —2.
e e

Standardimuotoisen ellipsin ja hyperbelin johtosuorat ovat siis yhden-
suuntaisia y-akselin kanssa. Tésséd tyossa ellipsin ja hyperbelin johtosuoria
merkitdan symboleilla [ ja I’

Valitaan P siten, ettéd se on miké tahansa piste kartioleikkaukselta. Piste
I on kartioleikkauksen polttopiste, ja piste () on pistettd P ldhin piste polt-

topistettd [’ vastaavalta johtosuoralta [. Télloin kartioleikkauksen eksentri-

PF
PQ°
pisteen P etdisyys vastaavasta johtosuorasta [. Tamé voidaan esittdd myos

syys e on suhde kun PF on etéisyys pisteestd, P polttopisteeseen ja P(Q)

seuraavan lemman avulla.
Lemma 2. Eksentrisyydelle e pdtee, etti e = I;—g.
Lemma todistetaan ellipsille ja hyperbelille molemmille erikseen niiden

eksentrisyyksia kisittelevissia kappaleissa.

5.1 Ellipsin eksentrisyys

Jokaiselle ellipsille pétee, ettd eksentrisyys e < 1, koska ellipsille aina ¢ <

a. Mité suurempi ellipsin eksentrisyyden e arvo on, sitd vihemmén ellipsi
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muistuttaa ympyréai. Jos eksentrisyys e = 0, niin a = b ja ¢ = 0. Talloin
kaksi polttopistettid on samassa pisteessi, ja ellipsi on ympyra.
Tarkastellaan seuraavaksi médritelméa 5. Mé&dritelmén jana ¢ voidaan

toisaalta ilmaista toisella tavalla, koska Pythagoraan lauseen perusteella

b2+ = a?
— P =a® -

— c=+Va? — b2

T&amé sijoittamalla saadaan, ettd ellipsin, jonka yhtalé on 2—3 + Z—; =1,

kun a > b, eksentrisyys e on

c Va2 -—-1>b?
e=—=—,
a a

Kun e = £, eksentrisyyden médritelmén 5 nojalla, saadaan, ettd ¢ =

ae. Aiemmin todettiin, ettd F' = (c¢,0) ja F' = (—¢,0), joten sijoittamalla
saadaan, ettd [ = (ae,0) ja F' = (—ae,0).
Seuraavassa esimerkissid mééritetddn edellisen esimerkin standardimuo-

toisen ellipsin yhtéalosté eksentrisyys e.

Esimerkki 4. Mddaritetadin standardimuotoisen ellipsin yhtdlosta ”7”—; + Z—j =1
eksentrisyys e ja polttopisteet F ja F'. Kun a = 7 ja b = 4, niin voidaan

ratkaista parametri ¢ siten, ettd

c=+T2—42 =+/49 — 16 = V/33.

= —V733 Aiemmin mdd-

Eksentrisyyden e yhtdlosti saadaan sus, ettd e = £
ritettiin, ettd polttopisteet ovat F = (ae,0) ja F' = (—ae,0). Sijoittamalla

saadaan F = (1/33,0) ja F' = (—/33,0).

Ellipsilla on mééritelmén 6 nojalla kaksi johtosuoraa [ ja I, jotka ovat
kohtisuorassa isoakselia vastaan.

Seuraavaksi todistetaan, ettd lemman 2 mukaan ellipsille pétee, ettd e =
%. Pistettd P = (x,y) vastaava piste johtosuoralta [ on Q). Télloin etdisyys
PQ@) on kohtisuoraan johtosuoraa [ vastaan. Todistuksessa kéytetddn lausetta
3. Koska 2 + & = 1, niin ¢? = (1 - 23).
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Kun polttopiste F' = (¢,0), niin Pythagoraan lauseen nojalla
PF? = (z —c)* +9°

72
=22 -2+ +1? (1——)

a2
b2 a?
:x2—20x+02+b2——2
a
2 2
a b
= —2cx++ b+ —2.952 - —2932
a a

= —2cx+a’>—b+b+ T
a

2
c
= —2cr +a® + —2x2 (koska a® — b* = ¢?)
a
=e?2? — 2eaxr +a®  (koska ¢ = ea)
= (a —ex)*
Nyt siis tiedetéddn, ettd PF = a —ex. Toisaalta my0s johtosuoran yhtéalon

perusteella tiedetddn, ettd QP = (2 — x) = “=**. Nyt saadaan, ettd

PF ( ) a—ex
— = (a —ex):
PQ e
e
—(a—ex)-a_ex
=e.

Standardimuotoiselle ellipsille pétee siis, ettd eksentrisyys e = %.
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Kuva 8: Eksentrisyys

BV Q
A

5.2 Hyperbelin eksentrisyys

Mééritelmén 5 nojalla hyperbelin eksentrisyys on muotoa e = <. Sijoittamal-
la saadaan, ettd e = @, kun a,b > 0.

Jokaiselle hyperbelille pétee, ettd eksentrisyys e > 1, koska hyperbelille
on aina ¢ > a.

Suorakulmaiselle hyperbelille pétee, ettd a = b. Talldin ¢ = Va2 + b2 =
Va2 + a2 = V2a2 = Vv2a. Saadaan siis, ettd suorakulmaisen hyperbelin ek-
sentrisyys e = @ =2

Todistetaan, ettéd standardimuotoiselle hyperbelille pétee lemma 2, eli etté
PF

P_Q’
Todistus etenee samankaltaisesti, kuin standardimuotoiselle ellipsillekin.

e =

Todistuksessa kiytetisin lausetta 4, jonka nojalla y? = b? (i—z — 1). Pythago-
raan lauseen nojalla saadaan, etti PF? = (—x + ¢)? + %2, mikiili polttopiste
F' ja piste P sijaitsevat eri haarassa. Jos polttopiste F' ja piste P sijaitse-
vat samassa haarassa, niin PF? = (¢ — x)? + y*. Molemmissa tapauksissa
PF? = 22 — 2zc+ 2 + 42
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Sijoittamalla saadaan, etté
PF? = 2% — 2zc+ & + 97
2
=22 —2xc+ A+ b (x_ —1)
a2
a2 2
= —2xc+c* — b+ —2962 + —2x2
a a
b’ +a*
x

= 2xc+a>+ b — b+ 5
a

= ?2? — 2aex + a®

= (a —ex)*

Kuten standardimuotoisen ellipsin tapauksessa, myos hyperbelille pétee, et-
td PF = a — ex. Samalla tavalla kuin ellipsin tapauksessa, saadaan myos
P

hyperbelille, ettd e = P—g.

Esimerkki 5. Ratkaistaan esimerkin 3 standardimuotoisen hyperbelin yhtdi-
e 2 2 . . . . . ..
losti 5 — %5 = 3 eksentrisyys e, polttopisteet F' ja F', johtosuorat | jal' sekd
asymptoottisuoratl.
Esimerkissd 3 ratkaistiin, ettd a = /27 ja b = 6, joten

c= Va2 + b = \/V2T +62 = /63,

Seuraavakst lasketaan eksentrisyys e sijoittamalla parametrit ¢ ja a ek-

sentrisyyden yhtdloon:

e VB VA VA
IR AR R

Talloin
F = (¢,0) = (ae, 0) = (v/63,0)
Jja
F' = (=¢,0) = (—=V63,0).
Stjoittamalla yhtdloihin x = —2 ja x' = ¢ aiemmin ratkaistut a ja e, saadaan

hyperbelin johtosuorat [ ja l'.

Johtosuorat ovat

V21 3 V93 9
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ja

r_ .@__ 3 __\/5'3__
© = —\/27 5 = V27 N i

Asymptoottisuorat hyperbelille ovat y = +

[\]
P
\]

SIS

_ 6

5.3 Paraabelin eksentrisyys

Paraabelin mééritelmén 1 nojalla PF = P(Q), kun ) on johtosuoralta [ pis-

tettd P vastaava piste. Téstd seuraa, ettd % = 1. Paraabelin eksentrisyys
PF
=1.

voidaan siis médritelld myos asettamalla e = 50 =
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6 Kartioleikkaukset ja toisen asteen yht&lot

Kartioleikkauksia voidaan tarkastella monella eri tavalla. Kuten aiemmin on
todettu, kartioleikkauksen yhtd méaritelmista kayttamalla voidaan paétyé
toiseen tapaan esittdd sama haluttu kartioleikkaus. Yksi tavoista méaritel-
14 kartioleikkaus on Yleisen toisen asteen yhtdlon kautta, joka méaritellaan
tdssd luvussa. Téssd luvussa isot kirjaimet A, B, C... ovat reaalilukuja, kun
taas aiemmissa luvuissa isot kirjaimet ovat olleet tason pisteitd. Lemmojen,
lauseiden ja médritelmien lihteend on kéytetty Akkisen luentomonistetta [8].

Seuraavaksi maaritellidn Yleinen toisen asteen yhtélo, joka on oleellinen

maéadritelmé kartioleikkausten laajempaa tarkastelua varten.

Maisritelma 7 (Yleinen toisen asteen yhtélo). Yieinen toisen asteen yhtdlo
on muotoa
Az? + Bry+ Cy* + Dz + Ey + F = 0,

kun A,B,C,D,E ja F € R, ja ainakin yksi luvuista A, B tai C' on nollasta

eroava.

Seuraavaa Yleiseen toisen asteen yhtdloon liittyvia lausetta kéytetdian

apuna mychemmin tésséd luvussa.

Lemma 3. Olkoon S C R? yhtdilén
A? +Cy* + Dz + FEy+ F =0, kun A,C,D,E.F €R

ratkaisujoukko. Mikdli kyseessd on surkastumaton kartioleikkaus, niin kysees-
sd on

e cllipsi, jos AC > 0,

e paraabeli, jos AC =0 ja

o hyperbeli, jos AC' < 0.

Todistus. Kaydadn lapi kaikki eri tapaukset riippuen kertoimien A ja C' ar-
voista.

Jos A =0ja C # 0, niin yht#lostd saadaan, ettdi Cy*+ Dz + Ey+ F = 0.
Kyseessd on paraabeli, jos D # 0 tai jokin surkastunut kartioleikkaus, jos
D =0.
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Jos A # 0 ja C = 0, niin tilldin saadaan, ettd Az? + Dx + Ey + F = 0.
Yhtéalo on siis sama kuin edellinen, jos vaihdetaan koordinaatit x ja y.
Jos A # 0 ja C' # 0, niin saadaan, etté

Az’ +Cy? + D+ Ey+F =0
D? E? D? E?

= Az"+ Cy” + Dx + y+4A+4(J 4A+4(J
9rDA  AD? WwEC CE* D> E?

e Az o2 + Y _ LB p
Vr oy T Y T e T T T ae

D\’ E\®> D> F?
<:)A<x+ﬂ) +C(y+%) =it F

Merkitésn sitten, etti v’ = v + 2,y =y + £ ja ' = 2 + £ — F. Nyt
sijoittamalla saadaan, etti Az + Cy’? = F.

Jos AC' > 0, niin A ja C' ovat samanmerkkiset. Mikéli kerrotaan yhta-
16 tarvittaessa puolittain luvulla —1, niin voidaan olettaa, ettd A ja C' ovat
positiivisia. Talloin yhtdlon Ax? + Cy’? = F' ratkaisujoukko jakautuu seu-
raavalla tavalla riippuen vakion F” arvosta. Ratkaisujoukko jakautuu siten,

ettd kyseesséd on

ellipsi, jos F' >0
piste, jos F =0
ja tyhji joukko, jos F' < 0.

Tarkastellaan seuraavaksi vield tapausta, jossa AC < 0. Télloin A ja C' ovat
erimerkkiset. Jos oletetaan, ettd A > 0 ja C' < 0, niin edelleen ratkaisujoukon
madrittad vakion F” arvo. Jos F” # 0, niin kyseessé on hyperbeli. Mikéli £’ =
0, niin kyseessd on kahden leikkaavan suoran yhdiste. Nyt voidaan jaotella
niin, ettd erotetaan surkastumattomat kartioleikkaukset. Niitd vertaamalla

alkuperéiseen véitteeseen, huomataan, etté viite patee. O
Seuraavan lauseen todistuksessa kédytetddn apuna lemmaa 3.

Lause 5. Yieisen toisen asteen yhtdlon toteuttavien pisteiden (z,y) joukko on

joko kartioleikkaus, tyhjd joukko tai kahden yhdensuuntaisen suoran yhdiste.
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Todistus. Yhtilo Az? + Bay + Cy? + Dx + Ey + F = 0 méérii kartioleik-

kauksen. Taméa voidaan esittdé siten, ettd méaaritelladn aluksi

o f]

Télloin Yleinen toisen asteen yhtélo voidaan kirjoittaa muotoon

A5
C

A:

|ty

tTAz +BTz+ F =0.
On olemassa diagonaalimatriisi D ja ortogonaalimatriisi P siten, etté
A = PDPT,

]D:[/Bl )(\)] jaIP’:[xl xz}.

2
Parametrit x; ja x5 ovat ominaisarvoja A; ja Ao vastaavat normitetut omi-

naisvektorit. Talloin |z;| = 1.

/
x = [x/] = PTy.
Yy

Tillsin yhtilo A = PDP? voidaan kirjoittaa muodossa

Merkitaan nyt, ettéa

2Dz’ +BTP2y + F = 0.
Laskemalla ndhdédan helposti, ettéd kyseinen yhtéalé on muotoa
A2? + C'y*+ D2’ + Ey + F =0,
joten kyseesséd on kartioleikkaus. O]

Kartioleikkaus voidaan kuvata niiden pisteiden joukkona, joka toteuttaa
médritelméissid 5 mainitun toisen asteen yhtiilon joukossa R2. Toisen asteen
yhtélostd on mahdollista tunnistaa, mikéd surkastumaton kartioleikkaus on

kyseessa.
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Lause 6. Olkoon S aito kartioleikkaus, jonka yhtdlo on muotoa
A’ + Bey+Cy* +Dr+Ey+F =0 A,B,C,D,E ja F €R.

Tdlloin kyseessd on
e cllipsi, jos B* —4AC <0,
e paraabeli, jos B* —4AC =0 ja
o hyperbeli, jos B? —4AC > 0.

Todistus. Viitteet saadaan suoraan, kun rajoitetaan tarkastelu pelkéstdan
surkastumattomien kartioleikkausten tapauksiin. Huomataan, ettd lauseen 5
todistuksen lopusta niihdééin, etti A'C’ = det A = AC' — B, O
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7 Yleinen kartioleikkaus

Téssé luvussa késitelldan kartioleikkauksia ja kartioleikkausten matematiik-
kaa yleisella tasolla. M&éritelmien, lemmojen ja lauseiden ldhteend on kéy-
tetty teosta Geometry [3]. Teosta Geometry [3] mukailee my6s Akkisen luen-
tomoniste [8], jota on kiytetty tdmén luvun ldhteené.

Aiemmassa luvussa kisiteltiin kartioleikkauksia euklidisessa geometriassa.
Seuraavaksi tarkastellaan teoriaa, jonka Felix Klein esitti 1800-luvun lopul-
la. Vaikka Kleinin ajatusmalli onkin ja&nyt euklidisen geometrian varjoon, on
sen avulla mahdollista tarkastella laajemmin kartioleikkauksia. Tamén luvun
tarkoituksena on perehtya affiiniin geometriaan, jota keskitytddn tarkastele-

maan tasossa R2.

7.1 Affiini kuvaus

Affiini geometria tarkastelee ominaisuuksia, jotka séilyvét affiineissa kuvauk-
sissa. Affiini geometria muodostuu affiinien kuvausten muodostamasta ryh-
méstd A(2). Téssd luvussa L£(2) tarkoittaa kadntyvien 2 x 2 - matriisien

joukkoa siten, etta
L(2) ={A € M(2) : det A #0}.

Affiinit kuvaukset voivat vadristda etéisyyksia ja kulmia toisin kuin iso-
metriat ja similariteetit. Etdisyyksien suhteen affiini geometria toimii kul-
mia paremmin, nimittéin affiini geometria séilyttad samalla suoralla olevien
pisteiden suhteelliset etédisyydet. Affiini geometria kuvaa suorat suoriksi, ja

suorien yhdensuuntaisuus sailyy.

Midritelmé 8. Affiinien kuvausten ryhmddn A(2) kuuluvat kuvaukset f -
R2 — R? ovat muotoa
f(z) =Az +b,

kun A € L(2) ja b e R2

Lause 7 (Affiinin geometrian peruslause). Olkoon A, B,C € R? keskendn

eri pisteitd siten, ettd ne eiwdt ole samalla suoralla, samoin kuin pisteet
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A B, C" € R%. Tilléin on olemassa yksikisitteinen affiini kuvaus f, jolle
f(A)= A", f(B) =B’ ja f(C)=C".

Lauseen todistus mukailee Akkisen luentomonisteessa [8] esitettyé todis-

tusta.

Todistus. Méaéaritellaan aluksi affiini kuvaus f € A(2) siten, ettd

f(0,0)=A
f(1,0) =
f(0,1)=C

Olkoon f(z) = Az + b siten, etta

a11 Q12 . by
ja b= .
a21 A2 by

Télloin saadaan sijoittamalla, etté

ay; apz| |0 by
ron=[2 2]} [

A:

11 a2 [1 by

a21 A2

f(l,O): [

ja

aix a2
Q21 A22
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b
<— 2 + ' =C
a2 52_
<— 2 =(C — A.
a22_

Merkitaan siis, ettd A = [B —A C- A] ja b= A. Alkuperiisen oletuksen
nojalla A, B ja C' eivit ole samalla suoralla. T#lloin vektorit {B — A, C — A}
ovat lineaarisesti riippumattomia, jolloin matriisille A pétee, ettd detA £ 0.
Kuvaus f on siis affiini kuvaus.

Olkoon ¢ on affiini kuvaus, jolle pétee, ettd g(0,0) = A’, g(1,0) = B’ ja
g(0,1) = C'. Talléin kuvaus h = g o f~! on lauseen etsitty kuvaus. Nyt
tiedetddn, ettd kuvaus on olemassa.

Kun kuvauksen olemassaolo on osoitettu, taytyy vield osoittaa sen yksi-
kasitteisyys. Olkoon g ja f affiineja lauseen mukaisia kuvauksia. Méaéritellaéan
seuraavaksi h = fog~!. Télloin h on affiini kuvaus, ja pisteet A, B ja C eiviit

ole samalla suoralla, joten h = id. Tiedetédén siis, ettd f = g. O]

Seuraavaan esimerkkitehtdvaan 10ytyy eréds toinen ratkaisu teoksen Geo-

metry [3] sivulta 89.
Esimerkki 6. Madrdtdaan yksikdsitteinen affiinikuvaus, joka kuvaa pisteet A =

(2,3), B=(1,6) ja C = (3,—1) vastaavasti pisteiksi (1, —2), (2,1) ja (—3,5).

Pisteet A, B ja C' eiwit ole samalla suoralla, joten edelld todistettu lause

7 on voimassa. On siis olemassa yksikdsitteinen affiinikuvaus f, jolle f(A) =

f(273) = (17 _2)7 f<B> - f(176) = (27 1) Jja f(O) = f(37 _1) = (_375)'

Kuvaus on muotoa f(x) = Ax + b, missd

a1 Q2 . by
ja b= .
Q21 A22 by
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Sijoittamalla matriisit A ja b kuvaukseen f(z) saadaan, etti pisteessd A

a1 Q19 2 i bl _ 1

21 Q929 3_ _bg_ _—2_
2&11 + 3&12_ 4 _bl_ - [ 1 ]
2a11 + 3&22_ _bg_ _—2_

2&11 + 3@12 -+ bl
2a91 + 3age + by

Samalla tavalla saadaan pisteessd B

[an alQ]
a1 a2
air + 6a12- -bl- -2-
a1 + 6a22_ by 1

a1 Q12 3 i b1 _ -3
as; ag| [—1 by 5
o 3ai; — a2 X by _ -3 ‘
3ag1 — ag bo 5

Najistd kolmesta yhtdlostd saadaan kakst yhtdloryhmdd

1 by 2
6 by

ja pisteessd C

2@11 + 3@12 -+ bl =1 2@21 -+ 3&22 + b2 =-2
a; + 6&12 + b1 =2 j(l ao1 + 3&22 + bg =1
3ay —ap +bp = -3 3a91 — a9 + by = 5.

Kaytetdadan ensimmdisen yhtdaloryhman ratkaisemisekst Gauss-Jordanin eli-

minointimenetelmdd:
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—1
2
-3

-3 0
6 1
-1 1

1
1
3

_10
— O O
N — |
1 )
118_3_|4_
T e e S
_

O —HO

o O o~
[ap)
| @ 2 o~ o
_100_100

Tdstd saadaan, ettd

8

3
by = —24.

Tehdddn sama toiselle yhtaloryhmidlle:

a1

Q12

_10

— O O

| I —

S —
1

n,‘_..VA_..%_Qo,uO
31%
[

O o
[

[ae}

I @ 2 o - o

_100__100_

Tdmdn perusteella saadaan, ettd

= —33
= —10
by = 94.

21
22

|
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Siyjoittamalla eliminointimenetelmalld saadut arvot saadaan, ettd

8 3 ) —24
ja b= .
—-33 —10 94
Kuvaus on siten muotoa

g8 3 _94
f(@) = [—33 —10] v [94] '

Seuraavaksi todistetaan, ettéd affiinit kuvaukset muodostavat ryhmén.

A:

Lemma 4. Affiinien kuvausten joukko A(2), varustettuna yhdistetyn kuvauk-
sen laskutoimituksella, on ryhmd, eli

1. Jos ty ja ty € A(2), niin t1 oty € A(2),

2. Identinen kuvaus Id € A(2),

3. Jost € A(2), niin t7' € A(2) ja

4. kuvausten yhdiste on assosiatiivinen laskutoimitus.

Todistus. Osoitetaan, ettd neljd ryhméaksioomaa on voimassa.
1. Suljettu
Olkoon t; ja t9 affiineja kuvauksia siten, etté
t1(x) = Az + by ja ta(x) = Agz + by,
kun A; ja A, ovat kisintyvid 2 x 2 -matriiseja. Télloin jokaiselle z € R?

péatee, etta

(tl ¢] tg)($) = t1<AQIL’ + bg)
= Al(AQQT + bg) + b1
= (AlAQ)l’ + (Albg + bl)

Koska matriisit A; ja Ay ovat kddntyvid, tiedetddn, ettd matriisi AjA,
on kdantyva.
2. Neutraalialkio

Olkoon 7 affiini kuvaus, jolle pétee

i(x) =1z +0 (z € R?),
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kun I on 2 x 2 -ykkésmatriisi. Olkoon ¢ on affiini kuvaus, jolloin
t(z) = Az +b (z € R?).
Tilloin jokaiselle x € R? piitee, etti
(toi)(z) =A(lx+0)+b=Ar+b=t(x)
ja
(tot)(x) =I(Ax +b) + 0= Az + b = t(x).

Nyt siis tiedetédén, ettd t o1v = ¢ ot = t. Tamén perusteella i on siis
neutraalialkio.
. Kéanteiskuvaus

Maééaritelladn mielivaltainen affiini kuvaus ¢ siten, ettéa
t(x) = Az +b (z € R?).
Talloin voidaan maéritelld affiini kuvaus ¢/, jolle
t'(x) = A e — A'D.
Nyt jokaiselle parametrille x € R? piitee, etti
(tothe =t(A'x — A D)
=AA2 —AD) +D
= (AA'2 — AAT'D) + b
=(x—-b)+0b
= x.
Toisaalta myos
(t'ot)(z) = t'(Az + b)
=AY Az +b) — A
=(A"Ar +A7D) — AT
=(@+AD) — A
= .

Tastd saadaan, ettd tot’ =t/ ot = 4. Télloin kuvaus ¢’ on kuvauksen ¢

kaanteiskuvaus.
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4. Assosiatiivisuus

Kuvausten yhdistdminen on aina assosiatiivinen.

Lemman 4 todistuksen perusteella kiddnteiskuvaus kuvaukselle f(z) on

fHz)=A"2 — A

]

Esimerkki 7. Mddardtdidan esimerkin 6 affiinille kuvaukselle kddnteiskuvaus.

Koska kddnteiskuvaus on muotoa

niin lasketaan kddnteismatriisi A=, kun A =

f ) =A"2+ A",
8

_ Tl T12 .
Kun A= = [ , niin

To1 T22

8 3 11 T12 o 1 0
—-33 —10 To1 T92 01 ‘

Tdsta saadaan kaksi yhtdloparia,

{ 81L’11 + 31’21 =1

—33[E11 —

Koska ensimmdisestd

yhtiloparista saadaan, ettd

3 1

Ty = —gTa + 3

PN 8 8

nun

—331}11 — 10.’13'21 = 0,

3 1
—33- [ —ap + 2 ) — 1029 =0

8 8
<~ %Im - @Im = §
8 8 8
<~ B-Tﬂ = §
8 8
<= 1929 = 33
< T21 = @
19
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81‘12 + 31’22 =0
Jja
101‘21 =0 —33ZE12 — 101‘22 =1.



Sijoittamalla saadaan, ettd

3 1 3 33 1 99 19 80 10
Ty =—<Tiz2+<=—2 +s=- + = - =T

8 8 8 19 ' 8 8-19 19-8 8-19 19

Toisesta yhtdloparista saadaan samalla tavalla laskemalla, ettd

3 . 8
Tio=—— 4 19 = ——.
12 19 J 12 19

10 _3
Sijoittamalla saadut arvot saadaan, etti A=' = [ 19 19]. Sijoittamalla

33 8
1 _3
A_lb — 19 19| .

saadaan, ettd

9 1
3 8
19 19

94 —2

Kddnteisfunktio f~(z) funktiolle f(x) on siis
_2]
19
_4d01”
19

Téassd luvussa osoitetaan, ettd kartioleikkaukset voidaan kuvata toisikseen

1 _ 3
Fl2) = 3_;9 819 T+

19 19

7.2 Affiinin geometrian soveltaminen

affiinilla kuvauksella. Kartioleikkaukset ovat siis affiinisti yhdenmuotoisia.
Todistusten lihteens téssd luvussa on kiytetty Akkisen luentomonistetta [8].
Kierto, siirto ja peilaus ovat térkeitd operaatioita, joilla esimerkiksi stan-
dardimuotoisesta ellipsistd saadaan toinen ellipsi. Sama pétee kaikille kar-
tioleikkauksille. Téssé tyossd kasitellddn kierto ja siirto, koska ne ovat oleel-
lisia lemman 6 todistuksen kannalta. Kiertokuvaus on affiini kuvaus, jossa
A= R,, kun a € [0,27] ja b= (0,0). Talloin tason kiertoa kulman « verran
vastapéiviiiin vastaa lineaarikuvaus R, : R? — R?, jonka matriisi on
cosa —sina

R, =

sine  cos«

Jos tarkastellaan Yleistd toisen asteen yhtélod, huomataan, ettd kiertoku-
vaus vaikuttaa yhtalossé vain termiin Bxy. Muihin termeihin kiertokuvaus

el vaikuta.
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Siirtokuvaus on puolestaan affiini kuvaus, jossa A on identtinen matriisi,
A =1, jab = (cd). Siirtokuvaus vaikuttaa Yleisen toisen asteen yhtilon

osioon Dx+ Ey+ F', mutta ei vaikuta termiin Bxy, toisin kuin kiertokuvaus.

Lemma 5. Olkoon f affiini kuvaus ja A ja B pisteitd. Talloin f kuvaa suo-
rat suoriksi, janan AB janaksi f(A)f(B) ja puolisuoran AB puolisuoraksi
f(A)f(B;. Myds suunnat sdilyvdt.

Todistus. Pisteiden A ja B kautta kulkeva suora [ on muotoa
[={tB+(1-t)A:teR}.

Koska tiedetédén, ettd f on affiini, niin f(x) = Az + b. Télloin sijoittamalla

saadaan, etté

f(z) = f(tB+ (1 1)A)
=AtB+A(1—t)A+D
=t(AB+0b)+ (1 —t)(AA+D)
=tf(B)+ (1 =) f(A).

Kuvaus f kuvaa suoran B suoraksi f(Af(B ). Sama nihdiin myds puo-

lisuoralle ja janalle rajoittamalla parametrin ¢ arvoa, joten viite on osoitet-
tu. O

Seuraavaa lemmaa kiytetddn apuna myohemmin affiinin geometrian so-

velluksissa.

Lemma 6. Olkoon S surkastumaton kartioleikkaus. Jos S on
e cllipsi, niin on olemasssa f € A(2) siten, ettd f(S) on yksikkoympyrdi
2?2 +y? =1.
e paraabeli, niin on olemassa h € A(2) siten, ettd h(S) on paraabeli
y? = .
e hyperbeli, niin on olemassa g € A(2) siten, etti g(S) on hyperbeli x> —
y? =1.
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Todistus. Tarkastellaan ensin tilannetta, jossa S on ellipsi. Siirtokuvauksella,
merkitdan f;, voidaan siirtdd ellipsin keskipiste origoon. Tamén jélkeen kier-
tokuvauksella f; voidaan viedéd ellipsin isoakselin x-akselille ja pikkuakselin
y-akselille. Talloin ellipsin yhtdlo on standardimuotoa

72 2
¥+z—2=1jollamazb>o.

Sovelletaan vield lineaarikuvausta f3 siten, etté

e =[5 3] ]G

1

b
Affiinien kuvausten yhdiste on affiini ja ellipsi kuvautuu néin yksikkéympy-
riksi 22 +y? = 1.

Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta, jossa S on paraabeli. Kuvaus f;
on siirtokuvaus siten, etta siirretddn paraabelin huippu origoon. Seuraavak-
si sovelletaan kiertokuvausta fs, jotta saadaan paraabeli standardimuotoon
y?> = ax,a > 0. Soveltamalla lauseen kuvausta valitsemalla b = a, saadaan
affiini kuvaus f3, jolle f3(z,y) = (ﬁ, g) Yhdistamalla kuvaukset saadaan,
ettéd y? = x.

Jos kuvaus S on hyperbeli, voidaan siirtokuvaus f; tehda kuten ellipsille
siten, ettd hyperbelin keskipiste on origossa, vaaka-akseli x-akselilla ja pysty-

akseli y-akselilla. Kiertokuvauksen fy jdlkeen hyperbeli on standardimuotoa

22y

= — 4z = 1 jollain b > a > 0. Soveltamalla kuvausta f3 ja yhdistdmaélla

kuvaukset saadaan, ettia

(z—ylr+y) =2 -y =1
O

Edellisen lemman todistuksesta saadaan osoitettua seuraus kartioleik-

kausten kuvautumiselle.

Seuraus 1. Jos S ja S' ovat molemmat ellipseji, niin on olemassa affiini

kuvaus f siten, etti f(S) = S". Sama pdtee myos ellipsille ja paraabelille.
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Todistus. Olkoon S ja S’ ellipsejd. Lemman 6 nojalla tiedetdin, ettd f1(S)
ja f2(S") ovat yksikkoympyroitd. Kuvaus f, ' o f; kuvaa tillsin ellipsin S
ellipsiksi S’ ja lemman 4 nojalla on myos affiini. Samalla tavalla voidaan

nayttiada sama helposti myos paraabelille ja hyperbelille. O]

Lause 8. Olkoon S C R? surkastumaton kartioleikkaus, ja kuvaus f on affiini.
Jos S on paraabeli, niin kuva f(S) on paraabeli, jos S on ellipsi, niin kuva

f(S) on ellipsi ja jos S on hyperbeli, niin kuva f(S) on hyperbeli.

Todistus. Olkoon S kartioleikkaus. Télloin tiedetdén, ettd joukon S pisteet
toteuttavat yhtalon

Az* + Bry+ Cy* + Dx+ Ey + F = 0.

Valitaan kuvaus f siten, ettd se on affiini ja piste (2/,y") € f(S). Tallin on
olemassa (z,y) € S niin, ettd (z,y) = f~'(2’,y’). Koska f on affiini kuvaus,

on olemassa p, q,r, s,t,u € R siten, ettd

r S

(,y) = £ y) = [p !

:,U/ t / / / /
A0+ = (p’ +qy +t,ra’ + sy +u).
Y u

Kuvajoukko f(S) on koordinaattien 2’ ja y’ avulla esitettyné eri kertoimilla
muotoa

Az + Bay + Cy* + Dx + By + F = 0.

Lauseen 5 nojalla tiedetaén, ettd kuvajoukko f(.S) on kartioleikkaus. Affiinin
geometrian nojalla surkastumaton kartioleikkaus kuvautuu surkastumatto-
maksi kartioleikkaukseksi. Télloin tiedetdén, ettd kuvajoukon f(.S) yhtélo on

muotoa
A2?+ By +C'y*+ Do’ + E'y +F =0, kun A, B',C', D', E' ja F' € R.
Kun f~! on affiini, laskemalla nihdéisin suoraan, etti

B”? —4A'C' = (ps — rq)*(B* — 4AC), kun ps — rq # 0.

Yhtélosta seuraa véite lauseen 6 nojalla.
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8 Kartioleikkausten parametriesitykset

Kartioleikkaukset voidaan esittéiii parametriesityksind polun v : A — R?
kuvana sopivalle A C R. Téssé tyossa esitetyt parametriesitykset perustuvat

teokseen Geometry [3] ja Akkisen [8] luentomonisteeseen.

8.1 Paraabeli

Lause 9. Olkoon paraabeli S standardimuotoinen paraabeli, jonka yhtdlo on
muotoaq

y* = dax.

Tdlloin paraabelille S pdtee, ettd
S = {(at? 2at) : t € R}.

Todistus. Sijoitetaan standardimuotoisen paraabelin S yhtiloon y? = 4ax

parametrisaation pisteet. Saadaan, etté

(2at)* = 4a(at?)
= 4a’*t? = 4a*t%.
Parametrisaation pisteet ovat siis aina paraabelilla S. Nyt tiedetdén, ettd
{(at?,2at) : t e R} C S.

Toisaalta jos (x,y) € S, niin voidaan osoittaa, ettd on olemassa jokin t

siten, ettd x = at? ja y = 2at. Valitaan, etti t = 5. Ratkaisemalla stan-

dardimuotoisen paraabelin yhtélostd o saadaan, ettd x = % = at?. Tastd
seuraa, ettd S C {(at?, 2at) : t € R}, joten viite on nyt osoitettu. O

8.2 Ellipsi

Ympyréa on ellipsin erikoistapaus. Ympyra C, jonka keskipiste on origossa ja

side on r, voidaan esittdd parametrimuodossa siten, etta
C ={(rcost,rsint) : t € [0,2x[}
Seuraavaksi tarkastellaan standardimuotoisen ellipsin parametrimuotoa.
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Lause 10. Olkoon S standardimuotoinen ellipsi, jonka yhtdlé on muotoa

2 2
z Y
g—i—ﬁ:l.

Tdlloin ellipsille S pdtee, ettd

S ={(acost,bsint) : t € [0,27]}.

Todistus. Sijoittamalla parametrisaation pisteet standardimuotoisen ellipsin

S yhtéloon saadaan, etté

a?cos®t  b%sin’t
+ ~1
a? b2

<= cos’t +sin’t = 1.
Parametrisaation pisteet ovat siis aina ellipsilla S. Tiedetdén, etta
{(acost,bsint) : t € [0,27]} C S.

Seuraavaksi tehdadn kdantaen sama todistus.

Nyt tiedetéddn, ettd 2’ = £ = cost. Tésté seuraa, ettd x = acost. Koska

y' = ¥ = sint, niin tiedetddn myds, ettd y = bsint. Téstd seuraa, ettd

S C {(acost,bsint) : t € [0, 27]}.

Alkuperéinen véite on todistettu. O

8.3 Hyperbeli

Lause 11. Olkoon S standardimuotoinen hyperbeli, jonka yhtdlé on muotoa

L
a2z b2

Tdlloin hyperbelille S pdtee, ettd

s={(:pvane) e ] -2 5[] 5.5}
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Todistus. Sijoittamalla parametrisaation pisteet standardimuotoisen hyper-

belin S yhtaloon saadaan, etté

TS a \2 , (btant)? a> 1  b*tan® 1 )
___:<_> N = R = — tan“t
a? b2 cost b2 cos?t a? b2 cos?t

1 sin? ¢ B cos®t _

cos?t  cos?t  cos?t

Koska trigonometrinen yhtalo péatee kaikilla £ € R, niin tiedetdén nyt, etta

sc{(zvtmd)iee]-2 50|25}

Toisaalta, jos y = btant, niin sijoittamalla y = btant standardimuotoisen

hyperbelin yhtaloon ‘z—z — Z—z = 1 saadaan, ettd x = . Téstéd seuraa, ettd
(a bt t) te} WW[U T ST cS
——.,btant) : - = -, — .
cost’ 272 27 2

Viite on siis nyt osoitettu. O]
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9 Tangentit

Seuraavaksi tarkastellaan kartioleikkausten tangenttisuoria ja niiden kulma-
kertoimia. Merkitaéan kartioleikkauksen pisteitd parametreilla = = z(t) jay =
y(t). Tangentin kulmakerrointa tarkastellaan pisteessé t, joka on satunnainen

piste kuvaajalta.

Lemma 7. Kun x = x(t) jay = y(t), tangettisuoran kulmakerroin kuvaajalle

€ R? pisteessi t on

kun x'(t) # 0.

Todistus. Pisteet kuvaajalle parametreilla ¢ ja t+h ovat (z(t),y(t)) ja (x(t+
h),y(t+ h)). Jos h # 0, niin pisteiden vélisen jénteen kulmakerroin on

y(t+h) —y(t)
z(t+h) —z(t)’

joka voidaan Kkirjoittaa muodossa

(y(t+h) —y@):h
(x(t+h)—z(t): h

Seuraavaksi tarkastellaan osaméiran raja-arvoa, kun h — 0. Talloin janteen

kulmakertoimen raja-arvo on sama kuin tangenttisuoran kulmakerroin, eli

9.1 Paraabelin tangentti

Lemma 8. Pisteen (xo,yo) kautta kulkevan standardimuotoisen paraabelin

tangenttisuoran yhtdlo on

yyo = 2a(x + xo).
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Todistus. Lauseen 9 nojalla standardimuotoiselle paraabelille pétee, ettd xg =
at? ja yo = 2aty, kun ty € R. T&llsin derivaatat ovat y'(tg) = 2a ja 2'(ty) =
2aty. Tasta seuraa, ettd kulmakerroin téssé pisteessé on

y'(to) 2a 1
=— = —, kun ¢y # 0.
x/ (to) 2@750 t07 o %

Talloin pisteen (z, yo) kautta kulkevan tangenttisuoran yhtalé on

1
Y—Y = —<$—l’0)
lo

1
=y —2aty = %(x — at?)

r  at}
= y=———2 14 2aty
to 1o
x
< y=_—+atp
lo

T
<= y2aty = 2aty - . + 2aty - aty
0

<y - 2aty = 2ax + 2a*t}
<=y - 2aty = 2a(z + atd)

= yyo = 2a(x + xo).

O

Aiemman todistuksen tangenttisuoran yhtdlod muokkaamalla saadaan

yhtélo helposti muotoon

toy = = + atp.

Tata yhtdlon muotoa kaytetddn mychemmin luvussa 10.1, joka kéasittelee

paraabelin heijastusominaisuuksia.

9.2 Ellipsin tangentti

Lemma 9. Pisteen (xo,y0) kautta kulkevan standardimuotoisen ellipsin E

tangenttisuoran yhtdaloks: saadaan

TTo YYo

@ T b
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Todistus. Kun (xg, ) € E, niin
(z0,Yy0) = (acosty, bsinty).

Tangenttisuoran kulmakerroin on t&lléin

y'(to)  Dbeosty

2 (to) asinty’

Sijoittamalla kulmakerroin yleiseen tangenttisuoran yhtéloon saadaan, etté

bcosto( )
— Yo = — r—x
y— asintg 0
bcost
e y—bsinty = ———2(x — acosty)
asintg
<= yasinty — basin®ty = —xbcosty + abcos® t,
Yy . 2, X 2
<= =sinty —sin“tyg = —— costy + cos” iy
a a

Yy . Zz 2 2
<:>Es1nt0+—cost0—sm to + cos” ty
a

TTo Yl

a? b2 =1

9.3 Hyperbelin tangentti

Seuraavaksi tarkastellaan hyperbelin tangenttisuoran yhtéloa. Tangenttisuo-
ran yhtdlon johtaminen hyperbelille etenee hyvin samalla tavalla, kuin pa-

raabelin ja ellipsin tangenttisuorien yhtéaléiden johtaminen.

Lemma 10. Standardimuotoisen hyperbelin H tangenttisuoran yhtdlo pisteen

(x0,Y0) kautta on

@ Tt
Todistus. Kun (zg,y0) € H, niin
a
(20, y0) = (costo’btanto) .
Télloin tangentin kulmakerroin on
y(t) b asintg b

x'(tg)  cos’ty  costy  asinty
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Seuraavaksi sijoitetaan kulmakerroin ja piste (xq,y9) € H tangenttisuoran

yhtaloon
y—yozk(x—mo)

b
<y —btanty = —
asinty Costo

sint by
= yyo — byp—— = ——
cos tg asinty cos to

) 2 sintg

sin“ tg b

yyO - b - _ costp
cos4tg asintg " cos to

.2
sin” tg sin g
= yyo— b = b’ T —
Yoo cos? ty cos tpsintga ( cos tg >
bsin2 to b? a
<:'> —_ — €xr —
Yoo cos g a cos ty cos ty
yyo 1 — cos?ty 1 a
- — €xr —
b2 cos? ty acosty cos &
NS N SR
b2 cos? tg acosty cos?t
1
== Yy
acosty b2
ITo  YYo 1
@@
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10 Kartioleikkausten heijastusominaisuudet

Mielenkiinto suunataan kartioleikkausten heijastusominaisuuksia tarkastel-
lessa nimenomaan polttopisteistd ldhteviin tai tuleviin valonséteisiin. Sur-
kastumattomien kartioleikkausten heijastusominaisuudet ovat kesken&dn sa-
mankaltaiset. Téssé luvussa késitellddn surkastumattomien kartioleikkauk-
sien heijastusominaisuuksia kutakin erikseen. Peililla tarkoitetaan yksiuloit-

teista peilié.

10.1 Paraabelin heijastusominaisuudet

Lemma 11. Paraabelin polttopisteestd F' ldhtevd valo heijastuu paraabelin
polttopisteestd sen akselin suuntaiseksi ja akselin suuntaiset valonsditeet hei-

jastuvat polttopisteeseen.

Todistus. Olkoon E standardimuotoinen paraabei y* = 4ax, ja olkoon piste
P = (at?, 2at) mielivaltainen piste paraabelilta E.

Aiemmin on todettu, etté jos piste P on piste paraabelilta, niin paraabelin
tangentti noudattaa yht#lod ty = x + at®. Jos T on piste, jossa tangentti
leikkaa z-akselin, niin pisteessi T' pitee, ettd y = 0. Talloin ¢ - 0 = x + at?,
joten x = —at?. Tiedetéiiin siis, ettd T = (—at?,0).

Merkitéaén kirjaimella O origoa. Télloin patee, etta
TF =TO + OF = at* + a.

Pythagoraan lauseen nojalla saadaan, etté

FP = /(a— at?)? + (2at)?
= Va2 — 2a%t? + a2t* + 4a>t>
= Va? + 2a2t2 + g2t
= Ja2(1+ 2)2
= a(l + %)
=a+at?

Saadaan siis, ettd T'F = F'P. Tamén perusteella kolmio APT'F on tasakylki-

nen, joten /T PF = ZFTP. Jos tarkastellaan paraabelin akselin suuntaisen
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tulevan valon muodostaman suoran ja pisteen P kautta kulkevan paraabe-
lin valistd kulmaa, huomataan, ettd se on samankohtainen kulman ZFT P
kanssa. Tasakylkisyyden nojalla myos kulma ZT'PF' on yhtd suuri. Viite on
siten todistettu. O

Valonheittimien ja radioteleskooppien suunnittelussa on kéaytetty hyodyk-
si paraabelin heijastusominaisuutta. Valonheittimen heijastusperiaatteena on
parabolinen peili, jonka hehkulamppu on paraabelin polttopisteessid. Hehku-
lampusta tuleva valo osuu paraabelin kaaren muotoiseen peiliin ja valonséiteet
heijastuvat paraabelin heijastusominaisuuden mukaisesti paraabelilta akselin
suuntaisesti.

Optisten teleskooppien tekniikka hyodyntéiéa joskus myos muita kartioleik-

kauksia.

10.2 Ellipsin heijastusominaisuudet

Seuraava lemma tuo esiin mielenkiintoisen ominaisuuden ellipsin heijastumi-

sen kannalta.

Lemma 12. Ellipsin polttopisteestd F' lihtevd valo heijastuu ellipsistd sen

toiseen polttopisteeseen F”.

Lemman todistus mukailee teoksen Geometry [3] todistusta. Todistus on
esitetty myos Akkisen luentomonisteessa [8]. Todistuksessa kiytetéidn trigo-

nometriasta tuttua sinilausetta.

Todistus. Oletetaan, etté ellipsi £ on standardimuotoinen. Téll6in aiemman
nojalla polttopisteet ovat F' = (ae,0) ja F' = (—ae,0), ja johtosuorat leik-

kaavat z-akselia pisteissd (£2,0).
Symmetrian vuoksi voidaan olettaa, ettd valo ldhtee pisteestd F' ja osuu

ellipsiin E jossain tason pisteesséd P. Pisteen P koordinaatit saadaan ellipsin

parametriesityksestd (Lause 10) P = (acost, bsint).
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Ellipsin eksentrisyyden avulla saadaan, etta

PF =e-d(P)) =e (g —acost) =a —aecost ja
e

PF' =e-d(P,l) =e (E +acost> = a + aecost,
e

joten

PF a—aecost_l—ecost

PF'  a+aecost 1+ecost
Pisteen P kautta kulkevan ellipsin £ tangenttisuoran yhtéloé on
l cost + J sint = 1.
a b
Olkoon piste T pisteen P kautta kulkevan tangentin ja x-akselin leikkauspis-

te. Talloin patee, etta

x . a
—cost=1, eliz = )
a cost

Tasté seuraa, ettd
TF  (a:cost)—ae 1—ecost

TF'  (a:cost)+ae 1+ecost’

Huomataan, etté

PFr TF . PF PF
PF - TF Y TF TP
Seuraavaksi kdytetadn sinilausetta kolmioille APFT ja APF'T. Sinilauseen
perusteella
PF TF ia PF’ TF'

sin /PTF _ sin /TPF sin /PTF' _ /TPE'

Téasté edelleen saadaan, etté
PF  sin/ZPTF . PF'  sin ZPTF'
TF ~ sm/TPF ' TF = sm/TPF"
Aiemman perusteella tiedetdén siis, etté
sin /PTF  sin ZPTF'
sin/TPF  sin/TPF"
Koska pisteet T', I ja I sijaitsevat samalla suoralla, tiedetédén, ettd ZPTF =
/PTF'. Talloin myos sin /T PF = sin ZT PF’, joten

/TPF =7 — /TPF'.

Tama tarkoittaa sité, ettd tangenttisuoraan nidhden janat PF ja PF’ ovat

samassa kulmassa ja lemma on todistettu. O]
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10.3 Hyperbelin heijastusominaisuudet

Lemma 13. Valo, joka ldhtee hyperbelin polttopisteestd F' ja heyjastuu hyper-

belistd siten, ettd heijastuneen valon jatke kulkee toisen polttopisteen kautta.

Lauseen todistus etenee samalla tavalla, kuin paraabelin heijastusominai-

suuteen liittyva lemman 12 todistus. Todistus on niytetty teoksessa Geomet-

ry [3].
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11 Kartioleikkausten havainnollistaminen opetuk-

sessa

Taméan luvun tarkoituksena on soveltaa kartioleikkausten matematiikkaa pe-
ruskoulun ja lukion uusimpia opetussuunnitelmia mukaillen. Seké peruskou-
lussa ettéd lukiossa kartioleikkauksia on mahdollista sivuta opetussuunnitel-
mien puitteissa. Kartioleikkaukset eivit terminé tule esille lukion tai perus-
koulun opetussuunnitelmissa, mutta geometriaa ja avaruuskappaleita kasitel-
taessd aihetta on mahdollista opettaa konkretisoivasti ja oppilaan taitotaso
huomioiden. Vaikka kartioleikkauksista moni késitelladn viimeistddn lukios-
sa, suurimmalle osalle opiskelijoille ei tule edes mieleen, etté kyse on nimeno-
maan kartioleikkauksista, jotka saadaan kartion pintaa leikkaamalla. Téssé
luvussa pyritddn antamaan konkreettisia keinoja késitella kartioleikkauksia

peruskoulussa ja lukiossa erikseen huomoiden oppilaan taitotaso.

11.1 Kartioleikkausten soveltaminen peruskoulun opetussuun-

nitelmassa

Peruskoulun uusimman opetussuunnitelman [6] tavoitteena on kehittda op-
pilaan loogista, tdasmallista ja luovaa ajattelua. Opetuksen tarkoituksena on
kehittda oppilaiden kykya kayttad ja soveltaa matematiikkaa monipuolises-
ti. Naita tavoitteita ajatellen kartioleikkausten sivuaminen jo peruskoulussa
olisi hyodyllistéa. Kartioleikkausten pintapuoleinen ymmértédminen vaatii kui-
tenkin jo syvillisemmén matemaattisen ajattelukyvyn omaamista, joten ala-
kouluun niistd puhuminen ei sovellu. Kartioleikkausten késittely tulisi tehd&
yldkoulussa pintapuoleisesti, erityisesti juuri 9. luokka-asteella. Surkastunei-
den kartioleikkausten lisédksi yldkoulussa kasitelladn kartioleikkauksista vain
ympyrad ja paraabelia. Ympyrén ja paraabelin késittelyssd on peruskouluta-
solla jo tarpeeksi haastetta, joten tarpeen ei olisi tuoda lisdé kartioleikkauk-
sia, mutta opetuksessa voisi mainita ympyréaé ja paraabelia késiteltdessé, et-
td ndma tasossa olevat kappaleet on mahdollista saada kartion pintaa tasolla

leikkaamalla.
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Uudessa opetussuunnitelmassa painottuu ilmiopohjaisuus. Ilmiopohjai-
nen opettaminen kartioleikkausten yhteydessé olisikin mahdollista. Yldkou-
lussa opettaja voi joutua johdattelemaan oppilaiden ajattelua oikeaan suun-
taan, eikd oppilas vilttaméatta pysty itse alusta alkaen oivaltamaan, miten
kartiota leikataan tasolla, jotta saadaan ympyra tai paraabeli. Peruskoulus-
sa kdytetddn paljon kolmiulotteisia mallinnusvilineitéd, ja 9. luokalla ava-
ruusgeometriaa késiteltdessa oppilaat usein kisittelevit myos kolmiuloitteis-
ta kartiota. Tédhan kohtaan voisikin soveltua oppilaille ryhméssé tehtéava poh-
dintatehtéva, jossa oppilaiden tulisi ensin oivaltaa, mita tarkoittaa, kun ta-
solla leikataan kartiota. Tamén jilkeen oppilailta voisi kyselld, miten kartion
pintaa tasolla leikkaamalla kartion pinnan poikkileikkaus olisi ympyra tai

paraabeli.

11.2 Kartioleikkaukset lukiomatematiikassa

Téamén kappaleen lahteend on kédytetty opetushalinnon lukion opetussuunni-
telmaa [7]. Opetussuunnitelmassa matematiikan tehtévénd on kehittad luo-
van ajattelun seké ilmaisun mallintamista, ilmaisemista ja ongelman ratkai-
semisen taitoja. Juuri néitd edelld mainittuja taitoja kartioleikkausten opis-
keleminen lukiossa kehittda. Varsinkin pitkdn oppiméérin kurssilla on mah-

dollista késitelld geometriassa kartioleikkausten kautta kéayria.

Opetussuunnitelman mukaan pitkdn matematiikan geometrian kurssilla
(MAA3) tavoitteena on, ettd opiskelija harjaantuu hahmottamaan ja ku-
vaamaan tilaa ja muotoa koskevaa tietoa myos kolmiuloitteisissa tilanteissa.
Kurssin siséltoihin kuuluu myo6s suoraan kartioon liittyvien pituuksien, pinta-
alojen ja tilavuuksien laskeminen. Vaikka suoraan kartioleikkaukset eivit ole
keskeisissa sisdlloisséd, voi kartiosta puhuttaessa silti tarkastella kartioleik-

kauksia.
Analyyttisen geometrian ja vektoreiden kursseilla (MAA 4) opetussuun-

nitelmassa keskeisissé sisilloissd on mainittu kdyran yhtéalo sekd suoran, ym-

pyrén ja paraabelin yhtdlo. Nama liittyvéat oleellisesti kartioleikkauksiin, jo-
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ten kayrié kisiteltdessé voitaisiin ottaa tarkemmin késittelyyn, miten kéyrét

saadaan kartion pintaa leikkaamalla.

Analyyttisen geometrian tavoitteena on, etté opiskelija osaa kéiyttdaa oh-
jelmistoja kayrien ja vektoreiden tutkimisessa. Ohjelmistojen kayttdminen
on tarpeen ylioppilaskirjoituksia varten. Esimerkiksi Geogebra -sovelluksen
hallitseminen on opiskelijalle tédrkeédd, joten kartioleikkausten havainnollis-
taminen esimerkiksi juuri Geogebran avulla voisi olla tarpeen. Lukion pit-
kén matematiikan opiskelijoille voisi opiskeluun lisimaustetta tuomaan an-
taa vaikka projektin kartioleikkauksiin liittyen. Esimerkiksi jos opiskelijat
jaettaisiin ryhmiin, ja jokaiselle ryhmaille jaettaisiin oma kartioleikkaus, jota
tutkia. Tésséd kohtaa ei tietenkéddn haittaa mitédén, jos useampi ryhmé opis-
kelee samaa kartioleikkausta. Ryhmén tulisi Geogebran ja kaytossa olevien
kolmiuloitteisten kappaleiden avulla havainnollistaa, miten kyseinen kayré
saadaan kartion pintaa leikkaamalla. Tamén jélkeen jokainen ryhmé voisi
opettaa oman asiansa (ja esitelld kuvansa) ryhmiille, jolla ei ollut sama tut-

kittava kartioleikkaus.
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