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Téassé tutkielmassa perehdytddn verkostoihin ja niithin méariteltyihin vir-
tauksiin. Virtaus on funktio, joka liittd4 jokaiseen verkoston suunnattuun
sivuun kokonaislukuarvon ja toteuttaa tietyt ehdot. Ensinnékin, jokaiselle
suunnatulle sivulle tulee péted, ettd vastakkaiselle suunnatulle sivulle vir-
tauksen arvo on yhta suuri mutta eri merkkinen. Toiseksi jokaisesta kirjesta
ldhde ja nielu poislukien on ldhdettava virtausta yhtd paljon kuin sithen on
saapunut. Lahde on se kirki, josta virtaus ldhtee liikkeelle, ja nielu on kér-
ki, johon virtaus lopulta paatyy. Kolmanneksi virtauksen arvon on oltava
jokaisessa suunnatussa sivussa korkeintaan yhtd suuri kuin vastaava kapasi-
teettifunktion arvo. Kapasiteettifunktio liittd4d jokaiseen verkoston suunnat-
tuun sivuun kokonaislukuarvon, joka kuvaa kunkin suunnatun sivun suurinta
mahdollista virtauksen arvoa.

Tutkielmassa osoitetaan lause, joka kertoo, ettd verkoston ldpi kulkevan
suurimman mahdollisen virtauksen arvo on sama kuin pienimmén leikkauk-
sen kapasiteetin arvo. Tata Fordin ja Fulkersonin kehittamaa lausetta kutsu-
taan suurin virtaus - pienin leikkaus -lauseeksi. Téta lausetta hyodynnetain
ldpi koko tutkielman, ja sen avulla osoitetaan keskeisia verkkoteorian tulok-
sia, kuten Konigin lause, Hallin lause ja Mengerin lause. Konigin lauseen
mukaan verkon maksimaalisen sovituksen suuruus on sama kuin pienimmén
peitteen suuruus. Hallin lause antaa valttdmattoméan ja toisaalta riittdvan
ehdon sille, ettd kaksiosaiselle verkolle 10ytyy tdydellinen sovitus. Menge-
rin lause puolestaan antaa verkoston suurimman mahdollisen lukumé&aran
erillisid polkuja. Namé tulokset saadaan osoitettua konstruoimalla verkos-
ta verkosto ja ldhettamaélla virtausta lihteestd verkoston ldpi. Ndin voidaan
hyodyntaa virtauksille ja verkostoille osoitettuja tuloksia.
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1 Johdanto

Tasséd tutkielmassa kisitellddn verkostoja ja niihin médiriteltyja virtauksia.
Ennen verkoston méarittelya tutkitaan hieman verkkoja yleisemmin. Verkko
koostuu karjista sekd karkid yhdistavistd sivuista. Verkosto sisdltdd verkon
sekd jokaiseen verkon sivuun suunta huomioon otettuna mééaritellyn kapasi-
teettifunktion arvon. Lisiksi verkosto siséltdé lihteen ja nielun. Lihde on se
kérki, josta virtaus ldhtee liikkeelle, ja nielu on kérki, johon virtaus lopulta
paatyy. Virtaus on verkoston sivuihin suunta huomioon otettuna méaaritelty
funktio, jonka tulee toteuttaa tietyt ehdot. Ensinnékin, jokaiselle suunnatul-
le sivulle tulee péted, ettd vastakkaiselle suunnatulle sivulle virtauksen arvo
on vhtd suuri mutta vastakkaismerkkinen. Toiseksi jokaisesta kirjestd lahde
ja nielu poislukien on ldhdettiva virtausta yhté paljon kuin siithen on saapu-
nut. Kolmanneksi virtauksen arvon on oltava jokaisessa suunnatussa sivussa
korkeintaan yhtd suuri kuin vastaava kapasiteettifunktion arvo.

Tamén tutkielman keskiossd on Fordin ja Fulkersonin kehittama lause,
joka kertoo, ettd verkoston ldpi kulkevan suurimman mahdollisen virtauksen
arvo on sama kuin pienimmén leikkauksen kapasiteetin arvo. Tata lausetta
kutsutaan suurin virtaus - pienin leikkaus -lauseeksi. Taté tulosta hyddynne-
tddn muissa luvuissa, ja sen avulla osoitetaan valikoituja keskeisid verkkoteo-
rian tuloksia. Tama& toteutetaan konstruoimalla verkosta verkosto. Keskeisid
todistettavia lauseita ovat Konigin lause, Hallin lause ja Mengerin lause. En-
nen naitd tutkielmassa tutustutaan kaksiosaisten verkkojen sovitukseen.

Kaksiosaisten verkkojen sovitus saadaan ratkaistua virtausten avulla. Lu-
vussa 4 osoitetaan, ettd kaksiosaisen verkon suurimman sovituksen suuruus
on sama kuin vastaavan konstruoidun verkoston suurimman virtauksen ar-
vo. Jos sovitus ei ole suurin mahdollinen, suurempi sovitus l6ydetdadan kon-
struoimalla verkosto ja lahettdmalld sitd pitkin suurempi virtaus uudelleen
ohjattua reittid pitkin. Talloin tdméa uudelleen ohjattu reitti antaa kyseisen
suuremman sovituksen.

Luvussa 5 todistetaan virtausten avulla Konigin lause. Lause kertoo, ettd
verkon maksimaalisen sovituksen suuruus on sama kuin pienimmaén peitteen
suuruus. Luvussa 6 osoitetaan Hallin lause. Hallin lause antaa vélttdmét-
toméan ja toisaalta riittdvin ehdon sille, ettd kaksiosaiselle verkolle 16ytyy
taydellinen sovitus. Lopuksi luvussa 7 osoitetaan Mengerin lause, joka an-
taa verkoston suurimman mahdollisen lukuméaréin erillisii polkuja. Naissa
lauseissa ei esiinny verkostoa, mutta kyseisistd verkoista saadaan konstruoi-
tua verkosto lisdamalld 1ihde ja nielu. Nain ollen voidaan soveltaa virtauksil-
le todistettuja lauseita ja saadaan osoitettua edelld mainitut lauseet. Monet
tutkielman todistuksista ovat teknisii, joten todistusten lukemisen helpotta-
miseksi niiden yhteyteen on lisdtty kuvia.



Verkkoteorian kdytdnnon sovelluskohteet ovat laajat. Virtausteoriaa voi-
daan soveltaa esimerkiksi sdhkdverkkojen, tietoverkkojen, puhelinlinjojen,
teiden, rautateiden tai putkistojen mallintamiseen [1]. Verkoston eri osissa
on tietty kapasiteetti kuljettaa esimerkiksi sihkod tai informaatiota. Tamé
kapasiteetti rajoittaa sitd, kuinka suuri virtaus kyseistd tuotetta voi kusta-
kin kohdasta kulkea. Téssd tyOssd on kuitenkin rajoituttu tarkastelemaan
virtausten matemaattisia sovelluksia keskeisiin verkkoteorian osa-alueisiin.



2 Peruskasitteita

Téassé luvussa kisitellddn aluksi lyhyesti verkkoihin liittyvid peruskésittei-
td, minkd jilkeen kisitellddn hieman tarkemmin verkostoja ja niiden omi-
naisuuksia. Luvun mééritelmét ovat lahteistd [2] ja [3]|. Verkoston késitteen
muodostamiseen tarvitaan verkko ja siihen liittyvid kisitteita.

Maaéritellaéin aluksi verkko ja tutustutaan sen ominaisuuksiin. Otetaan
myo6s kiyttoon térkeitd késitteitd, kuten kively ja suunnattu sivu.

Miaaritelma 2.1. Pari G := (V, E), missi V' on joukko ja joukon E alkiot
ovat joukon V' kahden alkion osajoukkoja, on verkko. Sanotaan, ettd joukon
V' alkiot ovat kdrkid ja joukon E alkiot ovat sivuja verkossa G = (V, E).
Sivua e € E, jonka kdrkipisteet ovat x € V ja y € V, merkitiin e = {x, y}.

Esimerkki 2.2. Pari G = (V, E), missi V = {1,2,3,4,5} ja
E={{1,2},{1,5},{2,5},{3,5}} on verkko.

Kuva 1: Verkko, jonka kirjet ovat 1,2,3,4 ja 5. Verkon sivuja on merkitty
kéirkid yhdistavilld janoilla.

Maaritelma 2.3. Olkoon G verkko ja alkiot v;,i = 1,... k sen kdrkid. v, —
vg-kdvely ldhtee kdrjestd vy ja pddttyy kdrkeen vy siten, ettd sivu {v;, vi11}
kuuluu joukkoon E kaikilla i = 1,...,k — 1. Tdtd kdvelyd voidaan merkitd
V1V2 ... Vg.

Mééritelma 2.4. Olkoon G = (V, E) verkko. Tdilloin suunnattujen sivujen
joukko on

E o= {(my)r.y € Vie = {z.y} € B},



missi (x,y) on jirjestetty pari. Merkitiin, etti € = (x,y) € E on suun-
nattu sivu, jonka alkukirki on x ja loppukirki y. Talloin ‘e = (y,z) € E on
suunnattu siwu, jonka alkukdrks on y ja loppukdrk: on x.

Maaritelladn seuraavaksi kapasiteettifunktio ja verkosto seké niihin liitty-
vid késitteitd, kuten virtaus ja leikkaus. Osoitetaan myos joitakin yksinker-
taisia tuloksia néihin liittyen.

Maéaritelmi 2.5. Olkoon G = (V, E) verkko. Tdlldin kuvaus c : E S Non
kapasiteettifunktio verkossa G. Olkoon s,t € V' kaksi kdrked ja ¢ kapasiteet-
tifunktio verkossa G. Tdlloin N := (G, s,t,c) on verkosto.

Esimerkki 2.6. Kuvassa 2 on esitetty erds verkosto N = (G, s,t,c). Suun-
nattuja sivuja vastaavat kapasiteettifunktion arvot on merkitty kuvaan. Suun-
nattuun sivuun € listtyvd kapasiteettifunktion arvo on sama kuin suunnat-
tuun sivuun ‘e luttyvd kapasiteettifunktion arvo.

Kuva 2: Verkosto N = (G, s,t, ¢) ja suunnattuja sivuja vastaavat kapasiteet-
tifunktion arvot.

Varsinkin verkostojen sovelluksien kannalta on jarkevad kutsua verkoston
N = (G, s,t,c) kirked s ldhteeksi ja kiirked ¢ nieluksi. Verkostossa N voi olla
my6s useampi lihde ja nielu. Seuraava esimerkki on mukailtu ldhteessi [4,
ss. 296-297] esitetystd esimerkisté.

Esimerkki 2.7. Useamman ldhteen ja nielun tapaus saadaan palautettua ti-
lanteeseen, jossa on vain yksi lihde ja yksi nielu. Kuvassa 3 keskelld on jo-
kin verkko G. Lisdatdan tahdn lahteet sq, So, S3, S4 ja S5 sekd nielut t1,to,t3 ja
ty. Ndin saadaan verkko G', joka sisdltad verkon G kdrjet ja sivut sekd lih-
teet s1, So, 83, S4, S5 Sekd nielut tq,to, t3, ty ja ndistd lihtevdt sivut verkkoon G.

4



Verkosta G' muodostetaan verkosto N joillakin suunnattujen sivujen kapa-
siteettien arvoilla c. Konstruoidaan tastd verkosto N' lisdamalld karjet s ja
t siten, ettd kdrjestd s lihtee sivu jokaiseen ldhteeseen ja jokaisesta nielusta
lahtee sivu kdarkeen t. Ndin lisdtty kdrki s on keinotekoinen lihde ja kdrki t
keinotekoinen nielu. Asetetaan kirjestd s lihtevien ja kdrkeen t pddttyvien
suunnattujen sivujen kapasiteetin arvoksi verkostosta N rippuen jokin riit-
tavin suuri luku, jotta keinotekoiset ldhde ja nielu ewwat rajoita virtausta ja
siten ne ewwdt muuta alkuperdisen verkoston kdayttdytymista.

S, t,
S, t
® S verkko G t; ®
s t
S4 t4
S5

Kuva 3: Verkosto N’, joka koostuu verkosta G ja verkoston N ldhteistd
S1, 89,83, S4 ja S5 sekd nieluista tq, 12,13 ja 14 ja keinotekoisista ldhteesta ja
nielusta s ja t.

Koska useamman lahteen ja nielun tapaukset voidaan palauttaa yhden
lihteen ja nielun tilanteeseen, kisitellddn téssi tutkielmassa vain tapauksia,
joissa lahteitd ja nieluja on kumpaakin vain yksi kappale.

Maaritelma 2.8. Olkoon f : E — 7 funktio. Kuinnitetystd kdrjestd v € V
lahtevien ja karkiin w € V' padltyvien suunnatiujen sivujen, jotka kuuluvat
joukkoon E, joukkoa merkitiin (v,V'). Talloin f(v,V) on ndihin suunnat-
tuthin sivuthin listtyvien funktion f arvojen summa.

Maaritelma 2.9. Funktio f : ﬁ — 7, on wirtaus verkostossa N jos
1. (@) = —f(€) kaikilla @ € E
2. f(v,V) =0 kaikilla v € V\{s,t} ja

3. f(@) < (@) kaikilla @ € E.



Miaritelman 2.9 kohta 1 tarkoittaa sitd, ettd jokaisella virtauksen osal-
la f(€) on vastakkaiseen suuntaan kulkeva virtaus f(%), joka on saman
suuruinen kuin f(€) mutta vastakkaismerkkinen. Kohta 2 tarkoittaa intui-
tiivisesti sitd, ettd virtausta ei katoa tai tule lisdd matkan varrella, vaan jo-
kaisesta kirjestd lihtee yhtd paljon virtausta kuin sithen on saapunut, poislu-
kien ldhde ja nielu. Kohta 3 kertoo, ettd jokaista suunnattua sivua vastaava
kapasiteettifunktion arvo rajoittaa ylhailtd vastaavaa funktion f arvoa.

Maaritelma 2.10. Olkoon f wirtaus verkostossa N ja s verkoston N lih-
de. Talloin virtauksen f arvo on kdrjestd s lihteviin suunnattuthin sivuthin
liittyvien arvojen (7€) summa ja siti merkitiin |f| = f(s,V).

Esimerkki 2.11. Kuvassa 4 on esitetty verkosto N = (G, s,t, c) ja suunnat-
tuja swuja vastaavat virtauksen arvot. Nuolten kdrjet vastaavat suunnattu-
jen sivujen loppukdrkid. Vastakkaisiin suuntiin kulkevia negatiivisia virtauk-
sen arvoja ei ole merkitty kuvaan. Suunnattuja sivuja vastaavat kapasiteet-
tifunktion arvot ovat samat kuin kuvassa 2. Kuvan virtaus toteuttaa kaikks
mdadritelmdn 2.9 ehdot. Voidaan laskea, ettd |f| = f(s,V)=2+1=3.

Kuva 4: Virtaus verkostossa N = (G, s, t, ¢). Vastakkaisiin suuntiin kulkevia
negatiivisia virtauksen arvoja ei ole merkitty kuvaan.

Maaritelma 2.12. Olkoon N = (G, s,t,c) verkosto ja X ja 'Y kdrkid sisdl-
tavia joukkoja siten, ettdi Y = V\X, s € X jat € Y. Tdlloin verkoston N
letkkaus koostuu niistd suunnatuista sivuista, joiden alkukdrk: kuuluu jouk-
koon X ja loppukdrki joukkoon Y. Tatd leikkausta merkitain (X,Y).

Sanotaan, ettd médritelmén 2.12 mukainen leikkaus erottaa kirjen x € X
kirjestd y € Y. Joukon X kirjestd x ei voi kulkea kirkeen y € Y kulkematta
leikkauksen 14pi.



Maaritelma 2.13. Virtauksen f arvo leikkauksessa (X,Y) on leikkauk-
seen litttyvien suunnattujen sivujen arvojen f(?) summa. Sitd merkitdidan

f(X,Y).

Edelld médriteltiin virtauksen f arvo mééritelméssi 2.10 siten, ettéd |f| =
f(s, V). Virtauksen arvo f(s, V') voidaan tulkita virtauksen arvoksi leikkauk-
sessa ({s}, V\{s}). Verkostoon N muodostuu yleensé useita eri leikkauksia.
Heraé kysymys, miten virtauksien arvot eri leikkauksissa liittyvét toisiinsa.
Osoittautuu, etté virtauksen arvo ei riipu leikkauksesta, vaan on sama kaik-
kialla verkostossa. Osoitetaan tamé tulos. Todistus on laajennettu ldhteesséd
[2, 5.126] esitetysté todistuksesta.

Lemma 2.14. Olkoon N = (G, s,t,c) verkosto. Virtauksen f arvo on sama
missd tahansa verkoston N leikkauksessa.

Todistus. Olkoon (X,Y) miké tahansa verkoston N leikkaus. T#ll6in joukko
(X, V) siséltdd kaikki suunnatut sivut, joiden 1&htokéarki on jokin joukon X
alkioista. Joukko (X, X) siséltaa kaikki suunnatut sivut, joiden alku- ja lop-
pukirki kuuluu joukkoon X. Néin ollen néiden erotuksena saadaan joukko,
joka siséltéd leikkauksen (X,Y") alkiot. Siispéd pétee

FXY) = f(X, V) = f(X, X).

Nyt f(X,X) = 0, silld kaikilla suunnatuilla sivuilla, joiden molemmat
kiarjet kuuluvat joukkoon X, pitee méaaritelmén 2.9 kohta 1, jolloin néi-
den suunnattujen sivujen funktion f arvot summautuvat nollaksi. Niin ollen
f(X,Y) = f(X,V). Leikkauksen (X, V') alkiot voidaan jakaa niihin, joiden
ldhtokirki on s, ja niihin joiden ldhtokirki on jokin muu joukon X kérki.
Saadaan

FXV)=fsV)+ D flo,V).
veX\{s}
Kérki ¢ ei kuulu joukkoon X\ {s}, silld ¢ kuuluu joukkoon Y. Siispé tiedetddn,
ettd D, c v\ (s (v, V) = 0 méidritelmén 2.9 ehdon 2 nojalla. T4ll6in

f(X7Y) = f<X7V>
= fsV)+ D fw,V)

veX\{s}

= f(s,V).

Olkoon nyt (X', Y”) jokin toinen verkoston N leikkaus. Edellisen nojalla
patee myoGs f(X',Y') = f(s,V), joten f(X,Y) = f(s,V) = f(X",Y'). O



Edelld médriteltiin virtauksen arvo leikkauksessa ja osoitettiin, ettd vir-
tauksen arvo on sama missd tahansa verkoston leikkauksessa. Leikkaukseen
liittyy myos kapasiteettifunktion arvo. Maaritelldan seuraavaksi timé ja 0soi-
tetaan, ettd kapasiteettifunktion arvo missé tahansa verkoston leikkauksessa
rajoittaa ylhailta virtauksen arvoa verkostossa.

Méaritelma 2.15. Leikkauksen (X,Y) kapasiteetin arvo ¢(X,Y) on leik-
kauksen (X,Y) suunnattujen sivujen joukosta X joukkoon Y kapasiteetti-
funktion ¢ arvojen summa.

Lemma 2.16. Minkd tahansa virtauksen arvo verkostossa N on ylhddltd
rajoitettu milld tahansa verkoston N leikkauksen kapasiteetin arvolla.

Todistus. Olkoon (X,Y) ja (X', Y’) mitkd tahansa kaksi verkoston NNV leik-
kausta. Lemman 2.14 nojalla |f| = f(X,Y) = f(X',Y’). Mééritelmén 2.9
kohdan 3 nojalla taas tiedetién, ettd f(a',Y’) < c¢(a’,Y’) kaikilla 2’ € X'.

Siten myos
Z f(2,Y") < Z c(2', Y,

z'eX’ z'eX’

joten f(X')Y") < (X', Y'). Téalloin
[fl=fX)Y) = f(X"Y) < (X)),

eli mielivaltaiseen leikkaukseen (X', Y”) liittyva kapasiteetin arvo rajoittaa
ylhailtd mihin tahansa leikkaukseen liittyvia virtauksen arvoa. O]



3 Suurin virtaus - pienin leikkaus -lause

Téassad luvussa todistetaan Fordin ja Fulkersonin vuonna 1956 julkaisema
lause. Lauseen todistuksessa seurataan lahteessd |2, ss. 127-128] esitettyé to-
distusta, mutta tissi esitetty todistus on osin laajennettu ldhteessa esitetysta
todistuksesta. Tama suurin virtaus - pienin leikkaus -lause antaa yhteyden
virtauksen suurimmalle ja leikkauksen pienimmaélle arvolle.

Lause 3.1. Kaikissa verkostoissa suurin virtauksen arvo on sama kuin pienin
letkkauksen kapasiteetin arvo.

Todistus. Olkoon N = (G, s,t,c¢) verkosto. Konstruoidaan verkostoon N vir-
taukset fo, f1, fo ... siten, ettd

Ifol < |fil < |fe] < --.

Asetetaan fo(?) .= 0 kaikilla € € ﬁ Néiin asetettu fo on virtaus, silld se
toteuttaa kaikki maadritelmédn 2.9 ehdot. Virtauksen arvoa voidaan kasvat-
taa, kunnes virtauksen arvo on sama kuin vastaava kapasiteetin arvo. Koska
| fi| on kokonaisluku kaikilla indekseilld i, pitee |f,i1| < |fa] + 1 kaikilla
n. Madritelmin 2.9 ehdon 3 nojalla kaikki virtausten arvot ovat ylh&iltd
rajoitettuja vastaavan kapasiteetin arvolla, joten lemman 2.16 nojalla myos
virtausten arvojen summat | f;| ovat ylhailta rajoitettuja minkd tahansa ver-
koston NN leikkauksen kapasiteetin arvolla. Siispa jono fo, f1, fo, ... padttyy
johonkin virtaukseen f,. Lauseen osoittamiseksi tulee 16ytda jokin leikkaus,
jonka kapasiteetin arvo on |f,|.

Tutkitaan ensin joukkoa, joka koostuu niistd karjistd, joihin on olemassa
kavely kiirjesti s siten, ettd pitee fn(?z) < c(?f) kaikilla indekseill 4, joilla
sivu e kuuluu kyseiseen kivelyyn. Osoitetaan, ettd kirki ¢ ei voi kuulua ta-
hén joukkoon. Téll6in verkostoon N muodostuu jokin leikkaus, jossa toinen
joukko on edellimainuttu joukko ja toinen koostuu lopuista kirjista. Osoite-
taan, ettd kapasiteetin arvo tésséd leikkauksessa on etsitty kapasiteetin arvo,
jonka suuruus on |f,|.

Olkoon S, kaikkien niiden kirkien v joukko, joille G siséltad s—v - kdivelyn
Vg ...y, joille

fa(El) < c() (1)
kaikilla 0 < i < [. Téssi e = (vi,Vi41), Vo = S, vy = v ja f, suurin

mahdollinen virtaus. Jaetaan nyt todistus kahteen tapaukseen, jotka yhdessi
kisittavit kaikki mahdolliset tapaukset. Tutkitaan erikseen tapauksia t € .S,
jaté¢S,.



Jos t € S, merkitdin vastaavaa s —t- kivelyd W = vy ... v;, missd vg = s
ja v, = t. Voidaan olettaa, ettd kavelyssd W mikdén kirki ei ole mukana
useammin kuin kerran. Olkoon

e = min{c(e)) — fu(el) | 0<i<I}.

Koska f,(€]) < c(e}) kaikilla i < I, tiytyy pated e > 0. Lisiiksi € on koko-
naisluku, silla luvut fn( ei) ja c(?z)) ovat kokonaislukuja, ja siten my6s niiden
erotus on kokonaisluku.

Virtausta f,, voidaan nyt kasvattaa luvun e verran. Lisdtédédn siis luvun e

suuruinen virtaus kivelyd W pitkin. Olkoon

f’VL(?) € €>:€z>7Z:O,,l—]_
fn-Q—l(?): fn(?) e, €=%,i=0,...,1-1

Koska f,(€) on virtauksena kokonaislukuarvoinen ja e on kokonaisluku,
myos f,+1 on kokonaislukuarvoinen, kuten pitiddkin. Tarkistetaan, ettd f,.q
tayttdd médritelmén 2.9 ehdot ja ettd f,.; on siten virtaus. Tarkistetaan
ensin, ettd ehto 1 toteutuu. Funktion f méaritelmén nojalla pétee

fu@)+e, €=7¢,i=0,...,01—1
fonr (@) =S fu(@)—e, @=%,i=0,...,1—1
fn(?% € ¢ W.
Koska f,(€) = —f,(%) kaikilla ¢ ¢ B, pétee
—fu(e)+e, T=%,i=0,...,1—-1
fn—&-l(?): fn(%) e, e=%¢,i=0,...,1—1
—1.(%e), e¢ W.
Otetaan —1 yhteiseksi tekijaksi kaikilta riveiltd ja saadaan
—(fu(fE)—¢), €=%,i=0,...,1—1
Forr (@)=L —(fu(€)+e), T=72i=0,...,1—1
—fn %), eg¢ W.
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Otetaan jokaisesta tapauksesta —1 yhteiseksi tekijiksi eteen ja saadaan

(fu€)—¢), T =%,i=0,...,1—1
(‘e)

for1(@) == (fu€)+e), e =¢,i=0,...,1-1
fa(E), e¢ W
:_fn-i-l(%)‘

Ehto 1 on siis voimassa. Tarkistetaan ehto 2. Olkoon nyt v € V\{s,t}.
Jos v kuuluu polkuun W, polkua W pitkin kulkee kaksi suunnattua sivua,
joiden kérkipiste on v. Kérki v on toisen loppukérki ja toisen alkukérki. Siten

fn-l-l(U?V) = fn(U7 V) +e—e=0.
Jos v ei kuulu polkuun W, pitee
fn+1(v7 V) = fn(U7 V) =0.

Néin ollen my6s ehto 2 on voimassa.

Tarkistetaan vieli ehto 3. Téytyy siis osoittaa, ettd f,.1(€) < ¢(€).
Tutkitaan erikseen tapaukset e = a),i =0,...,1—1, e = E,i =0,...,1—1
jae & W. Kun e ¢ W, pitee funktion f,;; méidritelmén ja kohdan 1 nojalla

a1 (€) = fo(@) < ().

Tapauksessa e =1%,i= 0,...,l—1 patee funktion f,,y; mééritelmén, luvun

€ madritelmén ja kohdan 1 nojalla

fn+1<€>) = fn(?) —€e< fn(?) < C<€>)
Tapausta € = e/,i =0,...,l — 1 varten huomataan ensin, etti ¢ < c(?f) —
fn(€) luvun e médritelmén nojalla. Nyt

fm—l(?) = fn(?) +e< fn(?) + C<a‘>> - fn(a) = C(?)-

Niin ollen kaikki mééritelmén 2.9 ehdot téyttyvit ja siten f,.1 on todella
virtaus.

Tutkitaan virtauksen f, 1 kokonaisarvoa |f,i1] = fut1(s, V). Oletuksen
nojalla kirki s sisdltyy kiavelyyn W vain kerran, joten vain kavelya W pitkin
lihteviin virtauksen arvo on muuttunut. Télle pitee an(?O) = fn(e_g) + €,
joten |fni1| > |fu]- Tdm& on kuitenkin ristiriita oletuksen kanssa, jonka
mukaan |f,| on virtauksen suurin mahdollinen arvo. Ei siis voi péted ¢t € S,,.
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Tutkitaan tapausta t ¢ S,,. Télloin (S, V'\S,) on leikkaus verkostossa N.
Halutaan osoittaa, ettéi

F(Sn, VASL) = ¢(Sn, V\Sy).

Tehdéén antiteesi, jolloin f(S,, V\S,) < ¢(Sn, V\S,). Jokaisen leikkaukseen
(Sn, V\S,) kuuluvan suunnatun sivun loppukérki kuuluu joukkoon V\S,,.
Koska f(S,, V\S,) < ¢(Sn, V\S,), on olemassa jokin suunnattu sivu € €
(Sn, V\Sp), jolle pitee f(?) < c(?). T#llsin suunnatun sivun € loppukér-
keen on olemassa joukon S, méairitelmédn mukainen kéively, joten myos tAmé&
loppukérki kuuluu joukkoon S,,. Tdma on ristiriita, silld nyt tama loppukarki
kuuluu seké joukkoon S, ettd joukkoon V'\S,,. Siten antiteesi on epéitosi ja

| fol = fa(Sn; VASL) = e(Sn, V\S,),

miké haluttiinkin osoittaa.

Lemman 2.16 nojalla mikddn verkoston N virtauksen arvoista ei voi olla
suurempi kuin c¢,, joten tdmé on todella virtauksien maksimiarvo. Toisaalta
mikddn verkoston N leikkauksen kapasiteetin arvoista ei voi olla pienempi
kuin |f,| = ¢, lemman 2.16 nojalla, joten tdméa on leikkauksien kapasiteet-
tien minimiarvo. On siis osoitettu, ettd suurin mahdollinen virtauksen arvo
verkostossa N on sama kuin pienin mahdollinen leikkauksen kapasiteetin ar-
VO. O

12



4 Kaksiosaisten verkkojen sovitus

Tassa luvussa kasitellddn kaksiosaisia verkkoja ja niiden sovituksia. Osoittau-
tuu, ettd erdissd sovituksiin liittyvissa tuloksissa voidaan kdyttdd hyodyksi
edellisessé luvussa osoitettua lausetta 3.1. Seuraaviin lukuihin on teknisim-
pien todistusten yhteyteen lisdtty kuvia. Néihin kuviin on suositeltavaa tu-
tustua todistusten lukemisen yhteydessé, silld ne helpottavat yksityiskohtien
ja merkintdjen ymmaéartamista.

Miaaritelladn aluksi tarpeellisia kisitteita, kuten verkon ositus ja sovitus
seka vuorotteleva ja lisdava polku. Osoitetaan tdmén jilkeen tulos, joka liittad
sovituksen ja virtauksen toisiinsa. Luvun mééritelmét ovat lahteista [2] ja [5].

Maéritelmi 4.1. Olkoon G = (V, E) verkko siten, etta V = PUQ, PNQ = ()
ja E C {{p,q} :p € P,q € Q}. Talléin G on kaksiosainen verkko ja {P,Q}
on verkon G ositus.

Miaéaritelmi 4.2. Olkoon G = (V, E) kaksiosainen verkko. Joukko M C E
on verkon G sovitus, jos joukon M sivuilla ei ole yhteisid kdrkid. Sovituksen
M suuruus on sen alkioiden lukumddrd |M|.

Maiédritelma 4.3. Olkoon G = (V, E) kaksiosainen verkko, {P,Q} sen osi-
tus ja M sen sovitus. Vuorotteleva polku on polku, joka alkaa joukosta P ja
sisdltad vuorotellen sivuja joukoista M ja E\M.

Vuorotteleva polku sovituksen M suhteen ei ole yksikésitteinen. Vuorot-
televa polku voi alkaa joukon M tai joukon E\ M sivusta. Vuorotteleva polku
ei valttaméatta kiy lapi kaikkia sovituksen M sivuja. My6s yksittédinen sivu
joukosta M tai joukosta E\M tulkitaan vuorottelevaksi poluksi.

Esimerkki 4.4. Kuvassa 5 kohdassa 1) on esitetty erds sovitus M. Kohdas-
sa 2) on esitetty sitd vastaava vuorotteleva polku. Vuorotteleva polku ei tdssd
tapauksessa kay ldipi kaikkia sovituksen M sivuja. Molemmissa kohdissa va-
semmanpuoleiset kirjet kuuluvat joukkoon P ja otkeanpuoleiset joukkoon Q).
Yhtendgiselld viivalla on merkitty sovitukseen M kuuluvia sivuja ja katkouvii-
valla vuorottelevaan polkuun kuuluvia sivuja, jotka ewdt kuulu sovitukseen
M. Vuorotteleva polku alkaa joukon P kdrjestd ylinurkassa.

Sanotaan, ettd kirki v kuuluu sovitukseen M, jos on olemassa sellainen
sivu e € M, jonka kirkipiste v on. Kéarki v ei kuulu sovitukseen M, jos
tallaista sivua e € M ei ole olemassa.

Maiaé&ritelma 4.5. Olkoon G = (V, E) kaksiosainen verkko, jonka ositus on
{P,Q}. Olkoon silli sovitus M. Vuorotteleva polku, joka pddttyy joukon Q
kdrkeen, joka ei kuulu sovitukseen M, on lisadvd polku.
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Kuva 5: Vuorotteleva polku.

Lisdéva polku on méaritelméin 4.5 nojalla myos vuorotteleva polku. Maé-
ritelmén 4.3 nojalla vuorotteleva polku alkaa joukon P kiirjestd. Siten myos
lisdava polku alkaa joukon P kérjestd. Lisdavi polku ei valttamatta kiy 1api
kaikkia sovituksen M sivuja.

Esimerkki 4.6. Kuvassa 6 kohdassa 3) on esitetty eris kuvan 5 sovitusta
M wvastaava lisdava polku. Tassa tapauksessa lisadvd polku et kdy lapt katkkia
sovituksen M sivuja. Kohdassa 4) on esitetty lisidvin polun avulla saatu
sovitus M'. Sovitus M’ koostuu niistd lisddvdn polun sivuista, jotka kuuluvat
Joukkoon E\M sekd niisti sovituksen M sivuista, joita lisadva polku ei kiy
lapi. Kohdissa 3) ja 4) vasemmanpuoleiset karjet kuuluvat joukkoon P ja
otkeanpuoleiset joukkoon Q). Yhtendiselld vitvalla on merkitty sovitukseen M
kuuluvia sivuja ja katkoviivalla lisddvddan polkuun kuuluvia sivuja, jotka eivdt
kuulu sovitukseen M. Lisadvd polku alkaa joukon P kdrjestd ylinurkassa ja
padttyy joukon Q kdrkeen. Huomataan, ettd sovitukseen M' kuuluvia sivuja
on yksi enemmdn kuin sovitukseen M kuuluvia sivuja.

Lisdavan polun avulla saadaan sovitus M’, jonka suuruus on yhtd suu-
rempi kuin alkuperéisen sovituksen M suuruus. Lisddvan polun avulla saadut
sovituksen M’ sivut eivit silti ole samoja sivuja kuin sovituksessa M, vaik-
ka nimitys "lisddva polku" voisi ndin antaa ymmartda. Sovituksen M’ sivut
koostuvat lisiévan polun sivuista, jotka kuuluvat joukkoon E\ M, sekd niista
sovituksen M sivuista, joita lisdédva polku ei kily 1api. Huomataan myds, etta
lisddvan polun ensimmaéinen sivu ei voi kuulua sovitukseen M. Osoitetaan
ensin tdmé tarvittava aputulos ja sen jilkeen muut edelli mainitut viitteet.
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Kuva 6: Lisdava polku.

Lemma 4.7. Olkoon G kaksiosainen verkko, jonka ositus on {P,Q}. Olkoon
M wverkon G sovitus, johon liittyy lisddvd polku. Tdlloin lisidvd polku alkaa
joukon P karjestd, joka ei kuulu sovitukseen M.

Todistus. Olkoon G kaksiosainen verkko, jonka ositus on { P, @}. Olkoon silld
sovitus M, jolle patee |M| = n,n € N. Halutaan osoittaa, etté lisiéivin polun
on alettava kérjesta, joka kuuluu joukkoon P mutta ei sovitukseen M.

Tehdédan antiteesi. Oletetaan nyt, etté lisddva polku alkaa joukon P kér-
jesta, joka kuuluu sovitukseen M. Talloin lisddva polku etenee seuraavasti.
Ensimmé&inen sivu kuuluu sovitukseen M, ja sen alkukérki kuuluu joukkoon
P ja loppukérki joukkoon (). Seuraava sivu ei kuulu sovitukseen M, ja sen
alkukérki kuuluu joukkoon @ ja loppukirki joukkoon P. Jilleen seuraava
sivu kuuluu sovitukseen M, ja sen alkukarki kuuluu joukkoon P ja loppukér-
ki joukkoon (). Sen jalkeinen sivu ei kuulu sovitukseen M, ja sen alkukérki
kuuluu joukkoon ) ja loppukérki joukkoon P. Niin siis jokaisen sivun, joka
kuuluu joukkoon M, alkukérki kuuluu joukkoon P ja loppukirki joukkoon
(). Vastaavasti sivujen, jotka eivit kuulu sovitukseen M, alkukirki kuuluu
joukkoon @ ja loppukirki joukkoon P. Edetdin néin, kunnes on kiyty la-
pi kaikki lisdavaan polkuun kuuluvat sovituksen M sivut viimeistd lukuun
ottamatta.

Kuten muidenkin sovitukseen M kuuluvien sivujen, kuuluu viimeisen si-
vun loppukirki joukkoon @), kuten lisdévalla polulla tulee olla. Polku ei voi
kuitenkaan paédttya tdhan, silld viimeinen sivu ei saa kuulua sovitukseen M
méadritelman 4.5 nojalla. Polkua voidaan jatkaa sivulla, joka ei kuulu sovi-
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tukseen M. Tama sivu kuitenkin paattyy kdrkeen, joka kuuluu joukkoon P.
Maaritelmén 4.5 nojalla lisddva polku ei voi padttyd tahidnkadn. Polkua ei
kuitenkaan voida jatkaa, silld kaikki sovitukseen M kuuluvat sivut on kéy-
ty 1api eikd vuorotteleva polku voi sisdltdd kahta perikkéistd sivua joukosta
E\M. On siis pdddytty ristiriitaan. Antiteesi on siten epétosi ja néin ol-
len lisddvan polun on alettava joukon P kirjestd, joka ei kuulu sovitukseen
M. O

Lemma 4.8. Olkoon M kaksiosaisen verkon G = (V| E) sovitus, jolla on
lisidva polku ja olkoon M' lisddvidn polkuun liittyvd sovitus, joka koostuu
lisddvadn polkuun liittyvistd sivuista, jotka kuuluvat joukkoon E\M sekd so-
vituksen M sivuista, jotka ewdt kuulu lisidvddn polkuun. Tdlléin lisddvdadan
polkuun liittyvin sovituksen M’ suuruus on yhtd suurempi kuin sovituksen
M suuruus.

Todistus. Olkoon G = (V, E) kaksiosainen verkko, {P, Q} sen ositus Ja M
ositukseen {P, Q} liittyvé sovitus. Nimetédédn joukon P alkioita a,a’,a” ... ja
joukon @ alkioita b, V', V" ... siten, etti {a,b} € M, {da',b'} € M ... Olkoon
joukon {a,d’,a”, ...} alkioita n kappaletta, jolloin my6s joukon {b,0', 0", ...}
alkioita on n kappaletta.

Olkoon sovituksella M lisadvd polku. Muodostetaan sovitus M’ niisté li-
sadvan polun sivuista, jotka eivat kuulu sovitukseen M sekd niista sovituksen
M sivuista, jotka eivat kuulu lisddvaan polkuun. Lisdava polku paattyy maa-
ritelmén 4.5 nojalla joukon @) kdrkeen, joka ei kuulu sovitukseen M. Olkoon
tama karki b*.

Etsitdédn pari kaikille joukon {b,b',0",...}U{b*} alkioille joukosta P. Osoi-
tetaan, ettd ndin muodostuneilla sivuilla ei ole yhteisid kirkié, jolloin tdméa
joukko on sovitus. Joukon {b,0',b",...} U {b*} alkioita on n + 1 kappaletta,
joten myos nain muodostuneen sovituksen suuruus on n + 1.

Nyt on oltava, ettd jokin joukon {a,a’,a”, ...} alkioista on toinen kérki li-
sadvin polun viimeiselle sivulle. Merkitaén tétd kiirked a*:1la. Siten {a*,b*} €
M.

Tarkastellaan nyt sovitukseen M kuuluvan sivun, jonka toinen karki on
a*, joukkoon () kuuluvaa kirked. Olkoon tama kérki b**. Naiden karkien va-
linen sivu ei voi kuulua sovitukseen M, sillid kirki a* kuuluu toiseen sivuun,
joka kuuluu sovitukseen M’. Kérjen b** tiytyy siis pariutua jonkin toisen jou-
kon {a,a’,a”, ...} alkion kanssa. Valitaan siis sen pariksi lisidvadn polkuun
kuuluvan sivun, joka ei kuulu sovitukseen M, toinen kdrki. Merkitdan tata
karked a**:114.

Jatketaan néin, kunnes on kiytetty joukon {a,d’,d”, ...} alkioista kaikki
lisdavaan polkuun kuuluvat kirjet. Tamaén jilkeen on vield jiljelld yksi joukon
{b,V/,b", ...} alkioista, joka on jadnyt parittomaksi. Olkoon taméa b. Lemman
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4.7 nojalla tiedetddn, ettd lisddvd polku alkaa joukon P kirjestd, joka ei
kuulu sovitukseen M. Néin ollen tama kéirki ei ole mikaén kirjista a,a’, a”, . . ..
Olkoon tami kirki a. Néin ollen 1oytyy pari myds kirjelle b. Tamé sivu {a, b}
ei kuulu sovitukseen M mutta kuuluu sovitukseen M’. Lisddvé polku sisdltas
siis yhden sivun enemmén joukosta E\ M kuin joukosta M, silla lisdéva polku
seké alkaa ettd paittyy joukkoon E\M kuuluvalla sivulla.

Olkoon lisdavaén polkuun kuuluvien joukon M sivujen lukumaéra k, & <
n ja lisddvin polun ulkopuolelle jéivien joukon M sivujen lukuméara [, [ < n.
Téll6in k + | = n. Nyt lisdavadn polkuun kuuluvien joukon E\M alkioiden
lukumaéaéira on k + 1. Nyt siis

IM'|=(k+1)+l=(k+)+1=n+1.

Néin on l6ydetty sovitus M’, jonka suuruus on n + 1. Lisdksi kaikki jou-
kon {b,b',0",...} kérjet, jotka kuuluvat lisidviadan polkuun, ovat pariutuneet
eri kirjen kanssa kuin sovituksessa M, joten ndma sivut kuuluvat joukkoon
E\M. Sovitus M’ koostuu siis niistd lisddvadn polkuun liittyvistd sivuista,
jotka kuuluvat joukkoon E\M, seki sovituksen M sivuista, jotka eivit kuulu
lisdavaan polkuun. O]

Nyt tiedetdin, ettd jos verkolle G = (V, E) on olemassa sovitukseen M
liittyen lisddava polku, voidaan talloin 16ytdd sovitus M’, joka on suurempi
kuin sovitus M. Téastd herdd kysymys siitd, kuinka kauan vastaavaa menet-
telyd voidaan jatkaa ja mikd on suurin mahdollinen sovituksen suuruus. Suu-
rimman mahdollisen sovituksen etsimistad kutsutaan sovitusongelmaksi. Seu-
raavan lauseen todistuksessa on seurattu lihteen [6, s.127] todistusta. Osin
lihteen todistusta on tdydennetty todistamalla osaviitteet, joita ldhteen to-
distuksessa ei ole osoitettu.

Lause 4.9. Olkoon G = (V, E) kaksiosainen verkko, jonka sovitus on M.
Sovituksen M suhteen on olemassa lisidva polku jos ja vain jos M ei ole
suurin mahdollinen sovitus.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd jos kaksiosaisen verkon G = (V, E) sovituk-
sen M suhteen on olemassa lisdéva polku, M ei télloin ole suurin sovitus. Ol-
koon G = (V, E) kaksiosainen verkko. Oletetaan, ettd sovituksen M suhteen
on olemassa lisdéva polku. Talloin lemman 4.8 nojalla on olemassa verkon G
sovitus M’, jolle pétee

|M'| = | M|+ 1.

Siten sovitus M’ on suurempi kuin sovitus M, joten M ei voi olla suurin
sovitus.
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Osoitetaan seuraavaksi, etté jos sovitus M ei ole kaksiosaisen verkon G =
(V, E) suurin sovitus, 16ytyy télldin lisddva polku sovituksen M suhteen.
Oletetaan, ettd sovitus M ei ole suurin. Téalloin on olemassa jokin toinen
sovitus M’, joka on suurin. Néille patee |M’| > |M|. Olkoon

G = (V, (MU M\(M N M),

G’ on verkko, joka sisdltaa sivut, jotka kuuluvat joko sovitukseen M tai M’
mutta eivit molempiin.

Talloin G’ siséltdd enemmén sivuja joukosta M’ kuin joukosta M. Osoite-
taan tamé vaite. Tehd&an antiteesi. Oletetaan, ettd G’ sisdltdd saman méaiaran
sivuja molemmista joukoista tai enemmén joukon M sivuja kuin joukon M’
sivuja. Merkitdan m:lla joukkoa sivuja, jotka kuuluvat joukkoon M, mutta
eiviat joukkoon M’, ja merkitddn m/:lla sivuja, jotka kuuluvat joukkoon M’
mutta eivit joukkoon M. Nyt

IM| = |m|+ |MnM|>m|+|MnM|=I|M|.

Taméa on ristiriita oletuksen kanssa, jonka mukaan sovitus M’ on suurin.
Siispé antiteesi on epétosi, ja néin ollen G’ sisdltds enemmén sivuja joukosta
M’ kuin joukosta M.

Nain méadritellyn verkon G’ jokainen kérki on kosketuksissa korkeintaan
yhteen joukon M’ sivuun ja korkeintaan yhteen joukon M sivuun. Osoitetaan
tamé véite. Tehddan antiteesi. Oletetaan, ettd on olemassa jokin verkon G’
karki, joka on kosketuksissa useampaan kuin yhteen joukon M tai M’ sivuun.
Voidaan olettaa, ettd tdma kirki on kosketuksissa useampaan kuin yhteen
joukon M sivuun. Téll6in joukko M ei ole sovitus, mika on ristiriita oletuksen
kanssa ja nain ollen antiteesi on epatosi. Verkon G’ jokainen kirki on siis
kosketuksissa korkeintaan yhteen joukon M’ sivuun ja korkeintaan yhteen
joukon M sivuun.

Koska jokainen verkon G’ kérki on kosketuksissa korkeintaan yhteen jou-
kon M’ sivuun ja korkeintaan yhteen joukon M sivuun eikd verkko G’ sisilld
sivuja, jotka kuuluisivat sekd joukkoon M etté joukkoon M’, jokainen ver-
kon G’ sivu on osa vuorottelevaa polkua joukkojen M ja M’ suhteen. Verkon
G’ sivut muodostavat siis komponentteja, joista jokainen koostuu vuorottele-
vasta polusta. Niistd komponenteista ainakin yksi sisidltdd enemmén sivuja
joukosta M’ kuin joukosta M, silla G’ siséltédd enemmén sivuja joukosta M’
kuin joukosta M. Tama komponentti on siis vuorotteleva polku, joka sisidltaa
enemmén sivuja joukosta M’ kuin joukosta M. Taméa komponentti rakentuu
vuorotellen sivuista joukosta M ja M’ ja sivuja joukosta M’ on enemméin
kuin joukosta M. Néin ollen sen sivuista ensimmaéisen ja viimeisen sivun on
kuuluttava joukkoon M'. Koska sivuja on pariton méird, on ensimmaéisen ja
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viimeisen sivun alku- ja loppukirjistd toinen joukosta P ja toinen joukosta
(). Valitaan, ettd vuorotteleva polku alkaa joukon P kirjesté. Talléin vuorot-
televa polku alkaa joukon P kérjesté sivulla, joka kuuluu sovitukseen M’, ja
paittyy joukon ) kirkeen, joka kuuluu sovitukseen M’. Méairitelmén 4.5 no-
jalla tdmé& vuorotteleva polku on siis lisdava polku sovituksen M suhteen. [
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Kuva 8: Verkon G’ sivut sekd komponentti, joka on lisdéavd polku.

Esimerkki 4.10. Kuvassa 7 kohdassa 1) on esitetty sovitus M ja kohdas-
sa 2) suurempi sovitus M'. Kuvassa 8 kohdassa 3) on esitetty lauseen 4.9
todistuksessa madritellyn verkon G' sivut, eli sivut, jotka kuuluvat joko sovi-
tukseen M tai M’ mutta eivit molempiin. Kuvassa 8 kohdassa 4) on esitetty
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komponentti, joka on lisidvd polku sovituksen M suhteen. Tdssd tapauksessa
myds verkon G' erillinen sivu, joka kuuluu joukkoon M’ on komponentti, jo-
ka on lisddvd polku sovituksen M suhteen. Lauseen 4.9 osoittamiseksi riittdd
kuitenkin loytdd yksi tdllainen komponenttu.

Lauseen 4.9 nojalla jokaiselle sovitukselle M, joka ei ole suurin mahdol-
linen, 16ytyy lisdava polku. Lemman 4.8 nojalla talloin 16ytyy suurempi so-
vitus M’. Jos taas lisdédvdd polkua ei ole olemassa, lause 4.9 kertoo, ettd
téalloin sovitus M on suurin mahdollinen. Joka tapauksessa 16ydetdén suurin
mahdollinen sovitus lahtien liikkeelle mielivaltaisesta sovituksesta.

Kaksiosaisten verkkojen sovitus on verkkoteorian osa-alue, jota voidaan
késitelld ilman virtauksia. Lause 3.1 antaa kuitenkin kitevin tavan ratkaista
kaksiosaisten verkkojen sovitusongelma. Kaksiosaisen verkon ympaérille voi-
daan konstruoida verkosto ja siihen virtaus, jolloin sovitusongelma palautuu
maksimaalisen virtauksen etsimisen ongelmaan. Osoitetaan seuraavaksi tu-
los, jonka avulla voidaan 16ytda suurin mahdollinen sovitus kiyttden apuna
lausetta 3.1. Todistus seuraa ldhteessa [5, ss. 48-49] esitettyd todistusta, mut-
ta ldhteen yksi laajempi lause on téssi pilkottu pienempiin osiin. Téssd on
osoitettu ensimmainen osa lauseesta.

Olkoon nyt G = (V, E) kaksiosainen verkko, jonka ositus on { P, @}. Kon-
struoidaan verkko G’ siten, etté lisdtdédn verkkoon G kérjet s ja t siten, ettéd
kirjesta s lahtee suunnattu sivu jokaiseen joukon P kirkeen ja jokaisesta jou-
kon @ kérjestd lihtee suunnattu sivu kirkeen t. Nyt verkon G’ Kkérjet ovat
joukko V' = V U {s,t}. Merkitdén verkon G’ suunnattujen sivujen joukkoa
E':lla. Kérjestd s joukon P kérkiin kulkee &érellinen mééra sivuja. Olkoon
nédiden sivujen lukumaérd n. Konstruoidaan nyt verkosto N = (G', s,t, ¢) si-
ten, ettd asetetaan kapasiteettifunktion ¢ arvoksi 1 kaikille niille verkon G’
suunnatuille sivuille, joiden toinen kirki on s tai ¢t. Asetetaan kapasiteetti-
funktion ¢ arvoksi n+1 niille suunnatuille sivuille, joiden toinen karki kuuluu
joukkoon P ja toinen joukkoon (). T&lloin pétee seuraava tulos.

Lemma 4.11. Verkon G suurimman sovituksen suuruus on sama kuin ver-
koston N suurimman virtauksen arvo.

Todistus. Osoitetaan aluksi, ettd jokaista virtausta f, jonka arvo on k, koh-
den 16ytyy sovitus M, jonka suuruus on my6s k. Olkoon f virtaus verkostossa
N ja olkoon virtauksen f arvo k. Olkoon f(p,q) suunnattuun sivuun (p,q),
p € P,g € @ liittyvd virtauksen arvo. Kérjestd s ldhtee vain yksi sivu jo-
kaiseen joukon P kdrkeen. Tilloin virtauksen f(p,q) arvo on joko 1 tai 0
jokaiselle suunnatulle sivulle (p, q), silld jokaista kirjestd s lahtevaa sivua ra-
joittaa kapasiteetti, jonka arvo on 1. Suunnatuille sivuille (g, p) virtauksen
arvoon —1, jos f(p,q) = 1ja f(q,p) =0, jos f(p,q) = 0. Maaritelldén joukko
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M C E siten, ettd {p,q} € M, jos f(p,q) = 1ja {p,q} ¢ M, jos f(p,q) = 0.
Télloin | M| = k. Leikkaukseen

(PU{s}, QuU{t})

liittyvé virtauksen arvo on myos k, silld lemman 2.14 nojalla virtauksen arvo
on k jokaisessa verkoston N leikkauksessa. Virtausta f kohden loytyy siis
joukko M, joka on saman suuruinen. Virtaus f ei kuitenkaan ole valttamatta
suurin mahdollinen, joten joukon M suuruus on pienempi tai yhta suuri kuin
suurimman mahdollisen virtauksen arvo.

Osoitetaan, ettd tdlloin joukko M on sovitus. Mééritelmén 4.2 nojalla M
on sovitus, jos joukon M sivuilla ei ole yhteisid kirkid. Tehdaddn antiteesi ja
oletetaan, etta joukon M sivuilla on yhteisia karkia. Talloin on kaksi mahdol-
lista tapausta, joita tarkastellaan erikseen. Joko joukon P jostakin kirjesté
lahtee useampi kuin yksi sivu joukon @) kérkiin tai joukon () johonkin kirkeen
saapuu useampi kuin yksi sivu joukon P kérjista.

Tarkastellaan tapausta, jossa joukon P jostakin kirkestd ldhtee useampi
kuin yksi sivu joukon @ kirkiin. Olkoon tdméa kéirki p. T&lléin f(p,q) = 1
vastaaville suunnatuille sivuille. Nditd suunnattuja sivuja on oletuksen nojal-
la vahintaan kaksi, joten méaaritelméan 2.9 kohdan 2 nojalla kiirkeen p saapuu
virtausta kérjesté s, jonka arvo on vahintdan 2. Tama on ristiriita alussa teh-
dyn oletuksen kanssa, jonka mukaan kéirkien s ja p vélisen suunnatun sivun
kapasiteetin arvo on 1. Siten my6skiddn vastaavan suunnatun sivun virtauk-
sen arvo ei voi olla suurempi kuin yksi méaéritelméan 2.9 kohdan 3 nojalla.

Tutkitaan seuraavaksi tapaus, jossa joukon () johonkin kidrkeen saapuu
useampi kuin yksi sivu joukon P kirjistd. Olkoon tdmé kirki ¢. Téalloin
f(p,q) = 1 vastaaville suunnatuille sivuille. N&itd suunnattuja sivuja on an-
titeesin oletuksen nojalla vihintddn kaksi, joten méaritelmén 2.9 kohdan 2
nojalla kirjestd ¢ on my6s lahdettdva virtaus kirkeen ¢, jonka arvo on vi-
hintddn 2. Ta&ma on ristiriita oletuksen kanssa, jonka mukaan kirkien q ja t
vélisen suunnatun sivun kapasiteetin arvo on 1. Siten méaritelmén 2.9 koh-
dan 3 nojalla myoskidn vastaavaan suunnattuun sivuun liittyvin virtauksen
arvo ei voi olla suurempi kuin yksi. Néin ollen antiteesi on epétosi, ja siten
M on sovitus.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd jokaista sovitusta M, jonka suuruus on k,
kohden 16ytyy virtaus f, jonka arvo on mygs> k. Olkoon nyt annettuna sovitus
M. Maaritellaan funktio f(v,w), (v, w) € E’ seuraavasti. Josv € Pjaw € Q,
niin f(v,w) =1, jos {v,w} € M, jatélloin f(w,v) = —1. Josv € Pjaw € Q,
niin f(v,w) =0, jos {v,w} & M. Jos v € Q ja w € P, niin f(v,w) = 0, jos
{v,w} ¢ M.

Jos v =sjaw € P, niin f(v,w) =1, jos on olemassa sivu, joka kuuluu
sovitukseen M ja kulkee kdrjen w kautta, ja f(v,w) = 0 muuten. Jos v € P

21



jaw = s, niin f(v,w) = —1, jos on olemassa sivu, joka kuuluu sovitukseen
M ja kulkee kirjen w kautta, ja f(v,w) = 0 muuten.

Jos v € @Qjaw=t, niin f(v,w) =1, jos on olemassa sivu, joka kuuluu
sovitukseen M ja joka kulkee kiirjen v kautta, ja f(v,w) = 0 muuten. Jos
v =1jaw € @, niin f(v,w) = —1, jos on olemassa sivu, joka kuuluu
sovitukseen M ja joka kulkee kérjen v kautta, ja f(v,w) = 0 muuten.

Osoitetaan, ettd ndin maaritelty funktio f on virtaus. Tarkistetaan maari-
telmén 2.9 ehto 1. Huomataan, etté jokaiselle verkoston /N suunnatulle sivulle
(v, w), johon liittyvd funktion f(v,w) arvo on 1, 18ytyy vastakkainen suun-
nattu sivu, johon liittyvéd funktion f(v,w) arvo on —1. Jokaista suunnattua
sivua, johon liittyvé funktion f(v,w) arvo on 0, kohden 16ytyy vastakkainen
suunnattu sivu, johon liittyva funktion f(v,w) arvo on 0. Siten

f(v7w) = _f(w7v)

kaikilla (v, w) € L_?)’, joten ehto 1 on voimassa.
Tarkistetaan méaéritelmén 2.9 ehto 2. Olkoon p jokin joukon P U @) kirki.
Talloin
f(p,V):l—lzo,

jos p kuuluu sovitukseen M, ja
f(p,V)=0-0=0,

jos p ei kuulu sovitukseen M. Ehto 2 on siis voimassa.

Tarkistetaan ehto 3. Verkoston N suunnatuille sivuille, joiden toinen kar-
ki on joko s tai ¢, kapasiteettifunktion arvo on 1. Suunnatuille sivuille, joiden
toinen kirki kuuluu joukkoon P ja toinen joukkoon @), kapasiteettifunktion
arvo on n + 1. Funktio f(v,w) saa arvoja —1, 0 ja 1. Kaikille néille suunna-
tuille sivuille pétee siis

fv,w) < c(v,w).

Ehto 3 on siis voimassa. Ndin ollen kaikki méaéritelmén 2.9 ehdot tayttyvat,
ja siten funktio f(v,w) on virtaus.

Funktio f(v,w) on siis virtaus verkostossa N ja |f| = |M|. Siispa loy-
dettiin sovitusta M kohden virtaus, joka on samansuuruinen. Sovitus M ei
kuitenkaan ole vilttdmatta suurin mahdollinen, joten virtauksen f arvo on
pienempi tai yhté suuri kuin suurimman sovituksen suuruus.

Edella saatiin tulos, jonka mukaan virtauksen f arvo on pienempi tai yh-
td suuri kuin suurimman sovituksen suuruus. Olkoon M’ verkoston N suurin
sovitus. Talloin | f| < |M’|. Lauseen 3.1 nojalla voidaan 16ytd4 suurin mah-
dollinen virtaus. Olkoon f’ suurin mahdollinen virtaus. Siten

|| < M|
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Edelld saatiin my0s tulos, jonka mukaan sovituksen M suuruus on pienempi
tai yhté suuri kuin suurimman mahdollisen virtauksen f arvo. Télloin |M| <
|f'|. Voidaan valita M = M’, jolloin pétee

M| <[f].
Siispé on oltava |M'| = |f']. O

Lauseen 4.11 todistuksessa osoitetaan, ettd jokaista virtausta f kohden
16ytyy sovitus M, joka on saman suuruinen, ja etti jokaista sovitusta M’ koh-
den 16ytyy virtaus f’, joka on saman suuruinen. Yhdessi lauseen 4.9 kanssa
niamé kertovat, ettd virtauksen kasvattamisen ja suuremman sovituksen et-
simisen valilld on vastaavuus.

Lahdet#én liikkkeelle kaksiosaisen verkon G = (V, E) mielivaltaisesta sovi-
tuksesta M. Télloin 16ytyy lemman 4.11 todistuksen nojalla virtaus f, joka
on yhté suuri. Mikili sovitus M ei ole suurin mahdollinen, 16ytyy lauseen 4.9
nojalla lisdava polku sovituksen M suhteen. Lauseen 4.8 nojalla tilloin 16y-
tyy sovitus M’, joka on yhté suurempi kuin sovitus M. T&ll6in lemman 4.11
nojalla 16ytyy my6s virtaus f’, joka on yhté suuri kuin sovitus M’. Tamé voi-
daan tulkita siten, etté virtausta f kasvatetaan yhden verran. Lihetetdén siis
léhteesté s olemassaolevan virtauksen lisiksi yhden suuruinen virtaus joukon
P kirkeen, joka ei kuulu sovitukseen M. Lemman 4.7 nojalla téllainen kérki
on olemassa. Lemman 4.8 nojalla sovitukset M ja M’ eivit sisallid kaikkia
samoja sivuja. Virtaus f’ siis uudelleen ohjataan kulkemaan eri reittia kuin
virtaus f.

Esimerkki 4.12. Kuvassa 9 on esitetty esimerkkeji 4.4 ja 4.6 vastaavien
sovituksien M ja M' vastaavat virtaukset f ja f'. Kuvassa i) on esitetty so-
vitusta M vastaava virtaus ja kuvassa ii) sovitusta M' vastaava virtaus. Mo-
lemmissa kuvissa vasemmanpuoleiset pisteet kuuluvat joukkoon P ja oikean-
puoleiset joukkoon Q). Lihteesti s lihtevd katkoviiva kuvaa lihetettyd lisavir-
tausta ja joukkojen P ja Q) wviliset katkoviivat kuvaavat uudelleen ohjattua
virtauksen reittid.
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Kuva 9: Sovitusta M vastaava virtaus f ja suurempaa sovitusta M’ vastaava
uudelleen ohjattu virtaus f’.
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5 Verkon peite ja Konigin lause

Téassé luvussa tarkastellaan kaksiosaisen verkon peitettd ja sen yhteytta ver-
kon sovitukseen. Lisdksi osoitetaan yhteys peitteen suuruudelle ja leikkauk-
sen kapasiteetin arvolle. Lopuksi osoitetaan tdméan avulla Konigin lause, joka
kertoo, ettd verkon maksimaalisen sovituksen suuruus on sama kuin pienim-
mén peitteen suuruus. Luku perustuu ldhteeseen |5, ss. 47-49|. Méaéritelladn
aluksi kaksiosaisen verkon peite ja osoitetaan, ettd kaksiosaisen verkon sovi-
tuksen suuruus on aina pienempi tai yhtd suuri kuin saman verkon peitteen
suuruus.

Maéritelmi 5.1. Olkoon G = (V, E) kaksiosainen verkko. Joukko C C V
on verkon G peite, jos kaikkien verkon G sivujen vdhintddn ykst kirki on
joukossa C. Peitteen C suuruus |C| on sen alkioiden lukumdadrd.

Lemma 5.2. Olkoon G = (V, E) kaksiosainen verkko. Tdlloin mille tahansa
verkon G sovitukselle M ja peitteelle C' patee |M| < |C].

Todistus. Olkoon M miki tahansa kaksiosaisen verkon G sovitus ja C' mikd
tahansa verkon G peite. Kaikilla sivuilla, jotka kuuluvat sovitukseen M, on
ainakin yksi kérki, joka kuuluu peitteeseen C'. Koska M on sovitus, sen sivuil-
la ei ole yhteisia kdrkid. N&in ollen sovituksen M sivuja vastaavat peitteeseen
C kuuluvat kiirjet ovat erillisid. On siis oltava, ettd |M| < |C]. O

Lemma 5.2 kertoo, etté kaikille sovituksille M ja peitteille C' patee | M| <
|C|. Jos l6ydetéisin sovitus M, jonka suuruus on sama kuin jonkin peitteen C,
tiedetddn, ettd talloin sovitus M on suurin mahdollinen ja vastaavasti peite
C pienin mahdollinen.

Verkon peitteelld on yhteys myos vastaavan verkoston leikkauksen kapa-
siteetin arvoon. Osoitetaan seuraavaksi tdmé yhteys. Olkoon nyt G = (V, E)
kaksiosainen verkko, jonka ositus on {P, Q}. Konstruoidaan verkko G' =
(V' E"), jossa V! = V U {s,t} ja E' sisdltdd joukon F alkioiden lisiksi kér-
jesta s kaikkiin joukon P kérkiin kulkevat sivut ja kaikista joukon @) kirjista
kirkeen t kulkevat sivut. Kéarjesta s joukon P kérkiin kulkee &drellinen maéré
sivuja. Olkoon néiden sivujen lukumééra n. Joukossa P on siis n kappaletta
alkioita. Konstruoidaan verkosto N = (G', s,t,c) siten, ettd asetetaan ka-
pasiteettifunktion ¢ arvoksi n 4+ 1 suunnatuille sivuille, joiden toinen kirki
kuuluu joukkoon P ja toinen joukkoon () ja asetetaan kapasiteettifunktion
arvoksi 1 suunnatuille sivuille, joiden toinen kérki on joko s tai ¢t. Téllin
pitee seuraava tulos.

Lemma 5.3. Verkon G pienimmdn peitteen suuruus on sama kuin verkoston
N pienimmdn leikkauksen kapasiteetin arvo.
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P Q

Kuva 10: Verkoston N pienin leikkaus. Joukon A kirkid on merkitty ontoilla
ympyroilla.

Todistus. Olkoon A joukon V' osajoukko siten, ettd leikkauksen

({s}UA VA{s}uA)

kapasiteetti on pienin mahdollinen. Verkostossa N on olemassa ainakin leik-

kaus
({s}. V'\{s}),

jonka kapasiteetti on sama kuin sivujen lukumééari, jotka kulkevat karjesta s
kérkiin joukossa P. Téman leikkauksen kapasiteetin arvo on siten sama kuin
joukon P alkioiden lukumééré, sillé jokaista suunnattua sivua kirjesta s kér-
keen joukossa P vastaavan kapasiteettifunktion arvo on 1. Niin ollen pienim-
mén leikkauksen kapasiteetin arvo ei voi olla joukon P alkioiden lukumé&araa
suurempi. Oletuksen nojalla kirjestd s lahtevien suunnattujen sivujen luku-
méard on n, joten pienimman leikkauksen kapasiteetin arvo on korkeintaan
n. Néin ollen joukkojen P N A ja Q\A vililli ei voi olla sivua. Osoitetaan
tama viite.

Tehdédn antiteesi. Oletetaan, ettd joukkojen P N A ja Q\A vililld on
sivu. Talloin vastaavassa verkostossa N on suunnattu sivu joukosta PN A
joukkoon Q\ A. Tall6in leikkauksen kapasiteetin arvo on vihintaan n+1, silla
leikkaukseen kuuluu suunnattu sivu, jonka kapasiteetin arvo on n+ 1. Taméi
johtuu kapasiteettifunktion méarittelysta, jonka mukaan kapasiteettifunktion
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arvo on n + 1 suunnatuille sivuille, joiden toinen kirki kuuluu joukkoon P ja
toinen joukkoon (). Nyt siis leikkauksen kapasiteetin arvo on vihintadn n+1,
mikd on ristiriita oletuksen kanssa, jonka mukaan pienimmén leikkauksen
kapasiteetin arvo on korkeintaan n. Siispé joukkojen PN A ja Q\A vililla ei
voi olla sivua. Téysin vastaavalla perustelulla ndhdaan, ettd myoskaan joukon
P\ A ja joukon @ N A vililli voi olla sivua.

Koska joukosta PN A ei voi olla sivua joukkoon Q\ A, on sellaisten sivujen,
joiden toinen kirki kuuluu joukkoon PN A, toisen kirjen kuuluttava joukkoon
@ N A. Vastaavasti sellaisten sivujen, joiden toinen kirki kuuluu joukkoon
Q\A, toisen kirjen on kuuluttava joukkoon P\A, koska joukosta Q\A ei voi
olla sivua joukkoon P N A. On siis oltava niin, ettd jokainen verkon G sivu
on kosketuksissa joukon

C=(P\AU@nNA)

johonkin kirkeen. Siten C' on verkon G peite. Samasta syystd on myds oltava
niin, ettéd leikkauksen ({s} U A, V'\({s} U A)) kapasiteetin arvo on

c({s} UA, VA\{s}UA)) = [P\A]+ QN A| = |C].

Osoitetaan vield, ettd ndin 16ydetty peite on todella pienin mahdollinen
peite. Tehdain antiteesi, eli viitetddn, ettd on olemassa peite C’, joka on
pienempi kuin peite C, eli

'l <|C].
Vastaavasti kuten ylli osoitettiin, ettd |C| = c({s}UA, V'\({s}UA)), voidaan
osoittaa, ettd nyt on oltava leikkaus (X', Y”), jolle pétee

(XY = |C].
T4ll6in patee
o XY = |0 < [C] = c({s} UA,V\({s} U A)).

Taméa on kuitenkin ristiriita oletuksen kanssa, jonka mukaan leikkauksen
({s} U A, V'\({s} U A)) kapasiteetin arvo on pienin mahdollinen leikkauk-
sen kapasiteetin arvo. Siten antiteesin on oltava epétosi ja peite C' on todella
pienin mahdollinen peite. Siispd verkon G pienimmén peitteen suuruus on
sama kuin verkoston N pienimmaén leikkauksen kapasiteetin arvo. O]

Edelld saatiin lauseen 3.1 avulla tulokset, jotka kertovat sovituksen M
ja peitteen C suuruudesta. Kootaan nyt ndmé lemmat 4.11 ja 5.3 yhteen
lauseessa, joka tunnetaan nimelld Konigin lause.
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Lause 5.4. Olkoon G kaksiosainen verkko. Tdlloin verkon G maksimaalisen
sovituksen suuruus on sama kuin verkon G pienimmdn peitteen suuruus.

Todistus. Kaytetddn lemmojen 4.11 ja 5.3 tuloksia lauseen todistuksessa.
Néin voidaan tehd4, silld molemimissa lemmoissa konstruoidut verkostot ovat
samat. Olkoon siis G = (V, E) kaksiosainen verkko, jonka ositus on {P, Q}.
Olkoon G' = (V' E') verkko, jossa V' = V' U{s,t} ja F’ sisdltdd joukon F al-
kioiden lisdksi kirjestd s kaikkiin joukon P karkiin kulkevat sivut ja kaikista
joukon @ kirjista kirkeen t kulkevat sivut. Olkoon N = (G, s,t, ¢) verkosto,
missé kapasitteettifunktion ¢ arvo on n 4+ 1 suunnatuille sivuille, joiden toi-
nen kirki kuuluu joukkoon P ja toinen joukkoon () ja kapasiteettifunktion
arvo on 1 suunnatuille sivuille, joiden toinen kéirki on joko s tai ¢t. Olkoot M
verkon G sovitus, f verkoston N virtaus, (X,Y’) verkoston N leikkaus ja C'
verkon GG peite.

Lemman 4.11 nojalla tiedetdin, ettd verkon G suurimman sovituksen
suuruus on sama kuin verkoston N suurimman mahdollisen virtauksen arvo.
Lauseen 3.1 nojalla taas tiedetdin, ettd verkoston N suurimman mahdollisen
virtauksen arvo on sama kuin pienimmén mahdollisen leikkauksen kapasitee-
tin arvo. Lemman 5.3 nojalla tiedetdan, ettd verkoston N pienimméan mah-
dollisen leikkauksen kapasiteetin arvo on sama kuin verkon G pienimmén
peitteen suuruus. Siten verkon G suurimman sovituksen suuruus on sama
kuin pienimmén peitteen suuruus. ]
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6 Taydellinen sovitus ja Hallin lause

Téssd luvussa tutkitaan kaksiosaisen verkon G, jonka ositus on {P, @}, so-
vitusta, jossa jokaisesta joukon P tai () kirjestd ldhtee sivu toisen joukon
kiarkeen. Tallaista sovitusta kutsutaan taydelliseksi sovitukseksi. Lisdksi to-
distetaan Hallin lause. Hallin lauseen avulla voidaan ratkaista kuinka mon-
ta naista joukon miehid tdytyy tuntea, jotta jokainen miehistd voi menné
naimisiin tuntemansa naisen kanssa. Tdmén vuoksi Hallin lause tunnetaan
my6s nimelld Hallin avioliittolause. Toisaalta Hallin lausetta voidaan kayttaa
my6s esimerkiksi ratkaisemaan tyotehtédvien jakoon liittyva ongelma. Ty6pai-
kan kutakin tehtavia pystyy tekeméin tietyt tyontekijat. Tyontekijat pysty-
vit tekemain useampia eri tehtédvié ja samaa tehtivid osaa suorittaa useam-
pi tyontekijd. Etsimilld tdydellinen sovitus voidaan 16ytda oikea tyotehté-
va jokaiselle tyontekijille siten, etta kaikki tehtavat tulevat tehdyiksi. Téassa
tutkielmassa pitdydytadn kuitenkin yleisessd matemaattisessa tapauksessa.
Luku perustuu 1&hteeseen |7, ss. 116-118], jonka siséltéja on tdydennetty esi-
merkilld ja kuvilla.

Maéaritelmi 6.1. Olkoon G = (V, E) kaksiosainen verkko, jonka ositus on
{P,Q}. Olkoon tilli kaksiosaisella verkolla sovitus M. Sovitus M on tdydel-
linen joukon P suhteen, jos jokaisesta joukon P kdrjestd lihtee sivu johonkin
joukon Q kdrkeen.

1) 2)

Kuva 11: Kaksi verkkoa ja niihin liittyvét tdydelliset sovitukset.

Maéritelméssd 6.1 médritellidn tdydellinen sovitus joukon P suhteen.
Vastaavasti voitaisiin méaritelld tdydellinen sovitus joukon () suhteen. Jou-
koille P ja () ei ole annettu mitdén toisistaan eroavia ominaisuuksia, joten
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kaikki tulokset ovat sovellettavissa koskemaan kumpaa tahansa joukkoa. Sel-
keyden vuoksi tarkastellaan vain joukon P suhteen téydellisté sovitusta.

Esimerkki 6.2. Kuvassa 11 on esitetty kaksi eri verkkoa. Osassa 1) on esi-
tetty verkko ja sen taydellinen sovitus joukon P suhteen. Osassa 2) esitetty
sovitus on taydellinen sekd joukon P ettd joukon ) suhteen. Huomataan, et-
ta osan 1) verkossa ei voida loytad taydellista sovitusta joukon @ suhteen,
silld joukon P alkioita on viéhemmdn kuin joukon @ alkioita.

Seuraava lause tunnetaan nimelld Hallin lause. Olkoon siis kaksiosaisella
verkolla G ositus {P,@Q}. Olkoon P’ joukon P jokin osajoukko, jolle pétee
1 <|P'| < |P| ja @ joukon @ osajoukko, joka koostuu niistd kérjistd, joilla
on yhteinen sivu jonkin joukon P’ kiirjen kanssa. Télloin pétee seuraava tulos.

Lause 6.3. Joukon P suhteen on olemassa tdydellinen sovitus, jos ja vain
jos |P'| < |Q'| kaikille joukoille P C P.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd on olemassa tdydellinen sovitus joukon P
suhteen. Osoitetaan, ettd téalloin pétee |P'| < |@Q’| kaikille joukoille P’; P" C
P, joille pitee 1 < |P’| < |P|ja @ on joukon @ osajoukko, joka koostuu niista
kérjisté, joilla on yhteinen sivu jonkin joukon P’ kirjen kanssa. Tehdain
antiteesi. Oletetaan, ettd |P'| > |@Q’| joillakin joukoilla P’ ja @'. Télloin
joukossa P’ on enemmaén alkioita kuin joukossa (Q’, joten selvisti jokaiselle
joukon P’ alkiolle ei voi 16ytyé paria joukosta Q' siten, ettd jokainen joukon
@’ alkio tulee kiytettyd vain kerran. Siispd antiteesi on epéitosi ja siten |P’| <
Q).

Oletetaan sitten, etté kaikille joukoille P, P' C P, joille pitee 1 < |P'| <
|P| ja Q" on joukon @ osajoukko, joka koostuu niistd kéirjista, joilla on yhtei-
nen sivu jonkin joukon P’ kérjen kanssa, pétee |P'| < |Q'|. Osoitetaan, ettéd
talloin on olemassa taydellinen sovitus joukon P suhteen.

Konstruoidaan kaksiosaisesta verkosta G verkosto N. Lisdtaidn kérjet s
ja t siten, ettd kirjestd s ldhtee sivu jokaiseen joukon P kérkeen, jolla on
yhteinen sivu jonkin joukon @) kirjen kanssa ja jokaisesta joukon () kérjesté,
jolla on yhteinen sivu jonkin joukon P kirjen kanssa, ldhtee sivu kirkeen t.
Asetetaan kapasiteettifunktion arvoksi 1 jokaiselle suunnatulle sivulle.

Tehd&ddn antiteesi. Oletetaan, ettd verkossa G ei ole taydellisti sovitusta
joukon P suhteen. Télloin verkon GG suurin mahdollinen sovitus on pienem-
pi kuin joukon P alkioiden lukumé&ard. Verkostossa N voi kulkea virtausta
yhteensi korkeintaan suurimman mahdollisen sovituksen suuruuden verran
lauseen 4.11 nojalla. Tall6in on siis olemassa ainakin jokin kirki joukossa P,
jonka lapi ei kulje virtausta. Siten suurimman virtauksen arvo on pienempi
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kuin joukon P alkioiden lukumé&éri. Merkitddn suurinta virtauksen f arvoa
| f|:1l4 Pitee siis
[fI <Pl

Joukosta P voidaan valita jokin osajoukko P sellaisia kiirkis, joiden lipi
kulkee virtausta. Valitaan joukoksi Q ne joukon @ kirjet, joihin tulee virtaus-
ta joukosta P\P Télloin se osa virtauksesta, joka ei kulje joukon P kiirkien
lipi, kulkee joukon @ kiirkien lipi. Lisiksi joukolla Q ei ole yhteisii sivuja
joukon P kanssa, joista kulkisi virtausta. Jos joukosta P olisi sivu johonkin
joukon Q kirkeen, josta kulkisi virtausta, olisi tihin joukon @ kirkeen tul-
tava virtausta kahdesta joukon P kirjestd, jolloin saapuvan virtauksen arvo
olisi vahintdén 2. Joukon () jokaisesta kérjesté lahtee kuitenkin vain yksi sivu
kérkeen ¢, jonka kapasiteetin arvo on 1. Joukosta P ei siis voi kulkea virtausta
joukkoon Q. On siis olemassa P C P j ja Q C Q siten, etti

[Pl +1Q=1f]

ja joukosta P\]5 ei ole sivua joukkoon Q\Q, josta kulkisi virtausta. T&ll6in
pétee siis 3 .
[Pl +1Q = [f] < |P|
ja erityisesti 5 .
QI < [P|—1|P].

Tilannetta on havainnollistettu kuvissa 12, 13 ja 14.
Merkitiin Q:lla joukon () osajoukkoa, joka koostuu niistd kirjistd, joilla
on yhteinen sivu joukon P= P\P kéirkien kanssa. Talloin Q C Q, joten

QI < [Q < |P| = |P|=[P\P]=|P]
Erityisesti siis |Q] < |P|, miki on vastoin oletusta. Paddyttiin ristiriitaan,

joten antiteesi on epétosi ja alkuperdinen viite patee. Siispéd verkossa G on
olemassa taydellinen sovitus joukon P suhteen. O
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Kuva 12: Kaksiosainen verkko G, jonka ositus on {P,Q}. Verkolla G ei ole
taydellisté sovitusta joukon P suhteen.

Kuva 13: Verkkoon G konstruoitu verkosto N. Yhtendiset viivat kuvaavat
sivuja, joissa kulkee virtausta ja katkoviivat sivuja, jotka kuuluvat verkostoon
mutta joissa ei kulje virtausta.
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Kuva 14: Sama verkosto kuin kuvassa 13. Joukon P ontto ympyrd kuvaa
lauseen 6.3 todistuksen joukkoa P, joukon @ ontot ympyrit seki joukon )
ettd joukon @ alkioita. Tdmén kuvan mukaisessa tilanteessa |P|+ |Q] = 3 <
5=|P|.
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7 FErilliset polut verkostossa ja Mengerin lause

Seuraava sovellus on hyodyllinen esimerkiksi tietoverkostojen kiytidnnon syi-
den kannalta. Tietoverkoston jokin osa saattaa vioittua, jolloin tieto ei voi
enda kulkea kyseistd vioittunutta polkua pitkin. Jos kdytossd on kuitenkin
useampi ristedmaton polku, voi tieto edelleen kulkea toista polkua pitkin.
Tassé luvussa todistetaan Mengerin lause, joka antaa suurimman mahdolli-
sen maaran erillisid polkuja verkostossa. Luvun méaritelmét ja lause perus-
tuvat ldhteisiin |8, ss. 51-52] ja |9, s. 75].

Maaritelma 7.1. Olkoon N wverkosto ja kdrjet s ja t verkoston N eri kdr-
kid, jotka eivdt ole vierekkdiset. Tdlloin kaksi s —t -polkua ovat erilliset, jos
poluilla ei ole muita yhieisid kdrkid kuin kdrjet s ja t.

Maéritelmén 7.1 nojalla erillisilld poluilla ei ole yhteisia kirkia poislukien
lihde ja nielu. Tésta seuraa, etta erillisilla poluilla ei my6skdan ole yhteisia
sivuja, silld jos olisi yhteinen sivu, olisivat yhteisen sivun molemmat karjet
my6skin yhteisié.

Esimerkki 7.2. Kuvassa 15 on esitetty verkosto N ja sen kaksi erillistd
polkua erilaisin katkoviivoin. Molemmat polut alkavat kdrjestd s ja pddttyvdt
kdrkeen t, mutta muita yhteisid karkid ndilld poluilla ei ole.

Kuva 15: Verkoston N kaksi erillistd polkua.

Maaritelma 7.3. Olkoon N wverkosto ja s ja t verkoston N eri kirkid ja
€1, €, .., e, verkoston N erditd sivuja. Sanotaan, ettd sivut e; , i =1,2,....n
erottavat kdrjet s ja t, jos on olemassa verkoston N leikkaus, joka koostuu
suunnatuista sivuista ?3.
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Seuraava lause saadaan helposti lauseen 3.1 seurauksena. Lause tunne-
taan nimelld Mengerin lause.

Lause 7.4. Olkoon N wverkosto ja kdrjet s ja t verkoston N eri kérkid. Eril-
listen polkujen suurin mahdollinen lukumdadrd kdrkien s ja t valilld on sama
kuin pienin kdrkid s ja t erottavien sivujen lukumddrd.

Todistus. Olkoon N verkosto ja kérjet s ja t verkoston N eri kidrkid. Asete-
taan jokaisen verkoston N suunnatun sivun kapasiteetin arvoksi 1. Té&ll6in
verkoston N pienimmén leikkauksen kapasiteetin arvo on sama kuin karkid
5 ja t erottavien sivujen pienin lukumédrd. Lauseen 3.1 nojalla pienimmaéan
leikkauksen kapasiteetin arvo on sama kuin suurimman virtauksen arvo.
Merkitdan erillisten polkujen lukumaééria n:1la ja suurimman virtauksen
arvoa |f[:114. Osoitetaan, ettd n = |f|. Osoitetaan ensin, ettd n > |f|. Teh-
dddn antiteesi. Oletetaan, ettd n < |f|. Talloin erillisid polkuja on aidosti
vihemmén kuin mika on virtauksen suuruus. Nyt siis joko kaikki virtaus kul-
kee erillisid polkuja pitkin tai on jokin polku, jolla on yhteinen sivu niiden
erillisten polkujen kanssa, jota pitkin virtaus kulkee. Molemmissa tapauksis-
sa jollekin suunnatulle sivulle virtauksen arvo on suurempi kuin 1. Tama on
ristiriita oletuksen kanssa, silld jokaisen suunnatun sivun virtauksen arvoa ra-
joittaa lemman 2.16 nojalla kapasiteetin arvo 1. Siten jokaiseen suunnattuun
sivuun liittyva virtauksen arvo on joko 0 tai 1. Siispd antiteesi on epétosi ja

n = |fl.

Osoitetaan sitten, ettd n < |f|. Virtausta voidaan ldhettdd kulkemaan
jokaista erillistd polkua pitkin, joten selvisti suurimman virtauksen arvo on
vahintdan sama kuin erillisten polkujen lukumé&aré. Siispa

n<|fl.
Koska n > |f| jan < |f], tdytyy olla, ettd

n=fl,

eli suurimman virtauksen arvon on oltava sama kuin erillisten polkujen lu-
kumaéra. Siten erillisten polkujen lukuméiréd kirkien s ja ¢ vililld on sama
kuin pienimmén leikkauksen kapasiteetin arvo, miki on sama kuin kirkid s
ja t erottavien sivujen lukumaara. O]

Esimerkki 7.5. Tarkastellaan esimerkin 7.2 verkostoa N. Olkoon verkoston
N suunnattujen sivujen kapasiteettien arvo 1, kuten lauseessa 7.4. Kuvassa
15 on esitetty kaksi erillista polkua. Tutkitaan onko tdmd suurin mahdollinen
mddra erillisia polkuja tdssd verkostossa.
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Tarkastellaan verkoston N pienimmdn leikkauksen kapasiteetin arvoa. Ku-
vaan 16 on merkitty verkoston N leikkaus, jonka kapasiteetin arvo on pienin
mahdollinen. Tamdn kapasiteetin arvo on kolme, joten myds kdrkid s ja t
erottavien sivujen pienin lukumddrd on kolme. Lauseen 7.4 nojalla verkos-
ton N suurin mahdollinen lukumddrd erillisd polkuja on kolme. Ndain ollen
esimerkin 7.2 kaksi erillistd polkua ei ole suurin mahdollinen mddrd erillisid
polkuja.

Kuvassa 17 on esitetty verkoston N kolme erillistd polkua. Polkuja on
merkitty erilaisin katkoviivoin. Jokainen polku alkaa kdrjestd s ja padttyy
kdarkeen t, mutta muita yhteisid karkid ndilld poluilla ei ole.

Kuva 16: Verkoston N leikkaus, jonka kapasiteetin arvo on pienin mahdolli-
nen. Tama leikkaus koostuu pienimmésté lukuméérasti kirkia s ja t erottavia
sivuja.
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Kuva 17: Verkoston N kolme erillistd polkua.
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