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mista: Matemaattista ongelmanratkaisua

taiteeseen yhdistden
MARKUS HAHKIONIEMI, MERJA KAUPPINEN & MIRJA TARNANEN

markus.hahkioniemi@jyu.fi
Jyvaskylan yliopisto

Tiivistelmd

Ilmioliht6istd matematiikan oppimista tuetaan ja edistetdin sellaisten ongelman-
ratkaisutehtdvien avulla, joissa oppilaat saavat itse suunnitella ratkaisuaan ja tehdé
sitd koskevia valintoja. Matemaattista ongelmanratkaisua voidaan tukea eri ta-
voin, kuten taiteen avulla. Pohdimme tissi artikkelissa ilmiolihtoistd matematii-
kan oppimista yleisesti sekd erityisesti pohjautuen toteuttamaamme matematiikan
pedagogiikan opintojaksoon. Matematiikan pedagogiikan opintojaksolla luokan-
opettajaopiskelijat perehtyivit itse matemaattiseen ongelmanratkaisuun taiteen
viitekehyksessi seki suunnittelivat ja toteuttivat oppimaansa hyodyntien kokei-
lutunnin perusopetuksessa.

Avainsanat: matemaattinen ongelmanratkaisu, taiteen ja matematiikan integ-
rointi, tesselaatiot, oppijaldhtdisyys

Matematiikan opetuksen uudistaminen

Matematiikan opetuksen tutkimuksessa on jo pitkddn korostettu oppilasta akti-
voivia oppimistapoja. Tdmi ei kuitenkaan aina niy koulujen opetuskiytinteissi.
Tutkimustulosten pohjalta on oltu huolissaan lasten ja nuorten vihiisestd kiin-
nostuksesta matematiikkaa ja muita matemaattisia aineita kohtaan, sukupuolten
vilisistd osaamiseroista ja niitd tuottavista rakenteista ja kiytinteistd sekd asenteen
ja mindpystyvyyden yhteydesti matematiikan oppimistuloksiin (esim. Kupari
2007, Kupari & Nissinen 2015). Parhaimmillaan matematiikan opetus kehittdd
oppilaiden luottamusta itseensd sekd heidin matemaattis-loogista ajatteluaan,
eikd tdlloin tuntien sisdlloksi riitd pelkkd laskeminen. Matemaattiseen osaamiseen
kuuluu useita eri osa-alueita, joita voidaan hahmottaa Kilpatrickin ym. (2001) ja-
ottelun pohjalta seuraavasti:

o kisitteellinen ymmarrys
¢ menetelmallinen sujuvuus

e ongelmanratkaisutaito
e joustava paittelykyky
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e suotuisa nikemys matematiikasta ja itsestd matematiikan oppijana.

Hyvissi opetuksessa oppilaille tarjoutuu mahdollisuus kehittdd kaikkia nditd ma-
tematiikan osa-alueita. Esimerkiksi ongelmanratkaisua ei voi oppia, jos ratkaisee
vain tehtévid, jotka ovat helposti ja nopeasti ratkaistavissa.

Monipuolista harjaantumista matemaattiseen ajatteluun kehittivit esimerkiksi
ongelmanratkaisun kautta opettaminen (Schroeder & Lester 1989, van de Walle
2004), tutkiva matematiikan oppiminen (Artigue & Blomhej 2013, Hihkioniemi
& Hirvonen 2013) ja avoin ongelmanratkaisu (Hihkioniemi 2012, Nohda 2000,
Pehkonen 1997). Yhteisid piirteitd niissd lihestymistavoissa ovat oppilaiden ak-
tiivinen rooli, kokemuksellisuus, ongelmanratkaisu ja kognitiivinen haastavuus.
Menetelmit eroavat toisistaan muiden muassa yhteistoiminnallisuuden ja keskus-
telun merkityksen korostamisessa.

Ilmiolihtdisyys voidaan nihdé sateenvarjokisitteend tutkivaa otetta ja oppilaan
toimintaa painottaville opetuksen suuntauksille. Ilmi6lahtoisyys tarkoittaa tissi
yhteydessi opetuksen jirjestdmistd siten, ettd oppilaat tutkivat jotakin kokemus-
maailmaansa liittyvid ilmi6ti ja heilld on riittdvasti vapauksia suunnitella, lihes-
tyd, rajata ja kisitelld ilmi6td. Kidytinnossd ilmioldhtoistd matematiikan opetusta
voidaan toteuttaa tutkivan matematiikan oppimisen periaatteiden mukaan. Koska
matematiikkaa tutkitaan matematiikan tutkimusmenetelmilld ja ongelmanrat-
kaisu on keskeinen tutkimusmenetelmi, korostuu ilmiolihtoisessd matematiikan
opetuksessa ongelmanratkaisu. Tutkittavat matematiikan ilmiot voivat liittyd ar-
kieldmin tapahtumiin, kuten kulujen jakamiseen silloin, kun tasajako on epireilu,
jonkin muun tieteen alan ongelmiin, kuten pudotetun kappaleen nopeuden tut-
kimiseen, tai matematiikan sisiisiin ilmiéihin, kuten suurten lukujen kertolasku-
menetelmien keksimiseen.

Vaikka matematiikan opetusta on pitkddn pyritty kehittimain ilmislahtéisyyden
periaatteiden suuntaan, on kehitys ollut hidasta ja kouluissa kiytetddn usein pe-
rinteisid opetusmenetelmid (Jacobs ym. 2006). Suomalaisessakin matematiikan
opetuksessa oppitunti sisdltdd yhd vield tyypillisesti seuraavat vaiheet: kertaami-
nen, kuten kotitehtivien tarkastus, uuden asian opettaminen esimerkein ja esi-
merkin kaltaisten tehtivien tekeminen oppikirjasta (Savola 2008).

Tissi artikkelissa esittelemme ilmiolihtoistd matematiikan opetusta ja sen kisit-
telyd toteuttamallamme opettajankoulutuksen matematiikan pedagogiikan opin-
tojaksolla. Lisiksi pyrimme ymmartimiin, mitd opettajiksi opiskelevat ajattelevat
ilmioldhtoisestd matematiikan oppimisesta.
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Luokanopettajaopiskelijat tutustumassa ilmiéldhtéiseen matema-
titkkan oppimiseen

Kisittelemme artikkelissamme matematiikan pedagogiikan opintojaksoa, jonka
suoritti 15 luokanopettajaopiskelijaa. Opintojaksolla tutustuttiin ilmiéldhtdiseen
matematiikan oppimiseen ongelmanratkaisua korostaen. Erityisend teemana oli
yhdistdd matemaattinen ongelmanratkaisu taiteeseen. Opintojakson tarkoitus oli
yhtiiltd tukea luokanopettajaopiskelijoiden omaan ongelmanratkaisuun perustu-
vaa matematiikan oppimista, toisaalta lisidtd heiddn valmiuksiaan opettajina suun-
nitella ja toteuttaa vastaava oppimiskokemus perusopetuksen oppilaille. Ilmi6lih-
toisen oppimisen (ks. Tarnanen & Kostiainen tissd teoksessa) hengessi opinto-
jakson teemoja olivat yhteistoiminnallinen oppiminen ja ongelmanratkaisu seki
taiteen ja matematiikan integrointi. Opintojakso koostui taulukon 1 mukaisesti
seitsemistd 90 minuutin mittaisesta tapaamisesta sekd kouluissa toteutetuista
opetuskokeiluista.

Opintojakso alkoi orientoitumisella ilmiélihtdiseen matematiikan oppimiseen,
yhteistoiminnalliseen ongelmanratkaisuun seki taiteen ja matematiikan yhtymi-
kohtiin. Teemojen havainnollistamiseksi esitettiin esimerkkeji taiteessa ja yli-
pddnsi kulttuurissa esiintyvistd matematiikasta. Valokuvia ndytettiin muiden mu-
assa Escherin taideteoksista ja Helsingin Keskuskadun Penrose-laatoituksesta.
Tiamin jilkeen toteutettiin kaksi ongelmanratkaisutuokiota, joissa opiskelijat rat-
koivat ryhmissd ongelmia. Matematiikan aihepiirind oli tesselaatiot eli tavat peit-
tad koko ddreton taso tiettyjd kuvioita (laattoja) kiyttden ilman aukkoja tai pail-
lekkaisyyksid. Tutkijoiden mukaan timi aihepiiri avaa runsaasti mahdollisuuksia
matematiikan oppimiselle (esim. Korkatti 2016). Sen avulla voidaan tutkia esi-
merkiksi geometrisia muunnoksia (peilaus, kierto ja siirto), sidnnonmukaisuuksia
ja erilaisia monikulmioita. Ensimmiiselld ongelmanratkaisukerralla tesselaatioita
laadittiin GeoGebra-ohjelmalla (https://www.geogebra.org/m/hyRZQEmz) ja
toisella kerralla suurilla pahvisilla laatoilla. Oppimisprosessin hahmottamisessa ja
ryhmin oman ongelmanratkaisun arvioinnissa kiytettiin kolmessa vaiheessa ref-
lektiokortteja, jotka auttoivat suuntautumaan tehtdvin tekemiseen sekd arvioi-
maan sen etenemistd ja ryhmissi tehtyd tyota.
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Taulukko 1. Opintojakson tapaamiskerrat ja sisillot.

Luentoa ja keskustelua
IImiélahtéinen matematiikan oppiminen

1. Orientaatio Matematiikan ja taiteen yhteys
Kollaboratiivinen ongelmanratkaisu
90 min

Yhteisollinen ongelmanratkaisutehtava 1: tesselaatioiden
suunnittelu GeoGebra-ohjelmaa kayttaen

2.ja3. Ongelman- Yhteisollinen ongelmanratkaisutehtava 2: suurten tesselaatioiden

ratkaisu suunnittelu ja toteuttaminen pahvisilla laatoilla

2x 90 min

Reflektoivat keskustelut mm. skriptikortteja hyédyntien
4. Reflektio Pohjan luominen omalle opetuskokeilulle

90 min

Oman opetuskokeilun suunnittelu ryhmissa
5.ja 6.Suunnittelu | Ohjattu keskustelu ryhmissa
2x 90 min

7. Opetuskokeilu Opetuskokeilujen toteuttaminen ryhmissa 1., 4. ja 6. luokalla

Opetuskokeilujen esittely
Kokemusten reflektointi sekaryhmissa
90 min

8. Paatos-
keskustelu

Ongelmanratkaisukertojen jilkeen reflektoitiin yhdessi ryhmien omaa ongel-
manratkaisua seki ylipddnsd timantyyppisen tyoskentelyn pedagogisia mahdolli-
suuksia. Pienryhmii oivallutettiin kysymysten avulla siitd, mitd ja miten he ryh-
missddn matemaattisesta ongelmanratkaisusta oppivat. Reflektio suuntautui
opettajien valitsemien teemojen mukaisesti, ja teemoista keskusteltiin ensin pien-
ryhmissi ja sitten suurryhmin kesken. Teemoina olivat tyoskentely ryhmissi, tai-
teeseen yhdistetyn matemaattisen ongelmanratkaisun mahdollisuudet, reflek-
tiokorttien kiytt6 sekd avointen ja rajattujen tehtdvien vertaileminen.

Reflektointikerran jilkeen siirryttiin suunnittelemaan oppitunnin mittaisia mate-
matiikka—taide-ongelmanratkaisuun perustuvia opetuskokeiluja. Opiskelijat to-
teuttivat suunnittelemansa oppitunnin ja laativat siitd raportin. Toteutuksista saa-
duista kokemuksista keskusteltiin opintojakson viimeiselld tapaamiskerralla. Ko-
konaisuudessaan opintojakso oli suunniteltu siten, ettd opettajaopiskelijat saivat
useita tilaisuuksia tarkastella oppimaansa: sekd sitd, mitd oli opittu, ettd sitd, miten
oppiminen oli tapahtunut. Seuraavassa tarkastelemme ilmi6lahtéiseen matema-
tiikan oppimiseen liittyvid teemoja, jotka nousivat opintojaksolla esiin. Teemojen
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havainnollistamiseksi esitimme otteita videoiduilta ongelmanratkaisu- ja reflek-
tiotapaamiskerroilta.

Ongelmanratkaisu matemaattisen ilmion tutkimusmenetelmdnd

Mitd ongelmanratkaisu tarkoittaa?

Ongelmanratkaisun tarkastelu voidaan aloittaa siitd, mitd tarkoitetaan ongel-
malla, silldi miki tahansa matematiikan tehtdvi ei ole ongelma. Usein ongelmalla
tarkoitetaan pulmaa, jonka ratkaisija on halukas selvittimain, mutta jonka ratkai-
semiseen hinelld ei ole vilittdmasti kiytossddn olevia menetelmiid (ks. Leppaaho
2007). Ongelman tulee herdttdd halu ratkaista se. Talloin ongelmalla on oltava
jotakin merkitysti sen ratkaisijalle. Se, onko parittomien kokonaislukujen summa
parillinen vai pariton, ei ole ongelma, jos silld ei ole mitdin merkitystd osallisille.
He voivat jatkaa elimainsi, vaikka vastaus ei ikind selvidisi. Toinen ongelmaa
maédrittivi tekijd on se, ettd ongelmaa ei osata aluksi ratkaista. Tdmin seurauksena
ongelmanratkaisun harjoittaminen koulussa edellyttdd, ettd oppilaille tarjotaan
tehtdvid, joita he eivit osaa aluksi ratkaista eivitkd my6skddn tiedd, mitd menetel-
méd seuraamalla ratkaisu saadaan aikaan. Tdmid tiukka kriteeri karsii ongelmia
valikoitaessa valtaosan matematiikan oppikirjojen valmiista tehtdvistd pois. Huo-
mattavaa matemaattisessa ongelmanratkaisussa on se, ettd ratkaisun tulee olla op-
pilaan tavoitettavissa. Ratkaisun muodostamiseksi oppilaan tulee yhdistelld tieto-
jaan uudella tavalla. Kolmanneksi se, mikd koetaan ongelmaksi, riippuu lopulta
ratkaisijasta. Parittomien kokonaislukujen summan pohtiminen ei ole ongelma
matemaatikolle. Se ei ole my6skididn ongelma oppilaalle, jolle on juuri opetettu
kyseinen asia. Sen sijaan oppilaalle, jolle asiaa ei vield ole opetettu, kyseessid on
ongelma. Niin ollen my6s opetusjirjestelyilld voidaan vaikuttaa sithen, onko teh-
tivd ongelma vai ei. Sama tehtivi voi olla ongelma tai rutiinitehtivi riippuen siitd,
tarjotaanko se ratkaistavaksi ennen vai jilkeen ratkaisumenetelmin opettamisen.

Tarkastelemamme opintojakson suunnittelussa ongelmanratkaisun ajateltiin ole-
van keskeinen osa ilmioldhtoisyyttd. Siksi tutkittavaksi aihepiiriksi valittiin tes-
selaatiot, joihin oletuksemme mukaan opettajiksi opiskelevat eivit olleet perehty-
neet. Esimerkiksi erds ryhma pohti pitkdin, kuinka voisi toistaa laatoituksessaan
viiden keltaisen laatan muodostamaa kuviota (kuvio 1). Ryhmi huomasi, etti laa-
toitukseen jdd aina pieni aukko, jota kuviossa 1 yksi opiskelija osoittaa.

OPISKELIJA B: Mutta ku jos aattelee ettd niinku tdd sama kuvio
niinku siirtyis vaikka tohon kohtaan, nii miltd ne néyttiis?

OPISKELIJA D: Nij, ei sitd kylld niin saa, siini tulee, jos sen tollee
haluu tehd niin siind tulee viliin sellasii pienii vilijuttui.
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OPISKELIJA C: Ai tulee?
OPISKELIJA B: Joo.

Kuvio 1. Opiskelijat yrittivit toistaa viiden keltaisen laatan muodostamaa suurempaa kuviota laatoituksessaan.

Kun nimi aukot esiintyivit monissa laatoitusyrityksissd, ryhmi nimesi tilanteen
“timantti-ongelmaksi”:

OPISKELIJA A: Niinpi. Mut hei me ollaan saatu yks hyvi loogi-
sesti jonossa menevi kuvio.

OPISKELIJA D: ((Naurahdus)) sitte me tarvittaisiin vaan tom-
mosia pienid timanttimuotoja ettd me saatais tistd niinku sillai toi-
miva.

OPISKELIJA A: [((Naurahtaen)) nii.]

OPISKELIJA B: Eiks tdd nyt oikeasti niinku mitenkédin toimi?
OPISKELIJA D: Ei.

OPISKELIJA A: Ej, ei se.

OPISKELIJA D: Ei ku se tarvii semmosia timantteja. Sitte siitd
tulis semmonen.

OPISKELIJA C: Salmiakkeja.

OPISKELIJA D: Tai niin, salmiakkeja tdhidn ndin nii sitte siitd
tulis semmonen.

OPISKELIJA A: Joo.

OPISKELIJA B: Mut sinne tuli sit se-

OPISKELIJA C: [Miki se oli se?] Tuliks tdil taas timanttion-
gelma?

OPISKELIJA B: [Siihen tuli se] timanttiongelma ((naurahdus)).
OPISKELIJA C: Joo, niin tuleekin.

Ryhmi huomasi, ettd timanttiongelman ratkaisemiseksi he tarvitsisivat uuden ti-
mantin muotoisen laatan. Tdmi tilanne havainnollistaa, kuinka ongelmanratkai-
suprosessi on tirkedmpi kuin lopputulos. Vaikka opiskelijat eivit onnistuneet laa-
timaan haluamaansa laatoitusta, he 16ysivit itse uuden ongelman.

Ongelmanratkaisusessioiden jilkeen opiskelijat myos reflektoivat ongelmanrat-
kaisun prosessia. He pystyivit tunnistamaan ja nimedmain yhteisollisen tydsken-
telyn vaiheita, jotka johtivat ratkaisuun ja samalla my6s oppimiseen. Toisaalta he
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reflektoivat myds tapahtumia, joita seurasi jumittuminen, turhautuminen ja jos-
kus my6s epdonnistuminen ongelmanratkaisussa:

"Niinku siind rupes miettii ettd voiks titd ratkasta, mut sit monesti
my6s paddyttiin et no ei titd nyt voi ratkaista. Mut sekin on ihan
hyvi oivallus, et jotkut jutut on vaan ehki [ratkomattomia] jollain
tavalla, et kaikki palikat ei kiy joka kohtaan.”

Ryhmien oppimiskokemuksista merkittivimpid oli sen pohtiminen, millaisia ete-
nemisen esteitd avoimessa ongelmanratkaisussa voi olla, miki merkitys etenemi-
sen jumittumisella voi olla tyoskentelyn kannalta seki esteiden ja jumittumisten
nikeminen oppimisen resurssina ilmidlahtoisessd opiskelussa.

My6s oppimisen tutkijat ovat pohtineet jumissa olemisen kokemuksen merkitysti
ongelmanratkaisulle. Esimerkiksi Masonin ym. (1982) ongelmanratkaisumallissa
umpikujassa oleminen on olennainen tydskentelyn vaihe. Heiddn mukaansa rat-
kaisijan pddstyd sisille ongelmaan hin tekee hyokkiyksen hedelmilliseltd vaikut-
tavaan suuntaan. Hyokkéyksen aikana ratkaisija voi kohdata useita jumeja, joutua
palaamaan takaisin ja aloittamaan uuden hyokkiyksen tai saada ahaa-elimyksen
ja onnistua kiertimidn jumin. Useat ongelmanratkaisun tutkijat korostavatkin,
ettd ongelmanratkaisu ei ole suoraviivaisesti etenevd prosessi, vaan se sisdltdd ta-
kaisin palaamista ja syklisid vaiheita (esim. Hihkioniemi ym. 2013). Koulussa il-
mio6lahtoisyys ja ongelmanratkaisun hy6édyntiminen vaativat opettajalta uskal-
lusta asettaa oppilaansa haastavaan tilanteeseen, jossa he eivit nopeasti keksikiin,
kuinka edetd, vaan kohtaavat esteen. Tami asettaa oikein—véirin-oletuksella op-
pimiseen orientoituneet oppilaat ja opettajat uuden pedagogisen haasteen direen.
He pdisevit neuvottelemaan siitd, mitd matemaattinen osaaminen on, millaisia
tavoitteita oppimiselle voi asettaa ja miten todeta oppineensa jonkin asian.

Ongelmanratkaisun avoimuus ja opettajan rooli

Matematiikan pedagogiikan opintojaksolle valittu laatoitusongelma kuuluu niin
sanottuihin avoimiin ongelmiin. Avoimuus viittaa monien tulkintojen ja valinto-
jen mahdollisuuteen. Pehkosen (1997) mukaan ongelman alku voi olla avoin, jol-
loin ratkaisija joutuu itse valitsemaan, miti seikkaa ongelmasta alkaa tutkia. My6s
ongelman loppu voi olla avoin, jolloin ongelmaan on useita oikeita vastauksia
(Pehkonen 1997). Nohda (2000) lisdd, etti myds prosessi voi olla avoin, jolloin
ongelman voi ratkaista monella olennaisesti erilaisella tavalla. Avoimen ongel-
manratkaisun on todettu kehittdvin monen tyyppistd ajattelua, muiden muassa
edistivin luovuutta matematiikassa (Kwon ym. 2006). Ilmiolahtoisyydessi koros-
tuu erityisesti avoin ongelmanratkaisu, silld siind oppilailla on enemmin vapauk-
sia tehdi valintoja siitd, mitd he ilmidstd tarkemmin tutkivat ja miten he sitd tut-
kivat.
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Opintojakson ongelmissa erityisesti loppu oli avoin, silli opiskelijoiden tuotta-
mille tesselaatioille ei asetettu erityisid vaatimuksia. Lisiksi myos alku oli osin
avoin, koska opiskelijat saivat itse padttdd, millaista tesselaatiota lihtevit tavoit-
telemaan. Ongelman avoin luonne on havaittavissa ryhmien tuottamissa erilai-
sissa tesselaatioissa, joita kuvio 2 havainnollistaa.

Kuvio 2. Opiskelijoiden laatimia tesselaatioita.

Ongelmanratkaisun avoimuus kirvoitti opiskelijat miettimédén avoimuuden tuo-

mia haasteita:

”Sitdki just miettii ettd mikéd on se tehtivin laajuus ja just myds ke-
nelle se on, et sit on taas myos sellasii lapsii joiden on hankala kes-
kittyi johonki tehtdviin ja sd jatit niinku kaiken auki, mé en vaan
tiid ettd ei vélttdmittd ehkd aina niinku toimi.”

Toisaalta pohdittiin myos mahdollisuuksia suuntaviivojen antamiseen niin, ettd
ongelma kuitenkin siilyy avoimena:

"M jotenkin ajattelen sitd vield musiikkikasvattajana, mi sanon
lapselle ettd nyt improvisoidaan, niin mé sanon ettd kiytetddn ddnid
cjadjae. Kiytd niitd 44nid’, niin silloin hin tuntee vapauden tehdi
jotakin omaa niilld d4nilld eikd sitd mitd md nidytin.”
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Avoimen ongelmanratkaisun todettiin haastavan perinteiset opettajan ja oppilaan
viliset roolit, koska oikean vastauksen hakeminen ja tietiminen eivit ohjaa opis-
kelua. Kuka tahansa ryhmisti voi tuottaa ideoita ongelmanratkaisuprosessin eri
vaiheissa, ja tehtdvin ratkaisu perustuukin ratkaisuvaihtoehtojen testaamiseen ja
oikeaksi osoittamiseen. T4ll6in opettaja on oppija muiden joukossa, jolloin hinen
ammattitaitonsa kohdistuu ryhmissd tuotettujen argumenttien pitevyyden arvi-
oimiseen yhdessi oppilasryhmin kanssa, eikd lopullisen oikean vastuksen tietd-
minen ole oppimisen keskidssi. Avoimen ongelmanratkaisun myo6ti matematii-
kan oppimisen luonne tuntui muuttuvan opiskelijoiden mielessi. Se sai opiskelijat
pohtimaan omaa rooliaan opettajina:

"Ensinnikin se oma itsevarmuus ja sitte ihan se tietopohjaki, etti
miten uskaltaa heittiytyd. - - Se on ihanaa sillai toisaalta, jos on
niinku opettaja ja sitten yhdessd joudutaan miettiin. Ja se prosessi
siind kun onnistuu lopulta, ettd se ei oo vaan endd sen oppilaan on-
nistuminen jos opettaja on koko ajan tienny vastauksen, vaan se on
kaikkien [onnistuminen].”

Opiskelijat totesivat, ettd avoimet ongelmat toimivat matematiikan oppimisessa,
mikdli niihin sosiaalistutaan pikkuhiljaa, koska kyseessi on radikaali oppimiskult-
tuurin muutos. Jotta avoin ongelmanratkaisu matematiikassa 16ytid paikkansa ja
sitd voidaan kiyttdd aidosti opiskelussa, sekd oppilaat ettd opettajat tarvitsevat ai-
kaa ja useita tilaisuuksia harjaantua avoimen ongelmanratkaisun eri vaiheisiin.

Kiydessdin lidpi avoimen ongelman ratkaisua ja verratessaan ryhmin tyoskente-
lyprosessia saatuihin tuotoksiin opiskelijoille syntyi kisitys siitd, mitd téllainen
matematiikan oppiminen koulussa vaatii. Oman ty6skentelyn tarkastelu oppimi-
sen ja opiskelun nikékulmasta mahdollisti matematiikan opetuksen pedagogis-
sisdllollisen tiedon kartuttamisen yhdessd vertaisten kanssa. Oman ryhmin on-
gelmanratkaisuprosessista siirryttiin luontevasti pohtimaan alakoululaisten tarvit-
semaa oppimisen tukea, tehtivin rajaamista ja ryhmiprosesseja. Koettu ryhma-
tyoskentely toimi peilind, jota vasten opetusratkaisuja oli mahdollista arvioida.

Fyysiset ja digitaaliset tyovdlineet ilmion tutkimisessa

Ongelmanratkaisuun valittuja laattoja oli tarjolla sekd pahvisina ettd digitaalisina
GeoGebra-ohjelmassa. Opettajaopiskelijat havaitsivat pahvisilla laatoilla leikitte-
lyn helpottavan yhteiséllisten ratkaisujen tuottamista, silld laatat tarjosivat konk-
reettisen viylin kisin tekemiseen ja mallien muunteluun. Konkreettisten kuvioi-
den havaittiin auttavan symmetristen ratkaisujen tuottamisessa, koska ne helpot-
tivat hahmottamista.
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"No ainaki tissi siitd seuraava, nii itelld tuntuu ettd se oli jotenki
tosi konkreettista ja helppoa asetella niitd noita tiles [laattoja]. Nii,
nii ettd tavallaan silli GeoGebralla vihin niinku ois ollu miti ta-
hansa ideoita nii tuntu et ih, se kaatuu siihen ettei osaa tehi siti.
Ettd no miten tdd nyt heijastuu ja peilaantuu sithen. Et se on ehki
vapaampaa, ei semmost, nii ku sai tehi kiisin sen homman. Ja ehkd
just et sit kokeillaan GeoGebralla mut tavallaan ettei se tapa ideoita
ettd ku ei osata tehd GeoGebralla tai sillee.”

Opiskelijat rakensivat laatoilla tesselaatioita ja arvioivat niitd sekd yhdessd konk-
reettisesti kokeillen etti GeoGebran avulla. Laatoilla toimiminen auttoi tuotta-
maan yhteistoiminnallisesti ratkaisuja ja toimi samalla ajattelun apuna peilaami-
sen, kierron ja siirron ehtoja tarkasteltaessa. Rakenteilla oleva laatoitus oli ongel-
manratkaisua koskevan neuvottelun tukena. Seki fyysiset ettd digitaaliset laatat
toimivat opiskelijoille siis kisitteellisen ajattelun tukena mutta eri ryhmille eri ta-
voin. Yhdessd rakennettu kuvio saattoi esimerkiksi auttaa jisentiméin ongelmaa,
silld muutamat ryhmit kertoivat hakeneensa selitystd abstrakteille matemaattisille
ilmidille kuvion kautta.

Matematiikan ilmi6t ovat luonteeltaan abstrakteja, mutta niitd voidaan tutkia
konkreettisten merkkien ja tydvilineiden avulla. Esimerkiksi monikulmio on
abstrakti kisite, jolla on matemaattinen mairitelmai: itseddn leikkaamattoman sul-
jetun murtoviivan muodostama tasokuvio. Monikulmion abstraktiudesta saa hy-
vin kisityksen tarkastelemalla lapsen nikokulmasta sitd, ettd tosiasiassa monikul-
miota rajaavalla viivalla ei ole paksuutta lainkaan. Tdmi voi tuntua jirjettomalts,
koska silmilld nihddén ja viivoittimella voidaan mitata liidun jattdmai jilki kuvi-
osta, jonka opettaja sanoi olevan monikulmio. Mutta piirretty kuvio ei olekaan
monikulmio vaan vain viline ajatella monikulmiota.

Matematiikan ilmididen tutkimisessa edetdin konkreetista kohti abstraktia, miki
on tyypillistd ilmiolahtoiselle oppimiselle (ks. Tarnanen & Kostiainen téssi teok-
sessa). Aluksi opittavaa asiaa tutkitaan konkreeteilla toiminnallisilla vélineilld, sit-
ten kuvioiden avulla ja lopuksi symbolein. Tallin (2013) mukaan matematiikkaa
voidaan tutkia syvillisesti kolmessa eri maailmassa aloittaen konkreettisesta ha-
vaintomaailmasta, jossa matematiikan ilmi6itd voidaan tutkia tekemalld aistiha-
vaintoja. Esimerkiksi monikulmioita voidaan ensin tutkia etsimalld poytilevyisti
muotoja, joilla on yhteisid piirteitd (esim. suorakulmio ja ympyré). Tdmin jilkeen
tutkitaan piirrettyjd muotoja ja vasta lopuksi pdadytdidn abstraktiin kisitteeseen.
Myés opiskelijat arvostivat konkreettisuutta ja totesivat timédn auttavan lasta ide-
oimaan sekd hahmottamaan symmetriaa. My6s hahmottamisen mahdolliset vai-
keudet lapsilla tulivat esiin omien kokemusten kautta:
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”On ehki parempi tehdd konkreettisia asioita lasten kanssa kuin
kuvitella, koska meille oli vaikeata, vaikka meilli oli konkreettisia
laattoja, joiden kanssa yritimme selvittdd, miten toimia. Tarkoitan,
ettd entd sitten lapset ((naurahdus))? Heille voisi olla vaikeaa kuvi-
tella, miten jokin kuvio jatkuisi sdédnnonmukaisesti tistd eteenpdin,
joten konkreettiset laatat on hyvi juttu. Ne auttavat ajattelemaan ja
prosessoimaan. Ja on helppoa kokeilla, toimiiko jokin vai ei.”

Kokemukset GeoGebran hyddyllisyydestd ongelmanratkaisussa jakoivat opiskeli-
jaryhmid. Jotkin ryhmit kokivat ohjelman kiyton vain jarruttaneen ongelmanrat-
kaisua, silld ohjelmaa sithen syotettivine arvoineen ei saatu yhdistymdin konk-
reettiseen laattakuvioon ja tdmi turhautti opiskelijoita. Toisaalta GeoGebrasta
koettiin olevan hy6tyikin, silld ohjelman avulla voitiin muiden muassa varmistaa
laattakuvion sisiltdvin juuri tietynlaisia yhtenevyyskuvauksia.

"Meilli oli vihin ongelmia olla varmoja, onko matemaattisesti oi-
kein siirtdd se keltaisesta osasta, josta nuoli alkaa ja johtaa punai-
seen. Sitten kiiytimme ohjelmaa [GeoGebra] tutkiaksemme sitd.”

Konkreettisilla laatoilla ja GeoGebralla tyoskentelyn ero matemaattisessa ongel-
manratkaisussa nakyi selvisti erddn ryhmin tyoskentelyssd. He pohtivat, miten
yhtenevyyskuvaukset ilmenivit pahvisilla laatoilla laaditussa tesselaatiossa. He ei-
vit olleet varmoja, saadaanko kuviossa 3 esitetylld siirrolla laatta siirtyméddn uuteen
paikkaan.

Kuvio 3. Pahvilaatan siirtiminen.

Ryhmi pdityi lopulta tarkistamaan asian GeoGebralla. He laativat ohjelmalla
vastaavan kuvion ja huomasivat, ettd havaittu siirto oli todella oikea. Kuviossa 4
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siirtoa kuvaava vektori (nuoli) on esitetty sekd opiskelijoiden fyysisessd ettd digi-
taalisessa tesselaatiossa. Tissd tyoskentelyssi korostuu, kuinka opiskelijat myos
ajattelivat laatoituksen sisdltdimid matematiikkaa. Samalla he toimivat yhden ma-
temaattisen oivalluksen parissa: havaintoja voi kylld kiyttdd ideoiden tuottami-
sessa, mutta ne eivit valttimittd pidd paikkaansa, vaan asiasta tulisi varmistua.

Endi i

Kuvio 4. Siirron tarkistaminen GeoGebralla.

Digitaalisten tyokalujen kiytté ongelmanratkaisussa mddrittyy tilanteen ja tar-
peen mukaan. Opintojaksolla kiytetty GeoGebra-tehtivi oli suunniteltu aikuis-
ten opettajaopiskelijoiden kiytt6on, ja tarkoituksena saada heidit ajattelemaan
muiden muassa tarkkoja astelukuja kierroissa. Fyysisilld laatoilla tyéskennellessd
laattoja on helppo siirtdd ilman, ettd huomio kiinnittyy ndihin yhtenevyyskuvauk-
siin. Tyovilineen valinnalla voidaan siis ohjata huomion kiinnittymistd. Erityi-
sesti dynaamisen matematiikan ohjelmilla tyéskennellessidn oppilaat voivat muo-
kata kuvioita ja tarkastella reaaliaikaisesti, miten kuvion ominaisuudet muuttuvat
ja tutkia niitd (esim. Arzarello ym. 2002). T4llainen tyoskentelytapa edistéd il-
miolahtoisyyttd, silld oppilaat voivat itse 16ytdd mielenkiintoisia geometrisia omi-
naisuuksia ja tutkimuskohteita. My6s oppilaiden tausta on huomioitava tyovali-
neiden valinnassa. Esimerkiksi pienten lasten kéyttimin GeoGebra-tehtéivin tu-
lee olla yksinkertaisempi kuin opintojaksollamme kaytetty, silld alaluokkien oppi-
laat eivit vilttdmattd vield tunne astelukuja.

Taide ja estetiikka osana matematiikan ilmioitd

Erilaisia laatoituksia esiintyy runsaasti ympiré6ivissi todellisuudessa, ja usein ra-
kennetun ympiriston laatoitukset on tarkoituksella laadittu esteettisiksi. Myds
luokanopettajaopiskelijat yhdistivit tesselaatioiden rakentamiseen esteettisid ta-
voitteita, vaikka niiden huomioimista ei erikseen edellytetty (ks. kuvio 2). Laat-
takuviot toimivat esteettisind objekteina, joiden muoto- ja viriominaisuudet tuot-
tivat esteettisid kokemuksia (ks. Kinnunen 2000). Taiteen ja estetiikan koettiin
edistdneen oppimista ongelmanratkaisuprosessin eri vaiheissa: motivoineen rat-
kaisemaan tehtivdd, toimineen ideoinnin lihteend, vapauttaneen leikkimddn
muodoilla ja vireilld, johdattaneen mielikuvien syntymiseen ongelmien
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ratkaisemiseksi, toimineen oman tekemisen tukena, auttaneen rajaamaan avointa
tehtdvid sekd tarjonneen vilineen matemaattisista ilmi6istd keskustelemiseen.

Opiskelijat katsoivat taiteen motivoineen tarttumaan avoimeen tehtdviin, silld se
antoi opiskelulle mielekkyyden kokemuksia. Jotkut opiskelijat nimesivit juuri laa-
toituksen muodon ja vérien suunnittelun tuottavan esteettisyydessdin mielihyvii.

”Nii se [taide] voi niinku inspiroida aika paljon jos siithen tulee jotai
mielekistd. —— Nii, saa niinku jotain kaunista tai jotain silmid miel-
lyttivad, se voi niinku motivoida tosi paljon.”

Estetiikasta ja luovuudesta ajateltiin olevan hyotyd ongelmanratkaisuprosessin
alussa ideoinnin lihteend.

”"Niin elikkd se estetiikka ja luovuus on kaiken ldhtokohta, ja sen
jilkeen sitten niinku siihen péidsee jotenki syvemmille sisille sit ku

rupee sitd tosiaan tarkemmin kattomaan, et symmetriakin on tir-
kee.”

Laatoituksia arjen taiteena esitettiin opiskelijoille valokuvien muodossa. Tillaiset
arjen mallit koettiin tirkeiksi silloin, kun tehtivin ratkaisu oli vasta hahmotteilla.
Niistd koettiin saatavan tukea omalle ajattelulle.

”Se on hyvi mun mielestd ettd niytetdin esimerkkejd muista toisti,
mahollisimman laajalti. Vaikka jos timmosid tiilikuvioita, nii niyt-
tds niitd missd kaikkia niitd nikee, just tiiliseindd ja ihan kaikkee
muuta ja vaikeaa kompleksisempaa kuvioo ja simppelimpii. Ja ehki
sit sieltd sais ruveta ite tekeméidn. Et ois jotai, et vois tarttua johon-
kin helppoon vaikka minki osais, tai vihidn niinku matkis sitd
minki on nihny, tai sitte joku tekis vihidn omasta padsti rupeis ko-
keileen.”

Toisaalta opiskelijoille tuli kuvataiteen tunneilta mieleen tilanteita, joissa oppilaat
puhtaasti jiljensivit opettajan ndyttimin mallin. T4mai sai opiskelijat pohtimaan
koulun pedagogisia kiytinteitd ja niiden toimivuutta ja havaitsemaan, ettd “voi-
han sitd johdatella eri tavoin ettd ei tarvii vilttdmittd ndyttad esimerkkid”. Ongel-
maan johdattelu voi tapahtua my6s keskustelun, videoklipin tai synestesian eli eri
aistialueiden yhdistelemisen avulla.

Opiskelijat pohtivat my6s symmetrioiden ja sddnnonmukaisuuksien merkitystd
ratkaisuissa. Erityisesti kuvioiden sommittelun ja suuntaamisen koettiin helpot-
tuvan niiden avulla.
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"Mut sitten noi symmetriat ja kuviot, nii ne niinku, vaikka sitte
niitd asetteli sinne, nii saatto huomata etti nia menee tissi samassa
linjassa, et se vaan niinku siirtyy samassa asennossa perakkdin ja pe-
rikkiin, tistd tonne suuntaan ja tistd tonne. - - Nii autto sitd ku oli
ongelmia, et miten, jos joku oli sielld vihin vidrinpdin ja sen huo-
mas siitd- - Et se poikkee siitd semmosesta symmetrisestd kuvi-
osta.”

"Mut se my6s ehki autto sitte ku me alettii vaik lisdd sithen tihteen
niitéd juttuja, nii sitte tajuttii et "hei, n4d menee kaikki samaan suun-
taan, et ndd menee tonne piin ja ndd menee tonne piin” nii se autto
just taas siind tosi paljon, nopeutti siind kuviossa.”

Objektin (laatan) esteettiset ominaisuudet tarjosivat myos suuntaa sille, mihin ol-
laan ongelmanratkaisussa menossa. Opiskelijat pohtivat, miten taideobjektit tar-
josivat yhteistoiminnallisessa tyskentelyssi vilineen konkretisoida ajatuksia ja
auttoivat sekd ryhmii ettd yksil6d hahmottamaan matemaattista ajattelua.

OPISKELIJA A: "mehin kaikki oltiin et ’hei tehtiiskd tdstd joku
tiht’, tai niinku et jos meilld ei ois ollu mitddn sellast niinku min-
kddn nikostd mitd me yritetddn, niinku ’aletaanko heijastamaan
nditd jonkun viivan suhteen’, se ois tosi abstraktia jutella. Siini et
se ndyttdd joltain, tai et se on- "

OPISKELIJA B: "Kaikki tietdd miti niinku tavotellaan, et se on se
tihti, kaikki tietdd mitd se niinku on. Kylld.”

OPISKELIJA A: "Tai joku et 'tehdinko joku et se jatkuu puna-
sina’, no siit on helpompi puhua ehki.”

Taide lahestymistapana tarjoaa useita mahdollisuuksia oppimiselle (esim. Dona-
hue & Stuart 2010), kuten

e auttaa motivoitumaan ja mallintamaan opiskeltavaa asiaa

e vapauttaa leikin ja leikittelevin mielen ja auttaa niin yksiléd synnyttimiin
mielikuvia opiskelun kohteena olevasta ilmidsti tai asiasta

e auttaa ideoimaan, havainnoimaan kohdetta ja ilmaisemaan havaintoja

e taideobjektien analysointi ja objektien piirteiden suhteuttaminen toisiinsa yh-
teistyGssi auttaa tarkastelemaan asiaa tai ilmi6td yhdessd kriittisesti.

Taide tarjoaa niin ollen hyvid liht6kohtia ilmioldhtoiseen matematiikan oppimi-
seen, silld taiteesta voi 16ytdd tutkittavia ilmiditd, jotka voivat olla konkreettisim-
pia kuin puhtaasti matematiikkaan liittyvit ilmiot. Lisiksi taidemenetelmien on
havaittu tukevan ajattelun kehitystd monella tapaa (esim. Stokrocki 2011). Tai-
teen tekeminen ja tulkinta vaativat ja samalla kehittdvit monipuolisesti
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kognitiivisia taitoja. Taide auttaa ymmirtimadn ilmioitd suhtauttamisen ja ver-
tailun kautta ja tukee niin erityisesti analogista ja metaforista (mielikuviin ja ko-
kemuksiin perustuvaa, ei-kisitteellistd) ajattelua (Stokrocki 2011). Ndmi ovat
korkean tason ajattelun taitoja eli sellaisia mentaalisia prosesseja, samoin kuin oh-
jailu, arviointi ja perustelu, joita tarvitaan ongelmanratkaisussa (ks. Bloom & An-
derson 2001). Ne muodostavat perustan kriittiselle ajattelulle ja oppimaan oppi-
miselle, joita pidetdin keskeisinid kansalais- ja tulevaisuudentaitoina. Taide tarjoaa
siis yhden tehokkaan viylin oppia niitd eldmissi keskeisid taitoja.

Taideoppiminen perustuu parhaimmillaan paitsi tekemilld oppimiseen my6s ha-
vainnoimalla oppimiseen seki abstraktiin oppimiseen symbolien kiytén avulla
(Dale 1969, Hetland ym. 2007). Opintojaksolla kiytetyt tyotavat vertautuvat kol-
mivaiheiseen taidepohjaisen tydskentelyn malliin (ks. Hetland ym. 2007, 5), joka
auttaa tuomaan esiin taiteen merkitystd ajattelulle sekd saamaan yhteistoiminnal-
lista tyoskentelyprosessia nikyviksi. Hyddynsimme ensinnikin demonstroivaa lu-
entoa, jossa esiteltiin taidemalleja kisiteltavistd ilmiostd, muiden muassa mosa-
iikkikuviointeja eri kulttuureista. Luennon tavoitteena oli antaa opiskelijoille ki-
sitys tyoskentelyprosessista ja tuotoksista sekd johdattaa mallien kautta kisitteel-
listiméddn toimintaa ja herdttdd positiivista asennoitumista tehtdvian. Taman jil-
keen opiskelijat tyGskentelivit pienryhmissd osin taideperustaisesti annetun teh-
tivin mukaisesti. Lopuksi seurasi toiden kriittisen tarkastelun vaihe, jossa opis-
kelijat yhdessi ohjaajien kanssa havainnoivat ja arvioivat objekteja ja niiden teke-
misen prosesseja ohjatusti. Hetland ym. (2007) korostavat erityisesti kriittisen tar-
kastelun merkitystd taideperustaisessa tyoskentelyssi uusien ndkokulmien avaa-
jana ja visioiden herittelijand. Tdssd on kyse hypoteettisesta ajattelusta (ks. Neva-
lainen ym. 2004), joka perustuu asioiden vilisten suhteiden hahmottamiselle sekd
niiden varaan rakentuville oletuksille ilmiisti ja asiaintiloista. Kognitiivisista toi-
minnoista hypoteettinen ajattelu edellyttdd erityisesti havaintojen nimedmisen,
monenlaisten nikokulmien hahmottamisen seki itsesédtelyn taitoja (Nevalainen
ym. 2004).

Jaetun reflektion merkitys ilmidldhtoisyydessd

Ilmiolihtdisessd oppimisessa oppilaat tutkivat ja ratkaisevat ongelmia, ja tdssi
tyoskentelyssi keskeinen osa on metakognitiolla sekd oman ja ryhmén toiminnan
sddtelylld (esim. Schoenfeld 1992). Kaiken toiminnan tiimellyksessi on hyvi
miettid, mitd ollaan tekemissd ja mihin suuntaan toiminta voisi edeti. Opinto-
jaksollamme oman toiminnan ohjausta tuettiin reflektiokortein. Ongelmanrat-
kaisun alkuvaiheessa, keskelld ja lopussa kukin ryhmi reflektoi ongelmanratkai-
sunsa edistymistd korteissa olleiden kysymysten avulla. Korteissa kysyttiin muiden
muassa tavoitteista, tuntemuksista, haasteista, edistymisestd ja ryhmin
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tyoskentelystd. Naykki ym. (2017) ovat kisitelleet kortteja tarkemmin tutkiessaan
yhteistoiminnallista oppimista.

Reflektiokortit toimivat ryhmin tyoskentelyn suuntaajana, erddnlaisena kompas-
sina. Opettajaopiskelijoiden mukaan niiden arvo oli ryhmin toiminnan tavoit-
teellisuuden ja ryhmihengen 16ytimisessa.

”Joku siind ryhmissd voi olla vihin pihalla et mikd t44 tehtdvin tar-
kotus on, nii sitten ne saa sen padmairin siind selville. - - Seki on
tosi tirkedd tietdd et milld mielelld kaikki on - - et jotenki niinku
ymmirretidn sit kaikkia ryhman jésenid.”

Samalla pohdittiin my6s korttien kiyttokelpoisuutta alakoulun matematiikan
opiskelussa, miki jakoi mielipiteitd. Samoin ohjeiden antaminen ja niiden yksi-
tyiskohtaisuuden tarpeellisuus herittivit ajatuksia.

”Varmaan ku miettii alakoulua, niin eihdn siind tarvii olla noin pal-
jon noita ohjeistuksia, et joku stop-merkki tai joku semmonen,
niinku kuitenki se ettd pysihytddn ja mietitdin.”

”Silld kokemuksella mitd koulusta on, niin mi oon ymmirtiny etté
vield joku kuutosluokkalainen niin tuntuu ettd tarttee niinku todella
tarkat [ohjeistukset] - - niin ettd vihin niinku sinne pdin, niin ei
se lapsi pdise ollenkaan kirryille.”

Korttien kiyttimisen yhdeksi ansioksi katsottiin ddneen ajattelun lisddntyminen
yhteisessd tiedonrakentelussa. Opiskelijat kertoivat saaneensa vertaisen dineen
ajattelusta sytykkeen jatkaa ideointia ja keinon piistd ratkaisun tyssddmisestd
eteenpdin.

“Voisin sanoa konjektuurien [otaksumien] muodostamisesta. Me
pohdimme, etti kun ajattelimme ddneen ryhmissd, niin pystyimme
aina korjaamaan toisiamme, jos jokin oli menossa viirin. Ja sitten
joku sai idean siitd, mité joku toinen oli tekemissd. Niin pystyimme
jatkamaan ja kehittdmidn toistemme ideoita.”

Kokemuksia kouluissa toteutetuista opetuskokeiluista

Opettajaopiskelijat tekivit opetuskokeilut perusopetuksen ensimmaiselld, neljin-
nelld ja kuudennella vuosiluokalla. Opetuskokeiluille oli yhteistd se, ettd niissd
opiskeltiin geometriaa taiteen ja yhteistoiminnallisen ongelmanratkaisun kautta
ilmioldhtoisesti. Opettajaopiskelijat suunnittelivat ja toteuttivat yhden oppitun-
nin mittaisen kokeilun pienryhmini
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Ensimmaisen luokan tunnille opiskelijat valitsivat aiheeksi peilaamisen, joka ei
geometrisena ilmiond vield kuulu matematiikan oppiméirddn alkuopetuksessa.
Tunnin alussa motivointitehtivini oli puuttuvan palan piirtiminen tuttuihin ku-
vioihin, kuten sydimeen, tihteen ja nuoleen. Tdmi jilkeen peilaamista harjoitel-
tiin pienryhmissi kinesteettisesti liikkeen kautta ja sitten pareina kymmenen eri-
laisen pahvisen kuvion, kuten neliiden ja kolmioiden, kautta. Lopuksi oppilaat
valmistivat pienryhmissd erilaisia rakennelmia peilausta hyodyntéen, esimerkiksi
linnan. Niin toteutettu matematiikan tunti koettiin totutusta ja tutusta poiketen
erilaisena: “hei miten tid on oikein matikkaa” (oppilaan kommentti).

Opettajaopiskelijoiden kokemuksissa heijastui eri tavoin toteutetun matematiikan
tunnin haasteellisuus seki opettajaopiskelijoille etti joillekin oppilaille. Oppilai-
den ratkaisut haastoivat opettajaopiskelijoiden matematiikan tiedot ja osaamisen.
Ryhmissi tapahtuva ongelmanratkaisu oli puolestaan joillekin oppilaille vaativaa.

“olivat tosi innostuneita ja pidasiassa sujui tosi hyvin et siind hah-
mottu se peilaaminen et me ei sillai sitd teoriaa korostettu vaan kiy-
tinnon kautta... tekivit kylld tosi haastavia et piti ihan ldhetettiin
liikkeelle yksinkertaisista kuvioista mut sit kun ne rupes ottamaan
niitd koko ajan enemmin et sitten piti ihan itekkin miettid et onko
tdd peilaamista...kun oli ohjeistettu et tehkdd yhdessd ja suunnitel-
kaa yhdessd mut joillekin jdi pdille se et tekee omaa... sit huomas

et niilld on ihan sikahauskaa ja jo ykkosluokkalaisilla on sellanen
haah matikkaa...”

Neljinnen luokan opetuskokeiluja oli kaksi, joista toisen aiheena olivat tangram-
kuviot ja toisen superhahmojen rakentaminen geometriaa ja taidetta hyviksi kiyt-
tien. Tangram-aiheisella tunnilla oppilaat kokosivat aluksi Tangram-paloista
monikulmioita ja heidin kanssaan keskusteltiin geometrian kisitteistd, kuten pei-
laamisesta. Tamin jilkeen tehtiin pelkistddn suullisesti annetun ohjeen mukaan
kuvioita ryhmissd. Lopuksi oppilaat saivat tehdi vield itse valitsemansa kuvion,
esimerkiksi ditienpdivin kunniaksi didin etunimen kirjaimen, joka liimattiin pa-
perille. Lopuksi itse valitut kuviot koottiin ndyttelyksi. Superhahmoja kisittele-
villd tunnilla kerrattiin aluksi geometrisia kuvioita ja katsottiin pari videota
muuntumisen (Transformers) havainnollistamiseksi. Oppilaat suunnittelivat
pahvinpaloista hahmoja, jotka voivat muuntua geometrisiksi kuvioiksi, kun palat
jirjestetddn eri tavoin. Opettajaopiskelijat halusivat tietoisesti pitdd tunnin alus-
tuksen lyhyend, jotta aikaa jiisi oppilaiden omalle tyoskentelylle.

Taiteen katsottiin yhdistyvin geometriaan hahmojen muodon luomisen ja virien
valinnan kautta. Superhahmojen valinta osoittautui opettajaopiskelijoiden mu-
kaan  todella  motivoivaksi  tavaksi  toteuttaa  matematiikan  tunti.
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Opettajaopiskelijoiden havaintojen mukaan oppilaiden omalle oivallukselle, on-
gelmanratkaisulle ja tydskentelylle on jitettivd tunnilla riittivisti tilaa.

”...geometristen kuvioiden avulla ja ne oppilaat olivat aivan innois-
saan et ne ei pysynyt poksyissdin siin aluks, kerrottiin geometrisisté
kuvioista ja katottiin parii videoo...siind tuli konkretisoitua se et
miten paloista tulee hahmoja...pidettiin tdd alku lyhyend kun ha-
luttiin jattad oppilaiden omalle tyoskentelylle kunnolla aikaa...et se
taide yhdisty niinku sillai et ne sai luoda sen hahmon...yritettiin
olla mahdollisimman vihin ohjailevia ohjaajia ja antaa niille ai-
kaa...jumitilanteissa et kysyttiin et miten td ratkaistaan...et ne oli
niinkun itekkin et me tehtiin tid ja itekkin niinku epiili et onks
tissd sitd geometriaa mut oli kylld...et se niinku motivoi niitd op-
pilaita et ne sai tehdé niitd hahmoja.”

Kuudennella luokalla aiheena olivat tesselaatiot. Aihepiiriin aktivoitumisessa kéy-
tettiin kuvia, jotka olivat motivoineet opettajaopiskelijoita itsedin. Tamin jilkeen
kartoitettiin oppilaiden omaa tietimysti tesselaatioista ja tesselaatioiden esiinty-
misestd ympiristssd, esimerkiksi kankaissa ja kengissd. Tamin jilkeen alettiin
rakentaa omaa kuviota pareina tai ryhmissi virittden erilaisille ruutupohjille. Lo-
puksi oppilaat esittelivit dokumenttikameralla kuvionsa ja selittivit, miten se ra-
kentuu, miki oli sen rakentamisessa haasteellista ja miki toimii. Tamin jilkeen
vield katsottiin GeoGebran kautta kuvioiden rakentumista.

7sitten kun kysyttiin et mitd ne tietdd tesselaatioista...18yty itse asi-
assa paljon tarttumapintaa...et kankaista loytyy paljon [tesselaati-
oita]...pisteen suhteen peilaten et millaisia symmetrioita voi syntyi
ja...et vireilli voi sitd muokata omanlaiseks ja myos sitd ku-
viota...tarkoituksena oli kokeilun kautta 16ytid semmonen kuvio
jota voi toistaa ja siitd tehdd sen kokonaisteoksen...alussa ne ldhti
yksinkertaisista kuvioista ja ne sai tehdi oman valinnan mukaan pa-
reina tai ryhmissi ja sit me kierrettiin ryhmadssi ja haastettiin oppi-
laita tekemidn isompia...haasteena oli just rakentaa jatkumo...aina
oikeastaan pyrittiin siithen ettd kun joku oli 16ytiny jonkin kuvion
joka toimii et saisiko vield jonkin toisen et péisisi siitd helposta rat-
kaisusta ja péadsisi kauemmas....et hienoja oli ne ajatteluketjut..tosi
mielellddn ldhtivit mukaan ja ne nostivat esiin kysymyksii...et se
ohjeistus onnistu aika hyvin kun jitettiin sille omalle ajattelulle ti-
laa.”

Yhteisti kaikille opetuskokeilulle oli se, ettd eri-ikiiset alakoulun oppilaat innos-
tuivat avoimeen ongelmanratkaisuun perustuvasta tavasta lihestyd geometriaa.
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Opettajaopiskelijat olivat puolestaan yllittyneitd oppilaiden taitavuudesta ja pys-
tyvyydestd, kun heille annettiin tilaa tydskennelld itsendisesti ja luovasti. Tarkednd
pidettiin my®s sité, ettd opetus tarjoaa tarpeeksi haasteita ja haasteellisuus lisddn-
tyy tyoskentelyn edetessd. Vaihtelevat tydtavat saman aihepiirin ympirilld yhden
oppitunnin aikana koettiin toimiviksi. Opettajaopiskelijat kiinnittivit huomiota
myo6s ohjeiden toimivuuteen, tilan antamiseen oppilaiden tydskentelylle sekd yh-
teistoiminnallisten tyotapojen oppilaita motivoivaan vaikutukseen. Tydskentely
koettiin osin haasteellisena ohjata, mutta tyotapavalintojen katsottiin samalla vai-
kuttaneen kokeilujen onnistumiseen.

lImioldhtoistd matematiikan oppimista kehittdmddn

Matematiikka—taide-ongelmanratkaisu osoittautui onnistuneeksi valinnaksi
opintojaksollamme. Sekd opettajaopiskelijat ettd opetuskokeilujen oppilaat innos-
tuivat matematiikasta, kun sitd tutkittiin taiteeseen liittyen. Ilmiéldhtoisyyttd voi
lihted kehittimidn opetuksessa pienilld askelilla, joista tdssi artikkelissa on esi-
merkkejd. Sisdltolihtdisen uuden asian opettamisen sijaan (ks. Kauppinen, Aarto-
Pesonen & Kostiainen tissi teoksessa) oppilaille voi antaa ratkaistavaksi aihee-
seen liittyvin ongelman, jolloin oppilaiden oma toiminta on oppimisen keskiossi.
Niin yhdenkin oppitunnin mittaisilla kokeiluilla on merkitystd ilmi6ldhtdisen op-
pimisen edistimisessid. Toisaalta voidaan my9s toteuttaa laajempia kokonaisuuk-
sia, joissa oppilaat voivat tydskennelld saman projektin parissa pidemmin ajan-
jakson ja kiyttdd hyvikseen laajasti eri aihepiirien tietouttaan, joka voi pohjautua
eri oppiaineisiin tai koulun ulkopuolisiin kiinnostuksen kohteisiin. Keskeisti il-
miolahtoisessi tydskentelyssd on kuitenkin se, ettd oppilaat tekevit yhteisesti pad-
toksid etenemissuunnastaan ja saavat myos kohdata sopivia vaikeuksia oppimis-
prosessin aikana.

Taide voi toimia lihtokohtana matematiikan oppimiselle, silld taiteesta on 16y-
dettivissi ilmioitd, joita voidaan tutkia matemaattisesti. Taide tuo my0s esteetti-
sid ulottuvuuksia matematiikan oppimiseen, milli voi olla motivoiva vaikutus.
Taide ja matematiikka myds sopivat hyvin yhteen, koska molemmissa korostuu
laaja-alainen ongelmanratkaisu ja siihen liittyvé luova ajattelu. Taiteessa luovuus
voi jopa olla helpommin oppilaan saavutettavissa konkreettisuutensa ja moniais-
tisuutensa ansiosta (Donahue & Stuart 2010), jolloin taide auttaa havaitsemaan,
kuinka samanlaista luovuutta esiintyy matematiikassa, kun ongelman ratkaise-
miseksi keksii omaperiisen lihestymistavan.

Opetuksen kehittdmisessd ilmiolahtéisyyden suuntaan on kyseessid kulttuurin
muutos luokassa (ks. myos Luostarinen & Peltomaa tissd teoksessa). Luokan
tyoskentelykulttuuri ilmenee ddneen lausumattomina kiyttdytymisodotuksina eli
normeina (esim. Cobb ym. 1992). Yksi normi voi olla esimerkiksi opettajan var-
mistus siitd, etti oppilaat tietdvdt, kuinka oppimistehtivit ratkaistaan.
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Ilmiolihtdisyydessd timédn normin sijaan haluttaisiin, ettd oppilaat itse muodos-
tavat oman ratkaisutapansa kokeillen ja neuvotellen. Normien muuttamiseksi
niistd voidaan keskustella suoraan, ja lisiksi opettaja voi epasuorasti korostaa uusia
normeja luomalla tilanteita, joissa ne ilmenevit (Cobb ym. 1993). Ilmiolihtéinen
opiskelu vaatii kdynnistyikseen sekd kokeilun- ja uudistamisen halua ettd tyos-
kentelyd tukevia ja ohjaavia rakenteita.

TIETOLAATIKKO

o IImisldhtdisessd matematiikan oppimisessa korostuu avoin ongelmanratkaisu, jossa
oppilailla on tilaa tehdi omia valintoja.

o IImisldhtdisessd oppimisessa keskidssi on prosessi oikean vastauksen sijaan. Oppi-
laat kohtaavat my6s haastavia tilanteita, joissa eteneminen ei ole selvi.

¢ Opettajan tehtivind on prosessien ohjaaminen ja tilan antaminen oppilaiden omalle
ty6skentelylle. Opettajajohtoisuudesta irti padstiminen ja ohjaajan roolin ottaminen
voi vaatia tietoista oman toiminnan siitelyd pedagogisen ajattelun muutosvaiheessa.

¢ Taide tarjoaa yhden mahdollisuuden yhdistdd matematiikan tutkiminen eri ilmisi-
hin, inspiroida ajattelua ja luoda innostuneisuuden ilmapiiria.
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