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Taméan tutkielman tarkoituksena on osoittaa, ettd lampoyhtalon alkuarvo-ongelman
alkudatan ei tarvitse olla jatkuva, jotta ongelmalle voidaan 16ytda ratkaisu. Aluksi
tyossé késitelldédn jatkuvan alkudatan tapaus, silld lokaalisti integroituvalla alkuda-
talla ratkaisumenetelméit ovat samankaltaisia. Molemmissa tapauksissa lampoyhtéalon
toteutuminen osoitetaan laskemalla derivaatat erotusosamadralla. Jatkuvan alkuda-
tan tapauksessa alkudata kuvastaa, kuinka lampo on jakaantunut havainnoinnin alku-
hetkelld ¢t = 0 ja alkuarvoehdon toteutuminen tarkoittaa, ettéd ratkaisufunktion arvo
on sama kuin alkudatan arvo ajanhetkelld t = 0. Koska lampdyhtélon ratkaisu w on
jatkuva, lokaalisti integroituvalla alkudatalla alkuarvoehtoa ei voida késitelld samaan
tapaan. Tésta johtuen lokaalisti integroituvalla alkudatalla g alkuarvoehto késitelldéan
L} (R™) mielessi. Tamé tarkoittaa, ettd kaikilla kompakteilla joukoilla K C R™ pitee
llu(-,t) — g()||1.x — 0, kun ¢t — 0.

Tyossé késitellddn myos alkuarvo-ongelman yksikésitteisyytta. Jatkuvan alkuda-
tan tapauksessa ratkaisusta saadaan yksikésitteinen, kun ratkaisulle asetetaan kas-
vunopeutta rajoittava ehto. Vastaavanlainen tulos voitaisiin saada myos lokaalisti
integroituvalle alkudatalle, mutta sen todistaminen jéa tdmén tyon laajuuden ulko-
puolelle. Tydssa késitelldadn myos vastaesimerkki, jolla osoitetaan kasvuehdon véltta-
mattomyys ratkaisun yksikésitteisyydelle.
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1. Johtanto

Lampoyhtélo on osittaisdifferentiaaliyhtélo, jolla fysiikassa mallinnetaan lammon
johtumista. LuK-tutkielmassani [9] késiteltiin lampoyhtéloéd vain jatkuvan alkudatan
tapauksessa. Tdmén jilkeen herdd kysymys, kuinka paljon lampoyhtélon alkuarvo-
ongelmaa voidaan yleistdd. Téssd tyossd otetaan ensimmaéinen askel heikompiin ole-
tuksiin lokaalisti integroituvan alkudatan muodossa. Tarkemmin sanottuna téssé tyos-
sé tutkitaan homogeenisen lampoyhtalon alkuarvo-ongelmaa

u — Au =10, R™x (0,00)
u=g, R™ x {t = 0},

jossa alkudata g on tunnettu lokaalisti integroituva funktio. Liséksi funktiolle g ase-
tetaan kasvua rajoittava ehto |g(z)] < Ce®”, kun |z| > r. Jatkuvan alkudatan ta-
pauksessa alkudata g kuvastaa lammon jakautumista tarkkailun aloitushetkelld £ = 0
ja ratkaisu v kuvaa lampdtilan muuttumista ajassa.

Jatkuvalla alkudatalla alkuarvoehto u = g tarkoittaa, ettd funktioiden u ja g ar-
vot omat samat kaikilla x € R™, kun ¢t = 0. Jos alkuarvofunktio g on vain lokaalisti
integroituva tdmé ehto ei toimi sellaisenaan. Téastd syystd sanomme, ettd alkudata
g on otettu L} (R™) mielessi ja kiytdimme L'-normia mittaamaan ratkaisun ja al-
kudatan laheisyyttd. Tasméllisemmin vaadimme, ettéd kaikilla kompakteilla joukoilla
K C R™ pétee ||u(-,t) — g(-)||1,x = 0, kun t — 0.

Téamén tyon padatuloksena osoitamme, ettd lampoyhtédlon alkuarvo-ongelma rat-

keaa L},.(R") mielessé otetulla alkudatalla. Saamme ratkaisulle u integraaliesityksen

1 _lz—yl?
u(w,t) = /Rn (o) *g(y)dy.

Lampoyhtélon toteutumisen osoittaminen funktiolle w olisi helppoa, jos derivaatat
saisi vieda lausekkeessa esiintyvén integraalin sisddn. Koska se ei ole itsestdén selvaa,
osoitamme tdmén laskemalla derivaatat erotusosamiéridn avulla. Erotusosamé&irii
késitellessd jaamme funktiossa u esiintyvén integraalin kahteen osaan kédyttden alku-
datan g kasvuehdon rajaa r. Rajan sisédpuolelle jaa &arellismittainen joukko, joka on
helppo késitelld ja rajan ulkopuolella kdytdmme funktion ¢ kasvuehtoa integraalin
arvioinissa.

Alkuarvoehdon toteutumista L (R™) mielessd késitellessi kehitéimme jonon si-
leitd funktioita jotka ldhestyvit funktiota g. Kéyttden tédtd jonoa jaamme ehdossa
esiintyvin L'-normin integraalin osiin. Jaamme nim# osat edelleen pienempiin paloi-
hin kdyttden kasvuehdon rajaa r kuten erotusosamééréssé ja osoitamme, ettd kaikki
palat ovat mielivaltaisen pienié.

Jotta alkuarvo-ongelman ratkaisusta saadaan yksikésitteinen, ratkaisulta joudu-
taan vaatimaan samanlainen kasvua rajoittava ehto kuin asetimme alkudatalle g¢.
Kayttéden tata kasvuehtoa voidaan todistaa maksimiperiaate ja sen avulla ratkaisun
yksikésitteisyys. Téssd tyossd teemme tdmén vain jatkuvan alkudatan tapauksessa.
Sama idea toimisi my0s lokaalisti integroituvalle alkudatalle, mutta reunaehtojen ké-
sittely olisi hankalampaa ja se jéa tdmén tyon laajuuden ulkopuolelle.



Ratkaisun kasvua rajoittava ehto on vilttdmé&ton ratkaisun yksikéasitteisyydelle.
Osoitamme tdmén kédyttden vastaesimerkkié. Vastaesimerkissa toinen ratkaisu on tri-
viaali nollafunktio ja toinen on funktiosarja. Sarjaa késitellessé pdddymme samankal-
taiseen ongelmaan kuin aikaisemmin lampdyhtalon toteutumisessa. Meidén on o0soi-
tettava, ettd saamme viedd derivaatan sarjan summan sisélle. Tamén teemme néyt-
tamaélld, ettd sarja on tasaisesti suppeneva.

Kisittelemme myds 1ampoyhtdlén epihomogeenista alkuarvo-ongelmaa L}, (R™)
mielessé otetulla alkudatalla. Epdhomogeenisen alkuarvo-ongelman ratkaisun etsimi-
seen kdytetddn Duhamelin periaatetta. Otamme ratkaisuja homogeenisen alkuarvo-
ongelmaan, jossa aloitushetki ¢ on siirretty kohtaan s ja integroimme muuttujan s
ylitse. Laskemme homogeenisen yhtélon ratkaisulle arvioita pienelld ¢ ja niiden avulla
naytdmme alkuarvoehdon toteutumisen epdhomogeenisessa tapauksessa. Epdhomo-
geenisen lampoyhtalon toteutumisen osoituksessa kédytetddn differentiaalilaskennan
ja integraalilaskennan véliarvolauseita.

Jean Bapiste Joseph Fourier kuvasi ensimmaéisend l&mmon johtumista differen-
tiaaliyhtéloiden avulla. Han otti kdyténnonldheisen ldhestymistavan l&mmon kayt-
taytymiseen. Fourier oletti, ettd yksittdisen pisteen lampotilaan vaikuttaa vain sen
naapuripisteet lammon virtauksen suunnassa, ja ndin hédn muotoili limmon johtu-
mista kuvaavan ongelman jatkuvassa kappaleessa. Fourier kuvasi ongelmaa kolmessa
osassa: ldimmon siirtyminen tilassa, [ammon varastointi pienessé osassa kappaletta ja
reunaehdoilla. Differentiaaliyhtdlo koski vain kappaleen sisélld tapahtuvaa muutos-
ta ja ulkopuolen vaikutus kappaleeseen kuvattiin reunaehdoilla. Vuonna 1807 Fourier
lahetti paperinsa julkaistavaksi Ranskan akatemiaan, mutta sité ei hyviksytty julkais-
tavaksi. Mychemmin vuonna 1822 hén laajensi tyotdén ja julkaisi sen nimelld Théorie
Analytique de la Chaleur [4].[11]

Tamén tyon padasiallinen lihde on DiBenedetton kirja Partial Differential Equa-
tions [1], jossa on kisitelty lokaalisti integroituvaan alkudataan liittyvit asiat. Toinen
térked lahde on Evansin samanniminen kirja [3], jota on kédytetty jatkuvan alkuda-
tan késittelyssa. Lampoyhtéalon maksimiperiaatetta késittelevien lauseiden todistuk-
set ovat alunperin Watsonin kirjasta [15] ja Johnin kirjasta [7]. Ratkaisun yksikésit-
teisyyden vastaesimerkin alkuperd on Tychonoffin julkaisu [14]. LP-funktioiden teori-
aa kisittelevissa lauseissa on kéytetty ldhteend reaalianalyysin luentomuistiinpanoja
[8] ja niissé esiintyvét siloittajafunktiot ovat perdisin Friedrichsilta [5].

2. Esitietoja

Tamén kappaleen madritelmissé ja lauseissa (2 C R™ on avoin joukko, ellei toisin
ole mainittu.

2.1. Merkint6ja ja madritelmid. Merkitsemme funktion f : 2 — R pistees-
si x laskettuja osittaisderivaattoja ja suuntaan v pisteessd x laskettua derivaattaa
seuraavasti

he;) — 0




. flathw)—f(z) O 0
i (I S o) = g f)
jossa e; on muotoa (0,...,0,1,0,...,0) oleva yksikk6vektori ja v on mielivaltaiseen

suuntaan osoittava yksikkovektori.
MAARITELMA 2.1. Olkoon f : Q) — R. Maérittelemme Laplace operaattorin A
61'12

f=Af.

i=1
Funktiolle v : R™ x [0,00) — R merkinnélld Au tarkoitamme ldhtojoukon R™ osan
suhteen otettujen osittaisderivaattojen summaa. Joskus myos merkitsemme A, ko-
rostamaan tata.

MAARITELMA 2.2. Olkoon f : R™ — R funktio. Joukon {z € R™|f(z) # 0}
sulkeuma on nimeltdédn funktion f kantaja. Merkitsemme f € Co(Q), jos f: Q = R
on jatkuva ja sen kantaja on kompakti.

MAARITELMA 2.3. Olkoon f : © — R. Jos funktion f kaikki osittaisderivaatat
kertalukuun & € N asti ovat jatkuvia joukossa €2, niin merkitsemme f € C*(Q). Jos
kaikkien kertalukujen derivaatat ovat jatkuvia merkitsemme f € C*(Q).

Funktiolle R"x [0, 00) — R merkinniissi C™*(R"x [0, 00)) h kertoo montako kertaa
funktio on derivoituva lahtéjoukon R™ osan muuttujien suhteen ja k vastaavasti kertoo
montako kertaa funktio on jatkuvasti derivoituva [0, co) osan suhteen.

MAARITELMA 2.4. Olkoon f = (f1, fa,. .., fn) : R* — R™. Funktion f divergenssi
div(f) on

"0
div(f) = > =—/fi-

MAARITELMA 2.5. Olkoon f : ) — R. Funktion f gradientti pisteessd = € ) on

V1) = (e ) g @) 5 f(0))

Seuraavissa médritelmissi ja lauseissa kdytdmme merkintdd R U {—o0, 00} = R.

MAARITELMA 2.6. Olkoon 1 < p < oo ja f : Q — R mitallinen funktio. Maérit-

telemme LP-normin
1/p
Il = ( [ 177ac)

ja merkitsemme f € LP(Q), jos || f||p.o < co. Kdytdmme LP-normille usein lyhennet-
tyd merkintéda || f||,, koska on selvid minké joukon yli integointi tehddén.

MAARITELMA 2.7. Olkoon f : Q — R. Sanomme, ettd funktio f on lokaalisti
integroituva ja merkitsemme f € L} (), jos kaikilla kompakteilla joukoilla K C Q
patee

[ 1r@lds < .



MAARITELMA 2.8. Olkoon f :  — R mitallinen funktio. Maérittelemme L*-
normin

|| flloo = Inf{M > 0:|f(z)] < M melkein kaikilla z € Q},
ja merkitsemme f € L>(Q), jos || f]]eo < 0.

MAARITELMA 2.9. Olkoon f : © — R mitallinen funktio. Merkitsemme f €
(), jos kaikilla kompakteilla joukoilla K C 2

inf{M >0:|f(x)] < M melkein kaikilla z € K} < occ.

Lige
LAUSE 2.10. Kolmioepdyhtdlo. Olkoon x € R™ ja y € R™. Tdlloin
|z +y| < |z] =+ [yl.
LAUSE 2.11. Minkowskin epdyhtdlé [10]. Olkoon 1 < p < oo ja f,g € LP(Q).
Tdalloin
Lf + gllpo < I fllp.2 + [lgllp.0-

LAUSE 2.12. Hélderin epdyhtils [6]. Olkoon 1 < p < oo, ¢ = Lrja f,g: Q=
[0, 0o] mitallisia funktiota. Tdlloin

fgllha < [[fllpe - llgllog-

Tapauksessa p = 1 mddrittelemme q = oo

LAUSE 2.13. Monotoninen konvergenssi. Olkoon f : Q — [0,00] ja olkoon {fi}
nouseva jono mitallisia funktioita siten, ettd

Fu(x) 22 f(2) kaikilla z € Q.
Talloin
/ f(x)dz = lim [ fi(z)dx
LAUSE 2.14. Lebesquen dominoitu konvergenssi. Olkoon fi : @ — R jono mitalli-
sia funktioita siten, ettd

fe(@) E22% f(x) melkein kaikilla 2 € .

Lisiksi oletetaan, etti on olemassa funktio g € L*(Q) jolle kaikilla k pdtee
| fx(x)] < |g(z)| melkein kaikilla x € Q.

Talloin

/f do = Jim [ fufo)ds

LAUSE 2.15. Gauss-Green. Olkoon 2 C R™ avoin, yhtendinen ja rajoitettu joukko
ja joukon reuna 0Q € C1. Tdmd tarkoittaa, ettd reuna saadaan erddssd mielessi C-
funktioiden avulla. Katso tarkka madritelmd [3] liitteet C.1. Talldin kaikilla funktioilla

u < Cl(ﬁ) patee
/Q aiu(‘”’”)dx = /8 . u(z)v(x)dS,
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jossa v(x) = (11(x),...,vu(x)) on joukosta 2 ulospdin osoittava yksikkovektori pis-
teessd x € 0.

LAUSE 2.16. Olkoon € C R" avoin, yhtendinen ja rajoitettu joukko ja OS2 € Ct.
Téllgin kaikilla funktioilla u, v € C?(Q) pitee

/vAudx:/ UgudS—/ ugvdS—{—/uAvdx,
Q o0 Ov oo OV Q

jossa v on joukosta ) ulospdin osoittava yksikkovektori.
TobisTus. Lausetta 2.15 soveltaen katso [9] Lause 2.9. O

2.2. Funktioiden approksimointi avaruudessa LP(R"). Kisittelemme hie-
man [P-funktioiden teoriaa, jotta saamme kéayttoon Lauseen 2.19 tuloksen. Tarvit-
semme tité lausetta, kun késittelemme Lj (R") mielessé otetun alkudatan alkuarvo-
ongelmaa Lauseessa 5.4. Lauseet 2.17 ja 2.18 ovat luentomuistiinpanoista [8] ja siloit-
tajia késittelevd Lause 2.19 on DiBenedetton kirjasta [1]. Kirjassa annetaan silottajien
alkuperéksi [5].

LAUSE 2.17. Joukko Cy(R™) on tihedssd joukossa LP(R™) kaikilla 1 < p < oo.
Toisin sanoen kaikilla f € LP(R™) ja kaikilla € > 0 on olemassa ¢ € Co(R™) siten,
etta

17 = el = ([ 1) = ptapas) <

TobisTus. Tavoitteenamme on palauttaa ongelma kompaktin joukon karakteris-
tisen funktion tapaukseen. Olkoon f € LP(R™). Kayttden dominoutua konvergenssia
ja funktioita fxp( ) voimme olettaa, ettd funktion f kantaja on rajoitettu. Jaamme
funktion kahtia positiivi- ja negatiiviosaan f = f* — f~, jolloin Minkowskin epéyh-
talon 2.11 mukaan ||f||, < [|f*]l, + ||/ 7]],- Néin ollen voimme olettaa funktion f
olevan ei-negatiivinen. Koska f on mitallinen funktio, on olemassa funktioon f kasva-
va jono {fi} vksinkertaisia funktoita siten, ettd 0 < f; < fo < --- < f. Talloin myos
fr(@)? A/ f(x)P. Kéyttien monotonista konvergenssia meidén on riittéavid arvioida
funktioita fr. Yksinkertaiset funktiot ovat muotoa

fe(x) = eixa,,
j=1

jossa c; € R, A; C R" mitallisia joukkoja ja x4, on joukon A; karakteristinen funktio.
Kaytdmme Minkowskin epayhtélod Lauseesta 2.11

m
16l < esllxa, -
j=1

Koska joukko A on mitallinen ja m,(A) < oo on olemassa jono kompakteja joukkoja
K siten, ettd K3 C Ky C --- C A ja xk, = xa. Kéyttden monotonista konvergenssia
padsemme kompaktin joukon karakteristen funktion tapaukseen. Olkoon G C R"
avoin joukko siten, ettd K C G ja m,(G \ K) < e. Ja olkoon ¢ : R* — R

¢(x) = max {0, %}, jossa



_d(K,R"\ G)
5—#.

Funktiolle ¢ pétee ¢ € Ch(R™), 0 < ¢ < 1, px = 1 ja sen kantaja kuuluu joukkoon
G. Nyt laskemme

e = elly = ([ hete) = el )

Voimme pienentdé integrointijoukon joukoksi G, silld molemmat funktiot ovat nollia
sen ulkopuolella. Joukossa K molemmat funktiot saavat vain arvon yksi, jolloin in-
tegointi tdmén joukon yli on nolla. Siis voimme kayttédd integrointijoukkona joukkoa
G\ K. Téssi joukossa xx = 0 ja ¢ < 1 jolloin saamme arvion

i = lly < (/ 1da:)
K

=m,(G\ K)r < €.

3 =

LAUSE 2.18. Olkoon f € LP(R") ja h € R"™. Tdlloin

lim [ |f(zx+h)— f(z)Pdz = 0.

TobisTus. Jos f € Cy(R™), niin tdlloin lause pétee, koska f on tasaisesti jatkuva
ja integrointi on kompaktin joukon yli. Olkoon f € LP(R™) ja € > 0. Valitaan lauseen
2.17 avulla ¢ € Cy(R™), jolla pétee ||f — ¢||, < €. Nyt

f (@ +h) = f@)llp = [[f(z+h) — (@ +h) + oz +h) = o) + (@) = @)l
< |f(@+h) = e+ h)llp + [le(z +h) = (@)l + [[e(@) = f(@)]],
< 3¢,

kun |h| on tarpeeksi pieni. O

Méaarittelemme siloitus ytimen J : R” — R

J(z) = ke 1/ (—1al) J:os lz] <1
0, jos |z > 1,

/n J(z)dxr = 1.

Kaikille € > 0 méérittelemme Friedrichsin [5] siloittajat J. : R" — R

Je(x) = e’”J(f)

€

jossa k > 0 valitaan siten, etta

Funktion J ominaisuuksista seuraa, ettd J. € C§°(R") ja J.(z) = 0, kun |z| > € ja

/n J.(z)dz = 1.
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LAUSE 2.19. Olkoon u € LP(QQ) jollain 1 < p < 0o ja J. kuten ylld. Tdalloin J. xu
on funktioiden J. ja u konvoluutio ja

Joxuta) = [ =ty
Tdlle konvoluutiolle pitee

i) Jexu e LP(Q) ja |[Jex ullp.o < |ullp.o

ii) lii%HJE * U — ul|p0 = 0.

TobisTus. i) Kun p = 1 riittd4 vaihtaa integroinnin jarjestys ja kdyttaa siloitta-
jien ominaisuutta [p, Jo =1

Wesall = [ | [ 5= gutiay
< [ [ 2= luty)dyis

~ [t [ w =y =l
n Rn

Kun 1 < p < 0o aloitamme jakamalla funktion J. kahteen osaan ja kdytdmme Holde-
rin epayhtaloa 2.12

dx

Uex @)l < [ e = )5 Jw = )2 luy)ldy

e (/ Je(x — y)dy> o </ Je(z — y)IU(y)I”dy) %.

Muistamme taas, ettd funktion J. integraali on yksi ja korotamme molemmat puolet
lauseketta potenssiin p

KL*@@M%z/ Tz — y)luy)Pdy

n

Kuten tapauksessa p = 1 vaihdamme integroinnin jérjestyksen

1

ol < ([ 100 )

s(/}/,ux—wmwwwm);

< ([ 1trds)” =,

Viitteen ii) todistamisessa teemme ensin arvion

Uex 0w = ) = | [ o=t - uto

< [ e = y)luty) - ula)ldy



= [ )t - 2) - ula)d=

Jakaudumme taas kahteen tapaukseen muuttujasta p riippuen. Kun p = 1 arvioimme

/nl(J *u)(z) — u(z 'd‘”</n/n Dz — 2) — u(z)|dzdz

ja tdmén jéalkeen vaihdamme integroinnin jirjestyksen. Funktio J. on nolla joukon
B(0, €) ulkopuolella. Voimme siis pienentéé integrointijoukon tdhéan palloon

_ /B L) / Ju(r — 2) — u(e)\drds.

Nyt kun e on tarpeeksi pieni |z — z| on pieni ja télldin lauseen 2.18 avulla saamme
tuloksen. Kun p > 1 teemme Hélderin epéyhtéldssa saman arvion eksponenteille kuin

kohdassa 1)

Vet =) Hoger (/n JG(Z)dZ) N (/n Je(2)u(z — z) — U(x)|pd2);

Nyt kuten tapauksessa p = 1

Hﬁ*u—Mb§</m/n Wx—d—u<Ww);

_/ J. )/ lu(z — 2) — u(z)Pdedz =% 0.
B(0,¢) n
O

2.3. Lampoyhtilon fysikaalinen tulkinta ja fundamentaaliratkaisu. Lim-
poyhtélon fysikaalinen tulkinta on lainattu Evansin kirjasta [3]. Lampoyhtalolld ku-
vataan jonkin tiheyden u kuten lammon tai liuoksen konsentraation muutosta ajassa.
Olkoon U siled joukko. Lampoméaran muutos joukossa U ajan t suhteen on yhtéasuuri
kuin kokonaisvirtaus joukon reunan lavitse

at/udm:—/ F-vds.
U U

Divergenssilausetta kiayttien saamme

—/ F-VdS:—/diV(F)d:c,
ouU U

jonka jilkeen voimme paatelld, ettd d,u = —div(F). Fysiikasta saamme F' = —aVu,
jolloin vakiolla a = 1

Oyu = —div(—Vu) = Au.

MAARITELMA 2.20. Kutsumme funktiota I' : R” x (0,00) = R

1 z|?

I'Nz,t) = ————e
lampoyhtalon fundamentaaliratkaisuksi. Se on hyvin tarkeéssé osassa muita ratkaisuja
etsittdessd. Fundamentaaliratkaisu voidaan johtaa lampoyhtalosté ensiksi arvaamalla,

ettéd ratkaisu on siteesté riippuva, jolloin saadaan kaksi tavallista differentiaaliyhtaloa.
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Tiamé on tehty yksityiskohtaisesti LuK-tutkielmassani [9] kappale 3.1. Vakio (4r)"/?
el ole oleellinen ratkaisun kayttdytymisen kannalta, mutta talld valinnalla saamme
laskuja helpommin kasiteltaviksi.

LEMMA 2.21. Normalisointivakiolla (47)™? kaikilla t > 0 pitee

/nr@;,t)da; ~1.

TopISTUS. Suoraan laskemalla, katso [9] Lemma 3.2. O

LEMMA 2.22. Kaikilla x € R™ ja t > 0 fundamentaaliratkaisu I' toteuttaa ldm-
poytdlon.

TobisTus. Laskemme funktion I' osittaisderivaatat ja Laplace operaattorin

OF( 9 1 n _ﬁ_f_ 1 |z* _e2
R €x = - t _— € 4t
ot (4rt)n/2 2t (4rt)n/2 442
0 1 oz =2
D(x,t) = ———— “le= 5
oz, (%) (4mt)n/? T
2 1 1 2 1 2? P
T(,t) = -~ 5 4 T N5
o OO =~y G e
1 z|? 1 2 2
AT (2,t) = — L 2%, -2

(dmt)2 2t

(dmt)? 42 €

Nyt ndemme, ettd I'y(z,t) — Al'(z,t) = 0.

3. Jatkuva alkudata

Tutkimme ensimmaiseksi lampoyhtédlon alkuarvo-ongelmaa, jossa alkudatafunk-
tio g on jatkuva ja rajoitettu. Ensin on hyva perehtya tdhén yksinkertaisempaan ta-
paukseen, silld lokaalisti integroituvan alkudatan tapauksella on paljon yhtél&isyyksié
tahdn. Tama kappale on koostettu LuK-tutkielmani [9] avulla, joka kédyttdé ensisijai-
sena lihteend Evansin kirjaa [3].

LAUSE 3.1. Olkoon g € C(R") ja rajoitettu. TallGin funktio v : R™ x (0,00) — R

1 / e—'IZf‘Q
/ D(x — y, )g(y)dy

on ratkaisu ldmpdoyhtdilon alkuarvo-ongelmalle
w(z,t) — Agu(z,t) =0, R™ x (0,00)

{u(x,t) = g(x), R™ x {t = 0}.

TobisTus. Ensimmaéiseksi ndytdmme funktion v jatkuvuuden. Olkoon z,z € R"
jat,e, R > 0. Aloitamme kayttamélla funktion g rajoittuneisuutta

u(z,t) = 9(y)dy

ju(@,t) —u(z+2,8)| <C | [T(z—yt) =L@+ z—y1)dy.
Rn
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Jaamme integraalin kahteen palaan pallon B(x,3R) avulla. Saamme pallon sisilla
laskettavan integraalin pieneksi, koska I' on tasaisesti jatkuva. Arvioimme jéljelle
jaanytta kolmioepayhtélolla ylospéin, jolloin saamme
—y|? |otz—y|?
<C gy + ¢ e dy e
R"\B(az,3R) R™\B(z,3R)

Arvioimme ylospéin kasvattamalla integrointijoukkoja ja laskemme integraalin napa-
koordinaateissa

_lz—yl? LEEE y)?
<C 1w dy+ C e dy + €
R”\B(z,R) R™\B(z+2z,R)

—C’/ / e 4t'r” Ldhdr + €
<

< / e 4t7"” Ydr + ¢
R

< C'/ e Xetdr + ¢
R

<Cefie
< 2e,

kun R on suuri ja |z| on pieni.
Toiseksi ndytdmme erotusosaméadran avulla, ettéd ratkaisu u on derivoituva ja, etta
kaikilla x € R™ ja t > 0 pétee
~ [ swre-vod= [ g re-y.0d
x—1, = x —, .
Ers Rng Y Y Y ng Y Ers Y Y

Olkoon €, h, R > 0 ja z,e; = (0,...,1,...0) € R". Kuten edelld kidytdmme funktion g
rajoittuneisuutta ja jaamme integroinnin kahteen osaan pallon B = B(z,r) avulla

Jon gD ( + he; — y, t)cflLy — Je 9T (@ —y. t)dy /Rn g(y)aiir(a: —, t)dy‘
0 Jems U@+ hes —y, t)CflLy — Jemp (@ =y, t)dy B /Rn\B aip(x —y, t)dy‘
o fBF(:chhei—%t)Cliy—fBF‘” _ Baxir(x y,t)dy‘
SO‘ /n\B o+ hei =0~ To—pt) _ air(x L t)dy‘
‘e /BF(-Hhez ’h) Pe—yt) _ ;ir(:p y,t)dy'-

Pallon ulkopuolella kiaytdmme differentiaalilaskennan viliarvolausetta, jolla saamme
pisteen ¢ pisteiden x; ja x; + h vélistd. Pallon sisilld kirjoitamme funktioiden I' ero-
tuksen eri tavalla

0 0
/Rn\B &CiF(é’ —y,t) - 8%?(56 - yi)dy’

<C
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+0/1/hdr( + £d 1/har( Pdrd
- —I(x+re; —y, t)dr — — x —y,t)drdy|.
Lh ), dr 4 h ), oz ¥rarey
2|2
Funktion I' z;-derivaatta on —W%e’%. Voimme arvioida pallon ulkopuolen yli

laskettavaa integraalia kuten jatkuvuustodistuksessa, koska vakiot ja kerroin z; ei-
vit vaikuta kyseisiin arvioihin. Pallon sisdpuolella kidytdmme funktion %T tasaista
jatkuvuutta. Ndin saamme

0

1 h
Se—i—C/—/
Bh’ 0 (9:1:‘1
1 h
§e—|—0/—/edrdy
B hJo

= e+ Ce,

0
F _
oz, (x —y,1)

L(x+re; —y,t) —

drdy

kun R on suuri ja h on riittdvan pieni. Funktion u muut derivaatat ja niiden jat-
kuvuus voidaan todistaa samaan tapaan. Nyt kun olemme néyttdneet, ettd saamme
vaihtaa integroinnin ja derivoinnin jérjestyksen voimme helposti osoittaa, ettd funktio
u toteuttaa lampoyhtalon

up — Ayu = /H(Ft(x —y,t) — A (z —y,t))g(y)dy = 0.

Lopuksi todistamme vield alkuarvoehdon tayttymisen eli ndytdmme, etté kaikilla
pisteilld zp € R™ kun  — x¢ ja t — 04 niin u(x,t) — g(zo). Aloitamme valitsemalla
d > 0 siten, ettd kaikilla y € R™ joilla |y — x| < d pétee |g(y) — g(zo)| < e. Kayttiden
Lemmaa 2.21 saamme

|u(;v, t) - g($0)| =

/n 'z —y,t)g(y)dy — g(xo) /

Ensin yhdistdmme integraalit ja sitten jaamme integraalin kahteen osaan palloa B(z, ¢)
kayttaen

< / Dz — 4,8)lg(y) — glwo)ldy + / P(e — g, D)lg(y) — glzo)ldy
B(x0,8) R\ B(z0,0)
=1+ J

[(x— y,t)dy‘.

n

Pallon sisélla integroidessa voimme kayttad funktion g jatkuvuutta ja saamme
]S/ F(x—y,t)edyge/ [(x —y,t)dy = e.
B(SC(),(S) n

Osaa J laskettaessa |y — xg| > d ja koska x — x( niin voimme olettaa ettd |z — x| <
d/2. Néité ja kolmioepayhtélod kiyttaen teemme arvion

ly — ol <y —a[+ |z —xo] < |y —2[+6/2 < |y — x|+ |y — x0|/2
= |y —w0|/2 < |y — 2

Téata arviota ja funktion g rajoittuneisuutta kidyttden saamme

JSC’/ ['(z—y,t)dy
R™\B(x0,9)
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C _le—y?
= W e~ 4t dy
R"\ B(z0,d)

2
< %/ e_wlﬁg‘ dy
/2 oo\ B(ao s

)
C & 2
= — e~ 16t L dhdr.
el

Muuttujan 6 suhteen integroitava funktio on vakio ja se hévida vakioon C. Teemme
muuttujan vaihdon r? = 16t22

C o
< s / e (42214412 24z
)

2

t—04

att/
& 2
= C’/ e 2"z —— 0.
)
4t1/2

Viimeinen raja-arvo lasketaan kuten jatkuvuuden todistuksessa. O

Kuva 1. Esimerkkikuva lampoyhtdlon alkuarvo-ongelman ratkaisun
kayttaytymisestd yhdessd ulottuvuudessa. Alkudataksi on valittu

sin(%) — £ sin(x).

2

1.4

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2
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3.1. Epdhomogeeninen lampoyhtéls. Seuraavaksi perehdymme epdhomogee-
niseen ldmpoyhtaloon. Etsimme ratkaisua ongelmalle

w(x,t) — Agu(x,t) = f(x,t), R™x (0,00)
u(z,t) =0, R™ x {t =0},

jossa f on tunnettu jatkuva funktio R" x [0, 00) — R. Etsimme ratkaisua Duhamelin
periaatteen [2] avulla. Olkoon

eit,s) = [ Tlo =yt =95y
T#lloin v(z,t, s) on ratkaisu ongelmalle

vz, t, s) — Agv(x,t,s) =0, R" x (s,00)
v(x,s,s) = f(x,s), R™ x {t = s},
joka on homogeeninen alkuarvo-ongelma, jossa aloitushetki on siirretty kohtaan t = s.

Rakennamme ratkaisun epdhomogeeniselle lampoyhtélolle ratkaisun v(z,t, s) avulla.
Méarittelemme

u(z,t) = /Otv(a:,t,s)ds.

Laskemme derivaatat funktiolle u(z,t)

u(z,t) = v(x, t,t) —i—/o v (z,t, s)ds
= f(z,t)+ /vt($ t,s)ds

/ x t, s
:/ vi(z,t, s)ds,
0

ja huomaamme, ettd u,(x,t) — Au(x,t) = f(z,t). Lisdksi u(z,0) = foo v(z,0,s)ds =0,
joten wu(z,t) on epdhomogeenisen lampoyhtélon ratkaisu.

LAUSE 3.2. Olkoon f € C3'(R" x [0, 00)). Tillgin funktio u : R" x [0, 00) — R

u(z,t) = /Ot /n D(x —y,t—s)f(y,s)dyds

on ratkaisu epdhomogeeniselle lampaoyhtdlolle.

Tobistus. Funktion u derivaatta muuttujan ¢ suhteen on

(1) // (y, 8) fi(x —y,t — s)dyds

+ [ w05 - .0y,
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jossa jalkimmaéainen termi seuraa analyysin peruslauseesta ja ketjusddnnosta. Funktion
u Laplace-operaattori on

Ayu(z,t) = /Ot /n [(y,s)ALf(z —y,t — s)dyds,

joka voidaan laskea erotusosaméérilla samaan tapaan kuin Lauseessa 3.1. Ensim-
méiseksi osoitamme, ettd funktio u toteuttaa epdhomogeenisen lampoyhtélon kaikilla
x € R" ja t>0. Aloitamme yhdistamélld derivaattoja siséltédvét integraalit ja sen
jilkeen jaamme tdmén integraalin s—muuttujan suhteen kahteen osaan

w(z, t) — Agu(z, t) / /n (y, s 825 — A,)f(z —y,t— s))dyds
s [ D) e -y 00y
[ ] T~ ) =yt~ 5))dyds

€ 0
[ ] T = A)rte =gt = 9)dus

+/ Ly, t) f(x —y,0)dy
=:I'+ I+

Huomaa, ettd operaattorin A, voi vaihtaa téssé tapauksessa operaattoriin A, kos-
ka kerroin —1 tulee kahteen kertaan, jolloin etumerkki ei muutu. Osaa I' laskiessa
ensimmaiseksi vaihdamme integraalien jéarjestyksen

//n (Y, 8) (=52 — A f( —y,t — s))dyds
// (v, ) 557 (@ =yt = s)dsdy — // (Y, $)Ay f(z — y, t — s)dyds.

Valitsemme R > 0 siten, ettd funktion f kantaja on pallon B(0, R) sisilld. Kay-
tdmme molemmissa paloissa osittaisintegrointia siirtdmédn derivaatat funktiolle I'.
Operaattoria A, kisitellessé integointi voidaan rajoittaa joukkoon B(0,2R), koska
funktio f on nolla sen ulkopuolella. Néin ollen osittaisintegroinnissa pallon reunan yli
laskettavat integraalit ovat nollia (katso Lause 2.16).

_/n /tF(@/,S)f(x—y,t—s)der/n /: %F(y,s)f(g;_y,t_s)dsdy

//B(OZR y,8)f(x —y,t — s)dyds
:_/ F(y,t)f(x—y,0)+/ Ty, ) f(x — .t — )y

//—Ty, x—y,t—sdyds—/ /AFy, flx —y,t — s)dyds

=Jan JIUE- y)l“(y )] f(z—y,t—s)dyds=0




15
—— P+ [ T@of -t - oy

Oletuksen f € 0371 ansiosta funktion f ensimmaéisen ja toisen kertaluvun derivaatat
ovat rajoitettuja. Arvioimme niité osassa I? vakiolla ja saamme

Is §/ / I'(y,s)Cdyds < eC.
0 n

Yhdistdmme ylld olevat arviot

ug(z,t) — Agu(z,t) =lim [ T(y,e)f(x —y,t —e)dy — I +eC + I?

e—0 R™

= f(z,1).

Raja-arvo jossa € — 0 lasketaan samaan tapaan kuin alkuarvoehdon toteutuminen
Lauseessa 3.1. Naytdmme vield alkuarvoehdon toteutumisen. Olkoon € > 0. Koska
funktio f on rajoitettu, arvioimme sitd ylha#lta vakiolla ja saamme Lemman 2.21
avulla

u(z,0) = lim /6/ D(y,s)f(z —y,e — s)dyds
o Jre

e—0

< limC/ / I'(y, s)dyds
e—0 0 n

=lim Ce = 0.
e—0

O

Integraalin ja derivaatan lineaarisuuden ansiosta saamme ratkaisun epdhomogee-
niselle alkuarvo-ongelmalle summaamalla edellisié tuloksia.

LAUSE 3.3. Ldmpdyhtdilon epidhomogeeniselle alkuarvo-ongelmalle

{ut(x,t) — Ayu(z,t) = f(z), R™x(0,00)
u(z,0) = g(z), R™ x {t =0}

saadaan ratkaisu kaavasta
t
)= [ P —p g+ [ [ Tyt =50 )dyas.
n 0 n

ToDISTUS. Merkitsemme ratkaisua v = v 4+ w. Saamme ensimmaisen ehdon suo-
raan derivoimalla

u—Au=v,—Av+w, —Aw =0+ f = f.
Ja toisen ehdon saamme laskemalla

u(z,0) = v(z,0) + w(z,0) = g(z) + 0 = g(x).
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3.2. Ratkaisun yksikésitteisyys. Lampoyhtialon alkuarvo-ongelman ratkaisu
saadaan yksikésitteiseksi, jos ratkaisun kasvunopeutta rajoitetaan. Seuraavaksi todis-
tamme kasvuehdon avulla lampoyhtélolle maksimiperiaatteen ja sen avulla todistam-
me ratkaisun yksikéasitteisyyden. Myohemmin kappaleessa 4 ndytdmme, ettd kasvueh-
to on véalttamaton oletus yksikésitteisyyden saavuttamiseksi. Kappaleessa on kéytet-
ty ldhteend Evansin kirjaa [3]. Lauseen 3.5 todistuksen alkuperiiksi kirjassa annetaan
[15] ja Lauseen 3.6 todistukselle [7].

MAARITELMA 3.4. Olkoon €2 avoin ja yhten&inen joukko. Méérittelemme joukot
Qr =Q x (0, T)
0,Qr = (2 x {0}) U (09 x [0,T7).

LAUSE 3.5. Maksimiperiaate rajoitetussa joukossa. Olkoon ) avoin ja yhtendinen
joukko ja olkoon u € C*'(Qr)NC(9,Qr) ratkaisu limpdyhtdlélle joukossa Qr. Tdlldin

maxu = maxu.
QT apQT

TobisTus. Katso [3] luku 2 Lause 4. O

LAUSE 3.6. Maksimiperiaate rajoittamattomassa joukossa. Olkoon g € C(R™) ja
u e C*(R™ x {0}) N C(R" x [0,T]) ratkaisu ongelmalle
u—Au=0, R"x(0,7)
u=g, R™ x {t = 0}.
Lisiksi jos funktion u kasvu on rajoitettua siten, ettd joillakin o, C' > 0
u(z,t) < Ce®’ (z,t) e R x [0,T7,
nn
Sup % =supg.
R7 %[0, T] R7
TobisTtus. Kiinnitdmme luvun g > 0 ja pisteen y € R” ja méarittelemme apu-
funktion

2
ﬁeéﬂlg—z—t) .

Télloin funktio v toteuttaa lampoyhtélon v, — Av = 0 joukossa R™ x (0, 7). Olkoon
r>0,Q = B(y,r) ja Qr = B(y,r) x (0,7). Aluksi oletamme, ettd 4a7 < 1 ja
valitsemme € > 0 siten, ettd 4a(T" + €) < 1. Tavoitteenamme on nayttaa

v(x,t) = u(x,t) —

v(y,t) <supv < sup v < supyg,
Or 9pQr Rn

jonka jélkeen saamme
u(y,t) = limv(y,t) < supg.

Ensimmaéinen epayhtilo on selvi, koska piste y kuuluu joukkoon Q. Toisen epayhté-
16n saamme rajoitetun joukon maksimiperiaatteesta 3.5. Kolmatta varten katsomme
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joukkoa 0, kahdessa osassa. Ensin katsomme "pohjaa” eli x € Q ja t = 0. Télloin

" lz—yl®

v(z,0) = u(z,0) — ei ™9 < u(x,0) = g(z).

(T — e)n/?
"Seinilld” eli joukossa jossa |z —y| = r ja 0 < t < T kdytdmme ensin funktion u
kasvuehtoa
[ I
U(l’7t) = u(x, t) — meMT—e—ﬂ
2
<Ceelel — ____F amEen
=T T et

Teemme kolmioepayhtalolld arvion || < |z —y| + |y| < r+ |y| ja oletuksesta 4a(T" +
€) < 1 saamme

1
—  _>a=>—— =
T+e “T 17+ 17

jollakin v > 0. Kéyttéden naitd kahta saamme funktiolle v arvion

a(r+ly)? _ _ F (aty)r?
v(x,t) < Ce - E)n/2€

< supg,
R7
koska jilkimméisen termin 72 kerroin a4 v on suurempi kuin ensimméisen termin r?
kerroin «. Téll6in kun 7 on riittdvén suuri erotus on pieni. Lopuksi toteamme viel4,
ettd jos alussa tekemdmme oletus 4aT < 1 ei ole tosi, valitsemme 7" = 1/(8a) ja
jaamme vilin [0, 7] pienempiin véleihin [0,77],[7",27"]... ja kidytdmme yll& olevia
laskuja jokaiselle vilille. 0

LAUSE 3.7. Olkoon g € C(R") ja f € C(R" x [0,T]). Tdlloin ongelmalla
{ut —Au=f, R*"x(0,7T)
u=g, R" x {t =0}
on korkeintaan yksi kasvuehdon
lu(z, )] < Ce®™ (2,t) € R" x [0, T
toteuttava ratkaisu joukossa C**(R™ x {0}) N C(R™ x [0,T)).

Tobistus. Olkoon u ja v kaksi kasvuehdon toteuttavaa ratkaisua. Talloin funk-
tiolle u — v pétee

(u—v)—Alu—v)=u —Au— (v, —Av)=f— f=0, R"x(0,7T)
u—v=g—g=0, R™ x {t =0}
ja
lu(z,t) —v(z, )] < |u(z, t)] + oz, t)| < 20,

Funktio u—v on siis ratkaisu homogeenisen lampoyhtélon alkuarvo-ongelmalle ja néin
ollen voimme soveltaa siihen maksimiperiaatetta

u—v <sup(g—g)=0.
Rn
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Teemme saman toisinpéin lasketulle erotukselle v — u ja sen jialkeen voimme todeta,
ettd funktiot ovat samat. U

4. Yksikésitteisyyden vastaesimerkki

Téssé kappaleessa naytamme, etté ratkaisun yksikésitteisyys ei ole totta ilman rat-
kaisun kasvua rajoittavaa ehtoa. Teemme sen rakentamalla yhdelle alkuarvo-ongelmalle
triviaalin nollaratkaisun liséksi toisen nollasta poikkeavan ratkaisun. Kappale seuraa
DiBenedetton kirjan [1] luvun 5 kappaletta 5. Kirjassa annetaan vastaesimerkin al-
kuperéislahteeksi Tychonovin julkaisu [14].

LAUSE 4.1. On olemassa nollasta poikkeava ratkaisu alkuarvo-ongelmalle

ur(z,t) — Uge(z,t) =0, R x (0,00)
u(z,t) =0, R x {t = 0}.

TobpisTus. Médrittelemme apufunktion ¢ : C — C ja sen avulla funktion wu :

R x (0, 00) — R. Olkoon
e_z%, z#0
o(z) = { .

0, z=10

seka

n=0
0, t=
Suoraan laskemalla saamme
. o0 n l.2n
(e, t) = 2 (O gy =0
n=0
d2 o dn .1'2”_2
—u = —o(t)2n(2n — 1
dz2" ;dtngp() =15
o n I.Z(nfl)
=3 et s
; dtn (2(n —1))!
o0 dn—l—l x2n d

¢ i
2 P g =

jos derivaattojen siirtdminen summien sisélle on sallittua. Téstd ndemme, ettéd funk-
tio u on lampdyhtélon alkuarvo-ongelman ratkaisu. Meidédn on vield todistettava, ettéa
saamme viedd raja-arvon ja derivaatan summan sisélle. Saamme tehda sen, jos ylla
olevat sarjat ovat tasaisesti suppenevia (katso esimerkiksi Rudinin kirja [12] Lause
7.17). Tata varten etsimme tasaisesti suppenevan sarjan, jossa on funktiossa u esiin-
tyvaé sarjaa suuremmat termit.

Kaytdmme funktion u derivaattatermin arvioimiseen kompleksianalyysin Cauc-
hyn lausetta. Funktio ¢ on analyyttinen joukossa C \ {0}. Samaistamme ¢-akselin
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kompleksitason reaaliakselin kanssa. Kun ¢t > 0 on kiinnitetty, ympyrdn muotoinen
polku

t
’Y:{Z:t+561970<8§2ﬂ}

ei kosketa origoa. Talloin Cauchyn lauseen mukaan kaikilla n € N

d” !

o= / G

dt 2mi J, (2 —1)
Arvioimme tatd ylospéin

n n! e—Re(z*2)
—ot) < — | —————|dz|.
‘dtngp( )‘ =2/, 4l

|z —t|"1 = (¢/2)"*! koska integroimme ympyrén « kehillid. Kéyttien titi laskemme
eteenpéin

t
_,ieze

2

n n+1 2w .
i (1t)‘<—”!2 / e Rellt+3¢)™) do.

dtr - 2t

Koska Re() termi on positiivinen e~ 70 saa suurimman arvonsa, kun Re() on lihelld
nollaa. Arvioimme eksponenttia

t 1 1 1
Re((t+-e")?) =Re(t?——— | =t77 >
e(( 2° ) ) e( 14 e + 1ei20 14 cosf + §cos20 — 4t

koska nimittajan suurin arvo on 4, kun 0 < 6 < 27. Nyt saamme

n 1on 2w n
d t ‘ < n'2 / e 1z df = n!i—ne_zé?.
0

W = o

Kayttaen tata arviota palaamme arvioimaan funtiossa u esiintyvaa sarjaa

& n x2n > on ) :L‘Zn ) e 1 :L.Qn
—(t < l—e a2 <e aZ —_—
— dt”gp( )(271)! - nzzon T (2n)! — < nZ:O t n!

Toisessa epayhtélossd kiytimme Stirlingin [13] epayhtélod

2"n! < 1
(2n)! — n!’

Olkoon = € R,t > 0 ja a > 0. Télloin kaikilla |z| < a sarja on rajoitettu suppenevalla
sarjalla

Néin ollen sarja suppenee tasaisesti jokaisen pisteen (z,t) € R x (0, 00) ympéaristossé.
O
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KuvA 2. Ensimmadiset 21 termiéd yksikasitteisyyden vastaesimerkki-
funktion sarjasta.

3e+015

2e+015 [

L 2e+015
le+015

le+015
0

L 0
-le+015

L -1e+015
-2e+015

-2e+015

-3e+015

5.4

1

loc

5. Ratkaisun olemassaolo ja yksikésitteisyys L
alkudatalle

(R™) mielessi otetulle

Alkuarvo-ongelman alkudatan g ei tarvitse olla jatkuva, jotta ongelmalle 16ytyy
ratkaisu. Tésséd kappaleessa osoitamme, ettéd lokaalisti integroituva alkudata riittaa.
Tulokset ovat samankaltaisia kuin jatkuvan alkudatan tapauksessa ja todistuksistakin
16ytyy samat ideat, mutta alkuarvojen késittely on monimutkaisempaa. Lampdyhté-
16n toteutumisen todistus Lauseessa 5.1 on itse kehitetty kdyttden Lauseen 3.1 ideoita.
Lauseen toinen véite ja Lause 5.4 ovat DiBenedetton kirjasta [1] luvusta 5 kappaleet
4 ja 6.

LAUSE 5.1. Olkoon g € L. _(R") ja g toteuttaa kasvuehdon |g(z)| < Cpe®ol”

loc
melkein kaikilla |x| > 1o joillakin Co, ag, 9 > 0. Tdlldin funktio

ulat) = [ Tla = 09wy

toteuttaa limpdoyhtilon joukossa R™ x (0,T) kaikilla T € (0, ).

’ dag
Lisdiksi kaikilla € € (0, ﬁ) on olemassa vakiot o, C,r > 0, jotka ritppuvat vakiois-

ta Cy, g, ro,n ja € siten, etti kaikilla |x| > r ja kaikilla 0 < t < ﬁ

2

€ alz)?
€, %)HQHLB(O,?"O) + Cleal”,

ule, 8)] < r(
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TobisTus. Kuten jatkuvan alkudatan tapauksessa kappaleessa 3 haluamme néyt-
taa, ettd funktion u derivaatat saa viedd integraalin sisélle, jolloin 1ampoyhtélon to-
teutumisen nayttadminen on helppoa. Toisin sanoen haluamme osoittaa, ettéd kaikilla
reR"jat e (0, ﬁ) péatee

0 0
I'(z — = DNz — _
oz, /R =y tigly)dy = | 5 -Dlo =y Dg(y)dy

Teemme tdmén kayttden erotusosaméiraéd. Kiinnitetddn x ja t ja olkoon e; =
(0,...,1,...,0) yksikkovektori ja h € R, h # 0. Aloitetaan arviointi jakamalla inte-
graalit kahteen kéyttden palloa B(0,7), jossa r > 1

Jon D + he; —y, t)g(y)c;Ly ~ Jen L@~y )9(W)dy 5 aiif(a: ~y, t)g(y)dy’
B / (T(x + he; — y, t>h— Lz —y,1)gly) 8(1”:6 —y, t)g(y)dy‘
- /B(O ) (D + he: —y, )h Pz —y.0)9w) _ air(x - y,t)g(y)dy‘

+

/ (F(x+hei—y,t) =T(x—y,)gly) 0
R™\B(0,r) h

I (r—
T = .00

=1+ J

Pallon sisélld kdytamme valiarvolausetta ja 16yddmme pisteen £ pisteiden x —y + he;
ja x — y viliseltd janalta, jolle pétee

[(x—y+ hej,t) —D(x—y,t) =

0

Kaytdmme funktion %F tasaista jatkuvuutta ja saamme

<[
B(0,r)

kun A on riittdvan pieni. Pallon ulkopuolella kiaytdmme funktion g kasvuehtoa. Vaih-
damme tarvittaessa g(z) = 0 joukossa jossa |x| > rg ja g ei toteuta kasvuehtoa. TAméa
ei vaikuta integraalin suuruuteen, koska joukko on nollamittainen. Kasvuehdon avulla
saamme

0
— <
Mf(w Y, t)|g(y)dy < e,

() -

1 0
‘/ E(F r —y+he,t) — Tz —y,t) —h3 F(ﬂf—y,t))g(y)dy‘
R"\B(0,r) T
1 1 |z —y+he;|? 1 |w—y|? h x; 2?2 y\
1 _ ! B = i, Ch aolyl? g
’ /\ o) h( e e ven e PET P TR ) ‘ y'
/ O == y+h€z\ I hl‘l — 2t _lz—y|® y\ ao‘y|2dy

Q

2t

>

== y+he;|?
—2max 4t
n\B(0,r)

\z4y| } a0|y|2dy
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Kasittelemme maksimitapaukset erikseen. Ensimmaéisessé tapauksessa kun r on suuri
|z + he;| on mitdttomén pieni |y| verrattuna. Merkitsemme

& + he; — y? = (1= 0)[yl”
ja valitsemme 7 niin suureksi, ettéd ylld olevalle § > 0 pétee
1 4] - 1—90
dag 4oy 4t

Kayttéden téatéd arviota saamme
[ Ctery e,
R\ B(0,r)

riittéviin isolla r, silld |y|* kerroin on negatiivinen. Toinen maksimitapaus késitelldfin
samoin, koska eksponenttifunktion kerroin ei vaikuta tdhén integraaliin.

Néin ollen olemme saaneet niytettyé, ettd erotusosaméirian ja integraalin, jossa
derivointi on viety sisdén, erotus on niin pieni kuin haluamme riittdvéan pienella h ja
isolla 7.

Koska funktion I' kaikki derivaatat ovat jatkuvia ja rajoitettuja, korkeamman as-
teen derivaatat ja niiden jatkuvuus saadaan néilld samoilla todistuksilla. Nyt voimme
osoittaa, ettd u toteuttaa lampdoyhtilon

0 0
ut—Au:/EFg—/AFg:/(EF—AF)g:O

Lopuksi ndytdmme funktion v kasvun rajoittuneisuuden. Kiinnitdmme e € (0, ﬁ)
ja x € R" siten, ettd |z| > rq + € := r. Kirjoitamme funktion v mé&érittelevin

integraalin kahdessa osassa

/| Iz —y,t)g(y)dy + / D(z =y, t)g(y)dy .= I' + I”.

[y|>ro
Ensimmaéisté integraalia arvioidessa |z — y| > ¢, jolloin

2

€
7)< sup e Olglhonmy < (& 5 oo

Funktion I'" supremumin 16ydédmme funktion muodon ja sen derivaatan nollakohdan
avulla.
Toisen integraalin arvioimisen aloitamme tekemélld muuttujanvaihdon y — x =
2v/tn
1 >
</ eI (V) g + 2V/En)d,
|z+2+/tn|>r0 (4t)n/?

Seuraavaksi kdytdmme funktion g kasvuehtoa
C
72 < / y el g
|z42v/tn|>ro

ja arvioimme eksponenttia ylospéin

 + 2vtn|* < (Jz| + 2vEn))* < 22(|=? + (2Vn))?) < 4|=[? + 8t|n|.
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Talloin kaikilla x joilla || > ro + € saamme

12| < Cyr—"/2etoolel” / e—(1-Saatln g,

n

Integraali suppenee, koska t < ﬁ. Niin ollen |I?| < Ce®l#l | jossa

O = Cyr—r/? / e~ (1=0080lnP g 3

o = 40(0.
U

HuomauTUus 5.2. Lauseessa 5.1 joukko, jossa funktion u kasvu on rajoitettua ei
ole optimaalinen. On mahdollista kasvattaa muuttujan ¢ ldhtéjoukkoa hieman katso

[1] luku 5 Propositio 4.1.

Seuraavaksi kisittelemme alkuarvo-ongelmaa L], (R") alkudatalla. Toisin kuin

jatkuvassa tapauksessa reunachdon toteutuminen ei ole yksinkertainen raja-arvo.

MAARITELMA 5.3. Kun sanomme, etté alkudata on otettu L}, (R"™) mielessé tar-
koitamme, etté kaikilla kompakteilla joukoilla K C R"™ pétee

u(-t) = glli,x =0,
kun ¢t — 0.

LAUSE 5.4. Olkoon g € L}, .(R") ja g toteuttaa Lauseen 5.1 kasvuehdon. Télléin
kaikilla T € (0, i) alkuarvo-ongelmalla

ug(z,t) — Au(x,t) =0, R" x (0,7]
u(x,0) = g(r), alkudata otettu L}, (R™) mielessi

loc

on olemassa ratkaisu
ulwt) = [ T~ y.gl)dy

joka on yksikdsitteinen Lauseen 3.6 kasvuehdon toteuttavien funktioiden luokassa.

TobpisTus. Lampoyhtdlon toteutuminen on Lauseessa 5.1. Alkuarvoehdon toteu-
tumisen todistamiseksi riittaé osoittaa, etté kaikilla p > ry pétee

lim [[u(-,t) — gll1,5, =0,
t—04
silld avaruudessa R™ jokainen kompakti joukko K kuuluu johonkin palloon B, =

B(0,p) kunhan p > 0 on riittdvén suuri. Kun p on kiinnitetty, kehitimme lauseen
2.19 avulla funktiojonon {g¢,,}, jossa g, € C*(R") kaikilla m € N ja

|gm — 9l|1,B,, — 0, kun m — oo seka
g (z)| < Ce®** | kun |z| > ry kaikilla m € N.

Koska Lemman 2.21 mukaan funktion I' integraali on yksi, melkein kaikilla x € R"”
patee

u(e, 1) — g(x)] =

/;mx—%wmw@—g@>

< [ Tl .blgt) - o(o)ldy
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Liséksi melkein kaikille z,y € R™ saamme kolmioepéayhtalolla

19(y) — 9(@)] < [9(y) = gmW)| + [gm(2) — g(@)] + |gm(y) — gm(2)].

Yhdistamaélld nama kaksi arviota saamme kolme integraalia joita arvioimme erikseen
lu(-t) —9O)lls, = | lule,t) — g(x)|dz
BP
< [ [ T p0lo0) - gu(w)ldyda
B, JR®
+/ / I'(@ =y, )|gm(y) — gm(@)|dydz
B, JR~
4 [ P 0lan(a) - o) dyds
B, JR®
="+ 1P+ 1P
Jaamme integraalin I' vield kahteen osaan

! S/B /| , D@ =9,0l9(y) = gm(y)ldyda
! /B /|y|>zp L(z —y,1)[9(y) — gm(y)|dydz

— ]’1,1 +Il’2.

Joukko, jossa |y| = 2p jad pois, mutta integraali ei pienenny, koska joukko on nol-
lamittainen. Ensiksi vaihdetaan integroinnin jirjestys ja tuodaan |g(y) — gm(y)| ulos
x-integraalista ja tdmén jédlkeen kdytetddn Lemmaa 2.21 funktion I' integraaliin

M = / 19(y) — gm(y)| | T(z —y,t)dzdy
lyl<2p By

< [l - ol [ T~ yotydedy
|y|<2p Rn
= [lg — 9m||1,32p-

Osaa I'? arvioidessa |y —x| > p, koska |z| < pja |y| > 2p. Teemme muuttujanvaihdon
y — x = 2v/tn ja kidytdmme kasvuehtoa funktioille g ja gy,

"2 S/B /|>2 C(z =y, )(lgW)| + lgm(y))dy

1 n
S/ / n/ze_‘”|22060“2\/£"+z|22"\/¥ dndz.
By |77|>2:';ﬂ (47Tt>

Arvioimme eksponenttia

al2Vtn + z|* < ad|z|? + 8at|n|? < 4ap® + 8at|n|?
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Nyt lauseke ei enéé riipu muuttujasta x ja joukon B, yli laskettavasta integraalista
tulee joukon mitta |B,|

2 < 2C7T—n/2|Bp|e4ap2 / e—(l—Sat)WPdn

>3
Kun ¢ on tarpeeksi ldhelld nollaa (1 — 8at) > 3, jolloin

t—=04

"2 < QC’W_”/2|Bp|e4ap2/ ezl qp 25 0,

_p_
‘77|>2\/{

Olkoon o € (0,1). Jaamme myés integraalin I* kahteen osaan

= /Bp L—y@ Lz =4, 8)lgm(y) — gm(@)ldydz
! /Bp /|$y>a Dz — y,8)[gm(y) — gm(z)|dydz

— [2,1 +[2,2.

Kuten aikaisemmin nollamittaisen joukon pois jattdminen ei pienenné integraalia. Ol-
koon h,,(-) funktion g,, jatkuvuusmoduli eli funktio joka kuvaa tasaisen jatkuvuuden
méiirdd. Talloin integraalista I%! tulee

PU<h(e) [ [ Ty t)dyds < ho(o)|B|
B, Ja—yl<o

Integraali /%2 on samankaltainen kuin /2. Kdytdmme samaa muuttujanvaihtoa y —

T =2/tn

1 e .
re< | /| g oY+ 2) 4 g0l (23D
P 77>2Lﬂ

< 7r”/2/ / e g (2Vtn + ) + g ()| dnda.
By |77|>2Lﬂ

Kaikilla t > 0 jan € R”
|9m 2Vt + @) + g ()] < |gm (2VE0 + 2)| + g ()]
Jos 2v/t|n| < 2p, niin 2v/t|n| + |z| < 3p ja tilloin
(9 (2V/t0 + )| + g (@)] < 2llgmlloo. 5,
Jos 2v/t|n| > 2p, niin kiytimme kasvuehtoa ja saamme

[0 :E2
|9 2Vt + T)| + g ()] < Ce?PVIHl 19|05,

S C€4ocp2+80¢t|77|2 + HgmHoo’ng.

Naiin ollen molemmissa tapauksissa toimiva arvio on

|9m(2\/£77 + J7> + gm(x)| S Ce4ocp2+8at|n|2 + 2||gm||00733p'
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Arvion jalkeen integraali ei enédé riipu muuttujasta  ja sen yli laskettavasta integraa-
lista tulee joukon B, mitta

122 < 7T7”/2|Bp‘ eI’ (C€4ap2+8at|nl2 + 2Hgm’|00733p)d77
Inl>32%
Inl> 5% nl> 52

Kuten integraalissa I'? kun ¢ on tarpeeksi pieni (1 — 8at) > % ja talloin saamme

t—0
% —50.

Integraalissa I huomaamme, etti |g,,(x) — g(z)| ei ole muuttujasta y riippuvainen ja
taas kdayttden Lemmaa 2.21 saamme

[3 = Hgm _ng,Bp S Hgm _ng,ng-

Lopulta yhdistamalld kaikki osat saamme
/ [u(z,t) = g(2)|dz < 2||gm — gll1,p,, + OV2(t) + |Bylhi(0) + O*2().
BP

Nyt kaikilla m € N kun o — 0 ja t — 0 saamme

< 3||gm — 9|1,Bsp>

joka on pieni tarpeeksi suurilla m jonon {g,,} valinnasta johtuen.
Ratkaisun yksikésitteisyyden todistamiseksi meidén téytyisi saada vastaavanlai-
nen maksimiperiaate kuin Lauseessa 3.6. Todistus jéda tdmén tyon laajuuden ulko-

puolelle L}, (R") mielessi otetun alkudatan aiheuttamien laskujen takia. O

6. Arvioita ldhelld ajanhetked t=0

Olkoon funktio u lampoyhtédlon ratkaisu kuten Lauseessa 5.1. Téssd kappalees-
sa tutkimme funktioiden |u| ja |Du| kdyttadytymistéd, kun ¢ — 0,. Tulemme tarvitse-
madn tdménkaltaisia arvioita, kun késittelemme epadhomogeenista alkuarvo-ongelmaa
L} (R™) mielessd. Lauseen 5.1 alkudatan g kasvua rajoittavassa ehdossa riittavin suu-
rella Cy voimme olettaa, ettd o = 0, koska g on lokaalisti rajoitettu. Téma kappale
seuraa DiBenedetton kirjan [1] luvun 5 kappaletta 8, mutta laskuihin on lisdtty run-

saasti valivaiheita.

LAUSE 6.1. Olkoon g € L2 (R") funktio siten, etti |g(z)] < Coe® ™ kaikilla

loc
x € R"™ joillakin vakioilla Cy > 0 ja ag, ja olkoon w ldmpoyhtdlon ratkaisu kuten

Lauseessa 5.1. Tdlloin kaikilla p > 0 on olemassa vakiot Ay ja Ay, jotka rigppuvat
vain vakioista p, n, o ja Cy, joilla

ju(z,1)| < Ao,
|Du(z,t)| < Ayt=1/?
kaikilla v € B, ja 0 <t < T)/2.



27

TobisTus. Olkoon u ja ¢ kuten ylli. Kéyttien muuttujanvaihtoa y — 2 = 2v/tn
ja kasvuehtoa saamme

o) = [ T yt)lg(w)ldy

_ ﬁ / @V e g(2vin + 2)ldn

1/2 / €*|n|2006a0|2\/¥n+1|2dn
sk n

1

- qn/2

::ﬂ.7W2Che4aMpPL/" ¢~ (1=saaln? g

n

/€—|77|20060¢0(43?|2+8t|77|2)d77

Kun ¢ on riittdvén pieni, niin (1 —8agt) > % ja napakoordinaatteja kdyttden saamme

o
_ 2 _ _ 1.2
lu(z,t)] < /25, Coeteolel / r" e dr = Ay,
0

jossa w, on n-ulotteisen yksikkopallon mitta. Lauseessa 5.1 osoitimme, etté funktion
u derivaatan saa viedd integraalin sisdlle. Arvioimme samaan tapaan kuin ylla

Duw )l = [ UG — oty
1

< e Inl? Wty + x)|d

_ﬂn/zﬁfwlnl 1902V + 2)ldn
Coe4a0|p‘2

T m2VE e

< 122y Ceenlol? / Cne i = 24,

0
jossa w, on yksikkopallon mitta. O

‘n|€*(1*8aot)|77\2d7]

MAARITELMA 6.2. Olkoon f : R™ — R. Sanomme, ettd f on lokaalisti Holder-
jatkuva ja merkitsemme f € C? (R"), jos jollain § € (0,1) kaikille kompakteille

loc
joukoille K C R™ on olemassa vain luvusta n ja joukon K halkaisijasta riippuva vakio

D, jolla
l9(x1) — g(x2)| < D]y — 552|(S
kaikilla x1, x5 € R".

Seuraavaksi tutkimme ratkaisun u derivaattojen u; ja ug,q, 4,5 =1,2,...,n kiyt-
taytymistd hieman tiukemmilla ehdoilla. Vaadimme, ettéd alkudata g on lokaalisti
Holder-jatkuva.

LAUSE 6.3. Olkoon funktiot u ja g kuten Lauseessa 6.1 ja lisikst oletetaan, ettd
g € C) (R™). Tdllsin kaikilla p > 0 on olemassa vain luvuista p, n, oy, Co ja D
riigppuva vakio A, jolla

e (2, )] + [y, (2, )| < AP
kaikillax € B,, 0 <t <T,i,j=1,2,...,N.
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ToDISTUS. Arvioimme ensin funktion u z;x;-osittaisderivaattoja

82
s L=t

82
= T(r —
‘/nﬁi% (v y,t)g(y)dy‘

‘umimj (x, t)‘ =

82
/Rn By, O P(a - y»t)g(y)dy‘,

h,k=1 k

Ja arvioimme t-derivaattaa

el =| 5 [ T~ w00t

_ L ot L Jo—yl? e
- / n<_(47rt)”/22_t6 A G e ¢ " )IWdy

< / 7 y|2F(:v ~v, t)g(y)dy‘

4t?
ni €Ty — Ty —
_ 2 h—1(Tn 4?:)( h yh)F(I—y,t)g(?/)dy‘
RTL
n 82
< _ :
= Z /Rn axhﬁxkr(x y,t)g(y)d?/‘
hk=1

Aloitamme Lemman 2.21 tuloksesta
/ ['(x—y,t)dy = 1.

Jos derivoimme ylld olevan yhtédlon molemmin puolin, yhtdsuuruus séilyy. Liséksi
huomaamme, ettad jos vaihdamme funktion I'(x — y,t) z-derivaatat y-derivaattoihin
yhtésuuruus séilyy, koska kerroin —1 tulee kahteen kertaan

82 2
'z —y,t)dy = 'z —y,t)d
8xh8xk /Rn (iC Y ) y R 3xh8xk (iL‘ Y ) 4

82
= I'(x —y,t)dy = 0.
/IR" OynOyi, ( Y ) Y

Kerromme vield yhtdlon molemmat puolet luvulla —g(z) ja laskemme summan muut-
tujien h ja k yli

— 'z —y,t)g(x)dy = 0.
> | g =gty

Lisddamme néin kirjoitetun nollan funktion u derivaattojen arvioihin, yhdistimme
integraalit ja otamme yhteisia tekijoitd. Olemme saaneet summan muotoon

e (2, )] + [ty (2, 8)] <2
k=1

/R" 3yf<9ykr($ —y,t)(9(y) — g(x))dy|.
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Summan termeisté joissa h = k saamme

n

Z (_ il“(:v )+ Mr(x — y,t)>

2t 42
k=1
et I( t)
-+ — T — .
—\ 2t 4t2 Y

Tapauksissa joissa h # k saamme

zn: (xn, — yn) (2K — yk)F(x

—y,t
v y,t)
hk=1
hetk
- (1 — y1) (T — yr) - (22 — o) (Th — Yi)
=2 E Iz -yt 2 E INx — vy, t
~ 4t2 (x y? ) + k:3 4t2 (x y? ) +

"~ (Tn2 — Yn—2)(Tk — Uk) (Tn-1 = Yn1)(Tn — Yn)
2 E N —uy. t 2 e —vy.1).

Indeksien jarjestystéd vaihtamalla voimme olettaa, etté

(@1 = y)| > |(22 = y2)[ = -+ = (w0 = ya)l-

Néin ollen voimme arvioida kaikkia summan termejéa ylospéin

<2(n — 1)Mr(x —y,t) +2(n — Q)Mr(x —y,t) +

42 42
2 2
To — Y Tp—1 — Yn—
+2-2%F(m—y,t)+2( 14152 1) I(z—y,t)
2
z—y

Kéayttéden néitd kahta arviota palaamme takaisin funktion u t- ja z;z;-derivaattojen
summan arvioon

<dn / (’x —uf + l)F(ﬂs =y, t)]g(y) — g(z)|dy

4¢2 2t

<o [ » (ﬂ 3 )T = e lato) ~ o)l

22 t

2
r—Yy 1
+2n/|| ) <| 2t2| +¥)F($—y,t)|g(y)_g(x)|dy
y|>2p
::]1—‘1_[2.

Arvioimme [; osaa kidyttamélld funktion g Holder-jatkuvuutta ja sen jialkeen teemme
muuttujanvaihdon y — x = 2v/tn

2nD lz—y* = y|°\ _le—u?
H, < (i) ( 22 + r e % dy
lyl<2p

2n.D VO P VO Il e
e OR
(4mt)n/? y|<2p( 2t2 * t e (2
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2nD 26 / 2
== (2[n)** + |n|*)e~ " dn

an/2 $1-2/8 Wl<2p

onD 20

> n—1 246 8\ . —r?
i —— T 2r 0 4 %) e dr
/2 f1-2/5 /0

Integraali suppenee termin e’ ansioista, joten I; < Ayt9/271 Osaa I, arvioidessa
kdytdmme samaa muuttujanvaihtoa, kolmioepayhtéloa ja alkudatan g kasvuehtoa

VDl 1) L e

= | ( . e g+ 2v) — g(@)|(2VE)"dy
‘77|>P/2\/£ 2t2 t (47Tt>n/2

2n 2n)? +1

—€

T2 2t

2
< QnCo/ 2| +1ef\n\z26a0(4lw\2+8t\n|2)dn
T2 Jispevi

*WQC’O (eao\er?\/iTI\Q + 6040|1|2) dn

2

< 4nCyetaor 2n|* +1 —(1-8aot)[n|? g

— n/2 ¢ T
T Inl>p/2Vt ¢

Kun ¢ on tarpeeksi pieni, niin (1 — 8agt) > % ja talloin saamme arvion

a 2
L < #7271 sup G / L 167%“7‘26177
- t€(0,1/4aq) /2 Inl>p/2VE to/2

= A2t6/2_1.

Kuten edellé integraali suppenee termin e~z ansiosta. Summaamalla arviot I; ja
I, saamme lauseen tuloksen. O

1

7. Epdhomogeeninen alkuarvo-ongelma L,

alkudatalla

(R™) mielessi otetulla

Kisittelemme vield epihomogeenista alkuarvo-ongelmaa L}, (R") mielessi otetul-
la alkudatalla. Témén kappaleen tulokset ovat DiBenedetton kirjasta [1] luvusta 5
kappaleesta 9. Ongelmamme on siis

ut(x>t) o Au(x,t) = fa R™ x (OaT]
u(z,0) = g(x), x € R" alkudata otettu L} (R") mielessi.

loc

Oletamme, ettd g € L}, .(R") ja ettd funktio g toteuttaa kasvuehdon kuten Lauseessa
5.1. Vaadimme funktiolta f sekd jatkuvuuden ettd kasvuehdon. Liséksi vaadimme,
etti f € C? (R"). Késittelemme tapausta, jossa alkudata g = 0, koska lineaarisuuden
avulla saamme yleisen tapauksen ratkaisun summaamalla tdmén ja homogeenisen

tapauksen ratkaisut kuten Lauseessa 3.3.

LAuse 7.1. Olkoon g =0 ja f kuten ylld. Tdlloin kaikilla 0 < T < ﬁ epdhomo-
geeniselld alkuarvo-ongelmalla on olemassa ratkaisu u : R™ x (0,7) — R

u(a,t) = /Ot/nr(x —y.t — 8)f(y, s)dyds.

Ratkaisu on yksikdsitteinen Lauseen 3.6 kasvuehdon toteuttavien funktioiden luokassa.
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TobisTus. Kuten jatkuvan alkudatan tapauksessa kappaleessa 3.1, lihdemme ka-
saamaan ratkaisua Duhamelin periaatteen [2] mukaan integroimalla siirrettyjé ratkai-
suja. Kin 0 < s <t <Tja0<t—s<T funktio

oants) = [ Tt = )7y 5)dy
ratkaisee alkuarvo-ongelman
vz, t) — Av(z,t) =0, (x,t) € R" x (s,7T)
U('? S, S) = f(7 8)7

joka on homogeeninen alkuarvo-ongelma, mutta aloitushetki on siirretty hetkeen s.
Viitamme, ettd funktio

u(zx,t) = /Otv(x,t, s)ds

ratkaisee epdhomogeenisen alkuarvo-ongelman, kun g = 0. Ensiksi osoitamme, ettd

u(z,0) =0 L}, (R") mielessd. Toisin sanoen haluamme, ettd

uz, )llxca = 0, kun £ = 0,

kaikilla kompakteilla joukoilla K C R™. Kiinnitetddn joukko K ja valitaan p > 0
siten, ettd K C B(0, p). Kéyttden Lauseen 6.1 tulosta saamme

t
/ u(z, t)dz| < / / / [(x—y,t—s)f(y,s)dy|dsdx
K B(0,p) Jo | Jrn

t
g/ /Adsd:r;
B(0,p) J0O

t—0

= t|B(0,p)|A =5 0.

Epédhomogeenisen ldmpoyhtalon toteutumisen saamme suoraan laskemalla

¢
u(z,t) = v(x, t,t) +/ ve(z, t, s)ds
0

= f(x,t) + /t Av(x,t,s)ds
0
= f(z,t) + Au(z, t),

mikéli saamme siirtdd derivaatat integraalin sisédpuolelle. Teemme tdmén laskemalla
derivaatat erotusosaméiriaa kayttiaen. Aloitamme laskemalla derivaatan muuttujan ¢
suhteen

t+h t
t4h,s)ds — t,5)d t +
0

h

B /tv(aj,t—i-h,s)—v(:c,t,s)
=/ -

Differentiaalilaskennan véliarvolauseen mukaan

U(m,t + h, 8) - U(x7t78) = hvt<x,€17 8)7

1 t+h
— vy(x, t, s)ds—i-ﬁ/ v(x,t+ h, s)ds—v(a:,t,t)‘.
t
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jossa & on t 4 h ja t vilissd. Ja integraalilaskennan viéliarvolauseen mukaan
/Hh v(x,t+ h,s)ds = hv(z,t + h, &),

jossa & ont+ hjat véilisséi. Funktioiden v ja v; jatkuvuuden ansiosta

t
/ Ut(flf,fbs) - Ut(xvta S)dS +U($?t + h7 62) - U($7tvt>‘ S €,
0

kun h on pieni. Viitteen A [v = [ Av saamme samaan tapaan kiyttdméilld ero-
tusosaméadraé ja differentiaalilaskennan véliarvolausetta ensin suuntaan x; aloittaen
lausekkeesta

fotv(x + he;, t, S)ZS — f;”(x’t’ s)ds _ /t Vg, (7,1, 5)d
0

Téamén jélkeen tekemdlld saman funtiolle v,, uudestaan ja summaamalla muuttujan
¢ ylitse paddymme tulokseen. O




[1]
2]

[3]

[4]
[5
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