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Téamaén tutkielman tarkoituksena on muodostaa ratkaisufunktiot Laplacen ja Pois-
sonin yhtalGille avaruudessa R” ja sen avoimen osajoukon tapauksessa. Laplacen yhta-
16n avulla voidaan mé#aritelld muun muassa harmoniset funktiot, joita etsittavét rat-
kaisufunktiotkin tulevat olemaan. Siten tutkielman aluksi tutkitaan harmonisia funk-
tioita ja osoitetaan niitd koskevien lauseiden avulla, etté tiettyjen differentiaaliyhté-
16iden ratkaisut ovat yksikésitteisid. Témaéan jilkeen ryhdytddn tutkimaan Laplacen
ja Poissonin yhtiloita ensiksi koko avaruudessa.

Avoin osajoukko asettaa puolestaan uusia vaatimuksia ratkaisufunktioille, silld
joukon reunalla niiden on toteutettava eriitd ehtoja. Tétd varten méadritellddn ensik-
si korjausfunktio tietyn differentiaaliyhtalon ratkaisuna ja sitd hyddyntden méaritel-
1adn Greenin funktio. Yleisen avoimen osajoukon tapauksessa varsinkin korjausfunk-
tiolle on hyvinkin vaikea saada yksikasitteistd esitysmuotoa eikd sen olemassaolokaan
ole aina selvii. Tastd huolimatta esitetddn Laplacen ja Poissonin yhtéloiden ratkai-
sukaavat avoimen osajoukon tapauksessa ja todistetaan ne. Tata varten joudutaan
olettamaan korjausfunktio olemassaolevaksi, eli tutkittava joukko on oltava suotuisa.

Korjausfunktio on kuitenkin hyvin keskeisessd roolissa Greenin funktion muodos-
tamisessa ja siten myos ratkaisufunktioiden esittdmisessa. Téstd syysta tutkielman
lopussa kisitellddn kaksi joukkoa, joissa korjausfunktiolle 16ydetddn konkreettinen
esitys: yksikkopallo ja puoliavaruus. Lopuksi esitetddn vield ratkaisufunktiot néissa
joukoissa mahdollisimman konkreettisessa muodossa.
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Johdanto

Pierre-Simon Laplace (1749-1827) oli ranskalainen matemaatikko ja fyysikko, joka
oli keskeisessd roolissa matemaattisen fysiikan kehityksessd, missé fysiikan ongelmia
pyritdan ratkaisemaan matemaattisin keinoin. Laplace tutki muun muuassa kappa-
leen sahkoistd potentiaalienergiaa ja osoittikin sen toteuttavan tietyn osittaisdifferen-
tiaaliyhtdlon, joka nykyisin tunnetaan Laplacen yhtdlonad. Laplacen yhtald esiintyy
monessa eri fysiikan osa-alueessa, kuten lammonjohtavuudessa ja sihkémagnetismis-
sa. Esimerkiksi sihkomagnetismi rakentuu neljin Maxwellin yhtdlén pohjalle, joista
toinen yhtdlo tunnetaan Gaussin lakina magnetismille. Tama laki sanoo, ettd mag-
neettikentti toteuttaa Laplacen yhtilon, katso [3, s. 1137|. Tavallinen fysikaalinen
tulkinta Laplacen yhtélolle on, ettd jonkin suureen kokonaisvuo silean pinnan lapi on
nolla. Matemaattisesti kyse on siiti, etta
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tutkittavalle funktiolle f. Tastd voidaankin yleistdé tilanne, jossa osittaisderivaatto-
jen summa ei olekaan nolla. Tata yleistystd kutsutaan Poissonin yht#loksi ja se on
saanut nimensé ranskalaiselta Siméon Denis Poissonilta (1781-1840). Fysiikassa Pois-
sonin yhtalo liittda esimerkiksi varaustiheyden ja kappaleen siahkoisen potentiaalin
yhteen, mikd saadaan Maxwellin 1. yhtdlosté |3, s. 1137] pienelld sijoituksella.

Tamén tutkielman tarkoituksena on tutustua harmonisten funktioiden ominai-
suuksiin sekd Greenin funktioon. Lisiksi tarkoitus on ratkaista naiden avulla Laplacen
ja Poissonin differentiaaliyhtalot avoimessa joukossa. Tavoitteena on myos saada muo-
toiltua konkreettiset ratkaisukaavat Dirichletin ongelmaan sekd Laplacen, ettd Pois-
sonin yhtéloille kiyttden Greenin funktiota.

Luvuissa 1 ja 2 esitelldén tarvittavia tuloksia, joista erityisesti Luku 1 on kooste
tuloksista, joita ei todisteta, kuten vektorianalyysistd tutut Greenin lauseet. Lisdksi
liitteeseen A on kerdtty tutkielmassa usein esiintyvid merkintoja. Luku 2 késittelee
harmonisia funktioita ja siind mééaritelladn harmoniset funktiot ensin Laplacen yhté-
16n avulla, kuten ne yleensi fysiikassa méadritelldsin, ja sitten vahvempien matemaat-
tisten tulosten kuten keskiarvoperiaatteen avulla. Sen jélkeen todistetaan harmonisil-
le funktioille maksimi- ja minimiperiaate, joita kiyttamalla voidaan todistaa luvuissa
3, 4 ja 5 tutkittavien osittaisdifferentiaaliyhtdloiden yksikésitteisyys. Télld haetaan
tasapainoa lukujen vilille, silld osa lukujen 3 ja 4 laskuista on hyvinkin teknisié, joten
lukukokemuksen helpottamiseksi yksikésitteisyystarkastelu tehdéain jo luvussa 2.

Luvussa 3 mééritetddn ensiksi Laplacen yhtéld avaruuteen R” ja todistetaan, etti
sille on olemassa konkreettinen ratkaisufunktio . Tamaén jilkeen tehddidn Laplacen
yhtéldlle yleistys, jolloin paddytddn Poissonin yhtdloon ja luonnollisesti sen ratkaisu-
funktioon lisiksi muotoillaan ratkaisufunktiolle kaava funktion ® avulla. Luvussa 4
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2 JOHDANTO

rajoitutaan avaruuden R™ avoimeen osajoukkoon ja tutkitaan, miten edellisen luvun
ratkaisufunktiot muuttuvat. Osajoukko asettaa ratkaisufunktiolle vaatimuksia joukon
reunalla ja tdtd varten madritelliin Greenin funktio. Yleisimmat tavat kvantifioida
vaatimukset reunalla ovat Neumannin ja Dirichletin ongelmat, joista tassd tutkiel-
massa kiytetddn Dirichletin ongelmaa. Muodostetaan uudet ratkaisufunktiot ensin
Laplacen ja sitten Poissonin yhtéloiden Dirichletin ongelmille Greenin funktion avul-
la

Luvussa 5 valitaan tutkittaviksi joukoiksi avaruuden R™ yksikkopallo ja ylempi
puoliavaruus. Lasketaan ndille joukoille Greenin funktiot ja sen jélkeen annetaan rat-
kaisufunktiot mahdollisimman konkreettisessa muodossa hyodyntden Luvun 4 tulok-
sia.

Tutkielman p&dasiallisena ldhteend on kédytetty Lawrence C. Evansin kirjaa [1]
sekid Juha Kinnusen tekemié luentomuistiinpanoja 2| samasta kirjasta.



LUKU 1
Esitietoja

Téssa kappaleessa esitelladn hyodyllisia tuloksia, joita ei kuitenkaan todisteta,
vaan ne oletetaan tunnetuiksi tuloksiksi. Lauseiden muotoilussa on kiytetty Evansin
kirjan [1] liitettd C.

MAARITELMA 1.1. Olkoon €2 C R™ avoin joukko ja k € N. Tillgin sanotaan ettd
0 on C*-sainnollinen, jos jokaiselle pisteelle z, € O on olemassa r > 0, C*-funktio
v : R* ! — R ja koordinaatisto siten, etti tarvittaessa koordinaatistoa pyorittimalli
patee

(1.1) QN B(xg,r) ={x € B(xo,7) | T > (21,22, ...,25n-1)}

MAARITELMA 1.2. Oletetaan, ettd 0Q on Cl-sdannoéllinen ja xz € 0. Méiéritel-
ladn télldin reunan yksikkonormaaliksi pisteessd x joukosta poispéin osoittava yksik-
kévektori v(x), joka on kohtisuorassa pisteeseen z liittyvidn tangenttitasoon nihden.
Funktion u € C'(2) normaaliderivaatta pisteessi x € 99 on

ou
(1.2) 5(:1:) =v(z) - Vu(z)
kaikilla x € 0f2.

HuoMAuTUs 1.3. Olkoon B(zg,r) jokin avoin pallo avaruudessa R™ ja olkoon
x € 0B(xg,r). Tallgin reunan yksikkénormaali v on muotoa

r — X9

(1.3) v(z) =

,
kaikilla = € 0€2. Télloin erityisesti |v(z)| = 1.

MAARITELMA 1.4. Olkoon © € C' Olkoon f € C*(Q) ja olkoon v yksikkdnormaali
joukolle Q. T&lloin funktion f normaaliderivaatta on

(1.4 O (2) = V1) - via)

kaikille x € €.
Esitellddn seuraavaksi Greenin lauseet:
LAUSE 1.5. Olkoon Q avoin joukko siten, etti sen reuna 02 on Cl-sddinndllinen

ja olkoon u,v € C*(Q). Tidlldin pitee:

(1.5) /Q Au(z) do = / % (1) ds(o)

a0 OV

ov

(1.6) /QVv(x) -Vu(z) dz = —/Qu(x)Av(x) dz + . E(U)U(U) dS(o)

3



4 1. ESITIETOJA

(1) 5ot0) = v(0)et0) ) o)

Madritelladn seuraavaksi keskiarvointegraali:

MAARITELMA 1.6. Olkoon f € C(R") ja R > 0 Talléin S(0B(0, R)) on pallon
B(0, R) reunan mitta ja se voidaan esittdd muodossa

(1.7) /Q(U(I)AU(JC)—U(JI)AU(JC)) dx_/

o0

(1.8) S(OB(0, R)) — / 1 dS(0) = na(n)R™!
dB(0,R)
ja edelleen voidaan méaritelld keskiarvointegraali

1
(19) ]{93(0,1-2) flo) dslo) = m /8B(0,R) flo) d5(e).



LUKU 2

Harmonisista funktioista

Téassa luvussa kasitelladn harmonista funktiota u koskevia ominaisuuksia. Luku
perustuu Evansin kirjan [1] lukuun 2.2.2. Mééritelld&n harmoniset funktiot u Laplacen
operaattorin A avulla:

MAARITELMA 2.1. Olkoon  avaruuden R” avoin osajoukko ja u € C?%(). Funk-
tio v on harmoninen jos se toteuttaa Laplacen yhtalon

"N Pu o
(2.1) Au(z) = -(z) = 0, kaikilla z € €.

Havainnollistetaan tata maaritelméa seuraavalla esimerkill:

ESIMERKKI 2.2. Olkoon f :R? — R, f(x,y) = 2* — y*. Talloin funktio f(z,y) on
harmoninen koska

2
Af(z,y) = i)

Oyoy

o*f
0x0x

(z,y) + (z,y) =2—-2=0.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd harmoniset funktiot voidaan karakterisoida niin sa-
notun keskiarvoperiaatteen avulla.

LAUSE 2.3. Olkoon Q avaruuden R™ avoin osajoukko ja u € C*(Q). Funktio u on
harmoninen, jos ja vain jos

(2.2 () = faB( o) as(e) = f L)y

jokaiselle v € Q ja € > 0 siten, ettd B(x,g) C Q.

TobisTus. Olkoon z € . Olkoon & > 0 siten, ettii B(x,e¢) C Q. Tillsin siis on
oltava ¢ < d(x,01). Oletetaan ensiksi, ettd u on harmoninen ja sitten asetetaan

©(e) ::][ u(o) dS(o) = ][ u(z +es) dS(s),
OB(z,e) 0B(0,1)
missd jalkimméinen yhtdsuuruus saadaan muuttujanvaihdolla 0 = = + €s, josta s =
—*. Talloin funktion ¢ derivaataksi muuttujan e suhteen saadaan integrointi- ja
derivointijarjestysta vaihtamalla

d
—50(5) = ][ Vu(z +¢€s) - s dS(o).
de 9B(0,1)

Tallsin tekemalld muuttujanvaihto takaisin saadaan

][8 oy Tl 2s) -5 d5(0) = ][ V(o) -

OB(z,) €

o—X

dS(o).
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6 2. HARMONISISTA FUNKTIOISTA

Talloin Madritelmén 1.4 nojalla saadaan:

]{aB(x,E) V(o) - 7= dS(0) = ][8 Ot () dS(o).

9 B(z,e) ov

Palautetaan tdma keskiarvointegraali takaisin tavalliseksi integraaliksi Maéritelmén 1.6
avulla, jotta siihen voidaan soveltaa Greenin ensimmaéistd Lausetta (1.5):

8u 1 au
]lrd‘B(%a) $<U) dS(U) a m /GB(x,a) 5(0) dS(U)

Tahén voidaan kiyttdd Greenin ensimmaéistd lausetta (1.5) jolloin

1 ou 1
®9) SO e 3 ) SO o

Kayttamalla vasta nyt oletusta, ettd u toteuttaa Laplacen yhtdlon, saadaan

1
—S(ﬁB(x,s)) /B(m) Au(z) dx = 0.

Siispa funktion ¢ derivaatta on nolla. Talloin funktio ¢ on vakio ja siten funktion u
jatkuvuuden nojalla

() = limp(t) = lim u(o) dS(o) = u(z),

kaikilla ¢ < d(x,0f?). Lisiksi napakoordinaattien avulla saadaan

(2.4) /B L) = /0 ) ( /8 G d5(0)> dr.

Toisaalta Maaritelman 1.6 avulla saadaan
(2.5) / u(o) dS(o) = S(@B(m,r))][ u(o) dS(o) = S(OB(z,1))e(r),
IdB(z,r) 0B(z,r)

jolloin sijoittamalla yht#lo (2.5) yhtéloon (2.4) saadaan

/05 (/aB@,T) ulo) 4 (U)) dr = /0 S(0B(@.1)e(r) dr

= u(z) /06 na(n)r"t dr = u(z)a(n)e".

Talloin Méiritelmén 1.6 nojalla saadaan
1
ue) = [ wdy=f  ul)
a(n)gn B(z,e) B(z,e)

Té&ten toinen suunta on todistettu.
Todistetaan seuraavaksi toinen suunta, eli oletetaan nyt, ettd u toteuttaa ehdon

) = f ., ) a(@) SR

B(z,e)

kaikilla z € Q ja ¢ < d(z,02). Télléin funktiolle ¢ pétee

o(e) = ][ ) 4S(0) = u(a)
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kaikilla z € Q2 ja ¢ < d(x,00). Téaten funktio ¢ on siis vakio ja sen derivaatta on
nolla. Oletetaan, ettd on olemassa piste z € €2, jolle Au(x) # 0. Voidaan olettaa, ettd
Au(x) > 0, koska toinen tapaus saadaan vastaavasti. Koska v € C?(2), on olemassa
pallo B(z,¢) C Q siten, ettdi Au(y) > 0 kaikilla y € B(x,¢). Todistuksen aiemmassa
osassa saatiin kaava (2.3), jonka johtamisessa ei tarvittu oletusta Laplacen yhtalon
toteutumisesta. Muuttamalla tdma tulos tavalliseksi integraaliksi saadaan

d
0=— 520/ Au(y) dy,
gee=c [ sy

jollekin vakiolle C' > 0. Nyt kuitenkin pdtee Au > 0 kaikilla y € B(z,e¢), jolloin
saadaan

OzC’][ Au(y) dy > 0.
B(x,e)

Tamé& on kuitenkin ristiriita, joten on oltava Au(z) = 0 kaikilla € Q ja siten u on
harmoninen Maéritelmén 2.1 nojalla. 0

Seuraava lause tunnetaan harmonisten funktioiden maksimiperiaatteenas:

LAUSE 2.4. Olkoon u € C*(Q) NC(Q) harmoninen avoimessa ja rajoitetussa jou-
kossa Q. Tadlloin pitee

(2.6) max u = maxu
a 20

ja lisikst jos ) on yhtendinen ja on olemassa piste xg € ) siten, ettd

u(zo) = maxu,
Q

niin tdlloin funktio u on vakio joukossa €.

TobisTUus. Todistetaan ensiksi jilkimméiinen véite. Oletuksen nojalla on olemas-
sa piste xg € (2 siten, ettéd

u(xg) = M := max u.

Valitaan 0 < & < d(xg, 09) jolloin Lauseen 2.3 nojalla saadaan

M:u@@:f‘ u(y) dy.
B(zo,e)

Koska funktio u on jatkuva ja M on sen maksimi, niin yhtasuuruus tulee kysymykseen
vain silloin kun u saa arvon M kaikissa pallon B(xg,¢) pisteissé eli u(z) = M kaikilla
x € B(xg,¢).

Olkoon y € (). Koska joukko €2 on oletuksen nojalla yhtendinen ja avoin, niin
on olemassa polku « : [0,1] — € siten, ettd v(0) = 2o ja (1) = y. Méiritelldan
seuraavaksi luku £, siten, etta

(2.7) to = sup {t € [0,1] : u(y(t)) = M}.

Erityisesti joukko 7" = {t € [0,1] : u(y(t)) = M} on epéityhji, silld luku ¢t = 0
kuuluu joukkoon 7. Liséksi T" on rajoitettu, joten joukon supremum on olemassa.
Tutkitaan seuraavaksi kolme mahdollista arvoa luvulle ty: Jos tg = 0, niin pisteen
v(tg) = xo ympéristossd on oltava pisteitd, joissa funktio u saa lukua M aidosti
pienemmén arvon. Tam& on kuitenkin ristiriidassa tiedon w(z) = M kaikilla z €
B(zg,¢) kanssa. Tutkitaan seuraavaksi tapaus 0 < to < 1. T&llgin pisteen u(y(to))
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missd tahansa ympéristossi on pisteitd, joissa funktio u saa arvon, joka ei ole M.
Tutkitaan seuraavaksi pistettd v(to). Koska joukko € on yhteniinen, niin toistamalla
samat laskut kuin todistuksen alussa pisteelle 7, saadaan pisteelle v(ty) vastaava
ympéristé kuin pisteelle zy. T&ll6in supremumin méaaritelmén ja yhdistetyn funktion
u o 7y jatkuvuuden nojalla u((ty)) = M, jolloin pétee

u(z) = M, kaikilla z € B(v(to), d(v(to), 0%2)).

Tama on ristiriita, silld tdssidkin pallossa pitéisi olla piste, jossa funktion u arvo ei
ole M. Siispa on oltava ty = 1, ja siten polun ~ ja funktion u jatkuvuuksien nojalla
u(y) = u(y(to)) = M. Télloin kaikilla y € Q pétee u(y) = M ja funktio u on siten
vakio joukossa (2. Lisiksi funktio u € C(Q), joten tisti seuraa u(y) = M kaikilla
y € Q, jolloin funktio on vakio joukossa €.

Todistetaan vield ensimméinen viite: Olkoon z, € () siten, etti

u(zg) = su;ﬁ) u(y).

Piste xy voidaan valita télla tavalla, koska joukko €2 on rajoitettu ja funktio u on
jatkuva joukon (2 sulkeumassa jolloin funktio saa suurimman arvonsa jossakin joukon
() pisteessa. Tastéd seuraa, ettd supremum saavutetaan ja

u(zo) = maxu(y) = M.
yeN

Jos gy € 9L, niin tilldin viite on selvd. Jos xg € {2, niin jaetaan joukko 2 epétyhjiin
yhtendisiin avoimiin osajoukkoihin €;,7 = 1,2,3... siten, ettd Q; N Q; = (). Voidaan
olettaa, ettd xo € ;. Edellisen kohdan nojalla saadaan, ettd t&lléin funktio u on
vakio joukossa ;. Erityisesti on olemassa piste y € 99, siten, etti u(y) = M =
max, g u(y). Toisaalta 9€; C 0, jolloin on olemassa piste y € 0 siten, ettd u(y) =
M. Tasta seuraa

maxu(y) = M = maxu(y).
naxu(y) max u(y)

Siten funktion maksimi joukon {2 sulkeumassa on sen maksimi joukon €2 reunalla. [
Vastaava tulos on myd&s olemassa harmonisen funktion minimille:

LAUSE 2.5. Olkoon u € C%(Q2) N C(Q) harmoninen avoimessa ja rajoitetussa jou-
kossa Q). Talldin pitee

(2.8) minu = minu
a o0

ja lisikst jos € on yhtendinen ja on olemassa piste xo € Q) siten, ettd

u(xp) = min u,
Q

nin talloin funktio u on vakio joukossa €.

TobisTtus. Koska funktion v minimi on funktion —u maksimi niin kiyttamélla
maksimiperiaatetta funktioon —u saadaan

max —u = max —1u,
Q E1)
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misti ensimmainen viite seuraa. Vastaavasti toinen viite saadaan maksimiperiaatteen
avulla silla
—u(zrg) = max —u.
Q

Talloin Lauseen 2.4 nojalla u on vakio koko joukossa (2. U

Esitetdan seuraavaksi funktio, joka voitaisiin osoittaa ei-harmoniseksi kuten Esi-
merkki 2.2, mutta kiytetdan talla kertaa Lausetta 2.5, jolloin saadaan esimerkki ky-
seisen lauseen soveltamisesta:

ESIMERKKI 2.6. Olkoon f :R? — R, f(x,y) = 22 + y?. Tutkitaan titi funktiota
avaruuden R? yksikkopallossa B(0, 1). Télléin funktiolla f on globaali minimi origossa

min f = f(0) =

B(0,1)
kun taas funktion f arvo yksikkdpallon reunalla on aina 1, joten erityisesti

i = 1.
obion 7

Kuitenkin Lauseen 2.5 nojalla niméa minimit ovat yhtasuuret harmonisille funktioille,
joten tutkittava funktio f ei voi olla harmoninen yksikkopallossa. Toki tdmé olisi myds
helppo osoittaa suoraan laskemalla.

Maksimi- ja miniperiaatteiden avulla voidaan osoittaa tiarked yksikasitteisyystu-
los.

LAUSE 2.7. Olkoon g € C(0
ratkaisufunktio u € C*(Q) N C(

(2.9) { u(z) = f(z) kaikilla x €

) ja f € C(Q). Tallin on olemassa korkeintaan yksi
)

Q
C(Q), joka toteuttaa reuna-arvo-ongelman:

(x) = g(z) kaikilla x € OS2

TobpISTUS. Oletetaan, ettd funktiot u ja 4 ovat reuna-arvo-ongelman (2.9) rat-
kaisuja. Asetetaan v := (u — ). Talloin

Av=Alu—ua)=Au—Aa=—f+f=0
joukossa (). Vastaavasti reunalla 0€2 péitee
v=u—u=¢9g—g=0.
Kaytetddn Lausetta 2.4, jonka nojalla maxqgv < 0. Vastaavasti Lauseen 2.5 nojalla

saadaan ming u > 0. Tésté seuraa, ettd v = 0 joukossa {2, miké tarkoittaa, ettd u = u
joukossa ). Téten reuna-arvo-ongelman (2.9) ratkaisu on yksikésitteinen. O



LUKU 3

Laplacen ja Poissonin yhtilot avaruudessa R”

Téssé luvussa kisitellddn Laplacen ja Poissonin yhtéldiden ratkaisufunktioiden
olemassaoloa yleisessid avaruudessa R"™. Luku pohjautuu Evansin kirjan [1] lukuun
2.2.1.

3.1. Laplacen yhtilo

Palautetaan ensiksi mieleen Laplacen yhtdlo ja esitelldén sille perusratkaisu.

MAARITELMA 3.1. Olkoon €2 avaruuden R" avoin osajoukko ja u : Q — R jatkuva
funktio siten, ettd v € C%(Q)NC(N2). Téllin Laplacen yhtéloksi joukossa  kutsutaan
osittaisdifferentiaaliyhtaloa

(3.1) Au(z) = Z ai (;;i (z) =0

kaikilla z € .

MAARITELMA 3.2. Laplacen yhtilon perusratkaisu on @ : R*\ {0} — R,

— -t log |z kun n =2
2 O(x) = 2m 7
(3 ) (.’,U) { 1 1 kun n Z 3

n(n—2)a(n) |z|"—2>
kaikilla = € R™ \ {0}.
Tarkistetaan seuraavaksi, ettd perusratkaisu todella on Laplacen yhtdlon ratkaisu.

LAUSE 3.3. Mdaritelmdn 3.2 perusratkaisu toteuttaa Laplacen yhtdlon

(3.3) A®(z) =0 kaikilla x € R"\ {0}.

TobisTus. Olkoon z € R™\ {0} ja merkitddn

T(x):|x|:\/x%+x§+...+x%.

Lasketaan funktion 7 derivaatta muuttujan z;,7 € {1,2,...,n, } suhteen:
or 1 o(x? + a3 +... +22)
0 (‘/E) - 2 2 7 )
X 2/ + a3+ ... a2 X
21’2‘ ZT;

CoVai At a2 ]
10
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Jaetaan todistus kahteen osaan n > 3 ja n = 2, joista todistetaan ensin tapaus n > 3.

Olkoon f(t) = mﬁ ja kirjoitetaan yhdistetty funktio f o 7, jolloin saadaan
1 1

n(n —2)a(n) |z|"—2

(for)(z) = f(r(z)) =

kaikilla z € R™ \ {0}. Lasketaan seuraavaksi funktion ® ensimmiinen derivaatta
muuttujan z; suhteen. Yhdistetyn funktion derivointisddnnollda saadaan

)= 1) L 2onom L oo

Lasketaan seuraavaksi timéin derivaatta muuttujan z; suhteen, joka saadaan osaméa-
ran derivointisdannolla

0?d 0 I 1|z — @ - nay|z|" 2
8@0@ (:C> - _8.132' len ) —

O e 1

= d(z),

o, n(n—2)a(n) 2" Jz| — na(n) fo™

na(n) | na(n) 2

~ na(n) [
Nyt laskemalla ndmé toisen kertaluvun osittaisderivaatat yhteen eri muuttujien x;
suhteen saadaan laplacen operaattori. Taten

2|$’n—2

IRV As TP S SR U
206 =3 (5750@) = gy 2

i=1

1 nfz]" — (nfz"2 - 300, 27) L nz[" = (nfaz]" "2 - |z]?)
~ na(n) 2 ~ na(n) ]2
_ 1 o =nfr 10 0
na(n) [P na() e

Siispa tapauksessa n > 3 ® toteuttaa laplacen yhtélon kaikilla x € R™ \ {0}. Tapaus
n = 2 todistetaan tdsmalleen samalla tavalla, mutta kdyttden vain tasoon maariteltya
perusratkaisua ®. Yksityiskohdat sivutetaan. U

Edelleen osoitetaan, ettd Laplacen yhtdlon perusratkaisu ® on lokaalisti Lebesgue
integroituva, toisin sanoen sen itseisarvon integraali yli pallojen B(0, R), R > 0, on
darellinen.

LEMMA 3.4. & on lokaalisti Lebesque-integroituva. Lisdksi

R*(|log R| + 1), kunn =2
(3.4) / o(z) dx = § T 108 Bl 3), hunn
B(0,R) Fn—2)’ kun n > 3.

kaikilla R > 0.

TobisTUS. Jaetaan integroituvuustarkastelu kahteen osaan n > 3 jan = 2. Ol-
koon R > 0 ja tutkitaan tapaus n > 3, jolloin ®(r) = ————— —+. Laajennetaan

— n(n—2)a(n) |z|n—2"
integroimisalueeksi karakteristisen funktion avulla koko R™:

1 1 1 1
dz = XB 0,R (ZE)— dz.
/Bm,m n(n — 2)a(n) a|"-2 n(n —2)a(n) Jg. = PO |z
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Téaten integraali voidaan muuttaa napakordinaatteihin

1 /OO/ 1
_ Xgon(oc)—— dS(o) dr
A= Dalm) Jo Jomor, 2O o2 45

Pallon B(0,r) reunalla pitee |o| = r, joten M% voidaan tuoda sisemmaésta integraa-

lista ulos:
X o) dS(o) dr.
n(n —2)a / -2 /aB(o,r) B(Oﬁ)( ) (o) dr

Huomataan, ettd kun r < R, niin 0B(0,7) C B(0, R), jossa karakteristinen funktio saa
arvon 1, muutoin arvo ja siten sisempi integraali on nolla. Kayttamalld Maaritelmaa

1.6 saadaan
d dr
n — 2 / /ag 0,r) B R) ) S( )

- n(n — Q)a(n) /0 yn—2 S(0B(0,r)) dr,

missd rajoitus r < R on huomioitu integraalin rajoissa. Téastd edelleen laskemalla
saadaan

1 R . I R?
"dr = dr = —— .
n(n —2)a(n) /0 Tn_zna(n)r (R /0 ne 2(n — 2) =0

Siispa integraali on darellinen tapauksessa n > 3. Téstd saadaan, ettd ® on lokaalisti
Lebesgue-integroituva. Tapaus n = 2 todistetaan vastaavasti jakamalla integroitava
alue funktion ® ominaisuuksien mukaan. Yksityiskohdat sivuutetaan. U

Osoitetaan seuraavaksi hyodyllinen arvio integraaleille, joissa Laplacen yhtdlon
perusratkaisu ® esiintyy.

LEMMA 3.5. Olkoon ® kuten Mddritelmdssi 3.2 ja 0 < ¢ < <. Tdlléin seuraavat

arviot ovat voimassa:

1
5

Ce?|loge], kun n =2
3.9 P dy <
(35) (@m@|@mmw|y_{0§7 o
kaikilla g € Co(R™).
dg(o) Celloge|, kunn =2
3.6 ) ds
36 [ eI as() < Lh pon =2

kaikilla g € C}(R™). Lisiksi huomautetaan, eltd kaavoissa (3.5) ja (3.6) vakio C
rippuu funktiosta g.

TobisTus. Tutkitaan ensiksi arviota (3.5). Olkoon z,y € R™. Kéytetddn ensiksi
kolmioepéyhtildd ja sen jilkeen koska g € CZ(R"), niin [g(y)| voidaan tuoda inte-
graalista ulos ottamalla siitd supremum yli integroitavan joukon:

(3.7) (L@)@@mﬂﬂdy<amw |/0 y)| dy.

yeER™
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Lemman 3.4 nojalla ® on lokaalisti integroituva kun n > 3. Soveltamalla tata
tulosta ja valitsemalla R = ¢ yhtélossé (3.4) saadaan

62

/B L

Valitaan
_ SUPyern [9(y)]
2(n —2)
Jos puolestaan n = 2, niin Lemman 3.4 nojalla
1
(3.8) / B(z) de = (| log | + ).
B(0,R) 4
Toisaalta oletuksen nojalla saadaan
1 1
|loge| > |log=| & 1< | og5|.
2 | log 5|
Kéytetddn tati arviota sieventdmaéin saatua tulosta (3.8) jolloin saadaan
1 |log €| 4log t| +1
?(|loge| + =) < (| loge| + =222 |logel.
e loge + ) < H(loge] + BT = TR T g

Valitaan nyt
Sup,cpn [9(y)|(4]log 5| + 1)

C =
4|log 3|
Sijoittamalla ndm& saadut tulokset tutkittavaan integraaliin (3.7) saadaan
ce?|loge|, kunn =2
sup )| [ (el ay < 0 )
yeR? B(0,) Ce kun n > 3,

jossa siis vakiot ¢ ja C' madrittiin aiemmin. Téten siis

ce?lloge|, kunn =2
P dy < ’
/B(o,e) [®()llg(v) {C’ 2 kun n > 3.

Arvio (3.6) todistetaan lihes vastaavasti. Kayttamalla Madritelmad 1.4 saadaan

JNC 12247} a5(0) < <[ @l vl ds(o).
9B(0,¢) 0B(0,¢)

Integraalia voidaan vield arvioida Cauchy-Schwarzin epédyhtalolla, jolloin saadaan
/ [®(0)[IVg(o) - v(o)| dS(o) < / [@(0)[[Vg(o)[lv(o)] dS(o).
0B(0,¢) 0B(0,¢)

Nyt koska funktio g € C}(R"), niin sen gradientti on jatkuva ja kompaktikantajainen.
Erityisesti gradientin V¢ normi on rajoitettu avaruudessa R™. Téll6in normista |Vg|
voidaan ottaa supremum, joka on &irellinen, ja tuoda se integraalista ulos. Lisdksi
|v(o)| = 1, koska v on yksikkénormaali, joten paadytadn epayhtdloon

/83(0 ) 1D(c)||Vg(o)||v(o)] dS(c) < sup |[Vg(o)] ©(0)] dS(o).

oER? 8B(0,¢)
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Havaitaan, ettd ® on radiaalinen, eli pintaintegraali on helpompi laskea napakoordi-
naateissa. Kuitenkin ® riippuu vain etdisyydesta |x|, joka on pallon B(0,¢) pinnalla
|x| = e. Taten ® on vakio pinnalla, joten se voidaan tuoda integraalista ulos jattaen:

(3.9) | 1e@)as) =leel [ 1ds(o),
9B(0,¢) 0B(0,¢)
missd € € R™ on mikd tahansa yksikkovektori. Méaritelmien 1.6 ja 3.2 nojalla tdmé
jédljelle jadnyt integraali antaa
elloge| kunn =2

— kun n > 3.
n—2

)| [ 1dS(0) = [2()|S@B(0.9)) < {

0B(0,¢)
Tilloin valitsemalla taas vakiot ¢ ja C' ja yhdistamalld tAma arvioon (3.9) saadaan

celloge|  kunn =2
®(0)||Vg(o)-v(o)| dS(o) <
Lo, J2@IS0) (o) <>_{C€ S
Siispé viitetyt arviot pitdvat paikkaansa. 0
Muotoillaan seuraavaksi kaksi lemmaa liittyen Laplacen yhtdlon perusratkaisuun.

LEMMA 3.6. Olkoon ® kuten madritelmdssi 3.2 ja v(y) joukon R™\ B(0,¢) reunan

ulospdin osoittava yksikkonormaali v(y) = —‘—z' = —%. Olkoon myds € > 0. Tidlldin
saadaan
99(y) 1
3.10 =
( ) ov na(n)en=!

kaikilla y € 0B(0,¢€).

TobDIsTUS. Jaetaan todistus tapauksiin n = 2 jan > 3 ja tutkitaan ensiksi tapaus
n=2:

= V() - vly) = —5-Vloglyl - v(y)

B yy 11
2wyl (_@) 2yl 20(2)e
kaikilla y € 0B(0, ¢). Tutkitaan seuraavaksi tapaus n > 3:
0(y) 2—n

— (b . - = 1-n .
5, — Vo) ) = 2)a(n) "V yl - v(y)
1y —y 1 | 1
na(n) [yl* |yl na(n) no(n)en!
kaikilla y € 9B(0,¢). O

LEMMA 3.7. Olkoon f € C(R™) ja ® kuten Mddritelmdssi 3.2. Olkoon ¢ > 0
ja x € R" seki v joukon B(0,¢) reunan ulospdin osoittava yksikkénormaali. TéllGin
integraali

(3.11) /83(0 | 920) (2 — o) dS(o)

v
lihestyy reaalilukua f(x) kun e — 0.
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Tobistus. Olkoon x € R™. Nimetéén tutkittava integraali seuraavasti:

/ aq;(“) f(x—0) dS(0) =: R..
9B(0,¢) v

Kéytetdin Lemmaa 3.6, jolloin integraali R. voidaan kirjoittaa muodossa

aq)<0) — 0 o :; r — 0 g
/83(0,5) 2Tz — o) dS(o) - /83(078)f( ) dS(o).

na(n)en

Tastd saadaan Méiritelméin 1.6 nojalla muokattua keskiarvointegraali

1
—na(n)é?"*1 /813(0,5) f(x —0o)dS(o) = ]{93(30,5) f(o) dS(o).

Olkoon 6 > 0. Koska f on jatkuva pisteessd z niin télloin voidaan rajoittaa e siten,
etta

(3.12) [f(z) = fy)l <0 kun [z —y[<e

Tutkitaan seuraavaksi integraalin R, ja funktion f(z) erotuksen itseisarvoa:

R, — f(2)| = ]{m( S10)4S(0) ()
_ ][ f(0) dS(a)—][ f(z) d5(0)
OB(xz,e) 0B(z.e)

Integraalin lineaarisuuden ja kaavan (3.12) nojalla voidaan arvioida

fo @ aso)~ ) asie)

OB(z,¢)

< ][a £(0) - f(z)] dS(0) < =.

B(z,e)

Erityisesti tistd saadaan ettd |R. — f(z)| < e. Tdmé tarkoittaa sitd, ettd kun e — 0,
niin tutkittava integraali R. — f(z). O

3.2. Poissonin yhtilo

MAARITELMA 3.8. Olkoon (2 avaruuden R" jokin avoin osajoukko. Liséksi olkoon
u: Q — R C?(Q)-funktio ja olkoon f : Q — R annettu jatkuva funktio. T#lléin
Poissonin yhtéloksi joukossa () kutsutaan osittaisdifferentiaaliyht&loa

(3.13) —Au(x) = f(z) kaikilla z € Q.

LEMMA 3.9. Olkoon g € C}{(R") ja x,y € R™. Olkoon h # 0 silen, etti |h| < 1.
Olkoon 1 <i < n. Tdlléin on olemassa R > 0 ja M > 0 siten, ettd

g(x —y+ he;) — gz —y)
h

< MXpo,r)(y)

kaikilla y € R"™. Huomattavaa on, ettd luku R rippuu pisteestd x ja funktiosta g,
mutta er pisteestd y kun taas luku M risppuu pelkdstdian funktiosta g.
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Tobistus. Olkoon y € R™. Olkoon r > 0 siten, ettd funktion ¢ kantaja kuuluu
joukkoon B(0,r). Tésté seuraa erityisesti, ettd g(x) = 0 kaikilla x € R™ \ (B(0,7)).
Tutkitaan ensiksi tilanne, jossa x —y € R™\ B(0,r+1). Télloin y € R*\ B(x,r+1) ja
erityisesti z —y+he; € R"\ B(0,7), koska 0 < |h| < 1. Tésté seuraa g(z—y-+he;) = 0,
jolloin saadaan

‘g(x—erhei)—g(x—y)
h

Jos puolestaan x—y € B(0,r+1), niin talloin y € B(z,r+1). Kdytetain differentiaali-
ja integraalilaskennan viliarvolausetta [5, s. 274| funktioon

9(x —y + he;) —g(z —y).

Sen nojalla on olemassa piste £ janasegmentilld, jonka péditepisteet ovat © — y ja
xr — y + he; siten, ettd

g9(x —y+hei) — g(x —y) ‘ _ ’Vg(ﬁ) - he;

h h

jossa karakteristinen funktio saadaan ehdosta y € B(z,r + 1). Tatd voidaan vield
arvioida Cauchy—Schwarzin epayhtalolla

Vy(§) - e [Vg(©)llhei]
h Ig
Nyt néistd arvoista |Vg(§)| voidaan ottaa supremum yli avaruuden R", silld |Vg| on

oletusten nojalla jatkuva ja kompaktikantajainen funktio avaruudessa R", joten se on
rajoitettu. Taten supremum on direllinen, jolloin saadaan

’Vg(fﬂXB(m,r—&-l)(y) < ﬁseuRIi |Vg(€)’XB(m,r+1)(y>-

o

XB(w,r—i—l) (y) )

Xpar1)(y) < X1 (V) < V()| XB@r+1)(y)

Valitaan M := supgcgn |[Vg(€)] < 0. Edelld osoitetun perusteella saadaan siis
g(z —y +he;) — glz —y)
h

Valitaan R = r + 2 + |z|. Talloin, jos y € B(x,r + 1), niin kolmioepdyhtilén nojalla
saadaan

< MXpr+1)(y).

yl=ly—z+z|<|ly—z[+]z|<r+1+[z|<r+2+]2| =R,
jolloin siis
B(x,r+1) C B(0, R).
Siten Xp(z,4+1)(y) < Xpo,r)(y) ja téstd saadaan
g(x —y+ he;) —g(z —y)
h

< MXp(eri1)(y) < MXpo.r)(Y)-

O
Osoitetaan seuraavaksi, ettd Poissonin yhtélolle on olemassa ratkaisu:

LAUSE 3.10. Olkoot f € C2(R™). Tdlloin Poissonin yhtilin —Au = f ratkaisu on

(3.14) u(z) = /n O(x—y)f(y) dy kaikilla x € R"

ja u toteuttaa seuraavat ehdot:
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(1) u € C*(R")
(2) aii;;j (x) = fRn @(y)agiz(;;j (x —y) dy kaikilla 1 <i,j <n joaxr €R"
(3) —Au(z) = f(z) kaikilla x € R™

Tobistus. Olkoon x € R". Tekemélld muuttujanvaihto z = x — y saadaan u(x)
muokattua sopivammaksi:

u(z) = / () /) dy = / () f(r - 2) ds
~ [ 2wa =) av.

Ryhdytdan tutkimaan erotusosamaédraé pisteessé x. Olkoon h € Rja —1 < h <1,
1<i<njae; =(0,0,..,1,..,0), jossa 1 on paikassa i. T&lloin
u(x + he;) — u(x flx —y+he;)— flr—y
( h) ():/q)(y)( h) ( )dy

integraalin lineaarisuuden nojalla. Ryhdytdan nyt tutkimaan integroitavaa funktiota
ja sitd varten kiinnitetdin y € R™. Talloin

flx+he;—y)— flx—y) _Of

(3.15)

i — a—xi(x - y)
reaalilukujen joukossa, kun h — 0. Toisaalta péitee
ou , . u(x+ he;) — u(x)
i [ e lEmythe) —fa-y)
h=0 Jrn h

Koska € R" ja f € C}(R"), niin integrandille on olemassa Lemman 3.9 nojalla
R > 0ja M > 0 siten, ettd seuraava arvio patee:

'@(y)f(w—whe}i) — flx —y)

kaikilla —1 < h <1 ja y € R". Edelleen Lemman 3.4 nojalla ® on lokaalisti integroi-
tuva, joten tulo

< |®(y)| M Xpo,r)(y),

M|®(y)|Xp0,r) (y)

on integroituva. Téten voidaan kiyttda Lebesguen dominoidun konvergenssin lausetta
[4, s. 26] ja viedd raja-arvo interaalin sisille seuraavasti:

)= [ gy LA Z0) ,

ox; h—0 h

~ [ ezt

Koska f € CZ(R"), niin 2L € CF(R™) ja soveltamalla nyt Lemmaa 3.9 ensimmiisiin
osittaisderivaattoihin ja kiyttdmalld dominoidun konvergenssin lausetta kuten ylla,

saadaan ) 52
0°u B f
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Valitaan seuraavaksi g = 65?81;, € Co(R™) ja vastaavalla padttelylld kuten ylla ja kdyt-
10

témillid dominoidun konvergenssin lausetta nihdédin, ettd u € C2(R™). Todistuksen
yksityiskohdat sivuutetaan.

Olkoon nyt x € R" ja osoitetaan, ettd Au(x) = —f(x). Koska ®(z) ei ole médri-
telty nollassa, vaan sen arvot ldhestyvit ddretonté, niin eristetdin tdmé alue pienen
epsilon-séiteisen pallon sisille, joten olkoon 0 < & < % Télloin kaavan (3.15) nojalla
saadaan:

Au(r) = A, /n O(y)f(zr —y) dy = /n O(y) A, flz —y) dy
_ /B o YA ) dy / D(y)A, f(x — ) dy.

R\ B(0,¢)

Merkitdén nyt
- / () Auf (e —y) dy
B(0,¢)
ja
J. = / D(y)A,f(x — ) dy.
R\ B(0,¢)

Integraalia I, voidaan nyt arvioida Lemman 3.5 nojalla seuraavasti valitsemalla
g(y) = A, f(x —y), jolloin saadaan

2 _
| < Ce?|loge| kun n =2
Ce? kun n > 3.

Laskemalla funktion f(z — y) toisen kertaluvun derivaattoja muuttujan y suhteen
saadaan

0? 0 0 0 8f 82]0
ayiayif(x 0= Dy (&yif(x - y>> Ty, (&yi (@ - y)) Y0y (#=9)
ja vastaavasti laskemalla toisen kertaluvun derivaattoja muuttujan x suhteen saadaan
0 o (0 o (of o2 f
axiaxif(x Y= Ox; (axif(x - y))  Ox; (8% (= y)) - Ox0m; (==

Erityisesti saadaan

Bufa =) =3 5w =) =3 o =) = Aufla = )

jolloin kiyttiméilld Greenin toista kaavaa (1.6) joukossa Q = R™\ B(0, €) integraaliin
J. valinnoilla u(y) = ®(y) ja v(y) = f(xr — y) saadaan muokattua integraalia J.:

J. - / B(y)A, f(x —y) dy
R™\B(0,¢)

= — Vo(y) - Vyflx—y)d d(oc)——= dS(0).
Lo, T2 Tl dus [ a2 as(o)

0B(0,¢)
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Téssi v on joukon R™\ B(0,¢) reunan yksikkénormaali v = —1o1 = — £ Médritellddn

K. = _/ Vo(y) -V, f(z —y) dy
R\ B(0,¢)

ja
B Of(x — o)
L. = /63(078) CD(O)—aV dS(o).

Integraalia L. voidaan arvioida Lemman 3.5 avulla, jolloin saadaan
L] < Celloge|, kunn:2.
Ce, kun n >3

Nyt kéytetddn Greenin toista kaavaa (1.6) integraaliin K siten, ettd v(y) = ®(y) ja
u(y) = f(x —y). Télloin saadaan

K. = A0 () f(x —y) dy - / 6%(0)

R\ B(0,¢) B0, OV

f(z — o) dS(o).
Nyt Lemman 3.3 nojalla A,®(y) = 0, joten integraali yksinkertaistuu muotoon:

o 0 (o) . .
Ka—/a f(z — o) dS(o).

B(0,¢) v

T&lloin Lemman 3.7 nojalla K. — — f(z). Nyt kun muistetaan, ettd I. — 0ja L. — 0
kun € — 0, niin saadaan

Au(z) =I.+ K.+ L. —» —f(x), kun € — 0.
Erityisesti siis havaitaan ettd —Au(x) = f(x) kaikilla z € R™. O



LUKU 4

Laplacen ja Poissonin yhtilot avoimessa joukossa

Edellisessa luvussa tutkittiin Poissonin yhtalod koko avaruudessa R™. Tama he-
rattad kuitenkin kysymyksen siitd, ettd entd jos tutkittava joukko ei olekaan koko R™.
Téssa luvussa tutkitaan miten Laplacen ja Poissonin yhtal6iden ratkaisut muuttuvat,
kun rajoitutaan avoimeen rajoitettuun joukkoon (2, jossa niille asetetaan reunaehto.
Luku pohjautuu Evansin kirjan [1] lukuun 2.2.4.

4.1. Greenin funktio

Téssé luvussa esitellddn Greeniin funktio korjaamaan Laplacen ja Poissonin yhta-
16iden ratkaisuja (3.2) ja (3.14). Nama eivit enéé kelpaa, silld niiden kiyttéytymisesta
joukon €2 reunalla ei tiedetd mitddn. Tata varten ratkaisuihin on lisdttava elementte-
jé takaamaan niiden kiyttdytyminen hallitusti reunalla 0€2. Mééritellaén tatd varten
ensiksi kiinnitetylle z korjausfunktio ¢,.

MAARITELMA 4.1. Olkoon Q C R™ avoin joukko siten, ettd 9Q on C'-sidnnéllinen.
Maaritelladn korjausfunktio ¢, kiintille z € () siten, etté se toteuttaa reuna-arvoyhtalon
{A%(y) =0, kun y € Q

(4.1) b.(y) = ®(y — ), kun y € 09.

Tissé vaaditaan, ettii korjausfunktio on C?(Q), silli se toteuttaa Laplacen yhtilon
tissi joukossa. Vaaditaan lisiksi, ettd korjausfunktio on C1(99), jotta sen normaali-
derivaatta on olemassa joukon  reunalla. Tilldin saadaan, ettd ¢, € C*(Q)UC ().

HuoMAUTUS 4.2. Funktio ¢, on jatkuva reunalla 0, silld ® on jatkuva origon
ulkopuolella. Erityisesti jos y € 02 ja x € Q niin x — y # 0. Korjausfunktion ¢, ole-
massaolo ei ole Maaritelméan 4.1 tietojen perusteella varmaa. Siispd seuraavissa tar-
kasteluissa oletetaan, ettd joukko 2 on valittu siten, ettid korjausfunktio on olemassa.
Tarkemmin korjausfunktion olemassaoloon palataan myochemmin.

Maaritelladn seuraavaksi timén korjausfunktion avulla Greenin funktio:

MAARITELMA 4.3. Olkoon (2 avaruuden R" avoin rajoitettu osajoukko siten, etta
O on C'-sdénnollinen. Méaritelldin Greenin funktio G : QxQ\{(z,z) : 2 € Q} - R
joukossa () asettamalla

(4.2) G(r,y) =@y — x) — ¢(y)

kaikilla x € Q,y € Q ja x # y. Téssi ¢, on Madritelméin 4.1 mukainen korjausfunktio.

20
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_ HuomAauTUus 4.4. Olkoon G Maaritelman 4.3 mukainen Greenin funktio. Jos z €
Qjay € 00,z # y, niin tallin patee ¢, (y) = ¢(y — x). Tastd seuraa

G(r,y) =Py —z) = du(y) =Py —2) = P(y —2) =0

kaikilla z € Q ja y € 09,z # y. Tulos pitee myds symmetrisesti, silléi vektoreiden
r — ¥y ja y — x normit ovat yhtasuuret. Tastd saadaan, etta

Oz —y) =Py —2),
jonka seurauksena korjausfunktiolle pétee

b2(y) = dy(z).

Esitellddn seuraavaksi Greenin funktiota koskeva symmetriaominaisuus.

LAUSE 4.5. Olkoon G Midritelmdin 4.3 mukainen Greenin funktio. Tdlloin kaikille
x,y € Q,x #y, pitee

(4.3) G(z,y) = G(y, x).

ToDpISTUS. Olkoon z,y € ,x # y ja merkitiin kaikilla z € Q
v(2) = Go,2), w(z) == Gly,2).

Olkoon 0 < ¢ < min {|z — y|/3,d(x,00),d(y, 0N)}, jossa d(x,02) on pisteen x etii-
syys joukon {2 reunasta. Tutkitaan integraalia

/ (v(2)Aw(z) —w(2)Av(z)) dz.
O\(B(z,2)UB(y:e))

Maéritelmén 4.3 nojalla Av(z) = 0 ja Aw(z) = 0 kun z,y # z. Téten tutkittava
integraali on nolla. Soveltamalla t&hédn Greenin kolmatta lausetta (1.7) saadaan

0= v(2)Aw(z) — w(z)Av(z)) dz
/Q\(B(J:,a)UB(y,a))( (=) (2) (2)Av(z))

- /am\(B(m)w(yve») <U(0)%(0) B %(G)w@) i)

Integroitava joukko voidaan purkaa auki seuraavasti:
QN (B(x,e) UB(y,¢))) = 0QU0B(z,£) UOB(y, )

Téaten integraali voidaan jakaa kolmeen osaan.

/ N (201 5t0) = Grtoruto) ) asio)
= [ (v 5t0) - Grioru(@)) as(o
- . (201520 - Folonu(o)) asto)

o[ (s~ o)) asio)
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Huomautuksen 4.4 nojalla v(o),w(c) = 0 kun o € 9. Téaten

/em <U(U)g_l:(0) B %(U)w(0)> dS(o) = 0.

Téastd seuraa, etta

/aB(m) (‘”(‘”g—f(”) + %w)ww)) dS(o)
- /83(%8) <v(0)g—f(0—) - %(a)w(a)) dS(a).

Namaé integraalit voidaan vield jakaa kahteen osaan ja tutkitaan ensiksi itseisarvoisesti
integraalia
ow

/8 o )5 () 4S(0)

Funktiosta |v(o)| voidaan ottaa supremum pallossa B(z, ), jolloin kolmioepayht#lolli
saadaan

ow

E(U) dS(o).

< sup |v(o)
oeB(m,e) 8B(x75)

ow
/8 o )5 ) 4S(0)

Arvioidaan jiljelle jadvaa integraalia Cauchy—Schwarzin epayhtaldlla

/ Jw dS(o) < / (Vw(o)||v(o)| dS(o).
OB(z,¢) OB(x.)

—(o

3y( )
Kéytetdin taas tietoa, ettd |v(o)| = 1 pallon pinnalla. Lisdksi kirjoittamalla funktio
w sen madritelman avulla saadaan

| @] dse) = [ [V.6(w0)l d(o).
OB(z,e)

OB(z,)

Luvun ¢ méaarittelyehdoista
e < min{|z —y|/3,d(x,00),d(y,0N)},

seuraa, ettéi piste y ei ole suljetussa pallossa B(z,¢). Télldin funktio [VG(y,o)| on
rajoitettu pallossa B(x,¢). Siten se voidaan tuoda integraalin eteen:

[ WGwolase s [ s [9.60.0) s
(4.4) 9B(z,¢) 8B(z.¢) yeB(x,e)
< sup |V,G(y,0) 1 dS(o).
yEB(z,e) dB(z,¢)
Jéljelle jadvin integraalin arvo saadaan Maaritelmésta 1.6, jonka jalkeen valitsemalla

C= swp |V,G(y,0)nan)

yEB(z,ex)

saadaan seuraava arvio:

sup |V,G(y,o0)| 1dS(o) < Ce™ 1.

yEB(z,e2) OB(z,€)
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Yhdistdmalla tamé arvioon (4.4) saadaan

ow
v(o)=~(0) dS(o)
/(93(3:,5) v
joka ldhestyy nollaa kun ¢ — 0. Tutkitaan sitten toista integraalia

(4.5) /d % yu(o) dS(o).

B(z,e) ov

< sup |u(o)|Ce" T,
cEB(z,¢)

Kayttamalla tietoa v(o) = ®(0 — x) — ¢.(0), saadaan integraalia (4.5) muokattua
seuraavasti

/ % syw(o) dS(o) = / A0 =) = ¢a(9) ) ds (o).
o]

Blee) OV OB(z.2) o

Tastéd voidaan vield jakaa kahdeksi integraaliksi

/ 8(@(0—35) _¢z(0))w(0_) dS(O’)
OB(z,¢)

ov
(4.6)

_ Mgwo‘ o) — a%awa o
_/83(%6) " ()()dS()/ o, (0)w(0) dS(o).

OB(z,¢)
joista tutkitaan ensiksi jiljimmaéista integraalia

/8 % ( V(o) dS(o).

B(z,e) ov

Kayttamalla Maaritelmad 1.4 voidaan tatd integraalia muokata seuraavasti:

0, _ N )
/33@,5) 5, (Jw() dS(o) = / V6.(0) - vio)w(o) dS(o).

OB(z,e)

Lisiiksi funktio w on jatkuva joukossa B(z, €), koska piste y ei kuulu tihiin suljettuun

palloon, vaan on sen ulkopuolella. Sovelletaan Cauchy—Schwarzin epayhtiloa, jonka

jalkeen funktion w supremum voidaan tuoda integraalin eteen

| Vou(o) viou(o) aS(o)| < swp fu(o) V6.()] dS(0)
OB(z,e)

O'GB(I,E) 83(33,5)

Huomautetaan, etti funktio |V, (o)| on rajoitettu tiissi pallossa B(z,€). Siten se
voidaan tuoda integraalin eteen:

[ Wa@laser s [ s (Vo) st
OB(z,e)

0B(z,e) o€B(z,e)
< sup |Ve.(o) 1 dS(o).
o€B(x,e) OB(x,e)
Jéljelle jadvin integraalin arvo saadaan Maaritelméstd 1.6, jonka jélkeen valitsemalla

C= sup |V¢,(o)na(n)

c€B(z,e)

saadaan seuraava arvio:

sup |Vou(0o) 1dS(o) < Ce™ .

o€B(x,¢) OB(z,¢)
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Yhdistamalla tdmé arvio edelliseen saadaan

/ V62(0)|w(o) dS(o)
OB(z,)

< sup |w(o)|Ce" T,
o€B(x,)

joka ldhestyy nollaa kun ¢ — 0.
Tutkitaan seuraavaksi yhtélon (4.6) ensimmaéistd integraalia. Téassd integraalissa
normaaliderivaatta v osoittaa pallon B(z,e) keskelle, miké johtaa etumerkin vaihtu-

miseen. Koska %2(0 — ) = 9%(z — o), niin siirtimélld koordinaatistoa pisteeseen z
saadaan
0P 0P
/ 9 o~ w(o) dS(o) = / O o~ 2)w(o — ) dS(0)
9B (z.c) OV oB(0,e) OV

0P
= / 5(—0)1{1(0 —z) dS(o).
Téastd perusratkaisun normiriippuvuuden ja kahden muuttuanvaihdon jialkeen
0P 0P
/ —(—o)w(o —z) dS(0) / —(o)w(z — o) dS(0),
oB(0,) OV oB(0.) OV
jolloin tahdn kiytetetddn Lemmaa 3.7, jolloin raja-arvoksi saadaan

0P
lim — (0 —2)w(o) dS(o) = —w(x).
£—0 OB(z,) v
Tekemalld vastaavat arviot pallolle B(y, €) saadaan siis

' ow O o
Bt 0B(z,e) (_U(U)g(o’) + %(U)w(a)) dS(O‘) = ( )

e—0
ja

. ow ov
lim - (U(a)a(a) — 5(0)10(0)) dS(o) = —v(y),

e—0 B(
jolloin siis w(z) = v(y). Téten

Siispd Greenin funktio on symmetrinen muuttujiensa suhteen. U

Osoitetaan tissi vilissd yksi hyodyllinen aputulos koskien Greenin funktion kiyt-
taytymista:

LEMMA 4.6. Olkoon G Mddritelmdn 4.3 mukainen Greenin funktio. Olkoon lisiksi
u e C*Q)UC(00). Tdlliin pitee:
oG
— | wlo)o~(z,0) dS(0) + | Au(y)d.(y) dy
0 v Q

0P

(4.7) }
_ /m (o x)%(a) dS(o) - /6Q u(0) 5 (0 ) dS(o).



4.1. GREENIN FUNKTIO 25

Tobistus. Tutkitaan seuraavaa integraalien erotusta:

ou 0P
(4.8) /69 S0 — x)%(a) dS(o) — /mu(a)%(a —z) dS(o).

Kayttamalla Maaritelmad 4.1 saadaan seuraava yhtasuuruus:

[ =Butontw) du = [ (Ao.t)uts) = Mutw)on ) dy

Tahén voidaan soveltaa Greenin lausetta (1.7) jolloin saadaan

/Q (A (y)uly) — Au(y)du(y)) dy = /

0
_ /a ) (u(a)%? (o) — B(o — x)%(a)) dS(o).
Talloin siis

0= [ (10 520) - 00 - 320)) ds(o)+ [ Aut)onto) dy

Tamé yhtdsuuruus voidaan nyt lisdtd lausekkeeseen (4.8) muuttamatta sen arvoa,
jolloin saadaan:

/8 RIS x)%(a) 48 (o) — /8 ) u(a)g—i)(a — 2) dS(o)
_ /m (o — x)%(a) dS(o) — /(m u(a)g—i)(a —2) dS(0)
ojor u
+ /BQ (u(a) 5 (o) — P(0 — x)5(0)> dS(o) +/QAU(ZU)¢:E(ZJ) dy

- /69 (q>(0 - x)%(‘” B “(‘7@—?(0 — )+ W)%% (0) — @0 — x)%(a)) dS(o)

(40 %200 - 6.01550)) a(o

Tahén voidaan sijoittaa Madritelmin 4.3 mukainen Greenin funktio jolloin saadaan

ou 0P
/89 S0 — x)%(a) dS(o) — /mu(a)a(a —x) dS(o)

oG
_ / ()G (a0 dS(o) + / Auy)e(y) dy.
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4.2. Dirichletin ongelma Laplacen yhtéalolle

Esitelldan tassd kappaleessa Dirichletin ongelma Laplacen yhtéalolle. Dirichletin
ongelmassa etsittavia funktiota u kontrolloidaan my6s joukon reunalla, toisin sanoen
differentiaaliyhtilolle annetaan reunaehtoja:

MAARITELMA 4.7. Olkoon (2 avaruuden R™ avoin ja rajoitettu osajoukko siten,
etti, 0Q on C'-sidnnollinen. Olkoon funktio ¢ jatkuva joukon € reunalla. T#lloin
Dirichletin ongelmaksi Laplacen yhtalolle joukossa €2 kutsutaan reuna-arvoyhtaloa

{—Au(:x) =0 kaikilla z € O

4.9
(4:9) u(z) =g(x) kaikilla z € 09,
missi tuntematon funktio u € C%(Q) N C(Q)

Laplacen yhtdlon ratkaisufunktio v voidaan esittdd Greenin funktion avulla seu-
raavasti:

LAUSE 4.8. Olkoon u € C%(Q) N C(Q), joka toteuttaa yhtilon (4.9). Tdllsin u on
muotoa

(4.10) u(z) = — /d ) g(a)aa—G(:c,a) dS(o)
kaikilla x € €.

TobisTus. Olkoon x € Q ja olkoon € > 0 siten, ettd B(x,2¢) C Q. Olkoon myds
y € Q. Talloin kiyttamélla Greenin kolmatta lausetta (1.7) seuraavaan integraaliin
saadaan

/Q o (AR ) — by~ 7)) dy

0o ou
= ua—a—dea—/ &0 — 2)=— (o) dS(o).
/B(Q\B(w)) ( >aV( ) d5(e) O(Q\B(z,e)) ( >(91/( ) d5(0)

Havaitaan ettd 0(2\ B(x,¢)) = 0Q U 0B(z,¢). Talloin edellinen integraali voidaan
pilkkoa neljiksi integraaliksi seuraavalla tavalla:

0 ou
mo) 5 0 = 2) = ®(oc —x)=—(0) dS(o
/B(Q\B(wﬁ)) ( )8y( ) /8(Q\B(m,g)) ( )8y( ) dS(o)
0P o
_ /83(%6) u(o)@(o — ) dS(o) + /m u(a)a(a — z) dS(o)
ou ou
- /83(%6) &0 —2)5-(0) dS(0) - /aQ (0 — 2)7-(0) dS(0).

Merkitddn néita integraaleja I, Io, I3, [, vastaavassa jarjestyksessa ilman etumerkke-
ji. Huomataan, ettd integraalia I3 voidaan arvioida seuraavasti:

ou
/83(93,5) O(o — 33)5(0) dS(o)| < /83(m,s) |®(0 — z)||Vu(o)||v(o)| dS(o).

Téstd voidaan ottaa funktion u gradientin supremum, koska gradientti on rajoitettu
pallossa B, := B(x,d(z,0)/2) jolloin supremum on aarellinen. Kayttamalla lisdksi
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Lemmaa 3.5 ja tietoa, ettd |v(o)| = 1 pallon pinnalla saadaan

/BB( ) [®(0 —2)|[Vu(o)|[v(0)] dS(0) < sup [Vu(o) |®(0 — )| dS(0)

o€B; OB(z,)

Sup,ep, |Vu(o)|Celloge|,  kunn =2
SUpgep, |Vu(o)|Ce, kun n >3’

joillekin vakioille C. Téstd seuraa se, ettd kun ¢ — 0, niin integraali I3 ldhestyy
nollaa. Havaitaan, ettd integraali I; on Lemman 3.7 mukainen, jolloin siitd saadaan

/ u(a)g—i)(a —1x) dS(o) = u(x),
OB(z,¢)

kun € — 0. Naistd saadaan, ettd kun € — 0, niin

(4.11)
1, (S0 2) = )00) do =l iy
=u(z)+ 1 — Iy

Nyt muistetaan, ettd ® on Laplacen yhtélon perusratkaisu, jolloin A®(y —x) = 0
kaikille y # x. Lisdksi oletuksen nojalla u toteuttaa Laplacen yhtdlon joukossa €2,
joten Au(y) = 0. Tallsin siis
0 = lim (u(y)A®(y — z) — (y — x)Au(y)) dy = u(z) — Iy + L.
€20 JO\B(x,¢)
Termeja siirtamalld saadaan
u(z) =1, — Iy
ou 0P
= (o —x)—(0) dS(0) — — (0 —x) dS(0o).
| ate—a)5m0) as) - [ )5 o —a) dsio)

Kéyttamalla Lemmaa 4.6 ja oletusta, ettd u toteuttaa Dirichletin ongelman Laplacen
yhtélolle eli u(z) = g(x) joukon Q reunalla ja Au(z) = 0 kaikilla z € €2, niin saadaan

ulz) = - /a Qg(a@—f(m,a) a5 (o).

Siispa funktio u, joka toteuttaa Dirichletin ongelman Laplacen yhtélolle 4.7 on halut-
tua muotoa. U

HuoMAUTUS 4.9. Jos yhtélossd (4.9) reuna-arvot madritteleva funktio g(x) = 0
kaikilla x € 0€2, niin talloin myos ratkaisufunktio u on nollafunktio silla

wa) == [ al0) 5 (@.0) dS(o)

oG
= — 0-—(z,0)dS(c
| 0-Gtao) dsie)
=0
kaikilla z € €.
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4.3. Dirichletin ongelma Poissonin yhtéaldlle

Yleistetadn edellisessd luvussa kasitelty Dirichletin ongelma koskemaan myos Pois-
sonin yhtaloa, joka on Laplacen yhtdlon yleistys.

MAARITELMA 4.10. Olkoon €2 avaruuden R" jokin avoin ja rajoitettu osajoukko
siten, ettd Q on C'-s#éinnéllinen. Olkoon f : Q — R annettu C%(Q) U C(Q)-funktio
ja g jatkuva joukon 2 reunalla. T&ll6in Dirichletin ongelmaksi Poissonin yhtélolle
joukossa €2 kutsutaan osittaisdifferentiaaliyhtaloa

(4.12) —Au(z) = f(z)  kaikilla z € Q
| u(z) = g(z) kaikilla x € 02,

jollekin funktiolle u € C2(Q) N C(Q)

Esitelldén seuraavaksi ratkaisufunktio u, joka on yhtélon (4.12) ratkaisu. Téssd
hyodynnetidin vastaavaa ratkaisufunktiota Dirichletin ongelmalle Laplacen yhtélolle:

LAUSE 4.11. Olkoon u € C?(Q)NC(Q), joka toteuttaa Médritelmdn 4.10. Télldin
u on muotoq

@13) )= [ g5 w0) dS@)+ [ 10)Gy) dy

kaikilla x© € Q).

Tobistus. Olkoon z € Q2 ja olkoon € > 0 siten, ettd B(x,2¢) C Q. Olkoon myds
y € 2. Hybdynnetddn nyt yhtidloa (4.11), jossa siis

lim (u(y)AP(y — z) — ®(y — 2)Au(y)) dy = u(z) — Iy + Iz,
eV JO\B(z,e)

jossa integraalit Is ja I4 ovat

0P
I, = /ag u(a)%(o — ) dS(o)
ou
= /m 2o~ 2)5(9) dS(o).

Kéytetadan tietoa, ettd ® on Laplacen yhtdlon perusratkaisu, jolloin A®(y —z) =0
kaikille y # x. Termejé siirtdmaélld saadaan

u(z) =14 — I, — /Q O(y — z)Au(y) dy

ou 0P
— /mtb(a —x)a(ﬁ) dS(o) — /(99“(0)%(0—1') dS(o)

—/Q@(y — z)Au(y) dy.

Tahén voidaan nyt kidyttdd Lemmaa 4.6, jolloin saadaan
oG
u(z) = — / w(0) 28 (z,0) dS(o)
o0 31/

- / Dy — x)Auly) dy + / Auy)éa(y) dy.
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Tastéd yhdistdamalld integraalit yli joukon €2 saadaan

ue) = = [ u() G0 aS(0) ~ [ @y 2)Auty) — Aulien) dy
—— [ ule) G te.0) dS(0) ~ [ Auty) @y ) = 0ul0)

Sijoitetaan tdhdn Madritelméan 4.3 mukainen Greenin funktio ja kiytetddn funktion
u oletuksia u(x) = g(x) joukon Q reunalla ja Au(x) = —f(x) joukossa . Téten

wa) == [ alo) 5 (w0) d / F)Gla.) dy

Siispa funktio u, joka toteuttaa reuna-arvo-ongelman 4.10 on haluttua muotoa. [



LUKU 5

Greenin funktio erityistapauksissa

Téssd luvussa méaritetddn Greenin funktiot puoliavaruudessa ja yksikkopallos-
sa. Esitetddn tdmén jalkeen konkreettiset ratkaisukaavat Poissonin yhtélolle. Luku
pohjautuu Evansin kirjan [1] lukuun 2.2.4 ja lisdksi Juha Kinnusen tekemééin luento-
monisteeseen [2].

5.1. Greenin funktio yksikkoépallossa

Tutkitaan tédssd kappaleessa Greenin funktiota yksikkdpallossa B(0,1) C R™. Teh-
ddin tdma heijastusmenetelmén avulla, jossa siis ongelmalliset pisteet heijastetaan
pois tutkittavasta alueesta. Tatd varten madritelliin pisteen x heijastus:

MAARITELMA 5.1. Olkoon x € B(0,1),z # 0. T&llin sen heijastus joukosta
B(0,1) on

(5.1) =2

Erityisesti patee, ettd & ¢ B(0, 1) kaikilla z € B(0,1).

Oletetaan jatkossa, ettd n > 3, silld tapaus n = 2 on analoginen. Osoitetaan
seuraavaksi, ettd korjausfunktio voidaan maaritelld myo6s origoon, huolimatta sen on-
gelmallisuudesta.

LEMMA 5.2. Olkoony € B(0,1)\{0} ja olkoon ® Laplacen yhtalon perusratkaisu.
Talloin
. . 1
(52) lim @(Je](y — 7)) =

20 n(n —2)a(n)’

TobisTus. Olkoon y € B(0,1)\{0}. Muokataan funktiota ®(|z|(y—2)) kiyttéen
hyvéksi kaavaa (5.1) jolloin saadaan

B(|z|(y — 2)) = B(|z|(y — —)) = (|zly — —).

|z ]
Tutkitaan seuraavaksi tamén raja-arvoa kun x — 0. Kdyttaen tietoa |li—|| = 1 saadaan
x 1 1
lim ¢ —2)) =lim ® ——) =1
i @(frlly — ) = I e (lely — o) = lim S Ty = [
B 1 | 1
“n(n—2)a(n)  n(n—2)a(n)’

Esitelladn seuraavaksi kaksi lemmaa.

30
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LEMMA 5.3. Olkoon x € B(0,1),z # 0 ja olkoon & pisteen x heijastus. Tdalldin
funktio ®(|x|(y—12)) on harmoninen avoimessa joukossa B(0,1) muuttujan y suhteen.

TobisTus. Olkoon z € B(0,1),z # 0jay € B(0,1). Nyt Miiritelmin 5.1 nojalla
& ¢ B(0,1). Erityisesti siis y # &, mistd seuraa y — 2 # 0. Talléin on oltava myos
|z|(y — &) # 0, silld x # 0, mistd saadaan Lauseen 3.3 nojalla

L ozl (y — 2 2
AS(J2](y Z (el — ) (—(' 'f;;i ”)

—Z(gifaylu =) 1aF)

= laf Zayzayl o1y - &) = oAy - ) =0,

Talloin Méadritelmén 2.1 nojalla tarkasteltava funktio on harmoninen. O
Seuraava lemma on hyddyllinen tehtiessé tarkasteluita yksikkopallon reunalla.

LEMMA 5.4. Olkoon x € B(0,1),x # 0 ja & sen heijastus. Olkoon lisiksi y €
0B(0,1). Tdalldin pdtee

(5.3) |||y — 2| = |y — z].

Tobistus. Olkoon = € B(0,1),x # 0 ja & M&éritelmén 5.1 mukainen heijastus.
Olkoon lisiiksi y € 9B(0, 1), jolloin y - y = |y|*> = 1. Télloin

o=t =t (1=5)- (- )

9 r o 2wy
==l <y VELE T |a:|2)

:|w!2+1—2:r-y=(y—x)-(y—x)zly—wIQ-

Koska vektorin normi on positiivinen, niin ottamalla tésta neliGjuuri saadaan haluttu
yhtasuuruus. 0

Maaéritellddn seuraavaksi korjausfunktio yksikkopallolle, joka on méaritelty koko
yksikkopallossa kdyttden hyviksi Lemmaa 5.2.

LAUSE 5.5. Olkoon x € B(0,1),x # 0 ja & sen heijastus. Olkoon ® Laplacen
yhtalon perusratkaisu. Tdlloin korjausfunktio yksikkopallolle on

1 —_
(5.4) bu(y) = { "2al) kun x = 0
O(|z|(y — 2)), muutoin.
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kaikilla y € B(0,1). Lisiksi ¢, toteuttaa korjausfunktiolle asetetun reuna-arvoyhtdlén
' ¢a(y) = @y — ),  kuny€dB(0,1).

kaikilla x € B(0,1).

TobisTus. Tutkitaan ensiksi tapausta y € B(0,1). Lemman 5.3 nojalla korjaus-
funktio ¢,(y) on harmoninen joukossa B(0, 1), kunhan z # 0, jolloin se toteuttaa
Laplacen yhtdlon. Tapaus x = 0 ohitetaan, silla se johtaa teknisiin, muttei olennai-
siin yksityiskohtiin. Reunan tapauksessa kiytetdan Lemmaa 5.4, jonka nojalla

02(y) = @(|2|(y — 7)) = P(y — 2),

kun y € 0B(0,1). Siten korjausfunktio on hyvin méairitelty ja kelpaa yksikkopallon
korjausfunktioksi yksikkopallossa. O

Téten Greenin funktio voidaan mééritella joukkoon B(0, 1) korjausfunktion avulla
seuraavasti:

LAUSE 5.6. Olkoon x,y € B(0,1). Talloin Greenin funktio avarvuden R™ yksik-
képallolle B(0,1) on muotoa

(5.6) Gz, y) = P(y — 2) — ¢2(y)
kaikilla © # y.

TobisTUs. Koska yksikkdpallo on rajoitettu ja sen reuna on C'-siddnnéllinen ja
korjausfunktio (5.4) on tutkittavan joukon korjausfunktio, niin kaava (5.6) on yksik-
képallon Greenin funktio. O

LEMMA 5.7. Olkoon G yksikkiopallon Greenin funktio ja v yksikkopallosta ulospdin
osoittava normaalivektori. Tdlloin Greenin funktion normaaliderivaatta muuttujan y
suhteen on

oG B 11— |z?

na(n) ly — z["’
kaikilla v € B(0,1),y € 0B(0,1), 2 # y.

TobisTus. Olkoon x € B(0,1),x # 0 jay € 0B(0,1). Talloin Madritelmén 1.4
ja Huomatuksen 1.3 nojalla voidaan kirjoittaa

oG

(5.8) o

(z,9) = V,G(z.y) - v(y) = V,G(z.y) %
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Lasketaan seuraavaksi Greenin funktion osittaisderivaatat V,G(x,y) kiyttden Lem-
maa 95.4:

G 2’_;;@ 2y % (@(e|(y — )

9y;
__ 1 L y—= 1 |z (y; — 25)
- n—1 - P l|n—1 |l’|
na(n) \ |y —z"y—=z| [lzlly —2|["=" |2|ly — 2|
1 (yj—l’j _!95\2?/3‘—%')
na(n) \ly—z*  |y—=z|"
_ 1 (yj—%_mzyj—%):_ 1 1—!$\2y,
no(n) \ly—z*  |y—a| no(n) ly — x|
kaikilla 7 = 1,...,n. Muodostamalla néistd osittaisderivaatoista gradienttivektori
saadaan
1 1—|z?
5.9 V,G(x,y) = — )

ja sijoittamalla tdmé yhtéloon (5.8) seki kiyttamalld tietoa y -y = |y[*> = 1 pallon
pinnalla saadaan
dG 11—z 11— |z

(5.10) AL iayon e v ey s Ay Y

O

Seuraavaksi voidaan esitelld Laplacen ja Poissonin yhtéléiden konkreettiset ratkai-
sufunktiot Lauseiden 4.8 ja 4.11 mukaisesti yksikkopallolle. Tutkitaan ensiksi reuna-
arvo-ongelmaa (4.7) ja esitelldén sille ratkaisufunktio.

LAUSE 5.8. Olkoon B(0,1) avaruuden R™ yksikkdpallo. Olkoon funktio g jatkuva
yksikkdpallon reunalla ja u € C*(B(0,1))UC(B(0,1)). Tdlldin ratkaisufunktio reuna-
arvoyhtdlolle

(5.11) { AU(: L(:) kaikilla = € B(0,1)

(x) kaikilla x € 0B(0,1),

on muotoa

(5.12) u(z) = 1 - || /(9 9(0) dS(o)

na(n) Jopoq lo — x|

kaikilla x € B(0,1).

TobisTus. Koska yksikképallo on rajoitettu ja yhtdlo (5.12) on Lauseen 4.8 mu-
kainen, niin sen nojalla funktio u todellakin on reuna-arvoyhtélon (5.11) ratkaisu.
Ratkaisu saadaan haluttuun muotoon kiyttadmalla Lemmaa 5.7. U

Tutkitaan seuraavaksi millainen on vastaava ratkaisukaava Poissonin yhtélolle.

LAUSE 5.9. Olkoon B(0,1) avaruuden R™ yksikkipallo. Olkoon funktio g jatkuva
yksikképallon reunalla ja funktio u € C*(B(0,1))UC(B(0,1)). Tdlldin ratkaisufunktio
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reuna-arvo-yhtalolle

—Au(z) = f(z) kaikilla x € B(0,1)
(5.13) -
g(x) kaikilla x € 0B(0, 1),

on muotoa
1—|93|2/ g9(o) /
u(lr) = ——— — - dS5
(@) na(n) 03(01 ylo— (@) + n(n —2)a |y—x|" 2

1
Ix\“nn—2 /\y—x\“

kaikilla x € B(0,1),x # 0.

(5.14)

TobisTus. Olkoon z € B(0, 1),z # 0. Kirjoittamalla perusratkaisu ® auki yhté-
16ssd (5.4) saadaan

L 1 1
Pel) = el =) = S ) Tty — 22
(5.15) 1 1 1 1 |
N |x‘n—2 n(n — 2)05(71) ’y _ a}’n—Q = ’x|n_2q)(y — ZIZ’)

Koska yksikképallo on rajoitettu ja kaikki kisitelty tieto perustuu Lauseeseen 4.11,
niin sen nojalla funktio v todellakin on Poissonin yhtalon ratkaisu. Ratkaisun muoto
seuraa laskusta (5.15). O

5.2. Greenin funktio puoliavaruudessa
Tutkitaan téssd kappaleessa Greenin funktiota ylemmaéssa puoliavaruudessa
R} ={z = (z1,...,2,) € R" | z, > 0},

n € N. On syytd huomauttaa, ettd timé puoliavaruus ei ole rajoitettu, joten aiempien
lukujen laskut eivit aivan suoraan sovellu tdhan tapaukseen, mutta samoja ideoita
voidaan kiyttda. Madritelldadn ensiksi pisteen heijastus ylemmaéltd puoliavaruudelta
sen reunan ylitse.

MAARITELMA 5.10. Olkoon = = (x1,...,Tp_1,%,) € R?. Talloin sen heijastus
joukosta R on
T=(21,...,Tp_1,—Tp)-
Erityisesti huomataan, ettd T ¢ R'}.
Yksi Greenin funktion kriittisistd kohdista Maéritelman 4.1 mukainen korjaus-
funktio ja ensimmaéiseksi onkin luotava tamén yhtalon (4.1) toteuttava funktio. Hyo-

dynnetddn tdhdn Laplacen yhtdlon perusratkaisua ® ja heijastusta z. Maaritelladn
seuraavaksi korjausfunktio puoliavaruudelle R} :

LAUSE 5.11. Olkoon x,y € R} ja T pisteen x heijastus. Tdlloin korjausfunktio
puoliavaruudelle RY, on

(5.16) Ge(y) =Py — ) =P(y1 — T1y- -, Yn1 — To1, Yn + Tn)-
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Lisiksi ¢, (y) toteuttaa korjausfunktiolta vaaditun reuna-arvo-ongelman (4.1) eli

Aps(y) =0, hun y € R}
5.17
(5.17) {sz(y) = d(y —x), kun y € OR’}.

TobisTus. Olkoon y € R? ja T kuten Maaritelméassa 5.10. Talloin erityisesti
y # T ja siten y — & # 0. Talloin Lauseen 3.3 nojalla A®(y — 2) = 0 kaikilla y € R,
jolloin Maaritelmén 2.1 nojalla korjausfunktio on harmoninen. Lisiiksi jos yhtélosséa
(5.16) onkin y € OR'} niin talloin saadaan

¢:(y) = Py — ) = P(y — 2).

Tama seuraa perusratkaisun ® radiaalisuudesta, silld |y — Z| = |y — z| ja titen reu-
naehto on taytetty. 0

Maidiritelladn seuraavaksi Greenin funktio puoliavaruudelle R’ hy6dyntéden kor-
jausfunktiota (5.16).

MAARITELMA 5.12. Olkoon z,y € RY} ja 7 pisteen x heijastus. Greenin funktio
puoliavaruudessa R’ on

(5.18) G(r,y) =2y —z) - (y — 7)
kaikilla z,y € Ri, x # .

LEMMA 5.13. Olkoon x € R} ja T pisteen x heijastus sekd y € ORY. Olkoon G
puoliavaruuden Greenin funktio ja tdlloin sen normaaliderivaatta muuttujan y suhteen
on

0G 21, 1

(519) o) = -

kaikilla x € RY, ja y € OR".

na(n) [x =yl

TobisTus. Olkoon x € R} ja olkoon y € OR". Nyt normaaliderivaatta v on yk-
sikkovektori e = (0, ..., —1). Télloin voidaan yhtdlossd (5.19) kiyttden Madritelmasa
1.4 kirjoittaa

oG oG
(5.20) 5, 0y = VyGla,y) - v(y) = —8—%(% y)-

Lasketaan seuraavaksi Greenin funktion osittaisderivaatta %(3:, y) ja kiytetdédn tdssa
tietoa |y — Z| = |y — z|.
GG( ) 8(1)( ) 8(13( ) 1 ( Yn — Tp yn+xn)
—(@y) =~ —2)—5—(y—7) = - .

ayn ayn TLO((TL) |y - x|n |y - $|n

nam) \Ty—a Jy—ar")  na(m) e =g

U

Seuraavaksi voidaan esitelld konkreettiset ratkaisukaavat Dirichletin ongelmaan
Laplacen ja Poissonin yhtéloille, kun tutkittavana joukkona on puoliavaruus R’ . Esi-
telladn ensiksi Laplacen yhtélolle ratkaisukaava mukaillen Lausetta 4.7:
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LAUSE 5.14. Olkoon R tutkittava puoliavaruus. Olkoon funktio g jatkuva sen
reunalla. Tdlloin ratkaisufunktio reuna-arvo-yhtaldlle

(5.21) —Au(x) =0  kaikilla z € R}
: uw(z) = g(z)  kaikilla x € OR",
on muotoa
2, g9(o)
(5.22) u(r) = d5(o)
na(n) Jogs 1o — 9l

kaikilla x € R7.

Seuraava lause kertoo millainen on vastaava ratkaisufunktio Poissonin yhtilolle
mukaillen Lausetta 4.11.

LAUSE 5.15. Olkoon R} tutkittava puoliavaruus. Olkoon funktio g jatkuva joukomn
R" reunalla ja funktio f € C?*(R™) U C(RY). Tdllsin ratkaisufunktio reuna-arvo-
yhtalélle

—Au(x) = f(z)  kaikille x € R}
(5.23) {u(:c) = g(z) kaikilla x € ORY,
on muotoa
_ 2 9(0) o —x) — -
20wl = o [ asE)+ [ T - -0 - ) dy

kaikilla © € R7,.

TobisTus. Vaikka ndmé kaksi tulosta pohjautuvatkin aiemmissa luvuissa esitet-
tyihin tuloksiin, niin ei néiden tulosten oletukset ole endd voimassa. Téstd johtuen
tulee uusien tulosten toimivuus todentaa laskemalla. Tadméa johtaa samankaltaisiin
laskuihin kuin Lauseissa 4.7 ja 4.11, joten todistus sivuutetaan. U



LIITE A

Merkintoja
Merkintd Selitys
Q Avoin R™:n osajoukko.
C(Q) Jatkuvat funktiot joukossa €.
Ck(Q) k-kertaa jatkuvasti derivoituvat funktiot joukossa €.
C3 () Funktiot f € C'(Q), joiden kantaja on kompakti :n osajoukko.
C?*(Q) Kaksi kertaa jatkuvasti derivoituvat funktiot joukossa €.
C2(2) Funktiot f € C?(Q2), joiden kantaja on kompakti Q osajoukko.
% Funktion f € C*(Q) osittaisderivaatta muuttujan z; suhteen.
9*f

Funktion f € C%*(Q) toinen osittaisderivaatta muuttujien z; ja x; suhteen.

Xpo,r)(y)  Funktio, joka saa arvon 1, jos y € B(0, R), muutoin arvon 0.
S Pintamitta.

a(n) Yksikkopallon tilavuus avaruudessa R™.
n 9?

Af Zi:l W(;;i

|z — y Vektoreiden x ja y etiisyys.

9 () Funktion G normaaliderivaatta.

d(x, E) Vektorin x etdisyys joukosta F.
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