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Tamén tutkielman tarkoituksena on osoittaa, ettd Lebesguen mitta on kiertoin-
variantti, seké esitelld lukijalle Hausdorffin mitta ja sen ominaisuuksia. Lebesguen
mitan kiertoinvarianttisuuden todistus vaatii paljon esitietoja, joita kasittelemme en-
simmaéisessé luvussa. Toisessa luvussa todistamme, ettéd Lebesguen mitta on kiertoin-
variantti, ja kolmannessa luvussa tutustumme Hausdorffin mittaan.

Ensimmaisessa luvussa tarkastelemme useita Mitta- ja integraaliteorian kurssilta opis-
kelijalle tuttuja masritelmia ja lauseita, esimerkiksi Lebesguen ulkomittaan, Lebesgue-
mitallisuuteen ja lopuksi my6s Lebesguen mittaan liittyen. Erdita térkeitd tuloksia
ovat mitallisten joukkojen ominaisuudet ja Lebesguen mitan siirtoinvarianttisuus.
Naita tuloksia tarvitsemme myohemmin, jotta voimme osoittaa Lebesguen mitan ole-
van kiertoinvariantti.

Toisen luvun alussa maarittelemme Whitney-kuutiot, jotka ovat puoliavoimia kuu-
tioita, joiden sivut ovat koordinaattiakselien suuntaiset. Esittelemme myo6s muita
Whitney-kuutioiden ominaisuuksia. Témén jélkeen kertaamme kaédntyvén lineaari-
kuvauksen ominaisuuksia ja méérittelemme kiertokuvauksen. Néiden valmistelujen
jélkeen olemme valmiit todistamaan tutkielman péadtuloksen: mille tahansa £ C R"
pitee m*(TE) = | det T'|-m*(E) aina, kun 7" on kddntyvé lineaarikuvaus. Todistuksen
jalkeen pystymme toteamaan, ettd Lebesguen mitta on kiertoinvariantti, silla kierto-
kuvaukselle pitee | det 7| = 1.

Viimeisessé luvussa tutkimme yleistd ulkomittaa p ja osoitamme, ettd p-mitallisten
joukkojen kokoelma muodostaa o-algebran. Osoitamme myés, ettd metrinen ulkomit-
ta on Borel-mitta. Tamén jalkeen tutustumme Hausdorffin mittaan, ja osoitamme sen
olevan ulkomitta, Borel-mitta ja Borel-sdédnnollinen. Lopuksi toteamme, ettd Haus-
dorffin ja Lebesguen n-ulotteiset mitat ovat yhtéd suuret avaruudessa R™.
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Johdanto

Tamén tutkielman tarkoituksena on tutkia Lebesguen mitan kiertoinvarianttisuut-
ta ja tutustua Hausdorffin mittaan. Mitta- ja integraaliteorian kurssilla on todistettu,
ettd Lebesguen mitta on siirtoinvariantti. Samalla kurssilla opiskelija on saattanut
kiinnittdd huomiota kaavaan, joka kertoo miten Lebesguen mitta kayttaytyy line-
aarisissa muutoksissa, esimerkiksi kun kyseesséd on kierto. Kaavaa ei kuitenkaan ole
todistettu kurssilla, joten teemme sen téssa tutkielmassa. Todistus on monivaiheinen,
ja se vaatii tietdmystd Lebesguen mitan ominaisuuksista. Hausdorffin mittaa késit-
telemme tutkielman loppupuolella, jolloin tutustumme laajemmin my6s ulkomitan
késitteeseen.

Ensimmaisessé luvussa tarkastelemme téarkeitd Lebesguen ulkomittaan ja sen ominai-
suuksiin sekéd Lebesgue-mitallisuuteen liittyvid madritelmia ja lauseita, joista useim-
mat ovat tuttuja esimerkiksi Mitta- ja integraaliteorian kurssilta. Lebesgue-mitallisuu-
teen tutustumisen jéalkeen mééarittelemme Lebesguen mitan, ja palautamme mie-
leen muun muassa Lebesguen mitan siirtoinvarianttisuuden todistuksineen. Siirtoin-
varianttisuudesta on suuri hyoty Lebesguen mitan kiertoinvarianttisuuden osoittami-
sessa.

Toisessa luvussa tutkimme ensin Whitney-kuutioita, jotka ovat puoliavoimia kuu-
tioita, joiden sivut ovat koordinaattiakselien suuntaiset. Esittelemme myo6s muita
Whitney-kuutioiden ominaisuuksia. Seuraavaksi tutkimme kiertokuvausta ja sité vas-
taavaa matriisia, ja toteamme kiertokuvauksen matriisin determinantin arvon olevan
1. Néiden valmistelujen jéalkeen olemme valmiit todistamaan tutkielman paédlauseen:
mille tahansa £ C R" pitee m*(T'E) = |det T'|- m*(E) aina, kun 7" on kééntyvé line-
aarikuvaus. Lopuksi toteamme edelld mainitun lauseen avulla, ettd Lebesguen mitta
on kiertoinvariantti.

Kolmannessa luvussa tutkimme Hausdorffin mittaa ja sen ominaisuuksia. Ensin méaa-
rittelemme yleisen ulkomitan ja tarkastelemme siihen liittyvia lauseita. Sen jilkeen
maédrittelemme Hausdorffin mitan, ja todistamme, ettd se on ulkomitta. Osoitam-
me luvussa myos sen, ettd Hausdorffin mitta on Borel-mitta ja Borel-sddnnéllinen.
Lopuksi toteamme, ettd Hausdorffin ja Lebesguen mitat ovat yhtéa suuret.






LUKU 1
Mittateoriaa

Téssé luvussa esittelemme muutamia tuttuja méaritelmié ja lauseita, joita tarvit-
semme tutkielman pédtulosten todistamiseen. Mé&iritelmien ja lauseiden ideat ovat
periisin Cravenin [1] ja Follandin [2] teoksista, seké Kilpeldisen [5] luentomonisteesta.

Aluksi tutkimme Lebesguen ulkomittaa ja sen ominaisuuksia. Sen jédlkeen tutus-
tumme Lebesgue-mitallisiin joukkoihin, joita tarvitsemme luvun lopussa Lebesguen
mitan madrittamiseen.

MAARITELMA 1.1. Joukko I = I™M x I x ... x I™ on vili R™:ssé, missd [F) =
(ar,br) C R. Koska vilit I®®) ovat avoimia, on my&s I avoin. Vilin I geometrinen
mitta on

v(I) = (by —ay)(by —az) ... (b, — ay),
ja lisiksi v(0) = 0.

MAARITELMA 1.2. Joukon A C R™ Lebesguen ulkomitta on luku

m*(A) = inf{iv([i) L ejaAcC G]Z}’

1 =1

missd IC tarkoittaa avoimien vélien joukkoa.

Lebesguen ulkomitalla on tiettyjd ominaisuuksia, joita tarvitaan esimerkiksi kier-
toinvarianttisuuden todistamisessa. Seuraavat ominaisuudet ovat tuttuja Mitta- ja
integraaliteorian kurssilta. Lause todistuksineen 16ytyy myos Kilpeldisen [5] luento-
monisteesta, Lause 2.1.

LAUSE 1.3. Lebesguen ulkomitalle m* : R™ — [0, oo| pdtee
(1) m*(0) =0
(2) m*(A) < m*(B) kun A C B (monotonisuus)
(3) m*(A) <32, m*(A;) kun A C U2, Ai. (subadditiivisuus)

TODISTUS. (1) Téssd voidaan valita I; = () kaikilla ¢ € N, jolloin v(I;) = 0.
Siis Mééaritelmén 1.2 nojalla m* (@) = 0.

(2) Olkoon J;2, I; joukon B peite, jolloin B C |J;=, I;. T&llsin on myss A C
U2, L, joten m*(A) < >°02, v(1;). Tamé pétee kaikille joukon B peitteille,
joten m*(A) < m*(B).

(3) Olkoon € > 0. Voidaan valita vilit [;; siten, ettd A; C U2, Ii5, ja

Zv A;) + 27 % kaikilla i € N,

J=1
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Téten U2, U2, Li; on joukon [J;Z, A; peite. Siis

Koska € > 0 on mielivaltainen, niin

) ) U

Seuraava lause ja sen todistus ovat Cravenin [1] kirjasta (Proposition 3.3.6).

LAUSE 1.4. Olkoon ¢ > 0. Tdlloin mille tahansa joukolle E C R™ on olemassa
avoin joukko G D E siten, ettd

m*(G) < m*(E) +e.

Tobistus. Olkoon I, avoin véli siten, ettd E C |J,—, I, ja

o

m*(E) > () —e.

n=1

Talloin G = |J,~, I, on avoin ja ulkomitan méiritelmén ja subadditiivisuuden nojalla

m*(G) = m* (U In> <> mN (L) < w(I,) <mi(E) +e

n=1 n=1

Maéarittelemme nyt Lebesgue-mitalliset joukot:
MAARITELMA 1.5. Joukko A C R" on Lebesgue-mitallinen, jos
m*(E) =m*(ENA)+m*(E\A)
kaikille £ C R". Lebesgue-mitallisten joukkojen kokoelmaa merkitdan
M, = {A CR": A on Lebesgue-mitallinen}.
Kiytimme jatkossa joukosta E'\A myos merkintii E N A,

Esittelemme seuraavaksi muutamia Lebesgue-mitallisia joukkoja. Seuraavan lauseen
todistus mukailee Kilpeldisen [5] Lemman 2.4 todistusta.

LAUSE 1.6. Olkoon A C R™ ja m*(A) = 0. Tdlloin A on Lebesque-mitallinen.

Tobistus. Olkoon £ C R™ ja m*(A) = 0. Télloin (FNA) C Aja (E\A) C E,
joten oletuksen ja Lebesguen ulkomitan monotonisuuden nojalla

m*(ENA)+m*(E\A) <m*(A)+m*(E) =m*(E).
Koska Lebesguen ulkomitan subadditiivisuuden nojalla on myos
m*(ENA)+m"(E\A) > m"(E),
niin taten
m (ENA)+m"(E\A) =m"(E).
Siis A on Lebesgue-mitallinen. O
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Seuraava mitallisia joukkoja esittelevd lemma ja sen todistuksen idea on Cravenin
[1] kirjasta (Proposition 3.3.12, Proposition 3.3.13):

LEMMA 1.7. Olkoon A ja B Lebesque-mitallisia. Tdlloin myds

(1) A® on Lebesgue-mitallinen
(2) AU B on Lebesgue-mitallinen
(3) AN B on Lebesgue-mitallinen.

TODISTUS. (1) Maaritelmén 1.5 nojalla
m*(E) =m*(ENA)+m* (EN AC) =m" (EN (AC)C) +m* (EnN AC) :
joten A® on Lebesgue-mitallinen.
(2) Olkoon E C R™. Koska A on Lebesgue-mitallinen, on
m*(E) =m*(ENA) +m* (EnA°).
My6s B on Lebesgue-mitallinen, joten voidaan kirjoittaa

m* (ENA®) =m* (ENA“NB) +m" (ENA“ N B°)

(1) =m* (ENA“NB)+m" (EN(AUB)).
Téastéd saadaan
m*(E) =m*(ENA)+m* (ENA°NB)+m* (EN(AUB)°)
(1.2) >m* (ENA)U(ENA°NB))+m* (EN(AUB)°)
=m"(EN(AUB))+m* (EN(AUB)Y).

Koska subadditiivisuuden nojalla pétee aina

m*(E) <m*(EN(AUB))+m* (EN(AUB)“),
niin taytyy olla

m*(E) =m* (EN(AUB))+m* (EN(AUB)Y),

ja taten AU B on Lebesgue-mitallinen.

(3) Kohdan (1) nojalla A® ja B ovat Lebesgue-mitallisia ja kohdan (2) nojalla
my6s A° U BY = (AN B)® on Lebesgue-mitallinen. T#ll5in taas kohdan (1)

nojalla ((AnN B)C)C = AN B on Lebesgue-mitallinen.
U

Seuraava lause ja sen todistus mukailee Kilpeldisen [5] luentomonistetta, Lause
2.5 ja Seuraus 2.6.

LAUSE 1.8. (1) Olkoon A, B Lebesgue-mitallisia. Talloin A\B on Lebesgue-
matallinen.
(2) Olkoon Ay, As, ... Lebesgue-mitallisia. Tdlloin | J;=, A; on Lebesgue-mitallinen.
(3) Olkoon Ay, As, ... Lebesgue-mitallisia. Tdlloin ;= A; on Lebesgue-mitallinen.
(4) jos Ay, Ag, -+ € M, ovat erillisid, niin tdlloin m (U, Ai) = D ooy m(A;).
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TODISTUS. (1) Huomataan, ettd A\B = AN B¢. Koska Lemman 1.7 nojalla
B¢ on Lebesgue-mitallinen ja titen myos A N B¢ on Lebesgue-mitallinen,
on A\B Lebesgue-mitallinen.

(2) Olkoon A = U’?Zl Az ja Bl = Al, BQ = AQ\Al, Bg = Ag\(Al UAQ), ey B] =
AJ\(AlL_JAQU . UAjfl) = A]\ <Ug;11 Al> ,jolloinjokainen B,L (Z = 1, 2, e ,])

on Lebesgue-mitallinen. Lisdksi B, N B,, = (), kun m # n, eli joukot B; ovat
erillisid. Patee my0s, etta

N N
U Aj = U Bj ja
j=1 j=1

j=1 j=1

j
Merkitdan Sy = Ujvzl A = Ujvzl B;. Télléin Sy on Lebesgue-mitallinen.
Olkoon E C R". Osoitetaan induktiolla, etta

(1.3) m*(ENSy) = Zm (EN By)

(a) Olkoon N = 1, jolloin selvésti

(b) Induktio-oletus: Oletetaan, ettd yht#lo (1.3) pétee kaikille V.

(c) Induktioaskel: Testataan, péateekd yhtélo (1.3) kaikille N + 1. Koska Sy
on mitallinen, voidaan sen, induktio-oletuksen ja tiedon Sy C Syi1
avulla kirjoittaa

m*(EN Sy+1) =m* ((EN Sy41) NSy) +m* (BN Syi1) NSY)
=m"(ENSy)+m"(ENByny1)
N
(1.4) =Y m*(ENB;)+m"(EN Byy)
j=1
N+1

j=1
Téten yhtalo (1.3) patee kaikille N € N. Nyt pétee myos
N 00
> m*(ENB;) =m"(ENSy) <m* (EﬂUB) “(ENA) Z “(EN B))
j=1 e
ja kun N — oo, niin ijl m*(EN Bj) =372, m*(EN By), joten

(1.5) “(ENA) = Zm ENB))
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Joukon Sy mitallisuuden, ulkomitan monotonisuuden ja yhtélon (1.3) nojalla
m*(E) = m*(ENSy) +m* (ENSY)
> im*(E N B;) +m* (BN A°)
(1.6) o
=Y m*(ENB;)+m" (EnAY)
j=1
=m* (ENA)+m" (EnA).
Ulkomitan subadditiivisuudesta kuitenkin seuraa
m*(E) <m*(ENA)+m* (EnA°),
joten taytyy olla
m*(E) =m*(ENA)+m* (EnA°).

Siis A = Uj’;l A; on Lebesgue-mitallinen.

(3) N2, 4 = R\ U2, (R™\A;) on Lauseen kohtien (1) ja (2) nojalla Lebesgue-
mitallinen.

(4) Jos Ay, Ay, --- € M,, ovat erillisid, niin téllsin By = Ay, By = A,,...B; =
A;. Kun yhtélossa (1.5) valitaan £ = R”, niin saadaan

m* (U Aj> =m*(A) =m*(ENA) = Zm*(E N B;) = Zm*(Aj).

Seuraava lause todistuksineen on Kilpeldisen [5] monisteesta, Lause 2.12.
LAUSE 1.9. Olkoon A ja B Lebesgue-mitallisia, m(A) < oo ja A C B. Tdlloin
m*(B\A) = m*(B) —m"(A).

TobisTus. Lauseen 1.8 kohdan (3) nojalla B\ A on mitallinen. Koska B\ A ja A
ovat erillisid ja A C B, niin téten B = (B\A) U A ja Lauseen 1.8 kohdan (4) nojalla

m*(B) = m*(B\A) +m"(A),
josta seuraa
m*(B\A) = m*(B) — m*(A).
U

Seuraavaksi esittelemme mittateoriassa paljon kiytetyt joukot, Borel-joukot. Borel-
joukot muodostavat Borelin o-algebran.

MAARITELMA 1.10. Joukon X osajoukkojen kokoelma F on o-algebra joukossa
X, jos seuraavat ehdot toteutuvat:
(1) 0 e F.
(2) Jos A€ F, niin X\A € F.
(3) Jos Ay, Ay, -+ € F, niin ;o 4; € F.
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Téaten esimerkiksi Lebesgue-mitalliset joukot muodostavat o-algebran Lauseiden
1.6 ja 1.8 nojalla.

MAARITELMA 1.11. Borel-joukkojen o-algebra on joukkokokoelma
B = ﬂ{]—" : F on o-algebra, joka sisiltaa avaruuden R™ avoimet joukot}.
Borel-joukkojen o-algebran joukkoja kutsutaan Borel-joukoiksi.

Mielivaltaisen monen o-algebran leikkaus on my6s o-algebra, miké tekee Borel-
joukkojen madritelmésta jarkevin. Borel-joukot ovat Lebesgue-mitallisia.
Seuraava lause on Kilpeldisen [5] luentomonisteesta, Lause 2.13.

LAUSE 1.12. Olkoon A C R™ Lebesgue-mitallinen ja m(A) < oco. Tdlldin on ole-
massa Borel-joukko B jolle A C B ja m*(B\A) = 0.

TobisTus. Lauseen 1.9 nojalla on
m*(B\A) = m*(B) — m*(A).

Néytetadn siis nyt, ettd m*(B) = m*(A). Lauseen 1.4 nojalla kaikille j € N on
olemassa avoin joukko U; siten, ettd A C U; ja

1
m*(U;) <m*(A) + =
Valitaan B siten, ettd B = (2, U;. Tilloin B on Borel-joukko. Koska nyt on A C
B C Uj, niin téiten
1
m*(A) <m*(B) <m*(U;) <m*(A) + -
J
Koska témé pétee kaikille 7 € N, niin taytyy olla
m*(B) = m*(A).
Siis
m*(B\A) = 0.
0

Téahan mennessi olemme tutustuneet Lebesguen ulkomittaan ja Lebesgue-mitallisiin
joukkoihin. Lebesguen ulkomitan méaritelméssé ei ollut vilid, onko mitattava jouk-
ko Lebesgue-mitallinen vai ei. Lebesguen mitta saadaan, kun Lebesguen ulkomitta
rajoitetaan Lebesgue-mitallisten joukkojen kokoelmaan:

MAARITELMA 1.13. Lebesguen mitta on funktio m : M, — [0, 0], jolle pitee
m(A) =m*(A), kun A on Lebesgue-mitallinen.

Seuraava lause on tuttu Mitta- ja integraaliteorian kurssilta, mutta sen todistus
on Kkirjoittajan itse laatima. Tarvitsemme tietoa Lebesguen mitan siirtoinvariantti-
suudesta esimerkiksi kiertoinvarianttisuuden todistamisessa.

LAUSE 1.14. Lebesguen mitta on siirtoinvariantti. Toisin sanoen kaikille A € M.,
ja x € R™ pitee m(A+ x) = m(A).



1. MITTATEORIAA 9
Tobistus. Olkoon
]:](1) XI(Q) X oeee XI(")
ja
I+z=IY42)x (I?+a5) x - x (1™ +a,).
Osoitetaan, etté

v(l +z) =v(l).

Olkoon vilin 1™ pistepisteet ar, < by, jolloin vilin I® + z; paitepisteet ovat
CLk—i-;Ukak—i-xk

Télloin valin I geometrinen mitta on
v(I) = (by —ay)(by —az) ... (b, — an)
ja vilin I + x geometrinen mitta on
vl +x)=(by + a1 — (a1 + 1)) (be + 22 — (a2 + 22)) ... (b + xp — (ay, + 24))
= (b —a1)(by —az) ... (b, — ay,).

Siis v( + z) = v(I).

(1.7)

Olkoon € > 0. Voidaan valita vilit I; siten, ettd A C |J;2, I; ja

<m +e

\_/IIM

T&ll6in on myos A+ x C o, (L +

m(A+ z) gi I; + x) :iv )+ e
=1 =1

Asettamalla € — 0 saadaan
m(A+z) <m(A).
Samalla tavalla pétee

A)Siv iv Ii+x) <m(A+x)+

i=1 i=1
ja asettamalla ¢ — 0 saadaan

m(A) < m(A+ z).
Siis m(A + x) = m(A). O






LUKU 2

Lebesguen mitan kiertoinvarianttisuus

Lebesguen mitan siirtoinvarianttisuus on tuttu tulos esimerkiksi Mitta- ja inte-
graaliteorian kurssilta, ja sen todistus on lyhyt ja suoraviivainen. Téssa luvussa to-
distamme, ettd Lebesguen mitta on myos kiertoinvariantti. Todistusta varten tulee
ensin madritelld erés erikoistapaus kuutiosta, jota kutsumme Whitney-kuutioksi. Cra-
venin [1] kirjan kappaleessa 6.2 Whitney-kuutioita kutsutaan nimelld "boxes”.

2.1. Whitney-kuutiot

MAARITELMA 2.1. Avaruuden R" Whitney-kuutio on puoliavoin kuutio
B = {(:El,xz,...,xn) ca; < xp < ai+2_k}, missd 1 <i<n, k=0,1,2,....

Téssd a; on luvun 27% moninkerta, ja lisiksi kuution sivut ovat koordinaattiakselien

suuntaiset. Kaikki Whitney-kuutiot ovat joko erillisid tai sisdkkaisid. Whitney-kuutio

voidaan kirjoittaa avoimien suorakulmaisten sdrmitiden C'1, joiden sivut ovat koor-
J

dinaattiakselien suuntaiset, leikkauksena,

S

oA
j=1

Olkoon ) Whitney-kuutio, jolle & = 0 ja a; = 0. T&lloin kyseesséd on siis sellainen
Whitney-kuutio, jonka yksi nurkka on origossa ja jonka sivun pituus on 1.

LAUSE 2.2. Jokainen avoin joukko G C R"™ on erillisten Whitney-kuutioiden yh-
diste.

TobisTtus. Olkoon =z € G. Tilloin on olemassa Whitney-kuutio B siten, ettd
x € B C G. Whitney-kuutiot ovat joko erillisia tai sisdkkaisid. Valitaan joukosta
G ensin mahdollisimman suuria Whitney-kuutioita ja poistetaan niiden sisilld ole-
vat pienemmét Whitney-kuutiot. Valitaan sitten seuraavaksi suurimmat Whitney-
kuutiot ja poistetaan taas niiden sisdlld olevat Whitney-kuutiot. Jatkamalla téatéa

11
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saadaan avoin joukko G on peitettyd lopulta kokonaan erillisilla Whitney-kuutioilla.

-, .’h\
¢! Ay J \
I \-‘_-” -‘
\ fl
A | fq-,
\__‘ 1
-l I'\ul
Vo =
A |
\---, 0
2.2. Kierto

MAARITELMA 2.3. Alkeismatriisiksi kutsutaan n x n-matriisia, joka voidaan muo-
dostaa I,y,-matriisista eli yksikkomatriisista yhdelld alkeisrivioperaatiolla. Alkeisri-
vioperaatioita ovat kahden rivin vaihtaminen kesken&én, rivin kertominen nollasta
poikkeavalla vakiolla ja rivin moninkerran lisédminen toiseen riviin.

LAUSE 2.4. Neliématriisi on kddntyvd jos ja vain jos se voidaan kirjoittaa alkeis-
matriisien tulona.

TobisTus. Olkoon A alkeismatriisien tulo. Koska jokainen alkeismatriisi on kéén-
tyva, ja kddntyvien matriisien tulomatriisi on kddntyva, niin talloin A on kdantyvé.
Oletetaan sitten, ettd A on kddntyva. Téstd seuraa, ettd matriisi A voidaan riviope-
raatioiden avulla muuttaa yksikkomatriisiksi. Rivioperaatiot ovat samat kuin Mé&éri-
telmén 2.3 alkeisrivioperaatiot. Téten on olemassa alkeismatriisit 77,75, ..., T} siten,
etta

T;.. 15T A= 1.
Tasta seuraa
A=T7'Ty T

Koska alkeismatriisien kd#dnteismatriisit ovat myos alkeismatriiseja, on A alkeismat-
riisien tulo. 0

MAARITELMA 2.5. Lineaarikuvaus 7" : R” — R" on kiertokuvaus, jos kuvauksen
matriisille A pitee ATA = AAT = I ja det A = 1. Avaruudessa R? kierron matriisi

on muotoa
T cos(f) —sin(6)
~ |sin(f) cos(d) |’
missi 6 on kiertokulma. Téstéd nihdiin helposti, ettd det T' = cos?(8) + sin?(6) = 1.

2.3. Lebesguen mitan kiertoinvarianttisuus

Téssa kappaleessa tutkimme Lebesguen mitan kéayttaytymistéd lineaarisissa muu-
toksissa. Tarkastellaan lineaarikuvauksia 7' : R™ — R". Merkintd G L(n,R) tarkoittaa
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kadntyvien lineaarikuvausten joukkoa. Seuraavaksi esittelemme tutkielman paatulok-
sen, joka kertoo, miten lineaariset muutokset vaikuttavat joukon Lebesguen mittaan.
Lauseen todistus mukailee Cravenin [1] todistusta kirjan kappaleessa 6.2, kuitenkin
lukuisilla tdydennyksilla.

LAUSE 2.6. Olkoon T € GL(n,R). Mille tahansa joukolle E C R™ pdtee
m*(TE) = |detT|-m*(E),
joa TE ={Tx :x € E} on mitallinen jos ja vain jos E on mitallinen.

TODISTUS. (1) Osoitetaan, ettd T'B on mitallinen aina, jos B on Whitney-

kuutio. Koska T on lineaarikuvaus, niin myds sen kidnteiskuvaus 7! on

lineaarikuvaus. Tiedetédédn, ettd B on mitallinen, silla

B= ﬁ(];,
j=1

ja avoimien joukkojen leikkaukset ovat mitallisia. Koska 7! on lineaariku-
vaus, niin se on jatkuva. Koska C’1 on avoin, niin taten myos T (C’1) on
avoin. Koska avoimien joukkojen lelkkaukset ovat mitallisia, niin

TB :DT (C%>

on taten mitallinen.

(2) Asetetaan W(T') = m*(TQ), missd ) on Whitney-kuutio, jonka sivun pituus
on 1 ja jonka yksi nurkka on origossa. Olkoon J joukko, johon kuuluvat kaikki
osajoukot F joille pétee

m*(TE) = W(T)m*(E).

Osoitetaan, ettd mikd tahansa Whitney-kuutio B € J. Koska Lebesguen
mitta on siirtoinvariantti, niin

m*(B + x) = m*(B) kaikilla z € R".
Olkoon B, = B+ x, Whitney-kuutioita siten, ettd ) = |J, B,. Talléin 16ytyy
kokonaisluku a = 2* siten, ettd m*(Q) = Y. m*(Bs) = a - m*(B). Koska
jokainen Bj on mitallinen, niin myos jokainen 7'B on mitallinen kohdan (1)
nojalla. Koska on myos

m*(T'(B+z)) =m"(TB+Tx) =m"(TB),
niin talloin

=> m"(TB,) =Y m*(T(B+ux,))=a-m (TB).
Téaten voidaan kirjoittaa

m'(TB) _ m(TQ)
«m'(B)  m@Q

= W(T),
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silla m*(Q) = 1. Siis W(T)m*(B) = m*(T'B), eli B € J.

(3) Osoitetaan, ettd mikd tahansa avoin joukko G € J. Lauseen 2.2 nojalla
jokainen avoin joukko G C R"™ on erillisten Whitney-kuutioiden B; yhdiste,

U
=1

Koska kaikki B; € J ovat erillisid ja joukot T'B; ovat Lebesgue-mitallisia,
taytyy olla

m*(TG) =m” (D TBZ->

(2.1)

Siis G € J.

(4) Osoitetaan, ettd mikd tahansa joukko £ € J. Lauseen 1.4 mukaan kaikilla
e > 0 on olemassa avoin joukko G siten, ettd F C G, ja m*(G) < m*(F) +e.
Talloin myos TE C TG. Siis ulkomitan monotonisuuden ja Lauseen 1.4
nojalla voidaan kirjoittaa

m*(TE) < m*(TG) = W(T)m*(G) < W(T)(m*(E) + ).
Tasté seuraa
(2.2) m*(TE) < W (T)m*(E).
Huomataan myds, etti
1= m*(Q) = m" (TT7'Q) = W(T)m"(T'Q) = W(T)W (T ")m"(Q),

eli
W(T YW (T) = 1.

Lauseen 1.4 mukaan kaikilla ¢ > 0 on olemassa myo6s avoin joukko G’
siten, ettd TE C G, ja m*(G') < m*(TE) + e. Téllsin myss T-'TE =
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E c T7'@’. Siis ulkomitan monotonisuuden ja Lauseen 1.4 nojalla voidaan

kirjoittaa

m*(E) <m* (T7'G") =W(T ")m*(G') < m*(TE + €).

L
WA(T)
Tasta seuraa
(2.3) W(T)m*(E) < m*(TE).
Epéyhtaloiden (2.2) ja (2.3) nojalla
m*(TE) = W(T)m*(E).
Téaten E € J.

(5) Osoitetaan, ettd W (T) = | det T'|. Lauseen 2.4 mukaan jokainen kééntyva li-
neaarikuvaus 7' € GL(n,R) on muotoa T = T} o --- o T}, missé T}:t ovat
muotoa

() T(z1,. o @iy ooy Ty ooy T) = (T1y ooy Ty ooy Ty e ey L)

(b) T'(z1,...,2n) = (cx1,...,2,),c €ER

(c) T(x1,29,...,x,) = (x1 + X2, Tay ..., Tp).
Lisdksi kuvauksen determinanteille patee |det T,T,| = | det T,| - | det T}| kai-

killa a,b € {1,...,k}. Téaten tarvitsee tarkastella ainoastaan niitd kolmea
kuvausta.

(a) Tassd selvésti |detT| = 1. Myos W(T') = m*(T'Qp) = 1, silld ainoas-
taan kaksi koordinaattia vaihtuvat keskendén. Siispd W (T') = | det T'|.

(b) Téssé tapauksessa | det T'| = |¢|. Tarkastellaan kuvan avulla, mita W (T):1le
tapahtuu kaksiulotteisessa avaruudessa.

(:E]a :F?) T {Cx]_, 532}

K 4 4
|
|
|

S 5

0 1

Kuvasta nédhdéén, ettd myos W (T) = m*(T'Qg) = |c|. Taméa toimii sa-
malla tavalla myos korkeammissa ulottuvuuksissa, joten W(T") = | det T'|.



16

2. LEBESGUEN MITAN KIERTOINVARIANTTISUUS

(c) Téssé | det T| = 1. Tarkastellaan kuvan avulla, mitd W (T):lle tapahtuu
kaksiulotteisessa avaruudessa.

(w1, 9) = (71 + T2, T9)

o

Huomataan siis, ettd myos tissd tapauksessa W (T') = 1. Tamikin toi-

mii samalla tavalla myos korkeammissa ulottuvuuksissa, joten myos tés-
sé tapauksessa W(T') = |det T'|.

Koska sekd W(T') ettd | det T'| ovat multiplikatiivisia funktioita, eli
W(T,T}) = W(T,)W(T})
ja
| det T, T,| = | det T,|| det Tp|,
on W(T) = |det T| kaikilla T' € GL(n,R).

(6) Néytetddn vield, ettd jos joukko E on mitallinen, niin télloin myos TE on

mitallinen. Lauseen 1.12 nojalla on olemassa Borel-joukko A siten, ettd E C
A ja
m*(A\E) = 0.
Huomataan, etta
T(E) = T(A\T(A\E).
Koska A on Borel-joukko, niin on myo6s T'(A). Siis T'(A) on mitallinen. Jos

saadaan osoitettua, ettd myos T (A\F) on mitallinen, on joukon T'(E) mital-
lisuus todistettu.

Osoitetaan, ettd m*(T'(A\E)) = 0, silla télloin T(A\F) on mitallinen.
Olkoon Vj avoin joukko, j > 1, jolle (A\E) C V; ja m*(V;) < % Koska
avoimille joukoille pétee

m*(T'V;) = | det T'|m"(V;),
niin taytyy olla

det T
m*(TV;) < [det T

J
Koska T(A\E) C T(V;), niin

m*(T(A\E)) < m*(TV;) < 19401

J
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Taten m*(T'(A\E)) = 0 ja T(A\E) on mitallinen.

Siis jokainen T'(E) on mitallinen.

SEURAUS 2.7. Lebesquen mitta on kiertoinvariantti.

TobisTus. Koska kiertokuvaukselle pitee |det T| = 1, niin téten
m(T(E)) = m(E).






LUKU 3

Hausdorffin mitta

Téasséd luvussa tutkimme Hausdorffin mittaa ja sen ominaisuuksia. Luvussa esi-
tettyjen méaéritelmien ja lauseiden ideat ovat perdisin Follandin [2], Ambrosion ja
Tillin [4] sekd Evansin [3] teoksista. Epéatyhjén joukon X osajoukkojen kokoelmaa
merkitdan

P(X)={E:EC X},

ja yleistd ulkomittaa merkitdan symbolilla .

3.1. Metrinen avaruus ja yleinen ulkomitta
MAARITELMA 3.1. Olkoon funktiolla d : X x X — [0, 00) seuraavat ominaisuudet
jokaiselle z,y, z € X:
(1) d(x,y) =0 jos ja vain jos x =y
(2) d(z,y) = d(y, =)
(3) d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).

Té&ll6in d on metrinen funktio, ja X (tai pari (X, d)) on metrinen avaruus.
ESIMERKKI 3.2. Euklidinen etéisyysfunktio d(x,y) = |x — y| on metrinen funktio

R™:ssd ja R™ on metrinen avaruus. Myos jokainen avaruuden R™ osajoukko, johon
etdisyys d(x,y) kuuluu, on metrinen avaruus.

MAARITELMA 3.3. Funktio p : P(X) — [0, 00] on ulkomitta jos seuraavat ehdot
toteutuvat:

(1) p(@) = 0.
(2) Jos A C B, niin pu(A) < u(B).
(3) Jos A C U2, A, niin pu(A) < 377, pu(Ay).

MAARITELMA 3.4. Olkoon X metrinen avaruus. Joukko A C X on p-mitallinen,
jos
w(F) = p(FNA)+ pu(F\A) kaikille F C X.
LAUSE 3.5. pu-mitallisten joukkojen kokoelma on o-algebra.

TobisTus. Méiritelmien 3.3 ja 3.4 nojalla Lemma 1.7 ja Lause 1.8 patevit ylei-
selle ulkomitalle samoilla todistuksilla. Taten M&éritelmén 1.10 nojalla p-mitallisten
joukkojen kokoelma on o-algebra. O

MAARITELMA 3.6. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja A, B C X. Jos
u(AU B) = pu(A) + u(B) aina, kun d(A, B) > 0,
niin x on metrinen ulkomitta X:ssé.

19
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HuomAuTus 3.7. Merkintd d(A, B) > 0 tarkoittaa sité, etta joukot A ja B ovat
positiivisella etéisyydellé toisistaan, eli

d(A, B) = inf{d(z,y) :x € A,y € B} > 0.

Seuraavaksi esittelemme lauseen, joka késittelee Borel-mitallisuutta. Lauseen to-
distus mukailee Ambrosion ja Tillin [4] todistusta (Theorem 1.1.11), kuitenkin kir-
joittajan toimesta tdydennettyna.

LAUSE 3.8. Olkoon p metrisen avaruuden (X,d) metrinen ulkomitta. Talloin p
on Borel-mitta eli kaikki Borel-joukot ovat p-maitallisia.

TobisTus. Osoitetaan, ettd suljetut joukot ovat p-mitallisia. Olkoon F' suljettu
ja A C X, jolle u(A) < oco. Mééritellddn joukot

1 1
Doz{xd(l’,F)Zl} ja Dn:{$2_n§d($yF)< 2n—1}'

Ulkomitan subadditiivisuuden nojalla tiedetdén, etta
u(A) < p(ANF) + u(A\F),
joten osoitetaan nyt, ettd
p(A) = p(ANFE) + u(A\F).

Joukot D; ja D; ovat positiivisella etédisyydelld toisistaan aina, kun |¢ — j| > 1. Téten

w(A) > u (Aﬂ LmJ D2j> = i(Aﬂ Dy;),

J=0 J=0

kun m on mielivaltainen. Koska on myos

p(A) > p (A N U D2j+1> = Z(A N Dajy1),

j=0 7=0

eli molemmat sarjan » j (AN Dj) osajonot ovat suppenevia, niin tédten myos sarja
>_; (AN D;) suppenee. Koska I ja U?LO D; ovat positiivisella etaisyydelld toisistaan

ja
w(A\F) < p (AHUDj> +u (Am U Dj> ,
j=0 j>m
niin jokaiselle m > 0 pétee

,u(A)Z,u((AﬂF)U (AQOD]>>

(3.1) :M(AmF)Jru(AﬂODj)

=0
> u(ANF) + u(A\F) = 3 (AN D;).
j>m
Asettamalla m — oo, saadaan
p(A) = p(ANFE) + u(A\F).
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Téaten
H(A) = p(AN F) + u(A\F).

Koska tdmé pétee kaikille suljetuille joukoille F', niin pétee se myo6s kaikille avoi-
mille joukoille F'¢. Madritelmén 1.11 nojalla Borel-joukot muodostavat avaruuden X
pienimmén o-algebran, joka sisdltdd avoimet joukot. Toisaalta, myos pu-mitalliset jou-
kot muodostavat g-algebran. Taten Borel-joukot ovat u-mitallisia, joten p on Borel-
mitta. U

MAARITELMA 3.9. Olkoon p ulkomitta avaruudessa E. Jos joukolle A C E on
olemassa p-mitallinen joukko A O A siten, etti

p(A) = u(A),

niin talloin ulkomitta p on sadnnoéllinen.

3.2. Hausdorffin mitta ja sen ominaisuudet

Téassd kappaleessa esittelemme Hausdorffin mitan médritelmén sekd muutamia
perusominaisuuksia. Tutkimme esimerkiksi Hausdorffin mitan ulkomitallisuutta ja
Borel-saannollisyytté.

MAARITELMA 3.10. Olkoon X metrinen avaruus. Joukon A C X halkaisija on
diam(A) = sup{d(z,y) : x,y € A}.

MAARITELMA 3.11. Jokaiselle k > 0 olkoon

missi [(¢) := [[° 2" e "du.

Olkoon X metrinen avaruus. Jos A C X ja 0 < < oo, madritelldén

HE(A) = %mf {Z(diam(Ai))k | diam(A;) <6, A C UAZ} :

iel iel
Lopuksi méaéritellain vield k-ulotteinen Hausdorffin mitta avaruudessa X:

H"(A) := sup HE(A).

6>0

LAUSE 3.12. Gammafunktiolle T(t) := [~ 2! 'e™"dx pitee
(1) T(t +1) = ¢T(t).
(2) T(1) = 1.
(3) T () = v
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TODISTUS. (1) Tulokseen péadstasan osittaisintegroinnin avulla:

L(t+1)= / e dy
0

o0
= / zte *dx
0

(3.2) BT oto—x\ [ ot.—0\ _ Oo_ -1 —x
—xh_>ngo( z'e ) (Oe ) i tx' e dx
:t/ e dy
0

= 1T(1).

(2) Sijoitetaan ¢t = 1, jolloin saadaan

(1) = / 'l dr = lim —e — (—€”) =0—(-1) = 1.
0

T—00

(3) Tehdésn integraalille I' (1) = [ 2~ 2e~"dz muuttujanvaihto z = y2. Tilldin
dx =2y dy ja

Saatu integraalifunktio on Gaussin integraali, jonka arvo on tunnettu

/ e_dey = /7.

[e.e]

Siis I' (1) = /7.

ESIMERKKI 3.13. Lasketaan funktion wj arvot, kun £ =1, 2, 3.
Olkoon k = 1. Talloin

CTIE) M) WA
Olkoon k£ = 2. T&lloin
T . T . T .
2“Ta+1n 10y 1 "
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Maéritelméssé 3.3 kerroimme ominaisuuksista, jotka péatevét ulkomitalle. Seuraa-
van lauseen todistus mukailee Ambrosion ja Tillin [4] todistusta (Theorem 2.1.3).

LAUSE 3.14. Olkoon X metrinen avaruus. HY ja H* ovat ulkomittoja jokaiselle
k>0 jad e (0,400).

TobisTus. Osoitetaan, ettd Hausdorffin mitalle patevat Maaritelméssa 3.3 esi-
tellyt ominaisuudet.

(1) Mééritelméstd 3.11 seuraa, ettd HE(0) = 0. Koska H*(A) := sups., HE(A),
niin téstd seuraa, ettd myods H*(0) = 0.

(2) Olkoon A C B. Télloin Maaritelméstéd 3.11 seuraa, etta
Hi(A) < HE(B).
Kun asetetaan 9 — 0, saadaan
HM(A) < HF(B).

(3) Olkoon A C |JZ, A; kaikilla j € N ja olkoon e > 0. Téll6in jokaiselle A;
16ytyy peite {E7} kaikilla i € N siten, etté diam (Ef ) <4 ja

2> (diam (£))" < HE(4;) + 27
=1
Tallsin 72, A; € U7, {E!}, ja niin ollen
Hy(A) < 55 > (diam (E))
=1

(3.4) <) HE(A;) + 270

j=1
<) HE(A) +e

j=1

Koska € > 0 on mielivaltainen, niin téaytyy olla
HI(A) < Y HE(A,).
j=1
Kun asetetaan 6 — 0, saadaan
HA(A) < ) HA(4)).
j=1

Téten HE ja H* ovat ulkomittoja. O

Esittelemme seuraavaksi lauseet, joista ensimméinen késittelee Hausdorffin mitan
Borel-mitallisuutta ja toinen Borel-sdannéllisyytta. Lauseiden todistukset mukailevat
Evansin [3] (Section 2.1, Theorem 1) ja Ambrosion ja Tillin [4] (Theorem 2.1.4)
todistuksia.
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LAUSE 3.15. Hausdorffin mitta H* on Borel-mitta, eli toisin sanoen jokainen
Borel-joukko on Hausdorff-mitallinen.

TobpisTUsS. Sovelletaan todistuksessa Lausetta 3.8. Olkoon A ja B erillisid jouk-
koja, ja olkoon
d(A, B)

2 Y
missd d(A, B) = inf{d(a,b) : a € Ab € B}. Talloin mikddn joukko FEj, jolle
diam(FE;) < 6, ei voi leikata kumpaakin joukkoa A ja B. Oletetaan, ettd AU B C
U2, E;. Olkoon

A:{EJEJQA%(Z)} Ja B:{E]EJQB#Q)},

0<d<

jolloin
Ac |J E ja Bc | E;
E;jeA E;eB
Tasté seuraa, etté
ZENT (diam ()" > 25 ST (diam () + 26 Y (diam (E;))"
(3.5) 2 i=1 2 E;cA 2 E;eB

> HE(A) + HE(DB).
Koska 0 < 26 < d(A, B), niin téten
HE(AU B) > % 3 (diam(E)))* + % 3 (diam(E;))*
(3.6) EjeA E;eB
> HE(A) + HE(B).

Asetetaan § — 0, jolloin saadaan

H(AU B) > H*(A) + H*(B).
Toisaalta ulkomitan subadditiivisuudesta seuraa

HY (AU B) < H*(A) + HF(B),
ja taten

H* (AU B) = H*(A) + H"(B).

O

LAUSE 3.16. Olkoon X metrinen avaruus. Jokainen Hausdorffin mitta H* on
Borel-sdanndllinen; jokaiselle joukolle A on olemassa Borel-joukko B siten, ettd A C

B ja HM(A) = H*(B).

ToDISTUS. Valitaan A siten, ettd H*(A) < oco. Télloin 1oytyy peite C,, = |, E* 2
A jokaiselle n siten, ettd jokainen E' on suljettu joukko, diam (E!") < %, ja
o 2 (diam (E7"))" < H’%(A) +o

Pelkkien suljettujen joukkojen kéytto on tissé sallittua, silla Madritelmén 3.11 nojalla
diam(F;) = diam (El), misséd £; on suljettu joukko. Olkoon B = (), C,. Koska C,
on suljettujen joukkojen yhdiste, on C,, Borel-joukko. Téllin B on Borel-joukkojen
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leikkauksena Borel-joukko, ja on myos A C B, silli A C C),. On siis A C B C (),
joten
1
HE(B) < HA(Co) < S D (diam(B})* < HA(A) + —.

)

Asetetaan n — 0o, josta seuraa
H*(B) < HF(A).

Koska on kuitenkin A C B, niin ulkomitan monotonisuuden nojalla
H*(A) < HF(B).

Taten on siis oltava

HE(A) = HE(B).

3.3. Hausdorffin ja Lebesguen mittojen yhtédsuuruus

Téssé kappaleessa toteamme avaruuden R™ n-ulotteisen Hausdorffin mitan ja Le-
besguen mitan olevan yhté suuria. Laskemme yksikkopallolle Lebesguen mitan.

MAARITELMA 3.17. Yksikkopallo on joukko B(0,1) = {x : d(z,0) = 1}, eli sen
keskipiste on origossa ja sen séde on 1.

Yksikkopallon Lebesguen mitta avaruudessa R™ on luvussa 3.2 méaéritelty w,, ja
todistamme seuraavassa esimerkissé tapaukset n = 1,2, 3.

ESIMERKKI 3.18. (1) Olkoon B(0, 1) yksikkopallo avaruudessa R. Talloin ky-
seessd on jana, jonka pituus on 2. Selvisti siis talloin

mi(B(0,1)) = 2.

(2) Approksimoidaan kdyrdn y = v/1 — 22 ja x-akselin vilistd pinta-alaa sisélté
péin erillisilla, vierekkéisilla suorakulmioilla. T&ll6in ndiden suorakulmioiden
yhteenlaskettua summaa kutsutaan funktion y = /1 — 22 alasummaksi. Toi-
saalta, jos approksimointi tapahtuu ulkopuolelta, kutsutaan summaa funk-
tion y = V1 — 22 ylasummaksi. Selvésti funktion y = /1 — 22 ja z-akselin
véiliin jadvéan alueen Lebesguen mitta on suurempi kuin funktion alasum-
ma ja toisaalta pienempi kuin yldsumma. Koska y = /1 — 22 on Riemann-
integroituva funktio, pétee

funktion alasumma = funktion ylisumma.

Téaten funktion y = /1 — 22 ja x-akselin viliin jaavan alueen Lebesguen
mitta on sama kuin funktion Riemann-integraali. Kun integraali kerrotaan
kahdella, saadaan koko yksikkokiekon Lebesguen mitta:

ma(B(0, 1)) = 2/_11 VI— 2 da.
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Integraalia ei kuitenkaan ole helppo laskea, joten teemme muuttujanvaihdon.
Olkoon z = sin(u), jolloin dz = cos(u)du. Talloin

/ \/1—m2d$—2/ \/1—sm ) cos(u

G- (D) (- (-22))

Taten mo(B(0,1)) =

(3) Olkoon B(0,1) yksikkdpallo avaruudessa R?. Télloin kyseessd on pallo, jonka
sdde on 1. Lasketaan myos tédssd Lebesguen mitta integroimalla. Selvisti
yksikkopallon poikkileikkaus on integroituva kohdan (2) perusteella, joten
voidaan soveltaa tdhédn Fubinin lausetta, joka sanoo, ettéd tilavuus on sama
kuin 2-ulotteisen poikkileikkauksen integraali vélin [—1, 1] yli. Yksikkopallon
poikkileikkaukset ovat kiekkoja, joiden side on /1 — x2. Té4ten kiekon pinta-
ala on 7(1 — 2?), ja yksikképallon Lebesguen mitta on

ms(B(0,1)) :/ (1 —2%) dx

1

(-4)- (o)

Il

=
VR
Wl o

|
/T
Wl o
~
~~

Huomataan, ettd saadaan tulokseksi samat arvot kuin Esimerkissé 3.13. Yksikko-
pallon Lebesguen mitan laskeminen on siis melko yksinkertainen tehtéva, kun taas
sen Hausdorffin mitan laskeminen on haastavampaa. Ambrosio ja Tilli [4] ovat to-
distaneet, ettd Hausdorffin ja Lebesguen n-ulotteiset mitat ovat yhtéd suuret, (Theo-
rem 2.3.4.). Koska mitat ovat samat, ja Maéritelmésta 3.11 ndhdaén suoraan, etté
Hausdorffin mitta on kiertoinvariantti, voidaan Lebesguen mitan kiertoinvarianttisuus
todeta myos sitd kautta.



Kirjallisuutta

BRUCE D. CRAVEN: Lebesgue measure and integral. Pitman Publishing Inc., 1982.

GERALD B. FOLLAND: Real analysis. Modern Techniques and Their Applications. John Wiley
& Sons, Inc., 1984.

LAWRENCE CRAIG EVANS: Measure Theory and Fine Properties of Functions, CRC Press,
1991.

Luict AMBROSIO, PAOLO TILLL: Topics on Analysis in Metric Spaces. Oxford University Press,
2004.

TERO KILPELAINEN: Mitta- ja integraaliteoria, Jyvaskyldn yliopisto, luentomoniste, Jyviaskylé,
2003.

27



