P-adiset luvut ja avaruuksien Z, euklidiset mallinnukset

Eemu Tuominen

Pro Gradu -tutkielma

Jyvéskylan yliopisto
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kevit 2019



TIIVISTELMA

Eemu Tuominen, P-adiset luvut ja avaruuksien Z, euklidiset mallinnukset (engl.
P-adic numbers and euclidean models of Z,), matematiikan pro gradu -tutkielma, 55
sivua, Jyviskylan yliopisto, Matematiikan ja tilastotieteen laitos, maaliskuu 2019.

Tutkielmassa lihdetédén liikkeelle metristen avaruuksien tdydellistamisestd taydel-
lisiksi metrisiksi avaruuksiksi, missd Cauchy-jonoilla on merkittiva rooli. Taydellisty-
misprosessista kiydaan lapi esimerkkiné rationaalilukujen tédydellistiminen reaalilu-
vuiksi euklidisella normilla. My6hemmin tutkitaan rationaalilukujen taydellistamista
toisenlaisella normilla, josta tulee hyvin erilainen kunta. Kappaleen 2 lopuksi kéasi-
telladn lause, jonka avulla saadaan muodostettua taydellinen metrinen avaruus kéte-
vasti tietyilla ehdoilla. Témaéan jalkeen tutkitaan kunnan normin erilaisia tuloksia ja
maéadritellddn jonon ominaisuuksia. Lisdksi perehdytdén vahvaan kolmioepédyhtaloon,
jonka toteuttavaa normia sanotaan epdarkhimediseksi. Seuraavaksi on jarkevad yh-
distdéd kahden aiemman kappaleen tuloksia ja tutkia normilla varustettujen kuntien
taydellistamista.

Néiden tulosten nojalla Kappaleessa 5 voidaan siirtyd péddasiaan eli p-adisiin lu-
kuihin. P-adisia lukuja varten maaritelldan p-adinen normi, joka riippuu alkuluvusta
p. P-adisten lukujen kunta Q, saadaan tdydellistdmisprosessilla rationaaliluvuista p-
adisella normilla. P-adisten lukujen joukosta saadaan my0s toinen mielenkiintoinen
joukko, p-adisten kokonaislukujen joukko Z,. Kun ollaan péisty p-adisiin lukuihin,
niin tutkitaan kuinka niiden aritmeettiset laskutoimitukset toimivat. Ne eroavat jos-
sain médrin perinteisistd reaalilukujen laskutoimituksista, mutta jossain mielessi ne
ovat jopa helpompia laskea. Tamén jilkeen tutkitaan rationaalilukujen ja p-adisten
lukujen yhteyttd. Tarkoituksena on myos selvittdd, voidaanko p-adisen luvun laajen-
nuksesta padtelld minkilaista lukua se esittdd. Seuraavaksi tutkitaan kongruenssiin
liittyvid tuloksia avaruudessa Q,. Keskeisin asia kongruenssiin liittyvissd tuloksissa
on Henselin Lemma, jolla voidaan ratkaista polynomin juuria, kun kertoimet ovat p-
adisia lukuja. Taméa on periaatteessa p-adinen versio Newtonin menetelmisti, jolla
etsitddn reaalikertoimisen polynomin juuria.

Kappaleessa 9 tutkitaan topologisia perusominaisuuksia. Tésta padstadn avaruuden
Q, palloihin, jotka kdyttdytyvit hyvin eri lailla kuin avaruuden R pallot. Seuraavak-
si tutkitaan Cantorin joukkoa eli “Cantorin kolmasosajoukkoa” ja sen ominaisuuksia.
Liséksi kappaleessa kerrataan metristen avaruuksien kuvauksiin liittyvid ominaisuuk-
sia. Ndiden avulla luodaan yhteyksia Cantorin joukkojen ja p-adisten kokonaislukujen
joukon Z, valille. Viimeisessd kappaleessa tutkitaan avaruuden 7Z, euklidisia mallin-
nuksia. Tétd varten muodostetaan kuvaus joukolta Z, vilille [0, 1]. Joukkojen Z,
kuvauksilla eri alkuluvun p arvoilla on jotain yhteista: ne ovat kaikki fraktaaleja.
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1. JOHDANTO

Tutkielma perustuu suurimmaksi osin Katokin kirjaan P-adic analysis compared
with real |3], joka on kirjoitettu tarkoituksenaan antaa perehdytys p-adisiin lukuihin
lukuteorian, topologian ja analyysin ndkékulmista. Téassd tutkielmassa keskitytdan
lukuteorian ja topologian ndkoékulmiin.

Tutkielman aiheeseen paadyttiin ohjaajan ehdotuksen perusteella. Lisiksi p-adiset
luvut olivat ennestidin vieras aihe, miké herétti kiinnostusta. Tutkielman toiseen paa-
aiheeseen, avaruuden Z, euklidisiin mallinnuksiin, paédyttiin mallinnuksien kauniiden
ja symmetristen rakenteiden vuoksi. Analyysin kisitteleminen tutkielmassa olisi myos
mielekésté ja se tdydentiisi p-adisten lukujen ymmaérrysté entisestadin. Tamé kuiten-
kin karsiutui pois tutkielman laajuutta arvioitaessa.

Ensimmainen henkil6, joka tutki p-adisia lukuja oli Kurt Hensel (1861-1941) 1800-
luvun loppupuolella. Vaikka p-adisten lukujen olemassaolosta on tiedetty jo yli sata
vuotta, niin Jyvaskyldn yliopiston matematiikan peruskursseilla niité ei kasitelld. Nii-
den tutkiminen on kuitenkin mielenkiintoista, silla ldhestymistapoja on monia: luku-
teoria, jossa esimerkiksi p-adisten kokonaislukujen p-adinen normi on yksi tai alle yksi,
geometria, jossa esimerkiksi havaitaan, ettd p-adisten lukujen kunnassa QQ, ympyran
jokainen piste on sen keskipiste, topologia, jossa huomataan, ettd avaruuden Z, eukli-
diset mallinnukset ovat fraktaaleja (kuten mahdollisesti tuttu Sierpinskin kolmio),
analyysi, josta voi lukea enemmén Katokin kirjasta (|3, s.75-134]) ja niin edelleen.

Tutkielma aloitetaan kasittelemalld tdydellistamistd. Tama on tidrkedssa roolissa,
silld riippuen normin valinnasta tdydellistdminen voi tuottaa hyvin erilaisia metrisia
avaruuksia. Taméan tutkielman tapauksessa padstddn vertailemaan rationaalilukujen
kahta téydellistysta: reaalilukujen kuntaa R ja p-adisten lukujen kuntaa Q,. Namé
kunnat saadaan muodostettua, kun valitaan joko euklidinen normi tai p-adinen normi
vastaavassa jirjestyksessd. Tutkielman edetessa lukijalle voi herdtd kysymys: kuinka
p-adisten lukujen joukko rakentuu? Téstd alkaa muodostua jonkinlainen késitys, kun
tutkitaan p-adisten lukujen ominaisuuksia. Tata padstdin havainnoimaan euklidisten
mallinnusten kautta viimeisessa kappaleessa.

Kappaleissa 2 - 4 kisitellddn tdydellistysprosessia metristen avaruuksien ja normilla
varustettujen kuntien tapauksessa, sekd naihin liittyvid perusominaisuuksia. Nadiden
kappaleiden avulla luodaan perusta, jonka avulla rakennetaan p-adisten lukujen kunta
Qy ja siten p-adiset luvut. Kappaleissa 5 - 6 médritellddn p-adinen normi, jonka avulla
muodostetaan p-adisten lukujen kunta Q) ja tutkitaan p-adisten lukujen laskutoimi-
tuksia. Kappaleessa 7 tutkitaan rationaalilukujen ja p-adisten lukujen yhteytté ja néi-
den keskindistd muunnosta toisekseen. Kappaleessa 8 tutkitaan kongruenssiyhtéldita
ja Henselin Lemmaa, jolla voidaan ratkaista yhtaldiden juuria, kun kertoimet ovat
p-adisia kokonaislukuja. Kappaleissa 9 - 10 tutkitaan topologisia perusominaisuuksia
ja Cantorin joukon yhteyttd p-adisten kokonaislukujen kuntaan Z,, sekd jatkuvien
kuvausten yleisimpid ominaisuuksia. Viimeisessd kappaleessa 11 tutkitaan avaruuden
Z,, euklidisia mallinnuksia ja mallinnukseen valitun kuvauksen ominaisuuksia.

Téstd edetddn tarkoituksena muodostaa p-adisten lukujen kunta Q, ja tutkia p-
adisia lukuja ja niiden ominaisuuksia. Tarkoituksena ei ole, etté lukija tietéisi kaiken
p-adisista luvuista, vaan herdttda kiinnostusta aiheeseen. Tutkielmaa luettaessa on
hyva miettid: miten p-adiset luvut eroavat reaaliluvuista ja miten p-adinen normi
eroaa tutummasta euklidisesta normista.



2. RATIONAALILUKUJEN TAYDELLISTAMINEN REAALILUVUIKSI

Rationaalilukujen joukko Q voidaan tédydellistdd reaalilukujen joukoksi R. Tutki-
taan seuraavaksi kuinka jokainen metrinen avaruus voidaan taydellistdd. Olkoon met-
rinen avaruus M, jossa on metriikka d. Olkoon d kuvaus

d: M x M —R,

joka on madritelty pisteparille epatyhjista joukoista M reaalilukujen joukolle R. Téa-
méan sanotaan olevan metritkka, jos seuraavat ominaisuudet patevit:

(1) d(w,y) = 0; d(x,y) = 0, jos ja vain jos = = y;
(2)d(x,y) = d(y,x) kaikilla x,y € M;
(3)d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) kaikilla x,y,z € M.

Kuvausta d sanotaan myos etdisyysfunktioksi, silld d(x,y) on pisteiden vilinen etéi-
Syys.

Metrisen avaruuden M jonoa 7, sanotaan Cauchy-jonoksi, jos kaikilla ¢ > 0 on
olemassa positiivinen kokonaisluku N siten, ettd d(r,,r,) < € aina, kun n,m > N.
Jos jokainen Cauchy-jono suppenee avaruudessa M, niin avaruus M on tdydellinen
metrinen auaruus.

Lause 2.1. Jokainen metrinen avaruus M voidaan tdydellistid. Toisin sanoen on
olemassa metrinen avaruus (M, D) siten, ettd

(1) M on tiydellinen metriikan D suhteen;

(2) M sisdltid osajoukon M, siten, ettd joukot M ja My oval isometrisii keske-
naan;

(3) My on tihei avaruudessa M (Jokainen avaruuden M piste on avaruuden M,
Cauchy-jonon raja-arvo).

Todistus. Olkoon {M} kaikkien avaruuden M Cauchy-jonojen kokoelma, jotka sup-
penevat tai eivit suppene, ja tehddan tastd metrinen avaruus. Téssa tarvitaan ekviva-
lenssirelaatiota joukolla { M }. Kahden Cauchy-jonon a, ja b, sanotaan olevan ekviva-
lentteja, jos d(ay,b,) — 0; téalloin merkitadn {a,} ~ {b,}. Olkoon M joukko ekviva-
lenssiluokkia siten, ettid M = {M}/ ~. Olkoon D metriikka kahdelle Cauchy-jonojen
ekvivalenssiluokalle A = ({a,}) ja B = ({b,}) seuraava

(2.1) D(A, B) = lim d(ay,,b,).

Todistetaan, ettd raja-arvo ei riipu ekvivalenssiluokan edustajien valinnasta ja etta
raja-arvo on olemassa. Néiden lisdksi tarkistetaan ettd D on metriikka joukossa M.

Olkoon {a,}, {al,} eri Cauchy-jonoja ekvivalenssiluokasta A ja {b,}, {0/, } eri Cauchy-
jonoja ekvivalenssiluokasta B. Talloin

(1) lim d(a,,b,) < lim d(an, a,) + d(ay,, b),) + d(b],, by)
n—o0 n—o00
= lim d(a,,al) + lim d(a,,b,) + lim d(?,,0,)
n—00 n—00 n—r00

= lim d(a,, by,);

n—o0



(2) lim d(al,b)) < lim d(al,a,) + d(an, b,) + d(b,, b))
n—oo n—oo
— ! /
_nh_>nolO d(a;,a,) + lim d(a,,b )—i-nll_>Holo d(b,,b;)
= g, dlan, )

Yhdistdmalla kohdat (1) ja (2) saadaan
lim d(ay,,b,) < hm d(a b)) < lim d(an,by),

nr-n
n—oo n—oo

jolloin taytyy olla
lim d(an,b,) = lim d(a,, V).

n—oo n—oo nron
Raja-arvo ei siis riipu ekvivalenssiluokan edustajan valinnasta.

Raja-arvon olemassaolo seuraa, kun osoitetaan, ettd (d(a,,b,)) on Cauchy-jono
reaalilukujen joukossa. Olkoon /2 > 0. T&ll6in on olemassa N; siten, ettd aina, kun
n, m > Ny, niin d(a,, a,) < £/2. Tall6in on myds Ny siten, ettd aina, kun n, m > N,
niin d(by, b,,) < /2. Nyt kaikilla n, m > max(Ny, Na) pétee, ettd

‘d(ana bn) - d(am7 bm)’ = |d(an7 bn) - d(CLm, bn) + d(am; bn) - d(am7 bm)’
S |d(an7 bn) - d(ama bn)| + |d(am7 bn) - d(a'ma bm)|

< d(an, am) + d(by, by) < g + g =

Lopuksi todistetaan, ettd metriikka D on joukossa M todella metriikka. Olkoon
A, B ja C Cauchy-jonojen ekvivalenssiluokkia ja nédiden edustajat vastaavasti {a,},
{b.} ja {e,}. Talloin

(1) D(A, B) = lim,, 0 d(ap, b,) > 0. Kun D(A, B) = 0, niin

D(A, B) = lim d(an,b,) =0,

n—oo
jolloin Cauchy-jonojen a,, ja b, sanotaan olevan ekvivalentteja ja taytyy olla
A= B;
(2) D(A, B) = lim d(a,,b,) = lim d(b,,a,) = D(B, A);
n—oo n—oo
(3) D(A, B) = lim d(an, b,) < lim d(an,c,) + d(cp, by)
n—00 n—00

= lim d(an,¢,) + lim d(c,, b,)
n—o00

n—o0

— D(A,C) + D(C, B).

Titen D on metriikka joukossa M ja Lauseen 2.1 (1)-kohta on todistett.

Olkoon p € M ja muodostetaan vakiojono p = (p,p,p,...). Taméd on selviisti
Cauchy-jono, ja vakiojonojen p ja ¢ vélinen etdisyys D on sama kuin pisteiden p
ja g etdisyys d. Télloin voidaan valita M = Mg, jolloin My on luonnollisesti joukon
M metrinen aliavaruus j ja avaruudet My ja M ovat isometrisid. Téstd saatiin Lauseen
2.1 (2)-kohta.

Viimeiseksi todistetaan, etta M on taydellinen avaruus ja My on tihed avaruudessa
M eli jokainen piste joukossa M on avaruuden M, Cauchy-jonon raja-arvo. Olkoon
(Py)ren Cauchy-jono avaruudessa M. Nyt etsitddn raja-arvo () € M johon jono P
suppenee, kun k — oo. (Huomaa, ettd (Py) on jono ekvwalenssﬂuokkla, eikd jono
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pisteitd joukossa M, ja suppenemisella viitataan metriikkaan D, eikd metriikkaan
d.) Koska metriikka D on hyvin mééritelty, saadaan todistusta hieman lyhennettyé.
Viitetddn, ettd on olemassa edustaja (pyn) € D siten, ettd kaikille m, n € N pétee,
etta

1

(22) d(pk,mvpk,n) < E

Kaikki termit, jotka ovat edelld olevassa esitysmuodossa ovat lihekkéin, eivit vain
jonojen hantipéiden termit. Todistetaan edellinen vaittdma ja etsitddn haluttu joukon
Py, edustaja. Olkoon (goz’n)neN jokin joukon P edustaja. Koska jono on Cauchy-jono,
niin on olemassa N = N(k) siten, etta kaikille m, n > N pitee, ettd

* * 1
APy Phom) < T

Jono prn = pj,.n on ekvivalentti Cauchy-jonon (pj,) kanssa ja toteuttaa ehdon
2.2).
( Jgkaiselle luvulle k£ valitaan edustaja (pg,) € P, joka toteuttaa ehdon (2.2) ja
médritelldén g, = p,,. Viitetddn, ettd (¢,) on Cauchy-jono avaruudessa M = My ja
ettd P, suppenee kohti ekvivalenssiluokkaa () € Mo, kun k£ — oco. Tamé nayttamalla
saadaan todistus loppuun.

Olkoon € > 0. T&ll6in on olemassa N > 3/¢ siten, ettd jos k, [ > N, niin

_M&Jw<§

Jos k, | > N, niin ehdosta (2.2) saadaan

d(Qk, QZ) = d(pk,kypz,z)
< d(Pr s Pren) + A(Pkons Din) + d(Din, 1)

1 1
<= d n n 7
< o dPrn, pra) + 5

2e
S ? + d(pk,napl,n)-

Epéayhtalo on totta kaikilla luvun n arvoilla, eiké epdyhtdlon vasen puoli riipu luvun
n valinnasta. Etdisyyden d(pg,,pin) raja-arvo on D(Py, ), jonka tiedetdén olevan
< ¢/3, kun n — oo. Tallgin, jos k, { > N, niin d(qx,q) < € ja (g,) on Cauchy-jono.
Vastaavasti ndhdédén, ettd P, — @, kun k& — oo. Annetulle ¢ > 0 valitaan N > 2/e
siten, ettd jos k, [ > N, niin d(qx, ¢,) < /2. Téastd seuraa, ettd

APy @) < APk Pk) + APk ke, @n)
= d(Prn, Prg) + Ak, ¢n)

P
— — E.
PRI
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Epéyhtélon vasemman puolen d(py . ¢,) raja-arvo on D(Fy, (), kun k — oo. Siten
saadaan

n—o0

jolloin Lauseen 2.1 (3)-kohta on todistettu ja M on tiydellinen metrinen avaruus. [

Taydellistamisprosessi voidaan tehda avaruudelle M = Q euklidisen normin suh-
teen

(23) d(?”h?“g) :| r —To ’,

jolloin saadaan reaalilukujen avaruus R. Huomaa, ettd euklidinen normi rationaalilu-
vuille Q on euklidinen itseisarvo.

Toinen tapa téaydellistda avaruus Q avaruudeksi R on hieman tutumpi ja se pe-
rustuu padttymattomiin desimaalimurtolukuihin. Jokainen positiivinen reaaliluku a
voidaan Kkirjoittaa padttyméattomana desimaalimurtolukuna

(2.4) a= Z ap - 107%,
k=m

missd m on jokin tietty kokonaisluku ja kertoimet a; saavat arvoja

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Tama esitystapa on yksikésitteinen paitsi jos a; = 0 kaikilla £ > n ja a, # 0, misséi
tapauksessa luvulla a on toinen esitys luvuilla o'y, = ag, kun k& < n, d,, = a, — 1
ja a’p = 9 kaikilla luvuilla & > n. K&édnteisesti, kaikki padttyméattoméat desimaali-
murtoluvut esittiavit pisteitd lukusuoralla ja siten on kitevdid samaistaa reaaliluvut
paattymattomilla desimaalimurtoluvuilla.

Jos rationaaliluvut esitetdin padttymattdomilla desimaalimurtoluvuilla, niistd tu-
lee lopulta jaksollisia (Todistus sivuutetaan). On helppoa konstruoida Cauchy-jono
rationaalilukuja, joilla ei ole raja-arvoa rationaalilukujen joukossa Q:

.1, .1011, .10110111, .1011011101111...;

taten Q ei ole taydellinen euklidisella normilla. Toisaalta rationaalilukujen Cauchy-
jonojen ekvivalenssiluokalla on edustaja, joka on kaavan (2.4) sarjan osittaisten sum-
mien jono. Tdmé&n raja-arvo on paattymatén desimaalimurtoluku. Taméa sama péa-
tee mille tahansa Cauchy-jonolle padttyméattomistd desimaalimurtoluvuista. Toisin
sanoen reaalilukujen joukko on tiydellinen euklidisella normilla. Reaalilukujen kon-
struointi padttyméttomilld desimaalimurtoluvuilla ja taydellistimisprosessi euklidi-
sella normilla ovat ekvivalentteja prosesseja.
Tama esitys voidaan yleistda esitykseen kannassa g, missd g € Z,, g > 2, jolloin

oo

—k

a=> a-g*
k=m
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missi kerroin a saa arvoja joukosta {0,1,...,9 — 1}. Huomaa, ettd kerroin —k on
negatiivinen ja ldhestyy kohti —oo.
Seuraavat huomiot voidaan maarittdd jokaisessa metrisessi avaruudessa.

Maiédritelma 2.2. Olkoon (M, d) metrinen avaruus ja RT joukko positiivisia reaali-
lukuja. Avoin pallo, jonka side on r € RT ja keskipiste on a € M on joukko
B(a,r) ={x € M | d(a,x) <r}.

Suljettu pallo, jonka sdde on r € RT ja keskipiste on a € M on joukko

B(a,r) ={x € M | d(a,z) <r}.

Olkoon A C M. Joukko A on awvoin, jos kaikille x € A on olemassa avoin pallo
B(z,r) C A. Joukko A on suljettu, jos sen komplementti M /A on avoin.

Kaytannossd metrisen avaruuden tdydellistyma saadaan yleensd erilaisella kon-
struktiolla kuin mitd méaédritelméssa kiytetddn, josta seuraavana lisaa.

Lemma 2.3. Olkoon M taydellinen metrinen avaruus ja olkoon X avaruuden M
osajoukko. Tdlléin X on tdydellinen, jos ja vain jos se on suljettu joukossa M. Eri-
tyisesti joukon X sulkeuma joukossa M wvoidaan valita sen tdydellistymdksa.

Todistus. Todistus on suoraviivainen, mutta ohitetaan tdssa tapauksessa. U



3. NORMILLA VARUSTETUT KUNNAT

Rationaaliluvut ja reaaliluvut ovat ensimmaisid esimerkkejd rakennelmasta, jota
kutsutaan kunnaksi. Kunta F' on joukko, joka on varustettu kahdella laskuoperaatiol-
la, joita sanotaan yleisesti yhteen- ja kertolaskuksi ja ne toteuttavat ehdot (1)-(10).
Néma ehdot ovat

(1) kaikilla a, b € F', a + b = b+ a (yhteenlaskun vaihdannaisuus),

(2) kaikilla a, b, ¢ € F, a+ (b+ ¢) = (a + b) + ¢ (yhteenlaskun liitdnnaisyys),

(3) on olemassa 0 € F siten, ettd kaikilla @ € F, 0 + a = a (yhteenlaskun neut-
raalialkion olemassaolo),

(4) kaikilla @ € F on olemassa —a € F siten, ettd a + (—a) = 0 (vastaluvun
olemassaolo),

(5) kaikilla a, b € F, a-b=10-a (kertolaskun vaihdannaisuus),

(6) a-(b-c)=(a-b)-c (kertolaskun liitdnnéisyys),

(7) on olemassa 1 € F siten, ettd kaikilla a € F* = F/{0}, 1 - a = a (kertolaskun
neutraalialkion olemassaolo),

(8) kaikilla @ € F'* on olemassa a~' € F* siten, ettd a - a™' = 1 (kertolaskun
kidnteisalkion olemassaolo),

(9) kaikilla a, b, c€ F, a-(b+c¢) =a-b+ a-c (vaihdannaisuus),

(10) 0 # 1.

Joukkoa, jolla on yksi binddrinen laskuoperaatio, joka toteuttaa kohdat (1) - (4) kut-
sutaan Abelin (tai kommutaatiiviseksi) ryhmdksi. Vastaavasti kuntaa F' varustettuna
vhteenlaskulla kutsutaan kunnan F' additicvisekst ryhmdksi, ja ryhmaéd F>* varustettu-
na kertolaskulla kutsutaan kunnan F' multiplikatiivisekst ryhmdksi. Joukkoa, jolla on
kaksi binfristd laskuoperaatiota, jotka toteuttavat kohdat (1) - (6) ja (9), kutsutaan
kommutatiiviseksi renkaaks:.

Téarkea ominaisuus kunnalle on, ettd se ei sisilla nollanjakajia, toisin sanoen alkioita
a, b € F* siten, ettd a-b = 0.

Seuraavaksi tarkastellaan normia, joka ilmaisee joukon alkioiden vilisté etdisyyt-
td. Keskeisimpid normeja ovat euklidinen normi eli euklidinen itseisarvo ja p-adinen
normi, joka liittyy keskeisesti p-adisiin lukuihin ja avaruuteen Q,. P-adista normia
kisitelladn tarkemmin Kappaleessa 5.

Madritelmi 3.1. Olkoon F' kunta. Normia kunnassa F' merkitddn || - || ja se on
kuvaus kunnalta F' ei-negatiivisille reaaliluvuille siten, etta

(1) [|z]| = 0, jos ja vain jos x = 0;
(2) llzyll = ll=lllly|| kaikilla z, y € F;
(3) |z + vyl < ||zl + ||yl kaikilla x, y € F (kolmioepiyhtdld).

Sanotaan, ettd normi on triviaali, jos ||0]] = 0 ja ||z|| = 1 kaikilla = # 0. Huomaa,
ettd kaikille luonnollisille luvuille n € N pétee, ettd

l - ni=1+---+1€F
——
n kertaa

Merkitadn edelld olevaa alkiota symbolilla n samoin kuin vastaavaa luonnollista
lukua.

Lemma 3.2. Kaikille x, y € F pdtee, eltd



) A= [ =1 =1;

) Al = [ = =[];

) Nl £yl =1zl = llyll |5
; [ =yl < ]| + llyll;

(£) |In|| < n kaikilla n € N.
Todistus. Olkoon x, y € F.

(a) Normin peruslaskuominaisuuksilla saadaan |[1]| = || £ 1 - +1| = || £ 1%
Ottamalla edellisestd lausekkeesta puolittain neligjuuri saadaan || £ 1|| = 1.
(b) [ =2l = l[(=1) - zf| = | = 1| - =[] = L - [|=[| = [|]|.

(©) llzll = llz =y +yll < lle =yl +lyll tai [lz] = [z —y+y|| < [lz+yll+ ] -yl =
llz+y||+ |y, josta seuraa ||z||—||y|| < ||z+ty||. Sama voidaan tehd& vaihtamalla
lukujen z ja y paikkaa, jolloin saadaan ||y|| — [|z|] < ||z £ y||, joka on sama
asia kuin ||z|| — ||ly|| > —||x £ y||. Yhdistdmalla kaksi edellistd kohtaa saadaan
—|lz+yll < ||z = llyl| < [lz+yl|, joka on toisin sanoen |[|z|| —[ly/[| < [z L y]-

(d) |z =yl =llz+ (=l <=l + 1 =yl = [zl + [ly[l-

@) llz/yllllyll = Ix/v)yll = |zl = (lzll/lylD]ly||- Jakamalla edellinen lauseke
luvulla ||y|| saadaan ||z /y[| = ||z|/[|y]|-
O lInfl=ln-1+1 <|ln-1+[1=[n-1+1=---=|n-2+2="-=

|ln —n||+n=10|| +n =0+ n = n kaikilla n € N.
U

Olkoon d(z,y) = ||z — y||. Madritelméstd 3.1 ja Lemmasta 3.2 seuraa suoraan, etti
kuvaus d on etiisyysfunktio. Mééritelman 3.1 kohta (1) viittaa, ettd d(x,y) = 0, jos
ja vain jos x = y, kun taas Lemman 3.2 kohta (b) viittaa symmetriaan ja sen kohta
(d) tuottaa kolmioepédyhtdlon. Sanotaan, etti tdmé etdisyys on saatu aikaan normilla
|| - ||, jolloin joukkoa (F, || -||) pidetdén metrisend avaruutena.

Maégritelmd 3.3. Jonon {a,} kunnassa F' sanotaan
e olevan rajoitettu, jos on olemassa vakio C' > 0 siten, ettd
llan|| < C kaikilla n;
e olevan nollajono, jos
lim ||a,| = 0.
n—oo
Toisin sanoen mille tahansa € > 0 on olemassa N siten, ettd kaikilla n > N
pitee ||a,|| < &
e olevan Cauchy-jono, jos

lim |la, — anl| =0.
n,m—o0

Toisin sanoen mille tahansa € > 0 on olemassa N siten, ettd kaikilla n, m > N
patee ||a, — an| < &;

e suppenevan kohti lukua a € F (kirjoitetaan, ettd lim, .., a, = a), jos

lim ||a, —al| = 0.
n—o0
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Toisin sanoen mille tahansa ¢ > 0 on olemassa N siten, ettd kaikilla n > N
pétee ||a, — a|| < e.

Maédritelmésta seuraa, ettd nollajonot suppenevat kohti lukua 0 ja kolmioepayhté-
16sté seuraa, ettd suppenevat jonot ovat Cauchy-jonoja: oletetaan, ettd lim, ., a, =
a. Talloin

E €
lan = anll = llan +a = a = an| < flan = all +lla —anll < 5+ 5 =¢,

kun n, m > N, jotka on valittu luvulle £/2 raja-arvon maéritelmésté. Erityisesti jo-
kainen nollajono on Cauchy-jono. Vastaavanlaisia ominaisuuksia saadaan todistettua
samanlaisella perusidealla kuin edelld. Niita ovat seuraavat.

Lemma 3.4.

(1) Jokainen Cauchy-jono on rajoitettu.

(2) Olkoon {a,} Cauchy-jono ja olkoon {ny,na,...} kasvava jono positiivisia ko-
konaislukuja. Jos osajono an,,an,,... on nollajono, niin jono {a,} on nolla-
jono.

(3) Jos jonot {a,} ja {b,} ovat nollajonoja, niin jono {a, + b,} on nollajono.
Jos jono {a,} on nollajono ja jono {b,} on rajoitettu, niin jono {a,b,} on
nollajono.

(4) Olkoon {a} Cauchy-jono, mutta ei nollajono. Talldin on olemassa luku ¢ > 0
ja positiwvinen kokonaisluku N siten, ettd kaikillen > N pdtee, ettd joko a,, > ¢
tat a,, < —c.

Todistus.

(1) Olkoon {a,} Cauchy-jono. Tallgin luvulle ¢ > 0 on olemassa N siten, ettd
kaikille n, m > N pétee, etti ||a, — a,|| < . Talloin

HanH = Han — O + am” < Han - am“ + HamH <&+ HamH

Olkoon m = N + 1, jolloin ||a,|| < € + ||an+1] kaikilla n > N. Tall6in

lan|| < max({la]l, l[azll, ..., laxl, lans1ll, € + llaxa ) = C. Téllsin {an} on
rajoitettu.

(2) Olkoon {a,} Cauchy-jono, {ni,ns,...} kasvava jono positiivisia kokonaislu-
kuja ja osajono ay,, a,,, ... on nollajono. T&lloin luvulle £/2 > 0 on olemassa

N siten, ettd kaikille n, n; > N pitee, ettd ||a, — a,,| < /2, sekd M siten,
ettd kaikille n; > M pétee, ettd ||a,,|| <¢e/2, kunie {1,2,...}

)

+ llan|

an| = Han—ani+ani” < Han_am =&

£
2
Téllin {a,} on nollajono.
(3) (i) Olkoon {a,} ja {b,} nollajonoja. Talloin luvulle €/2 > 0 on olemassa
luvut N ja M siten, ettd kaikille n > N pitee, ettd ||a,| < /2 ja ettd
kaikille n > M pétee, ettd ||b,|| < ¢/2. Talloin kaikille n > max (N, M)
patee, ettd ||a, = byl < |lan|| + 1| £ 0nll = llanll + |bn]] < /2 +¢/2 = €.
Talloin {a, = b,} on nollajono.
(ii) Olkoon {a,} nollajono ja jono {b,} rajoitettu. T&llin luvulle €¢/C on
olemassa N siten, ettd kaikilla n > N pitee, ettd ||a,|| < ¢/C' ja kaikille
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n > M pétee, ettd ||b,| < C. Talloin kaikilla n > max (N, M) pétee, ettd
llanbn|l = ||an||||bn]| < e/C - C = e. Téll6in {a,b,} on nollajono.
(4) Olkoon {a,} Cauchy-jono, mutta ei nollajono. Kohdan (1) nojalla Cauchy-
jonot ovat rajoitettuja ja |ja,|| < C kaikilla kokonaisluvuilla n. Olkoon nyt
e > 0. Talloin ||a,| < C + € kaikilla n > N. Jos a, < 0, niin —a, < C +¢,
josta seuraa a, > —(C + ¢). Jos taas a, > 0, niin a, < C' + &. Voidaan siis
valita ¢ := C + ¢, jolloin kaikilla n > N pétee, ettéd joko a, > c tai a, < —c.

O
Seuraava tulos on yksinkertainen, mutta erittdin kiytédnndllinen.

Lemma 3.5. ||z|| < 1, jos ja vain jos lim, . z" = 0.

Todistus. Olkoon ||z|| < 1. Koska ||z"|| = ||z||", niin saadan, etti
lim ||z"|| =0,
n—oo

toisin sanoen lim,,_,o, " = 0. Toisaalta, jos ||| > 1, niin kaikille positiivisille koko-
naisluvuille n pétee, ettd ||z"™| > 1, jolloin 0 # lim,, o z™. O

Maaiaritelma 3.6. Metriikat d; ja dy ovat ekvivalentteja kunnassa F', jos jono on
Cauchy-jono metriikalla dy, jos ja vain jos se on Cauchy-jono metriikalla dy. Normit
|-1l1 ja || - |2 ovat ekvivalentteja (||-||1 ~ ||-]|2), jos ne tuottavat ekvivalentit metriikat.

Lemma 3.7. Olkoon || - ||y ~ || - ||2. Tdlldin
(1) |- 1lr <1, jos ja vain jos || - || < 1,
(2) I+l =1, jos ja vain jos || - |2 =1 ja

3 |- Ih > 1, jos ja vain jos || - | > 1.
Todistus. Olkoon || - [[1 ~ || - |2-

(1) Tehdédin vastaoletus, jolloin jollekin alkiolle a pétee, etti |lal; < 1, mut-
ta |lalls > 1. Koska ollaan kunnassa, voidaan muodostaa potenssien jono
(an,) = (a™), missd a™ = a - --- - a. Lemman 3.5 nojalla timi on Cauchy-
jono ensimmaéisen normin suhteen, silld ||a"||; = |jal|} — 0, kun n — oo.

Viitetdan, etta jono (a,) ei ole Cauchy-jono toisen normin suhteen. Lemman
3.2 nojalla a # 1, silld muuten olisi ||all; = 1. Nyt [|a" — a" || = ||a||3]la —
ll]a > |la — 12 kaikilla luvuilla n. Siis (a™) ei voi olla Cauchy-jono normin
|| - |2 suhteen. Ristiriita todistaa, ettd jos || - |1 < 1, niin || - || < 1. Viite tulee
toiseen suuntaan, kun vaihdetaan normit keskendan.

(2) Oletetaan, ettd a # 1. Tehd&dén vastaoletus, jolloin jollekin alkiolle a péitee,
ettd ||al|; = 1, mutta [|a|lz > 1 (tai ||al]|s < 1, mutta tdmé hyldtddn kohdan
(1) nojalla). Jos a = 1, niin viite selvii. Oletetaan, ettd a # 1. Koska ollaan
kunnassa, voidaan muodostaa potenssien jono (a,) = (a™), missd a™ = a-- - --a.
Tama on Cauchy-jono ensimmaéisen normin suhteen, silld ||a™ — 1||; < ||a||} +
| —1]j1 = 1 — 1 =0, kaikilla luvun n arvoilla.

Viitetédédn, ettd jono (a,) ei ole Cauchy-jono toisen normin suhteen. Nyt
la™ —a™ |y = ||a||3]|a — 1|2 > |Ja — 1| kaikilla luvuilla n. Siis (a™) ei voi olla
Cauchy-jono normin || - ||z suhteen. Ristiriita todistaa, ettd jos || - [|; = 1, niin
|| - |2 = 1. Viite tulee toiseen suuntaan, kun vaihdetaan normit kesken&én.
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(3) Olkoon | - ||y > 1. Kohtien (1) ja (2) nojalla taytyy olla || - ||o > 1. Viite tulee
toiseen suuntaan, kun vaihdetaan normit keskenédin.

U

Lemma 3.8. Olkoon || - ||1 ja || - |2 kaksi normia kunnassa F. Tallgin || - ||y ~ || - ||2,
jos ja vain jos on olemassa kokonaisluku o siten, ettd
(3.1) llzll2 = |l=||T, kaikilla x € F.
Todistus. Olkoon || - ||y ja || - ||2 normeja. Jos || - ||; on triviaali, niin ||z|2 = [|z||y =1
kaikilla  # 0 ja [|0]|2 = [|0]]s = 0, jolloin my6s || - ||z on triviaali ja télloin Lauseke
(3.1) toteutuu, milld tahansa « arvolla.

Jos || - |1 el ole triviaali, niin voidaan valita alkio a € F' siten, ettd |lall; # 1.

Korvaamalla luku a sen kiiéinteisalkiolla a™! tarvittaessa voidaan olettaa, etti ||al|; <
1. Merkitddn

 log all
fog Jall

Koska normit ovat ekvivalentteja, saadaan Lemman 3.7 nojalla, etté ||al|s < 1. T4ll6in
molemmat logaritmit ovat negatiivisia ja o > 0.

Néytetddn seuraavaksi, ettd o toteuttaa Lausekkeen (3.1). Olkoon = € F siten, etté
|z||1 < 1. Tapaukset ||z|[; > 1 ja ||z||; = 1 seuraavat Lemmasta 3.7. Olkoon joukko

(3.2) S={r=m/n|m,neN, |z|] <|al|}
Mille tahansa r € S pétee, etti

lall? < flall?, joten || || < 1.
1

T&lloin Lemman 3.7 nojalla saadaan, etté

T <,

a" ||
jolloin ||z||53* < [la||5, ja ||z]|5 < [|a||2- Sama tulos pétee normeille || - |5 ja || - ||1, jolloin
patee myos
(3.3) S={r=m/n|m,neN, |z|; <|al:}

Ottamalla logaritmit lausekkeiden (3.2) ja (3.3) ehdoista saadaan ne kirjoitettua uu-
delleen muodossa

log ||a log ||a
- gl ogllall
log ||| log |||z
silld kaikki kyseessd olevat logaritmit ovat negatiivisia. Mutta talloin taytyy pated
log|lally _ log||all2

log [lzfl:  log |2’

koska muutoin olisi rationaalinen luku r ndiden kahden luvun véililld ja vain toinen
lausekkeista (3.4) olisi voimassa. Joten

log lefl; _ log flall2 _

log [|lz]lz  log lall,

ja Lauseke (3.1) toteutuu.
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Oletetaan siten, etti ||z|2 = ||z||$. Olkoon {a,} on Cauchy-jono etdisyydelld, joka
on saatu normilla || - ||;. Annetulle € > 0 valitaan N luvulle %/, T&llgin luvuille n,
m > N pitee, ettd ||z, — zn|1 < £/9, josta seuraa ||z, — T,,||2 < €. Sama paittely
toimii, kun normit || - ||; ja || - |2 vaihdetaan, mikd padttdd todistuksen. O

Téasté eteenpéin kaikki normit ajatellaan rationaalilukujen joukossa Q itseisarvona

| - |. Toisin sanoen kaikilla a > 0 pétee, ettd |a| = a ja kaikilla @ < 0 pétee, etté
la| = —a.

Lemma 3.9. ||z|| = |z|%, missd a > 0, on normi joukossa Q, jos ja vain jos a < 1.
Télloin se on ekvivalentti normin | - | kanssa.

Todistus. Olkoon v < 1. Ensimméinen normin ehto saadaan, kun x # 0, niin |z| # 0
ja |z|* # 0, lisdksi |0]* = 0% = 0. Seuraavaksi huomataan, etti |zy|* = (|z||y|)* =
|z|*|y|* kaikilla z, y € Q, miké toteuttaa toisen vaatimuksen. Viimeiseksi jai tarkistaa
kolmas ehto eli kolmioepéayhtilo. Oletetaan, ettéd |y| < |z|. T4lloin

2+ gl < (] + y])" = || (”m

<lof (14 ) < lol (14 15 ) =lol" + bl

|| ]
Ensimmaéinen epayhtaloé seuraa siitd, ettd t* < ¢, kun ¢t > 1 ja seuraava siité, etta
t* >t kun 0 <t < 1.
Toisaalta, jos a > 1 niin kolmioepéyhtild ei toteudu, esimerkiksi |1 + 1| = 2% >
|1+ |1|* = 2. O

Maaritelma 3.10. Normin sanotaan olevan epdarkhimedinen, jos se toteuttaa lisdeh-
don

(4) [l +yll < max([l]], ly[]);

muuten sanotaan, ettd normi on arkhimedinen.

Huomautus 3.11. Normin ehdolla (4) viitataan ehtoon (3), kolmioepéyhtaloon, silla
arvo max(||z|[, ||ly||) el ylitd summan ||z|| 4 ||y|| arvoa. Tétd ominaisuuttaa sanotaan
vahvaksi kolmioepdayhtdloksi.

Epédarkhimedisella normilla tuotettua metriikkaa sanotaan ultrametriseksi. Yleisen
metriikan kolmioepayhtalon

d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2),
sijaan se toteuttaa vahvan kolmiepdyhtalon
d(z, z) < max(d(x,y),d(y, 2)).
Tata vastaavia metrisid avaruuksia sanotaan ultrametrisiksi avaruuksiksi.
Seuraava lause on valttdmé&ton ja riittdvé ehto, jotta normi olisi epdarkhimedinen.
Lemma 3.12. Seuraavat ehdot ovat yhtapitavid

(@) || - || on epdarkhimedinen;
(b) |||l <1 kaikille kokonaisluvuille n.
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Todistus. (a) = (b). Todistetaan tdméa induktiolla.

Perusaskel. ||1]| =1 < 1.

Induktioaskel. Oletetaan, ettd ||k|| < 1, kaikilla k € {1,2,...,n— 1} ja todistetaan,
ettd ||n|| < 1.

Huomataan, ettd ||n| = ||(n — 1) + 1|| < max(||n —1]|,1) = 1.

Epéyhtélostd |[1]| = 1 < 1 ja induktio-oletuksesta saadaan, ettd ||n| < 1 kaikilla
n € N. Koska || — n|| = [|n]|, niin saadaan, ettd [|n|| < 1 kaikilla kokonaisluvuilla
n € 2.

(b) = (a). Saadaan

n n . n n—
ool = N+ = 32 ()
k=0

n n ‘ . n ‘ .
<3| () | et < S v
k=0 k=0

< (n + 1)[max({||[, [ly[))]"-

Talloin jokaiselle kokonaisluvulle n pétee, ettd

[z +yll < Vn + Tmax(|[z]], [[y])-

Kun luku n ldhetyy kohti co, saadaan
[l +yl| < max(llz], [[y]))-

n

Téassd kiytettiin tietoa, ettd (k

) on kokonaisluku ja tunnettu raja-arvo on

lim vn+1=1.

n—oo

4

Edellinen lemma auttaa ymméartadmaan eron arkhimedisen ja epdarkhimedisen nor-
min valilla. Se voidaan ilmaista myos toisin: normi on arkhimedinen, jos ja vain jos
silld on arkhimedinen ominaisuus: olkoon x, y € F, x # 0. Tdlléin on olemassa po-
sitiivinen kokonaisluku n siten, ettd ||nx| > ||y||. Tdméan ndhdikseen tulee valita z,
y € F siten, ettd |ly|| > [|z||. Téalloin arkhimedisesta ominaisuudesta seuraa, etti on
olemassa positiivinen kokonaisluku n siten, ettd ||n|| > |ly||/||z|| > 1. Toisin sanoen
normi on arkhimedinen. Kéénteisesti, jos normi on arkhimedinen, niin on olemassa
kokonaisluku n siten, etti ||n| > 1. Talldin ||n|/* — oo, kun k — oo ja jollain luvun
k arvolla ||n*|| > ||y||/||=||, mistd seuraa arkhimedinen ominaisuus |[n*z| > [|y||.

N&dhdaan, ettd arkhimedinen ominaisuus on ekvivalentti sen kanssa, ettd on ole-
massa kokonaislukuja, joiden normin arvo on mielivaltaisen suuri:

(3.5) sup{||n|| : n € Z} = +oc.

Todistetaan, ettd normi on arkhimedinen, jos ja vain jos lauseke (3.5) toteutuu. Ole-
tetaan, ettd normi on arkhimedinen, jolloin sup{|n|| : n € Z} = C ja C > 1, silld
Lemman 3.12 mukaan epdarkhimediselle normille pétee, ettd ||n| < 1. Tallin tdy-
tyy olla olemassa kokonaisluku, jonka normi on aidosti suurempaa kuin yksi. Mutta
téllsin ||m*|| = ||m||* kasvaa mielivaltaisen suureksi, kun k kasvaa. Tillsin C' ei voi
olla dédrellinen ja normin saadessa positiivisia arvoja on C' = +o0o. Oletetaan nyt
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sup{||n|| : » € Z} = +00. Jos normi olisi epdarkhimedinen, niin ||n|| < 1 kaikilla lu-
vun n arvoilla Lemman 3.12 mukaan ja olisi sup{||n|| : n € Z} = 1, miki on ristiriita.
Normin taytyy siis olla arkhimedinen.

Epédarkhimedisella ominaisuudella on muita yllattavid sovelluksia.

Lemma 3.13. Jos alkiotl a ja x epdarkhimedisesta kunnasta F' toteuttaval epdyhtdilon
|z —al| < |la||, niin talldin ||z|| = ||a|-
Todistus. Vahvasta kolmioepayhtalostd saadaan, ettd
z]] = [z — a+ al| < max(||z —al|, lal]) = [la]-
Toisaalta pitee, etté
lall = [la — 2 + || < max(|[z — al], [|l=]]).

Talloin, jos olisi ||z — al| > ||z| niin siitd seuraisi, ettd [|a| < ||z — a|, mikéd on
ristiriita. Siten tdytyy olla, ettd || — al| < ||z|| ja saadaan ||a|| < ||z||. Tésté seuraa,
ettd ||z = |lall

Huomautus 3.14. Edellinen ominaisuus voidaan ilmaista toisin seuraavasti: alkioille
a, b epdarkhimedisesta kunnasta F' pétee, ettid

llal| > 16|l = |la+b|| = ||a| : vahvin voittaa.

Geometriaa hyodyntiden voidaan sanoa, ettd: Mikd tahansa kolmio ultrametrisessd
avaruudessa on tasakylkinen ja sen kannan pituus er ylitd sen sivujen pituuksia.

Lemma 3.15. Jos normi ||-|| on epdarkhimedinen, niin silloin mikd tahansa avoimen
pallon B(a,r) = {x: ||x—a| < r} piste kunnassa F on sen keskipiste. Toisin sanoen,
jos b kuuluu joukkoon B(a,r), niin B(b,r) = B(a,r). Sama pitee suljetuille palloille.

Todistus. Olkoon b € B(a,r) ={z : ||z —a| < r}. Talloin ||z —b|| = |[r—a+a—0| <
max(||z — all, [la = bl]) = max(||lz — all, |b — al]).

e Jos max(||z — al|, ||b — al|) = ||z — a||, niin tilléin ||z —b|| < ||z —al < r ja
B(b,7) = B(a,r).
e Jos max(||lx —al|,||b—al|) = ||b—al|, niin t&lléin ||z —b]| < ||b—al| < r, koska

b€ B(a,r) ja B(b,r) = B(a,r).
U

Tamé kappale saadaan késitellyksi, kun niytetdan, ettd epaarkhimedinen normi ja
arkhimedinen normi eivit voi olla ekvivalentteja.

Lemma 3.16. Kaksi ekvivalenttia normia (||-||1 ~ || ||2) kunnassa F' ovat molemmat
joko epdarkhimedisid tai arkhimedisid.

Todistus. Olkoon || -||; ~ ||-||2- Téll6in mille tahansa kokonaisluvulle n pétee, etté jos
|n|ly > 1, niin [|n]|s > 1 Lemman 3.7 nojalla. Tasté seuraa, ettd molemmat normit
ovat Lemman 3.12 nojalla arkhimedisia. Jos taas mille tahansa kokonaisluvulle n
pétee, ettd ||n|j; < 1, niin ||n|]2 <1 ja tilloin normit ovat epdarkhimedisia. O
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4. NORMILLA VARUSTETUN KUNNAN TAYDELLISTAMINEN

Tassd kappaleessa ldhdetaén liikkeelle mielivaltaisesta kunnasta F', joka on varus-
tettu normilla. (Kunta F ei ole vélttdméatté taydellinen talld normilla ||-||.) Muodoste-
taan toinen kunta £, joka siséltdd kunnan F' ja varustetaan se normilla (TAm& normi
on saatu aikaan kunnan F normista) siten, ettéd F on tiydellinen kunta varustettuna
normilla.

Kappaleessa 2 néhtiin, kuinka rationaaliluvuista varustettuna euklidisella normil-
la saatiin reaaliluvut R tadydellistimisella. Tdma sama prosessi tehdddn myohemmin
rationaaliluvuille (Kappale 5), joka varustetaan tdysin erilaisella normilla, jolla saa-
daan aikaan p-adiset luvut. Téaydellistdmisessd térkein rooli on Cauchy-jonoilla. Kun-
nan F’ Cauchy-jonojen ekvivalenssiluokista muodostetaan kunnan F alkiot. Tutkitaan
Cauchy-jonoja mielivaltaisessa kunnassa varustettuna normilla.

Cauchy-jonoja voidaan laskea yhteen, vihentédi toisistaan ja kertoa keskendédn. T4-
mi todistetaan seuraavaksi.

Lemma 4.1. Jos jonot {a,} ja {b,} ovat Cauchy-jonoja, niin
{an + bn}7 {an - bn} j& {anbn}>

ovat Cauchy-jonoja.

Todistus.

(i) Olkoon {a,} ja {b,} Cauchy-jonoja. Téll6in luvulle £/2 > 0 on olemassa N
siten, ettéd kaikille n, m > N pitee, etté ||a, — an| < £/2 ja luvulle €/2 > 0
on olemassa M siten, ettd kaikille n, m > M péitee, ettd ||b, — by| < €/2.
Télloin kaikille n, m > max(N, M) pétee, etté

lan + b — (am + b)) || < ||an — am|| + [|bn — bnl| < €/2+¢/2 =¢.
Téstd seuraa, ettd {a, + b,} on Cauchy-jono.
(ii) Olkoon {a,} ja {b,} Cauchy-jonoja. Tall6in luvulle £/2 > 0 on olemassa N
siten, ettd kaikille n, m > N pétee, ettd ||a, — an| < /2 ja luvulle €/2 > 0
on olemassa M siten, ettd kaikille n, m > M pétee, ettd ||b, — by| < /2.
Télloin kaikille n, m > max(N, M) pétee, etté
lan = by = (am — b)) || < [lan — am|| + || = (bn — by
= l|an — aml| + ||bn — bl <€/2+e/2 =¢.
Tésta seuraa, ettd {a, — b,} on Cauchy-jono.
(iii) Olkoon {a,} ja {b,} Cauchy-jonoja. Koska Cauchy-jonot ovat rajoitettuja
(todistettu aiemmin), niin on olemassa M; > 0 ja My > 0 siten, ettd kaikille
n péitee, ettd ||b,] < Mj ja ||a,| < M,. Télléin
||anbn - ambmH - Hanbn - ambn + ambn - ambmH
< lbn(an — am) + am(bn — bn)||
< onllllan = anll + llam|[[1ba — buml|
< MIHCLH - am” + MZan - bm”

Olkoon e/2M; > 0 ja €/2M, > 0. Cauchy-jonoille saadaan, ettd on olemassa
N siten, ettéd kaikille n, m > Nj pitee, etti ||a, — an|| < €/2M; ja luvulle
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£/2Ms > 0 on olemassa N, siten, ettd kaikille n, m > Ny pitee, ettd [|b, —
b || < €/2M;. Talloin kaikille n, m > max(Ny, Ny) pétee, ettd

| anbn — ambpl|| < MlHan — || + M2an — bin|

<M M.
1A1+ 2%@

—€+€—5

2 2 7

O

Edellisista laskuoperaatioiden ominaisuuksista seuraa, ettd Cauchy-jonojen kokoel-
ma joukossa (F, || -|) = {F} on kommutatiivinen rengas. Sen neutraalialkio yhteen-
laskun suhteen on jono

0=1{0,0,0,...}
ja neutraalialkio kertolaskun suhteen on jono
1={1,1,1,...}.

On selvdd, ettd F' ei ole kunta, silld se sisdltdd nollanjakajia:

~

{1,0,0,...}{0,1,0,0,...} =0.
Jokaiselle alkiolle a € F' vakiojono
a=1{a,a,a,...}

on Cauchy-jono ja kuuluu siten joukkoon {F'}. Téten {F'} sisdltdd alirenkaan, joka on
isomorfinen joukolle F'. Erityisen tirkea joukko on P, joka on kaikkien nollajonojen
kokoelma. Aiemmin huomattiin, ettd P on joukon {F'} osajoukko. Itse asiassa P on
ideaali joukossa {F'}. (Toisin sanoen P on alirengas siten, ettd kaikille p € P ja
kaikille a € F' pitee, ettd ap € P.) Jos {a,} ja {b,} kuuluvat joukkoon P, niin myos
{a, £ b,} kuuluu joukkoon P ja jos {a,} kuuluu joukkoon P ja {b,} on rajoitettu
(erityisesti, jos se on Cauchy-jono), niin {a,b,} kuuluu joukkoon P. (Lemma 3.4.(3))

Olkoon F' = {F}/P. Sen alkioita ovat joukon (F, || - ||) Cauchy-jonojen ekvivalens-
siluokat. Kahden Cauchy-jonon sanotaan olevan ekvivalentteja keskenéddn, jos niiden
erotus on nollajono. Huomataan, ettd vakiojonot

a=1{a,a,a,...},

missi a € F, kuuluvat eri ekvivalenssiluokkiin joukossa F' eri alkion a arvoilla. Merki-
taan Cauch}f—JOIlOJeIl {a,} ekvivalenssiluokkaa ({a,}), jolloin ({a,}) on alkio joukosta
F'. Joukko F ajatellaan joukon F osajoukkona ja alkio a € F' samaistetaan alkion
(4) € I kanssa.

Todistetaan seuraavaksi pieni aputulos, jota tarvitaan tulevan lauseen todistukses-
sa.

Lemma 4.2. Jos {a,} ~ {a,} ja {b,} ~ {b,} ovat kaksi paria ekvivalentteja Cauchy-
jonoja, niin silloin {a, £b,} ~ {a,, £ b} ja {a,-b,} ~{al, -0}

Todistus. Olkoon {a,} ~ {al} ja {b,} ~ {b),} kaksi paria ekvivalentteja Cauchy-
jonoja.
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(i) Olkoon /2 > 0. Ekvivalenteille Cauchy-jonoille saadaan, ettd kaikilla n > N;
pétee, ettd ||a, — al || < €/2 ja kaikilla n > Ny pétee, ettd ||b, — b | < /2.
Télloin kaikille n > max(Ny, Ny) pétee, ettd

[(an £ bn) = (ay, £ 0, = llan — aj, + by F b, |
< lan — ap || + 11 £ (b — b,
= llan —a, || + ||bn = b, || <e/2+e/2 =c¢.
Tastd seuraa {a, + b,} ~ {a, £ b,}. (Huomaa, etti edelld joko molemmissa
summataan tai vihennet&én. )

(ii) Cauchy-jonot ovat rajoitettuja, joten on olemasa M; ja M, siten, ettd kaikille
luvuille n pétee, ettd ||la,|| < M ja ||Bf,|| < M,. Téll6in
lan < bn — ag, - by || = llan - by — an - b}, + an - b, — a;, - |
< [lan(bn = 01 + 1167, (an — a3,) |
= llanlllbn = b1l + 115l lan — |
< Mil[by = by, || + Mzlan — ag||-
Olkoon ¢/2M; > 0 ja €/2M, > 0. Ekvivalenteille Cauchy-jonoille saadaan,

ettd kaikilla n > N pétee, ettd ||a, — al,|| < £/2M; ja kaikilla n > N, pétee,
ettd ||b, — bl || < e/2M;. Télloin kaikille n > max(NNy, No) pétee, ettd

lan - bn = aj, - by || < - < My[|b = 0, || + Malan — ay |

<Mt MS =Sy

oM, 2OM, 2 2

Tésta seuraa {a, - b,} ~ {a, - b }.

Lause 4.3. Joukko F' on kunta.

Todistus. Midritelldéin joukon F laskuoperaatiot seuraavasti. Jos {a,} € A ja {b,} €
B, niin A+ B = ({an 4+ b,}) ja A- B = ({ay - b,}). Tilléin joukko F' on selvisti
kommutatiivinen rengas yhteenlaskun neutraalialkiolla (0) ja kertolaskun neutraa-
lialkiolla (1). Lemman 4.2 nojalla laskuoperaatiot eiviit riipu edustajien valinnasta.
Seuraavaksi todistetaan, ettd F' on kunta. Olkoon A ekvivalenssiluokka joukosta F
eri kuin nollaluokka (0) = P. Olkoon {a,} Cauchy-jono joukosta A. Lemman 3.4(4)
kohdan nojalla on olemassa positiivinen luku ¢ ja positiivinen kokonaisluku N siten,
etta

llan|| > ¢, kaikilla n > N.

Madritelldsn uusi jono {a}} seuraavasti

. {0, jos1<n<N-—1
a. =

" 1/a,, josn > N.
Viitetdan, ettd tdmé on Cauchy-jono. Jos n, m > N, niin
1 1

Am G

_ ”am_anH <c_2||am—an|].

0= llam = anll = Tl Tanll =
m n
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Viite seuraa, silli {a,} on Cauchy-jono, jolloin luvulle £/¢™* > 0 on olemassa N

siten, ettd kaikilla n, m > N pétee, etti |a, — a,|| < e/c™2. Téstd saadaan

— _9 €&
0< flay, —azll =+ < Pllam —anf| <7 =e.

Merkitdén jonon {a*} ekvivalenssiluokkaa A~!. T#ll5in

ant{a,} ={0,...,0,1,1,1,...},
{anHan} =A{ }
N—1 nollaa

~

missé oikeanpuoleinen Cauchy-jono eroaa jonosta (1) nollajonolla

{-1,...,-1,0,0,0,...}.
—_————
N—1 lukua (—1)
Titen AA~! = (1), mikéi todistaa, ettii ' on kunta. O
Seuraavaksi laajennetaan normi || - | kunnasta F kuntaan F.

Maisritelmi 4.4. Mille tahansa alkiolle A € F miéritelliin
4] = lim flau].
missé {a,} on Cauchy-jono joukosta A.

Néytetddn seuraavaksi, ettd normi on hyvin madritelty. Normin raja-arvon ole-
massaolo tulee niyttdd ja normi ei saa riippua Cauchy-jonon {a,} € A valinnasta.
Lemman 3.2 (¢) kohdan nojalla

llanll = llaml[| < flan = anl],

misté seuraa, ettd jono reaalilukuja {||a,||} on Cauchy-jono itseisarvolla. Koska reaali-
lukujen joukko R on téydellinen, niin normin || || méérittelema raja-arvo on olemassa.
Seuraavaksi valitaan toinen jono {al, } € A. Edell olevalla epayht&lolla saadaan myos

0 < Tim [[lan|| = [lap[l] < lim fjan, —a, | =0,
n—oo n—oo
josta seuraa, ettd lim,, o ||a,|| = lim, . ||a,]|.
Lemma 4.5. || - || on normi kunnassa F.

Todistus. Seuraavaksi tdytyy todistaa kolme ominaisuutta, jotka on esitelty Maaritel-
massa 3.1.
(1) Jos A = (0), niin silloin {a,} on nollajono ja ||A|| = 0. Jos A # (0) ja A =
({an}), niin silloin on olemassa positiivinen luku ¢ ja positiivinen kokonaisluku
N siten, ettd kaikille n > N pitee, etté ||a,| > ¢ > 0. Téllin ||A] > 0.
(2) Olkoon A = ({a,}) ja B = ({b,}). Reaalilukujen raja-arvojen ominaisuuksilla,

|AB] = tim [la,b,] = lim [la,]|]5,]
= T [la| T [ou]| = [[A]| B

(3) Olkoon A = ({a,})ja B = ({b,}). Reaalilukujen raja-arvojen ominaisuuksilla,
|A+ Bl = lim [lay + bu|| < lim [lan[| + [|bx|]
n—oo n—oo
= lim [lan| + lim o]l = |4] + 1B
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U

Nyt voidaan méaritelld rajoitettu jono, Cauchy-jono ja nollajono kunnassa F nor-
min || - || suhteen.

Lause 4.6. Kunta F on tiydellinen normilla || -|| ja F on kunnan F tihed osajoukko.

Todistus. Ensiksi todistetaan lauseen toinen osa. Olkoon A € F ja olkoon {a,,} kun-
nan F' Cauchy-jono, joka edustaa ekvivalenssiluokkaa A. Olkoon jokaista positiivista
kokonaislukua n vastaava vakiojono a,. Téll6in jono {a,, — a,}>°_; edustaa jonoa
A — (a,) ja koska {a,,} on Cauchy-jono voidaan kirjoittaa

(4.1) Tim (|4 = (@) = lim_lay = an]| =0,

Tamé todistaa, ettd F on tihed kunnassa F. Olkoon {A,} = {A;, Ay, ...} Cauchy-

jono kunnassa F. Koska F on tihed kunnassa F, niin jokaiselle A,, on olemassa alkio

a, € F siten, etta
A 1
(4.2) 14n = (@n)ll < .

Talléin {A, — (a,)} on nollajono ja siten Cauchy-jono kunnassa F. Koska

{(an)} = {4} — {An — (@)},
niin {(@,)} on Cauchy-jono kunnassa F', mutta koska sen alkiot kuuluvat kuntaan F,
niin {a, } on Cauchy-jono kunnassa F'. Olkoon Cauchy-jonon {a,} ekvivalenssiluokka

A (aiemmilla merkinnéilld ({a,}) = A). Lausekkeista (4.1) ja (4.2) seuraa, ettd jonot
{A - (a,)} ja {A, — (a,)} ovat nollajonoja kunnassa F' ja télloin niiden erotus

{A - An} = {A - (&n)} - {An - (dn)}
on nollajono, kunnassa F. Tasté seuraa, etta
lim |[A—A,| =0,
n—»00
mutta tdma tarkoittaa juuri sitd, ettd A = lim,,_.o, A,. O

Lemma 4.7. Laskuoperaatiot kunnassa F' saadaan kunnasta F' jatkuvuuden seurauk-
sena. Toisin sanoen, jos

A = lim (a,), B = lim (b,),

n—oo n—o0
nimn A R
A+ B = lim (a, +b,), A- B= lim (a, - b,).

n—oo n—oo

Todistus. Olkoon A = lim,,,(a,) ja B = limnﬁoo(l;n), niin t&ll6in jonot {A — (a,)}
ja {B — (b,)} ovat nollajonoja ja

Tim [[A = (a,)[| = 0 ja lim [|B — (by)]| = 0.
Tillsin
lim [|A+ B — (@, +b,)| = lim [|A— (@) + B — (b)]|
< lim [|[A = (@,)] + lim | B — (b,)] =0
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ja
Jim (|4 B — (i, b)| = lim 4B — A~ (b)) + A+ (b) — (@) - (b)]
= T |4+ [B ~ ()] + (ba) - [4 — (@)
< T (A~ (b,)l| + lim [|(b)[[}A — ()]
= Jim [|A] im [[B — (b,)]| + lim [[(B,)]| lim A~ (a,)]
= [lAll-0+[IB][- 0 =0.

(IIA]l -0 = 0, koska Cauchy-jonot ovat rajoitettuja.) Kahdesta edellisestéd epayhtélosté
saadaan, ettd lim, . ||[A — (a,)]| = 0 ja lim, . || B — (b,)]| = 0. O
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5. P-ADISTEN LUKUJEN KUNTA @,

Perusesimerkki rationaalilukujen Q normista on itseisarvo |- |. Téstd johdettu met-
riikkka d(z,y) = | — y| on euklidinen etdisyys lukusuoralla ja kuten kappaleessa 2
kerrottiin, niin reaalilukujen kunta R on rationaalilukujen Q téaydellistys talla nor-
milla.

Nyt voidaan miettid, onko euklidinen etéisyys rationaaliluvuille kaikista “luonnol-
lisin” tapa ilmaista etdisyyttd? Onko mitddn muuta tapaa kuvata rationaalilukujen
laheisyyttd? Kéy ilmi, ettd toinenkin tapa 16ytyy.

Uusi tapa mitata rationaalilukujen etdisyytta seuraa aritmeettisesta konstruktiosta.

Olkoon p € N alkuluku ja olkoon kuvaus | - |, rationaalilukujen joukosta:

—ordpx :
p~reT, jos x # 0,
(5.1) ||, = . o
0, jos x =0,

missi

ord,a — ord,b, jos © = a/b, a,b € Z, b # 0

on luvun x p-adinen kertaluku (kutsutaan myo6s p-adiseksi arvoksi).

{suurin luku k siten, etti p*|x, jos x € Z,
ord,r =

Huomautus 5.1. Huomaa, ettd normi |- |, voi saada vain diskreettejd arvoja joukosta
{p",n ez} U{0}.

Huomautus 5.2. Jos a,b € N, niin a = b (mod p"), jos ja vain jos |a — b, < 1/p".
Lemma 5.3. |- |, on epdarkhimedinen normi rationaalilukujen joukossa.

Todistus. Kohta (1) Méaédritelmésta 3.1 on selvd ja |z|, = 0, jos ja vain jos = 0.
Kohta (2) seuraa tuloksesta

(5.2) ord,(xy) = ord,(x) + ord,(y).
Talloin

lzyl, = p—ordp(ry) — p—ordp(w)—ordp(y) _ p—ordp(x)p ordp(y) _ = |z, |yl,-
Todistetaan seuraavaksi kohta (3). Jos z = 0 tai y = 0, niin (3) on triviaali, joten
oletetaan, ettd x,y # 0. Olkoon = = a/b ja y = ¢/d. Tillin

ad + be
bd

Tty =
ja
ord,(x + y) = ord,(ad + bc) — ord,(bd)

> min(ord,(ad), ord,(bc)) — ord,b — ord,d

= min(ord,a — ord,b, ord,c — ord,d)

= min(ord,x, ord,y).
Téastd seuraa, etta

|z + yl, = p o) < max(p=ordeT pordry)

= maX<|x|p7 |y|p) < |x|p + |y|p~
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Edellisestd huomataan myos, ettd | - |, toteuttaa vahvan kolmioepéyht&lon ja on siten
epdarkhimedinen. O

Huomautus 5.4. MyShemmin ndhdian, ettd rationaalilukujen joukko Q ei ole téydel-
linen normilla | - |,.

Huomautus 5.5. Normi | - |, ei ole ekvivalentti normin | - |,, kanssa, jos p; ja py ovat
eri alkulukuja (Jos otetaan jono x, = (p1/p2)", niin |z,|,, — 0, mutta |z,|,, — 00).

Seuraavaksi méiritellidn kappaleen keskeisin asia. Olkoon p alkuluku. Maaritellasn,
etté joukko @, on joukon Q tdydellistys normilla |-|,, joka on médritelty Lausekkeessa
(5.1). P-adinen normi on laajennettu joukkoon Q, Méaaritelmén 4.4 mukaan ja (Q,,
|-|p) on tdydellinen normilla varustettu kunta. Joukkoa Q, kutsutaan p-adisten lukujen
kunnaksi. Joukon Q, alkiot ovat joukon Q Cauchy-jonojen ekvivalenssiluokkia, kun
kiytetddn laajennettua p-adista normia. Kuten aiemminkin on todettu, niin joukko
Q voidaan samaistaa joukon @, osajoukon kanssa, joka koostuu vakioiden Cauchy-
jonojen ekvivalenssiluokista.

Olkoon alkiolle a € @, Cauchy-jono rationaalilukuja {a,}, joka edustaa alkiota a.
TA&lloin maaritelméan mukaan

(5.3) lal, = nhj{)lo |anlp-

Talloin normin | - |, arvojoukko on sama joukoille Q, ja Q ja se on {p", n € Z} U
{0}. Tam4 ilmi6 eroaa selviisti euklidisen itseisarvon tapauksesta, joka saa kaikki
positiiviset reaalilukuarvo, kun se laajennetaan rationaaliluvuilta Q reaaliluvuille R.
Liséksi, jos |a|, # 0, niin normien jonon {|a,|,} arvojen tulee vakiintua riittévin
suurilla luvun n arvoilla.

Olkoon sarja

d—m d—m+1
pm pm—l
missd 0 < d_,,, < pja0 <d; < pkaikille > —m. Sen osittaiset summat muodostavat
Cauchy-jonon, sillid kaikille ¢ > 0 voidaan valita N siten, ettd p~™" < ¢ ja kaikille
k >mn > N pitee, ettd

k n
Z dip’ — Z dip’

Talloin jokainen sarja, joka on muotoa (5.4) esittdd kunnan Q, alkiota. Kéénteinen
véite pitdd myos paikkaansa. Naytetdin, ettd jokainen Cauchy-jonojen, joukosta Q,
ekvivalenssiluokka siséltda yksikdsitteisen kanonisen Cauchy-jono edustajan, joka on
muotoa (5.4) olevan sarjan osittaisten summien jono.

Edeltévan kisitteen konstruointiin tarvitaan seuraavaa lemmaa.

(5.4) 4ot dy+dip+dop® + ..,

k
Z dz'pi

; N
3 < ,{E%qudipqp) <p<e.
n

p p

Lemma 5.6. Jos z € Q ja |z, < 1, niin jokaiselle luvulle i on olemassa koko-
naisluku o € Z siten, ettd la — z|, < p~*. Kokonaisluku o voidaan valita joukosta
{0,1,2,...,p" — 1}, jolloin sen valinta on yksikdsitteinen.

Todistus. Olkoon x = a/b, missé a ja b ovat keskendédn jaottomia (t&ll6in merkitaéan
(a,b) = 1). Koska |z], < 1, niin siitd seuraa, ettd luku p ei jaa lukua b, jolloin b ja



24

p' ovat keskenéiin jaottomia. Télloin voidaan 16ytiéd kokonaisluvut m ja n (Bezout’n
Lemman nojalla) siten, ettd mb + np’ = 1. Olkoon a = am. Téllsin

o — x|, = lam — a/bl, = |a/bl,|/mb — 1],
< [mb— 1|, = [np'|, = [n|pp™ <p™".
Lopuksi kiiyttien vahvaa kolmioepiyhtilod voidaan lisitéd luvun p® monikertoja koko-

naislukuun «, jolloin saadaan kokonaisluku lukujen 0 ja p* vililtd, jolle |a —z|, < p~*
pitee. [

Lause 5.7. Jokaisella ekvivalenssiluokalla a kunnassa Q,, joka toteuttaa ehdon |al, <
1 on tasan yksi edustaja {a,} siten, ettd

(1) a;€Z,0<a; <p’, kuni=1,2,...

(2) a; = a1 (modp?), kuni=1,2,...

Todistus. Olkoon {b;} Cauchy-jono, joka edustaa alkiota a. Halutaan 16ytaa ekviva-
lentti jono {a,}, joka toteuttaa ehdot (1) ja (2). Koska

|bi|, — lal, <1, kuni — oo,

niin poistamalla useita alkuperéisid termejéd tarpeen mukaan, voidaan olettaa, etta
|b:]p, < 1 kaikilla luvuilla i.

Kaikille luvuille j = 1,2, ... on olemassa positiivinen kokonaisluku N(j) siten, etta

|b; — ba|, < p7, kaikilla i,i' > N(j).

Jono N(j) voidaan valita siten, ettd se kasvaa, kun luku j kasvaa, jolloin N(j) > j.

Lemman 5.6 nojalla voidaan valita kokonaisluvut a;, 0 < a; < p’ siten, etté

1
|a; — bnglp < —-

Néytetddn, ettd a; = aj11 (mod p?) ja (b;) ~ (a;).
Ensimmaéinen viite seuraa, kun
@541 = ajlp = laj41 = by + Ongra) = bvg) = (a5 = b))l
< max(laji1 — byl [OnG+1) = One) s laj = by lp)
< max(1/p" /07, 1/p7) = 1/,
jolloin a; = a;41 (mod p?).
Toisen viitteen todistukseen valitaan miké tahansa j, jolloin luvulle ¢ > N (j) pétee,
etta
lai — bilp = |ai — a; + a; — bngy — (bi — bn(4))]p
< max(|a; — ajlp, |a; — bng)lps |0 = On(5)]p)
< max(1/p’,1/p,1/p") = 1/p.
Talldin
la; — b;|, — 0, kun i — oc.
Seuraavaksi todistetaan yksikasitteisyys. Jos {a,,} on eri jono, joka toteuttaa lauseen

ehdot siten, ettd a;, # a , joillain luvun ig arvoilla, niin silloin a;, # aj, (mod p®),
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koska molemmat luvut a;, ja aj, ovat lukujen 0 ja p™ vililtd. Télloin kohdasta (2)
seuraa, etta

a; = a;, # ), = a; (mod p”).

Toisin sanoen a; # a; (mod p*). Mutta timi tarkoittaa juuri siti, etti
1 o
la; — aj|, > g kaikilla i > 1o,

misté seuraa, ettd (a;) ¢ (a)). O

Jos a € Q,, jolle patee |a|, < 1, niin on kitevdd kirjoittaa edustavan jonon termit
a;, jotka on saatu edellisestd lauseesta seuraavasti:

a;=do+dip+---+diap
missa kertoimet d; ovat kokonaislukuja joukosta {0,1,...,p — 1}. Edellisen lauseen
ehto (2) tarkoittaa juurikin sitd, ettd
g1 = do+dip + -+ diapt + dip,

missid “p-adiset numerot” numerosta dyp numeroon d;_; ovat samat kuin luvulle q;.
Tilloin luku a esitetddn suppenevalla (p-adisen normin suhteen) sarjalla

a = i dnpna
n=0

joka voidaan ajatella lukuna, joka on kirjoitettu kannassa p, joka jatkuu dédrettomésti
vasemmalle tai silld on ddrettomén monta p-adista numeroa. Kirjoitetaan

a:...dn...dgdldo

ja kutsutaan tata luvun a kanoniseksi p-adiseksi laajennukseksi tai kanoniseksi muo-
doks.

Jos |al, > 1, niin luku @ voidaan kertoa luvun p potenssilla (merkitdén p™ = |al,),
jollon saadaa p-adinen luku o’ = ap™, joka toteuttaa ehdon |a'|, = 1.

T&ll6in voidaan kirjoittaa

(5.5) a= i dnp",

n=—m

missd d_,, # 0 ja d; € {0,1,2,...,p — 1}. Se ilmaisee p-adisen luvun a murtoluku-
na kannassa p adrettéomin monella p-adisella numerolla ennen pistettd ja darellisen
monella numerolla pisteen jélkeen:

(56) a=... dn e dgdldo.d_l Ce d_m,

tatéd esitystd kutsutaan luvun a kanoniseksi p-adiseksi laajennukseksi.
Seuraava lemma kertoo, etti p-adisen luvun normin méarittaa ensimmaisen nollasta
eroavan kertoimen indeksi sen kanonisessa laajennuksessa.

Lemma 5.8. Josa =Y - d,p", missi d, = 0 kaikille 0 < n < k ja dy # 0, niin
lal, =p7" ja jos a =37 d.p", missi d_,, # 0, niin |a|, = p™.
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Todistus. Kaavan (5.3) mééritelmén mukaan |a|, on sarjaesityksensé osittaisten sum-
mien p-adisten normien jonon raja-arvo. Ensimmaéisessa tapauksessa olkoon vakiojo-

no p~*, p~* p=* ... Téllgin |dx|, = 1 (huomaa, etti 0 < dy < p) ja vahvan kolmio-
epiyhtilon nojalla seuraa, ettd |a|, = p~*. Jos a =" d,p", missi d_,, # 0, niin
samalla padttelylld saadaan, ettd |al, = p™. O

Liséksi huomio kertaluvusta, joka maériteltiin Kappaleen 5 alussa, rationaaliluvuil-
le. Tdma voidaan laajentaa kaikille p-adisille luvuille: luvulle a € Q, péatee, ettd
ord,(a) on sama kuin luvun @ kanonisen laajennuksen ensimmdéinen nollasta eroava
kerroin.

Huomautus 5.9. Lauseen 5.7 viite yksikésitteisyydestd ei pade luvuille padttymatto-
méssi murtolukukehitelméssd kannassa g, joka esiteltiin Kappaleessa 2. Esimerkiksi
olkoon g = 10, jolloin

1.0000--- =0.9999....

Téllaisia poikkeuksia ei ole olemassa p-adisessa tapauksessa. Jos kaksi p-adista laa-
jennusta suppenee samaan p-adiseen lukuun, niin ne ovat samat. Toisin sanoen kaikki
niiden numerot ovat samat.

Maééritelmd 5.10. P-adisen luvun a € Q, sanotaan olevan p-adinen kokonaisluku,
jos sen kanoninen laajennus siséltdé vain positiivisia (nolla mukaan lukien) potensseja
luvulle p.

P-adisten kokonaislukujen joukkoa merkitaan Z,, jolloin

2Ly, = {Z aipi} :
i=0

Néhdéén, ettd Z, = {a € Q, | |a|, < 1}. Koska Z, = {>_;=, a;p'}, niin Lemman
5.8 mukaan |al, = p~*, missi i € {0,1,2,...}. Tallsin |al, =p~* < 1.

Lause 5.11. Jokaisella p-adisen kokonaisluvun pddttymdttémdalla jonolla on suppe-
neva 0sajono.

Todistus. Muistetaan, ettd jonon {z,} osajono {x,, } saadaan jonolla positiivisia ko-
konaislukuja {ns} siten, ettd ny <mns <ng <....

Olkoon {x,} jono joukossa Z,. Kirjoitetaan jokainen termi kanonisessa laajennuk-
sessa,

Ty = ...akakal.
Koska numerolle af on vain dérellisen monta vaihtoehtoa (ne ovat 0,1,...,p—1), niin

16ydetddn by € {0,1,...,p — 1} ja padttyméittomén jonon {z,} osajono {x} siten,
ettd kaikkien jonojen zg, ensimméinen numero on aina by. Samanlaisella ajattelulla
16ydetdan by € {0,1,...,p — 1} ja jonon {zox} osajono {14}, jonka kaksi ensim-
maéistd numeroa ovat b;by. Tatd prosessia voidaan jatkaa, jolloin saadaan numerot
bo, b1, ba, ... ja jono jonoja

L00,L015 X025 -+ LOss -+« - 5

T10,L115 X125 - -+, Tlsy - - -5

L20,L21, X225 - -« 3 L2s5 -+«
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siten, ettd jokainen jono on edellisen jonon osajono ja siten, ettd jokainen jono rivilta
(7 +1) alkaa b; ... byby. Jokaiselle luvulle j =1,2,... pétee

Tj5 €Ty g
ja xoo € {xg, 1, Ta, ... }. Téllin diagonaalinen jono xg,x11,... on vielikin alkupe-
rdisen jonon osajono ja selvisti suppenee kohti jonoa ... b3bybyby. O

Huomautus 5.12. Edellisen laajennus rajoitetuille jonoille ei ole kovin vaikeaa ja se to-
distetaan seuraavassa lemmassa. Sama tulos péatee reaalilukujen rajoitetuille jonoille
(Bolzano-Weierstrassin Lause) ja reaalilukujen jonon 0 < x,, < 1 todistusta voidaan
soveltaa edeltdvin todistukseen kiyttiden reaalilukujen padttyméatonta desimaalimur-
toluku esitysta.

Lemma 5.13. Jokaisella rajoitetulla jonolla {z,}, jossa x, € Q, on suppeneva os-
ajono.

Todistus. Muistetaan, ettd jonon {z,} osajono {z,,} saadaan jonolla positiivisia ko-
konaislukuja {ns} siten, ettd ny <mns <ng <....

Olkoon {z,}, jossa x, € Q,. Lauseen 5.11 nojalla tulos pétee, kun jonon {z,}
termeille pitee x, € Z,. Oletetaan siis, ettd jonojen termit eivit ole p-adisia koko-
naislukuja ja ovat rajoitettuja, jolloin on olemassa C' siten, ettd |z,|, = p™ < C,
jollain kokonaisluvulla m ja ne ovat siten Lausekkeen (5.6) muodossa

ap = ... dbdbdE b b

Koska numerolle d*, on vain #irellisen monta vaihtoehtoa, niin t#lldin 16ydetéin
bom € {0,1,...,p — 1} ja pddttyméttomén jonon {z,} osajono {x_,.} siten, ettd
kaikkien jonojen x_,,; ensimméiinen numero on aina b_,,. Tdméi jatkuu vastaavas-
ti kuin Lauseen 5.11 todistuksessa, jolloin lopuksi saadaan, ettd diagonaalinen jono
T(—m)(=m)s - - - » T(=1)(—1)s To0s T11, - - - on vieldkin alkuperaisen jonon osajono ja selvésti
suppenee kohti jonoa ...b1bgb_1...b_,,. O

m*

Lemma 5.14. Avaruuden Z, kardinaalisuus on kontinuumi.

Todistus. Joukot Z, ja [0, 1] ovat ylinumeroituvia ja tdmé todistetaan Cantorin lavis-
tdjdmenetelmalld, joka esitelldin Lemmassa 10.2, mutta tdssd kohdassa se ohitetaan.
Olkoon kuvaus f : Z, — [0, 1],
1 1
f0) = ¢ = swen
missa d; € {0,1,...,p—1}. Téll6in kuvaus f on bijektiivinen, p-adisten lukujen yksi-
kisitteisen esityksen vuoksi. Tasta seuraa, ettd avaruuden Z, kardinaalisuus on sama
kuin suljetun vélin [0, 1], jonka kardinaalisuus on kontinuumi (sama kuin reaalilukujen
joukon). O
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6. JOUKON @p ARITMEETTISET LASKUTOIMITUKSET

P-adinen laajennus sallii aritmeettisten laskutoimitusten kiyton joukossa Q, hy-
vin samoin tavoin kuin joukossa R. Lisdksi huomataan, ettd laskutoimitukset ovat
helpompia joukossa Q, kuin joukossa R. Olkoon

a= f: anp”, b= i bnp",

n=—m n=—m

missi a,, ja b, ovat p-adisia numeroita, a_,, # 0, mutta mahdollisesti yksi tai useampi

numeroista b_,,,b_,,11,... on nolla. Talldin
atb= Z (an £ b,)p"

on suppeneva sarja, mutta se ei yleisesti ole kuitenkaan kanonisessa muodossa (5.5).
Palauttaminen kanoniseen muotoon Lauseen 5.7 tavoin vastaa yleistd summaamista
(tai vihentdmistd) oikealta vasemmalle sovellettuna p-adisiin lukuihin muodossa (5.6)
ja kiyttaa muistilukuja (saman tapaisia kuin desimaalimurtoluvuille kiiytettéessi).
Havainnollistaaksemme summausta, etsitddn luvun —1 kanoninen p-adinen laajen-
nus joukossa Q,. Joukossa Q, pitee, ettd 1 = ...00001. Olkoon a = ...asaza;ay,
joka toteuttaa Lausekkeen 1+ a = 0 (Télloin a = —1). Alkaen oikealta téytyy péted
14+ ap = 0 (mod p), mutta koska ay kuuluu joukkoon {0,1,...,p — 1}, niin ainut
tapa mahdollistaa tdmé on 1+ ag = p ja ottaa luku 1 muistiin. Talloin ayg = p — 1.
Jatkamalla tatd prosessia ndhdian ettéd kaikki numerot a, ovat p — 1. Toisin sanoen

—l=...p-Dp-Dp-1).

Kertolasku suoritetaan samantapaisella tavalla. Olkoon

a = i a,p”, b= i b,p"

n=—m n=—k

kanonisessa muodossa. Kertomalla sarjat termeittiin ja uudelleen jarjestelemallé ter-
mit saadaan

missé
U_m—k = a—mb—ka

U—mp—k4+1 = a—m+1b—k + a—mb—k—i-la

Tamaé sarja ei taas yleisesti ole kanonisessa muodossa, mutta voidaan Lemman 5.7
tapaan palauttaa sellaiseen muotoon. Tamé vastaa yleistd kertolaskua tehtyné p-
adisille luvuille, jotka ovat kanonisessa muodossa (5.6).

Havainnollistaaksemme jakamista, olkoon a, b € Q, ja b # 0. Voidaan olettaa, ettd
beZ, b=...byb1by, missd by # 0, kun

a—=...a3a2a100.0_ 142 ...0_L



29

on mielivaltainen p-adinen luku. Koska by # 0 ja jadnnésluokkarengas Z/pZ alku-
luvulle p on kunta, niin aina voidaan 16ytdd kokonaisluku c_, € {0,1,...,p — 1}
siten, ettd c_rby = a_; (mod p). Jatkamalla yleistd jakolaskua (vihennyslaskun koh-
dassa tarvittaessa lainataan seuraavasta numerosta ja kertolaskussa siirretdan luvun
p monikerrat seuraavaan numeroon) saadaan osamééri a/b kanonisessa muodossa.

Téastd seuraa, ettd jos a = ...aga1a9 on p-adinen kokonaisluku, missd ag # 0,
niin sen kertolaskun kidnteisalkio on myos p-adinen kokonaisluku. (Tamé p-adisten
kokonaislukujen ominaisuus voi vaikuttaa aluksi oudolta, mutta se on kieltdmétta
kitevd tulos.) Toisaalta koska

p-Y_ap' =aptapt o #ALH0p 0P+
1=0

niin luvulla p ei ole kertolaskun kéénteisalkiota joukossa Z,, mutta kertolaskun kaan-
teisalkio luvulle p 16ytyy joukosta Q,. Koska

Py ap' = asup " rasp ragpranp’ £ = 0p o 1 Op 0P

i=—m

niin kdédnteisalkio on loytynyt. Samantapaisella argumentilla, milld niytettiin ettei
luvulla p ole kdédnteisalkiota joukossa Z, ndytetddn, ettd p-adisella kokonaisluvulla,
jonka ensimméinen numero ag on nolla, ei ole kertolaskun kéidnteisalkiota joukossa
Z,. Tasta tehddin yhteenveto seuraavassa lemmassa.

Lemma 6.1. P-adisella kokonaisluvulla
a:...alaoezp
on kertolaskun kddnteisalkio joukossa Z,, jos ja vain jos ag # 0.

Todistus. Olkoon a = ...a1a9 € Zy,, b = ...biby € Z, ja tehdddn vastaoletus, jolloin
ap = 0. Tall6in

ab = (Z aipi) (Z bz‘pi) — agbo + arbop + aobyp + arbip?® + .. ..
=0

i=0
Ainut tapa saada luku yksi edellisestd summasta on, etté olisi agbg = 1, mutta koska
ag = 0, niin agby = 0 # 1 kaikilla by € {0,1,...,p — 1}. O

Merkitédn joukon Z, kéédntyvien alkioiden joukkoa Z,

Z, = {Zaipi | aO%O}.

i=0
Téata joukkoa kutsutaan myo6s p-adisten yksikdiden joukoksi. Lemmasta 5.8 seuraa,
etta
Ly, ={r € Zy| |z], = 1}.
Seuraava lemma seuraa suoraan p-adisen normin maéritelmésta ja edeltdvista p-
adisten yksikoiden joukon esityksesté.

Lemma 6.2. Olkoon x p-adinen luku, jonka p-adinen normi on p~". Talloin luku x
voidaan kirjoittaa tulona x = p™u, missi u € Z,; .
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Huomaa, ettd aritmeettiset laskutoimitukset joukossa Q, laajentavat tavanomai-
set aritmeettiset laskutoimitukset luonnolliseille luvuille (kirjoitettuna kannassa p).
Tuttuja algoritmeja yhteen-, vihennys- ja kertolaskulle tehddan mahdollisesti paéatty-
mattomasti oikealta vasemmalle. P-adinen jakolasku tapahtuu myos oikealta vasem-
malle ja siten se eroaa tutusta jakokulmasta, missi aloitetaan etsiméalld numero, joka
on “korkeimmalla” paikalla ja se tapahtuu vasemmalta oikealle.

Tassé on esimerkkeja aritmeettisista laskutoimituksista joukossa Q5 siten, etti va-
semmalla on allekain yhteen- ja vahennyslasku, keskelld on allekain kertolasku ja
oikealla jakokulmassa jakolasku:

151
... 42023.34 ...251 ...251)  ...131

+  ...31415.22 X ...151 —  ...151
..03441.56 ...251 ...550

... 6450 — ...6450

...42023.3  + ...25100 ... 100

—  ...31415.2 ...131 —  ...25100

...10315.
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7. RATIONAALILUVUN p-ADINEN LAAJENNUS

Jokainen rationaalinen kokonaisluku (toisin sanoen kokonaisluku joukosta Q) on p-
adinen kokonaisluku (kirjoitetaan sen laajennus kannassa p). Toisaalta rationaalisten
murtolukujen joukossa on olemassa p-adisia kokonaislukuja. Aiemmin ollaan todettu,

etta
=0

jolloin

= . 1 1
Y= —, —— =111,
i=0 l=p 1-p

joka on avaruudessa Z,. Huomaa, ettd tdmén p-adisen kokonaisluvun p-adinen laa-
jennus on padttymaton. Lemmasta 7.1 ndhdidan vilttdmattoméat ja riittavit ehdot
p-adisen laajennuksen padttymiselle.

Lemma 7.1. Luvun a € Q, p-adinen laajennus padttyy (toisin sanoen a; = 0 kaikilla
luvilla i > N ), jos ja vain jos a on ei — negatiivinen rationaaliluku, jonka nimittdija
on luvun p potenssi.

Todistus. Oletetaan, ettd luvun a € Q, p-adinen laajennus paattyy. Télloin

a=a_pup "+ tag+ap+-+aph
B Ay + - +a0pm +a1p1+m 4. +akpk+m
- ot
missd nimittajassi on luvun p potenssi ja luvut a; saavat arvoja joukosta {0,1,...,p—
1} kaikilla ¢ € {—m, ...k}, jolloin luvun a arvo on rationaalinen ja ei-negatiivinen.

Oletetaan kddnteinen vaittdma, ettd luku a on ei-negatiivinen rationaaliluku, jonka
nimittdja on luvun p potenssi. Talldin

i=—m

Y

missi b on kokonaisluku ja (b, p*) = 1. Téstd saadaan, etti

oo

Z a;p’ = b.
i=—m+k
Koska luku b on kokonaisluku, niin téytyy olla kokonaisluku N siten, ettd a; = 0, kun
i > N, silld muutoin b= 32" . a;p' — oo. Talloin
N
a= Y ap =apmup " Fag+ o+ anp”
i=—m+k
ja vaite tulee todistetuksi. O

Seuraava lause antaa keinon tunnistaa rationaaliluvut niiden p-adisesta laajennuk-
sesta, samaan tapaan kuin rationaaliluvut tunnistetaan reaalilukujen joukosta niiden
desimaalilaajennuksesta.
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Lause 7.2. Kanoninen p-adinen laajennus (5.6) vastaa rationaalilukua, jos ja vain
jos se on lopulta jaksollinen vasemmalle edetessd.

Todistus. Oletetaan, ettd p-adinen laajennus on lopulta jaksollinen. Kertomalla (tar-
vittaessa) annettu p-adinen luku x luvun p potenssilla ja vihentdmalld rationaaliluku,
voidaan olettaa tapaus, jolloin luvulla € Z, on jaksollinen laajennus muotoa

T =xy+11p+ xgpQ + ... mk_lpk_l + a:opk + xlpkH cee

k—1

Luku a = zg + x1p + 29p* + - -+ + 2,1 p* ! on rationaalinen kokonaisluku ja luku z

voidaan ilmaista muodossa

c=a(l+p"+p*+..)=ua :
1—pk

jolloin z on rationaaliluku.
Oletetaan kidnteinen vaittama, etté

a i
i>0
Voidaan olettaa, ettd a ja b ovat keskendén jaottomia ja b ja alkuluku p ovat keskendin
jaottomia. Koska (b, p™) = 1, on olemassa ¢, ja d, (Bezout’n lemman nojalla) siten,
etta
1=c,b+d,p".

Kertomalla yhtdlo puolittain luvulla a saadaan

a = ac,b+ ad,p".

Lisdamalld luvun p™ monikerta kokonaislukuun ac,, saadaan kokonaisluvut A, jolle
pitee 0 < A, <p" — 1 jar, siten, ettd yhtilo

a=A.b+r,p"

on totta. Jakamalla yhtalo puolittain luvulla b, saadaan

a r
LY
p T
Talléin r, = (a — A,b)/p™ ja siten
oz -b oA
P "

Riittavin suurilla luvun n arvoilla saadaan —b < r,, < 0, miké tarkoittaa, ettd r, saa
vain aérellisen monta arvoa. Nyt voidaan kirjoittaa

a T nt1Tn
(7.2) g:An+p”—=An+1+p +1n41

b b

Koska An.1 — A, = p"(=5=*) on kokonaisluku ja (b,p") = 1, niin ===+ on
kokonaisluku. T&ll6in A, 11 = A, (mod p") ja Lauseen 5.7 yksikésitteisyyden nojalla
jono {A,} on luvun a/b kanonisen p-adisen esityksen (7.1) osittaisten summien jono.
Talloin yhtélosta A, 1 = A,+z,p" ja Lausekkeesta (7.2) seuraa, etta r, = x,b+pr,1
kaikilla luvuilla n. Koska r, saa vain direllisen monta arvoa, niin on olemassa indeksi

m ja positiivinen kokonaisluku P siten, etta r,, = r,,.p. Tall6in

(73) xmb + Prmi1 = meer + Prm+pP+1,
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josta saadaan

(Tm = Tmyp)b = P(TmsPy1 = Tmi1).
Koska (b,p) = 1, seuraa, ettd p jakaa luvun z,, — x,,p. Mutta luvut x,, ja z,p
ovat numeroita valiltd {0,1,...,p — 1}, mistd seuraa, ettd x,, = T, 1p. Jos tAméi
vaihdetaan Lausekkeeseen (7.3), saadaan myds, ettd 7,41 = rmypy1. Toistamalla
tatd argumenttia saadaan, ettd

Tn = Tnip ja Ty = Tnyp (N > m),

mikd todistaa, ettd ei vain numeroilla x,, mutta myos osoittajien r, jonolla on jak-
sollinen pituus P kaikille luvuille n > m. O

Onko mahdollista paitelld rationaaliluvun p-adisesta laajennuksesta onko se posi-
tiivinen vai negatiivinen? Vastaus on kylld ja se selvidé seuraavassa lemmassa.

Lemma 7.3. Olkoon r € Q ja k = —ord,(r). Tdlléin rp* on p-adinen kokonaisluku
ja sen p-adinen laajennus voidaan esittid muodossa . .. aaaaab, missd osilla a ja b on
sama maard numeroita. Tdllomn r > 0, jos ja vain jos b > a.

Todistus. Olkoon r € Qjak = —ord,(r). Tallsin [rpk|, = |r|,|p~o™"|, = p=ordemporder =
p° = 1. Tallsin 7p* on p-adinen kokonaisluku ja sen esitys on lopulta jaksollinen va-
semmalle edetesssi Lauseen 7.2 mukaan. Oletetaan, etts luvun rp* p-adisen laajen-
nuksen jaksollisen osuuden pituus on N ja jaksollisuutta edeltdvin osuuden pituus on
M. Lisatdaan jaksollisuutta edeltédviadn osaan jaksollisen osan numeroita kunnes sen
pituudeksi tulee, jokin pituuden N monikerta. Olkoon talloin M +t = n - N, jol-
loin uusien jaksollisuutta edeltdvin osan b ja jaksollisen osan a pituus on n- N = L.
Nyt luvun rp¥ p-adinen laajennus voidaan esittii muodossa ...aaaaab. Jakamalla
... aaaaab luvulla p* se muuttaa vain lukujen p potensseja ja voidaan kirjoittaa

L
a
7':...aaab:b%—a,pL+apQL+ap3L+...:(H_1]';L7
-Pp
sill, |pr|, < 1. Jos r > 0, niin tillsin
L
p
O<r=b+a——r,
r +a1 7
mista seuraa, etti
pr
a<a— < b.
pt—1

Tama4 on todistaa juurin sen, ettd r» > 0, jos ja vain jos b > a. O
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8. HENSELIN LEMMA JA KONGRUENSSEJA

Madritetdin v/6 avaruudessa Q5. Tami tarkoittaa, ettid halutaan 16ytad 5-adisten
numeroiden jono ag, ai, as, ...,0 < a; < 4, siten, etta

(8.1) (ap+ay-5+ay-5*+---)>=1+1-5.

Lausekkeesta (8.1) saadaan a2 = 1 (mod 5), mistd seuraa, ettd ag = 1 tai ag = 4. Jos
ag = 1, niin

20, -5=1-5 (mod5?) = 2a;=1 (mod5) = a;=3.
Seuraavaksi saadaan
1+1-5=(1+4+3-5+ay-5°)*=1+1-5+2ay-5> (mod 5%),

mista seuraa, ettd 2a; = 0 (mod 5) ja edelleen ay = 0.
T&ll6in saadaan sarja

a=14+3-54+0-52+...,
missi jokainen a; numeron ag jilkeen on yksikésitteisesti méaritelty.
Jos valitaan ag = 4, niin saadaan ratkaisu

—a=4+4+1-544-5240-5+....

Ei ole vaikeaa ndhda, ettd on olemassa avaruuden Q5 lukuja, joilla ei ole nelidjuurta
(esimerkiksi 2 4+ 1 - 5).

Askeinen keino ratkaista yhtilsitd (kuten 22 — 6 = 0 avaruudessa Qs) voidaan
yleistdd kayttamalld erittdin tdrkedd tulosta, jota sanotaan “Henselin Lemmaksi”.

Yleistamalld Huomautusta 5.2 sanotaan, ettd a ja b € Q, ovat ekvivalentit, jolloin
kirjoitetaan

a=b (modp"),

jos ja vain jos |a — b|, < 1/p™.

Lause 8.1 (Henselin Lemma). Olkoon F(z) = co+ ¢z + - - + c,a" polynomi, jonka
kertoimet ovat p-adisia kokonaislukuja. Olkoon

F'(z) = ¢; + 2c0w + 3c32” + - -+ ne,z™ !
polynomin F(x) derivaatta. Oletetaan, etti ag on p-adinen kokonaisluku, joka toteut-
taa ehdon F(ag) = 0(mod p) ja F'(ag) # 0(mod p). Tdlloin on olemassa yksikisit-
teinen p-adinen kokonaisluku a siten, ettd F(a) =0 ja a = Go (mod p).

Todistus. Todistetaan p-adisen kokonaisluvun a olemassaolo konstruoimalla sen ka-
noninen p-adinen laajennus a = by + b1p + bep? + ... induktiolla. Induktion vaiheessa
k saadaan aj, = by + . .. byp*, joka on k:nnes approksimaatio luvusta a kilyttien New-
tonin menetelmén p-adista versiota (todistukseen jilkeen asia esitellddn huomautuk-
sena). Jokainen ay ei tule olemaan polynomin F'(z) aito juuri, mutta ne ovat “‘juuria
modulo p*1” (toisin sanoen F(a;) = 0 (mod p**!)) kaikilla luvuilla k. Kun k — oo,
niin raja-arvona saadaan a, joka on polynomin [ tarvittu aito juuri.

Tarkemmin todistetaan seuraava viittdma induktiolla luvulle k:

S(k): on olemasa p-adinen kokonaisluku, joka on muotoa

Gk:bo+blp+"'+bkpk,
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(jonka numerot b; ovat joukosta {0,1,...,p — 1} kaikilla luvun i arvoilla) siten, ettd
F(a;) =0 (mod p*™) jaar =@ (mod p).

Induktion perusaskel on selvi: valitaan luvuksi by ensimméinen p-adisen luvun ag
numero ja saadaan ag = Gp ja F'(ag) = 0 (mod p).

Seuraavaksi tehdadn induktioaskel, jolloin toisin sanoen todistetaan, ettd kohdasta
S(k — 1) seuraa S(k). Tétéd varten olkoon ay = ag_1 + byp® jollain (vield tuntematto-
malla) numerolla by, joka toteuttaa ehdon 0 < by < p ja avataan termi F'(ay), missi
ei huomioida termeji jotka ovat jaollisia luvulla p*+!:

n

F(ar) = Flag—1 + bep®) =) cilap—1 + bp®)’
i=0

=y + Z ci(ab_, +ial " brp® + termit, jotka jaollisia luvulla p**)
i=1

= Fagp_1) + bpp"F'(ar_1) (mod p**).
Koska F(aj_1) =0 (mod p*) induktio-oletuksen nojalla, voidaan kirjoittaa
F(ar) = agp” + bep" F'(ag—1)  (mod p**1)

jollain kokonaisluvulla o € {0,1,...p — 1}. Télloin paddytdédn seuraavaan yhtaloon
tuntemattoman numeron b, osalta:

(8.2) ap + b F'(ar—1) =0 (mod p).

Taméi voidaan ratkaista, kun tiedetdén F”(ax_1) #Z 0 (mod p). Edellinen seuraa, koska
pétee, ettd ar_1 = @p (mod p), josta seuraa, etti

F'(aj—1) = F'(ap) 20 (mod p).
Jakamalla Lauseke (8.2) derivaatalla F'(ay—1), saadaan tarvittu numero by, jolloin

by = ———— d
k F,(ak—l) (mo p)?

jonka avulla saadaan F'(ay) = 0 (mod p**1), joka paittid induktioaskeleen.
Nyt olkoon

a=by+bip+bp®+....
Huomataan, ettd F'(a) = 0, silld kaikilla luvuilla & pétee, etta
F(a) = F(ax) =0 (mod p*™).
Yksikésitteisyys seuraa jonon {ay} yksikésitteisyydesta. O

Huomautus 8.2. Toinen ehto (F'(ay) # 0 (mod p)) Lauseessa 8.1 on tarpeellinen
(katso Esimerkki 8.6). Lauseesta 8.1 on monia eri versioita kirjallisuudessa, mutta
kaikista niistd puhutaan "Henselin Lemmana’.

Huomautus 8.3. Arviointimenetelma, jota kiytettiin Henselin Lemman todistuksssa
vastaa oleellisesti Newtonin menetelméad, jolla etsitddn reaalikertoimisen polynomin
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f(x) reaaliset juuret. Reaalisessa tapauksessa, jos f'(a,_1) # 0, niin Newtonin mene-
telmalla seuraava arvio luvusta a,, saadaan kaavalla

flan-1)

f(an-1)

Korjaustermi nayttda hyvin samalta kuin Henselin Lemman todistuksessa kiaytetty
“korjaustermi™

bopt = — anpn _F<an71)
"= T i) . Flan)

Tietylla tavalla Henselin Lemma on kuitenkin parempi kuin Newtonin menetelma
reaalisessa tapauksessa: p-adisessa tapauksessa suppeneminen polynomin juureen on
taattu Henselin Lemman ehdoilla ratkaisuyritteelle @y, jonka esitys ei riipu polyno-
mista. Reaalisessa tapauksessa Newtonin menetelma suppenee, jos ratkaisuyrite on
tarpeeksi ldhelld oikeaa juurta, mutta ehto ldhelldolosta riippuu polynomista. Esimer-
kiksi jos f(x) = 2 — x ja valitaan epionnekas ratkaisuyrite ag = 1/+/5, niin saadaan
ay = —1/v/5, ay = 1/+/5 ja niin edelleen, jolloin jono {a,} ei suppene.

n—i—l)'

(mod p

Lause 8.4. Polynomilla, jolla on kokonaislukukertoimet on juuri avaruudessa Z,, jos
ja vain jos silli on kokonaislukujuuri modulo p* milld tahansa k > 1.

Todistus. Olkoon F(z) polynomi, jolla on kertoimet avaruudessa Z. Oletetaan, ettd
a € Z, on sen juuri. Toisin sanoen

(8.3) F(a) =0.
Lauseen 5.7 mukaan on olemassa kokonaislukujen jono {aq,as, ..., a,...}, missi
ap = b + bip + bop? + - - - 4 bp_1 ¥ siten, ettd
a=a; (modp").
Tilloin tiedoista F(ay) = F(a) (mod p*) ja F(a) = 0 seuraa, etti
(8.4) F(ay) =0 (mod p").

Toiseen suuntaan todistaessa oletetaan, ettd kongruenssilla (8.4) on kokonaislukurat-
kaisu aj mille tahansa k > 1. Lauseen 5.11 mukaan jono {aj} siséltdd suppenevan
osajonon {ay, }, lim; , ax, = a. Halutaan ndyttds, ettd a on ratkaisu yhtélolle (8.3).
Koska polynomi on jatkuva funktio saadaan, etté

F(a) = lim F(a,)
(tdssd kiytetddn Lausetta 4.7). Toisaalta
F(a,) =0 (mod p™).
Talloin lim; o F'(ax,) = 0 ja tistd seuraa, ettd F'(a) = 0. O

Kéytidnnollinen seuraus Lauseesta 8.4 on seuraava. Jos kokonaislukukertoimisella
polynomilla ei ole juuria modulo p, niin télldin silld ei ole juuria avaruudessa Z,.
Yleensd sen juuria ei ole kovin vaikea 16ytda modulo p, jos silld niitd on. Jos juuri
modulo p ei ole derivaatan juuri modulo p, niin Henselin Lemmalla l6ydetdan juuri
avaruudesa Z,,.
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Sanotaan, ettd rationaalinen kokonaisluku a, joka ei ole jaollinen luvulla p on ne-
lingddnnds modulo p, jos kongruenssilla

> =a (mod p)

on ratkaisu joukossa {1,2,...,p — 1}. Muutoin lukua a sanotaan nelidnepdjiinndk-
seksi.

Lemma 8.5. Rationaalisella kokonaisluvulla a, joka ei ole jaollinen luvulla p on
nelidjuuri avaruudessa Z, (p # 2), jos ja vain jos a on neliénjidinnds modulo p.

Todistus. Olkoon P(z) = x? — a. Tallin P’'(z) = 2z. Jos a on nelitnjiéinnds, niin
a=a: (mod p),
jollain ag € {1,2,...,p — 1}. Téstd seuraa, ettd P(ag) = 0 (mod p). Mutta
P'(ag) = 2ag Z0 (mod p)

seuraa suoraan, silld (ag,p) = 1, jolloin ratkaisu on olemassa Henselin Lemman no-
jalla. Toiseen suuntaan todistaessa, jos a on neliénjaédnnds, niin Lauseen 8.4 nojalla,
silld ei ole neli6juurta avaruudessa Z,,. O

Esimerkiksi v/—1 on avaruudessa Zs, silli —1 = 4—5 = 22 (mod 5) on neliénjainnos
modulo 5, kun taas v/—1 ei ole avaruudessa Zgs, silli —1 = 2 — 3 on nelionepijiinnds
modulo 3. Kuuluuko ,/p avaruuteen Z,?

Esimerkki 8.6. On olemassa polynomi, jolla on juuri modulo 2, mutta ei juuria
avaruudessa Q.

Todistus. Olkoon polynomi f(z) = x* — 3. Tilldin polynomilla f(z) on juuri z = 1
modulo 2, mutta ei juuria avaruudessa Q. Oletetaan, ettd x € Q, on juuri eli 22 = 3.
Normin kertolasku ominaisuudella saadaan, etti |z|3 = [3]o = 1, jolloin |z]y = 1.
Talla perusteella, jos juuri on olemassa avaruudessa QQy, niin sen taytyy myds olla
avaruudessa Zo. Luvulla 3 = 14 1 - 2 ei ole juuria avaruudessa Z, (samantapainen
padttely kuin kappaleen alussa, kun etsitdin ratkaisua /6 avaruudessa Qs), silla
téaytyisi olla (ap +a; -2+ ag-2+...)> =1+ 1-2, missi a; € {0,1}. Téstd seuraa,
ettd a3 = 1 (mod 2), jolloin ag = 1. Seuraavaksi saataisiin 2a; - 2 = 1 - 2 (mod 2?),
josta seuraa, ettd 2a; = 1 (mod 2) eli 0 = 1 (mod 2), mikid on mahdotonta. Talloin
polynomilla f(x) ei ole juuria avaruudessa Q. O
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9. TOPOLOGISIA PERUSOMINAISUUKSIA

P-adisten lukujen kunta on monella tapaa analoginen reaalilukujen kunnan R kans-
sa. R ja Q, ovat molemmat normilla varustettuja kuntia ja téydellisid metrisid ava-
ruuksia. Joukon Q molemmat tdydellistymat siséltavit joukon Q tiheidnd osajoukkona
(metrisid avaruuksia, jotka sisiltdvit numeroituvan tihedn osajoukon kutsutaan sepa-
roituviksi). Kunta R on lokaalisti kompakti. Toisin sanoen jokaisella pisteelld on kom-
pakti ympéristd. Myos kunta Q, on lokaalisti kompakti, mikd nahdddn myohemmin
(Lause 9.10).

Tutkitaan joukkoja R ja Q, metristen avaruuksien nékokulmasta. Avaruudessa R
avoimet pallot ovat avoimia vileji B(a,r) = |z — a| < r. Avaruudessa Q, avoimet
pallot ovat joukkoja

B(G,T’) = {m € Qp ’ ‘x_a‘P < 7"},
mutta koska p-adinen normi saa diskreetteja arvoja joukosta {p™ | n € Z} U {0}, niin
otetaan huomioon vain pallot joiden side on r = p", missd n € Z.

Olkoon G kaikkien avoimien osajoukkojen kokoelma joukosta M ja olkoon F kaik-
kien suljettujen osajoukkojen kokoelma joukosta M. Méairitelmédn mukaan jokainen
joukon F alkio on joukon G tietyn alkion komplementti ja pédinvastoin. Avoimilla ja
suljetuilla joukoilla on seuraavia ominaisuuksia.

Lemma 9.1.

(1) Jos C C G on mikd tahansa kokoelma avoimia joukkoja, niin Jgco G kuu-
luu joukkoon G ja jos Gi,...,G, € G on mikd tahansa ddrellinen kokoelma
avoimia joukkoja, niin (), G; kuuluu joukkoon G.

(2) Jos C C F on mikd tahansa kokoelma suljetluja joukkoja, niin (\peo F' kuu-

luu joukkoon F ja jos Fy,...,F, € F on mikd tahansa ddrellinen kokoelma
suljettuja joukkoja, niin \J;_, Fi kuuluu joukkoon F.
Todistus. |6, Lause 2.24]. O

Talloin G on avoin mielivaltaisilla yhdisteilld ja &arellisilla leikkauksilla ja F on
suljettu mielivaltaisilla leikkauksilla ja &arellisilla yhdisteilld. Avoimien joukkojen ko-
koelma G maédrittelee metrisessd avaruudessa topologian. Késitteet ympéristo, raja-
arvo, suppeneminen, jatkuvuus ja niin edelleen voidaan mééritelld topologian termeil-
14 ilman, ettd tukeudutaan metriikkaan. Itse asiassa topologian késite on yleisempi
ja topologinen avaruus on méidritelty joukkona, joka on kokoelma avoimia joukkoja,
jotka toteuttavat méadritelmén 9.1 ehdon (1) (lisdksi tietysti triviaalit oletukset, et-
téd koko avaruus ja tyhjd joukko ovat avoimia). Yleisesti topologiset avaruudet voivat
olla melko patologisia ja melko erilaisia kuin avaruudet, joissa topologia on johdettu
metriikasta.

Jos M on topologinen avaruus ja X C M, niin joukosta X tulee topologinen ava-
ruus indusoidulla topologialla, korvaamalla joukon M avointen joukkojen leikkaukset
joukon X avointen joukkojen leikkauksilla.

Palataan p-adisiin lukuihin ja olkoon avaruuden Q, pallo :

S(a,r)={re€Q, | |r—al, =r}.
Téahén liittyy erikoinen ominaisuus, josta seuraavaksi lisda.

Lemma 9.2. Avaruuden Q, pallo S(a,r) on avoin joukko.
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Todistus. Olkoon x € S(a,r) ja ¢ < r. Néytetddn, ettd B(z,e) C S(a,r). Olkoon
y € B(xz,e). Talloin |y —a— (x —a)|, = [y — x|, = |x — y|, < |x — a], = r ja Lemman
3.13 nojalla |y — al, = |x — a|, = r, mikd tarkoittaa juuri, ettd y € S(a,r). d

Tamé& on erikoista, silla avaruudessa R" (erityisesti avaruudesa R) pallot eiviit ole
avoimia. Tutkitaan, mitd tastd ominaisuudesta seuraa.

Lemma 9.3. Avaruuden Q, avoimet pallot ovat suljettuja ja avoimia.

Todistus. Miké tahansa avoin pallo B(a,r) on avoin missi tahansa metrisessi ava-
ruudessa, silld mikd tahansa piste © € B(a,r) kuuluu joukkoon B(a,r) miki sisiltyy
palloon B(a,r). Todistaaksemme, ettd B(a,r) on suljettu avaruudessa QQ, niytetadn,
ettid sen komplementti

C:{erp||x_a|pZT}

on avoin. Kuitenkin C' = S(a,r) U D, missi
D={ze€Q,||z—al,>r}.

Joukko D on avoin (tdmé on totta kaikissa metrisissd avaruuksissa). Tdmén todistuk-
seen olkoon y € D. Tall6in |y — a|, = ry > r. Viitetdin, ettd avoin pallo B(y,ry —r)
kuuluu joukkoon D. Jos néin ei olisi, niin olisi olemassa x € B(y,r — r) siten, ettd
|z — al, < r. Mutta kolmioepéayhtalolla

n=ly—ap=la—z+r—yl,<la—zl+r—yl, <r+r—r=r,
mika on ristiriita. Viite seuraa, silld kahden avoimen joukon yhdiste on avoin. ([l

Muistellaan, ettd piste x € M on joukon A C M reunapiste, jos kaikki avoimet
x-keskipisteiset avoimet pallot sisdltavit pisteitd joukosta A, sekd pisteitd, jotka eivit
ole joukossa A. Joukko A on suljettu, jos ja vain jos se sisaltad kaikki reunapisteensi.
Lemmasta 9.3 seuraa, ettd S(a,r) ei ole avoimen pallon B(a,r) reuna. Itse asiassa
Lemmasta 9.3 seuraa, etté joukolla B(a, r) ei ole reunaa ollenkaan. Tietenkéén suljettu
pallo

Bla,p") ={z € @ | [z —al, < p"}
={reQ|lr—al, < an} = B(C%pnﬂ)
ei ole avoimen pallon B(a,p") sulkeuma.
Lausekkeesta (9.1) seuraa, ettd kaikki vdittdmit avoimille palloille pétevit sulje-

tuille palloille avaruudessa Q,,.
Seuraavaksi tutkitaan toista paradoksista ominaisuutta palloille avaruudessa Q,,.

(9.1)

Lemma 9.4. Jos b € B(a,r), niin B(b,r) = Bl(a,r). Toisin sanoen jokainen pallon
piste on sen keskipiste.

Todistus. Koska joukon Q, normi |- |, on epdarkhimedinen, niin tulos seuraa suoraan
Lemmasta 3.15. U

Tésséa on vield lisdominaisuus palloille.

Lemma 9.5. Kahdella pallolla joukossa Q, on epdtyhjd leikkaus, jos ja vain jos toinen
pallo kuuluu toiseen palloon. Toisin sanoen

B(a,r)N B(b,s) # &, jos ja vain jos B(a,r) C B(b,s) tai B(b,s) C B(a,r).
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Todistus. Selvistikin, jos toinen pallo on toisen osajoukko, niin niiden leikkaus on
epatyhja. Kédnteisen todistamiseksi oletetaan, ettd r < s ja y € B(a,r) N B(b,s).
Tilloin Lemman 9.4 nojalla B(a,r) = B(y,r) ja B(b,s) = B(y, s). Mutta B(y,r) C
B(y, s), niin tarpeellinen viite seuraa. O

Lemma 9.6. Pallo S(a,r) on avoin ja suljettu.

Todistus. Lemman 9.2 nojalla tiedetdén, ettd pallo S(a,r) on avoin. Tiedetaan myos,
ettii pallo B(a,r) on suljettu, ja koska B(a,r) on avoin, niin sen komplementti {z €
Q, | | —al, > r} on suljettu. Mutta koska S(a,r) on nédiden kahden suljetun joukon
leikkaus, niin se on myds itse suljettu (S(a,r) = B(a,r)N{z € Q, | |z —al, >
r}). Huomiona vield, ettd todistus sille, ettd pallo S(a,r) on suljettu, toimii kaikissa
metrisissd avaruuksissa. 0

Kaikkien pallojen kokoelma avaruudessa R on ylinumeroituva, koska kaikkien po-
sitiivisten reaalilukujen kokoelma on ylinumeroituva (Cantorin Lause). Sama viite
patee kaikille keskipisteiden a kokoelmalle ja sidteiden p kokoelmalle, joten se todel-
lakin on totta pallojen B(a, p) kokoelmalle avaruudessa R. Téysin toinen tulos pétee
kaikkien pallojen kokoelmalle avaruudessa Q,,.

Lemma 9.7. Avaruuden Q, kaikkien pallojen kokoelma on numeroituva.

Todistus. Kirjoitetaan pallon B(a,p~*) keskipiste kanonisessa muodossa

a= Z app"
ja olkoon -
&U = Z anpn

Selviisti ap on rationaaliluku ja Lemman 5.8 nojalla |a — dg|, < p~*® toisin sanoen
aop € B(a,p~*). Télloin Lemman 9.4 nojalla

B(ag,p~ %) = B(a,p™®).
Edelld oleva keskipiste ja side ovat perdisin numeroituvista joukoista. Tallin myos

niistd muodostuvien parien (g, s) tulojoukko on numeroituva ja siten myos avaruu-
den Q, kaikkien pallojen kokoelma. O

Kayttamalld Kappaleen 5 merkintdja patee, etti
Zy=B(0,1) = B(0,p)
ja
Zy =5(0,1) = (1 +pZy) U (24 pZy) U--- U ((p— 1) + pZyp).
Titd havainnollistetaan symbolisesti Kuvassa 9.1, kun p = 5. Pallo Z; on neljan
avoimen pallon yhdiste ja sille piatee Lemman 9.6 viite. Keskimméinen pallo esittda

renkaan Zs maksimalista ideaalia 5Zs5 (vertaa Kappaleen 11 Kuvaan 11.3; joka on
euklidinen mallinnus).

Maaritelma 9.8. Metrisessd avaruudessa osajoukkoa K sanotaan jonokompaktiksi,
jos jokainen joukon K padttymiton pistejono sisiltdd osajonon, joka suppenee joukon
K pisteeseen.
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Kuva 9.1. Z;5

Metrisen avaruuden osajoukkoa K sanotaan kompaktiksi, jos mikd tahansa joukon
K avointen joukkojen peite sisiltda aédrellisen osapeitteen.

Samantapaisesti voidaan méaritelld jonokompaktit ja kompaktit metriset avaruudet.

Heine-Borelin Lauseen mukaan edelli mainitut ominaisuudet ovat ekvivalentteja
metrisessd avaruudessa ja avaruudessa R™ ne ovat ekvivalentteja sen kanssa, etta
joukko on suljettu ja rajoitettu (esimerkiksi Z} = {z € Z, | [z], = 1} ja [6, Lause
2.41]).

Lemma 9.9. Olkoon Ay D Ay D As--- D A, D Apy1 D ... metrisen avaruuden M
epdtyhjien kompaktien joukkojen jono. Tdalloin (.-, A, on epdtyhji ja kompakti.

Todistus. Koska joukot A, ovat epatyhjid ja sisdkkaisid, niin on olemassa alkio a € A,
kaikilla n. Téstd seuraa, ettd a € [, A, ja (-, A, on epityhji. Koska kaikki
joukot A, ovat kompakteja, niin niiden paattymattomalld pistejonolla on olemassa
suppeneva osajono {a,}, joka suppenee joukkoon A,. T&lloin myds joukon (7, A,
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pdattymattomélla pistejonolla on suppeneva osajono {a,}, joka suppenee joukkoon
Mo~ A,. Téllsin ()2, A, on kompakti. O

Aiemmin ollaan ndhty (Lemma 5.11), ettd Z, on jonokompakti. Télloin Z, on
kompakti ja niin on my6s mikd tahansa pallo avaruudessa @, Lemman 5.13 nojalla.
Tastd seuraa tulos:

Lause 9.10. Joukko Z, on kompakti ja avaruus Q, on lokaalisti kompakti.
Lauseesta 9.10 seuraa suoraan, etta:
Lemma 9.11. Avaruus Z, on tdydellinen.

Todistus. Koska mikd tahansa Cauchy-jono avaruudessa Z, siséltdd osajonon, joka
suppenee alkioon avaruudessa Z,, olkoon tuo alkio a, niin alkuperdisen jonon, jo-
ka suppenee avaruudessa Q, tdydellisyyden nojalla, tdytyy supeta alkioon a. Tama
todistaa avaruuden Z, taydellisyyden. O

Lause 9.12. Joukko N on tihed joukossa Z,.

Todistus. Olkoon o = ... asaia9 € Z,. Jokaiselle luvulle n € N on

n

Ty = ...00a,0p—1...00 = g a;p'.

=0
Talloin x,, € N ja |z — z,|, < p™™ ja viite seuraa. O
Maaiaritelma 9.13. Topologinen avaruus X on epdyhtendinen, jos se voidaan esit-

taa kahden erillisen epétyhjan avoimen (tai suljetun) osajoukon yhdisteend. Muutoin
sanotaan, ettd avaruus X on yhtendinen.

Avaruuden X osajoukko C on yhtendinen, jos se on yhtendinen avaruus indusoi-
dussa topologiassa.

Avaruus X on tdysin epdyhtendinen, jos avaruuden X ainoat yhtendiset osajoukot
ovat tyhjé joukko ja yhden pisteen joukot {a}, missi a € X.

Esimerkki 9.14. Jokainen avaruuden R vili on yhten&inen.
Lause 9.15. Avaruus Q, on tdysin epdyhtendinen.

Todistus. Jokaiselle alkiolle a € Q, ja kokonaisluvulle n € N joukko

Una) ={zr € Q| |z —al, <p™} ={z € Q, [ |z —al, <p™""'}
on avoin ja suljettu alkion a ympéristo. Oletetaan, ettd a € A siten, ettd A # {a}.
Till6in on olemassa n € N siten, ettd U,(a) N A # A. Téstd seuraa, ettd

A= Uy(a)NA)U(Q,\ U,(a) N A),

missd Uy, (a) ja sen komplementti Q, \ U, (a) ovat avoimia ja epdtyhjid. Tastd seuraa,
ettd A ei ole yhteniinen. O
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10. CANTORIN JOUKOT

Tassd kappaleessa keskitytadn enimmékseen reaalilukujen analyysiin. Olkoon

1 2
Co 0,1],Cy [0,3] U [3, } :

17 217 [27] [8
=l0,=|ulZ.2|uls, s|ul21],....
= logfols] o 5] v )

Jokainen joukko C), on yhdiste 2" monesta suljetusta vilistd, joiden jokaisen pituus

on 37" ja talldin joukot C, ovat sisikkiisid seuraavasti Cy D C7 D Cy D .... Koska
jokainen joukko C), on suljettu, niin
o
C=()Cn#2
n=0

on yksikkovélin I suljettu osajoukko (katso Kuva 10.1). Joukko C' on epétyhji Lem-
man 9.9 nojalla joukon I epidtyhjien kompaktien osajoukkojen laikkauksena, mutta
tdm& ndhdaédn suoraan siitidkin, ettid joukko C selvisti sisdltdd joukon C), jokaisen va-
lin paitepisteet. Itse asiassa joukko C' sisaltdd ylinumeroituvan monta muuta pistetta
kuin ndma vilien paitepisteet. Joukkoa C' sanotaan Cantorin joukoksi.

Co

Kuva 10.1. Cantorin joukon C' konstruktio

Esitetddn reaaliluvut valiltd I = [0, 1] pafttyméttomind murtolukuina kannassa
kolme. Huomaa, ettd kaikilla vilien péatepisteilld, jotka muodostavat joukon C), on
kaksi laajennusta kannassa kolme, kuten

2 1
9= 0.02 =0.12222. .., 3= 0.1 =0.022222. ..

ja toinen niistd ei sisdlla numeroa yksi. Valitsemalla paétepisteiden esityksen niin,
ettd se ei sisalld numeroa yksi, voidaan jokainen joukon C piste esittdd laajennuksena
kannassa kolme siten, etti siind esiintyy vain numerot nolla ja kaksi. Joukon C' jéiljelle
jaaneilla pisteilld on yksikésitteiset esitykset, niin konstruoimalla esitykset tietylla
tavalla ne eivit sisélld numeroa yksi.

Kaédnteisesti jokainen vilin I piste, joka esitetddn laajennuksena kannassa kolme
niin, ettd siind esiintyy vain lukuja nolla ja kaksi, kuuluu joukkojen C), leikkaukseen:
jos ensimméinen luku on nolla, niin piste kuuluu vélille [0,0.02222...]; jos ensim-
méinen luku on kaksi niin piste kuuluu vélille [0.2,0.2222 .. .]; toinen numero ma#ras
kuuluuko piste joukon Cy vasemmalle (0) vai oikealle (2) vilille ja niin edelleen.
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Tiivistetddn edellinen asia seuraavasti.

Lemma 10.1. Cantorin joukko C koostuu kaikista joukon I pisteistd, jotka voidaan
esittid kannassa kolme numeroilla nolla ja kaksa.

Seuraavan vaittdméan todistus esittelee darettomien joukkojen alkeisteorian hy6dyl-
lisen menetelmén, niin sanotun Cantorin ldvistdjimenetelmdn.

Lemma 10.2. Cantorin joukko C on ylinumeroituva.

Todistus. Oletetaan, ettd joukko C' on numeroituva ja luetellaan kaikki sen pisteet
kannassa kolme:

T :O.CLHCLlQ cvey
T2 :O.a21a22 ceey

Muodostetaan piste
C:O.Clcg...,

missa ¢; = {0,2} \ a1, co = {0,2} \ ags ja niin edelleen. Téll6in ¢ € C' Lemman 10.1
nojalla, mutta koska kaikilla k& > 1, ¢, # agg, niin se ei kuuluu aiemmalle luetellulle
joukon C' pisteiden listalle, miké on ristiriita. O

Maaritelma 10.3. Joukko on perfekti, jos se on suljettu ja se ei sisélld erakkopisteité.
Propositio 10.4. Cantorin joukko C' on perfekti.

Todistus. Olkoon x € C' ja olkoon S miké tahansa vili, joka sisaltdd pisteen x. Koska
z € (oo Chn, niin z € C,. Olkoon I, joukon C,, vili joka sisaltdd pisteen z. Tarpeeksi
suurelle luvulle n pétee, ettd I, C S. Olkoon x,, vilin I, paitepiste siten, ettd x,, # x.
Joukon C' konstruktiolla pitee, ettd x,, € C' ja z, € S. Télldin mikéd tahansa vili S,
joka siséltdd pisteen x sisdltdd muita joukon C' pisteité. U

My6hemmin ndhdain, ettd Cantorin joukko esittda geometrista mallia p-adisille ko-
konaisluvuille milla tahansa alkuluvulla p. Ennen titd muistellaan metristen avaruuk-
sien vilisid jatkuvien kuvausten madritelmié ja joitain jatkuvien kuvausten tarkeita
tiettyja luokkia.

Maégritelmd 10.5. Olkoon (X, d) ja (Y, p) kaksi metristd avaruutta. Télloin

e kuvaus (funktio) f : X — Y on jatkuva, jos jokaisen avoimen joukon V C Y
alkukuva f~1(V') on joukon X avoin joukko;

e kuvaus f on awoin, jos jokaisen joukon X avoimen joukon U kuva f(U) on
joukon Y avoin joukko;

e kuvaus f on homeomorfismi, jos se on jatkuva ja bijektiivinen, seki sen kddn-
teiskuvaus on jatkuva;

e kuvaus f on jatkuva pisteessd x, jos jokaiselle joukon Y pisteen f(x) ympéris-
toille A pitee, ettd alkukuva f~1(A) sisdltdé pisteen z ympériston;

e kuvaus f on tasaisesti jatkuva, jos jokaiselle € > 0 on olemassa 6 > 0 siten,
ettd kun d(zq, ) < 9, niin p(f(x1), f(xe)) < €.

Esimerkki 10.6. Isometrinen kuvaus f : (X,d) — (Y, p) on tasaisesti jatkuva.
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Todistus. Olkoon ¢ > 0. Télléin on olemassa 0 = ¢/2 ja kun d(xy,z2) < 6, niin
p(f(z1), f(x2)) = d(x1,22) < 6 = ¢/2 < e (Isometrinen kuvaus siilyttdd etédisyydet.
Toisin sanoen kaikilla 1, o € X, p(f(x1), f(x2)) = d(x1,22)). Talléin kuvaus f on
tasaisesti jatkuva. O

Lause 10.7. 2-adisten kokonaislukujen joukko Zy varustetuna 2-adisella normilla |- |5
on homeomorfinen Cantorin joukon C' kanssa, joka on varustettu euklidisella normilla

-]
Todistus. Olkoon kuvaus v : Zo — C,
o9 . 0 2@1'
w : Z a;2" — 31
i=0

1=0

Néaytetddn, ettd ¢» on homeomorfismi. Ensiksi huomataan, ettd joukkojen Z, ja C'
alkioiden yksikésitteisten esitysten perusteella kuvaus ¢ on bijektio.

Jos xq, x9 € C siten, ettd |z — x9| < 1/3™, niin luvut z; ja x5 kuuluvat vélin I osi-
tuksen osavéleihin, joiden pituus on 1/3™ samaan tai vierekkéisiin véleihin. Kuitenkin
koska suljetuilla véleilld, jotka muodostavat joukon C), ei ole yhteisid padtepisteité,
niin x; ja xs kuuluvat samaan joukon C), osaan I, jolloin niiden ensimmaiset n nu-
meroa ovat samat.

Kéanteisesti, jos ensimméiset numerot paikkaan n ovat samat luvuilla zq, zo € C,|
niin ne kuuluvat osaan I,, C C,,. Toisaalta kahden 2-adisen luvun y; ja y» ensimmaéiset
n numeroa ovat samat, jos ja vain jos |y; — ya|2 < 1/2™.

Koska molemmat 1/2" ja 1/3" suppenevat nollaan, kun n — oo, niin voidaan
pidtelld, ettd molemmat ¢ ja 1! ovat jatkuvia. U

Huomautus 10.8. Lauseesta 10.7 seuraa, ettd joukoilla C' ja Z, on sama kardinaali-
suus ja Lemman 5.14 nojalla avaruuden Z, kardinaalisuus on sama kuin reaaliluvuilla
R, jolloin joukon C' kardinaalisuus on myds sama kuin reaaliluvuilla R. Yksikkova-
lin I ylinumeroituvan ei missadn tihedn osajoukon olemassaolo on himmastyttavaa.
Mutta vield enemminkin saadaan todistetuksi: Cantorin joukon “pituus on nolla” sii-
ni mielessd, etta siitd poistettujen vilien pituuksien summa on yksi. Tama ndhdaan,

kun vaiheessa n pois jadvien villien lukumiiri on 2"~ ! ja niiden pituus on =, jolloin
niiden summa voidaan laskea kaavalla
X Hp—1 1
2 _ 3 _
Tz 1.
n=1 o §

Huomautus 10.9. Cantorin joukon C'iteratiivisessa konstruktiossa jokaisessa vaiheessa
poistetaan keskimmaéiset kolmannekset jiljelle jadneistd véleistd. Tamén takia jouk-
koa C' kuulee monesti kutsuttavan Cantorin “kolmasosajoukoksi”. Konstruktiota voi-
daan muokata siten, ettd poistetaan vilien keskimmaiset neljainnekset tai kuudennek-
set tai jokin muu osa kunhan poistettava vili kuuluu joukkoon ]0, 1], jolloin poistet-
tavien vilien pituuksien summaksi tulee silti aina 1 (lasku tehd&én kuten humautuk-
sessa 10.8). On olemassa my6s muita muokkauksia konstruktiosta, jotka johtavat niin
sanottuihin lihaviin Cantorin joukkoihin eli ei missdén tiheisiin Cantorin tapaisiin
joukkoihin, joiden pituus on positiivnen (ideana poistaa suhteessa yhé pienempié ja
pienempié osia).

Seuraus 10.10. Cantorin joukko C' on tdysin epdyhtendinen.
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Todistus. Lauseesta 9.15 seuraa, ettd Z, on tadysin epdyhtendinen. Lauseessa 10.7
méadritelty kuvaus ¢ on homeomorfismi ja siten jatkuva kuvaus. Koska yhtenéisen
joukon kuvajoukko jatkuvalla kuvauksella on yhtendinen (todistus sivuutetaan), niin
seuraa, ettd joukon C' tdytyy olla tdysin epdyhtendinen. U

Maééritelmd 10.11. Osajoukkoa A C X sanotaan fihedksi joukossa X, jos sen sul-
keuma A on joukko X. Osajoukkoa A C X sanotaan ei missddn tihedksi joukossa X,
jos joukko X \ A on tihed joukossa X.

Huomautus 10.12. Maaritelmésta seuraa suoraan, ettd suljettu joukko on ei missdin
tihed, jos ja vain jos se ei sisalld yhtddn avointa palloa.

Seurauksesta 10.10 saadaan, ettd Cantorin joukko on ei missddn tihed, silld se ei
sisdlla yhtaan valia.

Tutkitaan nyt avaruutta Z,. On olemassa erityinen Cantorin joukon tapainen jouk-
ko, joka on homeomorfinen avaruuden Z, kanssa: kaikkien reaalilukujen joukko valilta
I = [0,1], joiden laajennus kannassa 2p — 1 koostuu vain parillisista numeroista. Se
muodostetaan samantapaisella prosessilla kuin Cantorin kolmasosajoukko C. Joukon
C7 muodostamiseksi jaetaan joukko I 2p — 1 moneen yhtisuureen osaviliin ja pois-
tetaan joka toinen avoin vili. Joukko C voidaan luokitella sen perusteella, etté se
sisdltda kaikki joukon I pisteet, jotka voidaan kirjoittaa kannassa 2p — 1 muodossa
0.aqas ..., missd a; on parillinen. Toistamalla prosessia kaikille joukon C osavéleil-
le saadaan suljettu joukko C5, jonka pisteiden kaksi ensimméistd numeroa a; ja as
ovat parillisia ja niin edelleen. Leikkaus C? = (", C,, on Cantorin joukon tapainen
joukko, joka on ylinumeroituva ja téydellinen Kuvaus

(101) pr 1 Zazp = Z . 1 i+1

joukolta Z, joukolle C? on homeomorfisml7 mlka voidaan osoittaa vastaavalla argu-
mentilla kuin Lauseessa 10.7. Havainnolistava kuva joukosta Zs on Kuvassa 9.1.

Lisdksi avaruudet Zs ja Z, ovat homeomorfisia, milld tahansa alkuluvulla p. Tamén
todistamiseen riittdd muodostaa homeomorfismi kahden Cantorin joukon C? ja C
vilille. Kuten usein on tapana matematiikassa, yleistimailla asioita ne helpottuvat.
Todistetaan yleisempi vdittdma (Lause 10.15), mutta siihen tarvitaan tarvitaan kahta
lemmaa.

Lemma 10.13. Olkoon A C R avoin joukko. Tdilléin joukko A on korkeintaan nu-
meroituvan monen avormen vilin pistevieras yhdiste.

Todistus. Huomioidaan aluksi, ettd joukon A yhtendiset komponentit ovat avoimia
vileja (Lemma 10.17). Joukon A yhtendisten osien tulee olla avoimia, silld muutoin
niiden yhdiste ei ole avoin. Seuraava argumentti on yleinen analyysissi ja siind hyo-
dynnetidn tietoa, ettd rationaaliluvut Q ovat tihedssi reaalilukujen joukossa R: jo-
kainen joukon A yhtendinen komponentti siséltdéd rationaalisen pisteen ja koska ra-
tionaalipisteiden joukko on numeroituva, niin joukon A yhtenéiset komponentit ovat
aina pistevieraita. Talloin yhtendisten komponenttien joukko on korkeintaan nume-
roituva. U

Lemma 10.14. Olkoon f : A — B monotonisesti kasvava bijektiivinen kuvaus kah-
den reaalilukujen R suljetun osajoukon vdlilld. Tdlloin f on homeomorfismi.
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Todistus. Huomataan, etti kuvaus f~! on myds monotoninen bijektio, jolloin riit-
taa todistaa monotonisen bijektion jatkuvuus (kuvauksesta tulee vilttdmétta aidosti
monotoninen). Olkoon = € A joukon A raja-arvo. Koska A on suljettu, niin on olemas-
sa joukon A monotoninen pisteiden jono (voidaan olettaa, ettd timé on aidosti mono-
toninen) siten, etté lim,, . z, = x. Télléin {f(z,)} on joukon B aidosti kasvava jono
siten, ettd f(z,) < f(x). Koska joukko B on suljettu, niin lim, . f(z,) = L € B,
f(z,) < L jatallsin L < f(z). Jos oletetaan, ettd L < f(z), niin f~(L) < z, jolloin
voidaan 16ytéé sellainen x,,, ettd f(x,) > L, mikid on ristiriidassa sen kanssa mité
alemmin todistettiin. Talloin lim,, . f(x,) = f(x). O

Lause 10.15. Kaikki reaalilukujen joukon kompaktit perfektit tdysin epdyhtendiset
osajoukot A ovat homeomorfisia Cantorin joukon C kanssa.

Todistus. Koska joukko A on kompakti, se on rajoitettu ja koska se on téysin epayh-
tendinen, niin joukko A on ei missdén tihed (se ei sisélld mitd&n vélejd). Olkoon
m = inf A (suurin alaraja) ja M = sup A (pienin yldraja). Muodostetaan aidosti
monotoninen funktio F' : [m, M] — [0, 1] siten, ettd F/(A) = C. Joukko [m, M]\ A on
enintddn numeroituvan monen pistevieraan vilin yhdiste, joilla ei ole yhteisid padte-
pisteitd (koska A on perfekti). Tadmaé vélien joukko ei voi olla ddrellinen, silla A on ei
missddn tihed, joten se on numeroituvasti aareton. Olkoon tadmaé pistevieraiden vélien
joukko Z.

Maaritelladn bijektio joukolta Z Cantorin joukon C' komplementin muodostamien
vélien joukolle. Otetaan yksi vili, jonka pituus on suurin mahdollinen (néitd on enim-
milladn adrellinen midrd) ja merkitdédn sitd [;. Maaritelldan F joukolta I; kasva-
vana lineaarisena kuvauksena, jonka kuvajoukko on vili |1/3,2/3[. Olkoon pisim-
mét vilit I5; ja Iy joukon [; vasemmalla ja oikealla puolella. Kuvataan nama valit
lineaarisesti véleihin |1/9,2/9[ ja |7/9,8/9] vastaavassa jirjestyksessi ja niin edel-
leen. Jatkamalla tétd prosessia saadaan aidosti monotoninen bijektiivinen kuvaus
[m, M]\ A — [0,1] \ C. Tédméan ymmértamiseksi huomioidaan, ettd suurimmat mah-
dolliset vilien pituudet, jotka on valittu prosessin jokaisessa vaiheessa pienenevét.
Tamén vuoksi jokaiselle vélille I C [m, M]\ A on vain direllisen monta vilid joukosta
[m, M|\ A, joiden pituus on suurempaa kuin |/|. Téstéd padtellddn, etta kaikki joukon
[m, M|\ A vilit tulevat kdytetyiksi. T4lloin on olemassa bijektio vélien joukon Z, joka
kuuluu joukkoon [m, M]\ A ja vilien kuvajoukkojen kokoelman, jotka ovat joukossa
[0,1] \ C kanssa. Bijektio siilyttaa vélien jérjestyksen. Toisin sanoen A on joukon B
vasemmalla puolella, jos ja vain jos F/(A) on joukon F(B) vasemmalla puolella. Tél-
16in kuvaus [m, M]\ A — [0,1] \ C on bijektio. Se on aidosti monotoninen jokaisella
valilld joukossa [m, M|\ A konstruktion perusteella ja jos x ja y kuuluvat eri véleille ja
r <y, niin F(x) < F(y), silld kuvaus F' sdilyttad vilien jarjestyksen. Kuvaus F' voi-
daan laajentaa jatkuvuuden nojalla poistettujen vilien E paatepisteille monotonisesti
kasvavaksi kuvaukseksi. Olkoon mille tahansa pisteelle a € A osajoukko

Lo={x€E|z<a}

ja madritellidn F(a) = sup{f(x) | = € L,}. Koska a = sup(L,) ja funktio F' on
monotonisesti kasvava joukossa [m, M|\ AUE, niin kuvaus F' laajentuu koko suljetulle
vélille [m, M| monotonisesti kasvavaksi kuvaukseksi. Rajoittamalla se joukkoon A ja
kiyttamalld Lemmaa 10.14 huomataan, ettd haluttu homeomorfismi joukon C kanssa
on muodostettu. 0
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Seuraus 10.16. Avaruudet Zy ja Z, ovat homeomorfisia.
Lemma 10.17. Avoimen joukon A C R yhtendiset komponentit ovat avoimia vdlejd.

Todistus. Olkoon joukko A C R avoin. Tall6in sen yhtendiset komponentit voivat olla
eri vileja. Jos ne olisivat muita kuin avoimia véleji, niin niiden yhdiste ei olisi enda
avoin, silld vélit ovat pistevieraita. Huomioidaan myds, jos olisi vilit |a, b[ ja [b, c[ niin
nimé ajatellaan yhtend komponenttina silld |a, b[U[b, c[=]a, [ voidaan ajatella yhtend
valina. O
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11. AVARUUDEN Z, EUKLIDISET MALLINNUKSET

Tasséd kappaleessa tutkitaan avaruuden R™ osajoukkoja, jotka ovat homeomorfisia
joukkojen Z, kanssa. Naita joukkoja kutsutaan avaruuden Z, euklidisikst mallinnuk-
stkst.

Cantorin joukon tapainen joukko CP, joka esiteltiin Kappaleessa 10 kuvaa yksiulot-
teistamallinnusta avaruudesta Z,. Tama kuuluu yksiulotteisten mallinnuksien jouk-
koon, jotka riippuvat muuttujasta b ja saadaan kuvauksella v, : Z, — [0, 1],

i b—1 a;
Uy (Zazp) = p—— 1 it

i>0 i>0

Kuvaus v, maaria p-adiselle kokonaisluvulle pisteen vililtd [0, 1] kannassa b. Kuvaus
Y, on jatkuva, kun b > 1 ja homeomerfismi, jos ja vain jos b > p (Lemma 11.1).

Lemma 11.1. Olkoon kokonaisluku b > 1 ja olkoon 1y : Z, — [0, 1] kuvaus

i a;
o (Sow) =03t
i>0 i>0
joka mddrid p-adiselle kokonaisluvulle pisteen vdliltd [0,1] kannassa b, jolloin 0 <
a; < b ja a on normalisoiva vakio, joka antaa kuvaukselle v, maksimiarvoksi yksi.
Tallgin

(1) o = ;ﬁ;

(2) kuvaus 1y, on jatkuva, kun b > p;

(3) kuvaus ¢y on injektio, jos ja vain jos b > p ja tdssd tapauksessa homeomorfis-

me.

Todistus.

(1) @) ;>0 5t saa maksimiarvonsa, kun a; saa suurimman mahdollisen arvonsa.
Suurin arvo, jonka se voi saada on p — 1, silld se on p-adisen luvun kerroin.

Talloin
-1
p—1 p—1_ 5
il :ozz b :al_lzl.
i>0 i>1

1-1 b—1

o= b ———,

p=1 p—1

b
(2) Jatkuvuus todistetaan samalla tavalla kuin Lauseessa 10.7.

(3) Kuvaus v on injektio, kun ¢, (ij(p — 1)pi> # y(p?). Tistéd saadaan

p—1 ' p—-1 p—1 1
CFHGT) G L p YT Y

i>j

josta edelleen seuraa, ettd p £ b. Jos olisi p > b, niin talléin, kun a; = p — 1,
niin a; > b, mika on ristiriita (kaikilla a; < b). Téytyy siis olla b > p.
Homeomorfisuus todistetaan samaan tapaan kuin Lauseessa 10.7.
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Cantorin joukon tapainen joukko C? vastaa tilannetta, kun b = 2p — 1. Jos b = p,
niin saadaan surjektiivinen kuvaus, joka ei ole injektio.

Kuten kirjassa |5, kuvataan avaruuden Z, korkeampiulotteisia malleja seuraavalla
konstruktiolla. Olkoon E = R" ja v injektiivinen kuvaus

v:S={0,1,....p—1} = E, v(S)=XCE.

Olkoon nyt kuvaus ¢ =, : Z, = E

(11.1) W (Z aipi) = az ngill)

i>0 i>0

Tutkitan kuvausta ¢(Z,). Koska Z, = | |, cg(ao +pZ,) (erillisten joukkojen yhdiste),
niin talloin

w(@) = (o +0(@).

vEY

Tarpeeksi isolle luvulle b ja hyvin valitulle normalisoivalle vakiolle o (esimerkiksi,
a = b — 1 kelpaa) kuvajoukko )(Z,) on itsesimilaaristen kuvajoukkojen pistevieras
vhdiste.

Havainnollistetaan tdmé konstruktio usealla esimerkilla.

Esimerkki 11.2. Olkoon p = 3 ja £ = R? kannalla ¢; = (1,0), ey = (%,‘/75)
Madritelladn kuvaus v seuraavasti: v(0) = 0, v(1) = e; ja v(2) = es. Olkoon kuvaus

b Ty — R2

Y (Zai?)i) = aZ%.

i>0 i>0

Olkoon o = b — 1. Télli normalisoinnilla ¢(0) = 0, ¥(1) = “e; ja ¥(2) = 2le.

Huomataan myds, etté ez = ¢ (3,502 3") =¢(—1) jae; =¥ (3501 3") =w(—3).
Lisiiksi kuvajoukko v(Zs) siséltyy tasasivuiseen kolmioon, jonka kiirjet ovat pisteissi
0, e1 ja es (Lemma 11.4 kappaleen lopussa). Kuvaus ¢ on injektio, kun b > 2 (Lemma
11.1) ja tall6in se tuottaa homeomorfisen kuvajoukon (mallinnus) avaruudesta Zs kol-
mion sisélld (katso Kuva 11.1, kun b = 3). Kun b = 2, niin kuvajoukko on Sierpinskin
kolmio (Kuva 11.2), joka on yhtenéinen.
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Kuva 11.2. Sierpinskin kolmio: b=2

Esimerkki 11.3. Mille tahansa alkuluvulle p > 3 voidaan muodostaa kaksiulotteinen
mallinnus avaruudesta Z,, jolloin se on sdénnoéllinen (p—1)-kulmio. Tadmén keskipiste
on origo ja kérkipisteet e, ..., e,_; madritellidn kuvauksella v siten, etté

v(0)=0,v(l)=e,....,v(p—1) =ep1
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ja kuvaus ¢ = 1, Lausekkeen (11.1) mukaan. Valitaan o = b — 1, jolloin voidaan
olla varmoja, ettd (p — 1)-kulmion kirjet kuuluvat kuvajoukkoon, esimerkiksi

v (Z(p - 1) p> =) ==Y e =6

i>0 i>0

Mille tahansa a € Z, pétee, etté 1(a) on lineaarikombinaatio pisteistd 0, ey, ..., e, 1,
joiden kertoimet ovat ei negatiivisia ja niiden summa on yksi. Téstd seuraa, etta
Y(a) kuuluu joukon ey, .. ., e,_1 konveksiin sulkeumaan (toisin sanoen pienin konveksi
joukko, joka sisialtdd mainitut pisteet). Tamé konveksi sulkeuma on joukko

p—1 p—1
i=1 =1

joka on (p — 1)-kulmio. Tarpeeksi suurilla luvun b arvoilla kuvajoukko ¢(Z,) on itse-
similaaristen kuvajoukkojen pistevieras yhdiste (katso kuvat 11.3 ja 11.4).

<
OO0
<
< < <
00 000 OO0
< < <
< < < < < < (% < <
OO0 00O OO0 OO0 000 OO0 QOO 000 000
< < < < < < <o < <
<
00 OO0 OO0
< < <
<
OO0
<
< < <

KuvAa 11.3. Avaruuden Zs malli: b = 4
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[o]e] [oXe] [o]e] [oXe]
Q00 000 00 Q00
oo (o2 o] oo oo
(o]} [o]e] [oXe] [o]e] [o]e] [o]e]
000 Q0O Q00 Q00 000 000
oo o0 [oZe; oo (o2 o] oo
[o]e] [o]e] 0 00O
Q00 000 000 Q0O
[eXe) (o7 e oo oo
o [o]e] Qo [oXe] [o]e] Qo
000 (o] o] 00 000 00 000
oo oo Qo (o2 o] oo Qo
[o]e] o0 (o]} [oXe] [o]e] [o]e] [o]e] [oXe] [o]e]
000 00O 000 000 000 (o] Q0 000 000
[eXe) oo [eXe) [oZe; oo oo oo oo oo
[o]e] [o]e] QO (o1} [o]e] (o]
000 000 00 000 000 00O
oo oo [eZe; o0 oo Qo
[o]e] [o]e] 00 00
000 000 000 Q0O
[eXe) (oY o] 00 [eXe)
00 [oXe] 00 [o]e] [oXe] [o]e)
Q00 000 Q0O 00 000 000
oo (o2 o] [eX e} oo (o2 o] oo
[oXe] o] [o]e] [o]e]
o0 000 00 Q0O
(o2 o] oo oo oo

KuvAa 11.4. Avaruuden Z; malli: b = 4

Kaikilla tdmén kappaleen esimerkeilla on yhteinen ominaisuus: kuva A on fraktaali.
Toisin sanoen m kopion itsestdan yhdiste, joista jokaista on skaalattu kertoimella 1/b.
Niiden itsesimilaarisuusulottuvuus d on “méaaritelty” seuraavalla kaavalla:

E(A) = mE (%A) —m (%)dE(A),

missd E(A) on joukon A laajennuksen intuitiivinen kisite, joka on astetta d oleva
homogeeninen funktio. Télléin d = 1100gg 7. Seuraava taulukko kisittelee Cantorin “kol-

masosajoukkoa” ja esimerkkejd 11.2 ja 11.3.

Fraktaali m|b|d= 11(; e
Kuva 10.1 (Cantorin joukko C) | 2 | 3| 0.63
Kuva 11.1 (avaruuden Zs malli) | 3 | 3 1
Kuva 11.2 (Sierpinskin kolmio) | 3 | 2| 1.58
Kuva 11.3 (avaruuden Zs malli) | 5 [ 4| 1.16
Kuva 11.4 (avaruuden Z; malli) | 7 | 4 1.4

Lemma 11.4. Esimerkissi 11.2 kuvajoukko (Z3) sisdltyy tasasivuiseen kolmioon,
jonka karkipisteet ovat 0,e1 ja es.
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Todistus. Olkoon a € Zs. Koska a; € {0, 1,2}, niin tilloin

wla) = (- 1) A%

>0

0 €1 €9

= (-1 Z pit1 +(0-1) Z pit1 +(0-1) Z pit1
Va;=0 Va;=1 Va;=2

b—1 b—1
= b’LT e + W €o.
Va;=1 Va;=2

Merkitdan \; = ZVai:I é’lel ja g = Z\mi:2 f)’lel, missi A\, Ay > 0. Talloin A\ +Xy < 1,
silli .00 24 = 1. Téstd seuraa, ettd kuvapisteen ¢(a) on kuuluttava tasasivuiseen
kolmioon, jonka kirkipisteet ovat 0, e; ja es. 0
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