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Téssa tyossa tutustutaan kahteen Weierstrassin tulokseen. Karl Wilhelm Theodor
Weierstrass oli saksalainen matemaatikko (1815-1897). Monelle Weierstrassin nimi on
tuttu Bolzano-Weierstrassin lauseesta tai Weierstrassin M-testistd. Han myo6s muo-
toili (¢, d) méadritelmén jatkuvuudelle. Tésséd tutkielmassa keskitytédén kuitenkin kah-
teen approksimaatioteorian tulokseen. Nédiden kahden Weierstrassin tuloksen voidaan
ajatella olevan approksimaatioteorian klassisia perustuloksia.

Ensimmaéinen tulos on vuodelta 1872. Se on Weierstrassin esimerkki jatkuvasta ei
missddn pisteessd derivoituvasta funktiosta. Kéayttamaélla funktiosarjoja Weierstrass
konstruoi funktion, joka on jatkuva, mutta ei missidén pisteessa derivoituva. Taté kut-
sutaan Weierstrassin funktioksi. Jatkuvien, ei missdén pisteesséd derivoituvien funk-
tioiden loytyminen mahdollisti monen sovelluksen syntymisen kuten Brownin liike,
fraktaalit ja kaaosteoria.

Toinen tulos on vuodelta 1885. Kyseessd on Weierstrassin approksimaatiolause.
Lauseen mukaan jokaista jatkuvaa funktiota reaalilukujen joukossa voidaan approk-
simoida mielivaltaisen tarkasti sup-normissa polynomeja kayttéen.

Tutkielmassa ldahdetaén liikkeelle méarittelemélla aputuloksia ja kaymaélla 14pi
tyossa kaytettavid merkintoja. Tyo etenee funktiosarjojen ja potenssisarjojen kasitte-
lylla. Talloin esitelldén ja todistetaan myos Raaben testi, joka on sarjan suppenemis-
testi. Sen avulla pystytddn tutkimaan suppeneeko potenssisarja suppenemisvélinsé
padtepisteissd. Raaben testid tarvitaan Weiertrassin approksimaatiolauseen todista-
misessa. Tyossé todistus tehdédén kahdella eri tavalla. Ensimméinen todistus tehdééan
Lebesguen tavalla ja toinen niin sanotun konvoluutioapproksimaation avulla.

Avainsanat: approksimaatiolause, ei missédén derivoituva funktio, Raaben testi, Weier-
strass.
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Johdanto

Tamén kirjoitelman tarkoituksena on todistaa kahdella tavalla Weierstrassin tulos
jatkuvien funktioiden approksimoimisesta polynomeilla. Weierstrassin approksimaa-
tiolauseen nojalla jokainen jatkuva, suljetulla valilla méaéritelty funktio voidaan ap-
proksimoida mielivaltaisen tarkasti sup-normissa kéyttden polynomeja. Tamé tulos
on vuodelta 1885.

Karl Wilhelm Theodor Weierstrass oli saksalainen matemaatiikko (1815-1897).
Hénen isénsé ldhetti hdnet lukemaan lakia, mutta se ei kiinnostanut Weierstrassia ja
hénesta tulikin opettaja. Han toimi 13 vuotta opettajana. Weierstrassin matematii-
kan professori C. Gudermann sai myts Weierstrassin kiinnostumaan matematiikasta.
Vuonna 1854 hén julkaisi artikkelin, joka arvioitiin mestariteokseksi. Weierstrassin ura
jatkui matematiikan professorina. Useimmille Weierstrassin nimi on tuttu Bolzano-
Weierstrassin lauseesta tai Weierstrassin M-testistd. Yhtéa yleisesti ei ole tiedossa, et-
ta Weierstrass muotoili (g, ) mééritelmén jatkuvuudelle pisteessi. Lisitietoja Weier-
strassiin liittyen 16ytyy Allan Pinkusin artikkelista [8].

Lukijalta odotetaan analyysin perustulosten hallintaa. Ensimmaéisessa luvussa kéy-
déan lapi merkintojé ja aputuloksia, joita tyossa tarvitaan. Toisessa luvussa kasitel-
ladn funktiosarjoja ja potenssisarjoja. Néiden lukujen asioiden pitéisi olla lukijalle
tuttuja, mutta ne on esitelty helpottamaan lukemista. Poikkeuksena toisessa luvussa
esitelty ja todistettu Raaben testi, joka ei ole varsin tunnettu tulos. Sité ei tyypillisesti
késitelld esimerkiksi analyysin peruskursseilla. Téstéd syystd kyseisen testin todistus
esitetaan.

Kolmannessa luvussa tutustutaan toiseen Weierstrassin tulokseen, eli niin sanot-
tuun Weierstrassin funktioon. Tarkoituksena on néyttéd, ettd on olemassa jatkuva, ei
missdédn pisteessi derivoituva funktio. Weierstrass julkaisi esimerkin téllaisesta funk-
tiosta vuonna 1872, mutta yleisesti uskotaan, ettd hén esitti sen oppitunnilla jo vuon-
na 1861 [8]. Jatkuvat, el missddn pisteessé derivoituvat funktiot ovat perusta monelle
sovellukselle kuten esimerkiksi Brownin liike, fraktaalit ja kaaosteoria. Soveltamalla
Weierstrassin approksimaatiolausetta Weierstrassin funktioon havaitaan, ettd derivoi-
tuvuus ei saily rajalle funktiosarjojen tasaisessa suppenemisessa.

Luvuissa neljé ja viisi todistetaan Weierstrassin approksimaatiolause vaihtoehtoi-
sin menetelmin. Luvun neljd todistus tapahtuu Lebesguen todistuksen mukaisesti.
Todistuksessa kiytetddn apuna luvussa kaksi esiteltyd Raaben testi. Viidennessi
luvussa annetaan vaihtoehtoinen todistus Weierstrassin approksimaatiolauseelle niin
sanotun konvoluutioapproksimaation avulla.



LUKU 1

Merkint6ja ja aputuloksia

Téassd luvussa esitelladn tyossa kidytettdvid merkintoja ja aputuloksia. Luvussa
kiytetyt ldhteet ovat Mikko Saariméen luentomoniste [9], Markus Haasen kirja [3],
Thomsonin, Brucknerin ja Brucknerin kirja [11] sekd Tero Kilpeldisen luentomoniste
[5].

MAARITELMA 1.1. [9] Epétyhjdd joukkoa V', jossa on mééritelty sen alkioiden
summat ja reaalikerrat niin, ettd seuraavat kohdat toteutuvat, sanotaan wvektoriava-
ruudeksi. Olkoot x,y ja z joukon V alkioita sekéd A ja p reaalilukuja.

1) z+y=y+azecV.
Jr+(y+z)=(r+y) +z€V.
) On olemassa 0 € V siten, ettd z + 0 = z.
Jz+(—x)=0€V.
) Apz) = (Au)z € V.
) A+ )= x+preV.
)Mz +y)= X+ yeV.
(8) 1z = =x.
Vektoriavaruuden alkioita kutsutaan vektoreiksi. Sanotaan, etta vektorit

(2
(
(
(
(
(

V1, U2,y Uy €V
virittdvat vektoriavaruuden V', jos jokainen x € V voidaan ilmaista jonakin néiden
lineaarikombinaationa eli muodossa
T = MU+ XUy + -+ A\, joillakin Ay, ..., A\, € R.

Joukko S C V virittdd vektoriavaruuden V', jos jokainen x € V voidaan lausua
lineaarikombinaationa joukon S vektoreista.

MAARITELMA 1.2. [9] Vektoriavaruuden V' epétyhja osajoukko U on V:n aliava-
ruus, jos seuraavat kaksi ehtoa toteutuvat.
(1) Jos A € Rjau € U, niin A\u € U.
(2) JosueUjaveU,niinu+vel.
MAARITELMA 1.3. [3] Olkoon V vektoriavaruus. Kuvausta || || : V x V — [0, 00)
sanotaan normiksi, jos se toteuttaa seuraavat ehdot aina, kun x,y € V ja A € R.
(1) ||=z]| = 0, jos ja vain jos x = 0.
(2) [[Azl] = [A[[]]].
3) [lz +yll < ]l +[lyll-

Normiavaruudeksi kutsutaan paria (V.|| - []).
MAARITELMA 1.4. [11] Olkoon (V|| - ||) normiavaruus. Sanotaan, etté joukko
A C V on tihed normin || - || suhteen, jos kaikilla x € V' ja € > 0 on olemassa y € A

siten ettd ||z — y|| < e.
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ESIMERKKI 1.5. [9] Euklidinen avaruus R™ on vektoriavaruus, kun se varustetaan
standardilaskutoimituksin. Pari (R, || -||) on normiavaruus, kun vektorin
— (l’l,l’g,...,l’n) cR"”

pituus eli normi maéritelldédn positiivisena lukuna

lal| = \fa? + a3+ + a2,
Joukko Q" on tihed normiavaruudessa (R”, || - ||). Katso esimerkiksi [11, Thm. 1.15].
MAARITELMA 1.6. [3] Olkoon [a,b] suljettu véli reaaliakselilla. Suljetulla valilla

jatkuvat reaaliarvoiset funktiot muodostavat vektoriavaruuden, kun joukko varuste-
taan seuraavin laskutoimituksin.

(1) (f +9)(x) = f(z) +g(x).
(2) (Af)(z) = Af(x).
Téssé f ja g ovat reaaliarvoisia jatkuvia funktioita vélill [a, b] ja A € R sekd x € [a, b].
Néin muodostuvaa vektoriavaruutta
Cla,b] :={f|f:]a,b] — R jatkuva}
sanotaan jatkuvien funktioiden avaruudeksi valilla [a, b]. Sen nollavektori on
f:la,b] = R, f(z) = 0 kaikilla x € [a, b].

MAARITELMA 1.7. [3] Olkoon [a, b] suljettu vili reaaliakselilla ja f : [a,b] — R
jatkuva funktio. Maéritelladn tasaisen suppenemisen normi eli sup-normi seuraavasti

[/ loe:= sup{[f(2)| | « € [a, 0]}

LEMMA 1.8. Sup-normi on normi vektoriavaruudessa C|a,b].

TobisTus. Olkoon f, g € Cla,b] ja A € R. Koska f € C[a,b] on suljetulla vélilla
[a,b] jatkuva, niin se on rajoitettu, katso esimerkiksi [5]. Siten 0 < ||f]lec < 00.
Néytetadn vield, ettd Maadritelmén 1.3 kohdat (1)—(3) toteutuvat.

(1) Jos |[f[loo = 0, niin sup,¢qy [f ()| = 0. Tillsin |f(x)] = 0 kaikilla z € [a, b],
mistd seuraa, ettd f(z) = 0 kaikilla z € [a,b]. Eli f on vektoriavaruuden
C'la, b] nollavektori. Kadntéen, jos f(z) = 0 kaikilla z € [a,b], niin myos
SUDgc[a,b] |f($)| = 0. Siten ||f||oo = 0.

(2) Reaalilukujen itseisarvon ominaisuuksien perusteella

Moo = sup [Af(@)] = [A] sup |f(z)] = [AH[f]loo-

x€[a,b] z€la,b]
(3) Kaikilla z € [a, b] pétee
|f(2) + g(@)] < |f(@)] + g(@)] < |[flloe + 9]l
Otetaan supremum vasemmalta puolelta yli joukon [a, b]. Talloin saadaan

LF + 9lloe < {1 llse + [l9]]oc-
O

MAARITELMA 1.9. [5] Funktio f : A — R on tasaisesti jatkuva joukossa A, jos
jokaisella € > 0 on olemassa § > 0 siten, etté kaikilla z,y € A, joille |x — y|< §, pitee

[f(x) = fy)l<e
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LAUSE 1.10. [11] Jos f € Cla, b], niin funktio f on tasaisesti jatkuva valilld [a, b].

Tobistus. Katso esimerkiksi [11, Thm. 5.48]. O
MAARITELMA 1.11. [5] Olkoon [a,b] suljettu vili reaaliakselilla. Funktio p €
Cla,b] on polynomi, jos on olemassa n € N ja ag, ay, ..., a, € R siten, ettd

plx) =) a’
=0

kaikilla = € [a,b]. Téssé tulkitsemme tarvittaessa, ettd 0° = 1. Joukkoa
Pla,b] :={p|p € Cla,b] on polynomi}
kutsutaan polynomiavaruudeksi.

Polynomiavaruus P|a, b] on jatkuvien funktioiden vektoriavaruuden C|a, b] aliava-
ruus. Nimittdin kahden polynomin summa on polynomi ja polynomin kertominen
reaaliluvulla tuottaa myos polynomin. Lisédksi polynomiavaruus on epatyhjé, koska
ainakin nollafunktio siséltyy siihen.

MAARITELMA 1.12. [5] Sanotaan, etté p : [a,b] — R on lineaarinen polynomi, jos
on olemassa «, # € R siten, ettd p(x) = ax + (8 kaikilla = € [a, b].

MAARITELMA 1.13. [3] Funktio g € C[a, b] on murtoviivafunktio, jos on olemassa
jako
a=to<t1<---<t,=0>

siten, ettd g|j,_, ;) on lineaarinen polynomi osavélilla [t;_1,t;], aina kun j =1,...,n.
Toisin sanoen on olemassa o, 5; € R siten, ettd g(x) = oz + f; aina, kun z €
[ti-1, 1)

Merkitdan murtoviivafunktioiden joukkoa symbolilla P L|a, b]. Murtoviivafunktiot muo-
dostavat jatkuvien funktioiden vektoriavaruuden Cf|a, b] aliavaruuden.

Aputuloksena kiydéan vield ldpi kahden pisteen kautta kulkevan murtoviivafunk-
tion rakentuminen.

LEMMA 1.14. Olkoot (z1,y1) ja (x2,y2) tason pisteitd siten, etti xq < xo. Tdalloin
on olemassa lineaarinen polynomip : [x1,x2] — R siten, ettd p(x1) = y1 ja p(xs) = ya.
Sille pdtee

Y2 — %

p(x) =y + (v — 1) , kun © € [z, x9).
To — X1

TobIsTUS. Selviisti p(z1) = 1 ja p(xa) = yo. Riittdd osoittaa, ettd p on lineaari-
nen polynomi eli muotoa ax + (3, missi

Y2 — Y1 . Y2 — U1
a="—" ja f=y - -
Lo — 1 To — 1

xI1.
Sijoittamalla « ja [ lineaarisen polynomin yhtéloon ja sieventamaélld saadaan p esi-
tettyd halutussa muodossa

Yo — U1
To2 —T1

p(z) =y + (z — 21) =ax+ [, kun z € [xq, x9).

Siten p on lineaarinen polynomi. O



LUKU 2

Funktiosarjat, potenssisarjat ja Raaben testi

Funktiosarjat

Tassa luvussa madritelladan funktiosarjat ja késitelldan funktiosarjojen suppene-
mista. Funktiosarjojen teorian pohjana toimii Heli Tuomisen luentomuistiinpanot syk-
syn 2012 Analyysi 3 -kurssilta [12, luvut 3 ja 5].

MAARITELMA 2.1. Olkoon (f;)52, funktiojono, f; : A — R, A C R. Summaa

Z i
§=0

sanotaan funktiosarjaksi. Funktiosarja suppenee
(1) pisteittiin joukossa A, jos lukusarja Z;io fi(z) suppenee jokaisella x € A;
toisin sanoen, jos on olemassa raja-arvo lim,, . Z?:o fi(z) kaikilla x € A;
(2) itseisesti joukossa A, jos funktiosarja Z;’id f;j| suppenee pisteittiin; toisin
. . . n . .
sanoen, jos on olemassa raja-arvo lim, o > 5o | fj(z)| jokaisella z € A;
(3) tasaisesti joukossa A, jos osasummien

n
SiiA=R, Sy(x) =) filz), xz€A
§=0
muodostama funktiojono suppenee tasaisesti joukossa A; toisin sanoen, jos
on olemassa funktio f : A — R, jolle kaikilla ¢ > 0 on N € N siten, etté
|Sn(z) — f(x)|]<e  kaikillan > N, kaikilla x € A.
Seuraava lause antaa niin sanotun tasaisen suppenemisen Cauchyn ehdon sarjoille.

LAUSE 2.2. Olkoon (f;)%2, funktiojono, f; : A — R, A C R. Funktiosarja ) 7", f;
suppenee tasaisesti, jos ja vain jos kaikilla € > 0 on N € N siten, ettd

> filw)

j=n+1

sup
T€EA

= sup |Spn(z) — Su(z)| < €
€A

aina kun m >n > N.

TobisTus. "=" Oletetaan, ettd funktiosarja Z;io f; suppenee tasaisesti kohti
funktiota f. Merkitddn osasummaa S, = Z?:o fj. Siis lim,, o S,, = f tasaisesti
joukossa A. Nyt kaikilla € > 0 on olemassa N € N siten, ettd
€

Su(2) = F(@)] < 5

5



FUNKTIOSARJAT 6

aina, kun n > N ja x € A. Olkoon m > n > N. Télloin kaikilla z € A pétee
> fil@) =Y fil) > filw)
=0 =0

< |Sla) = F(@)] + |f (@) = Sula)| < S+ 5 = <.

0< = =[Sm(z) — Su(z)|

Siispé,

Z fi(x)] <e.

j=n+1

sup
€A

"«<" Oletetaan, ettéd kaikilla € > 0 on olemassa N € N siten, ettd jos m > n > N
niin ‘ Z;n:nﬂ fj| < € joukossa A. Olkoon m,n > N ja oletetaan, ettd m > n. Talloin
patee

S @) <e kaikillaz € A.

j=n+1

{Sm(x) - Sn(l’)} =

Z fi(z) — Z fi(z)

Siispé osasummien S,, muodostama funktiojono suppenee tasaisesti joukossa A, joten
funktiosarja Z;OZO fj suppenee tasaisesti. 0

Tasaisesti suppenevan funktiosarjan summafunktio perii monia funktiojonon (f;)32,
funktioiden f; ominaisuuksia. Seuraava lause ndyttid, ettd funktioiden f; jatkuvuus
periytyy summafunktiolle.

LAUSE 2.3. Olkoot f; : A — R, j € {0,1,2,...}, funktioita, joille funktiosarja
Z;io fj suppenee tasaisesti kohti funktiota f joukossa A C R. Jos funktiot f; ovat
jatkuvia, niin myds funktio f on jatkuva joukossa A.

TobisTus. Olkoon € > 0 ja olkoon xy € A. Naytetddn, ettd on § > 0 siten, ettd
|f(x) — f(zo)|< &, aina kun = € A ja |x — x| < §. Koska jatkuvien funktioiden
adrellinen summa on jatkuva, niin osasumma S, = Z?:o f; on jatkuva joukossa A
kaikillan =1,2, ...

Koska funktiosarja Z;’;O fj suppenee tasaisesti, on olemassa N € N siten, ettd

|Sx(z) — f(x)] < % kaikilla o € A.
Toisaalta osasumman Sy jatkuvuuden nojalla on olemassa § > 0 siten, etté
|Sn (@) — Sy ()| < %, kun |z —xo|< d ja z € A

Nyt kaikille x € A, joille |x—z¢|< ¢, saadaan kolmioepayhtaloa seka ylldolevia arvioita
kayttaen

| (x) = f(wo)| < |f(x) = Sn(@)] + |Sn(x) — Sn(o)| + |Sw(wo) — f(x0)|

<€, 8 ¢

=3 + 3 + 3= €
Taméa osoittaa, ettd funktio f on jatkuva pisteessd xy. Koska xy on mielivaltainen
joukon A piste, niin funktio f on jatkuva joukossa A. O

Seuraava lause antaa erddan kayttokelpoisen testin funktiosarjan tasaiselle suppe-
nemiselle.
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LAUSE 2.4. (Welerstrassin M-testi) Olkoot f; : A — R funktioita, joille kaikilla
j€{0,1,2,...} on vakio 0 < M; < oo siten, ettd

|fi(x)|< M; kaikilla x € A.

Tdlloin jos lukusarja Z;io M; suppenee, niin funktiosarja Z?io fj suppenee (itseisesti
ja) tasaisesti joukossa A.

TobisTtus. Olkoon € > 0. Merkitddn osasummaa S,, = Z?:o fj- Kun m > n, niin
kaikilla x € A on kolmioepayhtélon nojalla

> filw)

j=n+1

<> @< Y M,

j=n+1 j=n+1

‘Sm(x) - Sn(x)} =

Tiedetéédn, etta sarja Z;io M; suppenee, joten osasummien jono (Z?’:O M;)men on
Cauchyn jono. Loytyy siis N € N siten, etté Z;n:nH M; < e kanm > n > N.
Télloin

| S () = Su(z)| <€

kaikilla x € A, jos m > n > N. Nyt funktiosarja Z;; fj suppenee tasaisesti tasaisen
Cauchyn ehdon (Lause 2.2) perusteella. O

Potenssisarjat ja Raaben testi

Téssa luvussa tarkasteellaan muotoa Z;io aj(x — x)? olevia potenssisarjoja ja
niité koskevia tuloksia. Liséksi tutustutaan Raaben testiin, joka on suhdetestin yleis-
tys. Potenssisarjojen teorian pohjana kiytetddn Heli Tuomisen luentomuistiinpanoja
syksyn 2012 Analyysi 3 -kurssilta [12, luku 5]. Lisdksi kiytetddn George Arfkenin
kirjaa [2, s. 183] ja Christopher Hammondin artikkelia [4], mistd 16ytyy Raaben testi.

MAARITELMA 2.5. Olkoon a; € R kullekin j =0,1,... ja o € R. Muotoa
a;(z — o)’
§=0
olevaa funktiosarjaa sanotaan potenssisarjaksi. Luvut a; ovat potenssisarjan kertoimet
ja piste xg sen keskus.

MAARITELMA 2.6. Tarkastellaan potenssisarjaa Y 2 a;(x — x)’. Sen suppene-
missdde on luku

R = sup {|x . E sarjaz a;(z — xg)’ suppenee } € [0, o0].
§=0
Jos R > 0 on reaaliluku, niin avoin véili |xg — R, xo + R[ on potenssisarjan suppene-
misvdli.
HuomAuTUS 2.7. (1) Potenssisarja suppenee suppenemisvalilldan.
(2) Jos R =0, niin potenssisarja suppenee vain, kun z = x.
(3) Jos R = oo, niin potenssisarja suppenee kaikilla x € R.

Seuraava lause niayttié, ettd suppenevalla potenssisarjalla on kaikkien kertaluku-
jen derivaatat suppenemisvalillaén.
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LAUSE 2.8. Olkoon R potenssisarjan Z;io aj(x — x0)? suppenemisside. Tilldin
funktiolla f : ]z — R,xz0 + R = R,

Fle) = D" ay(e —ao)

on kaikkien kertalukujen jatkuvat derivaatat. Lisdksi funktion f derivaatat saadaan
deriwoimalla potenssisarja termeittdin, eli erityisesti pdtee

f(z) = Zjaj(:z: — o) ! kaikilla © € |xg — R, o + R|.
=1

Tobistus. Katso esimerkiksi [1, Thm. 11.9]. O

Seuraava lause antaa kaksi eri menetelméé selvittdd potenssisarjan suppenemis-
sidde. Kyseiset menetelmét ovat niin sanotut suhde- ja juuritestit.

LAUSE 2.9. Olkoon ) 2 a;(x —x0)’ potenssisarja.

(1) Jos jonolla (%) on raja-arvo, joka kuuluu joukkoon [0, 00|, niin po-
J §=0

tenssisarjan suppenemissdade on
. a;
R = lim 2]

i=oo |ajiq|

(2) Jos jonolla ({/!aﬂ)m on raja-arvo, joka kuuluu joukkoon [0, 00], niin po-
=0

tenssisarjan suppenemissdde on

1
R = lim ——.
P T
Tobistus. Katso esimerkiksi [12, Lause 5.13]. O

Seuraavassa esimerkissd naytetddn, ettd potenssisarja ei aina suppene suppene-
misviélinsa péadtepisteissa.
0o 2j—1 . . T, 21 1.
ESIMERKKI 2.10. Olkoon ijo 3712’ potenssisarja, missd siis a; = 577 kaikilla
j €{0,1,2,...} ja piste g = 0 on sen keskus.
Maéritetddan potenssisarjan suppenemissidde. Koska

la;| 3 B ARt TR Vk SUPRIN SE R
ol ~ LT T @i IR (2 1P 2+ 1) |

niin Lauseen 2.9 nojalla R = 1 ja suppenemisvili on | — 1, 1]. Potenssisarja suppenee
siis ainakin kun x € ]—1, 1[. Tutkitaan viel& vilin péétepisteet.

Kun z = 1, niin pétee

2j—1.. 2j—1 2 o
V= =1- 1220140,
2 +1 2j + 1 2 +1 7
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Néin ollen potenssisarja hajaantuu kun x = 1.

Toisaalta kun x = —1, niin kaikilla j > 0 pétee
25 —1 ,
I (-1,
27 +1
Koska kyseiset termit eivat suppene kohti nollaa, niin tarkasteltava potenssisarja ha-
jaantuu, kun x = —1.

Néiden laskujen perusteella potenssisarja > 50 2=1z7 suppenece kun z € ]—1,1] ja

§=0 2j+1
hajaantuu muualla.

Edellinen esimerkki osoittaa, ettd potenssisarja ei valttaméattd suppene suppe-
nemisvalinsd péadtepisteissi. Seuraavaa tulosta kutsutaan nimelld Raaben testi. Ky-
seessé on sarjan suppenemistesti, jonka avulla voidaan esimerkiksi tutkia suppeneeko
potenssisarja suppenemisvilinsid padtepisteissd. Raaben testi ei ole standarditulos.
Alla oleva todistus on lainattu lihteestd [4]. Raaben testi 16ytyy myos esimerkiksi
viitteestd [2] tai [10].

LAuse 2.11. Olkoon Z;io a; sarja, jonka suppenemisside R = 1.

(A) Jos a; >0 ja
j( 4 —1>2P>1
aj+1

kaikilla 5 > N, missd N on posititvinen kokonaisluku, joka ei riipu luvusta
J, nun sarja Z;io a; suppenee.

(B) Jos a; >0 ja
j( 4 —1>§P<1
@j+1

kaikilla 7 > N, missi N on positiivinen kokonaisluku, joka ei ritppu luvusta
j, nun sarja Z;‘io a; hajaantuu.

TobisTus. Niytetddn aluksi kohta (A). Oletetaan téata varten kohdassa (A) esiin-
tyvat oletukset. Koska % > 0, on olemassa luku N € N siten, etta

- P-1 P+1
j< % —1) >~ P— _ T aikilla > N
(Zj+]_ 2 2

Olkoot P, = % > 1ja 7 > N. Huomataan, etta

. aj )
] J >P1—|—j.
aj+1

Siten
jaj > (Pr+j)aji1.
Téastéd saadaan
<2'1) Jag — (] + 1)aj+1 > (P1 — 1)aj+1,
Koska P, —1 >0 ja aj4; > 0, niin
ja; > (j + Dajs1 kaikilla j > N.
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Koska ja; > 0, kun j > N, niin viihenevé sarja (ja;)52 y suppenee kohti jotakin lukua

x. Tutkitaan sarjaa
o0 oo

Zba = Z jaj — (j + 1)aj1).

Kirjoitetaan summan - ;=1 bj m ensimméisté termid auki ja huomataan, ettd sum-
masta supistuu pois ldhes kaikki termit

(a1 — 2az) + (2a2 — 3az) + -+ - + (May — (M + Dami1) = ar — (M + 1)ams1.

Siispé sarja Z;’il b; suppenee kohti lukua a; —z. Nyt majoranttiperiaatteen ja epdyh-

téalon (2.1) perusteella sarja

Z(Pl — 1)aj

J=1

Z%‘H P1_12P1_1a3+1

a; suppenee.

suppenee ja

Siispé, sarja Z] )

Osoitetaan seuraavaksi kohta (B). Oletetaan téité varten kyseisessi kohdassa esiin-
tyvét oletukset. Koska % > (0 on olemassa luku N € N siten, etté

- 1-P 14+P
j( % —1) <P+ _ .t kaikilla j > N.
Aj41 2 2

Kiinnitetddn j > N, jolloin edellisen epéyhtélon nojalla

. a; . 1+ P P—-1
i (+1) < —1=

< 0.
Qj41 2

Koska liséiksi a;4; > 0, niin edellisen epdyhtiloketjun perusteella saadaan

ja; < (j 4+ 1)ajiq,
mistd puolestaan seuraa, etté
Nan < ja; kaikilla j > N.
Merkitdén M = Nay > 0. Nyt
M

0<—=<a; kaikillaj> N.
j

Siispé sarja Z;’il a; hajaantuu. O

Naytetddan seuraavaksi Raaben testin avulla, ettei Esimerkin 2.10 potenssisarja
suppene suppenemisvélinsa péatepisteissa.

ESIMERKKI 2.12. Palataan Esimerkkiin 2.10 ja sovelletaan siihen Raaben testia.

Eli tarkastellaan potenssisarjaa oo =0 gj éxﬂ missé siis a; = gi—: > 0 kaikilla j €

{0,1,2,...}. Edellisessé esimerkissé selvitettiin potenssisarjan suppenemisside R = 1.
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Tutkitaan nyt Raaben testilld (Lause 2.11) suppeneeko vai hajaantuuko sarja pisteessi
x =1, kun j > 1. Talloin péatee

a = 4
(L —1) =521 = (1-————1
’ (@jﬂ > ’ (2(’“)1 ’ (2j +1)

2(j+1)+1
Y (N S R N
(25 + 1)2 4j+4+ 5 '

Koska 0 < 1, niin Raaben testin nojalla sarja Z;‘io gj—;i hajaantuu. Néin ollen tar-

kasteltava potenssisarja ei myoskédn suppene pisteessa x = 1.




LUKU 3

Jatkuva, ei missdin derivoituva funktio

Tassa luvussa tutustutaan niin sanottuun Weierstrassin funktioon

o0

u(z) = Z a" cos(b"mzx).

n=0

Tarkoituksena on osoittaa, ettd funktio u on jatkuva reaaliakselilla ja ettei u ole
missdin reaaliakselin pisteesséd derivoituva. Tuloksen todistuksen historiasta ei olla
taysin varmoja. Bolzano nédyttédé olevan ensimmaéinen, joka on konstruoinut funktion,
joka on jatkuva, mutta ei missédn pisteessd derivoituva. Weierstrass julkaisi oman esi-
merkkinséd vuonna 1872. Kuitenkin voidaan olettaa, ettd hén esitti esimerkin jatku-
vasta, el missdén pisteessi derivoituvasta funktiosta luennolla jo vuonna 1861. Luku
pohjautuu viitteessd [7, Thm. 1.12] annettuun esitykseen. Muotoillaan aluksi luvun
padtulos.

LAuse 3.1. Olkoon 0 < a < 1, b € N pariton ja ab > 1 + %7‘(‘. Tdlloin funktio
u:R—R,
= Za” cos(b"mzx), zr € R,

on jatkuva joukossa R, mutta et missddn sen pisteessd derivoituva.

Lauseen todistus on tekninen, joten se on jaettu osiin. Todistusta varten tarvitaan
muutama aputulos. Lause todistetaan luvun lopussa.

LEMMA 3.2. Olkoon h € R\{0}, m € N ja a,b € R siten, ettd ab > 1 ja merkitidn
1 m—
= Z [cos(b"m(z + h)) — cos(b"mx)]  kaikille x € R.
n=0
Télloin
b m

L (2, h)| <w%, kun x € R.

Tobistus. Olkoon x € R. Viliarvolauseen avulla saadaan, etté
|cosz — cosw| < |z —w| aina, kun z,w € R.

Tamén tiedon nojalla péatee

L (2, h)| < T 2 Z‘a |07 (x + h) — V7| _WZ (ab)™

12
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Geometrisen summan kaavan perusteella
‘ Z ab b 1 -
n—0 -
Kéytetéddn vield oletusta, ettd ab > 1. Sen nojalla on

ab)™ — 1 (ab)™
ab—1 < -1

}Im(x, h)} < 7T(

O

LEMMA 3.3. Olkoon z € R, 0 < a < 1 ja b € N pariton. Kullakin m € N
kirjoitetaan b"x = k,, + vy, missd k,, € Z ja —% <rm< % Madaritellaan

1—1r,

hpy = e m € N.
Merkitdidn
1 o0
I1,,(x) = E;a" cos(b"m(x + hy,)) — cos(b"mx)].
Téllown
1
1L, ()] > Eam.

Lisdikst

lim h,, =0.

m—0o0

Tobistus. Kiinnitetddan luonnolliset luvut n ja m siten, ettd n > m. Luvun h,,
madritelmén perusteella saadaan

B (2 + ) = b (67T 4 5 hay) = 0 (ke + 1),

Kosinin jaksollisuuden ja tiedon b on pariton (b = 2p+1) perusteella seuraavat yhtalot
ovat voimassa

cos(b"m(z + hpy)) = cos((2p + 1)" "7 (kp + 1)) = (=1)F+!
ja toisaalta kosinin yhteenlaskukaavan nojalla

cos(b"mz) = cos(wb" "™ (b™x)) = cos(mb" " (kyy, + 7)) = cos(wb" " ky, + w0 ry,)

(
os(mb" k) cos(mb" ") — sin(mb" k) sin (b, )
(
S(m

cos(mb" " kyy,) cos(mb" " ry,) — 0 - sin(wb" M ry,)
b" "k, cos(mb" " r,,)

co
(=1)km cos(mb" ™y, ).
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Koska 0 < a < 1, niin reaaliluvun II,,(z) méaarittelevéd sarja suppenee reaaliakselilla
Weierstrassin M-testin nojalla. N&in ollen edellisten laskujen nojalla saadaan

I, (z) = % S @ (= 1)F = (=) cos(nb™ )]
= —<_1)km+l i a1+ cos(mb""ry,)].

hm n=m
Taméan avulla voidaan arvioida
1 & 1
11, ()| = . ;a”[l + cos(mb" " ry,)] > Ham[l + cos(mry,)]-

Koska —% < 7 < 1 niin cos(nr,,) > 0. Néin ollen pitee

2
‘ '”L( )‘ — h

m

Koska liséksi b > 1, niin lim,,,_so Ay, = 0. [

Todistetaan seuraavaksi luvun alussa esitetty Lause 3.1 hyodyntéamaélla edelld to-
distettuja aputuloksia.

TobisTus. Jaetaan lauseen todistus kahteen osaan. Néaytetdén ensin, ettéd funktio
u:R—R,

u(zr) = Z a"cos(b"rz), x€R,
n=0

on jatkuva joukossa R ja lopuksi, ettd funktio u ei ole derivoituva missédén pisteessé
r € R.

Osoitetaan, ettd u on jatkuva. Koska funktiot w, = a™ cos(b"7-) ovat jatkuvia jou-
kossa R kaikilla n > 0, niin Lauseen 2.3 perusteella summafunktio u = Y2 ju, on
jatkuva reaaliakselilla, jos funktiosarja Y~ u, suppenee sielld tasaisesti.

Néytetddn seuraavaksi, ettd funktiosarja >~ w, suppenee tasaisesti. Lauseen 2.4 no-
jalla riittaa 16ytéad jokaiselle funktiolle |u,| = |a™ cos(b"7-)| majoranttifunktio M, > 0
siten, ettd majoranttisarja fo:o M, suppenee. Huomataan, etté

lun ()| = |a™ cos(b"mx)| < |a"| = a" kaikilla = € R.

Olkoon M,, = a™ kaikilla n € N. Tutkitaan vield suppeneeko majoranttisarja -, a".
Se on geometrinen sarja, joka tunnetusti suppenee, jos ja vain jos |a|< 1. Toisaalta
oletusten nojalla 0 < a < 1. Néin ollen on 16ydetty summafunktiolle © majorantti-
sarja >~ M,, joka suppenee, joten Weierstrassin M-testin (Lause 2.4) perusteella
funktiosarja ), u, suppenee tasaisesti joukossa R. Erityisesti funktio u on jatkuva
joukossa R.
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Néaytetddn vield, ettei funktio u ole derivoituva missédén reaaliakselin pisteessa. Kiin-
nitetddn x € R. Jos funktio u olisi derivoituva pisteessd z, niin seuraava erotusosa-
méadrin raja-arvo olisi olemassa

lim u(x+h) — u(x)
h—0 h

Riittéaa siis osoittaa, ettéd kyseistd raja-arvoa ei ole olemassa. Tdmén osoittamiseksi
riittdd, ettd loydetddn jono (A, )men nollasta poikkeavia reaalilukuja siten, etté

1) limy, 00 Ay = 0, ja
(1) Sy
(2) raja-arvo

m—oo hm

ei ole olemassa.
Olkoot luvut h,, # 0 kuten Lemmassa 3.3 kullakin m € N. Tutkitaan erotusosaméaéria
u(z + hy) — u(z)
P, '

Kinnitetdan luku m € N. T&lloin patee

W+ hy) —ulz) 1 o " "
™ = ; [cos(b"m(z + hyy,)) — cos(b"mx)]
1 m—1
== a"[cos(b"m(x + hy)) — cos(b"mx)]
™ p=0
hi Z [cos(b"m(z + hyy)) — cos(b"mx)]
= Ln(z, hyn) + Hm(x).
Koska

w(x + hm) — u(x)
hm

niin arvioidaan osaa |I,,(z, h,,)| ylospiin ja osaa |I1,,(x)| alaspdin. Lemman 3.2 ja
Lemman 3.3 arvioiden perusteella saadaan

u(a + h) —ua)| _ 1 (ab)"

m

Fom = Tab— 1
Olkoon 7, kuten Lemmassa 3.3, jolloin % <l—r,< g Siten
1—-r, 3 1
hpy, = < - —.
bm T2 pm

Tasta seuraa

w(x + hy) — u(x)
hm
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3 i 2 s
Koska ab > 1+ $m > 1, niin § — —"5

> (. Siten

2 m

lim abm(—— )zoo.

m%oo( ) 3 ab-—1

Siten myos

w(x + hy) — u(z)
hom,

Kuten aiemmin todettiin téstd seuraa, ettd funktio u ei ole derivoituva pisteessi

x. Koska valittiin mielivaltainen z € R, niin funktio u ei ole derivoituva missdan

reaaliakselin pisteessé.

Nyt on saatu niytettyé, ettd funktio on jatkuva joukossa R, mutta ei misséin pisteessé

derivoituva, kuten haluttiin. O

lim

m—00

= Q.

On olemassa myos muita konstruktioita jatkuville, ei misséddn derivoituville funk-
tiolle. Seuraavana esitetdén erés niistéd, joka on pohjimmiltaan van derWaerden kon-
struktion kaltainen. Van derWaerden esimerkki on vuodelta 1930. Alla esitetty kon-
struktio 10ytyy esimerkiksi viitteestd [10, ss. 174-175].

ESIMERKKI 3.4. Olkoon 9 : R — R siten, etti
P(z) = |zl jos || <2,
Y(z + 4p) = (), josx €Rjapé€eZ.
Talloin funktio ¢ on jatkuva joukossa R. Itse asiassa
(x) = dist(z, A), missd A = {4m :m € Z}.

On myos selvid, ettd

(3.1)

[(s) — ()] = [s — ]
kun s ja t ovat sellaiset eri reaaliluvut, ettd avoimella vélilld, jonka paétepisteet ovat
s ja t, ei ole yhtdan parillista kokonaislukua. Olkoon n € N. Maéritelldan funktiot
fn:R—=Rja f:R — R kaavoilla

fa(z) =47"p(4") ja f(x) = Z fr(z), x e R.

Jokainen f, on jatkuva reaalilukujen joukossa ja 0 < f,(z) < 4% kaikilla z. N&in
ollen Weierstrassin M-testin (Lause 2.4) perusteella funktio f on jatkuva reaalilukujen
joukossa.

Voidaan myos osoittaa, ettd funktio f ei ole missédén derivoituva, katso esimerkiksi
[10, ss. 174-175]. Todistus ohitetaan téssi tyossa.



LUKU 4

Weierstrassin approksimaatiolause

Olkoon [a,b] C R suljettu véli. Weierstrassin approksimaatiolauseen 4.1 nojalla
mita tahansa jatkuvaa funktiota ¢ : [a,b] — R voidaan approksimoida mielivaltaisen
tarkasti sup-normissa kédyttden polynomeja p : [a,b] — R. Tésséd luvussa esitellddn
Lebesguen todistus Weierstrassin approksiomaatiolauseelle. Apuna kaytettyja mer-
kintojéd ja kasitteitd on selitetty luvussa 1. Alla oleva todistus on lainattu lidhteestéa
[3].

LAUSE 4.1. Olkoon [a,b] C R suljettu vdli, missi a < b. Tdlloin joukko Pla,b] on
tihed jatkuvien funktioiden avaruudessa Cla,b] sup-normin suhteen. Siis jos funktio
f :la,b] = R on jatkuva ja € > 0, niin on olemassa polynomi p : [a,b] — R, jolle

1f = pllos = sup |f(z) —p(z)] <e.
z€la,b]

Todistetaan Weierstrassin approksimaatiolause Lebesguen todistuksella [3, Luku
9.1]. Todistus on kaksivaiheinen. Kiinnitetddn vili [a,b] ja pidetddn se kiinnitetty-
nd tdmén luvun ajan. Ajatuksena on approksimoida annettua funktiota f € Cla, b]
aluksi murtoviivafunktiolla ¢ ja sitten nayttad, ettd funktiota g voidaan puolestaan
approksimoida polynomilla sup-normin suhteen.

LEMMA 4.2. Murtoviivafunktioiden avaruus PLla,b] on tihed jatkuvien funktioi-
den avaruudessa Cla,b] sup-normin suhteen.

Tobistus. Olkoon f € Cla,b] ja e > 0. Funktio f on jatkuva jokaisessa suljetun
vélin [a, b] pisteessd, joten se on Lauseen 1.10 perusteella tasaisesti jatkuva vélilla
[a, b]. Siis on olemassa ¢ > 0 siten, ettd | f(s) — f(t)] < e kun |s—t| <4 jas,t € [a,b].
Valitaan riittéviin suuri n € Nsiten, ettd 2(b—a) < 6 ja méritelldsn ¢; = CH—%(b—a),
7 =0,...,n. Koska

Mot Zth—ay = (a+ =) = Lo -
= tial = |a+ 20— a) (a+ —(b a))’—n(b a) < 6,
niin
(4.1) |f(s) — f(tj—1)] <e  aina, kunse[tjq,t]jaj=1,...,n

Olkoon g € PLla,b] ainoa murtoviivafunktio, joka kelpaa, jotta g(t;) = f(¢;) kaikil-
laj=0,...,n Valilld [t;_;,;] kyseessa on siis pisteiden (¢;_1, f(t;—1)) ja (t;, f(¢;))
kautta kulkeva lineaarinen polynomi. Lemman 1.14 nojalla funktio g voidaan kysei-
sellé valilla kirjoittaa muodossa

ft5) = f(ti-1)

(4.2)  g(s) = f(tj-1) + (s —tj-1) t-—t-j v J=Lhomjas et )
J J—

17
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Néaytetadn, ettd ||f — gllw < 2¢. Olkoon s € [a,b]. Télloin s € [t;_1,t;] jollakin
j=1,...,n ja kohtien (4.2) ja (4.1) nojalla

(4.3) Iﬂﬁ—fufgp:@_wqﬂﬂ%%—ﬂyﬂﬂ

t]' — tj,1
Nyt kohtien (4.1) ja (4.3) nojalla
[£(s) = g(s)| = [f(s) = f(tj-1) + f(tj-1) — g(s)]
<Uf(s) = F-0)l + [f(t-1) — 9(s)|
= [f(s) = ;- + lg(s) = f(t;-1)]

< 2¢,

< |f(t) = fti-) < e

joka siis pétee aina, kun s € [a, b]. Siis

1f = glloo = sup [f(x) —g(z)| < 2e.
z€a,b]
Koska f € C[a,b] ja e > 0 ovat mielivaltaisia, sekd g € PL[a, b], niin M&é&ritelméan 1.4
perusteella téstd seuraa, ettd PL[a,b] on tihed avaruudessa C|a, b]. O

Seuraavaksi etsimme vektoriavaruudelle P L[a, b] virittdjdjoukon, joka koostuu var-
sin yksinkertaisista funktioista. Olkoon hy : [a,b] — R,

s+1s| [0, jos s <0
2 s jos s > 0.

ho(S) =

Olkoon t € [a,b] ja hy : [a,b] — R,
hi(s) = ho(s —t) kaikilla s € [a, b].
Olkoon 1 : [a,b] — R,
I(s)=1 kaikilla s € [a, b].

Havaitaan, ettd 1, h, € PL[a,b] kaikilla ¢ € [a, b].

LEMMA 4.3. Joukko {1} U {h; : t € [a,b]} virittid vektoriavaruuden PLla,b).

Tobistus. Olkoon g € PL[a,b] murtoviivafunktio. Oletetaan, etta

a=ty<t;1<---<t,=b

on jako siten, ettéd funktio g on lineaarinen polynomi jokaisella valilla [t;_q, ],

j =1,...,n. Lineaarisen polynomin g|,_, ¢, kulmakerroin on
ti) —g(ti—
cj:g(]) 9(t; 1)’ i=1,....,n.
t— b
Funktio

g1 = g(to)]]. + Clhto
valilld [to, t1] on gly.,). Funktio
92 = g(to)1 + crhy, + (c2 — 1) hyy

valilla [tq, t2] on gy, +,). Koska jakopisteitd on &érellinen méérd, niin néin jatkamalla
saadaan lopulta esitys funktiolle g kiayttamalld vakiofunktiota 1 ja déarellisen monta
funktiota hs,, j = 1,...,n. O
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Osoitetaan seuraavaksi, etta vélilla [a, b] jokaista funktiota h; voidaan approksi-
moida tasaisesti polynomeilla. Todistus tapahtuu kolmessa osassa Lemmojen 4.4, 4.5

ja 4.6 avulla.

LEMMA 4.4. Funktiota /1 — x voidaan approksimoida tasaisesti polynomeilla vi-
lilla [0, 1].

TobisTtus. Aloitetaan todistus valmistelevilla laskuilla. Tarkastellaan potenssi-

sarjaa
oo
E J
a; T,
Jj=0

missé kertoimet ovat

1 kun 5 =0

G- (G-j+D)
J!

Néytetdan, ettd potenssisarjan S suppenemissidde R on luku 1. Lauseen 2.9 nojalla

kun 5 > 1.

Y

mikali kyseinen raja-arvo on olemassa. Kiinnitetddn j > 1 ja lasketaan

173 (3-1)-(3-5)

la;| a _ G+ i+t
] [t () (-gener) | [ =5)5Y 13—
(F+1)!
jl—i—l. 1+1 . w |1
(2 — 2 _ -
iE=-1] |2-1

Nyt on osoitettu, ettéd raja-arvo on olemassa ja ettd R = 1.

Tutkitaan seuraavaksi potenssisarjan 7 |a;| suppenemista Raaben testin 2.11 koh-
dan (A) avulla. Kayttamalla edellista laskua nihdédén, ettéd kaikilla j > 1 pétee

141 1_|_l_1_|_é
j(|J| _1>:j T -1 =3 J n J
|41 ;—q 1-2
j j
1+3
= ) NG RN
1-2) 1-:2 2
j j

Raaben testin nojalla » 2 [a,] < oo. Valitaan kullakin j = 0, 1,... luku M; = |a;].
T&lloin pétee

la;z?| = |a;]|z]! < M kaikilla j > 0 ja z € [—1, 1].
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oo

Weierstrassin M-testi 2.4 osoittaa, ettd potenssisarja » =0 ajxj suppenee tasaisesti
valilld [—1, 1]. Mééritelldadn funktio S : [—1, 1] — R asettamalla

S(x):Zajxj, kun z € [—1,1].
=0

Talloin Lauseen 2.3 nojalla S on jatkuva vélilla [—1, 1].

Seuraavaksi osoitetaan, ettd S(x) = /1 —x kaikilla x € [—1,1]. Koska sekd S et-
td /1 — x ovat jatkuvia funktioita kyseiselld suljetulla valilld, niin riittda osoittaa,
etta

(4.4) S(x)=+v1—2  kaikillaz € |-1,1].
Téatéa varten ndytetddn ensin, ettd

, 1
(4.5) (1—2)S"(z) = —§S(x), kun z € |—1,1].

Kiinnitetddn = € ]—1,1[. Lauseen 2.8 nojalla funktion S méérdavd potenssisarja
voidaan derivoida termeittéin

S'(z) = Zjajxj—l _ Z 3(z—=1)- '.(5 —-J+ 1)].(_1)3‘953‘—1

]71 ]:1 ‘7'
sl Gt
p (7 =1

Siten

B SECRDUHCRFRS)

G- 1) -1y’

G0 Gt DG

—

I
=
X

I

|
N | —
_|_
Nt

|
=

N |—=

<
Il
_
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Ottamalla yhteinen tekija havaitaan, etta

(1_@g@0:_1+“)O—naé‘”“4é—j+n@—ﬁ

2 7!
e ) [

Ml 1><%—j><_;_ ;j)(_w

B O

Sieventamilla ja ottamalla yhteinen tekija saadaan lopulta

(1-)S() = 3+ 3 2a= LI L

2" 4 !
_ _% (1 . ; G- 1) ']"!(5 —J+ 1)(_1)]x]>
1

Kaava (4.5) on nyt osoitettu. Ndytetddn sen avulla seuraavaksi, etté kaava (4.4) pétee.
Kaavan (4.5) perusteella kaikilla z € |—1, 1| pétee

(@)1 —a)

!

) =@ -2+ S(:L')%(l e

ST

= (1 2)H (-1 S() + 5S(@) =0,

Koska derivaatta on nolla vélillad | — 1, 1], niin on olemassa reaalinen vakio ¢ € R siten,
etta

(4.6) Sx)(1—z)"2 =c  kaikilla z € ]-1,1].
Erityisesti

S(x)=cv1—x  kaikillaz € ]—1,1].
Lisdksi tiedetddn, ettd S(0) = 1. Téstd saadaan, ettd ¢ = 1. Siis S(z) = /1 —=z
kaikilla x € |—1, 1].
Olkoon ¢ > 0. Talloin, koska S, = Z?:o a;r) € P[—1,1] suppenee tasaisesti kohti
funktiot S vélilla [—1, 1], niin on olemassa N € N siten, ettd

1Sy = V1= 2| =[Sy = Sl <&
Lemma on nyt todistettu. U
LEMMA 4.5. Olkoon ¢ > 0. Tdlloin on olemassa polynomi p € P|—1,1] siten, ettd

Ip(s) — |s|| < e aina, kun s € [—1,1].
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Tobistus. Olkoon € > 0. Lemman 4.4 perusteella on olemassa ¢ € P[0, 1] siten,
ettéd |q(z) — VI — 2| < ¢ kaikilla = € [0,1]. Olkoon s € [—1,1]. Mééritelldzn p(s) =
q(1 — s%), missd 1 — s? € [0,1]. Koska ¢ on polynomi, niin myés p € P[—1,1] on
polynomi. Kun s € [—1,1], niin 1 — s € [0,1], joten Lemman 4.4 nojalla

p(s) = Isll = fa(1 = %) = |sl] = |a1 = ) = VI= (1= 57)| <=

O

LEMMA 4.6. Funktiota h, voidaan approksimoida vdlilli [a,b] tasaisesti polyno-
meilla kun t € [a,b]. Toisin sanoen, jos e > 0 ja t € [a,b], niin on olemassa polynomi
p € Pla,b] siten, ettd ||p — hi|| < €.

Tobistus. Olkoon € > 0. Lemman 4.5 nojalla funktiota

s+ |s|
2

ho(S) =

voidaan approksimoida polynomilla sup-normin suhteen valilla [—1, 1]. Nimitt&in lem-
man nojalla on olemassa p € P[—1, 1] siten, etta kaikilla s € [—1, 1] pétee

55+ 0(5)) — ho(s)| =

— ~Jp(s) — Isll < <.

Merkitéén po(s) = 3(s + p(s)) kaikilla s € [—1,1]. Néin ollen py € P[-1,1] ja
[lpo = hollee <&

Yleistetdian todistus vield kaikille funktioille h;. Olkoon & > 0. Olkoon a,b € R,
a <bjat€ [a,b]. Valitaan M > 0 siten, ettd

a—t b—t
Al PO AT
M’M}C[ 1]

Télloin kaikille s € [a, b] pitee

s—t a—t b—t
7 E{M , M}c[—l,l].

Olkoon py € P[—1,1] siten, ettd

hols) = po(s)| < =

kaikilla s € [—1,1]. Talloin médritelldén p; ., € Pla, b] kaavalla

s—1

M

Drap(s) =M 'po< ), kun s € [a, b].
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Nyt kaikilla s € [a, b] on

s—t+1|s—1
()~ prasls)l = | =)
s—t |57t‘
= + s—t
= |\M. .M M _ Ar.
R e
s—t |$—t‘
= + s—t
— M. | M M _
L -n()
s—t s—t
— M- |h _
(5) (57|
<M-%:5.

Siten erityisesti ||h — praplleo < €.
]

Todistetaan seuraavaksi Lause 4.1 yhdistamalla edelld todistetut aputulokset.

Tobistus. Olkoon f : [a,b] — R jatkuva ja ¢ > 0. Lemman 4.2 nojalla on
olemassa murtoviivafunktio g € PL[a, b] siten, ettéd

13
— o < —.
I1f — gl 5

Toisaalta Lemman 4.3 nojalla on olemassa n € N ja luvut t; € [a,b] ja ¢; kullakin
j=1,...,n siten, etta

qg = Z th,tj + Co]l.
j=1

Lemman 4.6 nojalla voidaan kullakin f;, valita polynomi p; € Pla, b] siten, etté

195 = byl < -
P fillee ™ 9. max;—y,_n|cj|+1
Olkoon
p= chpj + ¢o € Pla,b].
j=1
Talloin
g = pllo <) _lesl 1he; — pjlloo
j—l
"¢ €
< <y —=-.
Z 51 - 2n - max;j—y, ,|c;| +1 ; 2n 2
Siten

& g
I1f = plloo < 1f = 9lloc + [lg = Plloo < s+t5=¢

Tama arvio paattaa Weierstrassin approksimaatiolauseen todistuksen. O



LUKU 5

Toinen todistus Wierstrassin approksimaatiolauseelle

Téassd luvussa annetaan vaihtoehtoinen todistus Weierstrassin approksimaatio-
lauseelle niin sanotun konvoluutioapproksimaation avulla. Todistus pohjautuu Krantzin
kirjaan [6, ss. 210-214]. Téssd luvussa rajoitutaan tarkastelemaan tapausta [a,b] =
[0, 1]. Yleisen suljetun vélin tapaus saadaan tésta erikoistapauksesta muuttujanvaih-
dolla, kuten jo edellisessé luvussa havaittiin. Aloitetaan todistus seuraavalla aputu-
loksella.

LEMMA 5.1. Olkoon 1; : [—1,1] — R jatkuva funktio kullakin j € N siten, ettd
seuraavat ominaisuudet ovat voimassa.

(1) ¥;(t) > 0 kaikilla t € [—1,1] ja katkilla j € N.
(2) [1,¥;(t)dt =1 kaikilla j € N.
(3) Kaikilla § > 0 pdtee

lim Y;(t)dt = 0.
I Js<<1

Olkoon f : R — R jatkuva funktio. Asetetaan

/wj flo —t)dt

kullakin j € N ja x € [0,1]. Tdalloin funktiojono (f;)jen suppenee tasaisesti valilli
[0, 1] kohti funktiota f, kun j lihestyy kohti ddretontd.

TobisTtus. Todetaan aluksi, ettéd kertomalla f sopivalla vakiolla voidaan yleisyyt-
td rajoittamatta olettaa, ettd sup,e;_q 4 [f(7)] < 1. Olkoon & > 0 ja j € N. Koska
funktio f on tasaisesti jatkuva valilla [—1, 2] on olemassa 0 < § < 1 siten, ettd

€

(5.1) fla =)= ()] < 5,

kun |t| <0 < 1jaz € |0,1]. Kun z € [0, 1] ja |[¢t| < §, niin hy6dyntamalld funktion v;
ominaisuuta (2) saadaan

(@) = @) = | [ w0 = 0t = fa) 1

:/% fa—tydt— f /% dt‘
=/j@4mﬁw—/j@%@ﬂ.

24
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Yhdistetddn seuraavaksi integraalit ja kidytetddn kolmioepéayhtdlod integraalille seké
funktion ¢; ominaisuutta (1) seuraavasti

0~ 1l =| [ =0 - s

< 1I(f(fﬁ—t)—f(:ff))wj(t)ldtz/1|f(9€—1f)—f(l“)ltbj(t)dlt
-5

)
- / 1o = 1) = £ vy(0)dt + / e — ) — Fo)] (1)t

-1

n / o — 1) — flo)] by (1)t

= [ a0 =@l [ re—0 - el

s<[t|<1

=A+B.

Arvioidaan seuraavaksi termejd A ja B erikseen. Aloitetaan arvioimalla termid A.
Funktion v; ominaisuuden (2) seké epdyhtélon (5.1) nojalla

A= [ =t @l < [ So
<5 [ wi=3

Arvioidaan sitten termid B. Funktioiden ; ominaisuuden (3) perusteella on ole-
massa N = N(J,¢) siten, ettd fagmg Y;(t)dt < % aina, kun j > N. Téssé yhtey-
desséd on téarked huomata, ettd luku N ei riipu luvusta z. Lisdksi kdytetddn tietoa

SUP,e_19 |f(7)| < 1. Kaikilla j > N pitee

B- [ We=0-p@lumas [ el e o

<Jt|<1
<[ ruma=z] wd
o<[t|<1 s<|t|<1
15 15
<2.5-°%
472

Yhdistamalla arviot saadaan

Lm@—f@ﬂgA+B<g+g:g kaikilla = € [0,1], kun j > N.

Siis funktiot f; suppenevat tasaisesti vélilla [0, 1] kohti funktiota f. O
Muotoillaan téssa vélissd Lemman 5.3 todistusta varten aputulos.

LEMMA 5.2. Olkoon j € N ja g : R — R, g(t) = (1 — t*)7 — 1 + jt*. Tdlldin
g(t) > 0 kaikilla t € [0,1].
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TobisTus. Kiinnitetdén j € N. Lasketaan
g(t) =2jt(1 — (1= ¢2)/7).
Néytetiadn, etta ¢'(t) > 0 kaikilla ¢ € [0,1]. Koska 25t > 0, kun ¢ > 0, niin riittds
nayttaa, etta .
1—-(1-#)"'>0  kaikilla t € [0, 1].
Kun ¢ € [0,1], niin t* € [0,1], 1 — t* € [0,1] ja (1 — t*)?~! € [0, 1]. Télloin
1—-(1—=t"1>0 kaikillat € [0,1].
Koska ¢'(t) > 0 kaikilla ¢t € [0, 1], niin g on kasvava kyseiselld vélilla. Liséksi koska
g(0) = 0, niin g(t) > 0 kaikilla ¢ € [0, 1]. O

Etsitédén seuraavaksi funktioita 1;, jotka toteuttavat Lemman 5.1 ehdot (1)-(3)
ja joita vastaavat funktiot f; ovat polynomeja.

LEMMA 5.3. Mddritelliin funktiot ¢; : [—1,1] = R, ¥;(t) = k;(1 — )7, missi
vakio kj > 0 on valittu siten, ettd f_ll Y, (t)dt = 1 kaikilla j € N. Talloin funktiot 1;
toteuttavat Lemmassa 5.1 mainitut ominaisuudet (1)—(3).

TobisTus. Ominaisuudet (1) ja (2) seuraavat suoraan mééritelmésta. Ominai-

suuden (3) todistamiseksi arvioidaan vakiota k;. Lemman 5.2 nojalla (1—¢%)7 > 1—j¢?,
kun 0 <t <1 jaj € N. Kéayttamalla tatd arviota saadaan

1 | L S %
/ (1—t3idt =2 / (1—t3dt>2- / (1—t3)7dt >2- / (1 — jt*)dt.
_ 0 0 0

1

Lasketaan
i _ 1 51 1 1 4 1
, (1730 Vi 3 NAREN) AN A
Siis
1 N 1
5.2 / 1 —)Ydt > —.
(5:2) -y o
Koska f_ll k;j(1—t*)7dt =1 ja k; > 0 vakio, niin

1
[La—eyidt
Soveltamalla tété esitystd luvulle k; sekd epdyhtélod (5.2) saadaan k; < /7 kaikilla
jeN.
Kiinnitetddn § > 0 ja oletetaan, ettd 6 < |t| < 1. Nyt

Uy(t) < k(1 - 8 < /(1 - 8.

=

Koska y/jad = alo8a Viti = 31080+ I 0, kun o € 10, 1], niin
(5.3) Vil =82 220,

Arvioidaan vield integraalia ominaisuuden (3) toteamiseksi. Positiivisuuden nojalla

(t)d.
0= /zs<t|<1 vl
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Lisiksi 1;(t) < +/j(1 —6%)7, kun § < [t] < 1, joten kohdan (5.3) nojalla
0< / Wi (t)dt < \/5(1 - 52)J’/ 1dt 2% 0.
s<lt<1 s<fel<1
Tésté seuraa ominaisuus (3), eli ettd
lim Y;(t)dt = 0.
I J< <1
U

Todistetaan seuraavaksi Weierstrassin approksimaatiolause edelld todistettujen
aputulosten avulla. Todistus on lainattu Krantzin kirjasta [6, ss. 210214 |

LAUSE 5.4. Olkoon f jatkuva funktio valilld [0,1] C R. Tallin on olemassa po-
lynomijono (p;)52y, joka supenee tasaisesti kohti funktiota f wvdlilld [0,1]. Lisdksi jos
f(0) =0= f(1), nitn kullakin j € N polynomi p; on muotoa

2j
p;i(z) = Z Cjm ™, z € [0,1],
m=0
missa
1
Cijm.f = / ajm(t)f(t)dt jokaisella 7 € N jam € {0,...,2j5}.
0

Tassd jatkuvat funktiot a;., : [0,1] = R ewdt riipu funktiosta f.

TobisTus. Voidaan olettaa yleispatevyyttd menettdmétti, ettd funktio f: R —
R on jatkuva ja f(x) = 0, jos x € R\ ]0, 1[. Sill jos f ei ole valmiiksi kyseistd muotoa,
niin voidaan sitd muokata alla esitetylld tavalla. Olkoon

g(@) = f(z) = Q(z),  missd Q(z) =z(f(1) — f(0)) + f(0).
Télloin g(0) = 0ja g(1) = 0. Asetetaan g(x) = 0, jos x < 0 tai x > 1. Ndin muodostuu
jatkuva funktio g : R — R siten, ettd g(z) = 0 kun x € R\]0, 1[. Koska alla osoitettava
Weierstrassin lause péatee funktiolle g, kaikilla j € N on olemassa polynomi P; siten,
ettd ||g — Pjl|eo < %, missi sup-normi otetaan vélin [0, 1] suhteen. Koska g = f — @,
niin

1

Koska ) + P; on polynomi, Weierstrassin lause patee myos alkuperéiselle funktiolle
f eli kaikilla j € N on olemassa polynomi p; = Q + P; siten, ettd ||f — pj|| < %
Olkoon 9;(t) = k;(1 — t*)7 kuten Lemmassa 5.3 ja

fi(z) = » V;(t) f(x —t)dt

kuten Lemmassa 5.1 kullakin j € N. Tiedetdén, ettd f; suppenee tasaisesti kohti
funktiota f valilld [0, 1], kun j — oo. Néin ollen riittédé todistaa, ettd kaikki funktiot
f; ovat polynomeja vililld [0, 1]. Kiinnitetdén j € N ja z € [0, 1]. Tehddén seuraavaksi
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muuttujanvaihto y = x — ¢, jolloin dt = —dy ja integrointirajat muuttuvat ¢t = 1 =
y=x—1ljat=—-1=y=a+ 1. Talloin
rz—1 x+1
filx) = — Vi(z —y) f(y)dy = / Yi(x —y) f(y)dy.
z+1

Koska f(y) =0, kuny € [v — 1,z + 1]\ ]0,1[ ja |0, 1] C [z — 1,2 + 1], niin pétee

[ e = [ - s

Merkitaéan jatkossa y = t. Yll& olevasta laskusta seuraa, ettéa

1
0= [ v oswa
0
Téssé kaikilla ¢ € [0, 1] pétee

Vj(x —t) = k(1 — (x — t)?) = k;j(1 — 2° + 20t — t*)7.

Kertomalla lauseke auki ja yhdistelemélld termit x:n potenssien suhteen saadaan

i(z —1) Z{E ajm(t

missé jatkuvat funktiot a;,, eivét riipu luvusta x. Sijoitetaan saatu esitys funktion f;
lausekkeeseen

1/ 02 2j 1 2%
:/ <Zwmaj,m<t>) ft)dt =Y " / (O F (A =Y cjom g™,
0 m=0 m=0 0 m=0

missé reaaliluvut ¢; ,, ¢ eivét riipu luvusta x. Tésté seuraa, ettéd funktio f; on polynomi
vililla [0, 1]. Voidaan siis valita p; = f; kullakin j € N. O
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