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Téassé tutkielmassa luokitellaan aérelliset ryhméit isomorfiaa vaille kertalukuun 15
asti. Lisiksi tutkielma tarjoaa menetelmii, joita soveltamalla dérellisten ryhmien luo-
kittelua olisi mahdollista jatkaa myds suurempien kertalukujen tapauksessa. Adrellis-
ten ryhmien luokittelussa keskioon nousevat Sylowin lauseet, joiden avulla voidaan
analysoida &dérellisten ryhmien rakenteita.

Lagrangen lauseen mukaan &érellisen ryhmén aliryvhmén kertaluku jakaa ryhmén
kertaluvun. Sen kéidnteinen tulos ei yleisesti pdde, mutta Sylowin ensimmaéisessé
lauseessa kiinteinen saadaan pitemiidn sellaisille alkuluvun p potensseille p¥, jot-
ka jakavat ryhmén kertaluvun. Télloin on siis olemassa &dérellisen ryhmén aliryhmé,
jonka kertaluku on p*. Jos tdmi kertaluku p* on suurin sellainen alkuluvun p potens-
si, joka jakaa ryhmén kertaluvun, aliryhméé sanotaan Sylowin p-aliryhméksi. Télloin
voidaan muotoilla Sylowin toinen lause, jonka mukaan dérellisen ryhmén Sylowin p-
aliryhmét konjugoivat kesken#ddn. Edelleen voidaan osoittaa, ettd téllaiset Sylowin
p-aliryhmét ovat keskendén isomorfisia. Sylowin kolmas lause antaa puolestaan eh-
toja nédiden Sylowin p-aliryhmien lukuméirélle. Sen mukaan Sylowin p-aliryhmien
lukumééra jakaa ryhmén kertaluvun ja voidaan kirjoittaa muodossa 1 + pk jollekin
k=0,1,2,....

Tutkielmassa luokitellaan ensin kaikki dérelliset Abelin ryhmét. Kyseiset ryhmét
voidaan luokitella ilman Sylowin lauseiden apua, mutta niiden rakenteet noudattavat
kuitenkin Sylowin lauseita. Tamén jélkeen siirrytdén Sylowin lauseisiin, joita sovel-
taen paadytaan luokittelemaan yleisesti dérellisid ryhmia. Lopuksi kootaan ja viimeis-
tellddn Adrellisten ryhmien luokittelu isomorfiaa vaille kertalukuun 15 asti.
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1. JOHDANTO

Adrellisten ryhmien teorian ehképé perimmaéisin tulos on Lagrangen lause. Se aset-
taa rajoitteita ddrellisten ryhmien aliryhmille. Lauseen mukaan

adrellisen ryhman G aliryhmdn K kertaluku jakaa ryhman G kertaluvun.

Lisdksi Lagrangen lauseen seurauksena saadaan, ettd &arellisen ryhmén G alkion a
kertaluku jakaa ryhmén G kertaluvun. Lagrangen lauseen kdénteinen tulos ei kuiten-
kaan yleisesti pade. Jos luku k siis jakaa ryhmén G kertaluvun, téstd ei valttamét-
td seuraa, ettd ryhmallda G olisi k-kertalukuinen aliryhmé. Sylowin ensimmdisessd
lauseessa kadnteinen saadaan kuitenkin pdteméédn tietyin ehdoin, kuten myé6s viit-
teessd [5, s. 92] todetaan. Nimittéin

jokaiselle alkuluvun p potenssille p*, joka jakaa ddrellisen ryhmdn G kertaluvun, on
olemassa ryhmdin G aliryhmd H, jonka kertaluku on p*.

Liséiksi Sylowin ensimmaéisen lauseen seurauksena saadaan, ettéd alkuluvun p jakaessa
adrellisen ryhméan G kertaluvun, on olemassa alkio a € GG, jonka kertaluku on p. Téata
kutsutaan Cauchyn lauseeksi ja se on ki#dnteinen tulos edelld mainitulle Lagrangen
lauseen seuraukselle, kun rajoitetaan tarkastelu alkulukuihin.

Adrellisten Abelin ryhmien luokittelussa isomorfiaa vaille pastulokseksi muodostuu
Adirellisten Abelin ryhmien peruslause. Sen mukaan jokainen #drellinen Abelin ryh-
mé G voidaan esittdd sen syklisten aliryhmien suorana summana, joiden kertaluvut
ovat alkuluvun potensseja. Liséksi Lagrangen lauseen sovelluksena saadaan, etté néi-
den syklisten aliryhmien kertaluvut jakavat ryhmén G kertaluvun. Airellisille Abelin
ryhmille saadaan siis pdtemédn myos Sylowin ensimmaéinen lause.

Sylowin p-aliryhmé on &é&rellisen ryhmén G maksimaalinen p-aliryhmé eli aliryhmé,
jonka kertaluku on alkuluvun p suurin sellainen potenssi p”, joka jakaa ryhmén G
kertaluvun. Sylowin lauseisiin ja niiden todistuksiin liittyy olennaisesti ndiden Sylowin
p-aliryvhmien olemassaolo seké konjugoinnin kisite. Merkintd o~ ! Kz tarkoittaa, etté
ryhmééd K konjugoidaan alkiolla x. Sylowin toisen lauseen mukaan

adrellisen ryhman G Sylowin p-aliryhmdt konjugoivat keskenddin.

Talloin voidaan osoittaa, ettd kyseiset aliryhmét ovat keskenédén isomorfisia. Sylowin
kolmas lause antaa puolestaan ehtoja niiden Sylowin p-aliryhmien lukumé&éralle. Sen
mukaan

adrellisen ryhmdn G Sylowin p-aliryhmien lukumdadrd jakaa ryhmdan G kertaluvun ja
voidaan esittdd muodossa 1 + pk jollekin k= 0,1,2,....

Kuten ehké voidaan jo téssd vaiheessa havaita, edelld kuvatut Sylowin lauseet kerto-
vat paljon ddrellisten ryhmien rakenteesta. Ne ovat tunnetusti tehokkaita tyokaluja
adrellisten ryhmien rakenteiden analysoinnissa ja luovat perustan dérellisten ryhmien
luokitteluun isomorfiaa vaille.

Ennen vuotta 1870 ryhméteoria koostui vain kahdenlaisten ryhmien tutkimuksesta -
permutaatioryhmien S,, ja geometristen transformaatioryhmien kuten diedriryhmien
D,, [13]. Suurimpia tutkimuksen alla olevia ongelmia olivat permutaatioryhmien ra-
kenteiden méarittdminen tiettyjen oletusten, kuten transitiivisuuden, vallitessa seké
ddrellisulotteisten jatkuvien transformaatioryhmien [4, s. 17] rakenteiden méérittami-
nen. Vuoden 1870 jélkeen késite ryhmd kuitenkin kehittyi abstraktimmaksi useiden
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vaiheiden kautta ja johti uudenlaiseen ongelmaan. Haluttiin nimittéin keksié keino sil-
le, miten pystyttiisiin tutkimaan abstraktien ryhmien rakennetta ilman niiden esitté-
mistd permutaatioiden tai transformaatioiden avulla ja vasta sen jélkeen liittd4 ndmé
abstraktit ryhmét permutaatio- tai transformaatioryhmiin. Tavoitteena oli siis 16yta&
yleisid teorioita liittyen abstraktien ryhmien rakenteeseen sekd méarittaa kaikki &a-
rellisen kertaluvun ryhmét. Vuonna 1870 saksalainen matemaatikko Leopold Kronec-
ker todisti artikkelissaan [9] Adrellisten Abelin ryhmien peruslauseen ja vuonna 1872
norjalainen matemaatikko Ludwig Sylow esitteli artikkelissaan [12] &éarellisten ryh-
mien rakenteeseen liittyvid tuloksia, muun muassa Sylowin lauseet. Namé& ovat olleet
ja ovat edelleen keskeisessé osassa dédrellisten ryhmien luokittelussa isomorfiaa vaille
kuten tdménkin tutkielman aikana tullaan huomaamaan. Tarkempia yksityiskohtia
ryhméteorian alun historiasta loytyy viitteesté [13, ss. 137-159).

Tamén tutkielman péadasiallisena tarkoituksena on luokitella kaikki dérelliset ryh-
mét isomorfiaa vaille kertalukuun 15 asti. Tutkielma antaa kuitenkin tarvittavia tyo-
kaluja ja menetelmié, joiden avulla &érellisten ryhmien luokittelua olisi mahdollista
jatkaa myo0s suurempien kertalukujen tapauksessa. Valttdméattomét esitiedot kési-
telladn kappaleessa 2, jonka jélkeen siirrytdédn ensin luokittelemaan kaikki dérelliset
Abelin ryhmét isomorfiaa vaille. Taméa tehdédén kappaleessa 3. Kun halutaan luoki-
tella ei-Abelisia dérellisia ryhmié isomorfiaa vaille, Sylowin lauseet ovat keskeisessé
roolissa. Ennen kuin voidaan kappaleessa 5 esitelld itse Sylowin lauseet, kiydadn kap-
paleessa 4 lédpi tarvittavia esitietoja Sylowin lauseiden todistusta ajatellen. Sylowin
lauseiden todistuksien jilkeen ollaan miltei valmiita aloittamaan &érellisten ryhmien
luokittelu. Ennen sité kappaleessa 6 esitellddn kuitenkin vield sellaisia apuryhmié, jot-
ka ovat térkeéssé osassa, jotta saadaan taydellisesti luokiteltua dérelliset ryhmét ker-
talukuun 15 asti. Tamén jélkeen ollaan valmiita luokittelemaan kappaleessa 7 kaikki
aarelliset ryhmét isomorfiaa vaille kertalukuun 15 asti.

Hyvit esitiedot abstraktin algebran alkeista ovat hyddyksi tdmén tutkielman lu-
kijalle ja ne voi tarvittaessa kerrata esimerkiksi lahteestd [6], johon tutkielma myo6s
suurilta osin pohjautuu. Muita merkittavid tutkielmassa kiytettyja lahteitd ovat [7],

[5] ja [1].



2. ESITIEDOT

Tama kappale sisdltda valttaméattomia esitietoja, joiden avulla dérellisten ryhmien
luokittelu isomorfiaa vaille on mahdollista. Mééaritelmét ja lauseet eivéit vélttdmét-
té riipu toisistaan, vaan ne on esitetty luettelomaisesti tukemaan &arellisten ryhmien
luokittelua. Esitiedot pohjautuvat ldhteeseen [6]. Liséksi lukijalta edellytetdén hyvét
esitiedot abstraktin algebran alkeista; ryhméteoriasta, laskutoimituksista ja homo-
morfismeista sekd modulaariaritmetiikasta.

Lemma 2.1. Olkoon G additiivinen ryhmd ja alkio a € G.
(1) Jos alkion a kertaluku |a| = h < 0o, niin ka = 0, jos ja vain jos h|k.

(2) Jos alkion a kertaluku |a| = td < oo, missi d > 0, niin |ta| = d.

Maiaritelma 2.2. Olkoot Gy, G, ..., G additiivisia Abelin ryhmia. Maédritellaan
laskutoimitus joukossa

GieG® -G ={(a1,...,a;) 1 a; € G; kaikillai = 1,... k}
seuraavasti:
(a1, a9, ... ax) + (b1, bay ..., bg) = (a1 + by, as + b, ... ap + by)
missd a;, b; € G; kaikilla1=1,... k.

Voidaan osoittaa, ettd G @ Gy @ - -+ ® G on ryhmaé: Jos e; on ryhmén G; neut-
raalialkio kullakin ¢ = 1,... k, niin (e, e9,...,€;) on ryhmén G; & Gy @ --- ® G,
neutraalialkio ja (—ay, —as, ..., —ay) on alkion (ay, as, ..., a;) kdanteisalkio.

Lemma 2.3. Olkoot M ja N additiivisen ryhmdn G normaaleja aliryhmaid siten, ettd
MNON ={0}. Josme M jan € N, nitnm+n=n+m.

Todistus. Olkoon m € M ja n € N. Koska M on normaali aliryhmé, kaikille sen
alkioille m € M péatee —n +m + n € M. Talloin, kun lisdtddn vasemmalle puolelle
alkio —m € M, seuraa, ettd —m —n+m+n = —m+(—n+m+n) € M. Vastaavasti
ryhmén N normaaliudesta seuraa, ettd —m —n +m € N, jolloin liséttéessé oikealle
puolelle alkio n € N, saadaan —m —n+m+n = (—m —n+m) +n € N. Nyt
siis tiedetédén, ettd alkio —m —n+m+n € M NN = {0}. Lisddmalld yhtdlon
—m —n + m + n = 0 molemmille puolille vasemmalle n + m saavutetaan viite eli
m+n=n+m. OJ

Lemma 2.3 on tarpeellinen seuraavan lemman todistuksessa.

Lemma 2.4. Olkoot N, ..., N, additiivisen ryhmdn G normaaleja aliryhmid siten,
ettd jokainen ryhmdn G alkio a voidaan kirjoittaa yksikdsitteisesti mudossa

a1 +ag+ -+ ay,

missd a; € N;. Tdllown
GEN DONyD--- D N,

Yksikésitteisyydelld tarkoitetaan téssi, ettd jos a; + -+ ax = by + - - - + by, missé
a;, b; € N;, niin a; = b; kullakin .
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Todistus. Olkoon f : Ni®---@® Ny — G kuvaus f(ay,...,ax) = a1+- - -+a. Oletuksen
mukaan jokainen ryhmén G alkio voidaan kirjoittaa muodossa a; + --- + ag, missi
a; € N; kaikilla ¢ = 1,...,k, jolloin kuvaus f on siis surjektio. Lisdksi kuvaus f on
injektio, silld jos f(a1,...,ar) = f(by,...,bg), niin ay + -+ +ap = by + -+ + by ja
yksikasitteisyyden nojalla a; = b; kaikilla ¢ = 1,..., k. Taytyy vield osoittaa, ettéa
kuvaus f on homomorfismi. Jos a € N; N N;, missé 4,5 = 1,...,k ja ¢ # j, niin alkio
a voidaan kirjoittaa normaalien aliryhmien Ny, ..., Ny alkioiden summana kahdella
eri tavalla:

0440+ @ +0+--+0=0+---+0+ a +0+--+0.
4. alkio 7. alkio
Yksikésitteisyyden nojalla jokaisen ryhmén N; summattavan taytyy olla yhtédsuuria,
joten a = 0 ja N; N N; = {0}. Néin ollen, koska N; on ryhmén G normaali aliryhm&
kaikilla ¢ = 1,...,k, Lemman 2.3 nojalla tiedetéén, ettd a; + b; = b; + a; kaikilla
a; € N; ja b; € Nj, missé 7 # j. Kun kéytetddn tita tietoa toistuvasti saadaan:

fllay, ... ar) + (b1, ..., bx)] = flar + b1, ..., a + by)
= (a1 +b1) + (ag + bg) + (ag + bg) + - - - + (ar + b)
= (a1 +az) + (b1 + ba) + (az + b3) + - - + (ar + bi)
= (a1 +az+-+ap)+ b1 +ba+ - +1by)
= f(ar,...,a5) + f(b1,...,bp).
Kuvaus f saatiin siis osoitettua isomorfismiksi eli G = Ny @ Ny @ - - - @ Ny. O

Lemma 2.5. Olkoon M ja N additiivisen ryhmdn G normaaleja aliryhmid. Jos G =
M + N ja M NN = {0}, niin
G=Me&N.

Todistus. Jokainen ryhmén G alkio voidaan kirjoittaa muodossa m+n, missia m € M
ja n € N. Oletetaan, ettd alkiolla m +n € G on toinen vastaava esitystapa eli
m+n=m'+n', missa m,m’ € M jan,n" € N. Muokataan yhtiloa
m+n=m'+n
lisddmalla ensin yhtdlon molemmille puolille vasemmalle —m/. Yhtélo saa talloin muo-
don
—m' +m+n=-m'+m'+n'

Paddytisn vhtilosn

—m' +m+n=rn,
joten jatketaan lisd&dmaélla molemmille puolille oikealle —n, jolloin pédéstd&n muotoon:

—m'+m+n—-—n=n"—n.

Télloin siis pétee

—m' +m=n'—n.
Mutta —m/+m € M jan'—n € N ja MNN = {0}, joten taytyy piated —m'+m =0
eli m = m/ ja vastaavasti n = n/. Siispé jokainen ryhmén G alkio voidaan kirjoittaa
yksikésitteisesti muodossa m + n. Talloin, koska aliryhmét M ja N ovat normaaleja,
Lemman 2.4 nojalla G = M & N. U



Lemma 2.6. Olkoon G Abelin ryhmd ja p alkuluku. Tdlldin
G(p) ={a € G :la] =p" jollekin n > 0}
on ryhmdn G aliryhmd.

Todistus. Oletuksen nojalla G on ryhmaé, joten sen téaytyy sisdltdd vdhintdan neut-
raalialkion 0 € G. Télléin, koska |0] = 1 = p°, niin pétee 0 € G(p). Siispd G(p) # 0.
Olkoon a € G(p). Télloin patee |a| = p™ jollekin n > 0 ja siis p"a = 0. Tarkistetaan,
ettd alkion a kéénteisalkio —a kuuluu myos joukkoon G(p). Lemman 2.1 nojalla tiede-
taan, ettd alkiolle a on ka = 0, kun p"|k. Kédnteisalkiolle —a voidaan télloin kirjoittaa
k(—a) = —(ka) = 0. Siispé pétee
la| = min{k : ka = 0} = min{k : k(—a) = 0} = |—al,

jolloin |—a| = p™ ja —a € G(p). Tarkistetaan, ettd laskutoimitus on suljettu operaatio.
Olkoon nyt b € G(p), jolle alkion a tavoin pétee |b| = p™ jollekin m > 0 eli p"b = 0.
Voidaan kirjoittaa

jolloin Lemman 2.1 nojalla kertaluvun |a + b| téytyy jakaa luku p™*". Koska p on
alkuluku saadaan siis, ettd kertaluku on muotoa |a + b| = p* ja pétee a + b € G(p).

Néin ollen G(p) on ryhmén G aliryhmaé ja erityisesti sen normaali aliryhma, silla koska
G on Abelin ryhmé, aliryhmélle G(p) pétee

Gp)+a={9+a:9eGp)}={atg:geGp)}=a+Gp)
kaikilla a € G. O
Esimerkki 2.7. Jos G = Zj2, niin G(2) on joukko alkioita, joiden kertaluvut ovat
2091 92 .. Siispa G(2) = {0,3,6,9}, silli [0] = 2°,|3| = 22,[6] = 2! ja |9] = 22.
Vastaavasti G(3) = {0,4,8}. Jos G = Z3 & Zs, niin G(3) = G, silld jokaiselle nollasta
eroavalle alkiolle a € G(3) kertaluku |a| = 3. Tarkastellaan esimerkiksi alkiota (1,2) €
Zs @ Zs. Tamén alkion kertaluku on |(1,2)| = 3, silla

(1,2) + (1,2) + (1,2) = (3,6) = ([0]s, [0]s).



3. AARELLISTEN ABELIN RYHMIEN LUOKITTELU

Tamé kappale sisédltdd kaikkien aérellisten Abelin ryhmien luokittelun. Luokittelu
perustuu todistukseen, ettd jokainen &dérellinen Abelin ryhmé G voidaan esittédéd sen
syklisten aliryhmien suorana summana. Kyseinen tulos on esitetty Lauseena 3.9 ja se
on kappaleen 3 piitulos. Lause tunnetaan myo6s nimelld Adrellisten Abelin ryhmien
peruslause.

Ensimmaéisené askeleena osoitetaan, ettéd darellinen Abelin ryhmé G voidaan esittédé
aliryhmienséd G(p;) suorana summana, missi p;:t ovat eri alkulukuja, jotka jakavat
ryhmén G kertaluvun yksikésitteisesti. Témén osoittamiseksi tarvitaan avuksi seu-
raava lemma:

Lemma 3.1. Olkoon G Abelin ryhmd ja a € G\{0} alkio, jonka kertaluku on |a| < oc.
Olkoot lisiksi kertaluvun |a| alkutekijit py, ..., p;. Tdlloin

a=a;+as+ -+ ay,
missi a; € G(p;) kullakin i € {1,2,...k}.

Todistus. Kaytetaan todistukseen induktiota. Jos kertaluku |a| on jaollinen ainoas-
taan alkuluvulla p;, niin alkion a kertaluku on alkuluvun p; potenssi eli |a| = pi*,
missd r; € N. Télloin @ € G(p1). Lemma on siis néilld oletuksilla tosi. Tehdaan
induktio-oletus, ettd lemma on tosi kaikille alkioille a € G, joiden kertaluku on jaol-
linen enintédén k — 1 kappaleella eri alkulukuja. Oletetaan nyt, ettd |a| on jaollinen
alkuluvuilla py,...,py, missd p; # p;, kun ¢ # j. Nyt siis |a| = p}* - p*, missi
r; € N kaikilla ¢ € {1,...,k}. Olkoon m = py*---p;* ja n = pi*, jolloin |a| = mn.
Nyt (m,n) = 1 ja néin ollen on Bezout'n lemman [6, Theorem 1.2] nojalla olemassa
u,v € Z siten, ettd 1 = mu + nv. Voidaan kirjoittaa alkio a € G siis muodossa

a = la = (mu+ nv)a = mua + nva.

Nyt, koska kertaluku |a| = mm, missd n = p}', niin Lemman 2.1 nojalla |ma| =
n = pi'. Siispd ma € G(p;), jolloin myos kaikille u € Z pétee mua € G(py), silld
Lemman 2.6 nojalla G(p;) on aliryhmé. Kéytetdan nyt hyodyksi tietoa, ettd alkion
ma kertaluku on |ma| = n, jolloin
Py - pif(nva) = m(nva) = (mn)va = v(mna) = v0 = 0.
Néin ollen Lemman 2.1 nojalla kertaluku |nva| jakaa luvun m = pi? - - - p*. Télloin
induktio-oletuksen nojalla nva = ay + ag + -+ + ag, missi a; € G(p;). Asetetaan
mua = a.
Ylla tehdyt laskut kokoamalla ndhdéaén, etta
a = mua+ nva = a; + as + - - - + ag,

missé a; € G(p;) kaikilla 1 =1,2,... k. O
Esimerkki 3.2. Olkoon G = Zis ja [10]12 € G. Alkion [10];2 kertaluku voidaan
esittdd alkutekijoiden avulla:

|[10)12| =6 =2 x 3.
Toisaalta

6]12 + [4]12 = [10]12,
missd 6 € G(2) ja 4 € G(3).



Lause 3.3. Olkoon G ddrellinen Abelin ryhmd. Talloin

G=G(p) @ Gp2) & & G(p),
missd pi,...,pr ovat ryhmin G kertaluvun |G| kaikki alkutekijit ja p; # p; kaikilla
i 7.
Todistus. Jos a € G, niin sen kertaluku |a| jakaa ryhmén G kertaluvun |G| Lagrangen
lauseen [6, Theorem 8.5] nojalla. T&lloin Lemman 3.1 nojalla

a=a;+- -+ a, (3.1)

missé a; € G(p;). Lisdksi a; = 0, jos alkion a kertaluku |a| ei ole jaollinen alkuluvulla
p;- Osoitetaan, ettéd alkion a esitystapa (3.1) on yksikésitteinen. Oletetaan, etté

W+t ag=by -+ by
joillain a;,b; € G(p;), misséd i = 1,...,t. Koska G on Abelin ryhmé, niin
al—bl:(bg—ag)+(b3—a3)+---—|—(bt—at).

Jokaiselle ¢ € {1,2,...,t} on b; — a; € G(p;) ja niin ollen alkiolla b; — a; on kertaluku
|b; — a;| = p;*, missd r; € N. Jos m = py?---p;*, niin m(b; — a;) = 0 kaikille ¢ €
{2,3,...,t} Lemman 2.1 nojalla. Néin ollen
m(ay —by) =m(by —ag) +---+m(by —a;) =0+---+0=0.

Télloin siis kertaluvun |a; — by| tdytyy jakaa luku m Lemman 2.1 nojalla. Mutta koska
a; — by € G(p1), sen kertaluvun tdytyy olla jokin alkuluvun p; potenssi pj'. Ainoa
luku pi', joka jakaa luvun m = py? - - - pj*, on p = 1. T&ll6in a; — by = 0 ja siis a; = by.
Sama péadttely voidaan toistaa myos kaikille ¢ = 2,... ¢ ja néin osoittaa, ettd a; = b;
kaikille © = 1,2,...,t. Tadma& osoittaa, ettd jokainen ryhmén G alkio voidaan esittéia

yksikésitteisesti muodossa a; + -+ + a;, missd a; € G(p;) ja Lemman 2.4 nojalla
G=G(p) @G () O

Esimerkki 3.4. Olkoon G = Zj. Ryhmén G kertaluku on 30 = 2 x 3 x 5, jolloin
Lauseen 3.3 nojalla pétee

Zsy = G(2) ® G(3) ® G(5).

Tarkastellaan esimerkiksi alkiota 14 € Zso. Kertaluku |[14]3] = 15 jakaa ryhmén
Z3o kertaluvun |Zgo| = 30. Liséksi kertaluku |[14]39] = 15 on jaollinen alkuluvuilla
3 ja 5, mutta ei alkuluvulla 2, joten alkio [14]39 € Zso voidaan esittdd muodossa
[14]30 = [4]30 + [24]30 + [0]30, missd [4]30 € G(3) ja [24]30 € G(5), kuten Lemmassa
3.1. Samanlainen pééttely voidaan toistaa kaikille alkioille a € Zsq eli alkiot voidaan
kirjoittaa muodossa a = a; + as + as, missd a1 € G(2), az € G(3) ja a3 € G(5),
kunhan alkuluvut 2,3 ja 5 jakavat kertaluvun |a|. Jos jaollisuus ei toteudu, korvataan
vastaava summattava a; nollalla.

Maaritelma 3.5. Olkoon p € N alkuluku. Ryhmé, jonka jokaisen alkion kertaluku
on muotoa p", missd r € {0,1,...}, on p-ryhmd.

Edellisen mééritelmén nojalla tiedetédéin nyt siis, ettd jos G on Abelin ryhmé, niin
télloin jokainen ryhmé G(p), missd p on alkuluku, on p-ryhmaé.

Maéritelma 3.6. Olkoon G p-ryhmé, misséd p on alkuluku. Alkio a € G on maksi-
maalinen, jos sen kertaluku toteuttaa epayhtélon |a| > |b| kaikille b € G.
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Lemma 3.7. Olkoon G p-ryhmd. Jos a € G on maksimaalinen alkio, jonka kertaluku
on |a| = p", niin p"b =0 kaikilla b € G.

Todistus. Alkion a € G kertaluku on |a| = p™ ja alkion b € G kertaluku on [b| = p/,
missd j < n maksimaalisuuden perusteella. Voidaan siis kirjoittaa alkion a kertaluku
muodossa p" = p"~Jp’, jolloin

p"b=p"7(p’b) = 0.
O

Seuraavaksi tavoitteena on osoittaa, ettd jokainen #irellinen Abelin p-ryhmé on
syklisten ryhmien suora summa. Téatéd varten tarvitsee kuitenkin ensin todistaa, etté
jokaisella &arellisellda Abelin p-ryhmélld on syklinen suora summattava.

Lemma 3.8. Olkoon G ddrellinen Abelin p-ryhma ja a € G sen maksimaalinen alkio.
Tdlloin on olemassa ryhmdn G aliryhmd K siten, ettdc G = (a) ® K ja |K| < |G]|.

Todistus. Tarkastellaan sellaisia ryhmén G aliryhmid H, joille pétee
(a) M H = {0}. (3.2)

On olemassa vihintddan yksi tdllainen aliryhmé, silla jos H = {0}, niin ehto (3.2) on
voimassa. Lisdksi, koska ryhm& G on dérellinen, taytyy olla olemassa myos inkluusion
suhteen suurin aliryhmé K, jolle pitee (a)NK = {0}. Toisin sanoen, jos H on ryhmén
G aliryhmé ja K C H, niin (a) N H # {0}. Lemman 2.5 nojalla riittd& osoittaa, etta
G = (a) + K, jolloin G = (a) & K. Todistetaan tdmé antiteesilla:

on olemassa ryhmén G alkio b # 0 siten, ettd b ¢ (a) + K.

Olkoon j > 0 pienin mahdollinen luonnollinen luku, jolle pitee p/b € (a) + K.
Téallainen j on olemassa, silld G on p-ryhmaé, jolloin Lemman 3.7 nojalla, valitsemalla
j =n, saadaan p"b=0=0+ 0 € (a) + K, kun |a| = p™. Néin ollen

c=p'be (a) + K (3.3)
ja pc = p’b € (a) + K, jolloin voidaan kirjoittaa
pc=ta+k, missit € Z jak € K. (3.4)

Jos alkiolla a on kertaluku |a| = p", niin p"c = 0, koska alkio a on maksimaalinen.
Seurauksena yhtélosta (3.4) saadaan, etté

p a4+ p" k= p" Hta+ k) = p"(pc) = p"c = 0.

Tallsin p"~'ta = —p" 'k € (a) N K = {0} ja p"~'ta = 0. Lemma 2.1 osoittaa, etti
kertaluvun |a| = p™ téytyy siis jakaa luku p"~'¢, jolloin myds alkuluku p jakaa luvun
t € Z eli t = pm jollakin m € Z. Niin ollen on voimassa yhtdsuuruus pc = ta + k =
pma + k, josta toisin muotoilemalla saadaan yhtasuuruus k = pc — pma = p(c — ma).
Olkoon
d=c—ma. (3.5)
T&llsin pd = p(c — ma) = k € K, mutta d ¢ K. Nimittdin, jos néin ei olisi ja péatisi
d € K, niin voitaisiin kirjoittaa ¢ — ma = k' € K. Tamé aiheuttaisi ristiriiddan ehdon
(3.3) kanssa, silld olisi voimassa ¢ = ma + k' € (a) + K.
Tiedetéddn, etté
H={z+rd:z € K,r€Z}
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on ryhmén G aliryhma, silla H C G, missd H # (), ja lisiksi H on suljettu ryhmén G
laskutoimituksen suhteen. Koska piatee d = 0+1d € H jad ¢ K, taytyy aliryhmédn H
olla aidosti suurempi kuin aliryhmén K eli K C H. Ryhméa K on inkluusion suhteen
suurin aliryhmé, jolle ehto (3.2) pétee, joten taytyy péted (a) N H # {0}. Olkoon
w € (a) N H nollasta poikkeava alkio. Talloin

w=sa =k, +rd, missid k; € K jar,s¢€Z. (3.6)
Luku r € Z ei ole jaollinen alkuluvulla p, silld jos patisi » = py jollakin y € Z, niin
koska pd € K paadyttaisiin ristiriitaan:
0#w=sa=k +ypd € (a) N K = {0}.
Téstéd seuraa, ettd (p,r) = 1, jolloin Bezout'n lemman nojalla on olemassa luvut
u,v € 7Z siten, ettd pu + rv = 1. Kayttden tiata tietoa ja ehtoja (3.4), (3.5) ja (3.6)
paadytaan seuraavaan paattelyketjuun:
c=1le= (pu+rv)e =u(pc) + v(re)
= u(ta+ k) + v(r(d + ma))
= u(ta + k) + v(rd + rma)
= u(ta+ k) + v(sa — k1 + rma)
= (ut + vs + rmv)a + (uk — vk;) € (a) + K.
Tamé on ristiriidassa ehdon (3.3) kanssa, jolloin haluttu yhtédsuuruus G = (a) + K
on voimassa ja Lemman 2.5 nojalla G = (a) & K. Lis#ksi, koska K on inkluusion

suhteen suurin sellainen aliryhmé, jolle pétee (a) N K = {0}, niin syklisen ryhmé&n
(a) virittdjaalkiolle a € G pétee {a} N K = (. Siispé | K| < |G]. O

Lause 3.9. (Adrellisten Abelin ryhmien peruslause) Olkoon G ddrellinen Abelin ryh-
md. Tdlloin

GE=EK &K, ®--- @ K,
joillain syklisilla ryhmilld K;, joiden kertaluvut ovat muotoa |K;| = p;*, missdi p; on
alkuluku ja r; € N kaikilla i = 1,2,... 1. Lisiksi kertaluvut |K;| = p;* jakavat ryhmdn
G kertaluvun.

Todistus. Lauseen 3.3 nojalla ryhmi G on isomorfinen aliryhmiensid G(g;) suoran
summan kanssa eli

G=G(q) @ & G(q),
missé qi, . . ., ¢ ovat kertaluvun |G| kaikki alkutekijét ja ¢; # ¢; kaikilla i # j. Jokainen
G(¢;) on Abelin g;-ryhmaé, joten riittdé osoittaa, ettd jokainen dérellinen Abelin g;-
ryhmé H on sellaisten syklisten aliryhmiensi K; suora summa, joiden kertaluvut ovat

muotoa |K;| = ¢/*, missd ¢ = 1,2,...,[. Todistetaan tdmé& induktiolla kdyttdmalla
ryhmén H kertalukua.
Tarkastellaan ensin tapausta, missd |H| = 2. Kun kertaluku |H| on 2 ja alkio

h € H ei ole neutraalialkio, niin syklisen aliryhmén (h) kertaluku on [(h)| > 1. Koska
aliryhmén (h) kertaluvun tiaytyy jakaa kertaluku |H| = 2 ja 2 on alkuluku, niin taytyy
olla [(h)| = 2. Siispd (h) = H ja H on syklinen ryhm4, jonka kertaluku on 2. N&in
ollen véite on tosi perusaskeleessa.

Oletetaan nyt, ettd véite on tosi kaikille Abelin ¢;-ryhmille, joiden kertaluku on
aidosti pienempi kuin kertaluku |H| ja olkoon maksimaalisen alkion a € H kertaluku
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la| = ¢;". Télloin Lemman 3.8 nojalla H = (a) ® K ja |K| < |H|. Liséksi, koska K on
ryhmén H aliryhmé, K on ¢;-ryhmaé. Induktio-oletuksen nojalla tiedetéén, ettd ryhma
K on isomorfinen syklisten aliryhmiensé suoran summan kanssa eli K = K& - - K],
missd |K;| = ¢' kaikille ¢ = 1,2,...,[. Té&lloin, koska ryhmé (a) on syklinen ja
la| = ¢;", viite patee myo6s ryhmélle H = (a) @ K ja induktioaskel on todistettu.

Lagrangen lauseen sovelluksena saadaan, ettd ryhmén K; & Ko @ - - - @ K aliryhmén
{e}@ - d{e}d K, d{e} ® - ®{e} kertaluku

{e} @ - e{et @ Kid{e; @@ {e}] = |Ki] = p}’
jakaa isomorfian nojalla ryhmén G kertaluvun. U

Suoran summan méaaritelméan nojalla tiedetéddn, etté jos dédrellinen ryhmé G voidaan
esittéd syklisten ryhmien Z,, ja Zj, suorana summana, eli G = Z,, ®Z;, joillakin m, k €
N, niin ryhmén G kertaluku on |G| = mk. Tama yleistyy muotoon, missid ryhmén
G kertaluvuksi saadaan |G| = ning---ng, jos ddrellinen ryhmé G voidaan esittdaa
syklisten ryhmien Z,,,, Z,,, . . . Zy,, suorana summana, eli G = Zy,, ® Zy, ® - D Ly, .
Edelleen, Lauseen 3.9 syklisten ryhmien K; kertaluvut suhtautuvat dérellisen ryhmén
G kertalukuun samalla tavalla.

Esimerkki 3.10. Luku 36 voidaan kirjoittaa alkulukujen potenssien tulona neljalla
eri tavalla:

36=2x2x3x3=2x2x%x32=22x3x3=22x3%

Télloin Lauseesta 3.9 seuraa, ettd jokainen Abelin ryhmé G, jonka kertaluku on |G| =
36, on isomorfinen ryhmén Zy @ Zo ® Zz ® Z3, Lo D Zo DB Ly, 74 D Z3 P Z3 tai
ryhmén Z, & Zg kanssa, silld edellamainittujen ryhmien komponenttien kertaluvut
voidaan esittid alkulukujen potensseina seuraavasti: |Zy| = 21, |Zs| = 31, |Z4] = 2% ja
|Zo| = 3% Ryhmiin G kertaluku voidaan siis esitt#é ndiden kertalukujen tulona, kuten
esimerkin alussa todettiin. Lisédksi ndmé ryhmét eivét ole isomorfisia keskenéén, joten
jokainen kertaluvun 36 Abelin ryhmé on isomorfinen jonkin mainitun ryhmén kanssa.

Edellisessé esimerkissd ryhmé Zsg, jonka kertaluku on myos 36, jatettiin kokonaan
mainitsematta. Tamé& johtuu siitd, ettd ryhmé Zszg on isomorfinen ryhmén Zy @ Zg
kanssa. Tamé viite perustuu seuraavaksi todistettavaan lemmaan.

Lemma 3.11. Ryhmdit Z,, ® Zy ja Ly ovat keskenddn isomorfisia, jos ja vain jos
(m, k) = 1.

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd (m,k) = 1. Koska ryhmén Z,, ® Z; kertaluku on
|Zym, & Zi| = mk, niin kyseisen ryhmén syklisyyden osoittamiseksi riittdd todistaa,
ettd pitee |(1,1)] = mk. Alkion (1,1) € Z,, ® Zj kertaluku |(1,1)| = ¢ on pienin
mahdollinen luku ¢ € N, jolle pétee (0,0) = #(1,1) = (¢,t). Néin ollen ¢ = 0 (mod m)
jat = 0 (mod k), jolloin m|t ja k|t. Mutta koska on (m,k) = 1, niin pdtee mklt,
jolloin edelleen mk < t. Niin ollen, koska mk(1,1) = (mk, mk) = (0,0) ja ¢t on pienin
mahdollinen luonnollinen luku, jolle tdméa pétee, taytyy olla mk =t = |(1,1)]. Alkion
(1,1) virittdm4 aliryhmé& on syklisen ryhmén Z,, ® Zy, aliryhmé ja koska |Z,, ® Z| =
mk , niin Z,, @ Zj on alkion (1,1) virittdmi aliryhmé ja n#in isomorfinen ryhmén
L. kanssa.

Todistetaan seuraavaksi implikaatio vasemmalta oikealle. Tehd&én vastaoletus, etta
(m,k) = d # 1. Télloin lukujen m ja k pienimmélle yhteiselle jaettavalle t = mk/d



11

pitee t < mk. Olkoon (a,b) € Z,, ® Zi. Talloin saadaan t(a,b) = (0,0), mutta
koska t < mk = |Z,, ® Zy|, niin mikddn ryhmén Z,, @ Z;, alkioista ei voi virittad koko
ryhméé. Paadytadn siis ristiriitaan, silld kyseinen ryhma ei voi olla syklinen eiké siten
isomorfinen syklisen ryhmén Z,,, kanssa. Téytyy siis olla (m, k) = 1. O

Havainnollistetaan vield esimerkin avulla, etté edellisen lemman tulos ei péade, jos
(m, k) # 1.

Esimerkki 3.12. Tarkastellaan ryhméa Zs & Zs, jolloin suurin yhteinen tekija on
(m,k) = (2,2) # 1. Kyseinen ryhméi ei kuitenkaan ole alkion (1,1) virittdma, silld
((1,1)) = {(0,0),(1,1)}. Télloin se ei myoskaan ole isomorfinen syklisen ryhmén Z,
kanssa.

Lause 3.13. Olkoon luku r = p'py?* - - pi*, missd p,...,p, ovat alkulukuja, p; # p;
kaikille i # 7 ja nq,...,n, € N. Tdlloin

L 2Ly @ -+ B Ly
1 t
Todistus. Viite on tosi, kun r = 2. Tehddén induktio-oletus, etté vaite on tosi kaikille
ryhmille Z,, joiden kertaluku |Z,| < n. Olkoon nyt m = p{* ja k = p32---py*, jolloin
(m, k) = 1. Siispé, koska induktio-oletuksen mukaan Z; = Liyp2®+ -+ DLy Jar = mk,
niin Lemman 3.11 nojalla
L, = Zp;n P Zy = Zp;n ®--- @Zp?t.
O

Aikaisemmin osoitimme, etté jokainen #dérellinen Abelin ryhmé voidaan esittéa sel-
laisten syklisten ryhmien suorana summana, joiden kertaluvut ovat alkulukujen po-
tensseja. Yhdistamalld Lauseet 3.9 ja 3.13 saadaan vaihtoehtoinen tapa esittda da-
relliset Abelin ryhmét syklisten ryhmien suorana summana. Ennen kuin muotoillaan
kyseinen esitystapa lauseeksi, tarkastellaan havainnollistavaa esimerkkia.

Esimerkki 3.14. Tarkastellaan ryhmé&a
G=Ly DLy DLy DL D L3 D L3 D L3 D ZLs ® Los.

Jarjestetddn nyt syklisten ryhmien kertaluvut alkutekijoidensd mukaan pienimméstéa
suurimpaan siten, etté jokainen alkutekija saa oman rivinsé:

2 2 2% 23
3 3 3
5 52

Jéarjestetddn sykliset ryhmét nyt uudestaan suoraksi summaksi edellisen taulukon
sarakkeiden perusteella. Tamé on mahdollista, silld voidaan maéaéritelld isomorfinen
kuvaus f : K ®@ H — H® K, f(k+ h) = h + k, jolloin induktiivisesti saadaan
jarjestettyd myos ddrellinen maérd ryhmia halutulla tavalla. Nyt siis pétee

G=2Zy® Ly DLs DLy B Ly ®ZLs DLy D Ly D ZLos .
Z6 Zeo Zesoo

Edelleen, Lauseen 3.13 nojalla paddytédéan siis lopputulokseen:

G =7y @ ZLe D Lo D ZLeoo-
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Seuraavan lauseen todistus perustuu Esimerkissé 3.14 esiteltyyn tekniikkaan. Esi-
merkki yleistyy siis tapaukseen, missd &érellinen Abelin ryhmé G voidaan esittéé
syklisten ryhmien My, M,, ..., M, suorana summana siten, etti syklisten ryhmien ker-
taluvuille patee seuraavassa lauseessa muotoiltu jaollisuus. Naitd syklisid ryhmia on
talloin itse asiassa lukuméérallisesti vihemmén kuin syklisid ryhmid K, K, ..., K]
Lauseessa 3.9.

Lause 3.15. Olkoon G ddrellinen Abelin ryhmd. Talloin pdtee
GEZM &My® ... M,

joillain syklisillé ryhmilld M;, joiden kertaluvuille |M;| = m; on m;_1|m; ja m; € N
kaikilla j.

Todistuksen idea. Lauseen 3.9 nojalla dérellinen Abelin ryhmé voidaan esitéé sellais-
ten syklisten ryhmien K7, ..., K; suorana summana, joiden kertaluvut ovat muotoa
|K;| = p;"", missé p; on alkuluku kaikillai =1,2,...,[,eliG = K1 ® Ky®- - - K. Jar-
jestetddn nyt néiden syklisten ryhmien kertaluvut alkutekijoidensd mukaan pienim-
masté suurimpaan siten, etté jokainen alkutekiji saa oman rivinsa. Télloin esimerkiksi
kaikkien sellaisten syklisten ryhmien kertaluvut, joiden alkutekijé on py, jarjestetdian
ensin riviin oikealta vasemmalle suurimmasta potenssista aloittaen seuraavasti:

plTll plrl2 plrls Ce pl"‘lt’
misséd siis p1™ < p;™2 < ... < p™. Kun kaikki syklisten ryhmien kertalukujen alku-
tekijat on 16ydetty, jarjestetddn saadut rivit alkutekijansd mukaan suuruusjérjestyk-

seen ylhadlta alas pienimmésta alkuluvusta aloittaen. Télloin saadaan siis seuraava
taulukko

pi' opitz o pts e e
P2 pe'2 po’ - poT
pkrkl pker pk_rkg e kakt

missd p; < py < ... < pg. Kun ei ole endéd mahdollista 16ytéaa syklista ryhméa K, jon-
ka kertaluku voidaan esittidé tietyn alkutekijén potenssina, tdydennetdédn merkinnél-
lisisté syisté loput rivin soluista télloin ykkosiksi. Témé voidaan tehda, sillda ryhmélle
G pitee G =2 G D 7.

Jéarjestamalld sykliset ryhmét K; uudestaan suoraksi summaksi taulukon sarakkei-
den perusteella vasemmalta oikealle ja kokoamalla ne sarakkeittain yhteen saadaan
Lauseen 3.13 nojalla esitys

G2K I 9Ky K, =2M DMy B --- D M,.

Liséksi, koska kertalukutaulukko taytettiin oikealta vasemmalle, tiedetdédn, ettd va-
semmalta oikealle siirryttidessd seuraava sarake tulee sisdltdméadn vihintddan yhden
saman alkutekijan kuin aikaisempi sarake. Toisin sanoen, koska pétee

k k
| M| = sz‘rij—l ja Hpirij = | M;|
i=1 i=1

sekéd r;,_, < 1y, niin kertaluvulla [M;| = m; on aina vihintdén yksi sama alkutekija
kuin kertaluvulla |M;_;| = m;_; ja télloin pitee m,_1|m; kaikilla j =1,2,...,¢t.
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4. ESITIETOJA SYLOWIN LAUSEIDEN TODISTAMISEKSI

Sylowin lauseista puhuttaessa siirrytddan kédyttdméadn ryhmistd multiplikatiivista
esitystapaa. Kappaleessa 2 esitiedot on kirjoitettu ryhmien additiivisuutta hyodynté-
mélld, mutta ne patevit kuitenkin myo6s vaihdettaessa multiplikatiiviseen merkintéta-
paan. Alle on listattu ndmaé esitiedot multiplikatiivisin merkinnéin ilman todistuksia.
Todistukset seuraavat analogisesti additiivisista vastaavista. Muistutuksena lukijalle,
merkinnalld e tarkoitetaan multiplikatiivisen ryhmén neutraalialkiota ja merkinnall&
1 kiisinteisalkiota.

Lemma 4.1. Olkoon G ryhmd ja alkio a € G.

(1) Jos alkion a kertaluku |a| = h < 0o, niin a* = e, jos ja vain jos h|k.

(2) Jos alkion a kertaluku |a| = td < oo, missd d > 1, niin |a'| = d.

Maéritelmi 4.2. Olkoot Gy, G, . .., Gy ryhmid. Madritelladn laskutoimitus joukos-
sa
G1®G2®®Gk: {(al,...,ak) Ta; € Gl kalklllaZEN}
seuraavasti:
(ala ag, ... 7ak;)(b17 bZa ce e 7bk;) = ((Ilbl, a2b27 cee 7akbk)
missa ag;, bz € Gl kaikilla ¢ = 1, Cey k.

Lemma 4.3. Olkoot M ja N ryhmdn G normaaleja aliryhmid siten, ettd MON = (e).
Josm € M jan € N, niin mn = nm.

Lemma 4.4. Olkoot Ny, ..., N, ryhmdin G normaaleja aliryhmid siten, ettd jokainen
ryhmdan G alkio a voidaan kirjoittaa yksikdsitteisesti muodossa

a1ag - - - Gk,
missd a; € N; kullakin i =1,2,..., k. Tdalloin
GEN QN ® - ® Np.

Lemma 4.5. Olkoon M ja N ryhmdn G normaaleja aliryhmid. Jos G = MN ja
M NN = {e), niin
G=M®N.

Sylowin lauseiden todistukset riippuvat vahvasti konjugoinnin késitteestd. Ennen
sen tarkasteluun ottamista muotoillaan vield eréds tarpeellinen lemma.

Lemma 4.6. Olkoon N ryhmdn G normaali aliryhmda ja T tekijaryhmdan G /N aliryh-
md. Tdlloin on olemassa ryhmdin G aliryhmd H siten, ettd patee N C H jaT = H/N.

Todistus. Olkoon H = {a € G : Na € T}. Osoitetaan ensin, ettd H on ryhmén
G aliryhmé. Joukko H siséltdéd ainakin neutraalialkion e, silld pitee Ne = N € T.
Siispd on H # (. Alkioille a,b € H pitee N(ab) = (Na)(Nb) € T, koska T on
ryhmé, ja siten on alkio ab € H. Tekijaryhmén perusominaisuuksista saadaan, etta
pitee Na=! = (Na)™! € T. Tésté seuraa, ettii alkio a=' € H. Siispd H on ryhmén
G aliryhmé. Lisdksi, jos @ € N, niin saadaan Na = N € T'. Siispa pétee N C H.
Osoitetaan vield, ettéd piatee T'= H/N. Olkoon nyt A € T'. Koska T" on tekijaryhmén
G/N aliryhmé, niin voidaan kirjoittaa A = Na jollekin a € G. Koska H/N = {Na :
a € H}, niin toisen inkluution todistamiseksi riittdéd osoittaa, ettd pétee a € H.
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Ryhmén H méaérittelystd saadaan, ettd koska Na = A € T, niin a € H. Talloin siis
T C H/N. Olkoon nyt Na € H/N, missé siis a € H. Ryhmén H maéaéirittelyn nojalla
patee Na € T. Siispd H/N C T. O

Maéaritelmi 4.7. Olkoon GG ryhmaé ja alkiot a,b € GG. Alkio a on alkion b konjugaatti,
jos on olemassa alkio x € G siten, ettd b = x lax.

Lause 4.8. Konjugointi on ekvivalenssirelaatio joukossa G.

Todistus. Olkoon alkiot a,b,c € G.
(1) Refleksiivisyys: Alkio a on itsensi konjugaatti, silli a = eae = e tae
(2) Symmetrisyys: Jos alkio a on alkion b konjugaatti, niin pitee b = z lax
jollekin x € G. Yhtélod vasemmalta ja oikealta kertomalla saadaan

() Tt = abr ™t = 2 tawa ! = q,

jolloin siis my0s alkio b on alkion a konjugaatti.

(3) Transitiivisuus: Jos alkio a on alkion b konjugaatti ja alkio b alkion ¢ kon-
jugaatti, niin voidaan kirjoittaa b = x~lax ja ¢ = y~'by joillekin =,y € G.
Sijoittamalla alkion b yht&lo alkion ¢ yhtéléon saadaan

c=y H(aax)y = (y 'z )a(zy) = (zy) " a(zy).
Télloin siis alkio a on alkion ¢ konjugaatti.

Konjugointi siis toteuttaa ekvivalenssirelaation ehdot. O

Maéritelma 4.9. Olkoon a € G. Joukkoa
T(a)={be G :b=2z"'ax jollakin x € G}
={be G:a=xbx ! jollakin z € G}
={be G:ax=uxbjollakinz € G} C G
sanotaan alkion a konjugaattiluokaks:.

Konjugaattiluokat ovat aina joko erilliset tai samat ja ryhmé voidaan esittda sen
erillisten konjugaattiluokkien yhdisteenéd. Havainnollistetaan tétéd seuraavalla esimer-
kill&.

Esimerkki 4.10. Tarkastellaan kolmion symmetriaryhmésta Ss alkion (12) konju-
gaattiluokkaa. Alkion (12) konjugaattiluokka koostuu médritelmén mukaan kaikista
alkioista 7 '(12)z, missd z € Ss. Talloin esimerkiksi alkiot

(23)71(12)(23) = (13) ja (132)71(12)(132) = (123)(12)(132) = (23)

kuuluvat alkion (12) konjugaattiluokkaan. Kdymalla ldpi kaikki alkiot x € Ss, saa-
daan alkion (12) konjugaattiluokaksi osoitettua joukko {(12),(13),(23)}. Samankal-
taisilla laskutoimituksilla voidaan osoittaa, ettd ryhmaélla S3 on olemassa kolme eril-
listd konjugaattiluokkaa; {(1)}, {(12), (13),(23)} ja {(123),(132)}. Lisdksi nahdaén,
ettd kolmion symmetriaryhmé voidaan kirjoittaa sen erillisten konjugaattiluokkien

yhdisteend S5 = {(1)} U {(12), (13), (23)} U {(123), (132)}.

Edellisestd esimerkistd voidaan havaita, ettd erillisten konjugaattiluokkien koko
vaihtelee eli ne sisdltavét eri méaran alkioita. Huomattavaa kuitenkin on, ettéd jo-
kaisen erillisen konjugaattiluokan alkioiden lukuméaéréd jakaa ryhmén Sz kertaluvun
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|S3] = 3! = 6. Taméa pétee myos yleisesti ja se osoitetaan mychemmin Lauseessa
4.13. Jotta on mahdollista osoittaa edelld mainittu jaollisuus ja todeta jotakin kon-
jugaattiluokan koosta eli konjugaattiluokan alkioiden lukumééristé, tarvitaan avuksi
keskittajaa.
Maéritelma 4.11. Olkoon G ryhmé. Alkion a € G keskittdja on joukko

C(a) ={g € G:ga=ag}.

Lause 4.12. Olkoon G ryhmd. Tdilldin alkion a € G keskittdji C(a) on ryhmdin G
aliryhmd.

Todistus. Keskittaja C'(a) sisiltdd vihintddn neutraalialkion e, silld ea = ae, joten
C(a) # (). Tarkistetaan, ettd alkion g € C'(a) kddnteisalkio kuuluu myos joukkoon
C(a). Koska g € C(a), niin pétee ga = ag. Kertomalla yhtdloa sekd vasemmalta,
ettéd oikealta alkiolla ¢g~! saadaan ¢ 'gag™' = ¢ lagg~! ja edelleen ag™' = ¢ la.
Siispid g~! € C'(a). Tarkistetaan vieli, etté laskutoimitus on suljettu operaatio. Olkoon
g,h € C(a) eli patee ga = ag ja ha = ah. T&ll6in voidaan kirjoittaa

(gh)a = g(ha) = g(ah) = (ga)h = (ag)h = a(gh).
Tésté seuraa, etté gh € C(a). Keskittdja C(a) on siis aliryhmé. O

Lause 4.13. Olkoon G ddrellinen ryhmd ja a € G. Alkion a konjugaattiluokan T(a)
alkioiden lukumdadrd #71(a) on aliryhmdn C(a) C G indeksi [G : C(a)] eli keskittdjin
C(a) oikeiden sivuluokkien lukumdadrd. Lisiksi luku #T(a) jakaa kertaluvun |G|.

Todistus. Kaytetddn tassd todistuksessa keskittdjastd C'(a) merkintdd C ja konju-
gaattiluokasta T'(a) merkintdd 7. Olkoon S ryhmén G aliryhmén C' erillisten oikei-
den sivuluokkien joukko ja T' alkion a € G konjugaattiluokka. Mé&aritellddn kuvaus
f:S =T, f(Cx) =2 tax. Jos saadaan osoitettua, etti kuvaus f on hyvin méri-
telty bijektio, niin tiedetddn, ettd joukoissa S ja T on sama maééra alkioita. Toisaalta
joukon S alkioiden lukumééra on keskittdjan C oikeiden sivuluokkien lukumééré eli
[G : C] jajoukon T alkioiden lukumé&éré on alkion a eri konjugaattien lukumééra. Ta-
mé todistaa lauseen ensimmaéisen osan. Lisdksi luku #7 = [G : C] jakaa kertaluvun
|G| Lagrangen lauseen nojalla.

(1) Osoitetaan ensin, ettd kuvaus f on hyvin méaritelty eli, ettd jokaiseen 14hto-
joukon alkioon on liitetty tdsmaélleen yksi kuvajoukon alkio. Koska konjugoin-
nille patee symmetrisyys, niin f(Cxz) € T kun z € G. Olkoon nyt =,y € G
siten, ettd Cz = Cy. Téllsin pitee Cay~! = C. Tésté seuraa, ettd xy~! € C,
silld C' on ryhmé. Koska siis patee xy~! € C, niin keskittdjin mairitelmésta
saadaan yhtdsuuruus (zy~')a = a(zy™!). Kerrotaan saatua yht#lod vasem-
malta seuraavasti:

(zy™) ey a = (zy™) " alay™).
Nyt siis a = (zy™') a(zy™!) = yz~lary~'. Kerrotaan saatua yhtilod vasem-
malta alkiolla ! ja oikealta alkiolla y, jolloin saadaan:

y’lay = y’ly:v’laxy’ly =z lax.

Nyt kuvauksen f médritelméstéd seuraa f(Cy) = f(Cx) eli kuvaus f on hyvin
maédritelty.
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(2) Kun edetéén kohdan (1) todistus vastakkaiseen suuntaan, saadaan osoitettua
kuvauksen f injektiivisyys. Olkoon f(Cz) = f(Cy). Talloin kuvauksen f méai-
rittelysté saadaan y~'ay = 2 'ax. Kertomalla yhtilod vasemmalta alkiolla y
ja oikealta alkiolla y~! saadaan, etté

a=yz laxy™ = (y ) e azy ™ = (zy ) lalay ).

Kerrotaan saatua yhtdlod vasemmalta alkiolla xy~!, jolloin saadaan

(zy Na = (zy ") (zy ) alzy™") = alzy™).

Ryhmin C' médrittelyn nojalla siis zy~! € C. Oikealta kertominen tuottaa
x € (Cly, jolloin alkiolle x péatee x = cy jollakin ¢ € C. Kertomalla saadun
yhtélon molempia puolia vasemmalta ryhmélla C' saadaan

Cz = C(cy) = (Ce)y. (4.1)

Osoitetaan nyt, ettd yhtasuuruus C'c = C pétee kaikilla ¢ € C'. Olkoon ensin
g € Cec. Talloin alkiolle g patee g = hc jollakin h € C. Koska C' on ryhma,
laskutoimitus on suljettu operaatio eli ¢ = hc € C' ja Cc C C'. Toisen suunnan
osoittamiseksi olkoon nyt g € C'. Voidaan kirjoittaa g = gc™tc = (gc™1)c, mis-
si ge=! € C. Tallsin pitee gclc € Ceeli C C Ce. Siispi saatiin osoitettua
yhtasuuruus Ce = C. Edellisen yhtédsuuruuden ja yhtélon (4.1) nojalla saa-
daan osoitettua, ettd piatee Cx = C'y. Tésté seuraa, ettd kuvaus f on injektio.
(3) Olkoon alkio b € T jokin alkion a konjugaatti, jolloin on olemassa = € G siten,
ettdi b = x~lax. TAmi on oikean sivuluokan C'x kuva eli kuvaus f on surjektio.

Kohdat (1), (2) ja (3) yhdistdmé&lld ndhdddn, ettd kuvaus f on hyvin mééritelty
bijektio joukolta S joukolle T ja véite on todistettu. U

LuokkayhtilGista
Olkoon G &érellinen ryhmé ja 71,75, ...,T; ryhmén G konjugaattiluokat, joille on
T; N T; = 0 kaikilla i # j. Kuten aiemmin todettiin, tdllin pétee

G=T\UT,U---UT,.

Koska konjugaattiluokat ovat erillisid eli ne eivét sisélla samoja alkioita, on mah-
dollista kirjoittaa ryhmén G kertaluku sen konjugaattiluokkien kertalukujen avulla
seuraavasti:

G| =TT UTU---UT| = |T1| + |To| 4 - - - + T3], (4.2)

missé |T;| on konjugaattiluokan T; alkioiden lukumé&érad. Tété esitystd on mahdollista
jalostaa edelleen, kun valitaan jokaisesta konjugaattiluokasta T; jokin alkio a;. Talloin
luokka Tj siséltaa kaikki alkion a; konjugaatit ja Lauseen 4.13 nojalla saadaan

G| =[G Cla)] + [G: Claz)] + -+ [G : Clay)]. (4.3)

Molempia ryhmén G kertaluvulle |G| saatuja esityksid kutsutaan luokkayhtéloiksi ja
ne ovat tarpeellisia Sylowin lauseiden todistuksissa.

Esimerkki 4.14. Esimerkissd 4.10 16ydettiin kolmion symmetriaryhmaélle S3 kolme
erillistd konjugaattiluokkaa

n={)}, T={(12),(13),(23)}, T5={(123),(132)},
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joiden alkioiden lukuméérat ovat 1,3 ja 2. Talloin ryhmén S3 kertaluku luokkayhtélon
(4.2) avulla esitettynd on

Valitaan jokaisesta konjugaattiluokasta seuraavat edustajat: (1) € T3, (12) € T; ja
(123) € T;. Tarkastellaan ensin edustajaa (123). Keskittdja C'((123)) koostuu niisté
alkioista = € Ss, joille pétee 2(123) = (123)z. Siispé alkion (123) keskittéjéksi saadaan

C'((123)) = {(1), (123), (132)}.

Kyseisen keskittédjan oikeat sivuluokat saadaan ratkaisemalla ne joukot, jotka ovat
muotoa C'((123))x = {(1)z, (123)x, (132)z}, missd = € S;. Jos alkio = itse kuuluu
keskittdjadan C'((123)) eli x € C((123)), niin télloin oikeaksi sivuluokaksi saadaan
joukko C'((123))x = C((123)), silla keskittdja on ryhméné suljettu laskutoimituksen
suhteen. Taytyy vield tarkastella erikseen tapaukset, missd alkio x on (12), (13) tai
(23). Jos on & = (12), niin saadaan

C((123))(12) = {(1)(12), (123)(12), (132)(12)} = {(12), (13), (23)}.
Vastaavasti my0s tapauksissa ¢ = (13) ja x = (23) oikea sivuluokka muodostuu
samaksi eli joukoksi {(12), (13),(23)}. Néin ollen keskittéjéalla C'((123)) on siis kaksi
oikeaa sivuluokkaa:

{(1),(123),(132)} ja {(12),(13),(23)}.

Niéin ollen indeksiksi saadaan [S3 : C'((123))] = 2. Voidaan tarkistaa, ettd nédin tosiaan
on, silld Lagrangen lausetta soveltaen indeksiksi saadaan

: sl 6
[S5 0 C((123))] Cl123)] 3 2.
Lisdksi pétee [S3 : C((123))] = |T5] = 2.
Samankaltaisilla laskutoimituksilla saadaan, ettéd keskittéjan C((12)) oikeita sivu-
luokkia on kolme ja keskittéajan C'((1)) oikeita sivuluokkia vain yksi. Talloin ryhmén
Ss kertaluku luokkayhtélon (4.3) avulla esitettynd on

|S3| = [95: C((1))] + [S3: C((12))] + [S5 : C((123))] =1+ 3+ 2 =6.
Keskuksen avulla saadaan kolmas esitys luokkayhtélolle.

Maéritelma 4.15. Ryhmén G keskus on joukko
Z(G) ={ce G:cx =xc kaikilla z € G}.

Pidetddn tunnettuna, ettd keskus Z(G) on ryhmén G aliryhmé ja erityisesti sen
normaali aliryhmé. Liséksi keskus Z(G) on Abelin ryhmé.

Lemma 4.16. Keskus Z(G) on kaikkien sellaisten ryhmdn G konjugaattiluokkien
yhdiste, jotka sisdltdvdt ainoastaan yhden alkion.

Todistus. Olkoon ¢ € Z(G). Kun kerrotaan keskuksen mééritelmén yhtélod cx = xc
molemmilta puolilta vasemmalta alkiolla 27! saadaan yhtdsuuruus = tcx = c kaikilla
r € G. Tami tarkoittaa, ettéd alkiolla ¢ € Z(G) ei ole muita konjugaatteja kuin se itse.
Inkluusio péatee my6s toiseen suuntaan. Olkoon nimittédin ¢ € G sellainen alkio, etté
sen konjugaattiluokka on T'(c) = {c}. Kertomalla yhtdlén = 'cx = ¢ molempia puolia
vasemmalta alkiolla x € G paddytaan keskuksen madritelméan ehtoon cx = xe. U
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Nyt voidaan kirjoittaa luokkayhtédlé muotoon
G| =1Z(G)| + |Th| + |Ta| + - + [T, (4.4)

missd ryhmén G erilliset konjugaattiluokat 17,715, ..., T, sisdltdvit enemmén kuin
yhden alkion ja kertaluku |T;| jakaa kertaluvun |G| kaikilla ¢ = 1,2,...,r.

Lemma 4.17. (Abelin ryhmien Cauchyn lause) Olkoon G ddrellinen Abelin ryhmd.
Jos alkuluku p jakaa ryhmin G kertaluvun |G|, niin on olemassa alkio a € G, jonka
kertaluku on |a| = p.

Todistus. Todistetaan véite ryhmén G kertalukuun perustuvalla induktiotodistuksel-
la. Osoitetaan ensin, ettd viite on tosi, kun kertaluku |G| = 2. T&lléin kertaluvun
|G| = 2 jakava alkuluku on p = 2. Tiedetéén, ettd alkion a € G\ {e} kertaluku jakaa
adrellisen ryhmén G kertaluvun |G| = 2, joten alkion a kertaluvun téytyy olla |a| = 2.

Oletetaan, ettd viite pétee kaikille Abelin ryhmille, joiden kertaluku on aidosti
pienempi kuin n. Osoitetaan nyt, ettd viite on tosi, kun kertaluku |G| = n. Olkoon
alkio a € G'\ {e}. Alkion a kertaluku voidaan kirjoittaa muodossa |a| = ¢t, missé g on
alkuluku ja ¢ € N. Téllsin Lauseen 4.1 nojalla alkion b = a' kertaluku on |b| = |a'| = q.
Jos ¢ = p, niin véite on todistettu.

Taytyy viela todistaa tapaus, missd ¢ # p. Olkoon N = (b) ryhmén G sykli-
nen aliryhmé. Koska ryhméd N on alkion b virittdmé, sen kertaluku on sama kuin
alkion b kertaluku eli |[N| = ¢. Lisdksi ryhmd N on normaali, silli G on Abe-
lin ryhmé. Tekijaryhmén G/N kertaluku on ryhmén N erillisten oikeiden sivuluok-
kien mééra eli indeksi [G : N]. Siispa Lagrangen lauseen nojalla indeksiksi saadaan
[G : N] = |G|/|N|. Tekijaryhmén kertaluvulle patee siis |G/N| = |G|/|N| = n/q < n.
Ryhmién G kertaluku |G| on jaollinen alkuluvulla p ja se voidaan kirjoittaa muodossa
|G| = |N||G/N| = ¢q|G/N]|. Oletettiin, ettd on ¢ # p, joten koska alkuluku p ei voi
jakaa alkulukua ¢ ja kertaluku |G| on jaollinen alkuluvulla p, tdytyy tekijaryhmén ker-
taluvun |G/N| olla jaollinen alkuluvulla p. Induktio-oletuksen nojalla véite on tosi te-
kijairyhmaélle G/N. Siispd on olemassa alkio Nc € G/N, jonka kertaluku on |[N¢| = p.
Néin ollen, koska N on ryhmén G normaali aliryhmé, pitee Ne? = (Nc¢)? = Ne ja
siksi ¢ € N. Koska ryhmén N kertaluku |N| = ¢ on alkuluku, niin kertaluvun |c?|
taytyy jakaa alkuluku ¢. Taytyy siis olla |?| = ¢ ja talloin patee P = (¢P)? = el = e.

Edellisen nojalla ja Lausetta 4.1 hyodyntamélld tiedetéén, ettéa kertaluvun |c| tédy-
tyy jakaa luku pg. Télloin ainoat vaihtoehdot alkion ¢ kertaluvuksi ovat 1, ¢, p tai pq,
joista kaksi 1 ja ¢ voidaan rajata pois. Nimittédin, jos alkion ¢ = e kertaluku olisi
lc| = 1, niin alkion N¢ kertaluku olisi |[N¢| = |[N| = 1 # p. Alkion ¢ kertaluku ei voi
myoskadn olla |c| = ¢, silld télloin voitaisiin kirjoittaa (Nc¢)? = N¢? = Ne ja kerta-
luku |N¢| = p jakaisi alkuluvun ¢. Ainoat mahdollisuudet alkion ¢ kertaluvuksi ovat
siis |¢| = p tai |c| = pq. Jalkimmaéisen pétiessid on olemassa alkio ¢? € G, jolla Lauseen
4.1 nojalla on kertaluku |¢?| = p. Néin ollen molemmissa tapauksissa ryhméi G sisil-
taa p-kertalukuisen alkion ja viite on induktion nojalla todistettu kaikille darellisille

Abelin ryhmille. O

Ylle on saatu kerattya kaikki tarvittavat esitiedot Sylowin ensimmaéisen lauseen
todistamista varten. Toisen ja kolmannen Sylowin lauseen todistamiseen tarvittavat
elementit ovat hyvin samankaltaisia aiempien esitietojen kanssa, mutta konjugoinnin
kisitettd taytyy jalostaa koskemaan alkioiden sijasta aliryhmié.
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Maaritelma 4.18. Olkoon H ryhmén G aliryhmé. Olkoot lisiksi A ja B mitké
tahansa kaksi ryhmén G aliryhméi. Ryhmé& A on ryhmén B H-konjugaatti, jos on
olemassa alkio = € H siten, ettd B =2'Azx = {a 'az : a € A}.

Lause 4.19. Olkoon H ryhmdn G aliryhmda. Talloin H-konjugointi on ekvivalenssi-
relaatio joukossa {A: A C G aliryhmd}.

Todistus. Todistus seuraa suoraan Lauseen 4.8 todistusta varioimalla. Téydellisyyden
vuoksi kiydadn kuitenkin yksityiskohdat ldpi. Olkoon A, B, C' C G ryhmia.
(1) Refleksiivisyys: Ryhmé A on itsensd H-konjugaatti, silli A = eAe = ¢! Ae ja
e€c H.
(2) Symmetrisyys: Jos ryhmé A on ryhmén B H-konjugaatti, niin télloin pétee
B = 7' Az jollekin x € H. Yhtilod vasemmalta ja oikealta kertomalla saa-
daan

(x7 ) 'Br ' =axBa ! = g Ava! = A,

missid 71 € H, jolloin siis myds ryhmé B on ryhméin A H-konjugaatti.

(3) Transitiivisuus: Jos ryhmé A on ryhmén B H-konjugaatti ja ryhmé B ryhmén
C' H-konjugaatti, niin voidaan kirjoittaa B = 2 'Ax ja C' = y !By joillekin
x,y € H. Sijoittamalla ryhmén B yhtdlo ryhmén C' yhtédloon saadaan

C=y (a7 Ar)y = (y ™27 ") A(zy) = (xy) " A(zy),
missd xy € H. Talloin siis ryhmé A on ryhmén C' H-konjugaatti.

H-konjugointi siis toteuttaa ekvivalenssirelaation ehdot. U

Maiéritelmi 4.20. Olkoon A ryhmén G aliryhmé. Ryhmén A normalisoija on joukko
N(A)={geG:g'Ag= A}
={g€G:Ag=gA}
={geG:A=gAg '}

Lause 4.21. Olkoon A ryhmdin G aliryhmda. Tdlloin normalisoija N(A) on ryhmdn
G aliryhmda ja A on ryhmdn N(A) normaali aliryhmd.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd N(A) on ryhmén G aliryhmé. Koska péitee eA = Ae,
niin normalisoija siséltdd ainakin neutraalialkion eli e € N(A) ja on siten epétyhja.
Jos on g, h € N(A), niin talloin patee

(gh)A = g(hA) = g(Ah) = (gA)h = (Ag)h = A(gh).

Siispd gh € N(A) ja siten normalisoija on suljettu laskutoimituksen suhteen. Kerto-
malla yht#lon gA = Ag molemmat puolet sekéi vasemmalta etti oikealta alkiolla gt
paddytiin yhtasuuruuteen Ag—' = g~ A, jolloin siis on g~' € N(A). Néin on saatu
osoitettua, ettd N(A) on ryhmén G aliryhmé.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd A on ryhmén N(A) normaali aliryhmé. Olkoon té-
ti varten a € A. Téllsin voidaan kirjoittaa a 'Aa = A. Téméi vastaa normalisoijan
méiritelmén ehtoa, jolloin siis saadaan A C N(A). Liséksi normalisoijan mééritel-
méstid seuraa, ettd Ag = gA kaikilla ¢ € N(A), joten A on ryhmén N(A) normaali
aliryhma. U
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Muotoillaan seuraavaksi lause, joka merkintojia muuttamalla voidaan rinnastaa
Lauseeseen 4.13. Korvataan Lauseessa 4.13 ja sen todistuksessa ryhmé& G ryhmél-
14 H, alkio a ryhmalld A ja keskittdja C' ryhmalla H N N(A). Néin seuraava lause
antaa hyodyllistéd tietoa H-konjugaattiluokkien alkioiden lukuméérésté ja niihin liit-
tyvésta jaollisuusominaisuudesta.

Lause 4.22. Olkoot H ja A darellisen ryhmdn G aliryhmida. Ryhmdn A H -konjugaattien
lukumdadrd on indeksi [H : H N N(A)], joka jakaa kertaluvun |H|.

Todistus. Merkintéjad muuttamalla todistus noudattaa suoraan Lauseen 4.13 todis-
tusta. Kéytetddn ryhmén A H-konjugaattiluokkien joukosta merkintdd Ty (A) ja
sen alkioiden lukumaéréstd merkintdd #7y(A). Olkoon Sy (A) ryhmén H aliryhmén
H N N(A) oikeiden sivuluokkien joukko ryhmésséd H. Madritellaan kuvaus

f:Su(A) = Tu(A), f(HNN(A)z)=2""Ax.

Jos saadaan osoitettua, ettd kuvaus f on hyvin méiritelty bijektio, niin tiedetéén,
ettéd joukoissa Sy(A) ja Ty(A) on sama madrd alkioita. Toisaalta joukon Sy (A) al-
kioiden lukumééra on indeksi [H : H N N(A)] ja joukon Ty (A) alkioiden lukumé&éra
on ryhmén A H-konjugaattien lukuméédrd. Néain saadaan osoitettua lauseen ensim-
méinen osa. Lisdksi, Lagrangen lauseen nojalla luku #75(A) = [H : HNN(A)] jakaa
kertaluvun |H|. Korvaamalla Lauseen 4.13 todistuksen kohdista (1), (2) ja (3) ryh-
mé G ryhméilld H, alkio a ryhmalld A ja keskittdja C' ryhmélla H N N(A), saadaan
osoitettua, ettd kuvaus f on hyvin méaritelty, injektiivinen ja surjektiivinen eli hyvin
médritelty bijektio ja lause on néin todistettu.
Osoitetaan, ettd kuvaus f on hyvin méaéritelty. Méaritelmén nojalla pétee

f(HNN(A)z) =2 'Ax € Ty(A),
kun z € H. Olkoon nyt =,y € H siten, ettd (H N N(A))x = (H N N(A))y. Télloin
patee
(HNN(A)xy ' = HNN(A).
Téstd seuraa, ettd xy~' € H N N(A), silli H N N(A) on ryhmi. Koska siis pétee
ry ' € HN N(A), niin normalisoijan méiritelmistd saadaan yhtdsuuruus
(2y™)A = Azy™).

Kerrotaan saatu yhtélo vasemmalta seuraavasti:
(zy™) Moy A= (ay™) " Aley ™).
Nyt siis A = (xy 1) tA(zy™!) = yr ' Azy~!. Kerrotaan saatu yht#lo vasemmalta
alkiolla y~! ja oikealta alkiolla ¥, jolloin saadaan:
y Ay =y lyr T Axy Ty = 27 A,
Nyt kuvauksen f méadritelmésta seuraa
FHNN(A))y) = f((HNN(A))z)

eli kuvaus f on hyvin méaéritelty.

Kéaydaan esimerkin vuoksi vield surjektiivisuuden kohdalla yksityiskohdat lapi. Ol-
koon alkio B € Ty (A) jokin ryhmén A H-konjugaatti, jolloin on olemassa z € H
siten, ettd B = 7' Ax. TAm& on oikean sivuluokan (H N N(A))z kuva eli kuvaus f
on surjektio. 0O



21

Maaritelméa 4.23. Olkoon G dédrellinen ryhmé ja p alkuluku. Jos ryhmén G aliryh-
mélld K on kertaluku |K| = p™ ja luku p” on suurin alkuluvun p potenssi, joka jakaa
kertaluvun |G|, niin ryhméd K sanotaan Sylowin p-ryhmdksi.

Esimerkki 4.24. Tarkastellaan symmetristd ryhméa S;. Ryhméan S, kertaluku on
|S;] = 4! = 24 = 23 x 3. Huomataan, etti 23 = 8 on suurin alkuluvun 2 potenssi,
joka jakaa kertaluvun |S,|. Talloin kaikki ryhmén Sy aliryhmét, joiden kertaluku on
8, ovat Sylowin 2-ryhmid. Ryhméa

{(1),(13),(24), (1234), (1432), (13)(24), (12)(34), (14)(32) }

on esimerkki téllaisesta 8-kertalukuisesta aliryhméstéi. Vastaavasti, kaikki ryhmén S
aliryhmét, joiden kertaluku on 3, ovat Sylowin 3-ryhmi4.

Lemma 4.25. Olkoon K ddrellisen ryhmdan G Sylowin p-aliryhmda. Jos alkion x € G
kertaluku on muotoa |x| = p", missi r € N, ja pitee v 'Kz = K, niin v € K.

Todistus. Koska Lauseen 4.21 nojalla K on ryhmén N(K) normaali aliryhmé, on
mahdollista méaritelld tekijaryhmé N(K)/K. Oletuksen nojalla alkiolle x € G pétee
v 'Kz = K, joten x € N(K). Lisiiksi, koska alkion x kertaluku on muotoa |x| = p",
niin myos sivuluokan Kz € N(K)/K kertaluku on muotoa |Kz| = p™. Téméi saadaan
osoitettua Lemman 4.1 avulla, silld sen nojalla yhtasuuruusketjusta
(Ko)" = Ka* = Ke

seuraa, ettd kertaluku |z| = p" on jaollinen kertaluvulla |Kz|. Siispé alkio Kx virittda
ryhmén N(K)/K syklisen aliryhmén 7' = (Kz), jonka kertaluku on myds muotoa
|T| = p™. Lemman 4.6 nojalla pitee T'= H/K, missd H on ryhmén N(K) aliryhmé
ja siten myos ryhmén G aliryhmé ja K C H. Koska K on Sylowin p-ryhmé, sen
kertaluku on muotoa |K| = p".

Nyt siis sekd ryhmén K ettd ryhméan T kertaluvut ovat alkuluvun p potensseja, ja
koska Lagrangen lauseen nojalla on

|H| = |K||T| = p"p™ =p"™,

nahdédn myos kertaluvun |H| olevan alkuluvun p potenssi. Mutta nyt, koska K on
ryhmén G Sylowin p-aliryhmé, mééritelmén 4.23 nojalla kertaluku | K| = p™ on suurin
alkuluvun p potenssi, joka jakaa kertaluvun |G|. Samanaikaisesti tiedetdén, etta pétee
K C H, joten taytyy olla K = H ja télloin aliryhmélle T" pétee

T=H/K=K/K ={Ke}.

Siispa ryhmén T virittdman alkion Kz tdytyy itseasiassa olla sivuluokka Ke ja tésté
yhtédsuuruudesta Kx = Ke seuraa, ettéd pétee x € K. O
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5. SYLOWIN LAUSEET

Kappaleessa 3 luokiteltiin kaikki dérelliset Abelin ryhmaét. Sellaisten &érellisten ryh-
mien luokittelu, jotka eivit ole Abelin ryhmié, on huomattavasti vaikeampaa. Jotta
my0s néiden ei-Abelisten ryhmien luokittelu olisi mahdollista, tarvitaan avuksi Sy-
lowin lauseita. Huomattavaa on, ettd Sylowin lauseiden todistukset eivét juurikaan
kerro tavasta, jolla itse Sylowin lauseita kidytetdan ryhmien analysointiin. Téssé kap-
paleessa siis lukijan on syyté kiinnittdé erityistd huomiota itse Sylowin lauseisiin ja
ymmartad niiden kdyttotarkoitus.

Lause 5.1. (Sylowin ensimmdinen lause). Olkoon G ddrellinen ryhmd ja p alkuluku.
Jos luku p* jakaa kertaluvun |G| jollakin k € N, niin on olemassa ryhmdn G aliryhmi
H, jonka kertaluku on |H| = p*.

Todistus. Todistetaan viite tekemélla induktio ryhmén G kertaluvun suhteen. Viite
on tosi, jos kertaluku |G| = 1, silld télloin ainut alkuluvun p potenssi, joka jakaa
kertaluvun |G| on p°. Lisiksi aliryhméi, jonka kertaluku on p° on ryhmi G itse.
Olkoon nyt kertaluku |G| > 1. Oletetaan, ettd viite on tosi kaikille ryhmille, joiden
kertaluku on aidosti pienempi kuin ryhmén G kertaluku. Luokkayhtélot 4.3 ja 4.4
yhdistamalld voidaan kirjoittaa kertaluku |G| muodossa

Gl =1Z(G)| + [Th] + [Ta[ + - + [T7]
=|Z(GQ)|+[G: C(a)] +[G: C(az)] +---+ [G : C(a,)],

missé [G : C(a;)] > 1 jokaisella i = 1,2,...,r. Koska keskus Z(G) siséltaa aina
neutraalialkion e, niin keskuksen kertaluvulle patee |Z(G)| > 1. Lisdksi keskittéjan
kertaluvulle pétee |C(a;)| < |G| kaikillai = 1,2, ..., r, silla muuten Lagrangen lauseen
nojalla olisi [G : C(a;)] = |G|/|C(a;)| = 1, jolloin keskittdja C'(a;) olisi koko ryhmé
G.

Oletetaan nyt, ettd on olemassa j € {1,2,...,r} siten, ettd indeksi [G : C(q;)] el
ole jaollinen alkuluvulla p. Niin ollen, koska oletuksen nojalla luku p* jakaa ryhmén
G kertaluvun, joka voidaan kirjoittaa Lagrangen lauseen nojalla muodossa

|Gl = [C(ay)|G : Clay)],

niin luvun p* téytyy jakaa myos kertaluku |C'(a;)|. Aiemmin todettiin, ettd pétee
|C'(a;)] < |G|, joten induktio-oletuksen nojalla keskittdjalla C(a;) C G on aliryhmé
H, jonka kertaluku on |H| = p*. Siispd H on my&s ryhmén G aliryhmi eli on olemassa
ryhmén G aliryhmé, jonka kertaluku on pF.

Oletetaan seuraavaksi, ettd alkuluku p jakaa indeksin [G : C(q;)] kaikilla i =
1,2,...,r. Oletuksen nojalla kertaluku |G| on myos jaollinen alkuluvulla p. Edelleen

kirjoittamalla

G =D _IG: Clay)] = |12(G)]
i=1
ndhdddn, ettd myos kertaluku |Z(G)| on jaollinen alkuluvulla p. Keskus Z(G) on
Abelin ryhmé, joten Lemman 4.17 nojalla on olemassa alkio ¢ € Z(G), jonka kertaluku
on |c| = p. Olkoon nyt N alkion ¢ virittdmé syklinen ryhmé. Télloin ryhmén N = (c)
kertaluku on |N| = p. Lisédksi N on keskuksen Z(G) aliryhménd ryhmén G normaali
aliryhmé, silld cfx = zc* kaikilla x € G ja kaikilla ¢ € {1,2,...p}. Tekijiryhmé on
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ryhméstéd G ja sen normaalista aliryhméstd N konstruoitu uusi ryhmé, joten edellisen
seurauksena saadaan tekijaryhmé G /N, jonka kertaluvulle pétee

|G/N| = |G|/IN| = |G|/p < |G|
ja se on jaollinen luvulla p*~*. Induktio-oletuksen nojalla ryhmélld G/N on aliryhmi
T, jonka kertaluku on |T| = p*~!. Kokoamalla edelliset piittelyt ja kiyttamalld

Lausetta 4.6 havaitaan, ettd on olemassa ryhmén G aliryhmé H siten, ettd pétee
N C H jaT = H/N. Lagrangen lausetta kahdesti soveltaen saadaan talloin

|H]| _
|H| = |N|[H : N] = ]N||—N| = |N||H/N| = |N||T| = pp*~" = p".
Siispd on olemassa ryhmén G aliryhmé H, jonka kertaluku on p*. O

Esimerkki 5.2. Tarkastellaan ryhméa Zgy. Téll6in Lauseen 3.13 nojalla, koska 60 =
22 x 3 x 5, niin pétee Zgy = Zg2 ® Zs B Zs. Lisiksi niahdiin, ettd ryhmén Zgo kertaluku
|Zeo| = 60 on jaollinen esimerkiksi alkuluvun 2 toisella potenssilla 22. Siispd myos
kertaluku |Zy: @ Zs @ Zs| = 60 on jaollinen luvulla 22. Sylowin ensimméisen lauseen
nojalla taytyisi siis olla olemassa ryhmén Zoy: @ Zs @ Z5 aliryhmé, jonka kertaluku on
22. Ryhmé Zy @ {e} ® {e} on téllainen aliryhmé.

Esimerkki 5.3. Symmetrisen ryhmén Sg kertaluku on
|Sg| = 6! =720 = 2* x 3% x 5.

Valitaan alkuluvuksi ensin p = 2. Téllsin luvut pt = 2,p? = 4,p® = 8 ja p* = 16
jakavat kertaluvun |Sg|, joten Sylowin ensimmaéisen lauseen nojalla ryhmaélla Sg on
aliryhmét, joiden kertaluvut ovat 2,4,8 ja 16. Tamé ei kuitenkaan tarkoita, etteiko
saman kertaluvun aliryhmié voisi olla useampia. Esimerkiksi ryhméit

{(1),(12)}, {(1),(12)(34)} ja {(1), (12)(34)(56)}

ovat ryhmén Sg aliryhmié, joiden kaikkien kertaluku on 2. Vastaavasti, kun alkuluku
on p = 3, niin Sylowin ensimméisen lauseen nojalla ryhmaélla Sg on aliryhmét, joiden
kertaluvut ovat 3 ja 9. Liséiksi alkuluvun ollessa p = 5, ryhmélld Sg on vahintdéan yksi
aliryvhmé, jonka kertaluku on 5.

Seuraus 5.4. (Cauchyn lause). Olkoon G ddrellinen ryhmd. Jos alkuluku p jakaa
kertaluvun |G|, niin on olemassa alkio a € G, jonka kertaluku on |a| = p.

Todistus. Olkoon p alkuluku, joka jakaa dérellisen ryhmén G kertaluvun |G|. Talloin
Sylowin ensimmaéisen lauseen 5.1 nojalla on olemassa ryhméan G aliryhmé K, jonka
kertaluku on |K| = p. Koska alkion a € K \ {e} virittamén syklisen aliryhmén
(a) C K kertaluku jakaa alkuluvun p ja |(a)| # 1, niin sen kertaluvun tdytyy olla
|(a)| = p. Koko ryhmé& K on siis alkion a virittdméa ja on siis olemassa alkio a € G,
jonka kertaluku on |a| = p. O

Sylowin toinen lause osoittaa, ettd jokainen ryhméan G' Sylowin p-aliryhmé voidaan
muodostaa toisen ryhmén G Sylowin p-aliryhmén avulla. Jotta padstaan késiksi ta-
paan, jolla Sylowin p-aliryhmé& on mahdollista muodostaa toista Sylowin p-aliryhmé&a
apuna kayttien, tdytyy ottaa tarkasteluun seuraavat lemmat. Lisdksi Sylowin tois-
ta lausetta ja néitd lemmoja hyddyntéden voidaan osoittaa, ettd mitka tahansa kaksi
ryhmén G Sylowin p-aliryhmé&é ovat keskendén isomorfisia.
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Lemma 5.5. Olkoon G ryhmd ja x € G. Tdlloin kuvaus f : G — G, f(a) = v lax
on isomorfismi.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd kuvaus f on homomorfismi. Olkoon a,b € G. Talloin
patee

fla)f(b) = (2 'ax) (2 br) = 27 ta(xz™)br = v abxr = f(ab).

Osoitetaan vield, ettd kuvaus f on bijektio. Olkoon g € G maalijoukon alkio. Téll6in
alkion zgx~! € G kuva on

flega™) =2 (zg2™ )z = (a7 x)g(a ™ z) = ege = g.
Siispd kuvaus f on surjektio. Olkoon nyt f(a) = f(b) joillakin a,b € G. Télloin
pitee 2 tax = v~ 'bx. Kertomalla yhtdlén molemmat puolet vasemmalta alkiolla z ja
oikealta alkiolla ! saadaan a = b eli kuvaus f on injektio. Niin ollen kuvaus f on
homomorfismi ja bijektio eli isomorfismi. U

Lemma 5.6. Olkoon G ryhmid, K sen aliryhmd ja x € G. Télloin v~ Kx on ryhmdn
G aliryhmd, joka on isomorfinen aliryhmdn K kanssa.

Todistus. Tiedetddn, ettd K on ryhmén G aliryhmé ja = € G. Olkoon nyt f : G — G,
f(k) = z7'kx kuvaus, joka kuvaa aliryhmén K joukoksi

f(K)=a2"'"Ke ={27'kz: k€ K}.

Koska Lemman 5.5 nojalla kuvaus f on isomorfismi, niin myos 2~ !Kx on ryhmén G
aliryhmai, ja aliryhméit K ja 27! Kz ovat keskenéin isomorfisia. U

Edellisessé Lemmassa todistettiin, ettd ryhmén G aliryhmit K ja 27! Kx ovat kes-
kend#n isomorfisia. Talloin tiedetéddn, ettd kyseisten aliryhmien kertalukujen taytyy
olla yhtésuuret eli |K| = |z~ Kz|. Nyt jos K on ryhmiin G Sylowin p-aliryhmé eli
kertaluku |K| = p™ on suurin alkuluvun p potenssi, joka jakaa ryhmén G kertalu-
vun, niin myos kertaluku [~ Kx| = p™ on suurin télldinen alkuluvun p potenssi eli
r 'Kz on Sylowin p-aliryhmi. Nyt ollaan valmiita osoittamaan, etti jokainen Sy-
lowin p-aliryhmé voidaan muodostaa edelld kuvatulla tavalla. Muotoillaan kuitenkin
sitd ennen avuksi vield yksi lemma.

Lemma 5.7. Olkoon K ja P ryhmdn G aliryhmid. Tdlloim ryhmédn K katkkien G-
konjugaattien joukko S = { Ky, Ks, ..., K} on erdiden P-konjugaattiluokkien yhdiste.

Todistus. Merkitdén K, = K. Koska ekvivalenssirelaatio muodostaa osituksen [10, s.
46], riittad todistaa, ettd ryhméin K; P-konjugaattiluokka sisdltéé ainoastaan joukon
S alkioita kullakin ¢ = 1,2,...,¢. Jokainen K; on ryhmén K; G-konjugaatti. Koska
konjugoinnille pétee transitiivisuus, jokainen ryhmén K; G-konjugaatti on myos ryh-
mén K; G-konjugaatti. Toisin sanoen, jokainen ryhmén K; G-konjugaatti on jokin
K. Télloin, koska P C G on aliryhmé, niin my6s jokainen ryhmén K; P-konjugaatti
on jokin Kj. U

Lause 5.8. (Sylowin toinen lause). Olkoon p alkuluku. Olkoon lisiksi P ja K ryhmdn
G Sylowin p-aliryhmid. Télloin on olemassa alkio x € G siten, etti P = x ' K.
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Todistus. Olkoon Sylowin p-aliryhmén K kertaluku |K| = p". Téll6in ryhmén G
kertaluku voidaan kirjoittaa muodossa |G| = p"m ja p { m. Koska K on Sylowin
p-aliryhmé, Lemman 4.22 nojalla sen G-konjugaattien lukumééra on

t=[G:GNNK)] =[G: NK).

Indeksi ¢ ei ole jaollinen alkuluvulla p, silld Lagrangen lauseen nojalla voidaan kir-
joittaa

p'm = |G| = IN(K)|[G : N(K)] = [N(K)[t,
missid kertaluku |N(K)| on jaollinen luvulla p", koska K on sen aliryhméi. Taytyy
osoittaa, ettd Sylowin p-aliryhm& P on ryhmén K G-konjugaatti eli yksi konjugaa-
teista K;, missd ¢ = 1,2,...,t. Tehddan tdméa P-konjugointia kiyttéien.

Lemman 5.7 nojalla ryhmén K kaikkien G-konjugaattien joukko S = { Ky, Ko, ..., K;}
on erdiden P-konjugaattiluokkien yhdiste. Jokaisessa téllaisessa P-konjugaattiluokassa
aliryhmien lukumééréd on jokin alkuluvun p potenssi, silld Lauseen 4.22 nojalla sel-
laisten aliryhmien lukumééra, jotka ovat ryhmén K; P-konjugaatteja on indeksi

[P: PAN(K;)]

ja Lagrangen lauseen nojalla tdmé jakaa kertaluvun |P| = p". T&lloin siis joukon S
alkioiden lukumaééra ¢ on alkuluvun p potenssien summa

Pt AP AP

misséd n; = 0,1,2,... kaikilla j ja jokainen alkuluvun p potenssi on yhden P-konju-
gaattiluokan aliryhmien lukumééra. Aiemmin todettiin, ettd luku ¢ ei ole jaollinen
alkuluvulla p, joten ainakin yhden alkuluvun p potenssin tiytyy olla p° = 1. T#llin
siis jokin yksio {K;} muodostaa ryhmén K P-konjugaattiluokan, jolloin erityisesti
patee
l’ilKZ’l’ = K,L

kaikilla z € P. Liséksi jokaisella x € P on olemassa luku r siten, ettd kertaluvulle pé-
tee |x| = p”, silla P on Sylowin p-aliryhmé. Lemmasta 4.25 saadaan téssi tapauksessa,
ettd v € K; ja P C K;. Koska molemmat ryhmét P ja K; ovat Sylowin p-aliryhmia,
niilld on sama kertaluku. Siispd pitee P = K;. U

Sylowin toisen lauseen 5.8 ja Lemman 5.6 nojalla pystytaian osoittamaan, ettd mitka
tahansa kaksi ryhmén G Sylowin p-aliryhméé ovat keskenédén isomorfisia. Nimittéin,
jos P ja K ovat ryhmén G Sylowin p-aliryhmié, niin Sylowin toisen lauseen nojalla
voidaan kirjoittaa P = 2 'Kz jollekin € G. Lemmasta 5.6 saadaan, ettd ryhmiit
v 'Kz ja K ovat keskeniin isomorfisia.

Seuraus 5.9. Olkoon G ddarellinen ryhmda ja K sen Sylowin p-aliryhma jollekin alku-
luvulle p. Tdlloin K on ryhmdn G normaali aliryhmd, jos ja vain jos K on ryhmdn
G ainoa Sylowin p-aliryhmd.

Todistus. Aiemmin todettiin, ettd jos K on Sylowin p-aliryhmé, niin myés 1 Kz on
Sylowin p-aliryhma kaikille x € G. Jos K on ryhmén G ainut Sylowin p-aliryhmé, niin
tilloin pitee 2 'Kz = K kaikille 2 € G. Kertomalla yhtilon molemmat puolet va-
semmalta alkiolla x saadaan yhtédlo Kx = K eli K on ryhmén G normaali aliryhma.
Implikaatio patee my0s toiseen suuntaan. Oletetaan nyt, ettd K on ryhmén G nor-
maali aliryhmé. Olkoon liséksi P mika tahansa ryhmén G Sylowin p-aliryhmé. Talloin
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Sylowin toisen lauseen 5.8 nojalla, on olemassa alkio x € G siten, ettd P = 2 ' K.
Nyt, koska K on normaali, patee

P=2'"Kz=K(z 'z) = Ke = K.
Siispd K on ryhmén G ainut Sylowin p-aliryhma. O

Lause 5.10. (Sylowin kolmas lause). Olkoon G ddrellinen ryhmda. Ryhmdn G Sylowin
p-aliryhmien lukumddra t jakaa kertaluvun |G| ja voidaan esittdd muodossat = 1+pk
jollekin k =0,1,2,....

Todistus. Olkoon S = {Ki, Ks,...,K;} kaikkien ryhmén G Sylowin p-aliryhmien
joukko. Sylowin toisen lauseen 5.8 nojalla joukon S alkiot ovat tdsmélleen ryhméan K,
eri G-konjugaatit. Lemman 4.22 nojalla ryhmén K eri G-konjugaattien lukuméaara
on

eli Sylowin toista lausetta kdyttamélld myos ryhmén G Sylowin p-aliryhmien luku-
méadrd on t = [G : N(K1)]. Lagrangen lauseen seurauksena tdmé indeksi jakaa ryhmén
G kertaluvun |G|.

Olkoon P joukon S ryhmé K;. Ryhmin K; ainut P-konjugaatti on se itse, silld
r 1K x = K kaikilla 2 € K. Osoitetaan vield, ettd jos R on K;-konjugaattiluokka
siten, ettd K7 ¢ R, niin joukossa R on p" alkiota jollakin r > 1. Tehdd&n vastaole-
tus, ettd on olemassa P-konjugaattiluokka R = {K;}, missd j = 2,3,...,¢. Télloin
erityisesti pitee 271Kz = K kaikilla 2 € K. Ristiriitaa varten riittid todistaa, ettd
piatee K; = Kj. Jokaisella x € K; on olemassa luku r siten, ettd kertaluvulle pétee
|z| = p", silla K on Sylowin p-aliryhmé. Lemmasta 4.25 saadaan téssd tapauksessa,
ettd o € Kj ja siten erityisesti K1 C Kj;. Koska molemmat ryhmét K; ja K; ovat
Sylowin p-aliryhmié, niillé on sama kertaluku. Siispd pétee K; = K;. Néin ollen ainut
P-konjugaattiluokka, joka sisdltdd vain yhden alkion, on {K;} = {P}.

Lemman 5.7 nojalla joukko S on eri P-konjugaattiluokkien yhdiste, joista jokainen
siséltdd jonkin alkuluvun p potenssin verran aliryhmia K;. Edelléd osoitettiin, ettd vain
yksi P-konjugaattiluokista on yksio, nimittéin { P}, jolloin kyseisen konjugaattiluokan
alkioiden lukumiird on p° = 1. Lisiiksi osoitettiin, ettd muiden P-konjugaattiluokien
aliryhmien lukumééré on jokin alkuluvun p positiivinen potenssi eli p'7, missd r; > 0.
Talloin Sylowin p-aliryhmien lukumééré eli indeksi ¢ = [G : N(K;)] on muotoa

t=1+4+p"+...+p",
joka edelleen voidaan kirjoittaa muodossa t = 1 + kp, jollekin £ =0,1,2,.... O
Lemma 5.11. Olkoon H ja K ryhman G aliryhmida. Merkitddn
HK ={hke€ G:he€ H ja ke K}.

Jos on HN K = (e), niin tdlloin pdtee |HK| = |H||K].
Todistus. Tarkastellaan yhtalod hk = hik;. Kertomalla yhtédlon molemmat puolet
vasemmalta alkiolla h; ™! € H ja oikealta alkiolla k' € K saadaan yhtlo

hy thkk™ = by thoky kT

jolloin edelleen

hi th =k k™t
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Nyt siis g = by 'h € Hja g = kik~' € K eli ¢ € HN K. Mutta koska oletuksen
nojalla HN K = {e}, niin tdytyy olla g = e eli péitee h = hy ja k = k. Siispa jokainen
ryhmén H K alkio voidaan kirjoittaa yksikésitteisesti muodossa hk, missd h € H ja
k € K ja pitee |HK| = |H||K]|. O

Lause 5.12. Olkoon G ryhmd ja sen kertaluku |G| = pq, missd p ja q ovat alkulukuja
siten, ettd pdtee p > q. Jos alkuluku q ei jaa lukua p—1, niin ryhmd G on isomorfinen
ryhmdn Z,q kanssa.

Todistus. Olkoon { My, My, ..., M} ryhmén G Sylowin p-aliryhmien joukko. Sylowin
kolmannen lauseen 5.10 nojalla ryhmén G Sylowin p-aliryhmien lukumééréin ¢ taytyy
jakaa kertaluku |G| = pq. Talloin siis luvun ¢ taytyy olla 1, p, ¢ tai pq. Toisaalta luvulle
t pétee t = 1 + pk jollekin £k =0,1,2,.. ..

Osoitetaan seuraavaksi, ettd Sylowin p-aliryhmien lukumééréa ¢ ei voi olla ¢, p eikéd
pq. Koska oletuksen nojalla patee p > ¢, niin alkulukua ¢ ei voi kirjoittaa muodossa
q = 1 + pk. Lisdksi molemmista yhtéloistd p = 1 + pk ja pg = 1 + pk seuraisi, ettd
p|1. Tdm& on mahdotonta, joten taytyy péted ¢t = 1. Siispd on olemassa tésmélleen
yksi Sylowin p-aliryhmé H, jonka kertaluku on |H| = p, koska |G| = pq. Seurauksen
5.9 nojalla Sylowin p-aliryhmé H on normaali.

Olkoon nyt {Ny, Na, ..., Ny} ryhmén G Sylowin g-aliryhmien joukko. Vastaavasti
Sylowin kolmannen lauseen 5.10 nojalla ryhmén G Sylowin g-aliryhmien lukumé&érén
s tdytyy jakaa kertaluku |G| = pq. Lisdksi luvulle s pdtee s = 1 + gk jollekin k& =
0,1,2,....

Osoitetaan, ettd Sylowin g-aliryhmien lukumééré s ei voi olla p, q eikéd pq. Koska
oletuksen nojalla ¢ 1 (p — 1), ei voi olla p = 1 + gk. Liséiksi molemmista yhtaloista
q = 1+qk ja pqg = 14 gk seuraisi, etté g|1. Tama ei ole mahdollista, joten on olemassa
tasmaélleen yksi Sylowin g-aliryhmé K, jonka kertaluku on | K| = ¢. Jélleen seurauksen
5.9 nojalla tdma Sylowin g-aliryhmé K on normaali.

Tarkastellaan ryhméa H N K. Koska ryhmé& H N K on sekd ryhmén H ettd ryhmén
K aliryhmé, sen kertaluvun taytyy Lagrangen lauseen nojalla jakaa molemmat ker-
taluvut |H| = p ja |K| = g. Ainoa luku, joka jakaa seké alkuluvun p ettd alkuluvun
q on 1, jolloin vélttaméatta |H N K| = 1. Siispa téytyy péated H N K = (e). Lemman
5.11 nojalla voidaan kirjoittaa

G| = pq = [H|[K| = [HK],
jolloin on G = H K. Talloin Lemman 4.5 nojalla pitee G = H ® K. Mutta nyt, koska
ryhmien H ja K kertaluvut ovat alkulukuja, kyseiset ryhmét ovat syklisid ja pétee
H =7, ja K = Z,. Télloin Lemmasta 3.11 seuraa, ettd
GE2HRQK=Z7,R Ly= Ly,
O

Esimerkki 5.13. Tarkastellaan ryhméd G, jonka kertaluku on 15 = 5 x 3. Valitse-
malla p = 5 ja ¢ = 3 pétee p > ¢ ja ¢ 1 (p — 1). Siispd Lauseen 5.12 nojalla pétee
G = Zy5. Erityisesti kaikki ryhmét, joiden kertaluku on 15, ovat isomorfisia ryhmén
715 kanssa.
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6. APURYHMAT

Téassd luvussa esitellddn sellaisia ryhmiéd, joita tarvitaan avuksi joidenkin #érel-
listen ryhmien taydellisesséa luokittelussa isomorfiaa vaille. Esitelldéan lisdksi néihin
apuryhmiin liittyvia tarpeellisia tuloksia.

Otetaan ensimmaiseksi tarkasteluun diedriryhmét. Ne ovat merkittéavassa roolissa,
kun luokitellaan 2p-kertalukuisia ryhmié, misséd p on alkuluku.

Maaritelma 6.1. Diedriryhmd D,, on sdannéllisen n-sivuisen monikulmion symmet-
riaryvhmé, missd n > 3. Toisin sanoen jokainen diedriryhmén alkio on sellainen tason
vastapédivéainen kierto r, x-akselin suhteinen peilaus d tai niiden yhdiste, joka kuvaa
sddnnollisen monikulmion takaisin itselleen, kun sen keskipiste on origossa ja yksi
kérki negatiivisella x-akselilla.

Havainnollistetaan diedriryhmié ja niiden ominaisuuksia esimerkin kautta. Tarkas-
tellaan sdannollistd nelikulmiota, jolloin n = 4. Sijoitetaan nelikulmio siten, ettéd sen
keskipiste on origossa ja yksi kérki negatiivisella z-akselilla kuten Kuvassa 1.

Y

Kuva 1. Saidnnollisen nelikulmion asemointi koordinaattiakselistolla.

Tason vastapéiviinen kierto r kiertdd nelikulmiota 360/n = 360/4 = 90 astetta
origon ympiri, kuten Kuvassa 2. Edelleen r? kiertéi# nelikulmiota 180 astetta ja r3
270 astetta vastapiiviiin origon ympiri. Kierron r kertaluku on |r| = n = 4, silld r?
kiertdd nelikulmiota 360 astetta ja palauttaa sen alkuperidiseen asemaansa. Kierrot
sdilyttavat symmetrian ja kuuluvat néin diedriryhméén Dy.

) Y

Kuva 2. Sadnnollisen nelikulmion vastapéiviinen kierto, 7.
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Vastaavasti z-akselin suhteinen peilaus d siilyttdd symmetrian ja kuuluu diedri-
ryhméén Dy. Peilaus muuttaa nelikulmion kérjet ka#nteiseen jérjestykseen, kuten on
havinnollistettu Kuvassa 3, ja d? palauttaa sen aina alkuperiiseen asemaansa, jolloin
peilauksen kertaluku on siis |d| = 2.

) Y

Kuva 3. Sadnnollisen nelikulmion z-akselin suhteinen peilaus, d.

Saannollinen nelikulmio sailyttdd symmetriansa myos kierron ja peilauksen yhdis-
teelld. Peilaus d muuttaa nelikulmion kérjet kddnteiseen jérjestykseen jonka jélkeen
kierto r kiertdd nelikulmiota vastapaivaan origon ympéri. Siispa sddnnollisen nelikul-
mion symmetriaryhmé eli diedriryhmé D4 muodostuu seuraavanlaiseksi:

Dy={e=71"%rr*r* d=1r%rd r’d r*d}.

Néhd&an, ettd ryhmén kertaluvuksi muodostuu |Dy| = 2n = 2 x 4 = 8. Havaitaan
lisdksi, ettéd operaatiolla drd saadaan kierrettyé nelikulmiota 270 astetta vastapaivéain,
jolloin siis pétee drd = r3. Koska kierron kertaluku on |r| = 4, voidaan kirjoittaa
drd = r® = r~!. Kertomalla oikealta peilauksella d saadaan yhtilo dr = r~1d.

Yl1la olevat havainnot voidaan yleistdd mille tahansa sdédnnolliselle monikulmiol-
le. Muotoillaan ne lauseeksi, mutta jéatetddan todistus kuitenkin edellisen esimerkin
varaan.

Lause 6.2. Olkoon D,, diedriryhmd, n > 3, r tason kierto 360/n astetta vastapdividn
ja d peilaus x-akselin suhteen. Tdlloin ryhmdn D, kertaluku on |D,| = 2n. Lisdksi
ryhmd D,, on alkioiden r ja d virittimd siten, ettd pditee |r| = n,|d| = 2 ja dr = r~'d.

Ennen kuin voidaan osoittaa, ettd Lauseen 6.2 ehdot maaraavit diedriryhmén yk-
sikésitteisesti, tarvitaan avuksi seuraava lemma.
Lemma 6.3. Olkoon ryhmd G alkioiden a ja b virittimda siten, ettd pdtee
la|]=n>3, |b|=2 ja ba=a"b (6.1)
Téllsin pitee bia' = o=V, missii € {0,1,...,n—1} ja j € {0,1}.
Todistus. Tiedetidin, ettd pitee ba = a~'b eli bab~! = a~!, jolloin kaikille i € Z

pétee ba'b™' = a~". Koska b* = e, niin saadaan Va'b™7 = a1 ja edelleen pitee
Va' = o=V, O

Lause 6.4. Olkoon G alkioiden a ja b virittdmda ryhmd, jolle pdtee ehdot (6.1). Tdlloin
on olemassa isomorfismi
f:D,— G,
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joka kuvaa kierron r alkioksi a ja peilauksen d alkioksi b.

Todistus. Havaitaan aluksi, ettd koska voidaan kirjoittaa aa®™! = e ja bb = e, niin

pitee a=! = a"! ja b=! = b. T4ll6in, koska ryhmé G on alkioiden a ja b virittima,
jokainen alkio x € G voidaan kirjoittaa ddrellisend tulona, jonka jokainen tekija on
joko a tai b. Edelleen Lemman 6.3 nojalla jokainen d#rellinen tulo, jonka jokainen
tekija on joko a tai b, voidaan kirjoittaa muodossa a‘b’. Koska alkion a kertaluku on
la| = n ja alkion b kertaluku |b| = 2, saadaan tulo a’t’ sievennettyi muotoon, missi
i toteuttaa ehdon 0 < i < n — 1 ja j toteuttaa ehdon 0 < 5 < 1. Siispa jokainen
ryhmén G alkio voidaan kirjoittaa muodossa

a't’, missd i€ {0,1,...,n—1} ja j€{0,1}.

Osoitetaan, ettd alkioiden a ja b virittdimén ryhmén G kertaluku on |G| = 2n.
Ryhma (a) on ryhmén G aliryhmé, jonka kertaluku on |(a)| = n. Vastaavasti ryhmé
(b) on ryhmén G aliryhmé, jonka kertaluku on [(b)| = 2. Edelld osoitettiin, ettd
jokainen ryhmiin G alkio voidaan kirjoittaa muodossa a't’, missi i € {0,1,...,n—1}
ja j € {0,1} ja liséiksi oletuksen nojalla ba = a~'b. Siispi, jos pétee (a) N (b) = (e),
niin voidaan kirjoittaa a’d’(a) = ¥/ (a) eli aliryhméilld (a) on ryhméissi G tésmélleen
kaksi vasenta sivuluokkaa; e(a) ja b(a). Télloin pétee [G : (a)] = 2 ja Lagrangen
lauseen nojalla ryhméin G kertaluvuksi saadaan

Gl =[G (@) (a)] = 2n.

Jos taas pétee (a) N (b) # (e), niin tdytyy olla b € (a). Télloin alkio a virittdd koko
ryhmén G eli G = (a) ja edelleen ryhméa G on siis syklisend Abelinen. Siispa pétee
ab = ba, jolloin yhdistamalla tdmé oletuksen ba = a~'b kanssa saadaan ab = a~'b.
Edelleen kertomalla kyseisen yht#lén molempia puolia oikealta alkiolla b~! saadaan
a = a~! eli alkion a kertaluku on |a| = 2. Paiidytidn ristiriitaan, silli oletuksen
nojalla |a| > 3. Taytyy siis olla (a) N (b) = (e), jolloin saatiin pateméin |G| = 2n.
Osoitetaan, ettd kuvaus f : D, — G on hyvin mééritelty. Koska ryhméin G kerta-
luku on |G| = 2n ja aiemman perusteella sen kaikki alkiot voidaan esittdd muodossa
a't’, niin kyseiset alkiot ovat kaikki eri alkioita, kun i € {0,1,...,n—1} jaj € {0,1}.
Vastaavasti diedriryhmin D,, alkiot r'd’ ovat kaikki eri alkioita kyseisten rajoittei-
den vallitessa. Siispéd aina kun ¢ € {0,1,...,n — 1} ja j € {0,1} voidaan mé&éaritelld
f(rid’) = a't’. Niin muodostuva kuvaus f : D, — G on hyvin mééritelty.
Osoitetaan, ettd kuvaus

f:D,— G, f(r'd’) = a't

on homomorfismi. Olkoon rid’, "' d" € D,,. Lemman 6.3 nojalla pitee ba’ = a~V"pJ.
Télloin voidaan kirjoittaa
frd)f(rid") = a'ba’ v’ (6.2)
= a'a"V Y
_ az‘-‘r(—l)Ji’bj-i-j'.

Merkitdédn nyt k& = i+(—1)7i' jam = j+7'. Ndmé voidaan esittdd muodossa k = nt+i
jam = 2s+ j joillakin ¢,s € Z, missd 0 <7 < n—1ja 0 < j < 1. Talloin, koska
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alkion a kertaluku on |a| = n ja alkion b kertaluku |b| = 2, pétee siis
at VT = gy = gl

Edellistéd vastaava péédttely on voimassa myos ryhmaéassd D,,. Voidaan siis kayttda
kuvauksen f méaéritelméé ja saadaan

GOV = gl = f(r) = fC ), (63
Edelleen Lemman 6.3 nojalla voidaan kirjoittaa
Frt W g’y = p (i D gl (6.4)
= f((r'd)(r"d")).

Kohtien (6.2), (6.3) ja (6.4) nojalla pétee siis
Frd) for'd") = f((r'd) ("))

eli kuvaus f : D, — G on homomorfismi.

Osoitetaan viela kuvauksen f : D, — G isomorfisuus. Aiemmin todettiin, etté
koska piitee |G| = 2n, niin muotoa a’?’ olevat alkiot ovat kaikki eri alkioita, kun
i € {0,1,...,n — 1} ja j € {0,1}. Vastaava pitee diedriryhmén D, muotoa r'd’
oleville alkioille. Siispad kuvaus f on injektio. Lisdksi aiemmin todettiin, ettd jokai-
nen ryhmén G alkio voidaan kirjoittaa muodossa a'd’, missi i € {0,1,....n — 1} ja
j € {0, 1}. Vastaava pitee myos diedriryhmén D,, alkioille. Kuvaus f on siis myos sur-
jektio. Injektiivisyydestd ja surjektiivisuudesta seuraa bijektiivisyys. Téalloin kuvaus
f D, — G on seké bijektio ettd homomorfismi eli isomorfismi. 0

Esimerkki 6.5. Muotoillaan diedriryhmén D, laskutaulu hyddyntden Lauseen 6.2
ominaisuuksia. Lasketaan muutamia tuloja esimerkiksi. Koska kierron r kertaluku on
|r| = 4 saadaan

(r*)(r*d) = r*d = ed = d.
Vastaavasti, koska peilauksen d kertaluku on |d| = 2 voidaan kirjoittaa
(r3d)d = e = 1.

Seuraavissa laskutoimituksissa hyddynnetéisin tietoa dr = r~1d. Pidetdin lisiksi mie-
lessé, ettd pitee r® = r~1 ja ettdi peilauksen kertaluku on |d| = 2 ja kierron |r| = 4.
Saadaan siis

(rd)(r*d) = rdrrd = rr~*drd = rr—'r~'dd = e = 13
Vastaavasti saadaan
(r3d)(r*d) = r*drrd = r*r‘drd = r*r~'r~'dd = re = r.

Laskutaulukko muodostuu seuraavanlaiseksi:



32

e r 1 v d rd r*d r3d

e e r 2 3 d rd r’d r3d
r r 2 o e rd r’d r3d d
2|l r2 P e r rid r*d d rd

il e r 12 ordd d rd r3d
d| d rd rd rd e 1 1 r
rd | rd d r3d r’d r e 1 r?
r’d|r®d rd d rd r* r e 13
r3d|r3d r*d rd d r > r e

Huomautus 6.6. Diedriryhmé D,, ei ole syklinen. Témé& voidaan ndhd& esimerkiksi
diedriryhmén D, tapauksessa sen laskutaulukosta Esimerkissd 6.5, mutta tulos siis
péatee myo0s yleisesti. Tamén vuoksi diedriryhmé D, ei ole isomorfinen syklisen ryhmén
Zo,, kanssa.

Lemma 6.7. Olkoon N ryhmdin G aliryhmd ja [G : N| = 2 sen indeksi. Tdlloin
aliryhmd N on normaali.

Todistus. Tarkastellaan ensin tapausta, missd a € N. Télloin pdtee aN = N = Na ja
ryhmén N normaalius seuraa méaéritelmésta.

Olkoon nyt a ¢ N. Talloin aN # N, ja koska ryhmélld N on vain kaksi vasenta
sivuluokkaa, joista toinen on ryhmé itse, tdytyy pitei aN = G \ N. Vastaavasti
ryhmaélld N on vain kaksi oikeaa sivuluokkaa, joista toinen on ryhmaé itse, joten on
Na = G\ N. Siispa sivuluokat ovat vélttaméatta samat ja saadaan aN = G\ N = Na
eli ryhmé N on méaédritelmén nojalla normaali. (l

Lause 6.8. Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on muotoa |G| = 2p, missi p > 2 on
alkuluku. Télldin ryhmd G on isomorfinen joko syklisen ryhmdn Zsy, tai diedriryhmdn
D, kanssa.

Todistus. Cauchyn lauseen 5.4 nojalla ryhmé G siséltda alkiot a ja b, joiden kerta-
luvuille pétee |a| = p ja |b] = 2, silla ryhmén G kertaluku on jaollinen alkuluvuilla
2 ja p. Olkoon N = (a) syklinen ryhmé. Koska ryhmén G kertaluku on |G| = 2p,
niin Lagrangen lauseen nojalla indeksi [G : N| = 2 ja edelleen Lemman 6.7 nojalla
aliryhmi N on normaali. Koska alkion b kertaluku on [b| = 2, niin b = b}, josta
seuraa ryhméin N normaaliuden nojalla bab = bab™ € N. Koska ryhmi N = (a) on
syklinen, niin voidaan kirjoittaa bab = a!, jollakin t. Edelleen saadaan

a'? = (a")" = (bab)(bab) - - - (bab).
Kun sovelletaan vield tietoa b?> = e kahteen eri otteeseen saadaan
(bab)(bab) - - - (bab) = ba'b = b(bab)b = a.

Siispé, koska a? = a, niin Lemman 4.1 nojalla alkuluvun p tiytyy jakaa luku t? —1 =
(t —1)(t + 1). Talloin edelleen alkuluvun p tiytyy jakaa joko luku (¢ — 1) tai luku
(t+1).

Tarkastellaan ensin tapausta p|(t — 1). Télloin pétee bab = a' = a. Kun kerrotaan
yhtélod molemmilta puolilta alkiolla b saadaan ba = ab. Tésté seuraa, etté

(ab)la\lbl — (alalb\al)lbl — (eb\al)lbl — (blbl)lal — elal — ¢
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Edelleen, koska (ab)!®l!l = ¢, niin alkion ab kertaluvun |ab| téytyy jakaa luku |a||b|.
Alkioiden a ja b kertaluvut ovat alkulukuja, joten alkion ab kertaluku on 2, p tai 2p.

Osoitetaan, ettd kertaluku |ab| ei voi olla 2 eiké p. Tiedetéaén, etté alkion a kertaluku
on |a| = p ja alkion b kertaluku |b| = 2, jolloin siis pétee a? = e # b~!. Siispd saadaan
alb # e. Alkion ab kertaluku ei voi olla |ab| = 2, silld voidaan kirjoittaa

(ab)? = abab = abba = a® # e.

Osoitetaan vastaavasti, ettd alkion ab kertaluku ei voi olla |ab| = p. Tehd&én vastao-
letus, etté alkion ab kertaluku on p = 2m+1 jollakin m € N. Télloin edellisen kohdan
nojalla voidaan kirjoittaa

(ab)? = (ab)*™ab = a*™ab = a*™"'b = aPb,

jolloin pétee (ab)? = aPb # e. Alkion ab kertaluku ei siis voi olla p. Edellisen nojalla
alkion ab kertaluvun taytyy olla

|abl = lal[b] = p2 = |G|.

Siispd ryhmé G on syklinen ja isomorfinen ryhmén Z,, kanssa.

Tarkastellaan seuraavaksi tapausta p|(t + 1). Tilléin péitee bab = bab™' = a' = a™'.
Siispé kertomalla yhtilén molempia puolia oikealta alkiolla b, saadaan ba = a~'b.
Lisdksi tiedetdén, ettd alkion a kertaluku on |a| = p ja alkion b kertaluku |b] = 2.
Talloin Lauseen 6.4 nojalla on olemassa homomorfismi

f:D, — G, f(r'd’) = a'V,

joka kuvaa kierron r alkioksi a ja peilauksen d alkioksi b.

Osoitetaan seuraavaksi kuvauksen f isomorfisuus. Olkoon K = (b) ryhmén G ali-
ryhmé. Koska aliryhmien K ja N kertaluvut ovat |K| = 2 ja |N| = p, missé alkuluku
p on pariton, niin Lagrangen lauseen nojalla pitee N N K = (e). Edelleen Lemman
5.11 nojalla piatee G = N K. Siispé jokainen ryhmén G alkio voidaan esittdd muodos-
sa a't’ eli kuvaus f on surjektio. Lisiksi diedriryhmélld D, ja ryhmélld G on sama
kertaluku, joten kuvauksen f taytyy olla injektio. Néin ollen kuvaus f on siis bijektio
ja homomorfismi eli isomorfismi. 0

Esimerkki 6.9. Lauseen 6.8 avulla pystytddan luokittelemaan kaikki &érelliset ryh-
mét, joiden kertaluku on muotoa 2p, missd p on pariton alkuluku. Téllaisia ryhmié
ovat siis esimerkiksi ryhmét, joiden kertaluku on 6, 10, 14, 22, 26, 34, 38, 46, 58, 62, . . ..
Jos tarkastellaan esimerkiksi ryhméa Hi, jonka kertaluku on |H;| = 34 = 2 X 17, niin
Lauseen 6.8 nojalla ryhmé H; on isomorfinen joko syklisen ryhmén Zs, tai diedri-
ryhmén D;; kanssa. Vastaavasti, jos tarkastellaan ryhmaa H,, jonka kertaluku on
|Hy| = 62 = 2 x 31, on se isomorfinen joko syklisen ryhmén Zg, tai diedriryhmén Dg;
kanssa.

Lauseen 6.8 avulla saadaan myd6s isomorfiat ryhmille, joiden kertaluku on 6 = 2 x 3.
Voidaan kuitenkin osoittaa, ettd diedriryhméa D3 on isomorfinen symmetrisen ryhmén
S5 kanssa. Siispd ryhmaét, joiden kertaluku on 6, ovat isomorfisia joko syklisen ryhmén
Zg tai symmetrisen ryhmén S3 kanssa. Kyseinen tulos voidaan todistaa laskutaulu-
koiden avulla perehtyméttd Sylowin lauseiden teoriaan. Yhdenmukaisuuden vuoksi,
kaytetddan kuitenkin 6-kertalukuisten ryhmienkin tapauksessa isomorfioita Zg ja Ds.
Todistetaan joka tapauksessa ryhmien S3 ja Dj3 isomorfisuus.
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Lause 6.10. Symmetrinen ryhmd S3 on isomorfinen diedriryhmdan D3 kanssa.

Todistus. Tiedetdén, ettd diedriryhmé Ds on alkioiden r ja d virittdmé siten, etta
pitee |r| = 3, |d| = 2 ja dr = r~'d. Liséksi ryhmén D3 kertaluku on |Ds] = 2 x 3.
Valitaan symmetrisestd ryhmaésta S alkiot 7 = (123) ja d’ = (12). Yksikésitteisyyden
nojalla riittda osoittaa, ettd alkiot r’ ja d’ toteuttavat Lauseen 6.2 ehdot, kun n = 3.
Tarkastellaan ensin alkioiden " ja d' kertalukuja. Talloin saadaan |d'| = |(12)] = 2 ja
|r’| = [(123)] = 3. Liséiksi pétee

d'r' = (12)(123) = (321)(12) = (') *d’

ja ryhmén S3 kertaluku on muotoa |S3| = 6 = 2 x 3. Ryhmén S5 kaikki alkiot saadaan
muodostettua alkioiden " = (123) ja d’ = (12) avulla:

S3 = {(1),(123), (123)(123) = (132), (12), (123)(12) = (13), (123)(123)(12) = (23)}.

Ryhmaé S5 toteuttaa siis Lauseen 6.2 ehdot ja on néin isomorfinen ryhmén D3 kanssa.
O

Esitellaéin seuraavaksi kvaternioryhmé @), joka on mééritelty perustuen ldhteeseen
[1]. Kyseistd ryhméé tarvitaan kertaluvun 8 ryhmié luokiteltaessa.

Maaritelma 6.11. Kvaternioryhmd on alkioiden a ja b virittdmé ryhmé () siten,
ettél pitee a* = e, a? = b* ja ba = a’b.

Maéaritelmén 6.11 ehdot maaradavat ryhmén @ laskutaulukon. Vaihtoehtoisesti kva-
ternioryhmé voidaan esittdd kompleksiarvoisten matriisien avulla eli voidaan mééri-
tella

Q = {+I,+A,+B,+C},

... (10 =1 0 N I O R O B
misséd [ = [0 1}, A= {0 Z}, B = [_1 0] ja C = L O} Télloin laskutaulukko

voidaan muodostaa matriisien kertolaskua hycdyntéamalléd, jonka voi tarvittaessa ker-
rata esimerkiksi lahteesta [2]. Téassd kvaternioryhmén mallissa siis pitee e = [,a = A
ja b= B. Alkio C saadaan ilmaistua esimerkiksi muodossa C' = BA.

Kerrataan seuraavaksi parillisten permutaatioiden méaéritelmé, jotta alternoivien
ryhmien mééritteleminen olisi mahdollista. Tamé& on tarpeellista, silld esimerkiksi al-
ternoiva ryhmé A, on keskeisessi roolissa, jotta voidaan tdydellisesti luokitella 12-
kertalukuiset ryhmét isomorfiaa vaille. Kertaluvun 12 ryhmien luokittelua varten
muotoillaan lisdksi erds lemma.

Maéritelmi 6.12. Permutaatio 7 € S, on parillinen, jos se voidaan esittéda parillisel-
la maaralla 2-syklien tuloja. Toisin sanoen, jos alkio 7 € S, voidaan esittdd muodossa
T = (a1a2)(asay) - - - (ar—1ay), missé 2-syklejé (a;a;) on parillinen maéré.

Maéritelmi 6.13. Symmetrisen ryhmén S, parillisten permutaatioden joukkoa A,
missd n > 2, kutsutaan alternowaksi ryhmdksa.

Huomautus 6.14. Alternoivan ryhmén A, indeksi ryhméssda S, on [S, : A,] = 2,
jolloin se on Lemman 6.7 nojalla ryhmén S,, normaali aliryhmé&. Liséksi kertaluvulle
pétee |A,| = |S,]/2 = nl/2.
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Esimerkki 6.15. Otetaan tarkasteluun alternoiva ryhméa Ay C Ss. Ryhmé Sy koos-
tuu seuraavista permutaatioista:

Sp={(1),(12), (13), (14), (23), (24), (34),

3)
(12)(34), (13)(24), (14)(23),
(123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243),

(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432)}.

Niista alkioista 2-syklien tulot ovat selvésti parillisia permutaatioita ja neutraalial-
kio (1) voidaan esittédéd parillisena permutaationa (ajas)(ajaz) = (1). Lisdksi myos
3-syklit voidaan esittéd parillisella méaralla 2-syklien tuloja, silld voidaan kirjoittaa
(a1aza3) = (ajaq)(azasz). Sen sijaan 2-syklit ja 4-syklit ovat parittomia permutaatioi-
ta. Siispé, koska alternoiva ryhmé koostuu symmetrisen ryhmén parillisista permu-
taatioista, ndyttad ryhmé A, seuraavalta:

Ay ={(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23),
(123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243)}.

Néhdddn, ettd ryhmén A, kertaluvulle pétee siis |Ay| = 4!/2 = 12, kuten edelld
huomautettiin.

Tarkastellaan seuraavaksi ryhmén A, alkioiden kertalukuja. Havaitaan, etté alkioi-
den (12)(34), (13)(24) ja (14)(23) 2-syklit ovat erillisia. Koska 2-syklin kertaluku on
aina 2, niin kyseisten alkoiden 2-syklien pienin yhteinen jaettava on 2, jolloin myos
néiden alkioiden kertaluku on 2. Liséksi tiedetdén, ettéd 3-syklin kertaluku on syklin
pituus, joten alkioiden (123), (124), (132), (134), (142), (143), (234) ja (243) kertaluku
on 3. Erityisesti siis ryhméa Ay ei sisélld alkiota, jonka kertaluku on 6. Taté tietoa
tarvitaan mydhemmin 12-kertalukuisten ryhmien luokittelussa.

Seuraavan lauseen todistuksen ideat ovat oleellisesti viitteestd [3, s. 144]. Yksityis-
kohtien laatimiseen on kuitenkin myos itse kontribuoitu.

Lause 6.16. Olkoon G ei-Abelinen ryhmd, jonka kertaluku on |G| = 12. Oletetaan,
etta sen Sylowin 3-aliryhmien lukumddrd on t = 4. Tdlloin ryhmda G on isomorfinen
alternoivan ryhmdn Ay kanssa.

Todistus. Olkoon P = {K7, K», K3, K;} Sylowin 3-aliryhmien joukko. Olkoon lisdksi
z € Gjaj=1234 Lemman 5.6 nojalla K;z~! on ryhmén G aliryhmi ja iso-
morfinen ryhméin K; kanssa. Siispd Kz~ on jokin Sylowin 3-aliryhmisté eli pétee
rK;z! = K; jollakin 1 < i < 4. Voidaan siis mééritelld kuvaus

7o P— P (K;) = a Kz
Osoitetaan, ettd 7, on injektio. Oletetaan tdtd varten, ettéd joillekin K;, K; € P
pitee 7, (K;) = 7,(K;). Télloin voidaan kirjoittaa
eKx ! = ijx_l

Kertomalla yhtdlon molempia puolia oikealta alkiolla x ja vasemmalta alkiolla x~
saadaan K; = Kj eli kuvaus 7, on injektio. Téstéd seuraa, ettd kuvaus 7, on bijektio,
silld pétee |P| = 4. Néin ollen z tuottaa symmetrisen ryhmén Sym(P) alkion 7,
mutta kyseinen symmetrinen ryhmé on itse asiassa S;. Voidaan muodostaa siis kuvaus
f: G — S, asettamalla f(z) = 7,.

1
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Osoitetaan, ettd kuvaus f : G — S4 on homomorfismi. Olkoon z,y € G. Olkoon

lisdksi K € P eli K = Kj jollekin 1 < j < 4. Voidaan kirjoittaa
[fa)(K) = 70y (K) = (2y) K (2y) ™" = a(yKy )2~
= Ta(yKy ™) = 7u(7y(K)) = [n7](K) = [f(2) f@)](K).

Siispa kuvaus f : G — S; on homomorfismi.

Osoitetaan kuvaus f : G — 9, injektioksi. Olkoon tétd varten x € G kuvauksen
[ ytimessd, eli f(z) = (1). Télldin siis erityisesti pitee K; = xK;z~' jokaisella
1 < 75 < 4, silla kyseesséd on identtinen permutaatio. Normalisoijan méadritelmén
4.20 nojalla téstd seuraa, ettd x kuuluu ryhmén K; normalisoijaan N (K).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd patee K; = N(K;) kullakin 1 < j < 4. Olkoon siis
1 < j < 4. Sylowin toisesta lauseesta 5.8 ja Lemmasta 5.6 seuraa, ettd ryhméin K;

G-konjugaattiluokkia on nelja kappaletta, jotka ovat tdsmélleen Sylowin 3-aliryhmét.
Lauseesta 4.22 valinnalla H = G ja A = K seuraa, ettd

4=[G: N(K;)] = |GI/IN(K;)| = 12/|N (k).

Talloin edelleen patee |N(K;)| = 3. Koska ryhmé K siséltyy normalisoijaan N (K)
ja péitee ’KJ| = 3, niin Kj = N(KJ)

Nyt ollaan siis saatu osoitettua, ettd z kuuluu ryhméin N(K;) = K; kullakin
1 < j < 4 eli erityisesti  kuuluu kaikkiin Sylowin 3-aliryhmiin. Koska K; N K on
sekd ryhmén K; ettd ryhmén K aliryhmé, niin Lagrangen lauseesta seuraa, ettd
leikkaus on joko (e) tai patee K; = K. Jalkimmaéinen ei kuitenkaan ole mahdollinen,
joten péatee K; N K; = (e) kaikille ¢ # j. Toisin sanoen x = e on neutraalialkio.

Saatiin osoitettua, ettd jos f(x) = (1) niin 2 = e. Siispé, koska kuvaus f on homo-
morfismi, niin se on myos injektio ja edelleen isomorfismi kuvajoukolleen. Néin ollen
f(G) on symmetrisen ryhmén Sy aliryhmé, jossa on 12 alkiota. Riittaa vield osoittaa,
ettd kyseinen aliryhmé on A4. Ryhmé G siséltiad 8 alkiota, joiden kertaluku on 3, silld
pitee K;NK; = (e) ja jokainen neljastd aliryhmésté K; siséltdd neuraalialkion liséksi
kaksi 3-kertalukuista alkiota. Koska kuvaus f on isomorfismi, niin ryhmé f(G) - joka
on symmetrisen ryhmén S, 12-alkioinen aliryhmé - sisdltda tdsmaélleen 8 alkiota, joi-
den kertaluku on 3. Toisaalta, kuten Esimerkissé 6.15 havaitaan, symmetrinen ryhmé
S, sisdltda tasmaélleen 8 alkiota, joiden kertaluku on 3. Lisdksi havaitaan, ettd sen
aliryhmé A, siséltdd kaikki ndmé 8 3-kertalukuista alkiota. Siten leikkaus f(G) N Ay,
joka on aliryhmien leikkauksena ryhméan Ay aliryhmaé, sisdltda vahintéddn 8 ja korkein-
taan 12 alkiota. Lagrangen lauseesta seuraa, ettd kertaluvun | f(G) N Ay tdytyy jakaa
kertaluku |A4| = 12. Siispa taytyy olla | f(G) N A4| = 12, jolloin vélttdméatta ryhmé
f(G) on isomorfinen ryhméan A, kanssa. O

Todistetaan vield erddan 12-kertalukuisen, ei-Abelisen ryhmén olemassaolo.

Lause 6.17. Olkoon a = ((123),2),b = ((12),1) € S5 ® Z4. Tallin on olemassa
alkioiden a ja b virittimd ei-Abelinen ryhmd T, siten etti pitee |a| = 6, b* = a® ja
ba = a='b.

Todistus. Tiedetddn, ettd alkion (123) € S5 kertaluku on [(123)| = 3 ja alkion 2 €
Z4 kertaluku |2| = 2. Koska lukujen 2 ja 3 pienin yhteinen jaettava on 6, alkion a
kertaluvulle pétee |a| = [((123),2)| = 6. Liséksi voidaan kirjoittaa

b* = ((12),1)* = ((1),2) ja o’ =((123),2)" = ((1),2)
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eli b? = a®. Osoitetaan vieldi, ettd ba = a~b. Nyt siis pitee
ba = ((12),1)((123),2) = ((23), 3).
Voidaan myds kirjoittaa
a b= ((123),2)71((12),1) = ((321),2)((12),1) = ((23), 3).

Saadaan siis ba = a~'b.
Osoitetaan, etté

T ={((1),0),((123),2), ((132),0), ((1),2), ((123), 0), ((132), 2),
((12),1), ((13),3), ((23), 1), ((12),3), ((13), 1), ((23), 3) }

on ryhmén S3 ® Z4 ei-Abelinen aliryhmé. Selvisti T # () ja T C S3 ® Z4. Riittda
osoittaa, ettd T on suljettu ryhmén S3 ® Z4 laskutoimituksen suhteen. Muotoillaan
ryhmén 7' laskutaulukko:

((1),0) ((123),2) ((132),0) ((1),2) ((123),0) ((132),2) ((12),1) ((13),3) ((23),1) ((12),3) ((13),1) ((23),3)
),0) | ((1),0) ((123),2) ((132),0)  ((1),2)  ((123),0) ((132),2) ((12),1) ((13),3) ((23),1) ((12),3) ((13),1) ((23),3)
3),2) [ ((123),2) ((132),0) ((1),2) ((123),0) ((132),2) ((1),0) ((13),3) ((23),1) ((12),3) ((13),1) ((23),3) ((12),1)
2),0) 1 ((132),0)  ((1),2) ~ ((123),0) ((132),2)  ((1),0) ((123),2) ((23),1) ((12),3) ((13),1) ((23),3) ((12),1) ((13),3)
):2) | ((1),2)  ((123),0) ((132),2) ((1),0) ((123),2) ((132),0) ((12),3) ((13),1) ((23),3) ((12),1) ((13),3) ((23),1)
3),0) [ ((123),0) ((132),2)  ((1),0) ((123),2) ((132),0) ((1),2)  ((13),1) ((23),3) ((12),1) ((13),3) ((23),1) ((12),3)
2),2) 1 ((132),2)  ((1),0) ((123),2) ((132),0) ((1),2) ((123),0) ((23),3) ((12),1) ((13),3) ((23),1) ((12),3) ((13),1)
1) ((12),1) ((23),3)  ((13),1)  ((12),3)  ((23),1) ((13),3)  ((1),2) ((132),0) ((123),2) ((1),0) ((132),2) ((123),0)
):3) | ((13),3)  ((12),1)  ((23),3)  ((13),1) ((12),3) ((23),1) ((123),0) ((1),2) ((132),0) ((123),2) ((1),0) 32),2)
1) | ((23),1) ((13),3)  ((12),1)  ((23),3) ((13),1) ((12),3) ((132),2) ((123),0) ((1),2) ((132),0) ((123),2) ((1),0)
):3) | ((12),3)  ((23),1)  ((13),3)  ((12),1)  ((23),3) ((13),1)  ((1),0) ((132),2) ((123),0) ((1),2) ((132),0) ((123),2)
), 1) | ((13),1)((12),3)  ((23),1)  ((13),3)  ((12),1) ((23),3) ((123),2) ((1),0) ((132),2) ((123),0) ((1),2) 32),0)
):3) | ((23),3)  ((13),1)  ((12),3) ((23),1) ((13),3) ((12),1) ((132),0) ((123),2) ((1),0) ((132),2) ((123),0) ((1),2)

Laskutaulukosta ndhdéén, ettd ryhmé 7" on suljettu ryhmén S5 ®7Z, laskutoimituksen
suhteen. Havaitaan vield, ettd ryhmé T ei ole Abelinen, silld pétee

ab = ((123),2)((12),1) = ((13),3) # ((23),3) = ((12),1)((123),2) = ba.
U

Lause 6.18. Mikd tahansa ryhmda G, joka on alkioiden a ja b virittdmd siten, ettd
pétee |a| = 6,a®> = b* ja ba = a~'b on isomorfinen ryhmdin T kanssa.

Todistus. Hyodynnetdédn alkioiden a ja b ominaisuuksia ryhmén G laskutaulukon
muodostamiseksi. Lasketaan muutamia tuloja esimerkiksi. Koska alkion a kertalu-
ku on |a| = 6 saadaan

(a®)(a®h) = a"b = ab.
Seuraavissa laskutoimituksissa hyddynnetdin tietoja ba = a='b ja b?> = a3. Pidetéin
myos mielessi, ettd pitee a1 = a®. Saadaan siis

(b)(a*) = a 'ba® = a?ba® = a"*ba = a~*b = a®b
ja
(ab)(ab) = aa™'bb = b* = a®.
Liséksi saadaan
(a°b)(a*b) = a®a~*bb = aa® = a*.

Ryhman laskutaulukoksi muodostuu
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e a a* a a* a b ab da*b a*b a*b b

e e a a* & a* @ b ab a*b a*b a*b a’b
a a a* a® a* a® e ab a® d®b a*b a®b b

a> | a? @ a* & e a a*b a®b a*b a’b b ab

a* | a® a* d® e a a® @b a*b a®b b ab a’b

at la* @ e a @ a a*b ad®b b ab a’b a’b

adlad e a a* & a* b b ab a*b a*b a’b

b | b &b a*b a®b a*b ab o @ a e @ a*
ab | ab b a®b a*h a*b a*b ot @ a® a e a
a’bla’b ab b a®b a* &b o o« @@ o o« e
a*bla*h a®v ab b a®b a*b e @@ a* o a® a
a'b | a*d a*b a*b ab b d®b a e a at @& d®
a®b|a’b a*v a*b a*bh ab b a*® a e o a*

Kun valitaan alkio a vastaamaan ryhmén 7' alkiota ((123),2) ja alkio b ryhmén T
alkiota ((12), 1), niin ryhmén G laskutaulukko vastaa ryhmén 7" laskutaulukkoa, jo-
ka on nékyvissd Lauseen 6.17 todistuksen yhteydessid. Ryhmé G on siis isomorfinen
ryhmén 7' kanssa.

Osoitetaan vield esimerkinomaisesti erdét laskutaulukoiden vastinalkiot samoiksi.
Tarkastellaan tuloa (a®b)(a®b). Koska pétee ba = a~'b ja b*> = a3, niin voidaan kir-
joittaa

~—

(a®b)(a’b) = a*a™"bb = o *b* = o ?a® = a.
Laskutaulukoita vertaamalla voidaan 16ytié alkiota a®b vastaava alkio ((12), 3), alkio-

ta a’b vastaava alkio ((23), 3) ja alkiota a vastaava alkio ((123),2). Laskutaulukosta
ndhdééan, ettéd niille ryhmén 7" alkioille pétee edellisté vastaava tulo:

((12),3)((23),3) = ((123),2).
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7. AARELLISTEN RYHMIEN LUOKITTELUSTA

Kappaleessa 3 luokiteltiin kaikki dérelliset Abelin ryhmiét isomorfiaa vaille. Kap-
paleessa 5 kaytiin puolestaan 1dpi Sylowin lauseet, jotta myos ei-Abelisten ryhmien
luokittelu olisi mahdollista. Edellisissé kappaleissa luotuja tyckaluja ollaan nyt val-
miita kdyttdmaéaan, jotta voidaan téssé kappaleessa luokitella kaikki déarelliset ryhmét
kertalukuun 15 asti.

Seuraava lause on perusalgebraa ja se on tullut tutkielman aikana useasti esille
todistuksineen, vaikka sité ei erityisesti olekaan korostettu. Kyseinen lause on kuiten-
kin merkittavissi roolissa, kun luokitellaan a#rellisia alkulukukertalukuisia ryhmié
isomorfiaa vaille. Témé&n vuoksi sen muotoilu téssi vaiheessa on vield perusteltua.

Lause 7.1. Olkoon p alkuluku. Jos ryhmdin G kertaluku on |G| = p, niin ryhmd G
on syklinen ja isomorfinen ryhmdn 7, kanssa.

Todistus. Olkoon ryhmén G kertaluku |G| = p ja alkio a € G'\ {e}. Téll6in ryhmén G
syklisen aliryhmén (a) kertaluvulle pétee |(a)| > 1. Lagrangen lauseen nojalla ryhmén
(a) kertaluvun taytyy jakaa ryhmén G kertaluku p. Koska p on alkuluku, niin taytyy
péted |(a)| = p. Siispa alkio a € G virittdd koko ryhmén G, jolloin G on syklinen
ryhmé ja sen kertaluku on |G| = p. Télléin siis ryhmé G on isomorfinen ryhmén 7,
kanssa. U

Kaydaan seuraavaksi lapi joitakin hyodyllisia yksityiskohtia p-ryhmisté, jotka ovat
olennaisessa osassa &érellisten ryhmien luokittelussa isomorfiaa vaille. Téssé vaiheessa
on hyvé palauttaa mieleen keskuksen mééaritelméa 4.15; ryhmén G keskus on siis joukko
Z(G) = {c € G:cx = xc kaikilla z € G}. Lisiksi pidetddn mielessd, ettd keskus
Z(@) on ryhmén G normaali aliryhmé ja jopa Abelin ryhmé. Siispé, jos pitee G =
Z(G), niin myos G on Abelin ryhma.

Lause 7.2. Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on muotoa |G| = p", missd p on alku-
luku ja n > 1. Talloin ryhmdan G keskus Z(G) sisdltad useamman kuin yhden alkion.
Erityisesti pitee |Z(G)| = p*, missi 1 < k < n.

Todistus. Lagrangen lauseen nojalla tiedetiiin, ettd |Z(G)| = p*, missd 0 < k < n.
Téytyy vield osoittaa, ettd k > 1 eli ettd |Z(G)| > p. Luokkayhtdlon (4.4) nojalla
voidaan kirjoittaa keskuksen kertaluku muodossa

1Z(G)| =Gl = |Th| = [T = --- = T3],

missd Ty, Ty, . .. ja T, ovat siis ryhmén G erilliset konjugaattiluokat, joiden kertaluvut
|T;| > 1 jakavat kertaluvun |G| kaikilla i = 1,2,...,r. Koska ryhmén G kertaluku
on |G| = p", niin kyseinen kertaluku on jaollinen ainoastaan luvulla 1 ja alkuluvun p
potensseilla p™, missd 1 < m < n. Siispd kertaluku |T;| > 1 on jaollinen alkuluvulla
p kaikilla ¢ = 1,2,...,r. Ryhmén G kertaluku on my6s jaollinen alkuluvulla p, joten
seuraa, ettd kertaluku |Z(G)| = |G| — |T1| — |Ts| — - - - |T+| on jaollinen alkuluvulla p
ja patee |Z(G)| > p. O

Maéaritelmi 7.3. Olkoon G # (e) ryhmé. Ryhmé G on yksinkertainen, jos sen ainoat
normaalit aliryhmét ovat (e) ja G.

Lemma 7.4. Ryhmd G on yksinkertainen Abelin ryhmd, jos ja vain jos se on iso-
morfinen additiivisen ryhmdn Z, kanssa jollakin alkuluvulla p.
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Todistus. Osoitetaan ensin, ettéd jos ryhmé G on isomorfinen ryhmén 7Z, kanssa jol-
lakin alkuluvulla p, niin G on yksinkertainen Abelin ryhmé. Ryhmén G Abelisuus
seuraa ryhmén Z, vaihdannaisuudesta, silld isomorfismi sdilyttédé vaihdannaisuuden.
Isomorfisuudesta seuraa, ettd ryhméin G kertaluku on |G| = p. Télloin edelleen La-
grangen lauseen nojalla minké tahansa aliryhmén H kertaluvun téytyy jakaa kerta-
luku |G| = p. Siispé pétee |H| = 1 tai |H| = p, jolloin on H = (e) tai H = G.
Néin ollen ryhmé G on yksinkertainen ja edelleen saadaan, ettd GG on yksinkertainen
Abelin ryhmaé.

Osoitetaan seuraavaksi viite toiseen suuntaan. Olkoon nyt G yksinkertainen Abe-
lin ryhmé. Koska jokainen Abelin ryhmén aliryhmé on normaali, ryhmélla G ei ole
muita aliryhmié kuin (e) ja G. Téstd seuraa, etté jos a # e on jokin ryhmén G alkio,
niin alkio a virittdd koko ryhmén G. Toisin sanoen G = (a). Koska jokainen &ére-
ton syklinen ryhmé on isomorfinen ryhmén Z kanssa ja ryhmélld Z on useita aitoja
aliryhmié, ryhmén G = (a) taytyy olla ddrellinen eli pitee |G| = n = |(a)|. Osoite-
taan, ettd kertaluvun n taytyy olla alkuluku. Jos n ei olisi alkuluku eli se voitaisiin
kirjoittaa muodossa n = td, missd 1 < d < n, niin tallsin (a’) olisi ryhmén G nor-
maali aliryhmé, jonka kertaluvulle pétisi |(a')| = d Lemman 4.1 nojalla. Tdmi ei ole
mahdollista, silld oletuksen nojalla ryhmé G on yksinkertainen. Siispd G on syklinen
p-kertalukuinen ryhmaé ja isomorfinen ryhmén 7, kanssa. O

Seuraus 7.5. Olkoon p alkuluku ja n > 1. Talloin ei ole olemassa yksinkertaista
ryhmdd G, jonka kertaluku on |G| = p".

Todistus. Olkoon G ryhmé, jonka kertaluku on |G| = p™. Osoitetaan, ettd ryhméa G
ei ole yksinkertainen. Aiemmin todettiin, ettd keskus Z(G) on ryhmén G normaali
aliryhmé. Jos on Z(G) # G, niin Lauseesta 7.2 seuraa, ettd ryhméilld G on aito
normaali aliryhmé, jolloin ryhmé G ei voi olla yksinkertainen. Aiemmin todettiin, etté
jos Z(G) = G, niin G on Abelin ryhmé. Koska ryhmén G kertaluku |G| = p™, missa
n > 1, ei ole alkuluku, niin ryhmé G ei voi olla isomorfinen ryhmén Z, kanssa milldén
alkuluvulla ¢. Télloin Lemmasta 7.4 saadaan, ettd ryhméa G ei ole yksinkertainen. [

Lemma 7.6. Olkoon G sellainen ryhmd, ettd tekijiryhmd G/Z(G) on syklinen. Tdl-
loin G on Abelin ryhmd.

Todistus. Koska G/Z(G) on syklinen, on olemassa alkio Z(G)g, joka virittdé kyseisen
ryhmén eli G/Z(G) = (Z(G)g). Erityisesti jokainen ryhmén G/Z(G) sivuluokka on
muotoa (Z(G)g)* = Z(G)g" jollekin k € Z. Olkoon a,b € G. Koska voidaan kirjoittaa
a = ea, niin pitee a € Z(G)a. Lisiksi pitee Z(G)a = Z(G)g' jollekin i € Z. Voidaan
siis esittdd alkio @ muodossa a = c¢;¢°, missi ¢; € Z(G). Vastaavasti on b = cog,
missi co € Z(G) ja j € Z. Nyt koska pétee yhtasuuruus
g9 =gt =g" =gy

ja liséksi alkiot ¢1,co € Z(G) kommutoivat keskuksen médritelmén nojalla kaikkien
ryhmén G alkioiden kanssa, niin voidaan kirjoittaa

ab = (c19')(c2g’) = c1029'¢ = 219" = (c29”)(c19") = ba.
Siispd G on Abelin ryhmaé. O
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Seuraus 7.7. Olkoon G ryhmd ja p alkuluku. Jos ryhmdn G kertaluku on muotoa
|G| = p?, niin G on Abelin ryhmd ja isomorfinen ryhmdin Zy: tai ryhmin Z, ® Z,
kanssa.

Todistus. Lagrangen lauseen ja Lauseen 7.2 nojalla keskuksen Z(G) kertaluku on
|Z(G)| = p tai | Z(G)| = p?. Oletetaan ensin, etti |Z(G)| = p?. Tillsin pitee Z(G) =
G, josta seuraa, ettd G on Abelin ryhmé. Oletetaan seuraavaksi, ettd |Z(G)| = p.
Tekijaryhmén G/Z(G) kertaluku on indeksi [G : Z(G)], jolloin Lagrangen lauseesta
saadaan
G/Z(G)| =[G : Z(G)] = |G|/|12(G)| = p*/p = p.

Télloin Lauseesta 7.1 seuraa, etté tekijiryhmé G /Z(G) on syklinen. Edelleen Lemman
7.6 avulla saadaan osoitettua, etti G' on Abelin ryhmé. Lopulta Aégrellisten Abelin
ryhmien peruslauseen 3.9 nojalla ryhméa G on isomorfinen ryhmén Z,: tai ryhmén
Ly @ Ly, kanssa. U

Esimerkki 7.8. Seurauksen 7.7 nojalla jokainen ryhmé G, jonka kertaluvulle pétee
G| =9 = 32, on isomorfinen ryhmén Zg tai ryhmén Zs ® Zs; kanssa. Ehké tunne-
tuin esimerkki, johon seurausta voidaan soveltaa, on 4-kertalukuiset ryhmét. Ryhmaét,
joiden kertaluku on siis 4 = 22, ovat Seurauksen 7.7 nojalla isomorfisia ryhmin Z,
tai ryhmén Zo ® Zs kanssa. Tunnetusti ryhmét Z, ja Zy ® Zso eivit ole isomorfisia
keskenddn. Vastaavasti seurausta voidaan soveltaa myos isommille kertaluvuille. Jos
ryhmén G kertaluku on |G| = 841 = 292, niin ryhmé G on isomorfinen ryhmén Zgy;
tai ryhmén Zog ® Zsg kanssa.

Lauseessa 5.12 osoitettiin, ettd pg-kertalukuiset ryhmét, missé p ja ¢ ovat alkulu-
kuja tietyin ehdoin, ovat isomorfisia ryhmén 7Z,, kanssa. Jalostetaan kyseisté lausetta
edelleen koskemaan ryhmis, joiden kertaluku on p?q.

Lause 7.9. Olkoon p ja q eri alkulukuja siten, ettd alkuluku p ei jaa lukua ¢ — 1 eikd
alkuluku q lukua p* — 1. Jos ryhmdin G kertaluku on |G| = p3q, niin tdlléin ryhmd G
on isomorfinen ryhmdn Zz, tai ryhmdin Z, @ Z, ® Z, kanssa.

Todistus. Sylowin kolmannen lauseen 5.10 nojalla tiedetédén, ettd ryhmén G Sylowin
p-aliryhmien lukumé&dra ¢ on muotoa t = 1 4 pk jollekin £ = 0,1,2,... ja t jakaa
ryhmén G kertaluvun |G|. Koska ryhmén G kertaluku on |G| = p?q, se on jaollinen
luvuilla 1, p, p?, ¢, pq ja p*q. Sylowin p-aliryvhmien lukuméérs voitiin kirjoittaa muo-
dossa t = 1+ pk, joten yhtoldistd p = 1+ pk, p*> = 1+ pk, pg = 1+ pk ja p*q = 1+ pk
paddytédén ristiriitaan p|1. Ainoat vaihtoehdot ovat siis ¢t = 1 tai ¢t = ¢. Kuitenkin ole-
tuksen nojalla alkuluku p ei jaa lukua ¢ — 1, joten ei voi olla t = ¢. Siispé on olemassa
ainoastaan yksi Sylowin p-aliryhmé H, joka on normaali Seurauksen 5.9 nojalla.
Vastaavasti Sylowin kolmannesta lauseesta saadaan, ettd ryhmén G Sylowin g-

aliryvhmien lukuméérd s on muotoa s = 1+ ¢k jollekin £ = 0,1,2,... ja s jakaa
kertaluvun |G| = p?q. Yhtéloistd ¢ = 1 + gk, pg = 1 + gk ja p?’q = 1 + ¢k paidytidn
ristiriitaan ¢|1, jolloin ainoat vaihtoehdot ovat s = 1, s = p tai s = p?. Mutta

oletuksen nojalla alkuluku ¢ ei jaa lukua p> —1 = (p+ 1)(p — 1), joten ei voi olla
s = p eikd s = p?. Siispé on olemassa ainoastaan yksi Sylowin ¢-ryhmé K, joka on
normaali.

Ryhmé& H N K on sekd ryhmén H ettd ryhmén K aliryhmé. Talloin kertaluvun
|H N K| tiytyy jakaa molemmat kertaluvut |H| = p? ja |K| = ¢ Lagrangen lauseen
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nojalla, jolloin valttaméatta |H N K| = 1 ja H N K = (e). Lemmasta 5.11 saadaan,
ettd |G| = p?q = |H||K| = |[HK]| eli G = HK. Tilléin Lemman 4.5 nojalla pitee
G =2 H®R K. Nyt Seurauksesta 7.7 saadaan, ettd ryhmé H on isomorfinen joko ryhmén
Zyy2 tai ryhmin Z, ® Z, kanssa. Lisdksi ryhméi K on isomorfinen ryhmén Z, kanssa
Lauseen 7.1 nojalla. Nyt siis patee

G=HK=ZZ,Q%Z; tai G=HQK=ZZ,Q L, Ly

Yhdistamaélla edelliset havainnot saadaan Lemman 3.11 avulla ryhmaélle G kaksi vaih-
toehtoista isomorfismia

G2y RLy Ly tai GZ,QZL,R L,
O

Esimerkki 7.10. Olkoon G ryhmé, jonka kertaluku on |G| = 99. Kyseinen kertaluku
voidaan kirjoittaa muodossa |G| = 99 = 9 x 11 = 3? x 11. Liséksi alkuluku 3 ei jaa
lukua 11 — 1 = 10 eikéi alkuluku 11 lukua 3% — 1 = 8. Siispi merkitsemilld p = 3 ja
q = 11 havaitaan Lauseen 7.9 oletuksien olevan voimassa, jolloin ryhmé G on kyseisen
lauseen nojalla isomorfinen joko ryhmén Zgg tai ryhmén Zs ® Zs ® Z1; kanssa.

Lemma 7.11. Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on |G| = 12. Tdlloin ryhma G ei
ole yksinkertainen.

Todistus. Koska ryhmiin G kertaluku on |G| = 12 = 2% x 3, niin Sylowin 2-aliryhmien
kertaluku on 4 ja Sylowin 3-aliryhmien kertaluku 3. Sylowin kolmannen lauseen 5.10
nojalla Sylowin 2-aliryhmien lukumé&éré jakaa kertaluvun |G| ja on muotoa 1 + 2k
jollakin £ = 0,1,2,.... Siispd Sylowin 2-aliryhmien lukumééréd on joko 1 tai 3. Vas-
taavasti Sylowin kolmannen lauseen nojalla Sylowin 3-aliryhmien lukumééra jakaa
kertaluvun |G| ja on muotoa 1 + 3k jollakin k& = 0,1,2,.... Sylowin 3-aliryhmien
lukumé&éra on siis joko 1 tai 4.

Jos Sylowin 3-aliryhmien lukumééra on 1, niin Seurauksesta 5.9 saadaan, ettd taméa
ainoa Sylowin 3-aliryhmé on normaali.

Oletetaan nyt, ettd Sylowin 3-aliryhmien lukuméérd on 4. Kaikkien ryhmén G
Sylowin 3-aliryhmien K, Ko, K3 ja K, kertaluku on 3. Lisédksi tiedetdén, ettd K; N
K; on sekd ryhmén K, ettd ryhmén K aliryhmé. Siispd Lagrangen lauseen nojalla
leikkaus on joko (e) tai pitee K; = K. Jalkimmaéinen ei ole mahdollinen, joten pétee
K;NK; = (e), kun i # j. Siispé jokainen Sylowin 3-aliryhmé K; siséltdd kaksi alkiota,
virittdjdalkion ja sen ké#nteisalkion, joiden kertaluku on 3 ja jotka eivét sisdlly muihin
Sylowin 3-aliryhmiin. N&in ollen ryhmé G siséltda 4 x 2 = 8 alkiota, joiden kertaluku
on 3 ja |G| — 8 = 12 — 8 = 4 alkiota, joiden kertaluku ei ole 3. Miké tahansa ryhmé&n
G Sylowin 2-aliryhmé sisiltdd 22 = 4 alkiota, joten kyseiset alkiot muodostavat loput
ryhméan G alkioista. On siis olemassa ainoastaan yksi 4-kertalukuinen Sylowin 2-
aliryhmé, jolloin se Seurauksen 5.9 nojalla on normaali.

Molemmissa tapauksissa ryhmélla G on aito normaali aliryhmé, jolloin ryhmé G ei
voi olla yksinkertainen. 0

Edellisessa lemmassa osoitettiin Sylowin kolmannen lauseen 5.10 ja Seurauksen 5.9
avulla, ettd 12-kertalukuinen ryhmaé ei ole yksinkertainen. Samaisia tyokaluja kaytté-
mélld voidaan useassa tapauksessa osoittaa aidon normaalin aliryhmén olemassaolo
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eli se, ettd ryhmaé ei ole yksinkertainen. Tarkastellaan vield toista havainnollistavaa
esimerkkia.

Esimerkki 7.12. Olkoon G ryhmé, jonka kertaluku on 63 = 32 x 7. Tilloin jokaisen
Sylowin 7-aliryhmén kertaluku on 7. Lisdksi Sylowin kolmannen lauseen nojalla 5.10
ndiden aliryhmien lukumééra jakaa kertaluvun |G| = 63 ja on muotoa 1+ 7k, jollakin
k=0,1,2,.... Luku 63 on jaollinen luvuilla 1,3,7,9,21 ja 63, joista ainoastaa luku 1
voidaan esittdd muodossa 1 + 7k, kun valitaan £ = 0. Ryhméalld G on siis ainoastaan
yksi Sylowin 7-aliryhmaé, joka Seurauksen 5.9 nojalla on normaali. Néin ollen ryhmaélla
G on aito normaali aliryhmé eli se ei voi olla yksinkertainen. Toisin sanoen, ei ole
olemassa yksinkertaista ryhmé&é, jonka kertaluku on 63.

Seuraus 7.13. Olkoon p ja q eri alkulukuja. Tdlloin ei ole olemassa yksinkertaista
ryhmdd G, jonka kertaluku on |G| = p*q.

Todistus. Olkoon G ryhmé, jonka kertaluku on |G| = p?q. Jos alkuluku p ei jaa lukua
(¢ — 1) eikéi alkuluku ¢ lukua (p* — 1), niin Lauseen 7.9 todistuksessa osoitettiin,
ettd talloin ryhmaélla G on normaali Sylowin aliryhmé eiké G néin ole yksinkertainen.
Oletetaan seuraavaksi, ettd pitee sekii q|(p> — 1) ettd p|(¢ — 1). Koska alkuluku p
jakaa luvun (g — 1), niin seurauksena saadaan epayhtilo p < ¢—1, joka on yhtépitava
epayhtalon ¢ > p + 1 kanssa. Liséksi havaitaan, ettd voidaan kirjoittaa

pP—1=@p-1)(p+1),

joten alkuluvun ¢ tdytyy jakaa joko luku (p — 1) tai (p 4 1). Aiemmin todettiin, etté
pétee ¢ > p+ 1 eli ainakin ¢ 1 (p — 1). Jos taas alkuluku ¢ jakaisi luvun (p+ 1), patisi
q < p+ 1. Koska aiemmin todettiin, ettd ¢ > p + 1, taytyy siis olla ¢ = p+ 1. Ainoat
alkuluvut, jotka toteuttavat tdmén yhtdsuuruuden ovat p = 2 ja ¢ = 3, silla luku 2
on ainoa parillinen alkuluku. Lemmasta 7.11 puolestaan saadaan, etté ei ole olemassa
yksinkertaista ryhméé, jonka kertaluku on 22 x 3 = 12. O

7.1. Adsrellisten ryhmien luokittelun viimeistelys. Viimeistelldin ja kootaan
yhteen seuraavaksi darellisten ryhmien luokittelu kertalukuun 15 asti. Jatkossa sym-
bolilla G}, merkitddn ryhmaéé, jonka kertaluku on k.

Lauseen 7.1 avulla saadaan luokiteltua kaikki alkulukukertalukuiset ryhmét. Ole-
tetaan, ettd G, on ryhmé, jonka kertaluvulle pétee |G,| = p. Télloin Lauseen 7.1
nojalla, koska kertaluku |G,| = p on alkuluku, ryhmé G, on syklinen ja isomorfinen
ryhmén Z, kanssa. Siispéd tarkastellessa dérellisid ryhmid kertalukuun 15 asti, voi-
daan todeta ryhmien Gy, G, G5, G7, G171 ja (G153 olevan syklisié ja isomorfisia ryhmien
Do, U3, Usy, L7, 211 ja 73 kanssa téssa jarjestyksessa.

Lause 7.14. Olkoon G4 ryhmd, jonka kertaluku on |G4| = 4. Tdlldin ryhmd G4 on
1somorfinen joko ryhmdn Zy tai ryhmdn Ze ® Zo kanssa.

Todistus. Ryhmén G, kertaluvulle pitee |G4| = 4 = 22. Koska 2 on alkuluku, niin
Seurauksen 7.7 nojalla ryhmé G4 on Abelin ryhmaé ja edelleen isomorfinen joko sykli-
sen ryhmén Z, tai ryhmén Zy ® Zs kanssa. ]

Aiemmin todettiin, ettd Lauseen 6.8 avulla saadaan isomorfiat dérellisille ryhmille,
joiden kertaluku on 6. Muotoillaan tdmé kuitenkin vield lauseeksi.
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Lause 7.15. Olkoon G¢ ryhmd, jonka kertaluku on |Gg| = 6. Tdlldin ryhmd Gg on
1somorfinen joko ryhmdn Ze tai ryhmdn D3 kanssa.

Todistus. Koska ryhmén Gg kertaluvulle pétee |Gg| = 6 = 2 x 3, missd 3 on pariton
alkuluku, Lauseesta 6.8 seuraa, ettd ryhmé Gg on télldin isomorfinen joko syklisen
ryhmén Zg tai diedriryhmén D3 kanssa. U

_ Jotta voidaan tdydellisesti luokitella kaikki kertaluvun 8 ryhmét, tarvitaan avuksi
Adrellisten Abelin ryhmien peruslausetta 3.9, Lemmaa 6.7 sekd Lemmaa 5.5. Lisdksi
pidetddn mielessd kvaternioryhmén () maaritelma.

Lause 7.16. Olkoon Gg ryhmd, jonka kertaluku on |Gg| = 8. Tdlldin ryhmda Gg on
wsomorfinen joko ryhmdn Zs, ryhmdn Zy @ Lo, ryhmdan Ze @ Lo @ Zs, diedriryhmdn
Dy tai kvaternioryhmdn () kanssa.

Todistus. Jos ryhmé Gg on Abelin ryhmé, niin Aérellisten Abelin ryhmien perus-
lauseen 3.9 nojalla se on isomorfinen ryhmén Zsg, ryhmén Z, ® Zo tai ryhmén Zy; ®
Zo ® 7 kanssa.

Oletetaan seuraavaksi, ettd ryhmé Gg ei ole Abelin ryhmé. Lagrangen lauseesta
seuraa, ettd alkiolla a € Gg \ {e} taytyy olla kertaluku 2,4 tai 8. Jos pétisi |a| = 8,
niin alkio a virittaisi koko ryhmén Gy, jolloin se olisi syklinen ja Abelin ryhméa. Siispa
ei-Abelinen ryhmé Gy ei voi siséltda alkiota, jonka kertaluku on 8. Kaikkien ryhmén
G alkioiden kertaluku ei voi myoskéaan olla 2, silla muuten pétisi

ab = (bb)ab(aa) = b(ba)(ba)a = ba,

jolloin Gg olisi Abelin ryhmé. Taytyy siis olla olemassa alkio a € Gg \ {e}, jonka
kertaluku on |a] = 4. Olkoon b sellainen ryhmiin Gy alkio, etti b ¢ (a) = {e, a,a?, a®}.
Koska alkion a kertaluvulle pitee |a| = 4 ja yht#lostd a' = a/b saadaan vasemmalta
alkiolla ™/ molempia puolia kertomalla yhtilo b = a'~7 € (a), joka on ristiriidassa
alkion b valinnan kanssa, muodostuu ryhmé Gg seuraavanlaiseksi:

Gs = {e,a,a? a® b,ab,a’b, a®b}.
Aliryhmén (a) kertaluku on |(a)| = 4, jolloin siis indeksiksi muodostuu
[Gs : (@)] = |G]/[(a)] = 8/4 = 2.

Télloin Lemman 6.7 nojalla aliryhmé (a) on normaali. Lemman 5.5 nojalla a —
r~'az on isomorfismi, joten se siilyttii alkioiden kertaluvut. Talléin siis péitee |a| =
|bab™!| ja lisiiksi ryhmiin (a) normaaliudesta seuraa, ettd bab™' € (a). Koska alkion
e kertaluku on |e] = 1 ja alkion a? kertaluku |a?| = 2, pétee joko bab™' = a tai
bab~! = a®. Yhtlo bab~! = a johtaa kuitenkin ristiriitaan, silld siité seuraisi ba = ab,
jolloin ryhmi Gy olisi Abelin ryhméi. Téytyy siis olla bab™! = a® = a~! ja edelleen
molemmin puolin oikealta alkiolla b kerrottaessa saadaan ba = a~'b. Témén tieto on
hyodyllinen kootessa ryhmén Gg laskutaulukkoa. Saadaan muodostettua esimerkiksi
laskutoimitukset
(b)(a) =a b= a’b
(ab)(a®) = a(ba)a = a(a"'b)a = ba = a~'b = a®b
(a®b)(a) = a*a™'b = ab.

Laskutaulukko nédyttad siis tdhdn mennessé seuraavalta:
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e a a* d ab a’*b ab
e e a o> o ab a’*b a’b
a a a* a* e ab a*b a*b b
a> | a> a e a a® a*b b ab
ala® e a a a b ab a%b
b | b a®b a’b ab
ab | ab b a®b a®b
a’b|a’b ab b a’b
a*b | a®b a*b ab b

Jotta voidaan taydellisesti tdydentdd ryhméan Gy laskutaulukko taytyy selvittédé
laskutoimitus b?. Jos pitisi yhtdls b? = a'b, niin edelleen saataisiin b = a’ € (a), joka
on ristiriidassa oletuksen b ¢ (a) kanssa. Siispé alkio b? on e, a,a® tai a®. Jos pitisi
b? = a, niin tésti seuraisi yhtiasuuruusketju ab = b*b = bb?> = ba, jolloin siis ryhms

Gl olisi Abelin ryhmi. Vastaavasti yhtilosté b? = a®

= a ! seuraisi yhtdsuuruusketju

a~'h = b*b = bb* = ba~!, jolloin yhtdlon molempia puolia sekd vasemmalta ettd
oikealta alkiolla a kertomalla saataisiin ba = aa~'ba = aba='a = ab. Tistd edelleen
seuraisi ryhmén Gy Abelisuus. Siispé téytyy péted joko b = e tai b* = a?. Molemmat
vaihtoehdot tuottavat erilaiset ryhmén Gy laskutaulukot.

Tarkastellaan ensin tapausta, jossa b?> = e ja tidydennetdin ryhmin Gy laskutau-

lukko.
e a a* a® b ab a*b a’b
e e a a> & b ab a’b da’b
a a a* a* e ab a’b a*b b
a> | a®> a e a a® a*b b ab
a*la® e a a® a*b b ab a®b
b | b a*b a’b ab e @ a® a
ab | ab b a*b a*b a e a® a®
a’b|a’b ab b b a® o« e a®
a*b|a*h a®b ab b @ d® a e

Kun valitaan alkio a vastaamaan diedriryhmén D, vastapéiviisté kiertoa r ja alkio
b peilausta d x-akselin suhteen, niin ryhmén Gg laskutaulukko vastaa diedriryhmén
D, laskutaulukkoa, jonka voi ndhdd Esimerkistd 6.5. Ryhmé Gg on siis isomorfinen

ryhmén D, kanssa.

Jos taas valitaan b = a2, niin ryhmiin Gg laskutaulukko niyttii seuraavalta:

e a a* a b ab a*b a’b
e e a a*> & b ab da’b da’b
a a a®> a* e ab b ab a®
a> | a> a e a a* a*b b ab
a*la® e a a®> ab a®*b b b
b | b ab a® a*b a*> @ e a
ab | ab a* a*b b a a® o e
a’bla’b ab b a’b e a a* a
a*bla*b b ab a*b @® e a a?

Kvaternioryhmén laskutaulukko taas niyttéaa seuraavalta:
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/I A —-I -A B (C -B —-C
1 /I A -I -A B (C -B —-C
AlA -I -A I -C B C -B
-1\ -1 -A I A -B -C B (C
-Al-A I A -1 (¢ -B —-C B
B| B (¢ -B-C —-I -A I A
c|c¢c -B -Cc B A —-I -A 1
-B\-B ¢ B -C I A -1 -A
-¢|-¢c B C -B -A I A -I

Osoitetaan esimerkinomaisesti eraat laskutaulukoiden vastinalkiot samoiksi. Tarkas-
tellaan tuloa (a®b)(a?b). Koska oletuksen nojalla on a? = b? voidaan kirjoittaa

(a®b)(a*b) = b*bb*b = b*b*b* = a*a’a® = a’.
Laskutaulukoita vertaamalla voidaan 16ytéé alkiota a?b vastaava alkio —B ja alkiota
a? vastaava alkio —I. Osoitetaan, etté niille kvaternioryhmén alkioille péatee edellisté

vastaava tulo:
N | s R s Rt

Ryhmin Gg ja kvaternioryhmén @) laskutaulukoita vertailemalla ndhdéén ryhmien
olevan isomorfisia keskenddn. Talloin on siis olemassa alkiota A vastaava alkio a ja
alkiota B vastaava alkio b siten, ettd ryhmille Gg pitee myos Méaaritelméan 6.11

yhteydessd mainitut kvaternioryhmén ominaisuudet a* = e, a®> = b? seké ba = a3b.
O

Lause 7.17. Olkoon Gy ryhmd, jonka kertaluvulle pdtee |Go| = 9. Talloin ryhmd Gg
on isomorfinen joko ryhmdn Zg tai ryhmdn Zs ® Zsz kanssa.

Todistus. Ryhmén Gg kertaluku voidaan kirjoittaa muodossa |Go| = 9 = 32. Koska 3
on alkuluku, niin Seurauksen 7.7 nojalla ryhmé Gg on Abelin ryhmé ja isomorfinen
joko ryhmén Zg tai ryhmén Zs ® Zs kanssa. U

Lause 7.18. Olkoon Gyg ryhmd, jonka kertaluku on |Gio| = 10. Tdlloin ryhmda G
on isomorfinen joko ryhmdn Zio tai diedriryhmdn Ds kanssa.

Todistus. Ryhmén Gy kertaluvulle pitee |G1g| = 10 = 2 X 5, missd 5 on pariton
alkuluku. Télloin Lauseen 6.8 nojalla ryhmé Gy on isomorfinen joko ryhmén Zy, tai
diedriryhmén Ds kanssa. 0

Adrellisten Abelin ryhmien peruslauseella saadaan luokiteltua kertaluvun 12 #é-
relliset Abelin ryhmét. Ei-Abelisia 12-kertalukuisia ryhmié varten pidetddn mieles-
sé diedriryhmé Dg, alternoivien ryhmien késite ja Lemmassa 6.17 esitelty ryhma 7T,
jonka kertaluku on myos |7| = 12. Osoitetaan lisdksi, ettd namé 12-kertalukuiset ei-
Abeliset ryhmét eivét ole keskendén isomorfisia. Lauseen 7.20 todistus nojautuu osin
lahteeseen [7].

Lemma 7.19. Mitkddn ryhmistd Dg, Ay ja T eivit ole keskenddn isomorfisia.

Todistus. Ryhméat Dg ja Ay eivit ole keskenéén isomorfisia, silla alkion r € Dg ker-
taluku on |r| = 6, mutta kuten Esimerkissd 6.15 huomautettiin, ryhmé& Ay C Sy ei
sisélla alkiota, jonka kertaluku on 6.
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Vastaavasti voidaan osoittaa, ettd Ay ei ole isomorfinen ryhmén 7" kanssa. Tiedetéddn
nimittéin, ettd alkion (123) € S5 kertaluku on |(123)| = 3 ja alkion 2 € Z, kertaluku
|2| = 2. Koska lukujen 2 ja 3 pienin yhteinen jaettava on 6, alkion a = ((123),2) € T
kertaluku on |a| = [((123),2)]| = 6, mutta ryhmé& A, ei sisélla 6-kertalukuista alkiota.

Osoitetaan vield, ettd ryhmét Dg ja T eivit myoskadn voi olla keskenéén isomorfi-
sia. Tiedetédén, ettd alkion (12) € S5 kertaluku on |(12)| = 2 ja alkion 1 € Z, kertaluku
|1| = 4. Koska lukujen 2 ja 4 pienin yhteinen jaettava on 4, alkion b = ((12),1) € T
kertaluku on |b] = [((12),1)| = 4. Ryhm& Dg ei sen sijaan sisilld 4-kertalukuista alkio-
ta. Sen alkioiden kertaluvut ovat |e| = 1, |r| = 6, |r?| = 3, |r3| = 2, |r1] = 3,|r®| = 6 ja
|rid| = 2 kaikille ¢ € {0,1,...,5}, silld pétee (r'd)? = r'drid =rir~‘dd =d* =e. O

Lause 7.20. Olkoon G5 ryhmd, jonka kertaluku on |G1a| = 12. Tdlldin ryhmd G1a on
isomorfinen ryhmdan Zao, ryhmdn Zo ® Ze R Zs, alternoivan ryhmdn Ay, diedriryhmdn
Dg tai ryhmdn T kanssa.

Todistus. Oletetaan ensin, etté ryhmé Gy on Abelin ryhmé. Talloin Asrellisten Abe-
lin ryhmien peruslauseen 3.9 nojalla ryhmé G15 on isomorfinen ryhmén Z;- tai ryh-
mén Zy ® Zs ® Zs kanssa. Sivuhuomautuksena on hyva pistdd merkille, ettd tama
Lause 7.20 ei sisdlla ryhmén G5 isomorfioita Zs ® Zy ja Zo @ Zg. Tamé johtuu siité,
ettd Lemman 3.11 nojalla pétee

Z12223®Z4 ja ZQ®Z2®Z3%ZQ®Z6.

Oletetaan nyt, ettd ryhmé Gy ei ole Abelin ryhmé. Sen kertaluku voidaan kirjoit-
taa muodossa |G1a| = 12 = 22 x 3. Olkoon lisiksi S; = {K1, Ks, ..., K;} ryhmiin
G112 Sylowin 3-aliryhmien joukko. Sylowin kolmannen lauseen 5.10 nojalla Sylowin 3-
aliryhmien lukuméérin ¢ tiytyy jakaa kertaluku |G| = 12 = 22 x 3. Toisaalta luvulle
t patee t = 1 4 3k jollekin £ = 0,1, 2, .. .. Siispd Sylowin 3-aliryhmien lukumé&éra on
jokot =1 tai t = 4.

Tarkastellaan aluksi tapausta ¢t = 4. Talloin Lauseen 6.16 nojalla ryhmé G5 on
isomorfinen alternoivan ryhmén A, kanssa.

Otetaan seuraavaksi tarkasteluun tapaus ¢ = 1. Talléin K; on ryhmén G5 ainoa
Sylowin 3-aliryhmé ja Seurauksen 5.9 nojalla ryhmén G5 normaali aliryhmé. Siispé
ryhmé G, siséltdéd ainoastaan 2 alkiota, joiden kertaluku on 3. Jos ¢ € G on toinen
néisté alkioista, niin sen konjugaattien kertaluku on 3, jolloin konjugaattiluokan

T(c)={g € Gip:g=a"'ex jollakin x € Gia}

alkioiden lukumaééra on joko 1 tai 2. Siispé edelleen Lauseen 4.13 nojalla pétee joko
[G12 : C(c)] =1 tai [Gia : C(c)] = 2 ja Lagrangen lauseen nojalla keskittdjan C(c)

kertaluku on joko |C(c)| = 12 tai |C(c)| = 6. Télloin molemmissa tapauksissa on
Seurauksen 5.4 nojalla olemassa alkio d € C(c), jonka kertaluvulle péitee |d| = 2.
Koska alkiot ¢ ja d kommutoivat keskendédn ja kertaluvut ovat |c¢| = 3 ja |d| = 2,

voidaan kirjoittaa
(Cd)?;k — C3kd3k — dSk —e
jos ja vain jos 2|3k eli 2|k. Toisaalta voidaan kirjoittaa
(Cd)Qk — CdeQk — CQk: =e,

jos ja vain jos 3|2k eli 3|k. Téllainen lukujen 2 ja 3 pienin yhteinen jaettava on k = 6,
joten alkion cd kertaluvulle pétee |cd| = 6.
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Olkoon nyt a = cd. Talloin Lagrangen lauseen nojalla
[Gha : (a)] = |Gl/[{a)| = 12/6 = 2

eli ryhmé (a) on Lemman 6.7 nojalla ryhmén G2 normaali aliryhmé ja tekijéaryh-
mén Gi2/(a) kertaluku on ryhmén (a) erillisten oikeiden sivuluokkien lukumééra eli
|G12/(a)| = [G12 : (a)] = 2. Téllin on siis olemassa alkio b € G, siten, ettéd pétee
b ¢ (a), b+ ejab®e (a). Jos nimittdin olisi b*> ¢ (a), niin erillisten oikeiden si-
vuluokkien (a)e ja (a)b lisiksi olisi olemassa kolmas erillinen oikea sivuluokka (a)b?.
Liséiksi ryhméin (a) normaaliuden nojalla pétee ba = a'b jollekin ¢ € {0,1,...,5} eli
bab~! € (a). Osoitetaan, ettd ainoa vaihtoehto on bab™' = a®. Jos olisi bab™! = e,
niin kertomalla yhtdlon molempia puolia ensin oikealta alkiolla b ja sitten vasemmal-
ta alkiolla b~! p#ddyttiisiin yhtdsuuruuteen a = e, joka ei ole mahdollinen. Yhté-
suuruus bab~! = a taas johtaisi ryhméin G5 Abelisuuteen. Vaihtoehdot bab=! = a?
ja bab™! = a* eivit myoskidn ole mahdollisia, silli molemmista seuraa, ettd alkion
bab~! kertaluku on |bab~!| = 3. T#ll6in edelleen pétisi bab~tbab~tbab™! = ba*b~! = e,
joka ei ole mahdollista, silld alkion a kertaluku on |a| = 6. Vastaavasti yhtdsuuruu-
desta bab~! = a® seuraa, ettid alkion bab~' kertaluku on |[bab™!| = 2, jolloin yht#ld
bab~'bab™! = ba*b~! = e tuottaa ristiriidan, silld alkion a kertaluku on |a| = 6.
Siispd koska Gis ei ole Abelin ryhmé ja alkion a kertaluku on |a| = 6, tdytyy pé-
ted bab~! = a® = a~!. Tillin kertomalla saadun yhtdlén molempia puolia oikealta
alkiolla b, saadaan ba = a~'b.

Tarkastellaan nyt alkiota b? € (a). Alkiolle b? pitee b* = a’ jollekin i € {0,1,...,5}.
Alkiolle b? ei voi kuitenkaan pited b? = a tai b*> = a® = @', silli molemmista seu-
raa, ettd alkion b kertaluku olisi |b] = 12, jolloin ryhmé Gis olisi Abelinen. Mydos
vaihtoehdot b? = a? tai b> = a* johtavat ristiriitaan, silli molemmista seuraa, et-
téd alkion b kertaluku olisi |b| = 6. Kertomalla yhtdlon b* = a? molempia puolia
oikealta alkiolla b saadaan a®b = b3. Tilldin tdytyisi pited |0®| = |a?b] = 2 eli
a’ba*b = a’a"'bab = a’ala"'bb = bb = e, joka ei ole mahdollista, silli saatiin
|b] = 6. Vastaavasti kertomalla yhtilén b* = a? molempia puolia oikealta alkiolla saa-
daan a’b = 3. Tallsin téiytyisi pited |b®| = |atb| = 2 eli a’ba’d = a'a™0b = bb = e,
joka ei ole mahdollista, silli saatiin |b| = 6 Siispd ainoat vaihtoehdot ovat b* = ¢ ja
b? = a®. Piidytidn siis kahteen lopputulemaan:

(1) joko piitee |a| = 6,b> = e ja ba = a~'b, jolloin G1» on Lauseen 6.4 nojalla
isomorfinen ryhmén Dg kanssa.

(2) tai pitee |a| = 6,b* = a® ja ba = a~'b, jolloin G15 on Lauseen 6.18 nojalla
isomorfinen ryhmén 7' kanssa.

O

Lause 7.21. Olkoon G4 ryhmd, jonka kertaluvulle patee |Gr4| = 14. Tdlloin ryhmd
G4 on isomorfinen joko ryhmdn Zy4 tai diedriryhmdn Dy kanssa.

Todistus. Ryhmén Gq4 kertaluku voidaan kirjoittaa muodossa |G| = 14 = 2 X 7,
missd 7 on pariton alkuluku. Siispd Lauseen 6.8 nojalla ryhmé G4 on isomorfinen
joko ryhmén Zy4 tai diedriryhmén D; kanssa. 0

Lause 7.22. Olkoon G5 ryhmd, jonka kertaluvulle patee |Gy5| = 15. Tdlloin ryhmd
G115 on isomorfinen ryhmdn Z,s kanssa.
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Todistus. Ryhmén Gy5 kertaluvulle pétee |Gi5| = 15 = 3 x 5, missd 3 ja 5 ovat
alkulukuja siten, ettd patee 5 > 3 ja alkuluku 3 ei jaa lukua 5 — 1 = 4. Téllin
Seurauksen 5.12 nojalla ryhmé G5 on isomorfinen ryhmén Z,5 kanssa. O

Nyt ollaan saatu luokiteltua isomorfiaa vaille kaikki darelliset ryhmét kertalukuun
15 asti. Kertaluvun 16 ryhmid on 14 erilaista [14, s. 20]. Niiden ldpikdyminen on
tekninen ja pitka todistus, vaikka apuna voidaankin kdyttda tdmén tutkielman aikana
luotuja tyokaluja. Kyseinen todistus vaatisi myos uusien ryhmien esittelyé. Liséksi
esimerkiksi 64-kertalukuisia ryhmid on 294 [11, s. 617] ja 128-kertalukuisia ryhmié
2358 [8, s. 138]. Kun ylitetddn kertaluku 15, ryhmien luokittelu kiy siis huomattavasti
tyoladmmaéksi eivatké tutkielman aikana luodut tulokset ole yksinédén riittéavia siihen.
Ne muodostavat silti perustan #dérellisten ryhmien luokittelulle.
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