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Téamaén tutkielman tarkoituksena on tutustua yhteen epéeuklidiseen geo-
metriaan, pallogeometriaan, ja verrata sitd koulumatematiikasta jokaiselle
tuttuun euklidiseen geometriaan. Yksinkertaisuudessaan pallogeometria on
geometriaa pallon pinnalla. Tutkitaan, mitd esimerkiksi suora ja kolmio tar-
koittavat pallon pinnalla, ja minkélaisia ominaisuuksia niilli on. Pallogeo-
metriaan tutustuminen syventdd avaruuden ja aksioomaattisen jarjestelmén
ymmértamisti. Yhden aksiooman poisjattdminen madrittadkin useita erilai-
sia geometrian malleja. Pallogeometria on kisitteend samaan aikaan hyvin
etdinen ja hyvin arkipaivdinen; harva tietdd, mikd on isoympyrdn méadritel-
mé, mutta jokainen tarvitsee joskus karttaa, joka on joko pallo tai sen ap-
proksimaatio euklidisessa tasossa.

Tutkielman alussa méaritellddn yksikkopallo, joka toimii koko tutkiel-
man pohjana, ja kaikki tutkielmassa esitetyt asiat tehddan yksikkopallolla.
Sen jilkeen madritelladin antipodi, isoympyré, isometriat ja kolmiot. Néiden
lisiksi tarkastellaan tuttuja trigonometrisia funktioita ja muotoillaan sini- ja
kosinilauseiden lisdksi my6s Pythagoraan lause pallolle. Lopuksi vield tar-
kastellaan, voidaanko palloa approksimoida euklidiseen tasoon ja pohditaan,
voivatko tasokartat olla tarkkoja.

Palloon tutustumisen lisdksi tdmén tutkielman ohella on tehty pallo-
geometriaa havainnollistavia tydkaluja GeoGebraan, joka on lukiolaisille ar-
kipdividinen oppimisymparisté. Naméa tyokalut esitellddn viimeisessd luvus-
sa. Nykyisten sihkdisten ylioppilaskirjoitusten vuoksi lukion oppimateriaalit
hyodyntévat paljon sdhkoisid oppimisympéristdja ja tyokaluja, kuten Geo-
Gebraa. Tyokalujen tekemisen lisiksi tutkielmaan on haastateltu GeoGebraa
oppimisvilineend tutkinutta Jyvéaskyldan yliopiston lehtoria Markus Hahkio-
niemed, joka kannustaa opettajia ja oppilaita rohkeasti tutustumaan Geo-
Gebraan. Pallogeometria on monipuolinen ja erilainen ndkokulma geomet-
riaan koulumaailmaan tuotavaksi. Se on oppilaille ja opiskelijoille uudenlai-
nen esimerkki ymparistosta, jossa kaikki ei menekddn niin kuin on euklidi-
sessa tasossa totuttu.

Avainsanat: pallogeometria, pallo, epideuklidinen geometria, Hilbertin
aksioomajirjestelma, paralleeliaksiooma, trigonometria, kartta, maapallo, Geo-
Gebra, GeoGebra-tyokalut






Sisalto

1__Johdantol

2 Hilberfin aksi l

[3 Pallogeometrian peruskasitteet|

[4.2.2  Pythagoraan lause| . . . ... ... ... ... .....

4.2.3  Pallokolmion sini- ja kosinilauseet| . . . . . . . . . ...

[4.3  Maapallo ja karttasovellukset| . . . . . .. .. ... ... ...

[ Tyokaluja GeoGebraan|

[b.1 GeoGebra opetuskaytossal . . . . ...

[5.2  GeoGebra-tyokalut|

[Ehdel o

14

17
17
27
28
34
37
41

44
44
46

49






Luku 1

Johdanto

Geometria tulee kreikan kielen sanasta geometrein, joka tarkoittaa maanmit-
tausta. Maanmittaus kehittyi lopulta siten, ettd geometriassa tarkasteltiin pi-
tuuksien lisiksi myos kuvioita ja kappaleita. Koulumatematiikan geometria
on kuvien ja kuvioiden tutkimista tasoissa ja avaruuksissa. Geometria on jo
tuhansien vuosien ajan pohjautunut kreikkalaisen matemaatikon Eukleideen
teokseen Alkeet (300 eaa.), jota pidettiin pitkd#in matemaattisen tdsmalli-
syyden mallina. Teoksessa esitellidan useimmat arkipaivaisimmaét geometrian
perusominaisuudet, kuten kolmion kulmien summa sekid Pythagoraan lause.
Eukleides kasasi teokseen siithen aikaan mennessé selvitetyn ja tunnetun taso-
geometrian perusteet ja muotoili ne perustuen aksioomiin ja postulaatteihin,
jotka hén esitti itsestddnselvyyksind. Noin 2000 vuoden ajan geometria pe-
rustui naihin muutamaan perusolettamukseen, joiden avulla Eukleides johti
ja perusteli kaiken muun tasogeometrian. [4]

Epéeuklidinen geometria on 1800-luvun tarkeimpid matemaattisia 16y-
doksia. Paralleelipostulaatin eli paralleeliaksiooman tutkiminen johti usei-
den matemaatikkojen myo6ta siihen, ettd Eukleideen Alkeiden mukainen geo-
metria ei ollutkaan endé ainoa "oikea” geometria. Padadyttiin geometrioihin,
joissa paralleeliaksiooma ei pdde. Carl Friedrich Gauss (1777-1855) ty0sti
epaeuklidista geometriaa julkaisematta siitd mitddn. Tyotéd jatkettiin ja ai-
heesta ensimmaising julkaisivat Janos Bolyai (1802-1860) ja Nicolai Lobac-
hevsky (1793-1856) [5].

Epéeuklidinen geometria jaotellaan hyperboliseen ja elliptiseen geomet-
riaan; riippuen yhdensuuntaisten suorien lukuméarasta. Olkoot [ suora ja P
piste, joka ei ole suoralla [. Hyperbolisessa geometriassa on olemassa useita
suoria, jotka kulkevat pisteen P kautta, mutta eivit leikkaa suoraa [. Ellipti-
sessa geometriassa kaikki pisteen P kautta kulkevat suorat leikkaavat suoran
[ kanssa. Pallogeometria on elliptisen geometrian malli.

Pallogeometrian piste on euklidisen avaruuden R? joukon 22 +14%+2% =1



piste, ja pallogeometrian suora on avaruudessa R? isoympyri, joka myos kuu-
luu joukkoon 2% +41y%+ 2% = 1. Tissi tutkielmassa tarkastellaan yksikkopallon
geometriaa ja tutkitaan tutuimpia euklidisen geometrian lainalaisuuksia pal-
logeometriassa, seki pohditaan miten tarkkoja esimerkiksi maapallosta teh-
dyt kartat ovat. Tydssda madritellddn ensin pallogeometrian peruskésitteita.
Tutkitaan miltd esimerkiksi kolmiot ja suorat nayttavit pallolla ja minkalai-
sia ominaisuuksia niilld on. Témaén jilkeen tutustutaan isometrioihin, joiden
avulla todistetaan pallogeometrian lauseita, kuten sini- ja kosinilauseet, se-
ki Pythagoraan lause. Lisdksi esitelldén erilaisia opetuskiyttoon tarkoitettu-
ja GeoGebra-sovellukseen tehtyji tyokaluja. Epéeuklidista pallogeometriaa
vertaillaan tyossd euklidiseen geometriaan, erityisesti Hilbertin aksioomiin.
Néama aksioomat esitellian seuraavassa luvussa.

Pallogeometria-luvut mukailevat ldhteend kiytettyd David A. Brannanin
teosta Geometry [1]. Tutkielmassa esiintyvit kuvat ovat kaikki GeoGebralla
piirrettyja lukuunottamatta kuvaa [4.16] jonka lihde on mainittu kuvateks-
tissa.



Luku 2

Hilbertin aksioomat

Alkeita kritisoitiin paljon ja Eukleideen tyon on sanottu pohjautuvan arvai-
luihin ja kokeiluihin, eiké kaikkia Alkeissa esitettyja lauseita ja vaittamia pe-
rusteltu vedenpitivisti. Vasta vuonna 1899 saksalainen matemaatikko David
Hilbert (1862-1943) tyosti Eukleideen aksioomajirjestelméd nykyaikaisem-
paan muotoon korjaten Alkeiden virheitd ja intuitioon pohjautuneita esityk-
sid. Hilbertin aksioomajirjestelmd onkin laajempi ja perustellumpi. Hilber-
tin aksioomista kolme ensimmaistd H1, H2 ja H3 kisittelevit peruskasit-
teitd, pistettd ja suoraa, sekd niiden olemassaoloa. Ensimmaéinen aksiooma
on oleellisesti sama kuin Eukleideen ensimméiinen aksiooma, mutta jo toinen
poikkeaa Eukleideen huterasta esityksesta.

H1 Jos pisteet P ja () ovat eri pisteitd, on olemassa yksi ja vain yksi suora,
joka kulkee sekd P:n ettd ():n kautta.

H2 Jokainen suora sisaltdd vahintdan kaksi eri pistetta.

H3 On olemassa kolme eri pistettd siten, ettd mikidan suora ei kulje niiden
jokaisen kautta.

Pistettd ja suoraa ei médritella, vaan niitd pidetddn itsestddnselvyyksiné,
eivitkd aksioomat riipu ndiden tarkasta médritelméstd. Usein pisteet ovat
alkioita ja suorat niiden joukkoja. Y1la olevat Hilbertin kolme ensimmaéista
aksioomaa méirittelevit erilaisia geometrian malleja, riippuen mitd muita
aksioomia oletetaan todeksi. Ndiden ensimmaisen kolmen aksiooman nojalla
Hilbert jatkoi vield aksioomiaan késitellen eri aiheita. Seuraavat nelja aksioo-
maa kisittelevit vilissdoloa. Merkinnéllda A x B x C' tarkoitetaan, ettd piste
B on pisteiden A ja C' vilissd samalla suoralla.

H4 Jos AxBx(C, niin A, B ja C ovat eri pisteitd samalla suoralla ja C'x Bx A.



H5 Jos A ja B ovat eri pisteitd, on olemassa piste C' siten, ettd A x B x C.

H6 Jos A, B ja C' ovat eri pisteitd samalla suoralla, niin yksi ja vain yksi
seuraavista ehdoista on voimassa: Ax BxC, AxCx B tai Bx AxC.

H7 Olkoot A, B ja C eri pisteitd, jotka eivit ole samalla suoralla. Olkoon
suora [ siten, ettei yksikddn pisteistd A, B, ja C ole suoralla [. Jos piste
D on suoralla [ siten, ettd A* D * B, on olemassa my0s piste F suoralla
[ siten, ettd joko A*x ExC tai Bx E % C.

Vilissdolon kisitteen jdlkeen Hilbertin aksioomien lista jatkuu janojen
yvhtenevyyksié késittelevilla aksioomilla. Merkinnalld AB = C'D tarkoitetaan
sitd, ettd janat AB ja C'D ovat yhtenevit eli yhtd pitkdt. Puolisuora @
maédaritellddn valissdolon avulla: Puolisuora P() on joukko, johon kuuluvat
pisteet P ja (), seké ne pisteet A, joille patee Px Q) x A tai P*x Ax (). Pisteen
P péissa se on siis kuin jana, mutta pisteen () ohi se jatkuu suorana.

H8 Olkoot A ja B pisteita ja 1@ mikd vain puolisuora. Tall6in on olemassa
yksi ja vain yksi piste R puolisuoralla fﬁ siten, ettd AB = PR.

H9 Janojen yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio eli

1. AB = AB (relaatio on refleksiivinen).
2. Jos AB = CD, niin CD = AB (relaatio on symmetrinen).

3. Jos AB= (CD ja CD = EF, niin AB = EF (relaatio on transi-
tiivinen).

H10 Jos AxBxC, A« B' «C', AB= A'B' ja BC = B'C’, niin AC = A'(C".

Lisdksi Hilbert muotoili vastaavat aksioomat kulmien yhtenevyyksille.
Eukleides todisti yhtenevin kulman olemassaolon konstruktioilla, mutta Hil-
bert asetteli timén aksioomaksi. Kulma muodostuu kahden samasta pistees-
td alkavan puolisuoran tai janan véliin. Kolmio muodostuu kolmesta janas-
ta AB, BC ja C'A, jotka ovat kolmion sivuja. Kolmion kérkid ovat janojen
padtepisteet A, B ja C.

H11 Olkoon ZABC' kulma, ﬁ puolisuora ja P piste, joka ei ole suoralla
DE. Talléin on olemassa yksi ja vain yksi puolisuoraD F' siten, ettd
pisteet F' ja P ovat samalla puolella suoraa DF ja ZABC = /FDE.

H12 Kulmien yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio.



Liséksi Hilbertin aksioomiin kuuluu kolmioiden yhtenevyydelle SK.S-
saanto:

H13 Olkoot AABC' ja ADFEF kolmioita siten, ettd /A= /D, AB= DE
ja AC = DF. Tallsin AABC = ADEF.

Eukleides méaritti kaiken kaikkiaan viisi aksioomaa, joista yksi oli paral-
leeliaksiooma, jonka my6s Hilbert piti aksioomissaan mukana muotoillen sen
hieman eri tavalla yhdensuuntaisuuden avulla. Yhdensuuntaiset suorat eivit
leikkaa toisiaan, eiké niille siten ole yhteisié pisteita.

PA Olkoon [ suora ja P piste, joka ei ole suoralla [. T&ll6in on olemassa
yvksi ja vain yksi suora m, joka kulkee pisteen P kautta ja joka on
yhdensuuntainen suoran [ kanssa.

Néama esitellyt aksioomat todeksi oletettuina perustavat euklidisen ta-
sogeometrian, johon entis- ja nykyaikojen koulumatematiikan geometria pe-
rustuu. Eukleideen paralleeliaksiooman paikkansapitdvyys oli niin kritisoitu,
ettd Hilbert paranteli koko Eukleideen aksioomajérjestelmad ja nykyisin Hil-
bertin aksioomat ovatkin euklidisen geometrian perustana. Lopulta paadyt-
tiin geometrian malleihin, joissa paralleeliaksioomaa ei pidettykddn totena.

41, 51, [8]



Luku 3

Pallogeometrian peruskasitteet

Aksiomaattinen jirjestelmi oli pitkddn ainoa tapa ajatella ja opettaa geomet-
riaa, ja kaikki rakennettiin todeksi uskottujen aksioomien varaan. Jo yhden
aksiooman poisjattdminen muuttaa saadun geometrian mallin ominaisuuk-
sia ja mahdollisuuksia. Termistéd suora tulee ensimmaéisenéd mieleen euklidi-
sen tason suora, joka on yksikésitteinen kahden pisteen maarittaméana. Suora
madritellddn siten, ettd se on lyhin reitti pisteestd toiseen. Pallo poikkeaa
valtavasti euklidisesta tasosta pintana. Minkéilainen suora on pallon pinnal-
la? Péteeko paralleeliaksiooma tai muut euklidisen geometrian ominaisuudet
epdeuklidisen avaruuden suoralle? Téssid luvussa tarkastellaan pallon maa-
rittdméan avaruuden ominaisuuksia. Tutkittavana joukkona on nimenomaan
vain pallo ja sen pinta.

3.1 Pallo

Miéiritelmi 3.1. Pallo on niiden avaruuden R? pisteiden joukko, joiden
etdisyys r valitusta kiintedsta pisteestd O on vakio.

Huomautus 3.2. Pistettd O kutsutaan pallon keskipisteeksi ja etdisyytta r
pallon sdteeksi, r € R.

Pallo voidaan siis méérittad yksikésitteisesti silloin, kun tiedetdin sen sé-
de ja keskipiste. Téssd tyossa keskitytdan tutkimaan palloa, jonka sdde on 1,
siis 7 = 1, ja jonka keskipiste on avaruuden R origo, eli piste (0,0, 0). Téllais-
ta palloa kutsutaan nimelld yksikkopallo. Merkitddn yksikkopalloa jatkossa
symbolilla S2. Yksikkopallon yhtilé avaruuden R?® karteesisissa koordinaa-
teissa (x,y,2) on 22 +y? + 22 = 1, missi x,y, 2 € R. Se leikkaa positiivi-
set x-, y- ja z-akselit vastaavassa jérjestyksessé pisteissd (1,0,0), (0,1,0) ja
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Kuva 3.1: Pohjois- ja eteldnavat ovat z-akselin ja pallon leikkauspisteet, ja
toistensa antipodit.

(0,0,1). Positiivisen z-akselin leikkauspistettd kutsutaan pallon pohjoisna-
vaksi ja vastaavasti negatiivisen z-akselin ja pallon leikkauspistettd kutsu-
taan pallon etelinavaksi (kuva . Nama pisteet ovat toistensa antipodeja.
Téssa tyossa termilld pallo tarkoitetaan vain maaritelméan mukaisen yk-
sikkdkuulan (eli joukon 2? + y? 4+ 2? < 1) pintaa.

Miéritelma 3.3. Pallon S? pisteen (x,y,2) € S% x,9,2 € R antipodi on
piste —(z,y, z) € S? eli (—z, —y, —z). Pallon pisteet (0,0,1) ja (0,0, —1) ovat
toistensa antipodeja ja nimiltdin vastaavasti pohjoisnapa ja etelédnapa.

Kiinnitetddn pallo (z,y,z) -koordinaatteihin siten, ettd pohjoisnapa ja
eteldnapa pysyvit aina médritelmén [3.3 mukaisina.

Huomautus 3.4. Antipodien kohtisuora etdisyys toisistaan (pallon l&pi)
on aina yhtd suuri kuin pallon halkaisija. Antipodien yhdysjana on pallon
halkaisija.

3.1.1 Isoympyra pallon pinnalla

Kun pallo ldvistetdan tasolla, joka kulkee pallon keskipisteen kautta, muo-
dostuu pallon ja tason leikkauksesta tasolle ympyrd. Tamé tason ympyri



Kuva 3.2: Isoympyrd on pallon ja sen keskpisteen kautta kulkevan tason
leikkausjoukko.

muodostaa vastaavasti kuvion myos pallon pinnalle, ja sitd kutsutaan nimel-
14 isoympyrd (kuva [3.2)). Vastaavasti, jos taso ei kulje pallon keskipisteen
kautta, on kyseessd pikkuympyra.

Maaritelma 3.5. [soympyré on pallon ja sen keskipisteen kautta kulkevan
tason leikkausjoukko.

Huomautus 3.6. Isoympyran sdde on yhtd suuri kuin pallon side.

Maaritelma 3.7. Isoympyra, joka kulkee pallon pohjoisnavan kautta, on
pituuspiiri. Kaikilla pallon pituuspiireilld on yhteinen halkaisija, joka kul-
kee pohjoisnavalta eteldnavalle. Tatd halkaisijaa vastaan kohtisuorassa ole-
vat pallon ja tason leikkausjoukot ovat pallon leveyspiirejd.

Huomautus 3.8. Vain yksi pallon leveyspiireistd on isoympyré, ja sitd kut-
sutaan nimelld pdivintasaaja. Muut leveyspiirit ovat pikkuympyroitd (kuva

53).

Péivintasaaja on siis isoympyré, joka on muodostunut, kun (z,y) -taso
leikkaa pinnan S2. Télldin jokainen péiviintasaajan piste on muotoa (zg, yo,0)
siten, ettd edelleen pitee z2 + y* + 2% = 1, siis #3 + y2 = 1, missi z, yo € R.

Millainen on suora pallon pinnalla tai mitd ominaisuuksia suoralla on, jos
se ei ole euklidisessa tasossa? Aksioomien mukaan euklidisen tason kaksi eri



Kuva 3.3: Pallon leveyspiireistd (kuvassa violetilla) vain péivintasaaja on iso-
ympyré ja muut ovat pikkuympyréité, kun taas jokainen pituuspiiri (kuvassa
oranssilla) on isoympyra.

suoraa voivat leikata toisensa korkeintaan yhdessi pisteessé, ja ne leikkaa-
vat toisensa vain, jos ne eivit ole yhdensuuntaisia. Tarkastellaan seuraavaksi
suoraa ja sen madritelmad pallon pinnalla.

Miiritelmi 3.9. Suora [ on isoympyri pallolla S2.

Huomataan, ettéd kaikki pallon eri suorat leikkaavat toisensa aina tdsmél-
leen kahdessa eri pisteessi, silld mitkil vain isoympyrit pallolla S? leikkaa-
vat toisensa antipodipisteissa. Taten paralleeliaksiooma ei pade pallolla, eiké
pallolla ole yhdensuuntaisia suoria.

Lause 3.10. Mitka tahansa kaksi pallon pistettd, jotka eivdtl ole toistensa
antipodeja, mddarittdvdl aina tasmdlleen yhden isoympyrdan.

Todistus. Olkoot pisteet P ja () mitkd tahansa kaksi pallon pistetta siten,
etté ne eivit ole toistensa antipodeja. Pisteet P, @ ja O (avaruuden R? origo)
eiviit siis ole samalla avaruuden R? suoralla. T&lloin nimi kolme pistetti
méaarittavat yksikasitteisen tason, ja minkd tahansa origon kautta kulkevan
tason ja pallon leikkaus muodostaa yhden yksikésitteisen isoympyréan. Kaksi
pallon pinnan pistettd, jotka eivit ole toistensa antipodeja, maérittavit aina
tdsmélleen yhden suoran pallolla. O]



Jos pisteet P ja () ovat toistensa antipodeja, méarittivat ne useita eri
isoympyroitd (vertaa pituus- ja leveyspiirien mééritelméén), silld pallon hal-
kaisijan ja origon sisdltdvid tasoja on darettomén monta.

Ensimmaéinen Hilbertin aksiooma ei sellaisenaan pide pallon pinnalla: jos
pisteet ovat antipodipisteet on niiden maarittamid isoympyroitd useita. Fn-
simmaiinen aksiooma pétee siis vain, jos pisteet A ja B eivit ole antipodi-
pisteet. Téma ongelma voidaan korjata olettamalla antipodipisteet samoiksi,
jolloin antipodit eivit aiheuta endd ongelmaa. Tosin tilloin pallo olisi vain
puolikas pallo, ja muuttuisi siten kokonaan yksikkdpallosta ympéristona. Hil-
bertin toinen aksiooma patee selvisti, silla yhdelld isoympyralla on aina piste
ja sen antipodipiste. Myo6skin kolmas aksiooma pétee, silla esimerkiksi pis-
teet (1,0,0) ja (0,1,0) mé&rittdvit yhden ainoan suoran: péivintasaajan.
Pisteet (1,0,0) ja (0, 1,0) kuuluvat kyseiselle suoralle, mutta esimerkiksi pis-
te (0,0,1) ei kuulu péivintasaajalle. Vastaavasti pisteet (1,0,0) ja (0,0, 1),
sekd pisteet (0,1,0) ja (0,0,1) méérittavit yhden suoran, jolle vastaavas-
sa jarjestyksessi pisteet (0,1,0) ja (1,0,0) eiviat kuulu. Loydetdédn siis aina
kolmas piste minkid vain pallon suoran ulkopuolelta siten, ettei piste kuulu
suoralle.

Tarkastellaan seuraavaksi kulmia pallolla. Kahden eri euklidisen tason A
ja B leikkauksena muodostuu euklidinen suora [. Tutkitaan tasossa A olevaa
suoraa a, joka on kohtisuorassa suoraa [ vastaan ja leikkaa suoran [ pisteessi
P. Olkoon nyt suora b tasossa B siten, etta se leikkaa suoran [ my6s pisteessi
P ja on kohtisuorassa suoraa [ vastaan. Nyt suorien a ja b viliin muodostuu
kulma, joka on tasojen A ja B vilinen kulma. Tasojen A ja B vilistd kulmaa
sovelletaan my6s keskuskulmassa. Pallon pisteet ovat avaruuden R? pisteité,
ja naiden pisteiden keskuskulmalla tarkoitetaan pisteet origoon yhdistavien
janojen vilistd kulmaa tasossa, jonka ndmé pisteet ja origo maarittavat.

Vastaavasti, kun puhutaan ympyroiden vilisestd kulmasta, tarkoitetaan
niiden leikkauspisteeseen piirrettyjen tangenttien vilista kulmaa tangenttien
tasossa. Asiayhteydessi tarkennetaan, misté neljastid muodostuvasta kulmas-
ta on kulloinkin kyse.

Lause 3.11. Olkoot P ja Q mitkd tahansa kaksi pallon S? pistetti. Pisteiden
P ja Q vilinen etdisyys pallon pintaa pitkin vastaa kaaren PQ keskuskulman
ZPOQ suuruutta siten, ettd |PQ| = ZPOQ.

Todistus. Olkoot pisteet P ja ) pisteitd pallolla S2. Kaksi pistettd pallol-
la médrittéviit aina jonkin isoympyrén (Lause [3.10). Téllsin ne ovat jonkin
tason II ja pallon S? leikkausjoukon pisteitid. Kun tarkastellaan tasoa II, voi-
daan tutkia pallon keskipisteen (origon) O ja pisteiden P ja (Q muodostamaa
keskuskulmaa (kuva . Pisteiden P ja @) etéisyys isoympyréan kehdd pitkin

10



Kuva 3.4: Pisteiden P ja @ vilinen etdisyys maardytyy keskuskulman ZPOQ
mukaan.

eli kaari P(Q) vastaa kulmaa ZPOQ. Taméi voidaan suoraan yleistdd pallon
pinnalle, silld pisteiden P ja () vélinen kaari on pallon isoympyralld, joka
vastaa tason Il ympyraa.

Tiedetadn siis ympyrille, ettéd sen keskuskulman ZPOQ suuruuden suhde
koko keskuskulmasta (27), on ympyrin kaaren eli pallon janan pituuden
| PQ| suhde koko ympyrén kehdn pituuteen 27r [9]. Tasté saadaan edeltiavin
piittelyn nojalla |[PQ| = ££9¢ . 2 = ZPOQ. O

Tutkittaessa kahta mielivaltaista pallon pistettd P ja () huomataan, ettei
niiden maaradman isoympyrin polku P(Q) ole yksikéisitteinen pallolla. Pistees-
td P voidaan kulkea kahta eri reittia isoympyrad pitkin pisteeseen (). Pisteet
P ja @) ovat toistensa antipodeja, jos ja vain jos molemmat reitit isoympyriéa
pitkin pisteestd toiseen ovat yhta pitkid (t&lloin mahdollisia isoympyroitéikin
on useita). Jos taas pisteet P ja @) eivit ole toistensa antipodeja, on toinen
reiteistd toista pidempi.

Maaritelma 3.12. Pallon pisteiden A ja B vilinen jana AB on pisteiden A
ja B kautta kulkevann isoympyrdn osista lyhyempi.

Jatkossa siis termilld jana tarkoitetaan aina kahden pisteen maarittaméan
isoympyran reiteistd lyhyempéd. Janat ovat kongruentit kun ne ovat yhta
pitkat.
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Kuva 3.5: Hilbertin kuudennen aksiooman vaihtoehdot ovat kaikki kolme
yhta aikaa voimassa.

Esimerkki 3.13. Olkoot pisteet P ja Q pallolla S? siten, ettd P = (1,0,0) ja
Q = (0,1,0). Tiedetaéin, ettéd janojen PO ja QO muodostaman keskuskulman
ZPOQ suuruus on . Lauseen nojalla saadaan nyt |PQ| = Z.

Jana nousee kisitteena térkeddn rooliin, kun palloa verrataan Hilbertin
aksioomiin. Vélissdolo on ongelmallinen kisite: Hilbertin aksioomat H4 ja H5
patevit pallon pisteille, mutta kuudes aksiooma ei olekaan tdsmaéllinen. Reit-
ti pisteesta toiseen ei ole yksikésitteinen isoympyraé pitkin, joten kuudennen
aksiooman vaihtoehdot ovat kaikki yhta aikaa voimassa pallon pisteille, jotka
ovat samalla suoralla, eli samalla isoympyrélld. Kun tarkastellaan kuvan
isoympyrid, on jokainen piste kahden muun pisteen vilissd, kun kuljetaan
pisteesté toiseen sopivan suunnan kautta. Kun pisteiden vélissiolo méaéritel-
ladn pallon pisteille janan avulla, saadaan aksioomat paikallisesti pateviksi
my6s pallolla. Vilissdolon késite ei kuitenkaan ole pallolla jarkeva ja hyodyl-
linen késite.

Miiritelméi 3.14. Olkoot pisteet A, B ja C pallon S? pisteitsi, jotka eivit
ole toistensa antipodeja. Piste B on pisteiden A ja C' vilissd, jos piste B
kuuluu janalle AC. Téll6in merkitddn A x B * C.

Edellisen méaaritelméan nojalla tiedetddn aina yksikésitteisesti pisteiden
jarjestys. Niin ollen Hilbertin kuudes aksiooma saadaan paikallisesti pate-
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Kuva 3.6: Hilbertin seitseménnen aksiooman mukainen tilanne: pisteet A, B
ja C ovat eri pisteitd eri suorilta siten, ettei yksikééin ole suoralla | (kuvassa
turkoosi isoympyré). Suora [ leikkaa janat AB ja BC' siten, etta leikkauspis-
teille D ja E pitee Ax D x B ja B*x FE xC.

méadn pallolla sellaisenaan. Vilissdolon késite ei kuitenkaan ole pallolla jar-
kevi ja hyodyllinen késite. Jos edellisen méiritelman pisteet A ja C' olisivat
toistensa antipodeja, olisivat kaikki pallon pisteet niiden vilissa. Jos B on
miki tahansa piste, niin aina on olemassa pisteiden A ja B méarittamé iso-
ympyréa, jolle myos molempien antipodipisteet kuuluvat. Myoskin Hilbertin
seitseméds aksiooma patee pallogeometriassa (kuva. Yksi isoympyra jakaa
pallon kahteen alueeseen, jolloin pallon pisteitd voidaan verrata isoympyrain
ndhden ja kertoa kummalla puolella isoympyraé piste on.

Kahdeksas Hilbertin aksioomista ei ole pallogeometriassa relevantti, silld
pallon suorien eli isoympyroiden pituus on #érellinen. Puolisuora mééritel-
laan valissdolon avulla, ja kuten edella todettiin, ei vilissédoloa voida jarkevéas-
ti maaritelld pallolla. Oleellista on kuitenkin se, ettd minka vain pallojanan
AB kanssa pystytddn maarittdméaan yhta pitkd jana PR pisteiden P ja @)
méarittamaltd isoympyralta (vertaa pallon pisteiden vilisen etiisyyden méé-
ritelmé [3.11]). Kuten aiemmin todettiin, janat ovat kongruentit, kun ne ovat
yhta pitkia, jolloin selvésti siis my0s janojen kongruenssiin liittyvit aksioo-
mat H9 ja H10 péatevit pallogeometriassa.

Tarkastellaan seuraavaksi pallon kulmaa ja sen suuruuden maarittamis-
ta. [soympyroiden véliin muodostuu kulma, joka on isoympyroille niiden leik-
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kauspisteeseen piirrettyjen tangettien vilinen kulma.

Maaritelma 3.15. Olkoot pisteet A, B ja C pallon pisteitd, jotka eivit
ole toistensa antipodeja eivitkid ne ole samalla suoralla. Olkoon isoympyréa ¢
pisteiden A ja B méaarittama ja isoympyra d pisteiden A ja C' madrittama.
Isoympyroiden véliin muodostuu kulma BAC, jonka kirkipiste on A. Pallo-
kulman suuruus on pisteeseen A piirrettyjen isoympyroiden ¢ ja d tangenttien
valinen kulma.

[soympyréille voidaan muodostaa tangentit niiden leikkauspisteeseen. Tan-
gentit kuuluvat tasoon, jonka leikkausjoukosta pallon kanssa isoympyréit muo-
dustuvat. Tangentit muodostavat myos keskenddn tason, johon molemmat
kuuluvat ja joka on kohtisuorassa isoympyroiden tasoja vastaan.

Hilbertin yhdestoista aksiooma pétee pallogeometriassa, silld kulman suu-
ruus ja méadritys palautuvat suoraan euklidiseen tasoon edeltavilld péatte-
lylla. Kulmat ovat aina yhté suuret, jos kulman méaédrddmien isoympyrodiden
tangenttien viliset kulmat ovat yhta suuret. Kulmat ovat kongruentit, jos ne
ovat yhtd suuret. Selvisti kulmien yhtenevyys on myos ekvivalenssirelaatio
pallolla.

3.1.2 Pallokoordinaatit

Tutustutaan seuraavaksi pallokoordinaatteihin. Ne ovat samankaltaiset yk-
sikkdympyrin karteesisten koordinaattien (z,y) = (cosa,sina) ja napa-
koordinaattien (r,«) kanssa. Mééritetddn ensin pédiviintasaajan positiivisek-
si suunnaksi liikkuminen pisteeltd A pisteelle B, kun A = (1,0,0) ja B =
(0,1,0) (kuva[3.7).

Olkoon nyt P; miké vain piste paivantasaajalla ja ¢ keskuskulman ZAOP;
suuruus (0 < ¢ < 2m) positiiviseen suuntaan péivintasaajalla. Nyt pisteel-
le P, saadaan koordinaatit P, = (cos¢,sin¢,0), kun tarkastellaan (z,y)-
tason ympyriakoordinaatteja. Olkoon sitten P piste pohjoisnavan ja pisteen
P, maardamaélla isoympyralla siten, etté se ei ole pallon pohjois- eiké eteldna-
pa ja ettd se ei sijaitse pdivantasaajalla. Maaritelladan keskuskulman ZP,OP
suuruudeksi nyt 6 siten, ettd —5 <6 < 7.

Pisteen P koordinaatit saadaan janojen OC, C'F, ja Py P avulla. Jana C'F,
kertoo x-koordinaatin, jana OC' kertoo y-koordinaatin ja jana Py P kertoo z-
koordinaatin. Jana Py P on selvisti kulman 6 maarittdména PyP = sin 6, siis
z = sinf@. Vastaavasti jana OF, on OFy = cosf kulman 6 méarittiméana.
Tamén avulla saadaan x- ja y-koordinaatit. Janalle OC' eli y-koordinaatille
saadaan, etta

oc y
OP, cosf

= sin ¢,
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Kuva 3.7: Pallokoordinaattien méarittaminen.

eli y = cosfsin ¢.
Vastaavasti janalle C'Fy eli z-koordinaatille saadaan, ettd

eli x = cos @ cos ¢.
Néma yhdistamailld saadaan koordinaatit

P = (z,y,z) = (cosf cos ¢, cos 0 sin ¢, cos ¢).

Méiritelmé 3.16. Olkoon P piste pallolla S2. Pisteen P pallokoordinaatit
ovat kulmat ¢ € (0,27 ja 6 € [-7, 5], kun sen karteesiset koordinaatit ovat

P = (cos ¢cosB,sin ¢ cosd,sinb).

Maéaritelmén mukaiset pallokoordinaatit voidaan ilmoittaa lukupa-
rina (¢, ), joka jo pelkiistiin mérittelee yksikésitteisesti, mistd pallon S?
pisteestd on kyse. Tama tutkielma keskittyy ainoastaan yksikképalloon, jol-
loin pallon séteen oletetaan olevan r» = 1. Pallokoordinaatit voidaan yleis-
taa kaikille palloille lisddmalla pallokoordinaatteihin kolmannen termin, joka
kertoo pallon sdteen r. Esitysmuoto (r,¢,6) kertoo siis lisiksi myos pallon
siteen. TAmi antaa siis jokaisen avaruuden R? pisteen. Pallokoordinaatteja
(r, ¢, 0) vastaava karteesisissa koordinaateissa on

(r,¢,0) = (rcos¢cosf,rsingcosh,rsinb).
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Maapallon pituus- ja leveyspiirit méadritellddn vastaavasti kayttamalla
niita kulmia ja puhumalla siten esimerkiksi pohjoisesta leveydestd. Tarkas-
tellaan seuraavaksi pallon pituus- ja leveysasteita. Olkoon

P = (cos ¢ cos B, sin ¢ cosd,sin 0)

pallon piste, missd ¢ € [0,27[ ja 0 € [-7,5]. Kulmaa ¢ kutsutaan pisteen
P pituusasteeksi ja kulmaa 6 vastaavasti leveysasteeksi. Pdivintasaaja on
“nolla astetta leveyttd”. Leveysaste maarittelee, kuinka kaukana leveyspiiri on
piivantasaajasta. Jos maapallon piste on siis pohjoisella pallonpuolikkaalla,
puhutaan pohjoisesta leveydestd paivintasaajalta alkaen pohjoiseen péin, ja
vastaavasti, jos piste on eteldiselld pallonpuolikkaalla, puhutaan eteldisesté
leveydesta alkaen péivintasaajalta kohti eteldnapaa.

Vastaavasti pituusaste maarittelee, miten kaukana pituuspiiri on "nolla-
pituuspiiristd”, eli nollameridiaanista. Maapallon nollameridiaani on sovit-
tu kulkemaan Iso-Britanniassa Greenwichin halki, minka vuoksi sitd nimite-
tddn myos Greenwichin meridiaaniksi. Aikaerot ja pdiviméariraja kulkevat
pituusasteiden mukaan. Karttasovelluksissa kulman suuruudesta kiytetiin
yksikkona asteita, mutta tdssa tyossd kaikki kulmien suuruudet ovat radiaa-
neina.

Esimerkki 3.17. Olkoon piste P = (-3, \/75,0). Pisteen koordinaatit ovat
muotoa P = (cos ¢ - cosf,sin ¢ - cos 6, sin #). T&lloin on oltava

_ 1
cos - cost = —3
sin ¢ - cosf = \/75
sinf = 0.

Viimeisestd yhtédlostd saadaan, ettd 6 = 0. Télloin cosf = 1. Nyt saadaan

jolloin ¢ = %” Koordinaateiksi saadaan siten P = (cos %”, sin %’r, 0), ja pis-

te sijaitsee pallolla pituusasteella %’r ja leveysasteella 0. Niin ollen pisteen

pallokoordinaatit ovat (¢, ) = (%£,0).
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Luku 4

Pallogeometrian ominaisuuksia

4.1 Isometriat

[sometria on kuvaus, joka siilyttdd pisteiden viliset etdisyydet. Jos siis f :
R?* — R3 on isometrinen kuvaus, pitee tilloin || f(z) — f(y)|| = ||z — y|| kai-
kille pisteille z,y € R3. Kiytinnossi avaruuden R? isometria siis kuvaa yk-
sikkopallon toiseksi yksikkopalloksi. [sometria saattaa kuitenkin "pyorayttad
pallon suunnan toiseksi” vaihtaen esimerkiksi akselien suuntaa tai paikkaa.

Jos avaruuden R? isometria kuvaa origon origoksi eli sille pétee f(0) = 0,
niin talloin isometria voidaan esittdd kuvauksena f(z) = Az, missd matriisi
A on ortogonaalinen. Ortogonaaliselle matriisille A pitee ATA = I = AAT
ja lisdksi sen determinantti on det A = £1. Kierto on kuvaus, jonka kuvaus-
matriisin A determinantti on det A = 1. Vastaavasti heijastusmatriisille B
piatee det B = —1. Isometriset kuvaukset f : R® — R?, f(z) = Az, joiden
kuvausmatriisit ovat ortogonaalisia, ovat pallon isometrioita. Tarkastellaan
isometrioita seuraavaksi pallolla: kuvaus tehdain siis pallon pisteille, eiki
varsinaisesti pallolle tai kuulalle, joka on avaruudessa R3. Pallon isometrioita
hyédynnetidin myohempien lauseiden todistuksissa.

Tarkastellaan kolmea pallon kiertoa, jotka kukin tehdéén eri akselien suh-
teen. Kun kiinnitetddn x-akseli ja kierretddn pallon pisteitd sen suhteen,
(y, z)-taso kddntyy mukana. Sovitaan positiiviseksi kierron suunnaksi kier-
to, jossa y-akseli kiertyy kohti z-akselia.

Méiritelma 4.1. Kierto z-akselin suhteen kulman o verran, o € [0, 27/,
voidaan esittdd matriisikuvauksena: R(X, ) : S — S?

T — Ax
T 1 0 0
missd * = |y| ja A= |0 cosa —sina].
z 0 sina cosw
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Vastaavasti kierrossa y-akselin suhteen y-akseli kiinnitetéén ja (z, z)-tasoa
kierretddn. Valitaan positiiviseksi suunnaksi kierto, jossa z-akseli kiertyy koh-
ti z-akselia.

Miiritelmi 4.2. Kierto y-akselin suhteen kulman g verran, § € [0, 27|,
voidaan esittdd myos matriisikuvauksena: R(Y, 3) : §% — 52

x— Ax
x cosf 0 sinf
missd nyt € = [y | ja A = 0 1 0
z —sinf 0 cospf

Edelleen my6s z-akselin suhteen kierretdén samaan tapaan kiinnittamalla
z-akseli ja kiertdmdlla sitten tasoa (z,y). Olkoon nyt kierto positiiviseen
suuntaan z-akselin kierto kohti y-akselia.

Miiritelmi 4.3. Kierto z-akselin suhteen kulman v verran, v € [0, 27|,
voidaan esittdd matriisikuvauksena: R(Z,7) : S — S2,

T — Az
x cosy —siny 0

missd = |y| ja A= |siny cosy O].
z 0 0 1

Yksinkertaisimmissa kierroissa akselit kuvautuvat toisikseen. Kun esimer-
kiksi z-akselin suhteen kierretdéin kulman 7 verran, positiivinen y-akseli ku-
vautuu positiivisen z-akselin paikalle ja positiivinen z-akseli kuvautuu nega-
tiivisen y-akselin paikalle. Tutkitaan positiivista y-akselia (talloin se tarkoit-

us

taa pallon pinnalla pistettd (0,1,0)) kierrossa z-akselin suhteen kulman
verran: R(X,a) : S? — S?

r— Ax
Nyt siis € = (0,1,0), a = § ja
1 0 0 0
Ax = |0 cosy —sing 1
_O sing cosg 0
1 0 0 0
= |0 0 —1| |1
01 0 0
[0
= |0
_1
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Kuva 4.1: Palloa kierretdan z-akselin suhteen kulman 7 verran, jolloin piste
A = (0,1,0) kuvautuu pisteeksi N = (0,0, 1). Kierron myo6ta positiivinen
y-akseli siirtyy positiivisen z-akselin paikalle.

Nyt siis piste (0, 1,0) kuvautuu pisteeksi (0,0, 1), eli positiivinen y-akseli
kierretdin positiivisen z-akselin paikalle (kuva [4.1)).

Lause 4.4. Edelld esitellyille mddaritelmien |].1 mukaisille kiertokuvauk-
sille R : S* — S2, x-, y- ja z-akseleiden suhteen pitee

R(X,—a) = R(X,a)™!
R(YY,—B) = R(Y.8)"
R<Z7 _"7) = R(Za ’7)_1'

Todistus. Riittad, ettd lause todistetaan kierrolle x-akselin suhteen, silld to-
distus on vastaanlainen my6s akselien y ja z kiertojen suhteen. Jos yhdis-
tetty kuvaus R(X, —a)R(X, «) on identtinen kuvaus, on tilloin R(X, —«a) =
R(X, a)~!. Tutkitaan siis piteeko yhdistetylle kuvaukselle R(X, —a)R(X, a):
x— AA 1z, etti AA™ =1T.

19



1 0 0 1 0 0

R(X,—a)R(X,a) = |0 cos(—a) —sin(—a)| [0 cosa —sina
0 sin(—a«) cos(—a) 0 sina cosa

1 0 0 1 0 0

= |0 cosa sSinw 0 cosa —sinao
_O —sina cosa| |0 sina cosa
1 0 0

=10 cos? o + sin® — €os o sin o + sin o cos «
_O — sin v cos v 4 cos « sin «v cos? a + sin® o
(1 0 0

=(0 1 0
0 01

Yhdistetty kuvaus on identtinen kuvaus, jolloin lause pétee. O]

Lause 4.5. Mikd tahansa pallon kierto on esitettivissd edelld esiteltyjen x-,
y- ja z-akselerden suhteen tehtyjen kiertojen yhdistettynd kuvauksena.

Todistus. Tutkitaan ensin pisteen A = (1,0,0) kiertoa R, mihin tahansa
pisteeseen B = (cos¢ - cosf,sin¢ - cosf,sinf) € S% missd ¢ € [0,27[,0 €
[—7, 5[ Kierretdén piste A ensin (z,y)-tasossa kulman ¢ verran siten, ettd
kierretty piste Ag on samalla isoympyrilld pohjoisnavan ja pisteen B kanssa
(kuva [4.2)). Kyseessi on siis kierto R(Z, ¢). Nyt pisteen koordinaatit ovat
Ap = (cos ¢, sin ¢, 0).

Tamén jilkeen kierretdin pistettd Ao kulman 6 verran kohti pistettd B
pitkin suoraa, joka kulkee pisteiden B ja Ag sekéd pohjoisnavan kautta. Tamé
kierto ei kuitenkaan ole alkuperiisten akseleiden z-, y- eiké z-suhteen, vaan
ensimmaiselld kierrolla siirretyn y-akselin suhteen. Merkitddn tatd kiertoa
symbolilla R(Y’,6). Tamé kierto voidaan esittdd kombinaationa, jossa on
ensin palauttava kierto R(Z, —¢) = R(Z, $)™!, sitten kierto R(Y, —0) ja vield
palauttamalla kierrolla R(Z, ¢). Kyseessd on yhdistetty kuvaus pisteesta A
pisteeseen B:

R(Z,0)R(Y,0)R(Z,¢) .

Kun tdhén yhdistetdan vield alkuun kierto pisteeltd A pisteelle Ay, saa-
daan kuvaus
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Kuva 4.2: Piste A on ensin kierretty pisteeseen A, ja sitten pisteeseen B.

RO - R(Z’ gb)R(Y? Q)R(Za ¢)_1R<Za qb)
= R(Z,¢)R(Y,0)

[cos¢ —sing 0] [cos® 0 —sinf
= |sing cos¢p O 0 1 0
| 0 0 1| [sinf 0 cosf
[cospcos —sing — cos@sinf
= |[sin¢cosf cos¢p —singsind
| sind 0 cosf

Kun piste A = (1,0,0) nyt kierretdén edelld esitetylld yhdistetylld ku-
vauksella, saadaan

cospcosf —sing —cososinf| |1 cos ¢ cos
singpcosf cos¢p —singsinf| |0 = |sin¢gcosf |,
sin ¢ 0 cos 0 sin ¢

miké on tdsmaélleen haluttu piste B = (cos ¢ cos ), sin ¢ cos 6, sin 0).

Todistus voidaan yleistési minki vain pinnan S? pisteen C kiertona pis-
teeseen B vastaavalla padttelylld: tehdddn kierto pisteen A = (1,0, 0) kautta,
siis kiertamallad piste C' ensin pisteeseen A ja siitd edelleen pisteeseen B. [
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Pisteen P = (x,y, z) heijastus paivintasaajan madrittimén tason (eli ta-
son z = 0) suhteen tuottaa pisteen P’ = (z,y,—z). Piste siis heijastetaan
vaakatasossa olevan tason suhteen kohtisuorasti samalle etiisyydelle tasos-

ta sen toiselle puolelle. Heijastus on kuvaus yleisen tason I maérittAmané
R(IT) : S — 52,

T — Ax,
x
missd = |y | ja A on heijastustason méaarittdma matriisi.
z

Lause 4.6. Tason II suhteen heijastettaessa heijastuskuvauksen matriisi A

on muotoa
1—2a%2 —2ab —2ac
A=]| —2ab 1—-20» —2bc ,
—2ac —2bc 1 — 22

kun tason II yhtdlé on ax + by + cz = 0 siten, ettd a®> +b* + 2 = 1 ja
a,b,ceR.

Todistus. Origon sisaltdvan tason, jonka suhteen heijastus tehd&in, yhtilo
on muotoa ax +by+cz = 0 (a, b ja c on valittu siten, ettd a> +b*+c* = 1, eli
tason madrittdavin vektorin a = (a,b,¢) pituus on 1). Tason yhtélo voidaan
nyt esittdd muodossa

a-x =0,

missd @ on vektori (z,v, 2).

Olkoon 7 heijastus tason II suhteen pallolla S?. Pisteen x heijastus on
piste r(x). Jana, joka yhdistd4 pisteet  ja r(x), on yhdensuuntainen tason
IT méaarittdvan vektorin a kanssa. Télloin r(x) voidaan esittdd muodossa

r(x) =z + ta,

jollakin parametrilld ¢ € R\{0}. Koska piste & on pallon pinnan piste, pétee
sen pituudelle
(x+ta)- (x+ta) =1,

joka on
z-x+2t(x-a)+t?’(a-a)=1.

Koska - x =1 ja a-a =1, saadaan

2t(x - a) +t* = 0.
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Jos nyt olisi « - @ = 0, niin silloin piste @ olisi tasossa II, jolloin olisi & = r(x)
jat = 0. Jos taas « -a # 0, yhtilostid 2tz - a + t?> = 0 saataisiin, ett
2¢ -a+1 =0, siis 2x - a = —t, koska ¢ £ 0. Talloin

r(x) =« —2(x - a)a.

Esitetdén r(x) koordinaattien (x,y, z) avulla, jotta saadaan ratkaistua hei-
jastuskuvauksen matriisi. Kun a = (a, b, ¢), saadaan

(x,y,2) — 2(ax + by + cz)(a, b, ¢)

(x,y,2) — (2a(ax + by + cz),2b(ax + by + cz), 2c¢(ax + by + cz))
= (x —2a(ax + by + cz),y — 2b(ax + by + cz), z — 2c(ax + by + cz))
(z — 2a*r — 2aby — 2acz, —2bax + y — 2b%y — 2bcz,

r(x,y, z)

—2cax — 2cby + z — 2¢*2)
= ((1 - 2a*)x — (2ab)y — (2ac)z, —(2ba)x + (1 — 2b*)y — (2bc)z,
(—2ca)x — (2cb)y + (1 — 2¢%)2).

Nyt kuvaus r(z,y, z) voidaan esittdd matriisina

1—2a®> —2ba —2ca
r(z)=| —2ab 1-2b> —2cb
—2ac —2bc 1 —2¢2

Saatu matriisi on tdsmélleen sama kuin lauseessa esitetty. O]

Ailemmin todettiin, ettd paivintasaajan méarittdmén tason eli tason z =
0 suhteen heijastaminen heijastaa pisteen (z,y, z) pisteeksi (z,y, —z). Tar-
kastellaan heijastusta vield edellisen lauseen pohjalta. Tason yhtdlé on z = 0,
joten a =0 =b ja ¢ = 1. Nyt saadaan matriisiksi A

0
0
-1

A:

OO =
O = O

Matriisi A on siis kuvaus * — Az, joka kuvaa pisteen (x,y,z) pisteeksi
(x,y, —z), juuri kuten aiemmin p#ételtiin.

Esimerkki 4.7. Olkoon tason II yhtélo —\%%—\%%—\% = 0. Nyt tason méara-

v, yksikkovektori a on (—\%, \/Lé, \/ig) Téamén tason IT mukaan muodostettu
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Kuva 4.3: Piste A on heijastettu tason Il suhteen. Koordinaatistoa on hieman
kiddnnetty totutusta suunnasta, jotta heijastus olisi helpompi havaita.

heijastuskuvauksen matriisi on

12 11 11
g ‘27@ B
_oLl 1 —o Ll 1 Q(L)Z
L V23 V6 V3 V3
0 —¥2 _2
V6 V3
— |2 2 V2 ]
- V6 3 3
_V2 V2 1
LT V3 3 3
T&am4 heijastus kuvaa esimerkiksi pisteen A = (1,0, 0) seuraavasti:

V2 V2
0 NG e 1 0
_vz2 2 V2 0l = [
NG 3 3 V6 | o
_V2 N2 1 0 _V2
V3 3 3 V3
siis piste A = (1,0, 0) kuvautuu pisteeksi A" = (0, —%, —%) kuten nahdaéin

kuvasta [1.3

Tarkastellaan nyt lauseita, jotka yhdistavat kierrot ja heijastukset toi-
siinsa: heijastukset saadaan myos kiertoina ja kierrot heijastuksina. Seuraava
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Kuva 4.4: Pisteen P heijastaminen tasojen m; ja 7o suhteen yksinkertaistet-
tuna (xy)-tasoon.

lause ja sen todistus ovat teorian yleistyksii kaikille avaruuden R? kierroil-
le ja heijastuksille, mutta kiyvit sellaisenaan myds pallolle S?, silld pallon
kierrot ja heijastukset ovat avaruuden R? kiertojen ja heijastusten osajoukko.

Lause 4.8. Kuvaus, joka on origon sisdltivien tasojen m, ja mo suhteen teh-
tyjen heijastuksien yhdiste, on kierto tasojen my ja mo letkkausjoukkona muo-
dostuvan suoran suhteen.

Todistus. Valitaan akselit z, y ja z siten, ettd origon kautta kulkevien taso-
jen 7y ja my leikkausjoukkona syntyva suora on z-akseli. Kun nyt tutkitaan z-
ja y-akseleiden tasoa, ovat tasot m ja mo kohtisuorassa z- ja y-akseleiden ta-
soon nihden. Taten heijastukset eivit vaikuta nyt z-akselin koordinaatteihin
lainkaan, jolloin voidaan jattaé kyseinen suunta huomiotta ja yksinkertaistaa
tilanne pelkiistdén (z,y)-tasoon (kuvat 4.4 ja [4.5)).

Olkoot tason 7 ja x-akselin vélinen kulma suuruudeltaan « positiiviseen
suuntaan (eli myGtépaividn) ja vastaavasti tason my ja x-akselin vélinen kul-
ma suuruudeltaan § (kuva [4.5). Tutkitaan pistettd P = (¢,6), jonka koor-
dinaatit ovat pallokoordinaatteja. Tason 7 suhteen heijastaminen tuottaa
pisteen P’ = (a + (o — ¢),0) = (2a — ¢, 0). Kun tdmé edelleen heijastetaan
tason 7y suhteen, saadaan piste P” = (25 — (2a — ¢),0) = (¢ + 2(a — ), 6).
Saatu piste P” on pallokoordinaattien mukaisesti saatu kiertamalla z-akselin
suhteen kulman 2(«a — ) verran, siis kahdesti heijastamalla. ]
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Kuva 4.5: Piste P on heijastettu ensin tason m; suhteen, ja sen jilkeen tason
Ty suhteen.

Edellisen lauseen perusteella voidaan todeta, ettd heijastus kahden eri
isoympyrdn madrittdman tason suhteen on sama kuin kierto isoympyroiden
leikkauspisteiden méirittimin avaruuden R® suoran suhteen kaksi kertaa
isoympyroiden vilisen kulman verran. Heijastustasojen leikkauksesta syntyvi
suora on siis aina vastaavan kierron kiertoakseli.

Esitelladn seuraavaksi lemma, jota tarvitaan lauseen todistuksessa.

Lemma 4.9. Isometria on yksikdsitteisesti madritelty, jos sen vaikutus tie-
detddin kolmeen eri pisteeseen, jotka eivdt ole samalla isoympyrdlld.

Todistus. Olkoot pisteet P, () ja R siten, etteivit ne ole samalla isoympy-
ralld, ja M miki tahansa piste pallolla S?. Olkoon kuvaus t isometria, joka
kiinnittdéd pisteet P, @ ja R. Nyt kuva ¢(M) on ympyralléd, jonka keskipiste
on P ja sidde on PM. Kuva t(M) on my6s ympyrilla, jonka keskipiste on Q)
ja side on QM. Oletuksen nojalla kuva t(M) on ympyralld, jonka keskipiste
on R ja sdde on RM. Kolme eri ympyrédd voi kuitenkin leikata vain yhdessd
pisteessd, jolloin patee M = t(M). Talloin selviisti isometria on yksikésittei-
sesti madrdtty kolmen pisteen perusteella. Niin ollen kuvauksen on oltava
identtinen kuvaus, silla se kiinnittad jokaisen pisteen paikalleen.

Tamaéan nojalla voidaan todeta, ettd jos kaksi eri isometristd kuvausta f
ja g kuvaavat pisteet P, @ ja R, jotka eivit ole samalla isoympyralld, sa-
moiksi pisteiksi, niin télléin kuvaukset ovat samat, siis f = g. Kuvaus on siis

26



madritelty yksikasitteisesti, kun sen vaikutus tiedetdin kolmeen pisteeseen,
jotka eivit ole samalla isoympyralla. O]

Edellisen lemman nojalla seuraavan lauseen todistuksen heijastuskuvauk-
set voidaan olettaa yksikésitteisiksi.

Lause 4.10. Jokainen pallon S? isometria on korkeintaan kolmesta eri iso-
ympyroiden suhteen tehdyistd heijastuksista saatu kuvaus.

Todistus. Olkoot nyt P, ) ja R mielivaltaiset kolme pistettd eri isoympyroil-
td, ja olkoot P’, Q' ja R' pisteiden kuvat jollain isometrialla t : S? — S2.
Tarkastellaan nyt, saadaanko pisteet P, () ja R kuvattua pisteiksi P’, )’ ja
R’ korkeintaan kolmella eri heijastuskuvauksella.

Olkoon r, heijastus, joka kuvaa pisteen P pisteeksi P’. Merkitdén hei-
jastuksen kuvaa pisteestd () merkinnalld r,(Q) = Q1. Olkoon isoympyrd C
kulmanpuolittaja kulmalle, joka muodostuu janojen P’ ja P’Q)’ viliin. Iso-
ympyrda C' puolittaa myoOs pisteet ()1 ja @ yhdistdvan janan. Isoympyrin
C' suhteen tehtdvé heijastus kiinnittaé pisteen P’ paikalleen (silla P’ € C)
ja heijastaa pisteen Q1 pisteeksi ()'. Oletetaan, ettd heijastus kuvaa pisteen
rp(R) = Ry pisteeksi R”.

Janat R'P’ ja RP ovat selvisti isometrisen kuvauksen myotéa yhtéd pitkié.
Edelleen myos janat R” P’ ja RP, seké janat R”(Q) ja QR ovat keskendin yhtéd
pitkid. Olkoot |RP| = |R'P'| = |R"P'| = dp ja vastaavasti |R"Q| = |QR| =
dg. Pisteet R ja R” ovat molemmat siis kahden ympyrén kehdlld: ympyrén,
jonka side on dp ja keskipiste P’, ja ympyrén, jonka side on dg ja keskipiste
Q'

Jos nyt piatee R = R”, on alkuperiisen isometrian tuottamiin kuvapistei-
siin P’ Q' ja R’ paasty kahdella heijastuskuvauksella. Talloin lause siis pétee.
Jos taas R’ # R”, voidaan tehd& vield kolmas heijastus pisteiden P’ ja @’
lapi kulkevan isoympyran suhteen, jolloin saadaan kuvattua R’ pisteeksi R'.
Nyt on todistettu, ettd kolmen pisteen maéaérittamé isometria voidaan esit-
a4 kolmella eri heijastuksella S2, joten alkuperiinen viite seuraa Lemmasta
4.9 ]

Niitd tassa luvussa kasiteltyja pallon isometrisid ominaisuuksia hyédyn-
netddn seuraavassa luvussa, kun todistetaan pallon trigonometrisid lauseita
pallokolmiolle.

4.2 Pallotrigonometria

Pallon kolmio muodostuu euklidisen tasogeometrian tapaan kolmesta eri suo-
rasta ja niiden leikkauspisteiden méaarittadmistd kolmion kulmista. Euklidises-
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Kuva 4.6: Havainnollistus todistuksesta, jossa ensin heijastetaan siten, ettd
piste P saadaan pisteeseen P’. Tdmén jéilkeen heijastetaan sellaisten tasojen
suhteen, joihin P’ kuuluu, jolloin P’ saadaan kiinnitettyé.

sa tasossa kolmion kulmien summan tiedetdan olevan aina 7, mutta kun kol-
mio muodostetaan samanlaisin ehdoin pallon pinnalle, kuinka suuri kolmion
kulmien summa on silloin? Téssa luvussa tutustutaan pallokolmioon, pallo-
kolmion kulmien summaan ja lisdksi muotoillaan ja todistetaan sini-, kosini-
ja Pythagoraan lauseet pallokolmiolle.

4.2.1 Pallokolmio

Yksi kolmion AABC' méarittivista isoympyroistd kulkee pisteiden A ja B
kautta, toinen kulkee pisteiden B ja C kautta, ja kolmas kulkee pisteiden
C ja A kautta. Isoympyrda pitkin voidaan kulkea kahta eri reittid pisteestd
toiseen. Téten kolmioita AABC onkin useampi.

Yksi isoympyra jakaa pallon pinnan kahteen alueeseen. Kun siihen lisé-
tddn toinen isoympyré, puolittaa se molemmat alueet, ja nédin saadaan nelji
erillistd aluetta. Kolmas isoympyra puolittaa vield ndmé alueet, jolloin muo-
dostuu kahdeksan kolmion muotoista aluetta. Maéritelma, jonka mukaan kol-
mio muodostuu isoympyroiden leikkauspisteiden perusteella, madrittad siis
kahdeksan eri kolmiota, jollei pisteille ole annettu tarkempia lisdvaatimuksia
(kuva [4.7).

Reitin suunta pisteestd toiseen voidaan méaaritelld yksikasitteisesti reitin
pituuden perusteella. Maéritelman mukaan lyhyempi pisteiden A ja B
maarittAman isoympyrin reiteistd pisteestd toiseen on nimeltddn jana. Kol-
mio, jonka sivut ovat janoja, on aina néhtavissa kokonaan palloa kiertamalla,
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Kuva 4.7: Pisteiden A, B ja C' maérittamia kolmioita on yhteensi kahdeksan
kappaletta.

silla jokainen sen sivuista on pituudeltaan korkeintaan m:n verran.

Maiaritelmi 4.11. Olkoot pisteet A, B ja C siten, ettd ne eivit ole samalla
isoympyrallé, eivitkd ne ole toistensa antipodeja. Pisteet A, B ja C' maéérit-
tavit kolmion AABC. Tilloin janat AB, BC ja C'A ovat kolmion sivut ja
pisteet A, B ja C ovat kolmion kérjet.

Kolmion kulmat ja niiden suuruudet mééritellisin pallolla vastaavasti
kuin euklidisessa tasossa. Sivujanojen viliin jadva kulma kohti kolmatta si-
vua on kyseisen kirjen kulman suuruus. Pallokolmion kulman suuruus on
alle m:n verran. Koska kolmion sivu on jana, on sen pituus korkeintaan m:n
verran. Sivujanat ovat isoympyroiden osia, joten kolmion kulman suuruus on
sama kuin sen sivujanojen médrittdmien isoympyroiden vilinen kulma.

Hilbertin kolmastoista aksiooma maérittdd SKS-s&dnnon kolmioiden yh-
tenevyyksille. Se péatee myos pallokolmiolle, silld kulman A suuruus maérit-
tad yksikasitteisesti sivujanojen suunnan karjesta ldhtien myos pallolla, ja
vastaavasti sivujanojen pituudet maarittavit yksikésitteisesti kahden muun
kéirjen sijainnin. My6skin edelld esitellyt isometriset ominaisuudet takaavat
SKS-sdidnnon toimivuuden. Niiden myo6tda muut euklidisen geometrian yhte-
nevyyssaannot patevit myos pallolla.

Lause 4.12. Olkoon kolmio APQR pallolla S? siten, etti sen sivujen PQ,
QR ja RP pituudet ovat vastaavassa jarjestyksessd r, p ja q ja ettd p = q.
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Kuva 4.8: Kun janat p ja ¢ ovat yhtd pitkit, ovat myos kulmat « ja § yhtd
suuret.

Tdlloin, kun kolmion kulmien P ja Q) suuruudet ovat vastaavasti o ja f3,
pitee a = f5.

Todistus. Olkoon [ isoympyré pallon pinnalla siten, ettd se puolittaa kulman
/ZPRQ (kuva . Nyt heijastus isoympyrin [ suhteen kuvaa pisteiden P ja
R méarddman isoympyran isoympyraksi pisteiden () ja R lipi, ja pidinvastoin,
sillé heijastus on isometria ja p = ¢. Samoin se kuvaa kulmat « ja S toisikseen,
jolloin @ = (3. Liséksi heijastus sdilyttaéd pisteiden P ja () kautta kulkevan
isoympyran ja kuvaa siksi kulmat « ja [ toisikseen. O]

Euklidisessa tasogeometriassa kaksi suoraa leikkaavat toisensa aina kor-
keintaan yhdessd pisteessid. Tdmén vuoksi kaksi suoraa ei voi milloinkaan
muodostaa rajattua aluetta tasossa. Kun kahta suoraa tutkitaankin pallon
pinnalla, huomataan, ettd kaksi suoraa (eli isoympyrdd) rajaavat aina pin-
nalta alueen. Yksi isoympyré jakaa pallon pinnan kahteen alueeseen. Kun
pallolle lisdtddn toinenkin isoympyré, jakaa se jo muodostuneet alueet vield
kahteen osaan: kaksi eri isoympyraé jakavat pallon pinnan neljiédn alueeseen.
Monikulmion muodostamiseen tarvitaan pallon pinnalla siis vain kaksi suo-
raa, kun vastaavasti euklidisessa tasossa tarvitaan vahintdidn kolme suoraa.

Kahden isoympyran rajaamaa pinnan aluetta kutsutaan puolikuuksi. Kos-
ka puolikuun kérkipisteet ovat toistensa antipodeja, on sen pinta-ala suoraan
verrannollinen puolikuun kulmaan eli isoympyroéiden véliseen kulmaan, joka
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muodostuu isoympyréiden leikkauspisteeseen. Kuten pallokolmiollekin, niin
my6s puolikuun kulman suuruus voidaan mééaritelld isoympyroiden tasojen
vilisend kulmana. Seuraavien méidaritelmien avulla voidaan johtaa kolmion
kulmien summan ja kolmion pinta-alan suuruus.

Maéritelmi 4.13. Olkoot A, B ja C pallon S? pisteiti, jotka eivit ole
samalla isoympyrélld. Isoympyrét pisteiden A ja B, seki pisteiden A ja C
kautta muodostavat puolikuun K 4, jonka kéirki on pisteessd A. Puolikuun
K 4 pinta-ala Ag, on

AK = g : 47T7”2

A om

= 2ar?,

kun a« = ZBAC on puolikuun kulman suuruus ja r pallon side.

Talloin siis yksikk6pallon puolikuun ala Ax on Ax = 2a, kun «a on puo-
likuun K kulman suuruus. Hyodynnetdan tatd tietoa seuraavassa lauseessa,
joka nayttaa pallokolmion kulmien suuruuksien summan.

Lause 4.14. Pallokolmion pinta-ala on Apapc = LBAC+/ZABC+/ACB—
.

Todistus. Olkoot pisteet A, B ja C pallon S? pisteiti, jotka eiviit ole samalla
isoympyralla. Naméa pisteet muodostavat kolme eri puolikuu-paria, joilla on
jokaisella eri kirkipisteet. Yksikkopallon pinta-ala 47 voidaan esittda nédiden
puolikuiden avulla. Pisteiden ja niiden antipodipisteiden maaradméat puoli-
kuut tayttaviat koko pallon pinnan (kuva . Jokainen puolikuu siséltaa
kolmion AABC tai sen kanssa yhtenevin antipodipisteiden muodostaman
kolmion AA’B'C’ alan. Koko pallon alaksi saadaan Mé&éritelméi hyo-
dyntamalla

4T = 2AKA + QAKB + ZAKC — 4AAABC
= 2-2/BAC+2-2/ABC +2-2/ACB — 4Aaapc.

Tama saadaan vield muotoon
AAABC = ZBAC + ZABC + AACB — .

O

Selvésti Aaapc > 0, jolloin edellinen lause antaa vastaavasti tiedon, etté
pallokolmion kulmien suuruuksien summa on aina suurempaa kuin luku .
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Kuva 4.9: Isoympyrét pisteiden A ja B, B ja C, sekid C' ja A kautta rajaa-
vat pallon kolmeen puolikuu-pariin. Namé puolikuut tayttavat koko pallon
pinnan.

Seuraus 4.15. Pallokolmion kulmien suuruuksien summa on suurempi kuin
luku .

Mitd pienemmaistd kolmiosta on kyse, sitd pienempi kulmien summan
ylitys yli luvun 7 on, ja sitd "tasomaisemmasta” kolmiosta on kyse.

Esitellddn seuraavaksi viela pallokolmion kulmien summan suuruudelle
toisen todistuksen padpiirteet [10]. Téhén todistukseen tarvitaan apuna na-
pakolmiolle maaritelma seké, apulause napakolmion sivujen pituuksien
ja kulmien yhteydesta.

Miiritelmé 4.16. Olkoon AABC miki vain kolmio pallolla S?. Janan BC
médrittdma isoympyrd muodostuu pallon ja tason leikkauksesta. Kyseisen
tason normaalisuora pallon keskipisteestd (0,0,0) leikkaa pallon kahdessa
pisteessi, jotka ovat antipodeja. Olkoon néisté pisteistad nimeltddn A’ se, joka
on samalla puolella pisteen A kanssa (kuva . Maaritelladn pisteet B’ ja
C” vastaavasti (kuva [£.11]). Nain muodostunut kolmio AA'B'C” on kolmiota
AABC vastaava napakolmio.

Lause 4.17. Napakolmion NA'B'C’ sivujen pituudet o', b’ ja ' sekd kulmien
suuruudet A', B' ja C" ovat sitd vastaavan kolmion NABC kulmien A, B ja
C seki sivujen a, b ja c taydennykset siten, ettd
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Kuva 4.10: Napakolmion ensimmaéisen kiirjen A’ méérittdminen.

Kuva 4.11: Kuvassa napakolmio AA’B’C" mééritettynid kolmiolle AABC.

33



(i) A =7m—a

(ii) BB=7m—b
(i) C'=m —c
(iv) d =m— A
(v)V =m—B
(vi) d =m—C.
Todistus. Sivuutetaan, katso [10] kohta 27. O

Edeltdvin apulauseen lisdksi seuraavassa pallokolmien kulmien summan
lauseessa hyodynnetidn sité tietoa, ettd napakolmion sivujen pituuksien sum-
ma on selviisti pienempi kuin luku 27 (katso ldhteen [10] kohta 30).

Lause 4.18. Pallokolmion NABC kulmien A, B ja C' summa on suurempi
kuin luku .

Todistus. Olkoot ', b/ ja ¢’ kolmiota AABC' vastaavan napakolmion A’B'C’
sivujen pituudet. Ndiden summan tiedetddn olevan pienempi kuin luku 27.
T4lloin saadaan, etta

T—A+nm—B+4+71—C <2m,
josta saadaan edelleen, etté
A+B+C>m.

Néin ollen pallokolmion kulmien summa on aina suurempi kuin luku 7. [

4.2.2 Pythagoraan lause

Pythagoraan lause antaa euklidisen tason suorakulmaisen kolmion sivujen
pituuksille lausekkeen kateettien nelididen summa on yhta suuri kuin hypote-
nuusan nelid. Tutustutaan seuraavaksi pallon pisteiden vélisiin etdisyyksiin
sen pintaa pitkin. Sen myotd pystytddn muotoilemaan Pythagoraan lause
pallon kolmiolle.

Lause 4.19. Olkoot pisteet P = (p1,p2,p3) ja Q = (q1,q2,q3) mitkd vain
pisteet pallolla S?. Janan PQ pituudelle d pitee

cosd = p1q1 + D2q2 + P3qs.
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Todistus. Olkoot, pisteet P = (p1,p2, p3) ja Q = (q1, 2, q3) pallolla S?. Pis-
teiden P ja @ vélinen (lyhin) etdisyys d on suoraan verrannollinen kulmaan
Z/POQ, kun O on pallon S? origo. Tutkitaan pisteiden P ja Q mairittimii
isoympyrid pallolla S2. Nyt tiedetdin, etts isoympyrin pituus on 27. Kulma
/ZPO@Q maarittaé, kuinka suuri osuus jana P() on koko isoympyristi:

L 2POQ

2 = ZPOQ.

Kulma ZPO() saadaan ratkaistua vektorien P ja () pistetulona, kun tiede-
taan seuraava:

iﬁ;a@me+M%+M%zlﬂww%ﬁ@Q%

joka saadaan edelleen muotoon

cosd = piq1 + pag2 + p3gs,
miki on tdsmaélleen sama kuin lauseessa esitetty. O

Lause 4.20 (Pythagoraan lause). Olkoon ANABC pallon S? kolmio siten,
ettd kulma C' on suora. Jos a = |BC|, b= |CA| ja c = |AB|, niin talldin

COSC = cosa X cosb.

Todistus. Kierretiin palloa S? siten, etti piste C' on pohjoisnavalla eli C' =
(0,0,1) ja ettd piste A saadaan (z,z)-tasoon (kuva [£.12). T&lléin pisteen A
koordinaatit ovat A = (sinb,0,cosb), silld cos(§ — q) = singq ja sin(§ — q) =
cos ¢, mille vain kulmalle ¢ € R, ja koska pisteelle A pallokoordinaattien
kulmat ovat 6 = 7 — b (janan C'A madrddminid) ja ¢ = 0, silld z = 0.
Vastaavasti pisteelle B saadaan B = (0,sina,cosa), silli 0 = § —a ja ¢ = 7.

Kierretiin nyt palloa S? siten, etti piste A kuvautuu pisteeksi C, eli ku-
vauksella R(Y, —b). Tallin piste C' kuvautuu pisteeksi C” ja piste B pisteeksi
B'. Télloin

/CAB = /C'AB' = 20'CB' = a.

Kierron myoté pisteet A, A’ = C ja C” ovat kaikki samalla suoralla, jolloin
patee
/ACB + /B'CC' =,

jolloin saadaan edelleen, etta

/JACB =1 —a.
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Kuva 4.12: Palloa on kierretty siten, ettd pallokolmion kéirki C' on saatu
pisteeseen (0,0, 1). T&lloin piste A on (z,z)-tasossa ja piste B on (y, z)-
tasossa.

Nyt siis pisteen B’ pallokoordinaateille pitee ¢ = ZACB' ja 6 = § — ¢ (sill&
|CB’'| = |AB]J). Néin ollen saadaan

B = (cos(m — a)sine,sin(r — a) sin ¢, cos ¢)

= (—cosasine,sinasinc, cosc). (4.1)

Pisteen B’ koordinaatit voidaan ilmoittaa my6s kiertokuvauksen avulla:

[cosb 0 —sinb 0
R(YY,-b)B = 0 1 0 sina
[sinb 0 cosb cos a
[—sinbcosa
= sina : (4.2)
| cosbcosa

Yhdistdmallda nama eri koordinaattiesitykset saadaan z-koordinaateista tas-
maélleen lauseen esitys
cosc = cosbcosa.
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Huomautus 4.21. Kun z on arvoltaan pieni, voidaan approksimoida, etti
cosz ~ 1 — 4. Télloin edellisen lauseen yhtélo cosc = cosbcosa saadaan
muotoon

1 1 1
1— =2 ~ (1—=a®)(1— =b?
5 = (1= 5a)(1 -3
b a®  a?b?
- 11— _ 7
2 2 4
b a?
=175y

jolloin saadaan c? = a? + b%, mikéi on Pythagoraan lauseen esitys euklidi-
sessa tasossa. Pienilld arvoilla a, b ja c eli pienilld pallokolmiolla patee siis
euklidisen tasogeometrian muoto Pythagoraan lauseesta.

4.2.3 Pallokolmion sini- ja kosinilauseet

Edellisessa luvussa tutkittiin Pythagoraan lauseen esitystd pallolla. Jatke-
taan trigonometrian parissa tutkien sini- ja kosinilauseita pallokolmioille.
Kuten euklidisessa tasogeometriassa, niin myos pallogeometriassa Pythago-
raan lause on muodostettu suorakulmaiselle kolmiolle, ja vastaavasti sini- ja
kosinilause kaikille pallokolmioille.

Pallokolmio AABC' koostuu siis kolmesta pallon pisteestd (A, B,C) ja
niitd yhdistévistd janoista (AB, BC,CA). Jokaisesta kirjestd voidaan aina
muodostaa vastakkaisen janan méaarittdmé&a isoympyrad vasten kohtisuora
isoympyrd. Esimerkiksi kirjestd A voidaan muodostaa kirkien B ja C' méaa-
rittdmad isoympyrid vasten kohtisuora isoympyri. Naméa isoympyrit leik-
kaavat toisensa pisteessd D ja sen antipodipisteessi D’. Jos piste D on nyt
janalla BC', siis pisteiden B ja C' vilissd, muodostuu suorakulmaiset kol-
miot AADB ja AADC, jotka yhdessd muodostavat kolmion AABC'. Jos
taas piste D ei ole janalla BC, muodostuu suorakulmaiset kolmiot AADB
ja AADC, kuten kuvassa Edelleen, jos piste D = B tai D = C, oli
kolmio AABC' valmiiksi suorakulmainen. Téllainen kohtisuora jana voidaan
muodostaa jokaisesta kérjestd sitd vastaavalle sivujanalle (kuva [4.13)).

Lause 4.22 (Sinilause aidolle pallokolmiolle). Olkoon NABC' pinnalla S?
siten, ettd sivujen AB, BC ja CA pituudet ovat vastaavassa jarjestyksessd
¢, a ja b, ja kirkien A, B ja C kulmien suuruudet o, B ja v. Tdlloin pdtee

sina  sinf  sinvy

sina sinb  sinc’
Todistus. Olkoon kolmio AABC pallolla S?, ja piste D € S? siten, etti jana
CD on kohtisuorassa janaa AB vastaan ja ettd piste D kuuluu janalle AB.
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Kuva 4.13: Jokaiseen kolmion kirkeen on piirretty sen vastakkaiselle sivulle
kohtisuora pallojana. N&din muodostuneet kaksi uutta kolmiota ovat suora-
kulmaisia.

Nyt muodostuu kaksi suorakulmaista kolmiota, AADC ja BC'D. Merkitdin
sivujen pituuksia siten, ettd AB = ¢, BC' = a, CA =bja CD = d, ja kulmien
suuruksia siten, ettd ZBAC = a, ZCBA = (8 ja ZACB = ~. Lauseen [4.20]
todistuksen y-koordinaattiesitykset ja 4.3 yhdistdmalla kolmiolle AADC
saadaan

miké voidaan edelleen esittdd muodossa sind = sin «v - sin b. Vastaavasti voi-
daan péatellad, ettd kolmiolle ABDC' pétee sind = sin § - sina. Kun ndmé
yvhdistetdin, saadaan

sin asin b =sin S sina

sina  sin 3

sina  sinb’

Tarkastellaan vield tilannetta, jossa piste D ei kuulu janalle AB (kuva
[4.14)). Tallsin janaa AB vastaan kohtisuora jana C'D on kolmion ulkopuolella,
kuitenkin alle m:n pédassid. Nyt muodostuu kaksi suorakulmaista kolmiota
ANADC ja ACDB. Merkitdan sivujen pituuksia edelleen siten, ettd AB = a,
BC = a, CA =bja CD = d ja kulmien suuruuksia merkein Z/BAC = a,
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Kuva 4.14: Kuva lauseen todistuksen tilanteesta, jossa piste D ei ole
janalla AB, ja siten jana C'D kulkee kolmion AABC' ulkopuolella.

ZCBA = ja ZACB = ~. Vastaavasti kuin edelld saadaan nytkin kolmiolle
ADC ettd

jolloin my0s sind = sin « - sinb. Samaan tapaan saadaan kolmiolle ACDB,
etta

sind

sin(m — f) =

~ sina’
ja kun tiedetddn, ettd sin(m— ) = sin 3, saadaan sin d = sin #-sin a. Edelleen
namé yhdistamalla saadaan

sina sin 3

sina  sinb’
Kun tarkastelut tehddan vield muodostamalla kohtisuora jana pisteesta

A janaa BC' kohti, saadaan vastaavalla paittelylld todistettua myos yhtélon
jalkimméinen osa.

]

Lause 4.23 (Kosinilause aidolle pallokolmiolle). Olkoon kolmio AABC' pin-
nalla S? siten, etti sivujen AB, BC ja C'A pituudet ovat vastaavassa jirjes-
tyksessi ¢, a ja b, ja kirkien A, B ja C kulmien suuruudet o, B ja . Télloin
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patee
cosc = cosacos b+ sinasin b cos .

Todistus. Lauseen todistusta voidaan kiyttdd myos tdmén lauseen to-
distamiseen. Muutetaan pisteen B koordinaatit nyt muotoon
B = (cosysina,sinvysina, cosa)

(silla nyt v # 7). Kierretyn pisteen B":n koordinaatit ovat

B’ = (—cosasin ¢, sin asin ¢, cos ¢).
Kierron R(Y, —b) my6td saadut koordinaatit voidaan esittdd seuraavalla ta-
valla
[cosb 0 —sinb]| [cos~ysina
R(Y,-b) = 0 1 0 sinysina
[sinb 0 cosb cosa
[cosbcos~ysina — sinbcosa
= sinysina
| sin b cosysina + cosbceosa

Kun néistéd yhdistetdan z-koordinaatin esitykset, saadaan tdsméilleen lauseen
esitys
cos ¢ = sin b cosy sin a 4 cos a cos b.

Kuten euklidisessa tasossakin, myos tama pallogeometrian esitys kosinilausees-
ta palautuu Pythagoraan lauseeksi, kun v = Z: télloin cosy = 0, jolloin
COS ¢ = C0s @ cos b. 0

Maaritelman mukaista napakolmiota hyodyntamalld edeltava kosi-
nilause voidaan esittdd myos pallokolmion kulmien suuruuksille. Lause 4.17]
antaa kolmion kulmien suuruuksille ja sivujen pituuksille yhteyden, jota kiyt-
tamalla saadaan, ettd

cos ¢ = cos(m — ) = — cosy
ja lisdksi
sinbcosysina 4 cosa cosb = — sin 5 cos ¢sin a + cos a cos f3.
Kun ndmé yhdistetdan, saadaan esitys
cosy = sin 3 cos csin a — cos a cos f3.

Seuraus 4.24. Olkoon kolmio NABC pinnalla S? siten, ettdi sivujen AB,
BC' ja CA pituudet ovat vastaavassa jarjestyksessd c, a ja b, ja kdrkien A,
B ja C kulmien suuruudet o, 3 ja ~y. Talldin pdtee

cosy = sin [ cos csina — cos a cos (.
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Kuva 4.15: Maapalloa kuvaavalla pallolla pikkuympyrd C’, sen piste Q' sekd
keskipiste P’ pallolle projisoituna.

4.3 Maapallo ja karttasovellukset

Maapalloa kuvaavat kartat ovat paivittiisessd kdytossa. Karttoja on monin
eri suhtein pienennettyja: osa kuvaa yhtd kaupunginosaa ja osa kokonais-
ta kaupunkia, maata tai maapalloa. Valtaosa kartoista on tehty euklidiseen
tasoon, esimerkiksi paperille kuvattuna. Maapallo ei kuitenkaan ole muodol-
taan taso, vaan pikemminkin pallo, jota on hieman litistetty pohjois- ja ete-
linavasta. Ideaalikartta siilyttiisi etdisyydet, kulmat, pinta-alat ja muodot
oikeina, mutta onko sellaisen kartan tekeminen kuitenkaan mahdollista, jos
pallon muotoinen maapallo kuvataan tasoon?

Pelkdstdan jo tutkittaessa kolmion muotoista aluetta sekd pallolla ettd
euklidisessa tasossa huomataan, etteivit kulmien suuruudet séily. Olkoon esi-
merkiksi kolmio AABC' pallon pinnalla ja kolmio APQR sitd vastaava kol-
mio tasoon piirretyssa kartassa siten, ettd piste A vastaa pistettd P, piste B
vastaa pistettd () ja piste C vastaa pistettd R. Nyt pallokolmion AABC kul-
mien suuruuksien summa on suurempi kuin luku 7, kun taas kolmion APQR
kulmien summa on tasan m. Pallopinnan janat eivit siis tasoon kuvattuna
sdilytd kaikkia ominaisuuksiaan. Ideaalista tasokarttaa ei siis ole olemassa.

Euler osoitti jo vuonna 1775, ettei maapallon osaa voida esittdé tasokart-
tana siten, ettd etdisyyksien suhteet siilyisivit. Osoitetaan timéa seuraavak-
si. Olkoon E maapalloa kuvaava pallo keskipisteend O ja siteens R. Olkoon
piste P’ pallon pinnan pikkuympyrin C” keskipiste pallolle projisoituna. Ym-
pyrdn C” séde on r pallon pintaa pitkin (kuten kuvassa. Oletetaan, ettd
r< %ﬂ'R eli jana r kulkee siis pisteestd P’ pisteeseen (' € C’. Ympyrd C' ra-
jaa pallon puolikkaan. Oletetaan, etti ideaalikartta kuvaa pallon puolikkaan
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tasoon T siten, ettd P ja C tasolla T ovat pallon E pisteen P’ ja ympyran C’
kuvapisteet. Kartalle kuvaaminen skaalaa pituudet jollakin vakiolla ¢ € R,
siis kaikki pisteet, jotka ovat pisteestd, P’ etiisyyden r pa#ssi pallon pinnal-
la, ovat tasossa 1" pisteestd P etdisyyden cr pddssi; ympyrd C’ kuvautuu siis
ympyriksi C' tasossa T siten, ettd ympyrian C' sdde on cr ja kehédn pituus
2mer.

Olkoot nyt piste Q" pikkuympyran C” piste ja piste N’ pisteesta )" janalle
OP' piirretyn kohtisuoran ja janan OP’ leikkauspiste. Télléin ZP'OQ" = 4,
jolloin edelleen

O'N' = Rsin(/P'OQ') = Rsin (}%) .

Koska jana Q'N’ on ympyrian C’ sidde, on ympyrdn kehén pituus silloin
2w Rsin(5). Vastaavasti ympyrédn C' kehén pituus on 27cr. Kun ndmé yh-
distetdan, saadaan

,
oer = 2meRsin(— ),
wer = 2me sm(R)

ja edelleen jakamalla luvulla 27wcr saadaan

sin(%)
T

R

Tésta seuraa ristiriita, silld % < 1 kaikilla luvuilla 0 < 2 < 7. Téten ei
ole mahdollista muodostaa tdsmallistd ja ideaalia tasokuvausta maapallon
osasta.

Usein kartta approksimoidaan euklidiseen tasoon suorakulmion muotoi-
sena, silla euklidisessa tasossa pituudet ja kulmat ovat helposti laskettavissa
ja kartasta tulee helposti tulkittava. Kun maapallo projisoidaan tasoon, esi-
merkiksi stereografisella projektiolla, muuttuvat pisteiden véliset etdisyydet
[2], eikd approksimaatio karttaan ole siten hyvd. Mitd suuremmasta osasta
maapalloa tasokartta on tehty, sitd suuremman virheen kartta aiheuttaa eti-
syyksille. Maapallon kartta-approksimaatioissa etdisyyksien virhe on suuri,
kun pohjoisnapaa kuvaa koko kartan yldreuna ja etelanapaa koko kartan ala-
reuna niiden ollessa todellisuudessa yksittéisid pisteitd (kuva[4.16]). Mité pie-
nemmaéstd pallokolmiosta on kyse, sitd paremmin se voidaan approksimoida
euklidisessa tasossa, kuten todettiin huomautuksessa [4.21

Tapa, jolla on mitattu maapallon muotoa ja kokoa, erityisesti pituuspii-
rien pituutta, on téhtitieteiliji Friedrich George Wilhelm Struven (1793 -
1864) mukaan nimetty Struven ketju. Ennen satelliittien kehitystd maapal-
lon muotoa on arvioitu maapallon pinnalta kisin. Tdhén kehitettiin kolmio-
mittaus, joka madritti maapallon pintaan tehtyjen kolmioiden avulla pituus-
piirin pituuden. Kun mittauskolmio oli tarpeeksi pieni eli pintaa ikddnkuin
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Kuva 4.16: Kuvassa yksi approksimaatio maapallosta euklidiseen tasoon.
Lahde: https://pixabay.com/fi/maailman-kartta-maailmankartta-2169040/

katsottiin tarpeeksi laheltd, oli tulos kaikkein tarkin. Pieni pallokolmio pallol-
la muistuttaa euklidisen tason kolmiota. Struven ketju kulki Suomen halki, ja
vksi mittauspisteistd on Jyviskyldn Oravivuoressa [I1], joka on yksi Unescon
maailmanperintokohteista.
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Luku 5

Tyokaluja GeoGebraan

Vuonna 2015 uudistunut lukion opetussuunnitelma ja ylioppilaskokeiden sdh-
koistyminen haastavat erilaisten matemaattisten ohjelmien ja ty&tilojen toi-
mivuuden ja monipuolisuuden seki ennen kaikkea opettajien ja oppilaiden
tietotekniset taidot. Kokelaiden tulisi hallita tietokoneella tekstin, laskujen
ja kuvien tuottaminen vihintdankin yhta sujuvasti kuin kéisin. Sdhkoinen yli-
oppilaskoe on jaettu A- ja B-osiin, joista jalkimmaisessd osassa kokelas saa
kiyttoonsd useita ohjelmia, joita ei ensimmaiisessa osassa saa kiyttaa [12].
Yksi néistd ohjelmista on GeoGebra, joka toimii niin sovelluksena kuin netti-
selaimessa maksuttomasti [3]. GeoGebralla voi muun muassa ratkaista yhté-
16ita, piirtdd funktioiden kuvaajia, luoda konstruktioita, analysoida tilastoja
ja tutkia 3D-matematiikkaa.

5.1 GeoGebra opetuskaytossa

Jyviskyldn yliopiston yliopistonlehtori Markus Héhkioniemi (Dos., FT) on
tutkinut muun muassa teknologia-avusteista matematiikan oppimista [6] ja
tehnyt useita julkaisuja GeoGebran kiytostd opetuksessa. Dynaamisen geo-
metriasovelluksen, esimerkiksi GeoGebran, on tutkittu helpottavan ja no-
peuttavan ongelmanratkaisutehtévien ratkaisemista monin tavoin [7]. Avoin
ongelmatehtiva antaa oppilaalle ja opiskelijalle itselleen mahdollisuuden on-
gelman rajaamiseen ja hypoteesin luomiseen. Téllainen avoin ongelmanrat-
kaisu kehittdd oppilaan ja opiskelijan itsendistd tyoskentelyd ja omien aja-
tusten kritisointia. Avoimet ongelmanratkaisutehtivit haastavat oppilasta ja
opiskelijaa soveltamaan aiemmin oppimiaan tietoja ja taitoja, ja siten edel-
leen kehittavit ajattelua.

Kun tehtavissa kiytetdan apuna dynaamisia matematiikkasovelluksia, ku-
ten GeoGebraa, oppilas pystyy tekeméin sopivalla ldhikehitysvyohykkeen
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avustuksella padtelmid hypoteesien toimivuudesta ja toimimattomuudesta.
Tallaisten sdhkoisten oppimisympéristojen kiyttdmisessd ei myoskdan ole
suuria riskeja védrdanlaisista padtelmisté, ja opettaja voi pienelld perehtymi-
selld tuoda opetukseensa monipuolisuutta lisda. Kuten myos Hahkioniemen
artikkelissa [7] mainittiin, oppilaat ja opiskelijat oppivat téllaisten sovellus-
ten kdyttdmisen hyvin nopeasti. Nuoret pysyvat hyvin teknologian kehityk-
sen mukana, eivitkd he pitdneet Hahkioniemen, Leppédhon ja Viholaisen to-
teuttamassa tutkimuksessa [7] GeoGebraa haastavana, vaikka kéiyttivit sité
ensimmaéista kertaa. Artikkelissa mainittiinkin, ettd jo ensimmaéinen kokemus
dynaamisen geometriasovelluksen kiytostd ongelmanratkaisun apuna voi olla
hyvin positiivinen kokemus.

Haastattelin Hahkioniemed téata tutkielmaani varten hinen kokemuksis-
taan GeoGebrasta. Hin kokee sihkoisten oppimateriaalien ja opetusvélinei-
den tuovan paljon mahdollisuuksia, mutta myos haasteita opetukseen. Sih-
koiset materiaalit ovat kehittyneet valtavasti; ennen siahkdinen materiaali tar-
koitti pdf-tiedostoa, kun nykyisin sdhkdinen jarjestelmé pystyy antamaan pa-
lautetta vastauksesta ja ehka tulevaisuudessa palautetta saa myds itse tyos-
kentelystd ja oppimisprosessista. Hahkioniemi mainitsi tdrkednd mahdolli-
suutena myos oppimateriaalin muokattavuuden: painettua oppikirjaa ei enié
muokata, mutta sihkdiset materiaalit ovat helposti muokattavia. Ne antavat
siten opettajalle mahdollisuuden toteuttaa erilaisia opetustapoja helpommin
ilman kaiken materiaalin uudelleen tuottamista.

Sahkdisissa ylioppilaskirjoituksissa tarkeddn rooliin nousee tehtévien tyyp-
pi: tehtévien tulisi vaatia aineenhallintaa ja ymmarrysté eikd niilld saisi olla
helposti arvattavia vastauksia. Tekstin tuottaminen tulee vaatimaan paljon
resursseja ja Hahkioniemi mainitsi yhtend huolenaiheena sen, ettd ratkaisun
hahmottelu jaa pois ja vastaus pyritddn kirjoittamaan suoraan kaavaedito-
rille. Talloin ajattelusta tulee liian lineaarinen prosessi, miké ei ole tarkoi-
tuksenmukaista. Tyomadrad pidetdén herkésti kaksinkertaisena, jos tehtévin
ratkaisee ensin suttupaperille ja hahmottelee vasta sitten tietokoneella. Liian
suoraviivaiset tehtdvit puolestaan eiviat haasta opiskelijoita tarpeeksi. Hah-
kioniemi kokee vilineiston hyvéksi, kunhan tehtdvit tukevat tarkoitustaan.

GeoGebran parhaana puolena Hahkioniemi pitdé opiskelijoiden mahdol-
lisuutta itse 16ytda haastavampiakin sdintoja helposti. Toisaalta taas Hah-
kidniemi on huolestunut liian monista ja lilan “valmiista” tyokaluista Geo-
Gebrassa: tyokalut antavat opiskelijalle paljon tietoa, ennen kuin hén edes
ymmartida tarvitsevansa sitd. Tyokaluissa onkin oleellista se, minkélaisia ne
ovat. Niitd tarvitaan matkalla tavoiteltuun, mutta liiallinen informaatiotulva
ei kannusta opiskelijaa ajattelemaan itse.

GeoGebran on tutkittu tukevan oppimista tutkivassa matematiikassa.
GeoGebran tuominen niin sanotusti "tavalliselle” matematiikan tunnille on

45



helppoa ja tukee myds sielld oppimista. Sovelluksessa on valtavasti valmii-
ta tyokaluja ja tiedostoja, joilla opettaja voi itse havainnollistaa opetettavaa
asiaa. Vaihtoehtoisesti opettaja voi myos tehda itse vield paremmat tyoka-
lut ja tiedostot, joita opiskelijat voivat kiyttdd apunaan oppitunnin aikana.
Héhkioniemi kannustaa opettajia tutustumaan GeoGebraan ja ottamaan sen
rohkeasti mukaan opetukseen. Esimerkkien ei tarvitse olla viimeisteltyja ja
GeoGebrassa on paljon valmiita esimerkkejd. Opiskelijoille GeoGebra kan-
nattaa pitdd mahdollisimman yksinkertaisena ja mahdollisuuksien mukaan
aloittaa tyoskentely tyhjilla GeoGebralla, jolloin opiskelijalla on mahdolli-
suus tehdd itse havaintoja tutkittavasta ongelmasta.

Itselldni suurin huolenaihe siahkdistymisen maailmassa on kdsinpiirtami-
sen ja kirjoittamisen taidon merkitys ja taidon menettaminen. Hahkioniemi
toteaakin, ettd opettajien tulisi kannustaa opiskelijoita pitaméain kyna ja pa-
peri mukanaan ja hahmottelemaan aina ratkaisuaan myos paperille ja vas-
ta sen jilkeen kirjoittamaan ratkaisunsa sahkoiselld laitteella. Nédin voidaan
myo6s valttya silté, ettd tehtdvien ratkaisemisesta ei tulisi liian suoraviivainen
prosessi.

Héahkioniemi rohkaisee opettajia kokeilemaan GeoGebraa ja muita sih-
koisid tyokaluja, ja ottamaan ne pienin askelin mukaan omaan opetukseensa.
Hén ei pidd sdhkoistymistd uhkana, vaan mahdollisuutena. Opettajien vas-
tuulle jad my6s opiskelijoiden kannustaminen séhkoisten tyokalujen (muiden-
kin kuin laskimen) ottamiseen perinteisen kirjan, vihon ja kynén rinnalle.

5.2 GeoGebra-tyokalut

Tein osana téta tutkielmaa GeoGebraan tytkaluja, jotka helpottavat pallo-
geometrian havainnollistamista, opettamista ja oppimista. Tekeméni tyckalut
ovat julkaistuna osoitteessa https://drive.google.com/drive/folders/
1HfgbiDNBxyQFXm8v_dLSyZysMcdfh5Eh. GeoGebrassa on paljon valmiita tyo-
kaluja, mutta pallogeometrian havainnollistamiseen niita ei vield ole. Esimer-
kiksi isoympyréan piirtdmiseen menee tovi ilman valmista tyckalua, mutta tyo-
kalun valmistamisen myota isoympyra on kahden pisteen valitsemisen paéssi.
Oleellista jokaisen tyokalun luomisessa oli kiinnittdd pallo kiintedksi valitse-
matta palloa objektina, vaan syottimilld miiritelmiin yhtilo 22 +y%+22 = 1.
Tyokalujen muodostaminen sujui lopulta nédppérésti, kun tunsi hyvin objek-
tien taustat ja yksityiskohtaiset maaritelmaét.

Ensimmadisend tyokaluna tein Antipodin. Kyseinen tydkalu luo valitun
pisteen antipodin pallon pinnalle méairitelmén mukaan: siis valitsemal-
la pisteen (z,y,z) pallolta tyokalu piirtdd pisteen (—z, —y, —z). Tyokalun
tekemiseksi piirsin ensin pisteen A pallolle, ja mééritin pisteen —A avulla
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Kuva 5.1: GeoGebraan tekeméni tyokalut.

tyokalun ”Antipodi”. Listassa ensimmaéisend tyokaluna nikyy (kuva pal-
lojana, jota ennen olin tehnyt Isoympyréa-tyokalun. Valitsin valmiita ympy-
ran tyokaluja hyodyntaméalla ympyrasektorin tuotettavaksi uudella tyokalul-
la. Isoympyri-tyokalun tein médritelmén 3.5 mukaan: muodostin ensin tason,
joka kulki origon ja kahden pallon S? pisteen kautta, sitten kiytin valmis-
ta tyokalua, joka muodosti tason ja pallon leikkausjoukon, ja tdmé kyseinen
leikkausjoukko oli haluamani isoympyra. Pikkuympyra-tyckalun tein vastaa-
valla tavalla valiten kolme pallon pistettd siten, etteivit ne olleet toistensa
antipodeja. Tyckalun, joka piirtdd pallokolmion, tein isoympyréiden avulla,
méaarittdmalld nyt kuvaksi kolme janaa siten, ettd kuvana on pallokolmio.

Kulmien suuruudet on mahdollista tarkistaa tyokalulla, joka laskee pal-
lon suorien tai janojen vilisen kulman. T&ta tyokalua varten piirsin ensin
pallokolmion AABC' (kuva vasen reuna). Seuraavaksi piirsin pisteeseen
A tangentit janoille AB ja AC eli janojen madrdamille isoympyréille (kuva
oikea reuna). Jotta tyokalu médrittéisi juuri oikean tangenttien vilisen
kulman, taytyi kulman mittaus kiinnittdd vield pisteiden B ja C' puolelle.
Sen tein piirtdmalla tangenteille normaalit pisteisiin B ja C'. Nyt pisteeseen
A piirretyt tangentit leikkaavat normaalit pisteiden B ja C' puolella, jolloin
haluttu kulma muodostuu néiden leikkauspisteiden ja pisteen A viliin (kuva
53).

Néiden lisdksi tein kohtisuoran isoympyréin piirtdmiselle yhden tyokalun,
joka toimii kaikissa tilanteissa: kun halutun isoympyrian piste ei ole kohti-
suoralla isoympyrélld ja kun piste on kohtisuoralla isoympyralla. Viimeisena
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Kuva 5.2: Vasemmalla pallokolmio AABC ja oikealla pisteeseen A piirretyt
tangentit janoille AB ja AC.
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Kuva 5.3: Vasemmalla on tangenteille piirretyt normaalit pisteisiin B ja C,
ja oikealla on pisteeseen A muodostunut kulma.
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tyokaluna piirsin isoympyroéiden kulmanpuolittajat. GeoGebra antaa jokai-
selle tyokalulle myds kdyttoohjeen, jonka avulla kdyttdjd osaa valita oikeat
objektit halutun tulosobjektin saavuttamiseksi.

Tyokalujen avulla voidaan piirtad luvussa 3 esiteltyja pallogeometrian pe-
ruskasitteitd ja havainnollistaa luvussa 4 esiteltyja pallogeometrian lauseita.
Kun esimerkiksi janalle valitsee sen ominaisuuksista ndytettaviksi nimen ja
arvon, saa geogebran laskemaan kyseiselle arvolle kosinin ja sinin, jolloin sini-
, kosini- ja Pythagoraan lauseita voidaan havainnollistaa helposti. Kolmion
kulmien suuruudella voidaan esimerkiksi havainnollistaa niiden summaa, ja
sen riippuvuutta siitd, kuinka iso kolmio on palloon suhteutettuna. Tyokir-
ja my0s nayttad maaritelman mukaiset pallokoordinaatit (7, ¢,#), kun
pisteen ominaisuuksista valitsee pallokoordinaatit. Téssd ensimmainen luku
kertoo pallon séteen, joka on tekemésséini tyokirjassa 1, silla tein tyokalut
yksikkopallolle S2.

Tyokalujen tekeminen oli todella antoisaa, ja auttoi minua syventdmaan
aiemmin oppimaani pallogeometriasta. Jotta sain tyokalut toimimaan kaikis-
sa tilanteissa, minun tuli ymmartad, miten mikédkin objekti on matemaat-
tisesti madritelty, jotta osasin luoda objektin toimivana myos GeoGebralla.
Tyoskentely pallogeometrian parissa loi minulle rohkeutta tarttua erilaisiin
ja uusiin nakokulmiin opettajana. Koulumatematiikka on pitkilti euklidista
geometriaa, mutta mielelldni toisin mukaan my6s epédeuklidisen geometrian.
Ehka toisenlaisen ndkokulman esitteleminen auttaisi oppilaita ymmartaméaan
ja oivaltamaan euklidistakin geometriaa paremmin. Tahinkdin geometriaan
ei olisi paadytty, jollei kukaan olisi pohtinut erilaisia vaihtoehtoja ja kysee-
nalaistanut aiemmin todeksi véitettyd. Opettajana ja matemaatikkona ha-
luan rohkaista oppilaita pohtimaan ja kokeilemaan hullujakin ideoitaan, ja
rohkaista heitd siten luottamaan itseensd ja omiin kykyihinsa.

Tama projekti kannusti minua myos luottamaan itseeni ja omaan osaa-
miseeni, ja siihen, ettd pystyn opettajana luomaan innostavia ja erilaisia op-
pimiskokemuksia. Oivalsin my6s, miten monipuolinen ja hyvi opetusvéline
GeoGebra on, ja l0ysin oppimateriaalien ja ylioppilaskirjoitusten sihkoisty-
misestd paljon erinomaisia uusia mahdollisuuksia. En malttaisi odottaa sitd
paivad, kun péddsen soveltamaan kaikkia ideoitani ja testaamaan tekemidni
GeoGebra-tyokaluja opetuskiytossa!
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