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Tiivistelma

Tyon tavoitteena oli lokaalirealististen teorioiden ja kvanttimekaniikan lomit-
tumisilmion véalisen relaation esittely Bell-tyypin epayhtéloiden nakokulmasta,
puhtaille lomittuneille kaksitilajarjestelmille. Lomittuminen on luonnon kvanttita-
son vuorovaikutusmekanismi ja resurssi, joka ei ilmene klassisessa fysiikassa. Se
havainnollistaa joitakin kvanttimekaniikan ehkd kummalliselta vaikuttavia piirtei-
td. Lomittumisella on térked rooli kvanttilaskennan ja kvantti-informaatioteorian
tutkimuskentilld sekd sovellusalueilla.

Bell-tyypin epayhtalo on klassisen todennnéakéisyysteorian kautta matemaattisesti
johdettu ehto, joka asettaa tarkan yldrajan toisistaan kaukana olevien hiukkas-
ten vélisten yhteismittausten (tilastollisille) korrelaatioille, kun kyseessé on suuri
hiukkasten ensemble. Pa&ttelyn taustalla ovat objektiiviset ja lokaalit eli lokaalirea-
listiset oletukset, jotka kuulostavat ehkéa intuitiivisesti luonnollisilta. Ne sanovat,
ettd luontoa voidaan kuvata erillisten objektien avulla ja kaksi toisistaan kaukana
olevaa objektia eivit voi vuorovaikuttaa keskenédan siten, ettd vuorovaikutus etenisi
valoa nopeammin. Kvanttiteoria kuitenkin sallii suuremman arvon korrelaatioille
kuin klassinen todennékoisyysteoria.

Bellin teoreema on osoitettu myos kokeellisesti. Bell-kokeissa mitattava ominai-
suus on tyypillisesti hiukkasen spin, polarisaatio tai vastaava dikotominen suure.
Jos puhtaassa tilassa oleva kvanttimekaaninen jarjestelméa ”rikkoo” Bell-tyypin
epéayhtalod (joka voi olla tilan muodosta riippuva) eli kvanttimekaniikka ennus-
taa mittaustuloksille epayhtédlon asettamaa ylarajaa suuremman korrelaation, on
jarjestelmé lomittunut. Téata kutsutaan Gisinin teoreemaksi, joka kiteyttad hyvin
tyon tavoitteen.

Tyossé tehtiin laajahko yhteenveto Bell-tyypin epédyhtéloiden historiasta ja kehityk-
sesté, keskittyen mm. EPR-argumenttiin ja sen tulkintaan, piillomuuttujateorioiden
tarkeimpiin ominaisuuksiin ja historiaan, Bellin teoreemaan, keskeisimpiin Bellin
epayhtéaloihin ja niiden yleistyksiin seké Bellin epayhtéaloiden kokeelliseen testaa-
miseen. Liséksi osoitettiin Gisinin teoreema kahdelle kuditille seké n:lle kubitille
yleistetyssd GHZ-tilassa kiyttden Hardy-tyypin epayhtaloa. Gisinin teoreema on
teoreettinen tyokalu, jonka avulla voidaan selvittda, onko annettu puhdas kvantti-
tila lomittunut vai ei.
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Luku 1

Johdanto

Objektiivisessa fysikaalisessa todellisuudessa oleva ilmenee toisistaan erillisten,
paikallisten objektien (hiukkasten!) kautta. Ne "kantavat mukanaan” yksilollisid
ominaisuuksiaan, kuten esimerkiksi objektin paikka ja nopeus. Ne ovat olemassa
riippumatta siitd, mitataanko objekteja vai ei. Lokalisuuden periaatteen mukaan
objekti ei voi olla vuorovaikutuksessa toisen, riittdvan kaukana olevan objek-
tin kanssa siten, ettd vuorovaikutus tai siihen liittyva viestinté etenisivéit valoa
nopeammin.

Objektiivisuuden ja lokaalisuuden oletuksia noudattavia teorioita kutsutaan OL-
teorioiksi tai lokaalirealistisiksi teorioiksi. Lokaalirealistista mallia kuvaa mate-
maattisesti yleensa lokaali piillomuuttujamalli. Realistisessa (ja deterministisessé)
teoriassa kaikkien mittausten tulokset ovat ennalta méaritetyt riippumatta siita,
tehdéadnko mittauksia vai ei. Kéasitteiden maéarittely juontaa juurensa 1930-luvulle,
jolloin Einstein, Podolsky ja Rosen [93] (EPR) julkaisivat historiallisesti merkit-
tavan kvanttimekaniikan epéataydellisyyttd argumentoivan artikkelin. Ty6 toimi
lahtolaukauksena tutkimuksille, joissa tarkasteltiin kvanttimekaniikan tédydentéa-
misté erilaisilla lokaalirealistisilla teorioilla [26,159,241] ja toisaalta epédlokaaleilla
malleilla [38,39].

1960-luvulla John S. Bell [25] osoitti, ettei kvanttimekaniikka ole lokaalirealistinen
teoria. Verraten yksinkertaisessa kahden hiukkasen, esimerkiksi elektronin (foto-
nin) jarjestelméssa, hiukkaset voivat olla sisdisten magneettisten momenttiensa eli
spiniensi (lineaaristen polarisaatioidensa) suhteen voimakkaasti korreloituneita.
Kvanttiteorian statistiset ennusteet jérjestelmien ensemblelle tehtyjen mittaus-
ten tuloksille rikkovat mille tahansa lokaalirealistiselle teorialle voimassa olevia
matemaattisia ehtoja. Naitad ehtoja kuvaavia epéayhtaloitd kutsutaan Bell-tyypin
epayhtaloiksi tai lyhyemmin Bellin epdyhtdldiksi. Keskeisend tekijané epayhtaloiden
muodostamisessa ovat kahden tai useamman hiukkasen yhteismittausten tuloksiin

1. Kuten artikkelissa [75], kiytetdédn tassd tyossa sanaa hiukkanen kuvaamaan havaittavaa ilmiota
madratyssa paikassa, viittaamatta suoranaisesti mikroskooppisen, “hiukkasmaisen” ja mahdollises-
ti 7ympéaristostaan erillisen” objektin olemassaoloon. Jo Max Born [44] puhui hiukkaskésitteestd
luopumisesta ja kasitteen uudelleenméérittelystd vuonna 1954. Fysikaalinen jarjestelmd koostuu
yvhdestd tai useammasta hiukkasesta, joiden lukuméaérda merkitédan kirjaimella n.



liittyviit todennikoisyydet ja niistéd johdettavat korrelaatiot?. Jos kvanttiteorian
ennusteiden oletetaan pitdvan paikkansa, miké kokeellisen tutkimustiedon nojal-
la on erinomaisen perusteltua, tidytyy viahintddn toinen, joko objektiivisuus tai
lokaalisuus, jattaa pois fysikaalisen todellisuuden kuvailusta. Sanotaan, ettei kvant-
timekaniikkaa voi simuloida lokaalirealistisella piilomuuttujamallilla. Ensimmaiset
“aukottomat” Bellin teoreemaan liittyvét kokeelliset havainnot tehtiin vasta vuon-
na 2015 [124,138,224], joskin jo 1980-luvun alkupuolella saatiin selvisti suuntaa
antavia tuloksia [13,16].

Bellin epayhtéldiden rikkoutumisen taustalla on erityinen kvanttimekaniikan vuo-
rovaikutusmekanismi nimeltdan lomittuminen. Lomittunut tila saa alkunsa esimer-
kiksi spin-0-hiukkasen spontaanissa hajoamisessa kahdeksi spin-1/2-hiukkaseksi [37],
lineaarisesti polarisoitujen fotonien kaskaadiemissiossa [15] tai fotonien spontaa-
nissa parametrisessa alaspéin konversiossa [56,167]. Lopputuotteena esiintyvien
kahden hiukkasen mitattavien ominaisuuksien vélille (spin, polarisaatio) muodos-
tuu erityisen voimakas keskindinen riippuvuussuhde, joka ei havia edes hiukkasten
vélisen etdisyyden kasvaessa [218,238]. Matemaattisesti kahden tai useamman
lomittuneen hiukkasen tilaa tarkastellessa havaitaan, ettd koko jérjestelman tilasta
saatavilla oleva tdsmaéllinen tieto ei usein anna paljoakaan tietoa osajirjestelmien
tiloista. Jarjestelma, joka voidaan tédsmallisesti kuvata erillisten osiensa kautta,
on separoituva. Tutkielmassa rajoitutaan tarkastelemaan puhtaita lomittuneita
kvanttitiloja eli teoreettisia ideaalitapauksia, joiden muoto tunnetaan tdsmaéllisesti.
Keskitytdan kubitteihin eli kaksitilajarjestelmiin erotuksena kuditeista eli monitila-
jarjestelmisté, joilla on enemmaén kuin kaksi tilaa, esimerkiksi spin-1-hiukkanen ja
sen kolme energiatilaa.

Vaikka lomittumisen esitellyt Schrodinger kirjoitti aiheesta jo 1930-luvulla [220],
sai lomittuneiden tilojen tutkimus enemmén huomiota vasta 1990-luvun alkupuo-
lelta ldhtien kvanttilaskennan ja kvantti-informaatioteorian tutkimuskenttien seké
orastavien kiytannon sovellusten (mm. tietoturva) esiinmarssin myoté. Erityisesti
Bell-tyypin epayhtaldiden "rikkoutumiseen” laheisesti liittyvid lomittumisen ja
kvantti-informaation sovellusalueita on kvanttikryptografiassa [30,95,216]. On
mahdollista muodostaa koejérjestelyja, joilla testataan annetun preparoidun tilojen
ensemblen lomittumista. Sovellusten ndkokulmasta kiinnostavia ovat maksimaali-
sesti lomittuneet tilat. Kahden hiukkasen tapauksessa néistd kaytetdan nimitysta
Bellin tilat ja useamman hiukkasen tapauksessa yleistetyt GHZ-tilat.

Bellin teoreeman ohella on olemassa muita tapoja osoittaa kvanttimekaniikan
erityinen luonne suhteessa lokaaliin realismiin, esimerkiksi Feynmanin muotoile-
ma kaksoisrakokoe [49,100] ja Kochen-Specker-argumentit [230,233]. Néilld on
omat heikkoutensa verrattuna Bellin ensimmaéisend esittelemaén ja mychemmin
yleistettyyn, kokeelliseen testaukseen soveltuvaan epayhtalorelaatioiden joukkoon.

2.  Kvanttimekaanisen korrelaatiot ovat epédlokaaleja siind mielessé, ettéd niitd ei voida kuvata
lokaalirealistisella mallilla. Ne eivat kuitenkaan mahdollista valoa nopeampaa viestintda eli ovat
signaalittomia (eng. non-signaling), silla paikallisesti suoritettavia mittauksia ei voida kayttaa
viestien vélittdmiseen [148, s. 880].



Bellin epéyhtéloiden heikkous lomittumisen karakterisoinnissa on se, ettéd ne ei-
vat pysty ndyttaméan lomittumisen voimakkuutta tarkasti verrattuna erityisiin
lomittumisen mittareihin (mm. entropiamitat ja geometriset mitat) eivitkd ne juu-
rikaan yleisty lomittumisen havaitsemisen nakokulmasta useamman kuin kahden
hiukkasen tapauksiin [235,236].

Laaja tutkimuskenttd on myo6s sekoittuneiden tilojen lomittuminen ja sen so-
vellukset, kuten mm. kvantti-virheenkorjaus [129, 148]. Sekoittunut tila kuvaa
jarjestelmad silloin, kun tilaa ei tarkasti tiedetéd, mutta mahdollisten tilojen toden-
nikoisyysjakauma tunnetaan. TAmé vastaa tilannetta laboratoriossa. Sekoittuneis-
ta kvanttitiloista voidaan muodostaa pienempi joukko maksimaalisesti lomittuneita
puhtaita tiloja [90,192].

Tassé tutkielmassa keskitytdadan Bell-tyypin epayhtéldiden ja kvanttilomittumisen
vélisen relaation kuvailuun puhtaiden lomittuneiden kubittien tapauksessa. Luvussa
2 esitellddn tarvittava kvanttimekaniikan perusformalismi sekd muutamia luvussa
3 sekd 4 kdytettavid tuloksia spin-1/2-hiukkasille. Luvussa 3 késitelldén Bell-tyypin
epayhtéloiden historiaa, piillomuuttujia, korrelaatiopohjaisia Bellin epayhtaloita
ja epéayhtéldiden kokeellista tutkimusta seké osoitetaan Gisinin teoreema kahden
kuditin tapauksessa [62,120]. Luvussa 4 tutustutaan Bellin teoreemaan pohjaa-
viin lokaalin realismin testeihin, jotka eivét sisilld epayhtaloita [130,131,135,136]
vaan joissa testi perustuu algebralliseen ristiriitaan. Padtuloksena osoitetaan Gisi-
nin teoreema eli puhtaiden tilojen lomittumisen ja Bell-tyypin epélokaalisuuden
ekvivalenssi n:lle kubitille yleistetyssid GHZ-tilassa Hardyn NLWI-argumenttiin
pohjautuvaa epayhtaloa kayttéden [61,189]. Gisinin teoreema todistettiin vuonna
2012 yleisimméssid muodossaan eli n:lle puhtaalle kuditille [255,256].



Tutkielmassa kiytetyt merkinnat

Tutkielmassa kaytetyt matemaattiset perusmerkinnét ovat taulukoissa I, IT ja III.

Taulukossa IV ovat yleisimmaét kaytetyt lyhenteet. Joidenkin erikoismerkint6jen
osalta (luku) on merkitty sulkeisiin selityksen perdén. Luvuissa 3 ja 4 lisimerkin-
tojé esitelladn tarpeen mukaan. Yhtéloihin viitataan numerolla sulkumerkkien

sisépuolella, esimerkiksi yhtdlo (2.4). Lukuihin ja kuviin viitataan pelkalld numerol-
la, esimerkiksi luku 3.3. Taulukoihin viitataan roomalaisilla numeroilla, esimerkiksi
taulukko I. Suorien sitaattien numeroinnissa kaytetadn kreikkalaisia aakkosia,

esimerkiksi sitaatti d.

Taulukko I: Merkinnat; avaruus ja kannat

Merkinta Selitys

n Hiukkasten lukumééra (number)

m Mittausten lukumééré (measurement)

d,r Tilan vapausasteiden lukumééré (dimension)
c? d-ulotteinen Hilbertin avaruus

[1) Hilbertin avaruuden tilavektori eli tila.

(V| Duaali vektorille |v).

(Y|o) Vektorien |¢) ja |¢) sisdtulo

I19) = 19l = VGPT@)  Tilan [5) Ly-normi

[) (@] Vektorien |¢) ja |¢) ulkotulo

4)

{10), 1)}

Cc? @ C?

V) @ o) = [¥)|d) = [¢¢)
W)=, |@)*

V) anz

K(Ch) =K

Avaruuden C¢ i:s yksikkokantavektori
Yleinen yksikkovektori
Kaksitilajarjestelman laskennallinen kanta
Kahden Hilbertin avaruuden C¢ tensoritulo
Vektorien |v) ja |¢) tensoritulo

Bellin tilat (luku 2.3.1)

Yleinen GHZ-tila (luku 2.5.4)

Avaruuden C? ortonormaali kanta




Taulukko II: Merkinnét; observaabelit ja operaattorit.

Merkinté Selitys

0 Observaabeli nimeltdan O

Lca Avaruuden C¢ lineaaristen operaattoreiden joukko
0 (€ Lca) Operaattori nimeltéin O tai vastaava matriisi

0; Operaattorin O i:s ominaisarvo

|0;) Ominaisarvo o vastaava ominaisvektori

0 Operaattorin O kompleksikonjugaatti

of Operaattorin O Hermiten konjugaatti, Of = (O*)T
OT Operaattorin 9] transpoosi

O_l Operaattorin 0] kéanteisoperaattori, 0] O_l =1
A® B Operaattoreiden A ja B tensoritulo

0ij Operaattorin O matriisiclementti kohdassa i 7.

P Projektio-operaattori

By Bell-Mermin-operaattori (luku 3.4.4)

Jo Tiheysoperaattori

PA Redusoitu tiheysoperaattori osajarjestelmélle A
U Unitaarinen operaattori, U f U=00 o 1

I Yksikkooperaattori, I [i) = |1))

(1h| 0 ¢) = (¥ of o) Sisitulo, kun operaattori O mukana

£(0) = (| O ) = (O) Operaattorin O odotusarvo puhtaassa tilassa [¢))
Tr(p Operaattorin p jéalki

Tr(p O) Operaattorin O odotusarvo tilassa p

AO=( A2> —(0)? Operaattorin O dispersio eli varianssi




Taulukko III: Merkinnit; muut merkinnét.

Merkinta Selitys
Py Todennékéisyys, liittyy spin-mittauksiin
c* Kompleksiluvun ¢ kompleksikonjugaatti
IXAL) Spin-aaltofunktio hiukkaselle A ominaisvektorin suuntaan
Ixa_) Spin-aaltofunktio hiukkaselle A ominaisvektoria pédinvas-
taiseen suuntaan
A'B Kahden hiukkasen jarjestelmén tarkasteltavat hiukkaset
rA,I'B,Ic,ID Hiukkasen A, B, C tai D mittaussuunnan yksikkévektori
oi, 1=1,2,3 Paulin 2 x 2 spin-matriisi tai operaattori
Si, 1=1,2,3 Spin-komponentti, S; = 1/20;
& = (01,092,03) Paulin matriisit o;, i = 1,2, 3 sisdltédva vektori
59, 56/2 Lyhennysmerkinnét suureille sin(6) ja sin(6/2)
€, Co/2 Lyhennysmerkinnét suureille cos(6) ja cos(6/2)
Qap Mittaussuuntien rp ja rg vilinen kulma
elé Globaali vaihetekiji, |ei¢| = 1
ts, Lyhennysmerkinnét suureelle tan(fy)
h=1=c Luonnolliset yksikot
0ij Kroneckerin delta
€ijk Levi-Civita- eli permutaatiotensori
A Piilomuuttuja(t) (luku 3)
P Klassinen todennékoisyystiheys (luku 3)
Taulukko IV: Tyossa kdytetyt lyhenteet
Lyhenne Selitys
EPR Einstein-Podolsky-Rosen-argumentti (3.1)
EPRB EPR-argumentti spin 1/2 -hiukkasille (3.1.3)
GHZ / GHSZ Greenberber-Horne-Zeilinger-argumentti (4.1)
KS Kochen-Specker-argumentti (3.4)
PDC / SPDC Spontaani parametrinen alaspiin konversio (3.5.4)
CHSH Clauser-Horne-Shimony-Holt-argumentti (3.3.2)
CH Clauser-Horne-argumentti tai epayhtalé (3.3.3)
LHVT Lokaali piillomuuttujateoria (3.2)
NLWI Epaélokaalisuus ilman epéyhtaloita (4)
LOCC Lokaalit operaatiot ja klassinen viestinté (2.5)




Luku 2

Matemaattiset perusteet

Tassé luvussa kerrataan tarpeellisilta osin kvanttimekaniikan perusteoriaa. Késit-
teilla kvanttimekaniikka ja kvanttiteoria tarkoitetaan samaa asiaa. Muotoilu teh-
déan perinteisen tulkinnan mukaisesti. Kvanttimekaniikan postulaatit on sijoitettu
matemaattisen formalismin joukkoon ja numeroitu teoksen [192] esittelyjarjestyk-
sen mukaisesti. Ensimmaéinen luku yhdistéé asioita kirjoista [19,46, 88,105,154,
155,192,199, 215] ja [37] sekd muutamista artikkeleista.

2.1 Hilbertin avaruudesta

Tarkastellaan déarellisulotteisia kompleksiarvoisia téydellisid sisétuloavaruuksia eli
Hilbertin avaruuksia C*, missé d € N on avaruuden dimensio. Aidreténulotteisia
Hilbertin avaruuksia ei késitelld . Ne tulevat kyseeseen fysikaalisen jarjestelmén
jatkuvien suureiden, kuten paikan ja liikemé&érin, kuvailussa. Kvanttimekaniikassa
hiukkasen (jarjestelmén) karakterisoi aaltofunktio eli tila 1, joka antaa tietoa
mm. hiukkasen paikasta, lilkemaérasté, spinista ja hiukkasen tilan aikariippuvuu-
desta seka muista fysikaalisista ominaisuuksista, kun tilaan sovelletaan sopivia
matemaattisia operaatiota (luku 2.2). Kvanttimekaniikan ensimméinen postulaatti
sanoo, ettd 1 antaa tarkimman mahdollisen tiedon jarjestelméstéd, mutta madrittaa
vain todennékdisyyksia ja odotusarvoja mittaustuloksille (luku 2.2.4).

Diracin notaation mukaan avaruuden C? puhdasta tilavektoria merkitiin [1) (luku
2.1.4). Kasitelldan tiloja, joilla on d € N vapausastetta mitattavan ominaisuuden
suhteen. Tila |¢)) voi muuttaa muotoaan joko mittauksen (luku 2.2.4) tai unitaarisen
aikakehityksen (luku 2.2.5) seurauksena. Tutkielmassa kaytetaan yksikoitd i =
l=c

2.1.1 Perusominaisuuksia

Olkoot a,b,c € C ja [4),|d),|x) € C? Avaruuden C? tunnetut perusoperaatiot
vektoreille ja kompleksiluvuille, poislukien tédydellisyys, ovat allekkain yht&loissa



(2.1a)—(2.1e):

) +16) = 1) + |4), (2.1a)

1) + (18) + 1)) = (1¥) + [8) + [x), (2.1b)
a(bli)) = (ab)|) = blaly)), (2.1c)
(a+0)[¢) = al) +bly)), (2.1d)
a(|y) +16)) = aly) + al$). (2.1¢)

Kompleksiarvoinen sisatulo (¥|¢) € C on konjugaattilineaarinen (lineaarinen)
ensimmaisen (toisen) vektorin suhteen ja siihen liitetdén luonnolliseen tapaan
Lo-normi |||¥)|| = ||¢]] = /(¥]¢) = 1. Oletetaan jatkossa, etta kaikki esiteltavét
tilat |¢)) ovat normitettuja.

Yhtalot (2.2a)-(2.2f) alla tiivistavit sisdtulon ja normin ominaisuudet avaruudessa
ce:

1]l =/ (¥lY) =1, (2.2a)
€)= ([¥) + 1)/ lI1¥) + 1)) € T, (2.:2b)
(Wlo) = (ol¥)", (2.2¢)
(W) =0, (Pl) =0« [¢) =0, (2.2d)
(c¥|g) = c*(Plo), (Ylcg) = c(¥|d), (2:2¢)
(olw)| < llollllwll, (2.2f)
19+ ol < [[¥[l + [|]]- (2.2¢g)

Tulos (2.2f) on nimeltddn Schwarzin epdyhtdlé [105] ja tulos (2.2g) puolestaan
suunnikassddinto [241]. Sisatulon (¢[t)) vasemmanpuoleinen vektori (¢| = (|¢))
on (Hermiten) konjugoitu eli duaali (bra-vektori), toisin sanoen lineaarikuvaus
avaruudelta C? kompleksiluvuille. Vektoriavaruuden C¢ yksiulotteista aliavaruutta
kutsutaan sdteeksi (ray). Tilat |¢) vastaavat siteitd siind mielessa, ettd tilan
kertominen globaalilla vaihetekijilld €€ ei muuta tilan fysikaalisia ominaisuuksia,
kuten odotusarvoa.

2.1.2 Kanta ja superpositio

Avaruudelle C? rakennetaan esimerkiksi Gramin-Schmidtin menetelméll [192, s.
66] ortonormaali kanta, jatkossa lyhyesti kanta K = K(C?) = {|i)}&,. Kanta on
taydellinen tilajoukko, joka pitdé sisdlladn tdsmaélleen d keskenaan hneaarlsestl
riippumatonta kantatilaa eli yksikkévektoria |i). Valitsemalla r < d kappaletta
kantavektoreita rakennetaan r-ulotteinen aliacvaruus C". Kantatilat ovat ortonor-
maaleja eli (i|j) = 0;;, missé d;; on kroneckerin delta.

Puhdas tila |¢) € C? (luku 2.1.4) ja sen duaali (1| voidaan lausua yhdistelmini



kantatiloista. Tatd kutsutaan superpositioperiaatteeksi:

d a1

=Y aly=1{:1, (2.3a)
i=1 _ad
d _

=Y ai(il=|af, -, @], aeCVi=1,....d (2.3b)

Termi a tarkoittaa vektorin |¢) i:nnen kantavektorin kertoimen kompleksikon-
jugaattia. Kertoimet al siséltavit mahdollisesti vaihetekijoita. Kahden vektorin
[0), @) € C, Jap) = 1al| ), o) = ;l:l bj|j) sisatulo (¢|¢) € C kirjoitetaan

ortonormaalin kannan IC avulla muodossa
d
(Wl) = > aiby (ilj) =D arbi= a1 - af] | (2.4)

,j=1 =5, i=1 bd

Vektorin |¢)) sisétulo kantavektorin |j) kanssa antaa kertoimen a;:

d
(Jly) = Zaz (jli) Za] ij — @j (2.5)
i=1

Sijoittamalla yhtalon (2.5) tulos yht&loon (2.3) havaitaan, etta

d d
= _lidilw) = [l =1, (2.6)
=1 =1

jossa I on yksikkdoperaattori. Tulosta (2.6) kutsutaan tdydellisyysrelaatioksi ja
sité tarvitaan useiden kvanttimekaniikan perustulosten todistuksissa.

2.1.3 Laskennallinen kanta

Kun d = 2, muodostavat avaruuden C? ortonormaalin kannan vektorit

0) = H ja 1) = m (27)

Tasta kannasta kiytetdan yleisesti nimitysté laskennallinen kanta tai standardikan-
ta. Kantaa voidaan tarvittaessa vaihtaa. Jos tila |1)) on esimerkiksi muotoa |¢) =
2-72(|0) 4 [1)), esitetidn 1) vektoreiden |u) = 272[1 1T ja |v) = 27721 —1]T
muodostamassa kannassa tdydellisyysrelaation (2.6) avulla seuraavasti:

) =11y) = 7(!’@(%!+|v>(vl)(|0>+|1>)

= ﬁ[«urm + (ul1))|w) + (<v!0>:g (v[D)[v)] (2.8)
= [u),

eli tila |1)) on sama kuin kantavektori |u). Yleisemmin kannanvaihdoista vastaavat
unitaariset operaattorit (luku 2.2.5).



2.1.4 Puhtaat ja sekoittuneet tilat

Puhdas kvanttitila (pure state) 1)) € C? tunnetaan tasmillisesti. Kéytinnossi
hyvin suunniteltu preparointi eli esimittaus tuottaa mahdollisimman puhtaita tiloja.
Puhtaat tilat ovat kuitenkin teoreettisia idealisointeja. Joskus tila tunnetaan vain
osittain, kdytdnnon mittausprosesseihin liittyy epatarkkuutta, eiké jarjestelma
kiytinnossd koskaan ole téysin eristetty ympéristostdin!. Tillaisessa tapauksessa
jarjestelmad kuvaa ns. sekoittunut tila |1pg) (mized state) [6]:

T T
[Ws) =D pilva), Yi=1,...r:0<pi<lja) pi=1, (2.9)
i=1 =1
Summaus yhtélossd (2.9) on kaikkien puhtaita tiloja |1;) € C? vastaavien indek-
sien ¢ yli, joilla on nollasta eroava todennédkoéisyys p;. Huomaa, ettd Hilbertin
avaruuden kantatilojen tunnettu lineaarikombinaatio on eri asia kuin sekoittu-
nut tila [1bg). Tilat |+;) ovat lineaarikombinaatiota avaruuden C? kantatiloista eli
i) = 351 ajili), @ji € C.

Puhtaat tilat kuvaavat maksimaalista jarjestelmésté saatavilla olevaa tietoa. Sekoit-
tuneet tilat antavat epatdydellistd informaatiota ja esittévit "tietdmattomyyttd”
puhtaasta tilasta, jossa jarjestelma on mittaushetkelld [230]. Puhutaan myo6s puh-
taista (sekoittuneista) ensembleistd eli tilajoukoista, joihin kuuluu vain puhtaita
(sekoittuneita) tiloja.

2.1.5 Vaihetekijoista

Tarkastellaan esimerkkind puhtaita tiloja |1) ja [1') = ei|y), € € R. Tilat |[¢)
ja |¢') ovat globaalia vaihtetekijii ( overall / global phase) e vaille sama tila.
Globaali vaihe ei vaikuta mittaustulosten statistiikkaan eli odotusarvoihin (luku
2.2.4) ja || = 1. Jos 1) € C% ja |[¢') = e¥|¢)) ovat kaksi tilaa, operaattorille O
saadaan

(W' Oy') = (wle™ Oetly) = (¥] O¥) (2.10)
Taten globaalilla vaihetekijélla varustettu tai ilman vaihetekijéa esiintyva tila ovat

fysikaalisessa mielessé ekvivalentteja. Vaihetekijan merkkid ei voida tietéd, silla se
ei ndy kokeissa [19].

Suhteellinen vaihe viittaa vaihetekijidn superposition osassa, esimerkiksi |¢) +
ey, Kun |¢) = |0) ja |[¢') = |1), voidaan méiiritelld normitetut tilat
0+ ., 19—
V2 V2
jotka eroavat suhteellisella vaiheella ei™ = —1 eli 2772(|¢)) + [¢')) = 2772(|¢)) —
e'™|1’)). Suhteelliset vaiheet riippuvat valitusta tarkateltavan Hilbertin avaruuden

kannasta K ja aiheuttavat havaittavia eroja odotusarvoissa, joten yhtéalon (2.11)
tilat eivét ole fysikaalisessa mielessd ekvivalentteja.

(2.11)

1. Mittalaitteiston ja mitattavan hiukkasen vuorovaikuttaessa laitteiston ja hiukkasen tilat
voivat olla my6s lomittuneita (luku 2.5)
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2.1.6 Kubiteista

Kubitti eli kvanttilaskennan bitti [222] ( qubit) on kvanttimekaaninen tila ¢ € C2,
joka muodostetaan kantatilojen |0) ja |1) lineaarikombinaationa:

) = al0) + BI1) = m L JaP+18P =1, a,BeC (2.12)

Tavallinen eli klassinen bitti on aina méaratyssa tilassa, mutta kubitti voi ennen mit-
tausta (luku 2.2.4) olla yhdistelmé kantatiloista (superpositioperiaate). Vastaavasti
kahden kubitin jarjestelmé voi olla yhdistelmé neljasta kantatilasta ja yleisemmin
n:n kubitin jarjestelmé 2":sté tilasta. Teoriassa kubitit mahdollistavat erittdin
suuren edun rinnakkaislaskennassa verrattuna tavallisiin bitteihin [81, s. 15].

Mitattaessa kubitin (2.12) arvo saadaan tulokseksi joko 0 todennikéisyydelld |a/?
tai 1 todennikoisyydelld |S|? eli kubitti on dikotominen (kaksiarvoinen). Aina
havaitaan joko |0) tai |1), ei molempia tai niiden yhdistelmiis. Koska |a|?+|8|? = 1,
voidaan yht&lo (2.12) kirjoittaa muodossa

]¢>:cosg|0)+ei¢sing\l>, 0<O<m 0<¢< 2m, (2.13)

jossa kulmat 6 ja ¢ méarittelevit pisteen Blochin kehdlld (kuva 2.1) ja vastaavat
avaruuden R? kiertoja (kuva 2.2). Esimerkiksi tila |0) sijaitsee z-akselilla, |0) + |1)
x-akselilla ja |0) +1|1) y-akselilla. Malli toimii hyvin yhden kubitin ominaisuuksien
ja kubitille tehtavien lokaalien operaatioiden, kuten esimerkiksi kiertojen, ymmar-
tdmisen tukena. Mallia ei voida suoraan yleistdd useamman kubitin jarjestelmille.
Vastaava tiheysoperaattori on muotoa

i¢ gip 2
e'?sin 3

) (1] = l os 5 ] - [eos§ e sin ]
(2.14)

1
= §(I+U ’ I‘),

jossa r = (sin 6 cos ¢, sin f sin ¢, cos §) on yleinen yksikkévektori.

Spin-1/2-hiukkaset ovat erds kubitin ilmentyma todellisuudessa (tdméin osoittaa
esimerkiksi Sternin ja Gerlachin koe, luku 3.1.3). Niilld on térked historiallinen
merkitys lokaalin realismin ja kvanttimekaniikan yhteesopivuuden teoreettisessa
tarkastelussa (luku 3). Myohemmin esitettavien tulosten, kuten Bellin epdyhtalin
ja Gisinin teoreeman?® nikokulmista katsottuna valinta kiyttid spin-1/2 -hiukkasta
kubittina ei ole kuitenkaan ainoa mahdollinen. Kubitit realisoituvat kokeellises-
sa tutkimuksessa myos esimerkiksi fotonien polarisaatioina [199] tai elektronien
energiatasoina [122]. Jos jérjestelmilld on useampia tiloja (d > 3), esimerkiksi
korkeamman spinin tilat, puhutaan kuditista (qudit).

2. Bellin teoreemaa kéasitelldin luvussa (3.3) ja Gisinin teoreemaa luvussa 3.6.
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210) + e sin &|1)

Kuva 2.1: Blochin kehé -esitys kubitista [192].

2.2 Hilbertin avaruuden operaattoreista

Avaruuden C¢ vektoreita muuttavat toisiksi avaruuden vektoreiksi (kiertévit, skaa-
laavat, permutoivat jarjestysté,...) operaattorit eli rajoitetut ja jatkuvat lineaari-
kuvaukset avaruudelta C? itselleen:

OeLea, O0:C— Y. (2.15)

Joukko L4 on operaattoreiden joukko eli operaattorialgebra.

2.2.1 Perusominaisuuksia

Kun A, B € Lca jaa,b € C, avaruudesssa Lca ovat operaattorien laskutoimituksille
voimassa ehdot

A+ B= B+ A, (2.16a)
A+(B+C)=(A+B)+C, (2.16b)
a(A+B)=aA+aB, (2.16¢)
(a+b)A=aA+bA, (2.16d)
a(bB) = (ab) B. (2.16¢)



Léhtoavaruudella ja tuloavaruudella voivat olla eri dimensiot ja erilaiset ortonor-
maalit kannat. Téssé tyossa késitellidn operaattoreita, joiden lahto- ja tuloavaruu-
den dimensio on sama.

Operaattoreille A ja B ei ylelsestl pade AB=BA. Kun yhtélé on voimassa sano-
taan, etta operaattorlt A ja B kommutoivat eli operaattoreiden kommutaattori
[A, B] = A B— B A on nolla. Kommutoivat operaattorit voidaan mitata samanai-
kaisesti samalla "kiinnitetylld” koejarjestelylld. Operaattoreiden A ja B antikom-
mutaattori magritelliin {A, B} = A B+ B A ja jos {A, B} = 0, operaattorit A ja
B antikommutoivat.

Jokaista operaattoria vastaa kannan IC(C?) valinnasta riippuva matriisiesitys
Mat(0O) = O. Téaydellisyysrelaation (2.6) avulla saadaan

d d d
= = Z (@ 015)(i1 = Y (@ ONG = D oyli)iil, (2.18)
— i,j=1 1,j=1

jossa elementit (i| O|j) = o0;; € C lasketaan vektoreiden |i) ja O|j) sisdtulosta
jokaiselle 4,5 =1,...,d.

Yksinkertaisimmillaan operaattori voidaan ajatella ulkotulona |¢) (1|, joka operoi-
dessa tilaan |¢) antaa uuden tilan (|p)|), (Y|¢) € C. Kun [¢p) = > aili) ja
lp) = Z?Zl b;|j), saa ulkotulo [¢) (1| matriisimuodon

ay aa] aiay - ajay
as asaj azay ---  aay

Wy @l= 1] - [a a3 ey =1 S B CR )
ag aqaj aqay - Qg0

Yhtilon (2.4) nojalla (¢b¢)[1) = S0, aybil).

Algebralle L¢a voidaan muodostaa operaattoriavaruuden kanta eli joukko lineaari-
sesti riippumattomia matriiseja, joiden lineaarikombinaationa saadaan mielivaltai-
sen operaattorin O € L4 matriisimuoto. Esimerkiksi operaattorille o, = Z € L2
(luku 2.4.2), jolle pétee Z |0) = |0) ja Z|1) = —|1), lasketaan matriisielementit z;;
kannassa {|0),|1)} seuraavasti:

21 =(01Z)0) = [1 0] [(1] _01] H =[1 0 H =1 (2.20)

Vastaavasti z19 = 0 = 291 ja 299 = —1, jolloin Z saa muodon
1 0
Z = [0 _1] = [0){0] — [1)(1]. (2.21)

~ A—1
Operaattori O voi olla kddntyvd eli sillda on olemassa kddnteisoperaattori O
A oa—1 ael A
joka maéaritelladn ehdolla OO " |[¢) = O ~ O|y) = I |¢) = |¢p). Operaattorin Z
kidnteisoperaattori on Z itse eli Z2 = I.
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Operaattorin O jdlki Tr on lineaarikuvaus Tr : Lca — C. Tr(@) on operaattoria O
vastaavan matriisin diagonaalialkioiden summa:

d
Tr(0) = > (i| Oi) (2.22)

=1

Jalki on riippumaton valitusta kannasta eikd muutu unitaarisella operaattorilla
operoitaessa. Jos fl, B ja C' ovat mielivaltaisia operaattoreita, niin Tr(fl B C’) =
Tr(C A B) = Tr(B C A). Avaruuden Lca operaattorit muodostavat sisétuloavaruu-
den, kun sisdtulo maéaritelladn Hilbertin-Schmidtin sisdtulona jéljen avulla:

A BeLca, (A, B)=Tr(A' B) (2.23)

Sisétuloon (2.23) liittyy operaattorinormi || O |:

A AT A
0] =VTr(0 0) =

(2.24)

2.2.2 Projektioista

Ortogonaalinen projektio-operaattori P =P, eli lyhyesti projektio avaruuden C¢
r-ulotteiseen aliavaruuteen C" saadaan téaydellisyysrelaatiosta (2.6) summaamalla
aliavaruuden virittévien vektorien {|1),...,|r)} yli. Avaruuden C? kanta voidaan
valita siten, ettd vektorit summataan indeksoinnin alusta ldhtien:

Pr= 21 =3 s (2.25)
=1 =1

jossa P; on projektio 1-ulotteiseen aliavaruuteen. Projektiolle P, méiritellain
ortogonaalinen komplementti eli operaattori Q = I — P,, joka itsessédan on projek-
tio vektorien {|r + 1),...,|d)} virittAmé&éan avaruuteen. Projektiot laskennallisen
kannan tiloille ovat

mzmwzﬁglﬁ Ezmmzﬁfl (2.26)

A A A2
Projektiolle on voimassa P = p'=p ja projektion mahdolliset ominaisarvot ovat
joko 1 tai 0.

2.2.3 Ominaisarvoista

Jokaiselle operaattorilla 0 e Lca on olemassa joukko vektoreita |o;) € C? ja
kompleksilukuja o; € C, joille pétee

O |Oz> = 0¢|0i>, |01> eC (2.27)
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Arvoa o; kutsutaan operaattorin O ominaisarvoksi ja sitd vastaa yksi tai useampi
ominaisvektori |o;). Ominaisarvot ratkaistaan lineaarialgebran menetelmin karak-
teristisesta yhtélosta det(O —o; I) = 0.

Ominaisarvojen joukko muodostaa operaattorin O spektrin eli mahdolliset mit-
tausten tulokset (luku 2.2.4). Jos jokaista ominaisarvoa o; vastaa tdsmélleen yksi
ominaisvektori |o;) sanotaan, ettd spektri on degeneroimaton ja operaattori O on
maksimaalinen. Kun sama ominaisarvo esiintyy spektrissé useita kertoja eli sité
vastaa useampi kuin yksi ominaisvektori, on spektri degeneroitunut. Rajoitutaan
tasséd degeneroitumattomaan tapaukseen. Degeneroitunutta tapausta kéasittelee
esimerkiksi artikkeli [20].

Operaattoria O sanotaan (ortogonaalisesti) diagonalisoituvaksi, kun avaruudella
C¢ on kanta K, jossa matriisin 0 lavistéjén ulkopuoliset matriisielementit o;;, ¢ # j
ovat nollia. FKi-degeneroituneessa tapauksessa niitd kantoja on olemassa tdsmaélleen
yksi. Yhtaloistd (2.18) ja (2.27) saadaan normaalin operaattorin O diagonaaliesitys
eli spektraaliesitys:

(op 0 0 - 0
0 o0 0 0
0= ZOU| = Zoi|oi><0i|:Zoi[:’oi: 0 e ] (2.29)
2,7=1 0; . . . .
: : - .0
0 0 - 0 og

Operaattori P,, on projektio ominaisarvoa o; vastaavaan operaattorin O ominaisa-
varuuteen.

2.2.4 Odotusarvoista, mittaamisesta ja epadmiairidisyydesti

Imaisu ”fysikaalisella observaabelilla O on tietty arvo tilassa [¢))” on sallittu siina
erikoistapauksessa, kun mittaus antaa tdydelld varmuudella kyseisen arvon eli tila
1) on observaabelia vastaavan hermiittisen operaattorin O (luku 2.2.5) ominaistila.
Yleisesti ei voida sanoa, ettd observaabelilla olisi méardtty arvo annetussa tilassa,
vaan puhutaan keskimddardisestd arvosta. Operaattorin O statistinen odotusarvo
£(0) = (0) on sisdtulo (¥| O 1), mikéli |¢)) on normitettu. Kayttamalli spekt-
raaliesitystd (2.28) saadaan puhtaan tilan |¢)) odotusarvoksi ei-degeneroituneessa
tapauksessa painotettu summa ominaisarvoista o;:

d
(0) = (| Oly) = (¥l( Zoz\oz )oi)[Y) = Z! {oil )| Z p(0i)oi. (2.29)

Ominaisarvon o; todennékéisyys p(o;) = |(0;]1)|? tarkoittaa operatiivisessa mie-
lessé frekvenssitulkintaa tilastolliselle ensemblelle suoritetuille mittauksille [43].
Kun suoritetaan mittaus ja siitd saadaan tulos o;, on jarjestelmén tila mittauksen

jalkeen

gy = -2 (2.30)
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Yhtalosta (2.30) kiytetddn nimitysta projektiopostulaatti tai aaltofunktion romah-
taminen: Kun observaabelin O mittaus antaa tuloksena vastaavan operattorin O
ominasarvon o;, on jarjestelma valittomaésti mittauksen jalkeen arvoa o; vastaavassa
ominaistilassa |o;).

Projektiomittaus voidaan toistaa ja heti suoritetun mittauksen jalkeen suoritettu
uusintamittaus antaa saman tuloksen kuin ensimmaéinen mittaus eli Pj p@ = 0jj ]32
Voidaan kysyé, milld perusteella mittaaminen aiheuttaa jarjestelmén aikakehi-
tykseen "vilittomén” ja epdjatkuvan muutoksen? Kvanttimekaniikan tulkinnat,
kuten mm. kéopenhaminalainen, stokastinen ja monimaailmatulkinta [19,154,157],
pyrkivit tuomaan asiaan selkoa. Télla hetkelld ei tiedetéd, mika tulkinnoista on
oikea [169].

Tarkastellaan esimerkkini kubittia laskennallisessa kannassa3. Tilojen |0) ja |1)
mittaamiseen soveltuvat operaattorit ovat yhtalossa (2.26). Jos mitattava tila on
|) = al0) + b|1), todennékdisyys mittaustulokselle 0 on

p(0) = (| Po |¢) = |al*. (2.31)

Tila mittauksen jélkeen on Pg |1)/|a| = a|0)/|a|, missé vaihetekijé a/|a| ei vaikuta
odotusarvoihin (luku 2.1.5).

Kvantti-informaatioteoria siséltdad useita avoimia ongelmia, joihin ratkaisuja etsi-
tdan yleisen mittausteorian avulla. Erds ongelma on esimerkiksi 16ytédé optimaalinen
tapa erottaa toisistaan joukko ei-ortogonaalisia kvanttitiloja?. Kvanttimittausta
kuvaa kokoelma {Mt} mittausoperaattoreita, missé ¢ viittaa mittauksen tulokseen
(kvanttimekaniikan kolmas postulaatti). Jos jarjestelmén tila on |¢)) ennen mittaus-
ta, todennékoisyys mittaustulokselle ¢ on p(t) = (| MJ M, |1). Jarjestelmén tila
mittauksen jalkeen on [¢) ja lisdksi pétee tdydellisyysrelaatio erityisessd muodossa:

v) = Mf W : (2.32a)
V@] M M )
SN M =T 1= p(t) =S (] M M ). (2.32b)

Yleisen mittausteoriaa sovelletaan esimerkiksi POVM-mittauksissa ( Positive
Operator-Valued Measure). POVM-tarkastelulla voidaan erottaa toisistaan ei-
ortogonaalisia kvanttiloja osassa mittaustapahtumia nielsenchuang.

A

Operaattorin O dispersio eli varianssi AW,)(O) = A(O) tilassa [¢) on ei-negatiivinen
reaaliluku, joka kuvaa O:n tilastollista epavarmuutta eli mittaustulosten poikkea-

A

maa odotusarvosta (O):
A2

A(0) = (0%) = (0)2 = (1] O o) — (] O]1)>. (2.33)

3.  Monipuolisempi esimerkki spinin mittauksesta mielivaltaisen yksikkévektorin suuntaan esite-
tddn luvussa 2.4.3.

4. Ei-ortogonaalisia tiloja ei ole mahdollista erottaa toisistaan tdydelld varmuudella mitattaessa
[192]. Erottelu mahdollistaisi mm. valoa nopeamman viestinnén ja kubittien kloonaamisen [86,250].
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Dispersio A(O) katoaa tésmalleen silloin, kun tarkasteltava tila 1) on operaattorin
O ominaistila. Kahden operaattorin Aj ja B varianssien tulo toteuttaa Heisenbergin
epamiddrdisyysrelaation®:

o |WIA, Blly)

A(A)A(B) > ’2’ (2.34)
Epéyhtélon (2.34) perusteella kahta ei-kommutoivaa operaattoria vastaavia fysikaa-
lisia observaabeleita ei voida mitata samanaikaisesti samalla koejarjestelylla mieli-
valtaisella tarkkuudella. Relaatio (2.34) voidaan ottaa kvanttiteorian 1&htokohdaksi
ja sen perusteella voidaan johtaa yksinkertainen ei-relativistinen Schrodingerin

yhtals [19].

2.2.5 Hermiittiset ja unitaariset operaattorit

Itseadjungoidut eli darellisulotteisessa tapauksessa ekvivalentisti hermiittiset ope-
raattorit vastaavat kvanttiteoriassa fysikaalisia observaabeleita eli mitattavia suu-
reita kuten liikemaéra, pyorimismaara ja energia. Ne maaritellddn ehdoilla

0" =(0") =0, (¥09) = O |p) = (Ovlv). (2.35)
Konjugoitu operaattori Ot operoi tilaan [1) seuraavasti: (¢ O |¢) = (O |¢) =
(9| O)*. Tavallisesti tulkitaan, ettd O operoi oikealle j ja Of vasemmalle. Jos O
on hermiittinen, talla ei ole merkitystia. Kun ¢ € C ja A7 Be Lca, on voimassa
(c At =¢* AT, (AB)t = B A ja (J¥)T = (¢|. Hermiittisen operaattorin ominai-
sarvot ovat reaalisia ja eri ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit ovat keskendan
ortogonaalisia.

Operaattori O on positiivinen, jos kaikille [¢)) € C% on 0 < (1) O@ZJ} Positiivista
operaattoria vastaavat ominaisarvot ovat ei-negatiivisia. Mikéli (1 ]O¢)
sanotaan, etta O on posititvidefiniitti. Mielivaltainen operaattori )= Lca vmdaan
esittdd kahden hermiittisen operaattorin A ja B avulla muodossa

A ” N ” 1 /4 ~ A 1 /4 A
O=A+iB, missd A—2<O+O> ja B= 2(0 O). (2.36)
Yhtélosta (2.36) ndhdéén, ettéd positiivinen operaattori on myos hermiittinen.

Hermiittiset operaattorit ovat maaritelménsd mukaan normaaleja eli kommutoivat
adjungaattinsa kanssa, [O, OT] = 0. Normaali operaattori on hermiittinen, jos ja
vain jos sen ominaisarvot ovat reaalisia. Yleisesti avaruuden Lca operaattori on
diagonalisoituva, jos ja vain jos se on normaali [162]. Tuloksesta kdytetaan nimitystéa
spektraaliteoreema. Kommutoivilla hermiittisilla operaattoreilla A ja B on samat
ominaisfunktiot, ja 16ytyy kanta K = {|) }¢_,, jossa ne molemmat ovat diagonaalisia

5. Epamaédariisyysrelaatio voidaan johtaa kdyttden superpositioperiaatetta (2.3) ja Schwarzin
epayhtilod (2.2f) nielsenchuang. Usein virheellisesti esitetdédn, perustuen Bohrin ja Heisenbergin
kommentteihin objektin ja mittalaitteen erottamattomuudesta, ettd mittaaminen héiritsisi mit-
tauksen kohdetta ja "mittaushiirié” toimisi epdméadriisyysrelaation teoreettisena perustana [157].
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eli A =% a;li)i| ja B = L, bili)(il, as,b; € R kaikilla i = 1,...,d [192]).
Fysikaalisesti ajatellaan, ettd A ja B voidaan mitata samanaikaisesti ja tarkasti
samalla kiinnitetylld koejarjestelylla.

Ehk& tunnetuin hermiittinen operaattori on Hamiltonin operaattori H , jonka
ominaisarvot kuvaavat fysikaalisen jarjestelmén energiaa. H esiintyy suljetun
kvanttijarjestelmén aikaevoluution kuvailussa eli ajasta riippuvassa Schrédingerin
yhtdildssd:

LdlY) s

h = H [¢). 2.

in< L = A o) (2.37)
Yhtéls (2.37) voidaan muotoilla my6s unitaarisen operaattorin U avulla. Unitaari-

suus méaritelldan yhtélolla
O o=00"=1. (2.38)

Kvanttimekaniikan toinen postulaatti sanoo, ettd suljettua jarjestelméad tarkastel-
taessa tilan [1) evoluution |¢)(t9) — ¥ (t) (kun ei suoriteta mittauksia) méaaraa
unitaarinen aikakehitys® [192]:

Ut to)|4(t)) = [4(t))- (2.39)

Aikakehitysoperaattori U (t) kirjoitetaan Hamiltonin operaattorin H avulla muo-
dossa U(t) = exp(—i H t); operaattorien aikakehitysté ei kasitelld tyossé tarkem-
min.

Unitaariset operaattorit U vastaavat aikaevoluution ohella jarjestelmalle suoritetta-
vista lokaaleista operaatioista. Unitaarinen operointi tilaan |¢) sdilyttd4 avaruuden
C? sisdtulon sekd normin ja on reversiibeli. Operaattori U on unimodulaarinen
eli operaattorin ominaisarvoille o; € C pétee |o;| = 1 ja ominaisarvot sijaitsevat
Blochin kehalld (kuva 2.1). Jos matriisi on sekd unitaarinen ettd hermiittinen,
ovat sen mahdolliset ominaisarvot 1. Unitaariset operaattorit ovat normaaleja
ja taten diagonalisoituvia. Unitaarinen operattori ei valttdmaéatta ole hermiittinen.
Esimerkiksi unitaarisen operaattorin

U= \}5 [} i] (2.40)

ominaisarvot o4 = (1 41i)/1/2 eivit ole reaalisia, joten operaattori ei ole hermiitti-
nen.

Unitaaristen operaattoreiden avulla voidaan pilkkoa avaruuden Lqa operaattoreita

tuloiksi. Operaattorille 0e Lca on olemassa unitaarinen U seki yksikésitteiset ja
positiiviset A, B siten, etti

O=UA=BTU, (2.41)
6. Aikakehitysmalli on yhtdpitdva myos Heisenbergin yhtélon kanssa [169).
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jossa A=VOt0 ja B = V0 Of. Tuloksesta kéytetddn nimitysté polaarihajotelma,
ja sen avulla voidaan todistaa seuraava tulos [192]. Olkoon Oe Lca. Téll6in on
olemassa unitaariset operaattorit U, V ja seké diagonaalimatriisi G, jolle g;; > 0
kaikille i = 1,...,d siten etté

O=UGV. (2.42)
Taté kutsutaan operaattorin 0] singulaariarvohajotelmaksi. Tulosta (2.42) kayte-
tdan lukuisissa algoritmeissa laskennallisissa tieteissd sekéd mm. Schmidtin hajotel-
man (luku 2.5.7) todistuksessa.

2.2.6 Tiheysoperaattori

Kvanttitilojen preparointi ei kdytédnnosséd koskaan tuota téysin puhtaita tiloja.
Tarvitaan matemaattinen muotoilu kuvaamaan epétéiydellisid mittaustilanteita
laboratorioissa. Néité tilanteita vastaavat sekoittuneet tilat [199]. Kun jarjestel-
mé koostuu useammasta osasta (luku 2.3), voi tilavektorien kaytto laskuissa olla
tyolasta. Vaihtoehtoisen tavan kuvailla jarjestelméa tarjoaatiheysoperaattori p
(tiheysmatriisi). Tiheysoperaattori on kvanttimekaniikan vastine klassisen todenné-
koisyysteorian todennékoisyysjakaumalle py (luku 3.2.3). Schrodinger [221, s. 447)
kuvaili tiheysoperaattoria seuraavasti:

It has formal character of a real physical variable, but the physical
meaning of a wave function, that is to say it describes the instantaneous ()
physical situation of the system.

Tarkastellaan sekoittuneen tilan yhtéloa (2.9). Kokoelmaa {[i;),p;} kutsutaan
puhtaiden tilojen ensembleksi. Tilat |1);) eivéat valttdméatta ole ortogonaalisia. Ti-
heysoperaattori p on

p =2 pildid{vil, (2.43)

jossa p; on tilan |¢;)(1;| todennékoisyys. Summaus voi sisdltdd enemmén tiloja
kuin avaruuden dimensio, mutta kuitenkin dérellisen méaaran. Puhtaan tilan [i)
tiheysoperaattori on projektio [1)(1)|. Jos jarjestelmé on sekoittunut eli preparoitu
todennakoisyydelld p; tilaan p;, kuvaa jarjestelmid tiheysoperaattori p = >, pip;.
Voidaan ajatella, ettd jokaista operaattoria p; vastaa ei-yksikésitteinen ensemble
{I4ij), pij}, jolloin

d d d

p=> _pipi = pi Y Dpijlti) (Wil (2.44)
i=1 =1 j=1

jossa p; = Z;l:l Dij|¥ij) (¢ij] on sekoittuneeseen tilaan [;)(v;| liittyvé tiheys-

operaattori. Operaattorin O odotusarvo (O) sekoittuneessa tilassa 7 pi|i)

on

A

(0) =Tr(p 0). (2.45)
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Mikali tila p on puhdas, operaattorin O odotusarvoksi saadaan

(W] O) = Tr(j¥)(¥] 0). (2.46)

Operaattori p on positiivinen eli sen ominaisarvot ovat ei-negatiivisia [192, s. 101—
102]. Puhtaalle tilalle on Tr(pQ) = 1, sekoittuneelle Tr(p?) < 1, miké nihdéin
laskemalla Tr(p%) = 3%, p?: jos tila [¢b) on puhdas, vain yksi p; eroaa nollasta ja on
1, jos tila |1)) on sekoittunut, ainakin kaksi termié p; eroavat nollasta ja Zf-l:l p? <
;1 1 pi = 1. Operaattori p on hermiittinen, joten se voidaan diagonalisoida. T&ll6in

se voidaan esittdd muodossa p = Y%, 05|0:)(0i], jossa 0 < 0; < 1ja % 0; = 1.

2.3 Usean hiukkasen jarjestelmat

T&hén asti on késitelty yhta hiukkasta. Esitelty teoria yleistyy suoraviivaises-
ti useammalle hiukkaselle tensoritulon avulla. Usean hiukkasen eli yhdistetyn
jarjestelman tila-avaruus on tensoritulo osajarjestelmien tila-avaruuksista. Jos osa-

jarjestelmédt numeroidaan 1,...,n ja i:s jarjestelmé preparoidaan tilaan |¢;), on
koko jarjestelman tila muotoa
) = Y1) @ [Ph2) @ -+ @ [th). (2.47)

2.3.1 Tilavektoreista

Olkoot avaruudet Cp ja Cp ja vastaavat dimensiot d ja r. Kahden hiukkasen
yhdistetty tila-avaruus (bipartite state) on tensorituloavaruus (tuloavaruus) Cp &
Cp, dim(Cp ® Cp) = dr. Lineaariavaruus C4 ® Cp "perii” Hilbertin avaruuden
laskutoimitusten ominaisuudet. Kun avaruuksien Cp ja Cg kannat ovat {|i)}¢_,
ja {lj)}j=1, ovat tuloavaruuden kantavektorit |i) @ |j) = |ij). Ortonormaalius
yleistyy muodossa (i ® j'|i ® j) = 6;70;;. Tensoritulo on multilineaarinen: kun
19) = 3%, a;]i) € Ca ja |1b) = Sh_; bi|k) € Cp, niin

6) @ [¥) = [p @) = |¢) ZZazbklzk (2.48)

=1 k=1

Esimerkiksi kahden kubitin muodostama tensorituloavaruus C? @ C? = C®2 on
neliulotteinen. Avaruuden virittavit vektorit |00),|01),|10) ja |11). Kubittien |¢) =
ul0) + v|1) ja ) = e]0) + f|1) tuloksi |¢) ® |¢) saadaan

|6) @ [¢) = (u|0) +v[1)) ® (¢]0) + f[1))
= ue|00) + uf|01) 4+ ve[10) + v f|11)

= ue ! ® ! +uf L ® 0 —+ ve 0 ® ! +uf 0 ® 0
0 0 0 1 1 0 1 1 (2.49)
1 0 0 0]
0 1 0 0
=ue |, +uf 0 + ve 1 +uf 0
0 0 0 1]




Tuloavaruudessa on olemassa tiloja, joita ei voida esittda tulontekijoiden avulla.
Tunnettu esimerkki naistd ovat Bellin tilat

vyt = } (l01) +10)),

ﬁ

Esimerkiksi tilalle |®)~ = 2772(]00) — |11)) tulisi yhtélon (2.49) perusteella olla
samanaikaisesti voimassa uf = 0 = ve ja ue = 1/v/2 = vf, joka ei ole mahdollista.
Tiloja, joita ei voida esittdd muodossa (2.48), kutsutaan lomittuneiksi tiloiksi (
entangled states). Mikéli tila voidaan esittdad muodossa (2.48), se on separoituva eli
tulotila. Lomittuminen on keskeinen fysikaalinen ilmi¢ kvanttilaskennan taustalla,

(2.50)

) = —= (J00) £ [11)).

ja sita kasitelldan tarkemmin luvussa 2.5.

Edellinen muotoilu yleistyy suoraviivaisesti useamman kuin kahden kubitin jar-
jestelmille (multipartite states). Tarkastellaan 2n-ulotteisen avaruuden C2" =
C?eC?®...® C? tilaa |¢). Avaruuden C?" laskennallinen kanta sisiltdd 2" kes-
kenéén ortogonaalista tilaa |i)1|i)a - - - |i)y,, jossa kunkin osajirjestelmén kantatila
|i); saa arvon 0 tai 1. Esimerkki avaruuden C?n tilasta on yleistetty GHZ-tila, jota
tarkastellaan luvussa 4.3.

2.3.2 Operaattoreista

Tila-avaruuksien C¢ ja C" operaattorit muodostavat oman tensorituloavaruudensa
Lca @ Lor. Maaritelladan avaruudet L, siten, ettéd ne sisaltavét vain yhden osajar-
jestelmén C; tilaan operoivat operaattorit. Olkoot A 6 Lc, = Lca, Be Lcy = Lcr.
operaattori A® B on lineaarinen ja tiloille |[¢) = S°% ; a;]), ) = S5, bj|k) on

(A® B)(l¢) @ [v)) = A|¢) ® Blyh) = Za@A\ ®Zkark: (2.51)

Kun operoidaan vain toisen jéirjestelméin tilaan, kiiytetiién yksikkboperaattoria,
esimerkiksi A ® I. Operaattorien A = Z —10ij ja B = > k.i=1 bkt tensorituloa
vastaa matriisiesitys (rivin ja sarakkeen pltuus dr) on

[a11 B a12 B ais B - a1d B
a21 B a22 B az3 B - a24d B
A@B=| 0 RPN (2.52)
: : . . 0
lagn B ag2 B - 0  aqq Bl

Yhtilossi (2.52) termit a;; B kuvaavat alimatriiseja eli matriisi B alkiot kerrotaan
jokainen elementilld a;; € C. Operaattoreiden ominaisuudet kuten hermiittisyys,

unitaarisuus ja positiivisuus yleistyvéat suoraviivaisesti tensoritulon operaatioihin
[192].
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Kahden kubitin tensorituloavaruuden C®? operaattoreita vastaavat 4 x 4 matriisit.
Paulin matriisien (luku 2.4.2) 0;,7 = 1,2, 3 ja yksikkématriisin I tensoritulot (16
kpl) muodostavat operaattoriavaruuden Lc2 ® Lc2 kannan. Esimerkiksi

0 0 0 —i
fo1] [o <] [o o] fo 0o i o
%®"y—l1 Ol®[i ol_lay 01_ 0 —i0 o (2.53)
i 00 0

Tiheysoperaattori yleistyy suoraviivaisesti useamman hiukkasen jarjestelmiin:

n
p1®p2®...®pn=®pi. (2.54)
=1

Tarkastellaan esimerkkiné yhden kubitin kloonausta. Klassinen bitti voidaan kopioi-
da suoraviivaisesti nykytekniikalla. Kysymys kuuluu, onko olemassa (reversiibeli&
ja lokaalia) prosessia, jossa mielivaltaiselle tilalle 1) on [¢)) — |¢) ® |¢)7 Vastaus
on ei [86,114,250]. Tehda&an antiteesi eli oletetaan, ettd on olemassa unitaarinen
U siten, etté

U(jw)®0) =)@ [¥), [¥)eC” (2.55)
Olkoon |¢) € C? toinen tila, |¢) # |¢). Tallsin U kloonaa myds tilan |¢). Kaytté-

milli unitaarisuusehtoa U f U = I saadaan

(olv) = ({¢] @ (ON)(Iy) ®|0))
(8l @ (0" 0) (%) @ |0))
({6l ® (0l TU)(U |v) @ 10)) (2.56)
(¢l @ (@D ([¥) @ |4))
= (¢l)(¢ly)
= (glv)*
Ehdon (¢[1)) = (¢[1)? nojalla olisi (p|¢p) = 0 tai (@) = 1 kaikille |[¢),|¢) €

C?, joka ei pidi paikkaansa. Kubitin kloonaamisen mahdottomuudella on useita
sovelluksia, kuten esimerkiksi kvanttikryptografia [30,95].

2.4  Spin-1/2-hiukkasista

Alkeishiukkasilla kuten elektroneilla on sisdinen vapausaste, jonka kayttdytymista
kuvataan kvanttiteoriassa pyorimisméarin tavoin ja josta kédytetddn nimitysta
spin [46, s. 299]. Spinin ei-relativistisen kvanttiteorian muotoili Pauli [195] vuonna
1927 ja relativistisen Dirac [87] vuotta myShemmin. Spinille ei ole vastinetta
klassisen fysiikan teoriassa.

Téssa tyossa (erityisesti luvut 3 ja 4) kdytetddn useaan otteeseen esimerkkini
kubitista ei-relativistisia spin-1/2-hiukkasta. Matemaattinen muoto vastaa lasken-
nallisen kannan tiloilla |0) ja |1) laskemista eli tila |0) voi vastata spin +1/2-tilaa
ja tila |1) spin —1/2 — tilaa. Kerrataan seuraavassa spin-1/2 -hiukkasiin liittyvét
jatkon kannalta tarpeelliset tulokset.
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2.4.1 Perusominaisuuksia

Spin-operaattori S on vektorioperaattori, jolla on kolme komponenttia S =
(S1,S2,S3). Usein kiytetadn ns. Paulin operaattoreita o;, joille o; = 25,1 = 1,2, 3.
Kirjallisuudessa spin kuvataan toisinaan skemaattisesti prekessiomallilla [46], vaik-
ka kyseesséd on hiukkasen sisdinen vapausaste eiké spiniéd tule tulkita siten, et-
td hiukkanen pyorisi symmetria-akselinsa tai muun akselin ympari [19]. Ei ole
mielekédstd puhua yksittaisestd spin-vektorista tai sen suunnasta, sillad vektorin
perusméédritelméan nojalla kaikkien spinin komponenttien pitéisi olla hiukkasen
mittaushetkelld méaariteltyina ja tarkasti tiedossa [37]. Ta4mé ei ole mahdollista,
silla operaattorit S; ja S, i # j eiviat kommutoi. Tavallisemmin kaytetddan ilmaisua
keskimddrdinen suunta, joka vastaa odotusarvoa (| S - r|t), jossa r on suunta
jonka suhteen spinin projektiota tarkastellaan.

Spin tuo lisdtekijin atomin magneettiseen dipolimomenttiin [192] ja elektronil-
le magneettinen dipolimomentti on yhtd kuin elektronin spin. Elektronin tilan
atomissa maarittavat yksikasitteisesti padkvanttiluku N, pyorimisméaaran kvant-
tiluku L, spin-kvanttiluku S (kokonaisspin) sekd magneettinen kvanttiluku M
(spin-komponentti, esimerkiksi S3). Jos S on kokonaisluku, puhutaan bosoneis-
ta ja jos puoliluku, fermioneista. Luku M voi saada 2S 4 1 eri arvoa vililla
-S,-S+1,...,0,1,S-1,8S.

Spin-1/2-hiukkaselle on S = 1/2. Spin valitun akselin suunnassa voi saavuttaa kaksi
mahdollista arvoa, joko ”spin ylos” tai "spin alas” eli M = +1/2. Spin-komponentille
S3 pétee seuraava ominaisarvoyhtalo:

1
S3xsm) = M[xsm) = E5 X2 212), (2.57)

jossa |xs M) on vastaava ominaisvektori (luku 2.4.3). Kun koordinaatisto on valittu
sopivasti ja M = 1/2, on ominaisvektori laskennallisen kannan tila |0) ja kun
M = —1/2, tila |1). Spin-1/2-aaltofunktio |xswm) liitetdén hiukkasen paikka- ja
aikariippuvaan aaltofunktioon Wg(r,t) kertomalla tdmé laskennallisen kannan
tiloilla |0) ja |1):

/2 U (r,t)
T= Y sl lsa) = Wi (r0)0) 4T (e, 0)1) = l\yi@,w]’ (259)

M=-1/2
jossa alaindeksi S viittaa siihen, ettd hiukkasta vastaava Hamiltonin operaattori

1 1
2 2

voi olla spin-riippuva [46]. Spin-tilan |xsw) normitustekijat on yhtalosséa (2.58)
upotettu paikka-aikariippuvan aaltofunktion normitustekijéihin.

2.4.2 Paulin operaattorit

Hyo6dyllisia unitaarisia ja hermiittisida operaattoreita ovat Paulin operaattorit,
joita merkitddn o1, 09 ja o3. Kvanttilaskennassa ne kuvaavat kubiteille suoritet-
tavia (kvantti)loogisia operaatioita, ja kvantti-logiikkapiireistd puhuttaessa on
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yleisessd kdytossa notaatio o1 = X, 09 = Y ja 03 = Z. Operaattorit toteuttavat
laskennallisen kannan tiloille |0) ja |1) seuraavan algebran [199]:

0110) = |1 02/0) =il 03|0) =10
=1 o0 =i osl0) =10 .
o1ll) =10)  o2[l) =—il0)  o3[l) = —[1).
Algebraa (2.59) vastaa matriisiesitys eli Paulin matriisit
0 1
o1 = [0)(1]| 4+ [1)(0| = [1 0] , (2.60a)
. 0 —i
o2 =i(=[0)A+)O) =1, | (2.60Db)
1 0
73 = 0)(0] — [1)(1] = [O _1] . (2.600)
Matriisit o; kirjoitetaan lyhyesti vektorina & = (01,09, 03), jolloin S = 7/2.

Yhdessé yksikkomatriisin I kanssa matriisit o; muodostavat avaruuden L¢2 kannan.
Kanta yleistyy tensoritulon kautta usean kubitin jarjestelmiin, esimerkiksi kahden
kubitin tiheysmatriisi p kirjoitetaan muodossa [199, s. 77]

) 3
P=3 <I+Zai0’i> , a;€Ci=1,23. (2.61)
i=1

Paulin matriiseille pateviat kommutaatiorelaatiot
03, 0] = 2ie€ijr0k, (2.62)

jossa €5, on permutaatiotensori eli Levin-Civitan-tensori

—_

,jos (i,7,k) =(1,2,3), (3,1,2) tai (2,3,1)
€k = —1, jos (i,4,k) = (1,3,2), (3,2,1) tai (2,1,3) (2.63)
0, josi=yjtaij==ktaik=ri.

Operaattoreille o; patevit antikommutaatiorelaatiot {0, 0} = 24;; I, joista yhté-
16n (2.62) kanssa havaitaan

0i0j = (5,']‘ I+ ifz‘jko'k (2 64)

= 0109 = iog = —0907, 02-2 =1,...

Paulin matriiseille patee myos det(o;) = —1 ja Tr(o;) = 0. Yhtalon (2.62) avulla
voidaan osoittaa, ettd matriisien o;, ¢ = 1, 2, 3 kanssa kommutoiville operaattoreille
A ja B patee

A

(@ A)@F - B)y=A - B+ig - (AxB). (2.65)
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2.4.3 Operaattorin & - r ominaisarvot ja ominaisvektorit

Kiinnitetdan koordinaatisto kuvan 2.2 mukaisesti. Yleista yksikkévektoria merki-
tddn r. Vektorin r polaari- ja atsimutaalikulmat ovat 6 ja ¢, jolloin r kirjoitetaan
muodossa

r= (ran Ty, rz)
= (sin 6 cos ¢, sin @ sin ¢, cos ) (2.66)

= (S0Cp, S9S4 Cp)-

Yhtélossa (2.66) kaytettiin lyhennysmerkint6ja sin @ = sy ja cosf = cy.

z |

=

SR NN | S S ———

Kuva 2.2: Avaruuden R? yksikkovektori r = (ry, ry, ) koordinaatistossa [46].

Lasketaan operaattoria § = (51,52, 53) vastaavan r-suuntaisen "projektion” S -r
ominaisarvot ja ominaisvektorit. Kaytetdan Paulin matriiseja, jolloin S = &/2.
Projektio-operaattorille ¢ - r saadaan lauseke

0 T =1.01+Ty02 + 7,03

_Or$+0—iry+7“2,0
Cre 0 ir, 0 0 —r, (2.67)

Ty Ty — iryl

Ty +iry -7,

Yhtalot (2.67) ja (2.66) yhdistdmélld saadaan toinen esitys operaattorille & - r
kulmien 6 ja ¢ avulla:

—ig
Gr= l o 50c 1 , (2.68)
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jossa on kiytetty Eulerin kaavaa ¢'® = cos o + isin . Operaattoria & - r vastaava
ominaisarvoyhtélo spin-aaltofunktiolle |xsm) = |x) on

g rlx)y=olx)eli (6 -r—ol)|x)=0. (2.69)

Yhtélolla (2.69) on yksikésitteinen ratkaisu vain kun det (¢ - r —oI) = 0. Rat-
kaisemalla toisen asteen yhtélo saadaan ominaisarvoiksi oo = £1 eli riippumatta
vektorin r suuntavalinnasta vastaavat operaattoria ¢ - r ominaisarvopari £1. Kir-

joitetaan spin-1/2-tila |xs ) = |x+m) muodossa a|0) + b[1), missé |a|? + [b]> = 1.
Ominaisarvolle o4 = 1 saadaan yht&lod (2.68) kéyttden
09i¢ spe | |a _|a N acg + bsge ¢ = q (2.70)
sp€ —Co b b aspe'® — bep = b.

Maédritelliin kompleksiluvut b = b'e?/2 ja a = a’e71%/2 ja sijoitetaan ne yhtiloon
(2.70):

a’spel?’? — b coel/? = pei®/2, (2.71)

{a/006—1¢/2 b sgemi®2 = g/emi9/2
Kertomalla yhtéloparissa (2.71) ylempéd lauseketta vaihetekijalla ¢'?/2 ja alempaa
e~19/2.]14 saadaan yhtalopari muotoon

{(1 —cp)(a)? = spt/d (2.72)

(1 —co)(t)2 = spbd.

Kéyttamalld sinin ja kosinin identiteettejd sg /o = /(1 — cg)/2 jacgo = /(1 +cg)/2
voidaan kirjoittaa

{(1 —cp)(a')2/2 = (1+cp)(V')?/2 (2.73)

sg/z(a’)Q = 03/2(13’)2.

Muodosta (2.73) havaitaan, ettd téytyy olla a’ = ¢y ja b’ = s4/2, jolloin ominais-
vektoriksi |x4) tulee

(2.74)

Cp g 1P/2
x+) = l i ] :

-

Kerrotaan vektori |y, globaalilla vaihetekijélld e'%/2. Tamé ei muuta tilan |y,
odotusarvojen suuruuksia (luku 2.1.5) ja tarkoittaa kiertoa zy-tasossa kulman
¢ verran. Niin saadaan ominaisvektori Blochin kehédmallia (2.13) vastaavaan
muotoon:

_ | o
) Lme@] . (2.75)
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Ominaisarvoa o = —1 vastaavaksi ominaisvektoriksi saadaan edellisen kanssa
analogisesti

x-) = l %672 i¢] . (2.76)

—09/26

Tarkastellaan erikoistapauksina spinin mittausta koordinaattiakseleiden suuntiin.
x-akselin suunnassa 0§ = /2, ¢ = 0 ja saadaan

Cr 1 |1
= [eon] - 5[] o

| S | _ L1 2.78
- ) a m
y-akselilla on voimassa 0 = 7/2, ¢ = 7/2, jolloin |xy,) = 1/2[1 i|T ja |y, ) =
1/2i  — 1JT. z-akselin suunnassa § = 0 = ¢, vastaavat ominaisvektorit ovat
Xz0) = [10]T =10) ja x.) = [0 1]T = [1).

2.4.4 Kahden spin 1/2 -hiukkasen mittauskorrelaatioita

Johdetaan kvanttimekaaninen odotusarvo kahdelle spin 1/2-hiukkaselle A ja B
ns. singlet-tilassa, kun jérjestelmén kokonaisspin on 0. Spinin séilymislain nojalla
jarjestelmén spin-aaltofunktio on muotoa [215]

6(E)) B = j§u><A+>r><B_> ~ xas)xe)]. (2.79)

Sijoittamalla yhtalot (2.75) ja (2.76) yht&loon (2.79) voidaan osoittaa, etta tila
|t(r)) on riippumaton kannan valinnasta [131]:
1 1
— (|0alp) — |1a0B)) = —
\ﬁ (| B> | A B>) \/§
Tarkastellaan ensin todennékéisyyttd Py, joka vastaa spin-mittausten tuloksia
yksikkovektoreiden ra ja rg suuntiin. Vastaavasti P__ tarkoittaa, ettd mittausten
tulokset osoittavat yksikkovektorien suuntia péinvastaisiin suuntiin. Méaritelldan

myo6s todennakoisyydet P _ ja P_. samalla idealla. Osoitetaan ldhdetta [231]
seuraten, etta

[¥(r))aB = (101) = [10)) = [¢)). (2.80)

1
Piy= 553AB/27 (2.81)

jossa aap on ra:n ja rg:n valinen kulma. Suuntaan ry, kK = A, B oleva ominais-
vektori |xy,) on yhtdlon (2.75) perusteella muotoa

Xre) = Co,/210) + €% sg, 2[1). (2.82)
Vektorien ra ja rg sisatulo on

TA * TB = 50, ChpS05Chp t 505 S¢aS055¢p T CoxCop
= 50,505 (CorCon T SpaSen) T CoxCop (2.83)

= 807 505Cor—p T COACop-
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Identiteetisté 53/2 = 1(1 — cq) ja yhtilostd (2.83) saadaan

1 1

§SQAB/2 = 1(1 - CaAB)
1
1

=~ (1= 50, 505Co0 i — C0ACo3) 5

W

jossa on kiytetty tietoa rp - rg = cosaap. Todennikoisyys Py on tilan |¢)
tilalle |xr, Xxrg) Projektion odotusarvon nelié eli

Piy= ’<w‘XI‘AX1‘B>|2
1 i i 2
= §‘<01 — 10 (CeA/2\0> + e¢A59A/2|1>) (CeB/2|0> +e¢3893/2|1>) ‘
Ly i 2
= 5‘6 7By, /2505/2 — © ¢ACaB/289A/2‘

Lra o 2 2 i(p— (da—
D) {CGA/2SGB/2 + Co 25052 €O, /205 /250, /2505 /2( & (98—¢4) 4 ¢i(¢a—¢s) )}
:20¢A,¢B

1 2
D) {(C9A/289B/2 - CGB/Q‘S@A/2) - 2C¢A—¢Bc6‘A/2603/259A/25€B/2+

=5(0—6p)/2

260, /2605 /250, /2505 2

1

=3 {SﬁeA—eB)/2 +2(1 = cop—¢s) CaA/zseA/zsag/zceB/ﬂ
1r1 1

=3 b (1= con—05) + 5 (1 = Cor—5) S0x 505

1
=1 {1 — 805 S05Con—dn — CGA%}-
(2.85)
Viimeinen rivi tasméa yhtalon (2.84) viimeisen rivin kanssa eli viite on todistettu.
Todennéakoisyydet P__, P, _ ja P_, saadaan geometrisella tarkastelulla kuvasta
2.3:
Ly Lo
Py—= 58(7T*04AB)/2 - §CO‘AB/2 =P, (2.86)
P__ == P++ .

Kvanttimekaaninen odotusarvo (korrelaatiokerroin) mittaustulosten tulolle on
todennékoisyyksien summa eli
E(ryry)=1-(Prp+P__)—1-(Pr_+P_y)
=Py -P,_ —-P_,+P__
= SiAB/z - CiAB/Z (2.87)
= ~Caup

= —Irp " Ip.
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Kuva 2.3: Yksikkovektorit ra ja rp sekd vektoreiden valiset kulmat.

Erikoistapauksessa r4 = rp saadaan tdydellinen korrelaatio eli nk. EPRB:n tilanne,
josta puhutaan tarkemmin luvussa 3.1.3.

2.5 Kvanttitilojen lomittumisesta

Kvanttimekaniikassa lomittunut tila (entangled state) tarkoittaa useamman kuin
yvhden hiukkasen yhteisté tilaa, jonka osajérjestelmét eivét ole probabilistisesti
riippumattomia [183]. Schrédinger [219] esitteli késitteen lomittuminen’ jo vuonna
1926, viitaten kahden hiukkasen tilaan, jota ei voida ilmaista osajéirjestelmien
tensoritulona [219]:

“Maximal knowledge of a total system does not necessarily include total
knowledge of all its parts, not even when these are fully separated from
each other and at the moment are not influencing each other at all. .
.. If two separated bodies, each by itself known maximally, enter a
situation in which they influence each other, and separate again, then
there occurs reqularly that which I have just called entanglement of
our knowledge of the two bodies.”

2.5.1 Esimerkki: redusoitu tiheysoperaattori

Schrédingerin havainto tulee selvésti esille, kun tarkastellaan kahden hiukkasen A
ja B tilan pap redusoitua tiheysoperaattoria pa. Operaattori pa osajirjestelmille
A maédaritelladn yhtalolla

pa = Trg(pas) = Trp(|a1b1){azbs|) = |a1){az| Tr(|b1)(b2]), (2.83)

jossa |a1) ja |ag) ovat tiloja osajirjestelmén A tila-avaruudessa ja |by) ja |b2)
vastaavasti tiloja B:n tila-avaruudessa. Jos jarjestelmé voidaan esittéé tensoritulona

7. Alkuperiisessé artikkelissaan hén ei kayttdnyt englannin kielen sanaa entanglement, vaan
saksan sana Verschriankung, jonka voi englanniksi kdantaa muotoon [209] entwinement, suomeksi
kietoutuminen.
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eli pa = p ® p/, antaa osittainen jalki osajarjestelmén tilan triviaalisti:

pa =Trp(p® p') = p. (2.89)

Lomittumisilmié havainnollistuu matemaattisesti superpositioperiaatteen ja ten-
sorituloavaruuden rakenteiden seurauksena [81]. Katsotaan esimerkkind yhtélon
(2.50) puhdasta Bellin tilaa |®)™ = 1/y/2(|00) + |11)). Vastaava tiheysoperaattori
P on muotoa

1
pi = 5 (100) +[11)) (00] + (11)
1 (2.90)
=5 |00) (00| + |00) (11| + [11)(00[ + [11)(11]).
Ottamalla osittainen jalki ensimméisen dimension suhteen saadaan
1
pa = Trm [ 5 (100)(00] + 100) (11| + [11)(00] + [12) 11
1
=3 [I0><0l Tr(|0)¢0[) + |0) (1 Tr(J0) (L) +
(2.91)

11 (0] Te(11) (0] + 1) (1] Te(11) (1))
= 2 (0)(0] + 1) (1)).

Yhtélon (2.91) perusteella koko jirjestelméd on puhtaassa tilassa pj, mutta osajéir-
jestelmé A on tiysin sekoittunut eli Tr(p%) = 1/2 < 1.

2.5.2 Lomittuminen operatiivisesta nikokulmasta

Lomittuminen on perustason kvanttiresurssi, jonka analysointi on osa kvantti-
informaatioteorian tutkimuskenttaa [192]. Kun tilaa |¢)) ei voida preparoida kéyt-
téen vain lokaaleja operaatioita (kierrot, polarisaatiosuunnan vaihto tms.) ja klassis-
ta eli valoa hitaampaa viestintid (lyhyesti LOCC-operaatioita), tilan sanotaan ole-
van lomittunut [22]. Ilmi6té pidetédén kvanttiteknologian perustana [210]. Kvantti-
informaatioteoriassa on lomittumiseen liittyen kolme keskeisté tavoitetta [148]:

(i) Kuinka lomittumista havainnoidaan optimaalisesti, niin teoreettisesti
kuin myo6s kokeellisesti.

(ii) Kuinka estetdén lomittumisen heikkeneminen eli degeneraatio.

(iii) Kuinka karakterisoidaan, kontrolloidaan ja kvantifioidaan lomittumis-
ta.

Tarkastellaan seuraavassa puhtaiden kubittien lomittumisen méarittelya. Sekoittu-
neen usean hiukkasen tilan lomittumisen ja sitd kautta mahdollisen epédlokaalisuu-
den luonteen selvittdminen on &érimméisen haastava ongelma [22,60]. Lomittumi-
sen médran mittareita on tarkemmin késitelty esimerkiksi teoksessa [192].
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2.5.3 Kahden hiukkasen jarjestelmia

Olkoon [¢) € Cp ® Cp, dim(Cy) = d = dim(Cp). Tilan |¢)) sanotaan olevan
separoituva eli tulotila, jos se se voidaan ilmaista avaruuden C? tilavektorien |ta)
ja |1p) tensoritulona eli muodossa

) = |a) @ |¢B). (2.92)

Muussa tapauksessa tila [¢) on lomittunut. Tiheysmatriisi p € L¢, ® Lc, on
vastaavasti separoituva, jos se voidaan kirjoittaa muodossa [236]

d

i=1
jossa tilat [¢a,) € Ca ja |¢B,) € Cg.

Avaruuden C? ® C? ortonormaalin kannan muodostavat Bellin tilat (ks. yhtild
(2.50)). Ne ovat maksimaalisesti lomittuneita, eli vastaavien tilojen ensemblelle
laskettu statistinen kvanttimekaaninen mittauskorrelaatio eroaa suurimman mah-
dollisen méaran vastaavasta klassisesta mittauskorrelaatiosta (luku 3.3). Mika
tahansa puhdas tila, joka on lokaalin unitaarisen muunnoksen kautta liitoksissa
johonkin Bellin tilaan, edustaa my6s maksimaalisesti lomittunutta tilaa. Bellin
tiloilla on keskeinen rooli lomittumisen seké lokaalin realismin tutkimuksessa [153].

Kahden kubitin seké kubitin ja kuditin tapauksissa (2 ® 2, 2 ® 3) lomittumi-
nen on taysin karakterisoitu seké puhtaille ettd sekoittuneille tiloille [147,205].
Korkeammissa dimensioissa tilanne muuttuu monimutkaisemmaksi.

2.5.4 Usean hiukkasen jarjestelmi

Useamman kuin kahden hiukkasen tapauksessa suurin osa tensorituloavaruuden
Ci®Cy®...®C, tiloista on lomittuneita, silld separoituvien tilojen avaruuden
dimensio on dim(Cy) 4+ dim(Csy) + ... + dim(C,,), kun koko avaruuden dimensio
on dim(Cy) - dim(Csp) - ... - dim(C,).

Maééaritelmat (2.92) ja (2.93) yleistyvét useammalle hiukkaselle. Olkoot A;, i =
1,...n tarkasteltavat hiukkaset. Kun hiukkasia kuvaava tiheysmatriisi on separoi-
tuva, kirjoitetaan se muodossa

p= Zpi|¢A1,i><1/}A1,i K@ ‘wAd,i><wAd,i|' (2'94)

Useamman hiukkasen jarjestelméssa voi esiintya hyvin erityyppisid lomittumi-
sen muotoja. Esimerkiksi kolmelle kubitille havaitaan separoituvat tilat, kahden
hiukkasen vélinen ei-maksimaalinen ja maksimaalinen lomittuminen seké kol-
men hiukkasen vilinen lomittuminen [69, s. 2]. Usein kirjallisuudessa esiintyvé
lomittunut n:n kubitin tila on yleistetty GHZ-tila [61,131]

[V)enz = alvr) @ [v2) @ ... @ |vy) + Blwr) ® |we) @ ... @ |wy,)

(2.95)
= alvy - vp) + Blwy - wy),
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jossa {|vg), lwg)}, k= 1,2,...,n onortonormaali kanta hiukkasen k tila-avaruudessa
ja kertoimille a, B3 € C pétee |a|? + |8|> = 1. Tila |¢))guz on lomittunut, kun

a # 0 # . Valinnalla o = 7/4 = [ saavutetaan maksimaalisesti lomittunut tila,

Bellin tilojen (2.50) yleistetty muoto. Mika tahansa puhdas tila, joka on lokaa-
lin unitaarisen muunnoksen kautta liitoksissa yleistettyyn GHZ-tilaan edellisell&

kulmavalinnalla, edustaa myds maksimaalisesti lomittunutta tilaa.

2.5.5 Lomittumisen havaitseminen

Ensimméinen menetelmé annetun tilan lomittumisen testaamiseksi oli Bell-tyypin
epdyhtilon® voimassaolo [236]. Epéyhtélorelaatio, jonka kaikki separoituvat tilat
toteuttavat, ei ole voimassa kaikille lomittuneille tiloille. Bellin epayhtaloiden alku-
perdinen tarkoitus oli osoittaa lokaalirealististen teorioiden ja kvanttiteorian vélinen
yhteensopimattomuus, kun puhutaan statistisista ennusteista kahden hiukkasen
yhteismittausten korrelaatioille.

Lomittumisindikaattori (entanglement witness) W on ”sensitiivinen” observaabeli,
joka havaitsee eron separoituvan ja lomittuneen tilan valilla [109]. Kahden hiukka-
sen A ja B tapauksessa tila p € Cp ® Cg on lomittunut, jos ja vain jos on olemassa
hermiittinen operaattori W siten, etta [144]

Tr(Wp) < 0. (2.96)

Separoituville tiheysmatriiseille psep on Tr Wpsep > 0. Lomittumisindikaattorit
liittyvét positiivisiin lineaarikuvauksiin, jotka eivét ole taysin positiivisia [156,235].
Lineaarinen kuvaus £ : L¢, — Lcg on positiivinen, jos se kuvaa kaikki X €
Ca, X > 0 positiivisiksi £(X) > 0. Kuvaus £ on tdysin positiivinen jos ja vain
jos I, ® L on positiivinen kuvaus [236].

Pienissa dimensioissa 2® 2 ja 2® 3 on tiheysmatriisin p separoituvuudelle voimassa
riittévéd ja valttdmaton ehto, ns. Peresin-Horodeckin-ehto eli PPT-ehto [201]

(I®T)p =0, (2.97)

jossa T tarkoittaa transpoosioperaattorilla operointia toiseen osajirjestelmadn.

Katsotaan esimerkkind kuvauksen I ® T operointia yhtdlon (2.90) tiheysmatriisiin
PR

18T p, = I®T%(\OO><OO| +100)(11] + [11)(00] + [11)(11])

1 (2.98)
=3 (100)(00| 4 |11)(11] + |01)(10| + |10)(01]),
silla esimerkiksi
(1 ©T)[00)(11] = (I @T)(|0)(1] @ |0){1])
=10)(1] @ [1){0] (2.99)

= |01)(10].

8. Bellin epdyhtialo CHSH-muodossa oli ensimmaéinen tarkka matemaattinen kriteeri lomittumi-
selle [246]. CHSH-epéayhtéloa kasitelldan luvussa 3.3.2.
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Yhtélon (2.98) viimeisen rivin operointi maksimaalisesti lomittuneeseen tilaan

1/v2(|01) — |10)) antaa

% (100)(00[ + [11) (11} + |01)(10[ 4 [10)(01]) (01) — [10))
= —(l01) = 10))

(2.100)

eli operaattorilla on ominaisarvo —1. Néin operaattori I ® T ei ole tdysin positivii-
nen lineaarikuvaus ja kéy lomittumisindikaattoriksi. Tulos (2.97) on valttdméton,
mutta ei riittdva ehto lomittumiselle yleisessi tapauksessa [144]. Mainittujen li-
neaarikuvausten matemaattinen teoria ei ole viela téysin tunnettu eika aihetta
kasitella tutkielmassa tarkemmin.

Optimaalisten lomittumisindikaattorien kehittdmisen tavoitteena on saada tehokas
menetelmd tiedonsaannille tilan lomittumisesta ilman vaatimusta yliméaraiselle
tiedolle tilasta (vrt. POVM- ja projektiiviset mittaukset sekd mittauksen jélkeinen
tila, luku 2.2.4). Optimaalinen lomittumisindikaattori voi kokeellisesta nakokulmas-
ta vihentda lomittumisen havainnoitamiseksi tarvittavien operaatioiden maarié
verrattuna taydelliseen kvanttitilan tomografiaan, kun kéytetadn hyodyksi jo tiedet-
tyja preparoidun tilan ominaisuuksia [236]. Lomittumisindikaattorien optimointia
on késitelty artikkelissa [177].

Lomittumisindikaattorit ovat hyodyllisia tyokaluja myo6s lomittumisen kokeellises-
sa havaitsemisessa [150]. Lomittumisen kokeellista tutkimusta ei késitelld téssa
tutkielmassa yleisella tasolla. Luvussa 3.5 esitetdédn katsaus Bell-tyypin epayhtaloi-
den kokeelliseen tutkimukseen. Lomittumisen madran mittareita ovat esimerkiksi
entropiamitat [192] ja geometriset mitat [226].

2.5.6 Sekoittuneiden tilojen lomittumisesta

Sekoittuneiden lomittuneiden tilojen karakterisointi on hyvin vaativa ongelma
[177], eiké yleistéd ratkaisua edes kolmen kubitin lomittumiselle ole vield 16ydetty
[214]. Kéyttamalla LOCC-operaatioita voidaan luoda annetusta (sekoittuneesta
tai puhtaasta) tilojen ensemblesta pienempi lukumééra korkeamman lomittumisen
puhtaita tiloja. Prosesseista kiytetaan nimityksia purifikaatio ja distillaatio [31,
32,84]. Kapasiteetti luoda haluttuja puhtaita lomittuneita tiloja on perusvaatimus
kvanttitietokoneen rakentamiselle [236].

Purifikaatio on yksinkertainen matemaattinen keino ”puhdistaa” mahdollisesti
sekoittunut tila |1). Méadritelldsan uusi tila |¢) @ {|i)}, {|i)} on avaruuden C?
ortonormaali kanta. Tila |¢) ®{|é)} on puhdas tensorituloavaruudessa, ja ottamalla
redusoitu tiheysoperaattori pa saadaan palautettua alkuperéinen tila [192]. Kannan
valinta edella oli mielivaltainen.

Tilan |¢) vuorovaikutus ympéristonsa sekéd kédytettavin mittalaitteiston kanssa
yleensé vihentdd tilan lomittumista ja puhtautta [53]. Néiden tekijoiden seuraukse-
na tilaan syntyykvanttidekoherenssia eli tilojen vaihekulmien jarjestys superpositios-
sa katoaa osittain, jolloin informaatio vahenee ja entropia kasvaa. Dekoherenssia
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pitda pystya kontrolloimaan, jotta kvanttilaskenta olisi ylipddnsd mahdollista.
Dekoherenssi luo lomittumista jarjestelmén ja ympériston tilojen vélille, eli se
"sekoittaa” preparoituja tiloja.

Muuntoprosessia sekoittuneista tai puhtaista lomittuneista tiloista 1) (ei-maksi-
maalinen lomittuminen) kohti puhtaita Bellin tiloja (2.50) LOCC-operaatioiden
avulla kutsutaan distillaatioksi. Tilan 1) tulee olla lomittunut, jotta se voi olla
distilloituva. Kokeellisesti on osoitettu kahden kubitin sekoittuneen tilan distillaatio
lokaaleja suodattimia kéyttden [243].

Kaikki lomittuneet (sekoittuneet tai puhtaat) kahden kubitin tilat [145] ja kaikki
puhtaat lomittuneet n:n kubitin tilat ovat distilloituvia [90]. Késitteella distilloitu-
va lomittuminen tarkoitetaan lomittumisen muotoa, jossa sekoittuneiden tilojen
lomittuminen voidaan muuttaa puhtaiden Bell-parien lomittumiseksi [146]. Kor-
keamman dimension kuin 2 ® 2 ja 2 ® 3 tapauksille on olemassa lomittuneita tiloja,
joille on my6s voimassa PPT-ehto (2.97). Néita tiloja kutsutaan dgdarilomittuneiksi
(bound entanglement) [149], eiké niistd voida distilloida lomittumista. Kysymykseen,
mitka kvanttimekaaniset tilat ovat distilloituvia, ei ole viela tyhjentdvia vastaus-
ta [53]. Kuvassa 2.4 ovat kahden hiukkasen jirjestelmén distillaatio-ominaisuudet
lyhyesti.

Distilloituva

NPT-lomittunut

PPT-lomittunut

separoituva

Kuva 2.4: Kahden hiukkasen jarjestelmén distillaatio-ominaisuuksia [53]. NPT-
lomittuminen viittaa distilloituviin tiloihin, joilla on negatiivinen osittainen
transpoosi.

2.5.7 Schmidtin hajotelma

Kahden hiukkasen jarjestelméssi annetulle aaltofunktiolle |1)) on olemassa biorto-
gonaalinen esitys eli [¢)) voidaan esittdd summana, jota tarkastellaan seuraavas-
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sa [220]. Olkoon |¢) puhdas tila tuloavaruudessa Cy ® Cg, dimCp = dim Cg) = d.
T3ll6in on olemassa® ortonormaalit kantatilat {|ix)} € Ca ja {|ig)} € Cp siten,
etta

d

W) = silia)lis), (2.101)

i=1

jossa s;:t ovat Schmidtin kertoimia. Schmidtin kertoimet toteuttavat ehdot Zglzl Si =
ljas; >0 (i=1,...,d). Kantoja {|ia)} ja {|ig)} kutsutaan Schmidtin kannoiksi

ja nollasta eroavien kertoimien s; lukumaédrad tilan |¢) Schmidtin luvuksi. Ortonor-
maalit kannat voidaan valita siten, ettd s; > 0 jokaiselle i = 1,...,d. Schmidtin

luku on karkea mittari lomittumiselle kahden hiukkasen jarjestelméssa [192]. Kak-
sitilasysteemin tila [¢)) on tulotila, jos ja vain jos sen Schmidtin luku 1. Mikéli

avaruuksien dimensiot eroavat toisistaan, summaus Schmidtin hajotelmassa suori-
tetaan vain pienemmaén dimension yli. Schmidtin hajotelma ei ole yksikésitteinen

annetulle lomittuneelle tilalle eli sama tila voidaan kirjoittaa useassa erilaisessa

biortogonaalisessa muodossa [96].

9. Schmidtin hajotelman todistus esitetdén kirjassa [199] ja artikkelissa [18]. Hajotelman ole-
massaolo voidaan todistaa singulaariarvohajotelman (2.42) erikoistapauksena [96,191].
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Luku 3

EPR, Bell ja kvanttiteorian epalokaalisuudesta

Vuonna 1935 Albert Einstein, Boris Podolsky ja Nathan Rosen (EPR) [93] osoitti-
vat, ettd maarittelemalld sopivat lokaalin realismin ehdot fysikaalisen todellisuuden
elementeille ei kvanttiteorian antama kuva fysikaalisesta todellisuudesta ole téy-
dellinen [54, s. 1-2], [35, s. 111]. Niels Bohr kommentoi EPR-artikkelia pian sen
julkaisemisen jilkeen [41]. Han puolusti kvanttimekaniikkaa komplementaarisuus-
periaatteen ja kvantti-kontekstuaalisuuden kautta ja kyseenalaisti EPR:n oletuk-
set [210, s. 1730]. Hinen vastauksensa tarkasta sanomasta on ollut episelvyytti'
ja filosofista viittelya kdydéén siitd edelleen [103, s. 2]. EPR:n argumentaatiosta
kéytetddn usein nimitystd EPR-paradoksi [192, s. 119], vaikka kyse ei oikeastaan
ole paradoksista.

Kolmen vuosikymmenen ajan 1960-luvun puoliviliin saakka tiedeyhteison argu-
mentit EPR:n todellisuuskésityksestéd olivat luonteeltaan filosofisia [187, s. 940]
ja Bohrin esiin tuomia nidkemyksié tuettiin ldhes yksimielisesti [248, s. 1306].
Sitoutumista joko EPR:n tai heidén "vastustajiensa” kannalle pidettiin makuasia-
na [14, s. 1] ja aiheeseen liittyva tutkimus oli verraten véhaista [54, s. 6]. John S.
Bell esitti teoreettisen ratkaisun vuonna 1964 [25]. Hin muotoili EPR:n esittdmien
lokaalin realismin ehtojen, David Bohmin [37] EPR:n spin-muotoilun (EPRB) ja
piilomuuttujiin? liittyvin tutkimuksensa [26] pohjalta epiyhtélon, jonka jokainen
ehdot tayttava teoria, nk. lokaalirealistinen piilomuuttujateoria, toteuttaa. Bell
osoitti, ettd kvanttimekaniikka ei noudata epédyhtéloa eli kvanttiteorian ennustamat
statistiset kahden hiukkasen yhteismittausten korrelaatiot ovat voimakkaampia
kuin vastaavat klassisen todennédkéisyysteorian implikoimat korrelaatiot. Toisin
sanoen, ei ole olemassa lokaalirealistista mallia, joka kykenisi tdydellisesti simuloi-
maan kvanttiteoriaa [77, s. 1886]. Nykydan késitteelld Bellin epdyhtilo viitataan
epayhtaloihin, jotka on johdettu lokaalirealistisista oletuksista ja joilla voidaan

1. Maininnan arvoisia lahteitd ovat ainakin [134, s. 3-18], [248, s. 1307,1320], [77, s. 1921-1922]
ja [157, s. 95]. EPR-argumentin yleistidnyt Bell totesi [28, s. C2-59], ettd Bohr [41] mahdollisesti
vain hylkédsi EPR:n esittdmaét véitteet ilman varsinaista todistusta. Bohrin vastaus ei kumonnut
EPR:n logiikkaa, vaan pyrki vahvistamaan sen tosiasian, ettd kvanttiteoria voi kéyttdytyd vastoin
klassisen fysiikan tuomaa intuitiota, jopa todella “epamiellyttavalla” tavalla [130, s. 69]. Bohrin
kritiikki keskittyi EPR:n todellisuuskésitykseen, tarkemmin aiheesta luvussa 3.1.4.

2. Piilomuuttujat ovat kvanttiteorian ulkopuolisia, yliméaréisid parametreja, joita ehdotettiin
tdydentdmédn teoriaa EPR:n mielesséd taydelliseksi teoriaksi (luku 3.2).
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testata kvanttiteorian ja lokaalin realismin yhteensopivuutta. Epayhtalot ovat
historiallisesti ensimmaéinen separoituvuuskriteeri lomittuneille tiloille [235,236].
Ne eivit kuitenkaan ole optimaalisia lomittumisen havaitsemisessa eiviatka pysty
mittaamaan lomittumisen voimakkuutta tarkasti.

Bellin todistusta tdydensivéit oleellisella tavalla Clauser, Horne, Shimony ja Holt
(CHSH) [76]. He muotoilivat vastaavan teoreeman ilman Bellin tekemé&é oletus-
ta epérealistisille, tdydellisille mittauskorrelaatioille. CHSH-epdyhtalé (3.21) on
alan kokeellisessa tutkimuksessa kenties eniten kaytetty ja parhaiten tunnettu
Bell-tyyppinen epayhtalo. Ensimmaisen luotettavan kokeellisen havainnon kvantti-
mekaniikan ja lokaalin realismin yhteensopimattomuudesta tekiviat Alan Aspectin
johtama tutkimusryhmé [13,15,16]. He mittasivat laservalolla viritetyistd kalsiuma-
tomeista kaskaadiemittoituneiden fotonien lineaarisen polarisaation korrelaatioi-
ta [228, s. 22]. Koe sisélsi kuitenkin muutamia mahdollisia aukkoja ja ensimmaéiset
"aukottomat” Bell-kokeet tehtiin vuonna 2015 [124,138,224]. Erityisesti Giustina
et al. [124] suorittama fotonikoe sulki useita merkittévid aukkoja, jattéden jaljelle
vain valttaméattomét oletukset, joita kokeellinen tutkimus aina kayttaa ja joita ei
voida koskaan varmentaa, kuten superdeterminismi.

3.1 Einstein, Podolsky, Rosen ja lokaali realismi

EPR [93] toi kvanttiteorialle ominaisen lomittumisilmion [219, 247] nikyvésti
tutkimuskentélle [210, s. 1728]. Paperi oli merkittiva tekijd ajamaan eteenpéain
teorian epélokaalisuuden ja myOhemmin kvantti-informaatioteorian tutkimusta
[248, s. 1325]. Seuraavaksi esitetaan EPR:n paéttely alkuperiisessd muodossaan,
jonka jalkeen se muotoillaan uudelleen spin-1/2-jarjestelmille.

3.1.1 Lahtokohdat

EPR:n ldhtokohtina olivat fysikaalisen teorian tdydellisyyden ja realismin méarittely
seké oletus lokaalisuudesta eli ettd kaukana toisistaan olevat hiukkaset eivéit vaikuta
toistensa ominaisuuksiin tai lokaalien mittausten todenndkoisyyksiin [54, s. 2-3].
EPR:n mukaan taydellisen teorian tulee valttadmatta sisaltdd suure, vastaamaan
jokaista fysikaalisen todellisuuden osapiirrettd [93, s. 777]:

“ ..every element of the physical reality must have a counterpart in
. 2 (/8)
the physical theory.

Realismilla EPR tarkoitti suureiden arvojen tésmallistd méadrittamista [93, s. 777):

“If, without in any way disturbing a system, we can predict with cer-
tainty (i.e., with probability equal to unity) the value of a physical ()

quantity, then there exists an element of physical reality corresponding
to this physical quantity.”
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EPR totesi realismin ehdon olevan riittiavi, mutta ei vilttaméiton.> EPR asetti
seuraavat kaksi loogista ehtoa, jotka eivét voi olla voimassa yhtdaikaa [93, s. 778]:

(i) Kvanttimekaanisen aaltofunktion antama kuva fysikaalisesta todelli-
suudesta ei ole tdydellinen.

(ii) Ei-kommutoiviin operaattoreihin liittyvét fysikaaliset suureet eivét
voi esiintyd samassa todellisuudessa.

Ehto (ii) seuraa suoraan realismin mééritelmésté () ja epdmadriisyysrelaatiosta
(2.34), kun aaltofunktiolta oletetaan téydellisyys (5) [157, s. 181-182]. EPR perus-
teli ehdon (i) seuraavalla ajatuskokeella. Kaksi hiukkasta A ja B vuorovaikuttavat,
minké jélkeen ne viedddn matkan zo padhén toisistaan (kuva 3.1). Matka on niin
pitkd, ettd hiukkasten vélilla ei voi olla "oikeaa” (lokaalia) vuorovaikutusta, kun
mittaaminen alkaa [93, s. 779]:

“ ..since at the time of measurement the two systems no longer interact,
no real change can take place in the second system in consequence of  (9)
anything that may be done to the first system.”

EPR:n nidkemyksen lokaalisuudesta sanottiin olevan tavanomainen [210, s. 1728—
1729] ja intuitiivinen [77, s. 1921] aikakauden fyysikoille. Einstein piti oletusta
ehdottoman térkeénd [28, s. C2-46] vield vuosia EPR:n julkaisemisen jélkeen [199,
s. 150], todettiin Einsteinin omaeldménkerrassa [251, s. 85]:

“But on one supposition we should, in my opinion, absolutely hold fast:
the real factual situation of system S2 is independent of what is done  (¢)
with the system S1, which is spatially separated from the former.”

EPR perusteli lokaalisuuden (§) ja realismin () avulla sopivien ei-kommutoivien
suureiden, paikan x ja liilkeméaérén p, olemassaolon samassa todellisuudessa [103,
s. 7-8] eli ristiriidan ehdon (ii) kanssa. Tarkastellaan seuraavaksi EPR:n ajatus-
koetta.

3.1.2 EPR jatkuville muuttujille

EPR kasitteli puhdasta lomittunutta kahden hiukkasen tilaa, jota kuvaa paikkae-
sityksessé aaltofunktio

U(xa,zB) = /OO eGmi/M(@a—aptao)p ) (3.1)
—0o0

Yhtélossd (3.1) xa on hiukkasen A koordinaatti(muuttuja), zg hiukkasen B koor-

dinaatti, ¢ hiukkasten vélinen (vakio)etéisyys ja p = pa + pp koko jarjestelmén lii-

kemaara. Etédisyys zg on niin suuri, ettei hiukkasten vililld ole suhteellisuusteorian

nékokulmasta (hiukkaset liikkuvat hitaammin kuin valon nopeus) tiedonvilitysta

mittausten tekemisen aikana (3.1).

3. EPR:n taustalla olevista minimaalisista oletuksista kirjoittavat mm. [35,132,227] ja [182].
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X —Xo, =P L X, p
o= o >0
B A

Kuva 3.1: Alkuperdinen EPR:n tilanne [210, s. 1729]. Kaksi hiukkasta A ja B
siirretdén ladhtopisteestd L etdisyyden xy padhin toisistaan. Hiukkasten paikka-
koordinaattien valilld on téydellinen korrelaatio ja litkemaéarien valilla tédydellinen
antikorrelaatio. Mittaamalla esimerkiksi hiukkaselle A joko paikan tai liikemé&a-
rédn voidaan tuloksen perusteella méarita vastaavan suureen arvo hiukkaselle B,
vuorovaikuttamatta B:n kanssa milla&n tavoin.

Koko jarjestelmén aaltofunktio ¥ tunnetaan, silld suureita xpo — xg ja p = pa + pB
vastaavat operaattorit kommutoivat [19, s. 98]. Mittaamalla hiukkaselle A joko
liikemé&éra pa tai paikka xa voidaan, tehdystd valinnasta riippuen, hiukkaselle
B paételld joko liikeméédrd pp tai paikka xp tarkasti. Ehdon () perusteella
molemmat suureet vastaavat todellisuuden osapiirteitd. Niiden tdytyy kuulua
samaan todellisuuteen: Lokaalisuusoletuksen (J) perusteella hiukkanen B (tai
hiukkasta mittaava henkilo tai laite) ei voi tietdd, kumpi suureista hiukkaselle A
mitattiin, joten kummallekin on jo ennen mittauksen suorittamista méaraytynyt
tarkka arvo [25, s. 195], [248, s. 1316]. Schrodinger kuvasi tilannetta artikkelissaan
[220, s. 559] seuraavasti (system No. 1 viittaa hiukkaseen B):

“Yet since I can predict either x1 or p1 without interfering with the
system No. 1 and since system No. 1, like a scholar in examination,
cannot possibly know which of the two questions I am going to ask ©)
first: it so seems that our scholar is prepared to give the right answer

to the first question he is asked, anyhow. Therefore he must know both
answers.”

Jos kvanttimekaniikka olisi tdydellinen teoria, sen pitdisi EPR:n méaarittelyssa
siséltda vastine jokaiselle todellisuuden elementille eli sekéd hiukkasen B paikalle
rp ettd liikkemédrille pg. Néin ei ole, silld liikkemééré- ja paikkaoperaattori eivét
kommutoi. TAm& on ristiriita ehdon (ii) kanssa* ja péaitelldin [102, s. 32-34],
ettd (i) on voimassa eikéd kvanttimekaniikka anna téydellistd kuvaa luonnosta.
EPR:n tulos ei ole voimassa, jos todellisuuden elementit liittyvéit samanaikaiseen

4. Klassisen fysiikan teoriassa ristiriitaa ei ole, silla kaikilla hiukkasten mitattavilla ominaisuuk-
silla on tdsmaélliset arvot kaikkina ajanhetkind ja mittaus "naytt44” namé arvot [81, s. 20-21].
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mittaamiseen [93, s. 780]:

“ .. one would not arrive at our conclusion if one insisted that two or
more physical quantities can be regarded as simultaneous elements of (1)
reality only when they can be simultaneously measured or predicted.”

Huomion (n) perusteella vain toinen hiukkaseen B liittyvista suureista, joko paikka
tai liikkemaard, voidaan kerrallaan maérittda tarkasti eli vain toinen niistd voi
olla todellisuuden osapiirre [157, s. 184]. EPR huomautti, ettd (n):n seurauksena
hiukkasen B liikemééran pg ja paikan xp todellisuus riippuisi siitd mité hiukkaselle
A mitattiin. Tamaé ei kirjoittajien mukaan voi vastata jarkevéd todellisuuden
mééarittelyd ja tarkoittaisi lisiksi lokaalisuuden (d) hylkddmista [103, s. 11]. Niels
Bohrin [41] vastaus EPR-artikkeliin kulminoitui oletuksen () hyviksymiseen [134,
s. 4].

EPR-artikkelin lopussa jatettiin auki kysymys, voisiko tédydellinen fysikaalisen
todellisuuden teoria olla olemassa. Tédma oli jonkinasteinen ldhtélaukaus tutkimuk-
sille, joissa kvanttimekaniikkaa pyrittiin tdydentdméén piilomuuttujilla (luku 3.2),
jotka mahdollistaisivat jérjestelmén téydellisen kuvailun [157, s. 254], [228, s. 7-8].
Einstein tosin mainitsi my6hemmin [94, s. 378], ettei hdn uskonut kvanttimeka-
niikan olevan sopiva perusta tulevaisuuden fysiikan teorialle eikd kannattanut
yhtakéén erityistd piilomuuttujateoriaa [157, s. 254].

3.1.3 Muotoilu spin-1/2-hiukkasille

EPR:n ajatuskokeen toistaminen kokeellisessa mittauksessa ei ollut artikkelin ilmes-
tymisen aikaan mahdollista. Osa tutkimuksesta keskittyi muotoilemaan argumentin
kiyttamalla jatkuvien muuttujien sijasta diskreettejd muuttujia [210, s. 1731], joille
argumentin on arvioitu paremmin soveltuvan [154, s. 35]. David Bohm [37, s. 613
623] esitti vuonna 1951 EPR:n kanssa loogisesti ekvivalentin argumentin muotoilun
kahdelle spin 1/2 -hiukkaselle, josta kdytetddn lyhyesti nimed EPRB. Hiukkanen
spin singlet -tilassa (luku 2.4.4) hajoaa kahdeksi spin 1/2 -hiukkaseksi A ja B
siten, ettd kokonaisspinin arvo ei muutu. Kyseesséd voi olla esimerkiksi protoni-
protoni sirontakoe matalilla energioilla [215, s. 239] tai ensemble 7°-hiukkasia,
jotka spontaanisti hajoavat elektroniksi ja positroniksi 70 — ete™. Hiukkaset A
ja B liikkuvat vastakkaisiin suuntiin. Hiukkasesta puhuttaessa tarkoitetaan suurta
ensemblea identtisesti preparoituja hiukkasia.

Hiukkaselle A mitataan spin Sternin-Gerlachin laitteella [215, s. 1-5], [112,203],
jonka magneettikenttd on yksikkovektorin ra suuntainen (kuva 3.2). Mittauksen

7

tulosta merkitdédn +1, jos spinin ra-suuntainen komponentti on ”yléspain” ja
—1 jos "alaspain”. Hiukkasen B spin mitataan vastaavalla laitteistolla, jonka
magneettikenttd on vektorin rg suunnassa. Spin-aaltofunktio on yhtélén (2.50)
perusteella

[¥) = —= (|01) = [10)). (3-2)

G-

2
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Tilalle |¢) laskettiin luvussa 2.4.4 hiukkasten A ja B yhteismittausten tulosten
todennékoisyydet P, ja odotusarvo E(ra,rp):

E(ra,rg)=P4 4 —P,_ —P_,+P__ =—rp - rg = —cos(aap), (3.3

jossa aap on vektoreiden ra ja rg valinen kulma. Tapaus rp = rg on EPR:n
tilanne eli tdaydellinen kvanttimekaaninen antikorrelaatio. Jos hiukkasten A ja B
spinit mitataan samaan suuntaan, saadut tulokset ovat vastakkaiset eli +1 ja
—1, jolloin &(rp,rg) = —1. Hiukkasen A spinin mittaaja voi néin ollen paitella
hiukkasen B spin-komponentin arvon. Hin voi varmistaa tekeménsa padtelman
oikeellisuuden tiedustelemalla hiukkasen B-spinin mittaajalta arvoa jalkeenpéin.
Lokaalisuusehdon (§) nojalla hiukkaselle A suoritettu mittaus ei vaikuta hiukkaselle
B tehtyihin mittauksiin. Reaalisuusehdon () perusteella mitattavaksi valittu
komponentti on todellisuuden osapiirre hiukkaselle B.

Perinteinen kvanttimekaniikan tulkinta sanoo, ettei hiukkasilla ole hyvin mééritel-
tya spin-arvoa yhdenkaddn suunnan suhteen ennen kuin mittaus suoritetaan. EPR-
argumentin nojalla hiukkaselle A voidaan mitata spin héiritseméattd milladn tavoin
hiukkasta B, jos hiukkaset ovat tarpeeksi kaukana toisistaan. Koska valinta mitata
tietty spin-komponentti hiukkaselle A oli mielivaltainen, hiukkaselle B voidaan mé&a-
rittda (tdydelld varmuudella) minké tahansa spin-komponentin arvo mittaamalla
vastaava komponentti hiukkaselle A®. Néin ollen jokainen mittausensemblen hiuk-
kaspari sisaltdd useita todellisuuden elementtejé eli spin-komponenttien tarkkoja
arvoja, esimerkiksi komponentit S; ja So. Kvanttimekaniikan nojalla ei ole olemas-
sa spin-1/2-hiukkasen tilaa, jonka kaikki spin-komponentit tiedettaisiin tarkasti ja
ehdon () perusteella kvanttimekaniikka ei siten voi olla tdydellinen teoria.

Tilanteet, joissa mitattiin hiukkaselle B eri komponenttia kuin hiukkaselle A, eivét
ole huomionarvoisia EPR:n tapauksessa ja késitelldan Bellin teoreeman yhteydessé
luvussa luku 3.3.

3.1.4 EPR:n tulkinnasta

EPR:n vaittdma kvanttiteorian epétaydellisyydesta sai tutkijat pohtimaan kvantti-
tason fysikaalisen todellisuuden luonnetta. Artikkelin voi ndhda kulminaationa
"Einsteinin koulukunnan” todellisuuskésitykselle. EPR:n kirjoitusasun muotoon liit-
tyvien episelvyyksien® ja ongelman filosofisen lihtékohdan vuoksi paperin sanoman
tulkinnasta on julkaistu paljon tutkimuksia [102, s. 32].

EPR:n argumentoinnin on tulkittu tarkoittavan, etté jarjestelman ominaisuudet
ovat hyvin méariteltyind olemassa riippumatta siité, suoritetaanko jarjestelmélle

5. Kirjallisuudessa puhutaan myos reaalisuusehdon () heikosta ja vahvasta muodosta [131,
s. 1142], [153, s. 50]. Ensimmaéisessd mittaus voitaisiin tehda ja jos niin tehtiisiin, saataisiin
padteltyd tulos. Jalkimmaisessé puolestaan data mittauksesta padtelmén tekemiseen hiukkaselle
B on jo olemassa ja vastaava koejirjestely kiinnitetty.

6. Fine [103, s. 5] sanoi, ettd EPR-artikkelin lopullisesta kirjoitusasusta vastasi Podolsky eiki
Einstein lukenut artikkelin viimeistd versiota ennen sen lahettdmista julkaisuun maaliskuussa 1935.
Toisaalta Jammer [157, s. 185] argumentoi, ettei ole tarkkaa tietoa siitd, mikd osa EPR-paperia
on kunkin kirjoittajan késialaa; padidea oli ldhes varmasti Einsteinin.
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Kuva 3.2: Sternin-Gerlachin koe kahden spin-1/2-hiukkasen jérjestelmélle [131].
Hiukkaset etenevét lahtopaikasta S kohti toisistaan kaukana olevia magneetteja M,
joiden orientaatiot ovat ra ja rg ja orientaatioiden vélinen kulma ¢s — ¢ = aap.
Kutakin magneettia seuraa kaksi ilmaisinta, jotka havaitsevat valitun mittauso-
rientaation suhteen ylos- ja alaspéin kaantyneitd hiukkasia. Ilmaisimen roolia
voi toimittaa esimerkiksi fluoresoiva levy. Levyyn osuva hiukkanen nostaa levyn
elektroneja viritystilalle ja tilan purkautuessa emittoituneet fotonit havaitaan va-
lopisteina [7, s. 4]. EPR:n tilanteessa magneetit ovat samaan suuntaan, ry = rg.
Erilaisia mittausorientaatioita ja yhteismittausten tulosten tilastollisia korre-
laatioita analysoi J. S. Bell [25] noin kolmekymmentéd vuotta EPR:n julkaisun
jélkeen (luku 3.3).
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mittauksia vai ei. Puhutaan puolueettoman tarkkailijan mallista [54, s. 6], jossa
mittaus passiivisesti heijastaa olemassa olevaa sen sijaan, ettd mittauksen kohde
ja mittalaite yhdessd méadrittdisivit observaabelin arvon [170, s. 4]. Niels Bohr [41]
piti puolueetonta tarkkailua vanhanaikaisena ajattelumallina [248, s. 1305]. Hénen
mukaansa fysikaalisen suureen arvoa ei voinut ajatella ilman arvon mittaamiseen
sopivaa koejérjestelyd [248, s. 1314], [99, s. 12].

EPR-artikkeli ja Niels Bohrin vastaus siihen ovat heréttineet runsaasti tieteellisté
keskustelua” [248, s. 1308]. Seuraavassa esitetaan kéydyn keskustelun tarkeimpia
piirteita.

Finstein valitti EPR-artikkelin oleellisen viestin jaédneen piiloon formalismin al-
le [103, s. 5]. Han ei omissa tarkasteluissaan koskaan kdyttdnyt formaaleina pi-
tamidén reaalisuusoletusta () tai todellisuuden osapiirteiden késitetta [29]. Ha-
nen mukaansa paradoksi® [103, s. 16] lomittuneiden jérjestelmien késittelyssa ei
ollut niinkdédn observaabelien epélokaali vaikuttaminen toisiinsa. Paradoksi oli
pikemminkin vaihtoehtoisten tilafunktioiden méardaytyminen yhdelle ja samalle
todellisuudelle, vilittomisti®, lokaalisuuden (§) ollessa voimassa [102, s. 47-48],
ks. [93, s. T79]:

... 1t is possible to assign two different wave functions . ..to the same
reality (the second system after the interaction with the first).

(9)

EPR-argumentti on loogisesti patevé eli johdettu tulos seuraa tehdyista oletuksista
[77, s. 1921], [21, s. 700]. Entd pitaviatko oletukset paikkansa, kun puhutaan
luonnon kéyttaytymisestd atomitasolla? Kvanttimekaniikan tulosten kanssa ne
ovat ristiriidassa [141, s. 130], erityisesti oletus () ei pidd paikkaansa [130, s. 69].
Mikéli havaintoihin perustuva kvanttiteorian kuva luonnosta on oikea, ovat EPR:n
asettamat lihtokohdat epésopivia todellisten fysikaalisten ilmididen kanssa'® [187,
s. 940].

Niels Bohr totesi vastakirjoituksessaan [41], ettei EPR:n pééttely sopinut yh-

7. Schrodinger osoitti, ettd EPR:n kirjoittajien esille tuoma tilanne on kéisitteellisesti paljon
monimutkaisempi kuin paperi antaa suoraan ilmi [157, s. 220-221] ja naki tapauksen osana
laajempaa ongelmaa tiheysoperaattorin ei-yksikésitteisyyteen nojaavalla todistuksella [220], [221,
s. 447-450]. Margenau [184] kritisoi EPR:44 turvautumisesta projektiopostulaattiin ja Epstein [98]
huomautti EPR:n perustuvan liian rajoitettuun formalismin kayttoon, silla se ei ottanut huomioon
teorian mahdollista aikariippuvuutta [157, s. 237].

8. Einstein kdytti termié useaan otteeseen [102, s. 47], ensimmaéisen kerran kirjeessdan Schrodin-
gerille elokuussa 1935, josta Schréodinger otti termin kayttoonsa artikkelissa [220]. EPR ei kiytta-
nyt sanaa alkuperéisessé artikkelissaan [28, s. C2-45] eikd koskaan viitannut tychénsé nimelld
paradoksi; termi otettiin alan kirjallisuudessa yleisempéaéan kaytt66n myohemmin [157, s. 186].
9. [Einstein ei vastustanut mittaustulosten vélistd korrelaatiota yleisesti, vaan pikemminkin
sitd, ettd vuorovaikutus olisi véliton [28, s. C2-47]. Toisaalta hdnen mydhempi nikemyksen-
sd [92, s. 323-324] (englanninkielinen kdénnos [45, s. 172-173]) ilmaisee, ettei hdn 10ytanyt
kvanttiteoriasta tosiseikkaa liittyen siihen, ettd kahden tai useamman fysikaalisen todellisuuden
toisistaan riippumaton olemassaolo avaruuden eri osissa olisi mahdotonta.

10. Osittain téstd syystd on julkaistu artikkeleita, joissa EPR todetaan ”virheelliseksi” [248,
s. 1306].
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teen todellisten atomitason mittaustilanteiden kanssa [41, s. 697]. Han muotoili
ajatuskokeen paikan ja litkeméédrian samanaikaisen mittaamisen mahdottomuudes-
ta [44, s. 265-266] ja esitti oman pitkdn ajan kuluessa muovautuneen nakemyksen-
sé kvanttimekaniikan tulkinnasta [85, s. 17]. Hin kyseenalaisti EPR:n realismin
( [77, s. 1885,1921], [102, s. 34]) ja lokaalisuuden ( [134, s. 4], [199, s. 149-150])
seké néiiden kautta EPR:n kisityksen fysikaalisesta todellisuudestall. Bohr viit-
ti, ettd termié todellisuus voidaan yksikésitteisesti kayttaa kvanttifysiikassa vain
silloin, kun mittalaitteisto on kiinnitetty tehtdvda mittausta varten [77, s. 1921—
1922]. Hén lisési, etteiviat lukuarvot sellaisinaan ole hyvin méaéariteltyja [99, s. 12],
vaan esimerkiksi hiukkasen paikka on hiukkasen ja mittalaitteen yhteinen ominai-
suus [103, s. 28].

Bohrin ajattelun tukirankana oli klassisten suureiden'? komplementaarinen kéyt-
t6 kvanttitason analyysissa [157, s. 101]. Tasmaéllisesti méaéritellyn késitteellisen
mallin sijaan on rajoituttava toisensa poissulkeviin, mutta luonnollisiin fysikaali-
siin ominaisuuksiin [38, s. 160,188]. Bohrin mukaan epétarkkuusrelaatio(t) kuten
yhtélossa (2.34) annettu, méarittaa kvantitatiiviset teoreettiset rajat konjugaatti-
muuttujien mittaustarkkuudelle [234, s. 203] ja kokeellinen tutkimus vaatii toisensa
poissulkevat koejérjestelyt [157, s. 95-96]. Usein Bohrin vastauksen analysoinnin
tutkimuksessa esitetéin seuraava lainaus, joka viittaa sopivien kvanttitilojen'?
méaérdytymisen mahdollisuuteen (kursiivit lisdtty tekstiin) [41, s. 700]:

“Of course there is in a case like that just considered no question of a
mechanical disturbance of the system under investigation during the
last critical stage of the measuring procedure. But even at this stage
there is essential the question of an influence on the very conditions
which define the possible types of predictions regarding the future
behavior of the system. Since these conditions constitute an inher-
ent element of the description of any phenomenon to which the term
"physical reality” can be properly attached, we see that the argumenta-
tion of the mentioned authors does not justify their conclusion that
quantum-mechanical description is essentially incomplete.”

(t)

Lainauksessa (¢) havaitaan Bohrin ajattelutavan muutos puhua héiriésta semantti-
sena kéasitteend konkreettisen mittaushairion sijaan. Ennen EPR:44 ja sitd poh-
justavia Einsteinin fotonilaatikkokokeita 1930-luvulla Bohr sanoi, ettd muuttujan
mittaamisen aiheuttama hairié saa aikaan muutoksen fysikaalisessa mittaustilan-
teessa [157, s. 166], [42, s. 65]. Kommentin on tulkittu tarkoittavan, ettd mittaus
hiukkaselle A vaikuttaa jollakin tavalla siihen, mikéd on todellista hiukkaselle
B [134, s. 4] eli kontribuoi tuloksiin, jotka kvanttiteoria ennustaa B:lle [103, s. 21].

11. EPR:n asettama ehto teorian tdydellisyydelle ei ollut yleisesti kiytossa [154, s. 36] ja Bohr
sekd myohemmin muut [131, s. 1142], [77, s. 1885] pitivét realismin oletuksen () sanamuotoa
”can predict” monimerkityksellisena.

12. Bohrin mukaan klassisten késitteiden kaytto oli tarkedd, silla ihminen liitt4a maailmasta
tekeménsa havainnot niiden avulla omaan kokemusmaailmaansa [157, s. 100-101].

13. Grete Hermann [139] esitti relationaalisen kvanttimekaanisen todellisuuden kuvaelman objek-
tiivisen ndkokulman sijaan jo ennen Bohria [157, s. 208-209].
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Bohr ei maininnut artikkelissaan [41] tarkemmin, millainen vaikutus olisi luonteel-
taan.

3.2 Lyhyesti piilomuuttujateorioista

1960-luvun alkupuolella parin hiljaisemman vuosikymmenen jilkeen'? kiinnos-
tus kvanttiteorian késitteellisiin perusteisiin lisdantyi [249]. Teorian perinteisen
tulkinnan probabilistinen nédkemys aaltofunktion roolista [43,44] heratti kysymyk-
sen: noudattaako luonto ”itsessddn” todennidkoisyyspohjaisia sdantojé vai toimiiko
teoria ainoastaan statistisena approksimaationa deterministisesté todellisuudes-
ta [183, s. 322]7 Kvanttitason jarjestelmien kuvailun aaltofunktion avulla ajateltiin
olevan epétéydellinen [159, s. 828]. Motivaattoreina kvanttimekaniikan tdydenté-
miseen olivat my6s mittausongelma [36,83,249] sekd EPR [93], jonka esittelemét
korrelaatiot kahden hiukkasen mittaustulosten véalilla antoivat viitteita siitd, etta
tulokset olisivat kenties méaérittyneet jo lokaalin vuorovaikutuksen aikana viela
tuntemattomien tekijoiden vélitykselld [157, s. 253-254]. Kvanttiteorian statis-
tisuus ndhtiin analogisena klassisen statistisen mekaniikan ja termodynamiikan
yhteyden!® kanssa [183, s. 324], [230, s. 4]. Kokeellisesti vield ei pystytty tutkimaan
kvanttimaailman ilmi6itd "perustasolla”.

Piilomuuttujateoria (local hidden variable theory, LHVT; my6s termit piilomuut-
tujamalli ja piillomuuttujatulkinta) olettaa kvanttimekaanisen kuvaelman olevan
puutteellinen ja ehdottaa teorian tdydennystd, jonka avulla tila pystytddn kuvaile-
maan taydellisesti [77, s. 1922]. Teoria voi olla (EPR-)lokaali (lokaalirealistinen
teoria, oletukset (J) ja (7)), jossa kielletddn pitkdn matkan véliton vuorovaikutus
tai epilokaali'® [38,39]. Tutkimuksen alkuaikoina piillomuuttujat esitettiin yleensi
lokaaleina [157, s. 263] ja implisiittisesti oletettiin determinismil” [75, s. 534]. Pii-
lomuuttujien tutkimuskentédn historiaa EPR:std 1960-luvulle on sanottu sekavaksi
ja kirjallisuudesta on vaikea 16ytda yleisesti hyvaksyttyd médritelméa kasitteelle
piilomuuttuja [157, s. 255-257, 262].

Piilomuuttujat (piiloparametrit, lisaparametrit) ovat varsinaisen kvanttiteorian
ulkopuolisia tekijoité, joita ei pystytd olemassa olevan tutkimustiedon ja mittaus-
tekniikan puitteissa méarittdméan tdsmaéllisesti. Ne vaikuttavat mittaustuloksiin
ja taydentédvit fysikaalisen jarjestelmén kuvailua [154, s. 38]. Piillomuuttujien

14. Vihaiseen tutkimukseen vaikuttivat mm. toinen maailmansota, laajalti ajatuskokeisiin perus-
tuva "usko” kvanttiteorian toimivuuteen seké riittdméaton tekniikka sopivien kokeiden tekemi-
seen [74, s. 70-71].

15. Klassisessa termodynaamiikassa todennékoisyydet ovat seurausta siitd, ettd yksittdisten
elementtien, esimerkiksi kaasumolekyylien, liikkeméaarad ja paikkaa ei tunneta tarkasti [182, s. 854].
16. Téssé tutkielmassa ei kasitelld epdlokaaleja piillomuuttujateorioita. Niilld voi olla merkitysta
kvantti-informaatioteorian ja kvanttikryptografian protokollien ndkokulmasta [153, s. 48].

17. Deterministinen pidlomuuttujateoria postuloi tilojen {|¢)} olemassaolon, joille kvanttimekaa-
niset observaabelit antavat aina madratyt, tdsmalliset arvot [77, s. 1888]. Stokastisessa teoriassa
(myos nimelld objektiivinen lokaali teoria [75]) piillomuuttujat ja kokeelliset parametrit maarittavit
ainoastaan todenndkoisyyksid mittaustuloksille [154, s. 39].

46



rakennetta ei yleensa esitetéd tarkasti, vaan kiytetddn symbolia A tilanteesta riip-
puen kuvaamaan yksittaistd piilomuuttujaa, muuttujien joukkoa tai muuttujien
funktiota; A voi olla jatkuva tai diskreetti. Jos piillomuuttujan A arvo tiedettéi-
siin yksittéiselle jarjestelmaélle tilassa |1), voitaisiin ennustaa varmuudella minké
tahansa tilalle suoritettavan mittauksen tulos. Jos piilomuuttujien todennéakoi-
syysjakauma tunnettaisiin, voitaisiin keskiarvoistamalla tuottaa kvanttiteorian
ennusteet suurelle ensemblelle identtisié jarjestelmid [157, s. 262]. Yksinkertaisem-
millaan A\ antaa méédrityt arvot kaikille kvanttimekaanisen jarjestelmén mitattaville
ominaisuuksille.

Kvanttimekaniikka on ennustanut menestyksekkaésti kvantti-ilmididen kokeellisia
tuloksia, joten piilomuuttujamallin tulisi olla sellainen, etté se tuottaa kvanttime-
kaniikan ennusteet [183, s. 324]. Piilomuuttujien olemassaolo esimerkiksi Sternin-
Gerlachin kokeen yhteydessé voisi kiytdnnossa tarkoittaa kykyé ennustaa annetun
sestddn, magneetista sekd mahdollisesti atomin preparoinnista. Lisddata siséltéisi
piilomuuttujat, jolloin kvanttiteorian statistinen luonne olisi seurausta fysikaalisen
tiedon epatarkasta méaarittelysta [199, s. 155-156].

3.2.1 Von Neumannin teoreema

1920-luvulta ldhtien on esitetty useita matemaattisia todistuksia, joilla pyritdan
osoittamaan lokaalit piillomuuttujat mahdottomiksi ja toisaalta myds tapoja esitelld
ne kvanttiteorian yhteyteen [230, s. 59]. Von Neumann argumentoi'® vuonna
1928 [241] kvanttiteorian ja dispersiottomien kvanttimekaanisten ensemblejen
yhteensovittamista vastaan [199, s. 158]. Tarkasteltavaa hiukkasten ensemblea ei
voida preparoida siten, ettd mielivaltaista observaabelia O vastaava operaattori O
toteuttaisi odotusarvolle £ yhtélon &£ (02) = [£(O))? eli mikén tila ei voi asettaa
samanaikaisesti arvoja kaikille kvanttimekaanisille observaabeleille [77, s. 1923].
Kvanttimekaaninen ensemble ei siis ole tédysin deterministinen [55, s. 1].

Von Neumannin teoreemaan siteeraaminen yli kolmen vuosikymmenen ajan todis-
tuksena kvanttimekaniikan téydellisyydelle aiheutti sekaannusta tutkimuskentéal-
18 [77, s. 1924].

Von Neumannin tulos patee matemaattisesti [36, s. 461], mutta yksi sen oletuksista
on fysikaalisesti epédsopiva. Hermiittisten operaattorien A ja B odotusarvoihin
liittyen oletetaan operaattorin A + B olemassaolo, jolle patee

E(A+B)=E(A)+E&(B). (3.4)

Summausehtoa (3.4) pidettiin liian rajoittavana piilomuuttujille [183, s. 326, [230,
s. 82], vaikka se péitee operaattoreille kvanttimekaniikassa.

Ehtoon (3.4) sisiltyy my0s oletus lineaarisesta relaatiosta annetun observaabelin
seké tarkasteltavan tilan vélilla (yhtalot 4.11 ja 4.12 artikkelissa [36]). Oletuksen

18. Koko todistus modernilla notaatiolla [8] ja heikommilla matemaattisilla oletuksilla [230].
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nojalla kisiteltivien ensemblejen méird rajoittuu'® merkittévisti, silla kvant-
titeoriaa téydentévéassd piilomuuttujamallissa relaatio voisi olla epélineaarinen.
Toisin sanoen von Neumann tarkasteli pientd osaa mahdollisista piillomuuttujateo-
rioista [39, s. 187] eiké osoittanut mahdottomaksi fysikaalisesti merkityksellisté
piilomuuttujateorioiden luokkaa [55, s. 1]. Ilman ehtoa (3.4) todistus kaatuu, silla
lineaarisuus liittyy kiinteésti tiheysoperaattorin ominaisuuksiin.

3.2.2 Kohti kontekstuaalisia piilomuuttujateorioita

Piilomuuttujateorioiden tutkimus ldhes pyséhtyi von Neumannin todistuksen seu-
rauksena [183, s. 326]. 1950-luvulla David Bohmin argumentit [38,39] epélokaaleista
piilomuuttujista?® yhdessi EPR:n kanssa lisésivit kiinnostusta perehtyi todistuk-
seen uudelleen [157, s. 292]. Vuonna 1957 Gleason [125] esitti teoreeman, jonka

21 saadaan von Neumannin tulos Hilbertin avaruuden dimension ol-

seurauksena
lessa vahintédén kolme. Gleasonin teoreeman todistuksessa yhtélo (3.4) oletetaan
piillomuuttujamallissa vain kommutoiville operaattoreille [55, s. 4]. Teoreeman

nojalla kaikki kvanttimekaaniset todennékoisyydet ovat muotoa [154, s. 72]
p(P;) = Tr(p Py), (3.5)

jossa P; on projektio-operaattori kantavektorin |i) suuntaan ja p(P;) sité vastaava
todennékoisyys.

Gleasonin teoreeman seurauksessa oletettiin kontekstiriippumattomuus eli etté
observaabelin A mittaus antaa saman tuloksen riippumatta siitd, mitd muita obser-
vaabeleita mitataan samanaikaisesti [26, s. 451]. Kontekstuaalisuuden térkeyden
mainitsi jo 1930-luvulla Bohr [41] ja piilomuuttujatutkimuksessa sithen otti 1960-
luvulla kantaa Bell [26]. Hén késitteli teorioita, joissa odotusarvot ovat muotoa
E(A;K), jossa K viittaa observaabelin A mittauksen kontekstiin?? [154, s. 39].
Bell esitti kvanttimekaniikan ennusteet tuottavan yksinkertaisen kaksiulotteisen
piilomuuttujamallin, joka on ristiriidassa oletuksen (3.4) kanssa ja kyseenalaisti
néin von Neumannin piilomuuttujia vastustavan todistuksen relevanssin fysiikas-

sa [50, s. 1379], [157, s. 303-304].

19. Ensimmainen kritiikki rajoittuneisuudesta esitettiin vuonna 1935, kun Grete Hermannin [139]
mukaan von Neumann ei huomioinut todistuksessaan kaikkia mahdollisia ei-kvanttimekaanisia
ensembleja [157, s. 274]. Kritiikki jii vaille tiedeyhteisén huomiota [183, s. 326-327].

20. Bohmin ehdottamassa kvanttimekaniikan tulkinnassa observaabelin mittauksen tulos riippuu
sekd mitattavan hiukkasen ettd mittalaitteiston piilomuuttujista [77, s. 1925], [157, s. 286].

21. Seuraus voidaan todistaa my6s suoraan ilman Gleasonin teoreemaa kayttden projektio-
operaattoreita [26, s. 450-451]. Erikoistapaukset Gleasonin teoreeman todistuksesta kaksi- ja
kolmeulotteisissa Hilbertin avaruuksissa ovat teoksessa [199, s. 193-195].

22. Kontekstuaalisuus voidaan edelleen ymmaértdéd ontologisena (algebrallisena) tai ympdaristosta
rigppuvana [140, s. 493], [154, s. 39]. Ensimmaéinen viittaa mitattavien suureiden valintaan ja
jalkimmaéinen mittausjérjestelyihin, vrt. oletukset TI ja PI luvussa 3.2.3. Namé johtavat erilaisiin
epélokaalisuuden tyyppeihin [140, s. 481].
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3.2.3 Piilomuuttujat Bellin teoreemassa

Maaritellddan lokaali piillomuuttuja A € A, joka kuvaa kahden spin-1/2-hiukkasen
taydellista tilaa [¢). Avaruus A C Q liittyy tilafunktioon |¢) siten, ettd todenné-
kéisyysmitta pjy (A) avaruudella Q kuvaa todennékoisyyttd 10ytéd tila [1) avaruu-
dessa A [157, s. 262]. Avaruus ( sisiltdd kaikki mahdolliset piilomuuttujien arvot
eri observaabeleille. Jatkossa merkitddn pjy) (A) = pa.

Piillomuuttuja A ennustaa hiukkasiin A ja B liittyvien yksikkévektorien rp ja
rp suuntaisten spin-mittausten tulokset tasmaéllisesti (Sternin ja Gerlachin koe).
Avaruus A = A(r) sisaltéd tilat A, jotka vastaavat taydellisen korrelaation tapauksia
erilaisten yksikkovektoreiden r suuntiin. Piilomuuttujat A € A ovat jakautuneet yli
tilojen ensemblen todenndkoisyysjakauman py osoittamalla tavalla. Piilomuuttujien
A jakaumalle p(\) on my6s py = pa(ra,rp) kaikille mittausasetelmille rp,rp eli
jakauman muoto on riippumaton valitusta mittausasetelmasta [218, s. 1-2], [14, s. 3—
4]. Lisaksi

px >0, (3.6a)

/ py dX = 1. (3.6b)
A

Seuraavat tilastolliset oletukset ovat voimassa mitattujen tulosten ja mittausase-
telmien riippumattomuudesta hiukkasille A ja B3 [154, s. 42]:

(TI) Tulosriippumattomuus: Lokaalisuusoletuksen (J) perusteella hiukka-
sen A mitattujen arvojen todennékoisyysjakauma ei vaikuta hiuk-
kaselle B mitattujen arvojen jakaumaan. Ehdosta kaytetddn myos
nimitysté yksinkertainen lokaalisuus (yhtalot (1a) ja (1b) artikkelis-
sa [21, s. 697]).

(PI) Parametririippumattomuus: Kun piillomuuttuja(t) A on méaratty,
hiukkaset A ja B erotettu toisistaan ja mittausorientaatiot ra, rg
valittu, mittaustulos hiukkaselle A vektorin rp suuntaan eli A(rp, \) ei
riipu hiukkasta B mittaavan analysaattorin orientaatiosta rg, mutta
voi riippua muuttujasta A. Vastaavasti B:n tulokset B(rp, A) riippuvat
A:sta sekd suunnasta rg. Téstéd kiytetadn myos nimitysta ennustettava
taydellisyys (yhtélo 4 artikkelissa [21, s. 699]).

Odotusarvo hiukkaselle A mitatulle tulokselle A ja vastaavasti B hiukkaselle B
eli £(A,B|ra,rp) voi olla korreloitunut eli E(A,B|ra,rg) # E(A|ra) E(B|rp) [28,
s. C2-54]. Piilomuuttuja(t) A on mééritelty siten, etta ne sisdltiavit korrelaation.
Jarrett [158] osoitti, ettd ehdot (TI) ja (PI) ovat yhdessd ekvivalentteja seuraavan
ehdon kanssa, josta kiytetaan nimityksia vahva lokaalisuus [21, s. 698], [158, s. 581—

23. Kvanttimekaanisen lomittumisilmion esittelyn yhteydessa jo Schrodinger [220] muotoili tulos-
ja parametririippumattomuuden toisistaan erillisind. Huomaa, ettd EPR-artikkelin [93, s. 779]
lokaalisuusehto (9) ei selvéasti erottele tulosriippumattomuuden ja parametririippumattomuuden
valilld. Tarkemmin oletuksista argumentoivat esimerkiksi [21,158] ja [228].
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582] ja Bellin lokaalisuus [228, s. 12]:
E(A,B|ra,rp,A\) =E(A|ra,A\) E(B|rp, A) = A(ra, \) B(rp, A). (3.7)

Yhtélossa (3.7) on merkitty E(A|ra, A\) = A(ra, A) ja vastaavasti B:lle. Huomaa,
ettd A(ra, \) = £1 = B(rp, A) kaikille r, rg € C? ja A € A. Piilomuuttujat A mé-
raivit deterministisesti?* tehtyjen mittausten tulokset. Témé voidaan heikentés
stokastisiin yhtélon (3.7) mielessé faktoroituviin piilomuuttujamalleihin [27, 75]
vaikuttamatta seuraavaksi johdettaviin tuloksiin [101,111]. Jokainen stokastinen
piillomuuttujateoria voidaan muokata deterministiseksi kayttamalla ylimaaraisia
piilomuuttujia [197].

Kuvissa 3.3 ja 3.4 on klassinen (CF) ja kvanttimekaaninen (QM) korrelaatio
kahden spin-1/2-hiukkasen mittauksille, kun analysaattorit osoittavat suuntiin
ra ja rg. Maksimaalisesti lomittuneelle tilalle kvanttimekaaninen korrelaatio on
sinimuotoinen ja voimakkaampi kuin klassinen, lineaarinen korrelaatio kaikilla
mittausorientaatioiden vélisilld kulmilla aap € (0, 7) paitsi app = 7/2 [199, s. 161
162].

Korrelaatio
o
T

— QM: -cos(ayp)
------ CF: -14+204p/

0 /2 ™

Kulma ayp

Kuva 3.3: Kvanttimekaaninen (QM) ja klassinen (CF) korrelaatio kahdelle spin-
1/2-hiukkaselle vektorien ra ja rp vilisen kulman aap funktiona [199, s. 162].
Kvanttimekaaninen korrelaatio on voimakkaampi kuin klassinen kaikilla muilla
kulmilla paitsi aap = 0 ja aap = 7/2.

24. Deterministisille teorioille yksinkertainen lokaalisuus ja vahva lokaalisuus ovat keskendédn
ekvivalentteja, silld deterministinen teoria on aina tdydellinen [158, s. 588 ja osa III].
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Kuva 3.4: Klassisen korrelaation laskemisen geometrinen konstruktio. Varjos-
tetuilla alueilla rp - rg = 1, varjostamattomilla rp - rg = —1. Klassinen kor-
relaatio CF = —1 + 2aap /7 lasketaan klassisen todennékoisyysteorian avulla
suoraviivaisesti [199, s. 161].
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3.3 Bellin teoreema

Kolme vuosikymmentd EPR-argumentin julkaisun jilkeen John S. Bell [25] johti
EPRB-argumenttiin (luku 3.1.3) perustuvan teoreettisen kriteerin lokaalin rea-
lismin testaamiselle [199, s. 162]. Han késitteli kahden hiukkasen yhteismittauk-
sia, joissa yksikkovektorit rap ja rp voivat osoittaa eri suuntiin® eli vektorien
valilla on kulma ¢a — ¢p = aap (kuva 3.2). Kun mittauksia tehddan paljon
ja kvanttiteorian ennusteita verrataan LHVT-oletuksista (luku 3.2.3) klassisen
todennakoisyysteorian avulla johdettuun epédyhtéilorelaatioon (3.12), havaitaan
ristiriita [215, s. 241], [154, s. 37,41].

Nykyéén termilla Bellin teoreema (Bellin epdayhtalo, Bell-tyypin epdyhtalo) tarkoi-
tetaan kollektiivisesti alkuperéiiseen tulokseen [25] tai sen ajatusmalliin pohjaavia
tuloksia, jotka johdetaan samantapaisissa mutta yleisemmissi konstruktioissa?%
ja jotka osoittavat kvanttimekaniikan lokaalirealistisen tulkinnan mahdottomuu-
den [228, s. 1,9], epayhtalorelaation tai muun loogisen paattelyn (luku 4) kautta.
Teoreeman on sanottu olevan yksi tieteen [232, s. 271] ja modernin fysiikan perus-
teellisimmista tuloksista [74, s. 62], [12, s. 189]. Bellin epayht&l6d havainnollistetaan
my6s mm. kuutiomallilla [209, s. 11-13], Venn-diagrammeilla [82, s. 162] tai tohtori

Bertlmannin erivarisilla sukilla [28], [19, s. 131-133].

3.3.1 Alkuperiinen todistus

Johdetaan Bellin epéayhtéalo alkuperéisessd muodossaan. Kaytetdan luvussa 3.1.3 esi-
tettyd EPRB-muotoilua seké luvun 3.2.3 oletuksia. Klassinen odotusarvo £(A,B |ra,rp)
eli keskiméériinen todennékéisyys saada tulos A hiukkaselle A ja B hiukkaselle B
on

E(A,Bra,rp) :/PAS(A,B\PAJB,)\) dA
A

:/p)\A(rA,)\)B(rB,)\) dA.
A

25. Erityinen ominaisuus Bellin analyysissd EPR:44n verrattuna oli hiukkasten erilaisten observaa-
belien analyysi sen sijaan, ettd rajoituttaisiin tarkastelemaan tédydellisia korrelaatioita [228, s. 19].
Tahin suuntaan oli argumentoinut W. Furry jo vuonna 1936 (yhtdlot 9A ja 9B artikkelis-
sa [108, s. 396]), tosin alan tutkimuksesta ei juuri 16ydy mainintaa Furryn ajattelusta tassi
valossa. Furry osoitti myos, ettei klassisella todennékoisyysteorialla saada tiettyjen observaabelien
yhteismittausten odotusarvoille samoja tuloksia kuin kvanttimekaniikalla.

26. Konstruktioissa johdetaan matemaattisesti ehto, jonka lokaalirealistinen (deterministinen
tai stokastinen) piilomuuttujamalli asettaa klassisille korrelaatioille tarkasteltavaan mittausti-
lanteeseen liittyen. Deterministisen lokaalirealistisen teorian tdydellinen tila antaa ainoastaan
todennédkéisyydet 0 ja 1 mahdollisille mittaustuloksille, kun stokastinen lokaalirealistinen teoria
sallii my6s muut todenndkoisyydet valilta (0,1) [228, s. 39].
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Kvanttimekaaninen odotusarvo?’ observaabelille (75 - ra)(dB - rg) on, yhtild
(2.87):

((6 - ra)(@ - rB)) = —raA - I'B = — COSQAB. (3.9)

Kulma aap on vektorien ra ja rp vélinen kulma. Osoitetaan, ettd odotusarvo
(3.9) on ristiriidassa yhtalostd (3.8) johdettavan epédyhtéilorelaation kanssa. Koska
A(ra,\) = +£1 = B(rp, ) ja p) on normalisoitu todennékoisyysjakauma, yhtalon
(3.8) oikea puoli on aina viahintdéan —1. Se saavuttaa miniminsé taydellisen anti-
korrelaation tilanteessa ry = rg vain, jos B(rg, \) = — A(rg, \) kaikille rg € C? ja
A € A [231, s. 385]. Yhtéls (3.8) voidaan téten kirjoittaa muodossa

E(A,B|ra,rp) = / prA(ra, ) A(rp, A) dA. (3.10)

Maaritelladn yksikkovektori re ja merkitdén E(A,B|ra,rp) = E(ra,rp). Yhtalon
(3.10) avulla ja tuloksia A(rg, A\)2 = 1, B(rc, \) = — A(rc, A) kiiyttien saadaan

E(ra,rg) — E(ra,re) /p,\ (ra, \)A(rg, \)—
— A(ra, \) A(rc, A)] dA (3.11)
—/p,\A ra, A) A(re, A) [A(re, A) Alr, A) — 1] dA.

Arvioimalla erotuksen itseisarvoa saadaan alkuperdinen Bellin epdyhtdlo:

E(ra,rn) = E(ra,ro) = | [ pahea V) A, A) -
<1
: [A(I‘B,)\) A(rc,A) — 1] d/\{
<0
< /Ap,\[l—A(rB,)\)A(rc,)\)] dA
—B(rc,\)

- 1+‘/Ap)\A(rB7>‘)B(rC7)\)

=14 &(rp,rc).

(3.12)

Ristiriita epayhtélon (3.12) ja yhtélon (3.9) vélilla havaitaan valitsemalla mittaus-
asetelmaksi zy-tasossa kulmat 7/4:n vélein, hiukkaset etenevéit z ja —z-suuntiin:
ra = (1,0,0), rg = 1/v2(1,1,0) ja rc = (0, 1,0). Nailld valinnoilla seuraavat ovat
voimassa:

E(rpa,rp) = —rp - rg = —cos(mw/4) = —1/v2, (3.13)
E(ra,rg) = —cos(m/2) =0, (3.14)
E(rp,rc) = —cos(mw/4) = =1/, (3.15)

27. Kaikki Bell-tyypin epdyhtélot sisiltavéit yhteismittausten todennédkoisyyksid (tai korrelaatioi-
ta) ja odotusarvoja. Osoitettaessa kvanttimekaniikan ennusteiden yhteensopimattomuus epayhté-
16iden kanssa, vaihdetaan todennakoéisyyksien ja odotusarvojen tilalle kvanttimekaniikan vasti-
neet [153, s. 56] ja verrataan naiden antamia ennusteita johdettujen epayhtéloiden ylarajoihin.
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Sijoitus yhtélon (3.12) alimmalle riville antaa

|E(ra,rg) — E(ra,rc)| <14+ E&(rp,rc)
| —1v2| <1-12 (3.16)
V2 <1,

joka ei pidé paikkaansa. Epayhtdlo (3.12) antaa identiteetin, kun asetetaan rp =
+rp eli apap = 0 tai apap = 7 eli teoreema ei sano mitdan EPRB:n (luku 3.1.3)
tapauksesta [130, s. 70-71]. Greenberger, Horne ja Zeilinger (GHZ) [130, 131]
osoittivat, ettd myos EPRB:n tilanne on ristiriidassa kvanttiteorian kanssa, kun
hiukkasia on kolme tai enemmén. GHZ-argumenttia késitellidn luvussa 4.1. Bellin
teoreema on voimassa myos relativistisessa tapauksessa [21, s. 697-698].

3.3.2 CHSH-epayhtilo

Tuloksen (3.12) todistuksessa oletettiin, ettd sopiville kulmavalinnoille rp ja rg on
voimassa kokeellisesti epérealistinen téydellinen antikorrelaatio £(ra,rg) =1 [75,
s. 526]. Vuonna 1969 Clauser, Horne, Shimony ja Holt (CHSH) [76] esittivit Bellin
teoreeman version, joka soveltuu testattavaksi polarisoiduilla fotoneilla [77, s. 1884].
Koe-ehdotelma perustui Kocherin ja Comminsin [168] kokeen muokkaamiseen so-
piville polarisaattorien kulmavalinnoille. CHSH-epayht&lé on Bell-tyypin epdyh-
taloistd tunnetuin [154, s. 43|, yleisimmin kirjallisuudessa viitattu [153, s. 55] ja
sitd kutsutaan Bellin teoreeman standardimuodoksi [2, s. 1]. Kéyttéen luvun 3.3.1
merkintojé ja oletuksia saadaan

|E(ra,rp) — £(ra,r0)| < / pa Alra, \) B(rg, A)—
A
— A(ra, \) B(ro, V)| dA
— [ [Ara, ) B, V)]
=1 (3.17)
: [1 —B(I‘B,)\) B(rc,)\)} dA
:/Ap)\[l—B(rB,)\)B(rc,)\)] d

=1- / pAB(re, A)B(rc, A) dA.
A

Madritelldédn mittaussuunta rp siten, ettd E(riz,rp) = 1 — 0, missd 0 < ¢ < 1.
Jaetaan avaruus A kahteen osaan Ay ja A_ siten, ettd

As = {\] A(th,\) = £B(rs, \)} . (3.18)
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Talloin
E(rh,TR) = / P A(rs, \) B(rp, A) dX

—/ pxA( I"B7 )B(rp, M) d)\+/ pxA(rg, A) B(rp, A) dA
A2

I‘B )\ —B(I’B7A)
= d\ — / dA
/A+ P P (3.19)

:/p,\d)\—Q/ prdd=1-9§
A A_
—_——

=1

19
= //\\7 P d)\ = 5
Niéin ollen saadaan arvio

/ pxB(rp, A)B(rc, \) dA = / pxB(rs, A)B(rc, A) dAt
A A+ N——

A(rig,)\)
—I—/ pxB(rp, A) B(rc, A) dA
A_ N——
—A(rig,/\)
= p)\AI'/,)\Brc,)\ dA—
| prah, M (e, N a0
_ Q/A pa A, \) B(rc, A) dX
> £(rh, ro) —z/A px | A(El, A) B(re, )| dA
_ >
g(r%n I'C) -0
= &(rp,ro) + E(rp, ) — 1,
joka yhtdlon (3.17) viimeiselle riville sijoitettuna antaa CHSH-epdyhtdlon
| E(ra,rB) — E(ra,rc)| + E(rp, ) + E(rp,rco) < 2. (3.21)

Ristiriita kvanttimekaanisen odotusarvon (3.9) kanssa tulee esiin kulmavalinnoilla
ra = (1/v2,1/v2,0), rg = (—1,0,0), r5 = (1/v2,—1/v2,0) ja r¢ = (0,1,0), kun
mittaukset tehdddn zy-tasossa ja hiukkaset etenevéit suuntiin z ja —z. Yhtaloon
(3.21) sijoitus antaa

|E(ra,rB) — E(ra,rc)| + E(rp,r) + E(rp, TC)

11, 11

:’ﬁJrﬁ‘JrﬁJrﬂ (3.22)
=2V2

<2,

joka ei pida paikkaansa.
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Mikali CHSH-argumenttia tarkastellaan fotonien polarisaatiokorrelaatioiden valos-
sa [199, s. 156-158], eroavat odotusarvon (3.9) muoto [19, s. 125-128] ja kulmava-
linnat edellisista [199, s. 164-165]. Suurin mééara, jolla CHSH-epayhtélon ylaraja
ylittyy, on v/2. Tuloksesta kiytetiin nimitystd Tsirel’sonin raja [71,174,175,240].
Raja saavutetaan kahden spin-1/2-hiukkasen maksimaalisesti lomittuneelle tilal-
le [206], kuten yhtélossa (3.22). Maksimaalinen ylirajan ylittdminen kuvaa voima-
kasta lomittumisilmiota ja on kiinnostavaa, kun lomittumista kaytetdan resurssina
kvanttilaskennassa.

Yhtéalostéd (3.21) esitetdén kirjallisuudessa hieman erilaisia muotoja. Esimerkiksi
artikkelissa [77, s. 1890] on

|E(ra,tn) — £y, )| + E(ra,rh) + E(rh, vh) < 2, (3.23)

joka saadaan suoraviivaisesti yhtalosta (3.21) tekemélld vaihdot ra — rg, rg — ra,
rc — ry ja huomaamalla, ettd £(ra,rp) = £(rp,ra) kaikille indekseille A, A’, B
ja B’. Yhtélossé esiintyvien mittausorientaatioiden permutaatio riippuu hieman
oletuksista ja notaatiosta, joita kiyttden CHSH-epédyhtdlo on johdettu. Erilaiset
permutaatiot muodostavat keskenéén ekvivalenssiluokan [151]. Itseisarvomerkit
voidaan myos laittaa koko lausekkeen ympérille. Esimerkiksi artikkelissa [47, s. 27]
on johdettu muoto

|E(ra,rp) + E(X)y,rR) + E(r)y,rB) — E(ra,rB)| < 2, (3.24)

joka sopii hyvin CHSH-epédyhtalon ketjuttamiseen (luku 3.4). Epdyhtélon vasenta
puolta voidaan merkitdén lyhyesti S(ra,r)y,rp, rg) = S,, ja kirjoitetaan |S,,| < 2.
Kvanttimekaaninen korrelaatio merkitdén ((o - ra)(o - rg)) = Sjy). Kvanttimeka-
niikan ja lokaalin realismin vélinen ristiriita (3.22) kirjoitetaan t&lloin [24, s. 656]

Sigy/Spy = V2. (3.25)

3.3.3 CH-epayhtalosta

CHSH:n esityksessé polarisaattorin kohtaava fotoni joko lapéisee sen tai ei lapéise
sité eli on “hiukkasmainen” [74, s. 91]. Esimerkiksi semiklassisessa séteilyteoriassa
tdmaé ei pidéd paikkaansa, silld fotonia kuvataan aaltopakettina. CHSH:n muotoilu
ei suoraan kosketa em. teorioihin nojaavia piilomuuttujateorioita, silld aaltomainen
fotoni voi osittain lapéaistd ja osittain olla lapaiseméttéd polarisaattoria. Clauser
ja Horne [75] muotoilivat CH-oletuksen ja vastaavan epdyhtélon, jonka mukaan
todennékoisyys sopivasti méaaritellyn objektin havaitsemiselle, kun se on ohittanut
polarisaattorin osittain tai kokonaan, ei voi olla suurempi kuin jos objekti ei olisi
mennyt polarisaattorin lapi eli kun polarisaattori on poistettu (no-enhancement):

—1 < P(ra,rB)+P(ra,rp) +P(ry, r3) —P(ry,r5) —P(ra) —P(rp) < 0. (3.26)

Epéyhtalossa (3.26) esiintyvit todennékoisyydet P(x) korrelaatiokertoimien &£(x)
sijaan. Huomaa kaksi viimeisté termié, jotka koskevat yksittéisten fotonien havait-
semista.
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Kaikille CH-oletuksen toteuttaville lokaalirealistisille teorioille CH-epayhtélon
ennuste redusoituu CHSH-epéyhtdlon ennusteeseen [74, s. 86-87], [47, s. 29].
Néin ollen CHSH-epéayhtélo testaa determinististen LHVT:n ohella yleisempéaé
objektiivisten lokaalien teorioiden (ja stokastisten LHVT:n) luokkaa [73, s. 1223].
CH-epéyhtélon ja sithen pohjaavien epayhtaloiden, kuten esimerkiksi Eberhard-
epayhtélon [91] etuna on kokeellisesssa tutkimuksessa CHSH-epayht#loon nahden
se, ettd CH-epéyhtélot eivit oleta tasa-arvoista jakaumaa ja huomioivat myos
ilmaisimilta kadonneet fotonit (luku 3.5.5).

3.4 Bellin teoreeman yleistamisesta

CHSH-epéyhtilo (3.23) on erikoistapaus laajasta yleisten korrelaatiopohjaisten eli
standardimuotoisten Bell-tyypin epayhtéloiden joukosta [148, s. 879]. Epayhtalo-
joukkoa voidaan tarastella todennakoisyysteorian ja konveksin analyysin menetel-
milld [106,202,204,235]. Bell-tyypin epéyhtéloiden etsiminen tarkoittaa konveksin
verhon ongelman (hull problem) ratkaisemista [246, s. 032112-2]. Tavoitteena on
selvittda konveksin monitahokkaan eli korrelaatiopolytoopin maksimaaliset sivutah-
kot, jotka maéaritellidn epayhtalorelaatioiden kautta, kun polytoopin karkipisteet
eli todennakéisyydet mittausennusteille tunnetaan. Epédyhtélorelaatio voi olla opti-
maalinen eli "tiukka”, jolloin tahko sijaitsee polytoopin reunalla tai epdoptimaali-
nen [185, s. 1-2]. Tiukat epayhtélot ovat keskeisié lomittumisen tarkastelussa, silla
niiden avulla LHVT:n asettaman ylarajan ylityksen maarasta voidaan paatella
lomittumisen voimakkuutta. Kaikkien Bell-tyypin epayhtaloiden selvittdminen on
laskennallisesti hyvin vaativa, NP-taydellinen ongelma [80,204].

Yleisessa tapauksessa (n,m,d) tarkastelun kohteena on n kappaletta hiukkasia,
joista jokaiselle mitataan m erilaista ei-kommutoivaa observaabelia ja néistéa
jokaisella on d vapausastetta. Tarkastelussa m ja d voivat erota eri hiukkasilla
toisistaan eli m = m,, ja d = d,,,. CHSH-epéayhtélo kuuluu luokkaan (2,2,2).
Téssa luvussa esitellddn tarkeimpid tapauksiin (n,2,2), (2,m,2) ja (2,2, d) liittyvia
tuloksia. Muita yhdistelmié vapausasteista késittelevid artikkeleita ovat esimerkiksi
[176] ja [256]. Lisdksi puhutaan Bellin epayhtaloiden roolista lomittumisilmion
havaitsemisessa.

Bellin teoreeman ohella ristiriidan LHVT:n ja kvanttiteorian valilla lomittuneil-
le tiloille ilmentévit mm. Kochen-Specker (KS) -tyyliset?® teoreemat [137,198,
199,230, 233|, GHZ-argumentit [130,131,140] (luku 4.1), Hardy-tyypin epayhta-
16t [61,135,136,190,255] (luku 4.2), kvanttikoodisanat [89,189,229] sekd matemaat-
tiseen lyhdeteoriaan pohjautuvat kvanttiloogiset argumentit [1-3]. Namé asettavat
erilaisia vaatimuksia ja rajoituksia myos LHVT:n ominaisuuksille. Esimerkiksi

28. Kochenin ja Speckerin [230] tutkimuksen perusteella piillomuuttujien esittely kvanttimekaniik-
kaan klassisen statistisen mekaniikan kanssa analogisella tavalla ei sdilytd Hilbertin avaruuden
operaattorialgebran rakennetta ja johtaa algebralliseen ristiriitaan. Kochen-Specker-teoreeman
todistus alkuperéistd yksinkertaisemmalla vektorikonstruktiolla on kirjassa [199, s. 196-201].
Bellin teoreemasta poiketen KS-argumentit eivét ole tilariippuvia.
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KS-teoreema [230] on voimassa vain deterministiselle LHVT:lle, sillé se kéyttaa
kontrafaktuaalista paittelyd [228, s. 39-41]. N&itd tutkimussuuntia ei késitelld
tutkielmassa tarkemmin.

Bellin teoreema on suoraan tai epasuorasti luonut useita kaytédnnon sovelluksia ja
tutkimusalueita, kuten mm. kvanttikryptografia [30,95], supertihed koodaus [33],
minto ja hajautettu laskenta [133] seké kvantti-virheenkorjaus [32,129]. Bell-tyypin
epayhtaloitd muotoillaan my6s informaatioteorian kontekstissa [47,48,223] ja kéy-
tetdén teoreettisina tyokaluina epéyhtéloiden merkityksen tarkastelussa [47, s. 50].
Bell-tyypin epayhtaléiden kdytdnnon sovelluksiin ja kvantti-informaatioteoriaan ei
perehdyté tutkielmassa tarkemmin.

3.4.1 Epiyhtilot muotoa (n,2,2)

Kvanttilaskennan toteutuksen nidkoékulmasta olisi kiinnostavaa tietda, kuinka Bell-
tyypin epayhtélditd muotoillaan dérelliselle méaaralle kubitteja. Olkoon S(sy, .. ., sp)
mielivaltainen funktio indekseistd s; € {—1,+1}, i = 1,...,n jonka mahdolliset
arvot ovat £1. Yleinen mittauskorrelaatioita sisdltdvien Bell-tyypin epayhtéloiden
joukko tapauksessa (n,2,2), WWZB-epiyhtdlit [151,246], kuvataan esimerkiksi
seuraavasti [151, s. 210401-2]:

S SGsu,asn) Y. s T sk T e (R, k)| < 27 (3.27)

S1,..,8n==%1 k1,....,kn=1,2

Epiyhtiloiti on yhteensé 22" kappaletta, silld funktion S(sy, ..., s,) indekseille s;
loytyy 2™ vaihtoehtoa ja jokaista néistd vastaa dikotominen arvo. Mittaustuloksia
k1, ...k, vastaava klassinen odotusarvo on E(k1, ..., ky). Esimerkiksi tapauksessa
n = 2 saadaan CHSH-epéayhtélo, kun funktioksi valitaan

S(51,...,8n) = V2cos[—m/4+ (s1+ -+ 5, —n) - w/4]. (3.28)

Funktiota (3.28) kdyttden havaitaan myts GHZ-argumenttia (luku 4.1) vastaa-
va epayhtélo [194, s. 4] sekd tunnettu Bell-tyypin epdyhtdléiden ryhmé nimel-
taan MABK-epayhtdlot [10,24,166,188], kun n > 3 [246, s. 032112-6]. WWZB-
epayhtéloista niille pdtee maksimaalinen klassisen rajan ylitys SW)/SM x 2n/2
eli ylarajan rikkoutuminen on eksponentiaalisesti verrannollinen hiukkasten lu-
kumadraan n [10, s. 5376-5377]. Rajan ylitys saavutetaan kiyttden yleistettyé
GHZ-tilaa |Y)gnz, yhtalo (2.95) tai siitd lokaalilla unitaarisella muunnoksella
johdettua tilaa [65,66] valinnalla o = 1/v/2 = 3. Tilat |¢))guz ylittévit maksimaa-
lisesti kaikkien WWZB-epédyhtaloiden asettamat ylarajat [246, s. 032112-7] eli ovat
maksimaalisesti lomittuneita n:n kubitin tiloja.

Erilaiset funktiot S(si,...,s,) antavat odotusarvotermien &(ki,...,ky) edessi
olevien miinusmerkkien siirtymisen ja indeksien s; permutaatioiden kautta erilai-
sia epayhtéloitéd, jotka kuuluvat samaan ekvivalenssiluokkaan [151, s. 210401-2].
Epéayhtélot (3.27) muodostavan téydellisen joukon. Toisin sanoen niistd voidaan
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johtaa yleistetty Bellin epayhtélo (yhtalo 5 artikkelissa [151]), joka on voimassa,
jos ja vain jos on olemassa lokaalirealistisen malli yhteismittausten korrelaatioiden
kuvailuun [194, s. 2-4].

Kun n on pariton ja tilan |1)) gz méaaritelméssé 5 on riittavin pieni, voidaan lokaa-
leja rotaatioita ja Eulerin teoreemaa kédyttden osoittaa [152, s. 210402-3], etté tilat
|)anz toteuttavat kaikki korrelaatiofunktioita sisdltdavat Bell-tyypin epayhtélot.
Téaten Bell-tyypin epélokaalisuuden ja kvanttilomittumisen vélisté ekvivalenssia
puhtaille tiloille ei voida osoittaa kayttéden vain mittauskorrelaatioita sisaltéavia
Bellin epéyhtéloitd. Ongelman ratkaisussa edetddn muotoilemalla erilainen Bell-
tyypin epayhtdlo, joka sisaltdd todennékoisyyksid. Korrelaatiot voidaan johtaa
todennédkoisyyksistéd, mutta toinen suunta ei aina ole mahdollinen, sillé korrelaatiot
eivit vélttamatta sisélla kaikkia todennékoisyyksid [61,63]. Esimerkiksi CGLMP-
epayhtalo (3.31) luvussa 3.4.3 siséltédéd yhteismittausten todennikoisyyksia, kuten
my6s Hardyn epayhtélo (4.41) luvussa 4.3.1.

3.4.2 Epiyhtilot muotoa (2,m,2)

Tapausta (2,m, 2) tarkastellaan esimerkiksi ketjuttamalla CHSH-epayht&lo (3.24)
[47,110,196]. Valitsemalla epayhtalolle (3.24) kaksi uutta mittaussuuntaa r'y ja ri
ja tekemaélld vaihdot rl; — rf;, rg — rp jar, — r/y saadaan epayhtalo [47, s. 33-34]

|E(ra,rg) + E(ry, rR) + E(rly,15) — E(ra, 1) < 2. (3.29)

Laskemalla epayhtdlot (3.24) ja (3.29) yhteen muodostetaan ketjutettu epayhtdlo
mittaussuunnille ra, r'y, ¥}, rp, ry ja ri:

| E(ra, vh)+E@R, vh) +EXN, v5) +E(Ty, v5) +E(r)y, vB) —E(ra, )| < 4. (3.30)

Vastaavalla tavalla muodostetaan yleinen ketjutettu korrelaatiomuotoinen epéyh-
talo, kun mittaussuuntia on n kappaletta, n/2 per havaitsija (yhtdlo 4.5 artikkelis-
sa [47]). Kun mittauskulmat valitaan tasavilein ja oletetaan téydelliset ilmaisimet,
kasvattaa ketjutusten méaara epayhtalon ylarajan ylittymisen méaédraé, kun mit-
tauksia tehdadn maksimaalisesti lomittuneelle tilalle [47, s. 35-40]. Esimerkiksi
Aspectin [13] kokeessa (luku 3.5.1) saavutettua kvanttitehokkuutta n ~ 0,955
kayttden havaitaan, ettd ketjutukset tapauksissa n = 6 ja n = 8 kasvattavat rajan
ylittymisen méérad, mutta suuremmalle n ylittymisen méara pienenee [47, s. 42].

3.4.3 Epiyhtidlot muotoa (2,2,d)

Perinteisid Bell-tyypin epayhtaloitd kutsutaan lomittumisen korrelaatiomanifes-
taatioksi [148, s. 879] ja Bellin alkuperdinen epéayhtélo (3.12) yleistyy suoravii-
vaisesti spin-S-hiukkasille [186]. Epayhtéloitd muotoillaan my6s yhteismittausten
todennédkoisyyksien avulla, silld korrelaatiot muodostetaan todennékoisyyksisté.
Kahdelle kuditille CGLMP-epdyhtils [79,185] on optimaalinen, CHSH-epéayhtalon
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"luonnollinen” yleistys [62, s. 060306-1]:

4/2-1] o

2> 1—-—— P(A1 =B PBi=A4 1
> kz:% ( d—l){{ (A 1+ k)+P(B; o+ k+1)+
P(Ao=Bs+k)+P(By= A1+ k)|—

+ P(A2 2+ k) + P(B2 1+ )} (3.31)

— |P(A1 = Bi —k— 1) + P(By = A5 — k)+

+P(A2:Bg—k—l)—i—P(Bg:Al—k—l)}}.

Yhtalossa (3.31) A;, B;, i = 1,2 ovat osajérjestelmille A ja B tehtavit mahdolliset
mittaukset. Mittaustulosten lukumééra yhdelle observaabelille on d ja [d/2 — 1]
tarkoittaa pyoristamistd alaspédin seuraavaan kokonaislukuun. Todennékoisyyksille
P(*) on voimassa

d—1
P(A,=By+k) =Y P(A,=j.By=j+k mod d). (3.32)

j=0
Tapaus d = 2 epayhtdlo redusoituu CHSH-epayhtaloksi. CGLMP-epayhtiloa
kéyttden voidaan osoittaa Gisinin teoreema [62,120] kahdelle kuditille (luku 3.6).
Tapausta (2,2,d) on mahdollista késitelld myo6s informaatioteoreettisten Bell-
tyypin epayhtaloiden avulla [47,48,223], jotka sopivat my6s ketjuttamiseen (luku

3.4.2), mutta eivit ole optimaalisia.

3.4.4 Bell-tyypin epayhtilot ja lomittumisen havaitsemisesta

Bell-tyypin epélokaalisuuden ja lomittumisen véilinen relaatio ei ole yksiselitteinen
sekoittuneille tiloille [154, s. 22]. Kun tehd&én projektiivisia mittauksia, on olemassa
sekoittuneita lomittuneita kvanttitiloja, jotka eivéit riko CHSH-epayhtaloa [70,245].
Lomittuminen on valttdm&aton, mutta ei riittdva ehto epilokaalisuudelle. Puh-
taille tiloille lomittuminen ja Bell-tyypin epéalokaalisuus kuitenkin ovat ekviva-
lentteja (luku 4.3). Lomittumisen havaitsemisen késittely suhteessa Bell-tyypin
epayhtéloihin on mielekésta, silld epayhtaloitd pystytddn testaamaan kokeellisesti.
CHSH-epéyhtélo kirjoitetaan operaattorimuodossa [49]

B=ry  d@(rg+1y) - G+1) - 7@ (rg—rg) - 4. (3.33)
Operaattorista B kdytetddn nimitystd Bellin operaattori [49, s. 3260], silld ope-
raattorin ominaistiloja ovat Bellin tilat (2.50). Operaattorimuoto on olemassa
jokaiselle standardimuotoiselle Bell-tyypin epayhtélolle [179,180]. Operaattorin B
avulla CHSH-epayhtéalo esitetdédn kompaktissa muodossa

(B) = Tr(p B) < 2. (3.34)

Bell-tyypin epayhtaloistd muodostettavat operaattorit liittyvat lomittumisindi-
kaattoreihin (luku 2.5.5). Kahden hiukkasen tapauksessa (ja muutamissa eri-
koistapauksissa) voidaan jokainen standardimuotoinen Bell-tyyppinen epéayhtilo
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muotoilla lomittumisindikaattorina [235, s. 321-323]. Esimerkiksi Bellin operaat-
toria B vastaava lomittumisindikaattori on W =21 — B, joka ei kuitenkaan ole
optimaalinen [150, s. 3]. Bellin tilaa [¢) = 1/2(]00) £ |11)) vastaava optimaalinen
lomittumisindikaattori on [150, s. 4]

1 3
W= 2:[:)0 (3.35)

jossa o9 = I ja 0y, i = 1,2,3 ovat Paulin matriisit. Tilanteessa (n,2,2) esimerkki
Bell-tyypin lomittumisindikaattorista on n:n kubitin Bell-Mermin-operaattori
[188,236]:

. 1 S . ,
By = 5 [ (of +i03) — Iy (o] — o3)] - (3.36)
Operaattorin By ominaisvektoreina ovat yleistetyt GHZ-tilat (2.95) valinnalla
a=1/v2=p[236,s. 324].

Jokaiselle lomittuneelle tilalle ei ole olemassa korrelaatiomuotoista Bellin epayhta-
164, jonka asettama raja ylittyisi [152,245], mutta lomittumisindikaattori annetulle
lomittuneelle tilalle 16ydetaéan aina [144]. Toisin sanoen Bell-tyypin epéyhtlot ope-
raattorimuodossa eivit havaitse kaikkia lomittuneita tiloja ja niitd voidaan pitda
epdoptimaalisina lomittumista havainnoivina tekijoina [150, s. 1-2], [148, s. 886].
FEi tiedeté, esiintyyko yhtéloiden rikkoutumista useamman hiukkasen sekoittuneille
lomittuneille tiloille [236, s. 315]. Epayhtalsilla on lomittumisen voimakkuuden
madrittdmisessd merkittavand puutteena se, ettd klassisen ylarajan ylittymisen
méaard on rajoitettu [154, s. 44].

Kéyttamalla sopivaa Bell-Mermin-operaattorin (3.36) spektraaliesitystéd [217] voi-
daan useiden (n > 3) puhtaiden tilojen lomittumista tarkastella operaattorin
By varianssin kautta [67]. Tuloksena on nelidmuotoinen epayhtélo, joka johtaa
maksimiarvo-ongelman ratkaisuun. Néin voidaan testata esimerkiksi yleistetyn
GHZ-tilan (2.95) lomittumista [67, s. 034306-2].

3.5 Bellin epiyhtiloiden kokeellisesta tutkimuksesta

Bell-kokeet testaavat lokaalia realismia, eivit kvanttimekaniikkaa [124]. Bell-tyypin
epédyhtéaloiden rikkoutuminen varmennettiin kokeellisella tutkimuksella ensimmaéi-
sen kerran vuonna 2015 [124,138,224]. Tutkimustulosten perusteella ei ole mielekés-
ta yllapitdd maailmankuvaa, jossa mitattujen korrelaatioiden selityksena olisivat
hiukkasten yhteisessd vuorovaikutuksessa alkunsa saaneet ominaisuudet, joita hiuk-
kaset “kantaisivat” mukanaan. Esimerkiksi lomittuneet fotonit satojen metrien
pédssi toisistaan tulee kasittdd yhdend, erottamattomana objektina. On mahdoton-
ta maarittad lokaali fysikaalinen teoria kummallekin fotonille erikseen [12, s. 190].

Bellin teoreeman [25] julkaisuhetkelld kvanttimekaniikka oli monelta osin kokeel-
lisesti paikkansa pitaviksi osoitettu teoria, mutta Bellin tuloksen testaamiseen
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suunniteltuja kokeita ei ollut tehty. Ensimméisena ei-klassista kéiytostd ilmentéa-
viné kokeena pidettiin Wu:n ja Shaknovin [40,252] koetta [154, s. 43], joka tutki
positronien annihilaatiossa muodostuneiden fotoniparien Compton-sirontaa ja pola-
risaatioiden korrelaatiota. Koe néytti fotoniparien lomittumisen, mutta ilmaisimien
alhaisen tehokkuuden vuoksi merkittavid johtopéétoksid ei voitu tehda [40].

Ensimmaisen Bellin teoreemaan pohjautuvan kokeellisesti testattavaksi sopivan
epayhtdlon ja hahmotelman fotoneja kayttaville kokeelle esittivit CHSH [76]
vuonna 1969. 1970-luvulta alkaen tehtiin useita kokeita [72,73,104], joiden tulokset
olivat yhtenevié kvanttiteorian ennusteiden kanssa yksittéisia poikkeuksia kuten
[142] lukuun ottamatta. Kokeet sisdlsivit myos selvid aukkoja (luku 3.5.5). 1980-
luvun jélkeen kokeita on toteutettu mm. polarisoiduilla fotoneilla [13,15,16,124,173,
211, 238], spin-1/2-hiukkasilla [138], loukutetuilla ioneilla [212], suprajohteilla [9],
kvanttitilojen vaiheen ja liitkeméaran avulla [143,181,208] sekd b-mesoneilla [126].

Rajoitutaan tarkastelemaan fotoniparien suurelle ensemblelle tehtyja Bell-kokeita.
Useampien hiukkasten vélisen lomittumisen kokeellinen tutkiminen (esimerkiksi
GHZ-kokeet [193]) on hankala ongelma kéytédnnossa, silld hiukkasten yhteishavait-
semisen todennakoisyys on verrannollinen yksittaisten ilmaisimien tehokkuuksien
tuloon [228, s. 44]. Alkuperéiselle EPR-argumentille muotoilluista kokeista rapor-
toi [210].

3.5.1 Fotonikokeiden perusteita ja historiaa

Fotonikokeet ovat Bell-kokeista todennékoisesti yleisimpia [228, s. 26]. Nakyvian
taajuuden alueen fotoneja mitataan tarkasti tavallisilla polarisaatioanalysaatto-
reilla. Tyypillisessa kokeessa (kuva 3.10) laservalo ja sitd seuraava kvanttioptinen
laitteisto muodostavat parin korreloituja fotoneja, joiden yhteinen pyorimismééara
on nolla ja jotka ovat lomittuneessa ympyra- tai lineaarisen polarisaation tilassa.
Fotonit liikkuvat riittdvan kauas toisistaan optisessa jarjestelmésséa ja saapuvat
mittauspisteille, jotka on haluttuun mittausasemaan. Lineaarisen polarisaation ta-
pauksessa fotonit havaitaan analysaattoreiden pystysuuntaisen tai vaakasuuntaisen
polarisaation kanavissa.

Kokeissa mitataan koinsidensseji todellisille koinsidenssipareille?® eli kahteen il-
maisimeen ldhes samanaikaisesti tarpeeksi pienen aikaikkunan sisdan saapuneita
fotoneja. Koinsidenssimittausten statistiikkaa verrataan kvanttiteorian ennustei-
siin [19, s. 136]. Yksi keino 16ytaa koinsidenssit on tarkastella dataa mittausten
suorittamisen jilkeen, asettamalla aikaleima jokaiselle fotonille havaitsemishetkell&
ja vertaamalla keskendén aikaleimoja kahden tai useamman ilmaisimen valilla [244].

29. Todellinen koinsidenssi tarkoittaa samassa fysikaalisessa prosessissa (hajoaminen, sironta)
muodostuneiden ja emittoituneiden korreloitujen fotonien aiheuttamaa koinsidenssia. Mittalait-
teiston epatiydellisyydestd johtuen osa havaituista koinsidensseista ei ole todellisia korreloituja
fotonipareja, vaan vahinkoja, jotka voidaan vahentédd tai olla vihentdmattd mittaustuloksista
riippuen tulosten analysoinnissa kéytettdvistd menetelmisté ja fotonildhteen ominaisuuksista.
Vahinkojen jakauma on ajan suhteen erilainen kuin todellisten koinsidenssien jakauma, joka
esimerkiksi kaskaadiemissiokokeissa noudattaa eksponentiaalista hajoamislakia.
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Fotonikokeet jaetaan kahteen paaryhmaéan kokeissa kéytetyn hiukkaslahteen mukai-
sesti: kaskaadiemissiokokeet ennen 1980-luvun loppua ja spontaanin parametrisen
alaspdin konversion (SPDC) kokeet 1980-luvun lopulta eteenpéin. Yleisimmaét ko-
keellisen tutkimuksen tulosten analysoinnissa kaytetyt epayhtdlot perustuvat joko
CHSH-epéyhtéloon (luku 3.3.2) tai CH-epayhtéloon (luku 3.3.3).

3.5.2 Ensimmaisista kaskaadiemissiokokeista

Kokeissa kuten [13,15,16,73,104] kdytettiin korreloitujen fotoniparien ldhteené
kaskaadiemissiota kalsium- tai elohopea-atomeista (kuva 3.5). Atominen hajoa-
minen, jossa kaksi fotonia emittoituu, on kolmen kappaleen prosessi, jossa toisen
fotonin suhteellinen suunta ensimmaéisen fotonin suhteen voi olla mité vain (taydel-
linen epdvarmuus). Ainoastaan pieni osa fotoneista havaitaan ilmaisimilla ja tésté
aiheutuu kéytannon ongelmia [237, s. 10], erityisesti havaitsemisaukko (luku 3.5.5).
Tilanne eroaa paljon Bellin artikkelin [25] tilanteesta, jossa kaikki emittoituneet
hiukkaset ja niiden parit havaitaan seké tiedetdin, ettd hiukkaspari on emittoi-
tunut [74, s. 85]. Kaskaadiemissiota kayttévissa kokeissa voi myo6s tapahtua niin,
ettd toinen fotoni emittoituu (ja havaitaan) ilman ensimmaéistéd fotonia [228, s. 30].
Havainnoissa on myo6s taustaséteilya, joka ei ole peraisin eksponentiaalisesta viri-
tystilan purkautumisesta (todellisten koinsidenssien vélinen aikaero kasvaa ajan
kuluessa) ja on ldhes lineaarista. Kaskaadiemissiota hyédyntavien fotonikokeiden
periaatteet on kuvattu artikkelissa [73].

Mittaukset olivat 1970-luvulla teknisista syista tyolaita toteuttaa [74, s. 81-82].
Kokeissa kaytettiin yhden kanavan polarisaatioanalysaattoreita, joissa vain toinen
polarisaatiosuunta ra tai rg pédsee lapi ja ortogonaalinen suunta ei. Mitatut suu-
reet olivat epétéydellisia koinsidenssisummia +1-kanavissa eli muotoa Ry (ra,rp),
vrt. yhtélot (3.37) ja (3.38). Jos fotonipari emittoituu ja toisella analysaattorilla
ei havaita fotonia, ei voida tietdd, onko toinen fotoni hévinnyt heikkotehoisel-
ta ilmaisimelta vai onko polarisaattori estdnyt sen kulun. Jalkimméainen tapaus
tarkoittaisi onnistunutta polarisaatiomittausta, edellinen ei. Koinsidenssisummia,
kuten R;_ ja R_,, ei voitu mitata suoraan vaan tarvittiin lisimittauksia, joissa
yksi tai molemmat polarisaattorit oli poistettu [16, s. 91-92].

Ensimmaéisen kokeellisen epdyhtélon johti CHSH [76]. CHSH oletti, ettd emittoi-
tuneiden fotonien yhteishavaitsemisen todennékoéisyys on riippumaton analysaat-
torien suunnista eli havaittu ensemble kelpaa edustamaan kaikkia emittoituneita
tarkasteltavien aallonpituuksien fotoneja (jakauma on tasapuolinen), luku 3.5.5).
Tastéd syystd CHSH-muotoista epayhtéilod kayttavissia kokeessa tarvitaan erittdin
tehokkaita ilmaisimia. Lisdksi oletettiin, ettd kun fotoni kohtaa polarisaattorin,
fotoni joko lapéisee sen tai ei lapaise eli fotoni on "hiukkasmainen” (luku 3.3.3).
Edelliset oletukset koskevat kaikkia kokeita, jotka kéyttdavat CHSH-muotoista
epéayhtaloa.

CHSH:n ehdotelmassa epéayhtdlon (3.21) odotusarvot eli korrelaatiokertoimet
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Kuva 3.5: Kokeissa [13,15,16] kiytetty kaskaadiemissio kalsiumatomista [15,
s. 461]. Atomit "pumpattiin” selektiivisesti korkeammalle energiatasolle absor-
boimalla fotonit vx ja vp, viritystila purkautui ja polarisaatiokorreloituneet
fotonit v ja vo emittoituivat perdkkéin. Kalsiumatomilla on perustilassa uloim-
malla 4s -orbitaalilla kaksi elektoria, spinit vastakkaisiin suuntiin (singlet-tila).
s-orbitaali on ympyrdsymmetrinen eli kokonaispyorimismééra J on nolla, tilaa
merkitidn 4s?'S, missi 'S, tarkoittaa singlet-tilaa, jolle L = 0 ja alaindeksi 0
viittaa arvoon J = 0. Kun perustila viritetdéan, saadaan L = 1 eli yksi elektori
siirtyy 4 s -orbitaalilta 4 p -orbitaalille ja viritystila on 4s 4p 'P,, missi P viittaa
arvoon L = 1 ja vastaavasti alaindeksi 1 arvoon J = 1. Mikéli edelleen virite-
tddn 4s-orbitaalille jadnyt toinen elektroni 4 p -orbitaalille, konfiguraatioksi tulee
4p?, joka antaa kolme mahdollisuutta yhdistéé pyorimismédrit. Yhdessé niisté
saadaan L = 0, S = 0 jolloin J = 0 ja tilaa merkitaén 4 p? 1SO. Jos tila tuote-
taan laboratoriossa, se kéy ldpi nopean kaskadiemission tilan 4s 4p 1P1 kautta
perustilalle 452180 ja emittoituu kaksi fotonia. Nettopyorimisméara parille on
0, silla J muuttuu 0 — 1 — 0 ja fotonit ovat vastakkaisissa polarisaation tilois-
sa. Transitiossa 4p2IS0 —4s4p 1P1 on ensimmadisen fotonin 14 aallonpituus
551,3 nm (vihred) ja transitiossa 4s 4p P, — 4s2'S; toisen fotonin vy aallon-
pituus 422, 7 nm (sininen) [19, s. 140-141]. Kaskaadiemission matematiikkaa on
kasitelty artikkeleissa [75, s. 529] (J=010) ja [107] (J=110). Tyypillisiad kokeissa
kaytettyja alkuaineita ovat mm. Ca ja Hg.
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E(ra,rp) ovat muotoa

Nii(ra,rg) — Ny_(ra,rB) — N_y(ra,rg) + N__(ra,rB)
Nyi(ra,rB) + Ny (ra,rB) + Ny (ra,r) + N__(ra,rB)’

E(ra,rp) = (3.37)
jossa Ny_(ra,rp) tarkoittaa niiden emittoituneiden fotoniparien lukumééraa, joilla
on ensimmaéiselle fotonille vertikaalinen polarisaatio (tai spin ylospéin) ja toiselle
fotonille horisontaalinen polarisaatio (tai spin alaspain). CHSH johti kokeellisesti
testattavan epayhtélon [76, s. 882], [228, s. 22-23]:

[R(a) — R(a+B)[+ RO+ RB+7) —Ri - R _ (3.38)
Ro - '

Kulmavalinnoille suhteessa yhtaloon (3.21) pitee « = rg —rp, f = r¢ — rp,
v = rg—rp. Termit R(*) kuvaavat asetuksella % analysaattorilla havaittua osumien
lukumééaria: Ry on osumien lukumaéra, kun molemmat polarisaattorit on pois-
tettu (kaikki havaitut fotonit erillisessé mittauksessa), R; kun polarisaattori 1 on
poistettu ja Ry kun polarisaattori 2 on poistettu. Huomaa, etté aina N (x) > R(x).
Suurin epéayhtédlon (3.38) "rikkoutuminen” havaitaan kulmavalinnoilla o = 7/8,
B =m/4ja~y = Tr/8, jotka vastaavat polarisaattorien suhteellisia orientaatiota /8
ja 3m/8. Néitd kulmien arvoja kdyttden voidaan johtaa kaskaadiemissiokokeiden
tulosten analyysissd kédytetty Freedmanin yhtdlo [104, s. 939], [228, s. 23]:

|[R(m/4) — R(3m/4)|
Ry

1
< - :
<1 (3.39)

3.5.3 Aspectin ryhmin fotonikokeista

Aspect, Dalibard, Grangier ja Roger [13,15,16] tekivat 1980-luvun alkupuolella
kokeita, jotka perustuivat CHSH:n [76] ehdotelmaan. Kokeiden sanottiin olevan
ensimmaéinen luotettava testi Bellin epdyhtéloiden rikkoutumiselle [148, s. 867].
Kokeissa mitattiin selektiivisesti viritettyjen3? kalsiumisotooppien *°Ca tuottamien
kaskadiemissiofotonien lineaarisen polarisaation korrelaatioita (kuvat 3.6 ja 3.7).
Aspectin kokeiden mittalaitteiston yksityiskohdista kuvaus on teoksissa [14,19]
ja [199].

Kokeessa [16] mitattiin ensimmaéista kertaa kaikki korrelaatiokertoimen (3.37)

suureet?!

eli neljé erilaista koinsidenssisummaa yhdelld mittausajolla. Tahan kay-
tettiin neliosaista koinsidenssien mittaustekniikkaa ja kahden kanavan polarisaa-
tioanalysaattoreita. Mittaus oli muodoltaan lahempénd EPRB:t4 (luku 3.1.3) kuin
aiemmat Bell-kokeet. Mittaukset toistettiin neljille eri kulmavalinnalle, jolloin
testattiin suoraan epayhtdlod (3.23). Mittaustuloksista havaittiin, ettd polarisaatto-
rien orientaation muuttaminen ei muuttanut havaitun ensemblen kokoa [16, s. 92].

Koe sulki lokaalisuusaukon (ii) (luku 3.5.5), mutta jatti auki havaitsemisaukon

30. Aspect, Grangier ja Roger [15] kiyttivit krypton-ionilaseria seki sdadettavaa laseria (dye
laser), joilla oli yhdensuuntaiset polarisaatiot ja sdddettava laser oli sdddetty resonanssiin ensim-
maéisen kanssa. Kapea resonanssialue mahdollisti selektiivisen virittdmisen [15, s. 461].

31. Korvataan emittoidut fotonit N (x) kokeellisilla suureilla R(x) eli havaituilla fotoneilla.
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(i) [154, s. 43]. Koe rikkoi CHSH-epayhtélon yliarajaa noin neljinkymmenen keski-
hajonnan verran, huomattavasti enemmén kuin aiemmat kokeet [228, s. 24], siitd
huolimatta ettd ilmaisimina kaytettyjen valomonistimien tehokkuudet olivat mata-
lia. Saavutettu CHSH-epéayhtélon ylarajan ylitys oli noin 83 % maksimiarvosta
V2 (Tsi’relsonin raja, luku 3.3.2). Kuvassa 3.7 on esitetty fotonipolarisaatioiden
korrelaatio mittauskulman funktiona seké vastaava kvanttiteorian ennuste.

Vo "%
P.M. < S P.M.
v @ “(5’ 7
L } | B
R v
z z
HSingles Singles |

Coincidences

Kuva 3.6: Kokeen [16] laitteisto. Fotonilahteena kéytettiin kalsiumisotoopin
*0Ca kaskaadiemissiota (kuva 3.5). Polarisaattorit ovat kuutioita, jotka valmis-
tettiin yhdistdmaélla kaksi prismaa ja niiden vélissd oli ohut dielektrinen kalvo.
Kukin polarisaattori asennettiin pyoritettavian mekanismiin, johon liittyi myos
fotoilmaisin: tastd kdytetddn nimitysta polarimetri. Fotoilmaisimen edessé on
aallonpituuden suodatin (422 nm tai 551 nm) [16, s. 92-93]. Koinsidenssi-ikkunan
koko 20 ns on suuri verrattuna keskiméaréiseen kaskaadin tilan elinaikaan 5 ns,
joten kaikki todelliset koinsidenssit havaittiin. Vahingossa tapahtuneet koinsidens-
sit padteltiin yksittdisten havaittujen fotonien summista (singles rates) [16, s. 93].
Kyseessé oli ensimméinen koe, jossa mitattiin kaikki korrelaatiokertoimessa (3.37)
esiintyvat suureet yhdelld kerralla. Mittaukset toistettiiin neljalle eri kulmavalin-
nalle.

Bell [28, s. C2-57] mainitsi, ettd aika tulisi sisillyttdd lokaalia realismia testaaviin
kokeisiin. Aspectin tutkimusryhmé konstruoi tatd varten ensimmaéisen pyorivia ana-
lysaattoreita kiyttavin kokeen [13]. Aiemmissa fotonikokeissa kiytettiin staattisia
koejarjestelyja, joissa polarisaattorit pysyvét paikallaan mittausajojen aikana ky-
seenalaistaen lokaalisuusoletus (§). On mahdollista muotoilla piillomuuttujamalleja,
joissa mittalaitteet valittavat toisilleen valoa hitaampia signaaleja ennen mittaus-
ten aloittamista ja hiukkaselle A mitattu tulos (tai valittu mittausorientaatio)
voisi vaikuttaa hiukkaselle B saataviin tuloksiin [13, s. 1805]. Kokeessa [13] kédytet-
tiin vesihauteessa etenevid periodisia déniaaltoja valon diffraktioon ja taajuuden
siirtoon (Dopplerin ilmi6). Akusto-optinen kytkin [128] vaihtoi kahden polarisaat-
torin valilla [13, s. 1805], kuva 3.8. Valo sirosi liikkkuvilta tasoilta vesihauteessa
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Kuva 3.7: Aspect et al. kokeen [16, s. 93] tuloksia. Tummat suuret pisteet
nédyttavat mitatut fotonipolarisaatioiden korrelaatiot mittauskulmille aap =
w/8,7/6,m/3 ja 3m/8. Katkoviivalla on merkitty kvanttimekaniikan ennuste
mittaustuloksille.

etenevien didniaaltojen seurauksena3? Kun kytkin oli pois pailtd, fotonit etenivit
suoraan (suunnat ra ja rg) ja kun kytkin oli paalld, ensimméisen kertaluvun
diffraktion suuntaan (suunnat r’y ja rj). Korkeamman kertaluokan diffraktioihin
menevé osuus valosta oli merkityksettomén pieni [13, s. 1806]. Analysaattorien
valilla vaihto tapahtui noin 10 ns vilein ja keskiméérdinen kaskaditilan elinaika oli
5 ns. Signaalin kulkemiseen vaadittava aika mittauspisteiden valilla oli 40 ns eli
havainto paikassa A ja mittausorientaation vaihtuminen paikassa B tapahtuivat
nopeammin kuin valo ehtisi kulkea paikasta A paikkaan B.

Kokeen [13] havaittiin ristiriita LHVT:n ja kvanttiteorian vélilld (noin 5 keski-
hajontaa). Ongelmana oli yhden kanavan polarisaattorien kayton lisidksi se, ettéd
polarisaattioanalysaattoreiden vaihto ei ollut satunnaista vaan kvasiperiodista:
laitteen asetukset eli ”tila” oli ennustettavissa jo muutaman vaihtojakson jal-
keen [209, s. 15]. Lisdksi analysaattorien vélimatka oli liian lyhyt, jotta ne olisi
voitu alustaa satunnaisesti [12, s. 190]. On my6s huomautettu, etté pyorivilld analy-
saattoreilla toteutetut kokeet vain siirtavét lokaalisuusaukon (ii) mittauslaitteiston
osalta toiselle ratkaisematta itse ongelmaa [74, s. 95].

32. Kytkimend toimiva seisova ultradéniaalto luotiin interferenssiaaltona laittamalla molempiin
vesihauteen péihin pietsoelektrinen muuntaja, joka tuotti pdinvastaisiin suuntiin etenevia déaniaal-
toja 25 MHz taajuudella. Kytkimen kaytto oli ekvivalenttia sen kanssa, etté polarisaattoreiden
orientaatiota olisi muutettu hyvin nopeasti.
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Kuva 3.8: Akusto-optinen kytkin kokeessa [13]. Molemmissa péissi vesihaudetta
oli pietsoelektrinen muuntaja, joka loi déniaaltoja taajuudella 25 MHz. Saapunee-
seen fotonivirtaan kohdistuva seisovan ultradéniaallon taajuus oli noin 50 MHz
ja se kéinsi fotoneja Braggin kulman g = 3 - 1072 rad verran.

3.5.4 SPDC-fotonikokeista

Kaskaadiemissiolahdetté kayttiden ei voida osoittaa lokaalin realismin ja kvant-
timekaniikan yhteensopimattomuutta. Suurempi ilmaisimien tehokkuus vaatisi
suuremman avaruuskulman kayttoa ja kaskaadiemission aikaansaamat polarisaatio-
korrelaatiot heikkenevét suuremmalla avaruuskulmalla (yhtélo 4 artikkelissa [76]).
1980-luvun lopulla siirryttiin kdyttamaan spontaania parametrista alaspdin kon-
versiota [56,115,167,225] (SPDC, my6s parametrinen sironta) [172, s. 108-109]
korreloitujen fotoniparien luomiseksi.

733 ultravio-

SPDC:ssé& monokromaattista laservaloa tuottavan ldhteen eli "pumpun
lettiséteilyn taajuusalueen fotonit (taajuus wp) osuvat kiteeseen ja osa fotoneista
spontaanisti jakautuu pareiksi infrapunaséteilyn taajuusalueen fotoneja, joilla on
alemmat taajuudet kuin laser-fotoneilla (w; ja wz). Ne emittoituvat kiteen pinnalta
pienen aikaikkunan (noin 100 femtosekuntia [172, s. 10,25]) ja pienen kulmakorre-
laation (jopa pienempi kuin 1 mrad [172, s. 109]) sisdén. Emittoituneiden fotonien
(lineaariset) polarisaatiot ovat voimakkaasti korreloituneet, kuten myés fotonien

liikeméarat ja energiat.

SPDC:ta kayttavissd kokeissa fotonit etenevit hyvin méériteltyihin suuntiin, joten
kukin ilmaisin pystyy havaitsemaan koko fotonisuihkun ilman, ettd kvanttimekaa-
nisessa korrelaatiofunktiossa tapahtuu merkittavaa haviota [47, s. 32-33]. SPDC
on toisaalta erittdin tehoton prosessi, silli noin 10'° pumpun fotonia tarvitaan
yhden sopivan korreloidun fotoniparin luomiseen [237]. Periodisella rakenteella

33. Voidaan kayttda joko jatkuvaa tai pulssimaista laseria. Jalkimmaéinen on tarpeen, jos halutaan
méaérittad tdsmélleen fotoniparien muodostusajankohta [237, s. 11].
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(periodically poled) valmistettu kide voi olla useita kertaluokkia tehokkaampi.

SPDC:té esiintyy mm. ei-keskeissymmetrisissd kiteissé, joissa on kahtaistaittoa
yhden akselin suhteen (birefringence) eli erilaiset aallonpituudet taittuvat eri
maédrdn kulkiessaan kristallin 1api [209, s. 115-117], [239, s. 166]. Esimerkiksi KDP-
kristalli eli kaliumdivetyfosfaatti KHyPO, [172, luku 2] tai litiumjodaatti LilO4
on tavallinen tyypin I konversiossa®*, beeta-bariumboraatti BBO kuten BaB,O,
tai kalium-titaani-fosfaatti ppKTP kuten KTiOPO, tyypin II konversiossa (kuva
3.9) [172, Liite D1]. SPDC:ssé energia ja litkeméaara séilyvit seuraavasti:

wo = w1 + wo, (3.40a)
ko = k; + ko. (3.40Db)
Yhtélossa (3.40a) ja (3.40b) indeksi 0 viittaa pumppuun, indeksi 1 ensimmaéiseen
fotoniin ja indeksi 2 toiseen fotoniin. Ehdosta (3.40b) kdytetddn myos nimitysté

vaihetekijoiden yhteensovittaminen [172, s. 18,256]. Tarkemmin PDC-kokeiden
kuvailusta yhtdlomuodossa raportoi [24].

Kuva 3.9: Skemaattinen kuva ei-kollineaarisesta tyypin II SPDC-prosessista
[237, s. 13]. Vertikaalisen polarisaation fotonit kuuluvat ylempéain kartioon ja
horisontaalisen alempaan. Korreloidun fotonit ovat sddekartioiden vastakkaisilla
puolilla.

CH-epéyhtélo (luku 3.3.3) ja sen kanssa ekvivalentit epayhtélot, kuten esimerkiksi
Eberhard-epayhtalot [91, 124], eivéit kdyta tasapuolisen jakauman oletusta. Ne
ovat hyodyllisid aukottoman Bell-kokeen suunnittelussa ja analyysissé (luku 3.5.5).
Eberhardin epayhtélossa ovat mukana myo6s tapahtumat, joita ilmaisimet eivat
havaitse. Epayhtalé on muotoa

Roe(rAa rB) + Rou(rAa 1‘13) + Reo(riAa I'B)‘|‘
+ Ruo(rlAa I'B) + Roo(ran rig) - ROO(rA7 I'B) > 0.

Epéayhtélossa (3.41) todennékoisyyksien tai odotusarvojen tilalla ovat fotonien
havaitut maarat R,,(*). Alaindeksit = ja y vastaavat erilaisia havaintoja: o =

(3.41)

34. Tyypin I konversiossa emittoituneiden fotonien polarisaatiot ovat yhdensuuntaiset, tyypin
IT konversiossa kohtisuorat toisiinsa ndhden. Lineaarisen polarisaation tiloista voidaan muokata
A/4-levylld korreloituja ympyréapolarisoituneita tiloja.
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tavallinen polarisaatioside (ordinary ray), e = epédtavallinen polarisaatioside (ext-
raordinary ray) ja u = kadonnut fotoni (undetected). Eberhard oletti, ettd havait-
simien tehokkuus on vakio ja tiedetdédn. Nain voidaan optimoida kvanttitila, jolle
havaitaan maksimaalinen lokaalirealistisen teorian ennustaman ylérajan rikkou-
tuminen. Epédideaalisella havaitsemistodennékoisyydelld maksimaalinen ylarajan
rikkoutuminen tapahtuu ei-maksimaalisesti lomittuneelle tilalle, joka on muotoa

1
Kirjaimet H ja V viittaavat fotonien horisontaalisen ja vertikaalisen lineaarisen
polarisaation tiloihin. CHSH-epayhtélod kaytettdessa ilmaisimen tehokkuuden
tulee olla suurempi kuin 82,8 % maksimaalisesti lomittuneille tiloille, mutta
Eberhard-epayhtaloa kiytettaessa vahintdan 66,7 % sopivasti valitulle Eberhard-
tilalle [91, s. 47].

Giustina et al. [124] kdyttivit Eberhard-muotoista epayhtdlod aukottomassa Bell-
kokeessa vuonna 2015. Koe sulki samanaikaisesti viisi mahdollista kokeellisen tut-
kimuksen aukkokohtaa (luku 3.5.5). Keskeisté kokeen suunnittelussa oli varmistaa
ennen mittausten tekemista, ettd laitteisto pystyy sulkemaan aukot, silla kaikkia
aukkoja ei nahda mittausdatasta jalkeenpéin tarkastelemalla. Yksinkertaistettu
skemaattinen esitys kokeen [124] laitteistosta on kuvassa 3.10. Térkeimmét mitta-
laitteiston osat ovat monokromaattinen laserldhde (LD), Sagnac-interferometri si-
saltden kiteen kuten esimerkiksi ppKTP, kvantti-satunnaislukugeneraattori (RNG)
ja siihen liittyvé elektroniikka (FPGA), elektro-optinen modulaattori (EOM), pola-
risoiva siteenjakaja (PBS), tarkka ja tehokas ilmaisin (TES / SQUID), tarvittavat
optiset elementit (OP) ja kaapelit seké datankeruu ja siihen liittyvé elektroniikka
(PC,DI). Mittalaitteiston yksityiskohtiin ei perehdyté tutkielmassa tarkemmin.

3.5.5 Kokeellisen tutkimuksen puutteita

Bellin epéayhtéloita verifioivissa kokeissa on historiallisesti ollut useita aukkokohtia
(loophole). Seuraavassa niisté kolme térkeintd. Kaikki Bell-kokeet nojaavat tiettyi-
hin oletuksiin, joita ei voida kokeellisesti varmentaa, kuten superdeterminismi.

(i) Havaitsemiseen liittyva aukko (Detection loophole) [75]. Havaitun hiuk-
kasen vastakappaletta eli lomittuneen parin toista hiukkasta ei aina
havaita, eli osa hiukkasista katoaa ilmaisimilta. Tamé& on tyypillista
fotonikokeissa. Oikeat polarisaattorianalysaattorit eivét ole tdydellisia
eiviatkd valitd ilmaisimille kaikkia fotoneita, jotka niihin saapuvat.
Polarisaattorien lapaisyominaisuudet voivat riippua niiden orientaa-
tiosta [19, s. 136]. Ilmaisimien alhainen tehokkuus vaatii paételmien
tekemiseksi lisdoletusten kéyttoa [183, s. 385]. Havaittujen hiukkasten
madara voi olla erittdin pieni verrattuna kaikkien emittoituneiden hiuk-
kasten lukumadrdédn [209, s. 14], eli oletetaan tasapuolinen jakauma
(fair sampling). Oletuksen muaan emittoituneen hiukkasparin yhteis-
havaitsemisen todennékoisyys on riippumaton analysaattorien suun-
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Kuva 3.10: Yksinkertaistettu skemaattinen kuva modernista fotonikokeesta [124,
s. 250401-3]. Aluessa I ovat pulssitettu 405 nm aallonpituudella toimiva laser-
lahde LD ja laserin késittelyyn liittyva optiikka OPy, johon kuuluvat mm. A/2-
ja A/4-aaltolevyt, Braggin diffraktiohila, polarisaattori seki peilejé ja linsseja.
Vastaavasti OP, sisdltaéd joukon optisia elementtejd, mm. taajuussuotimen ja
aaltolevyn. Kaikki optisia elementtejé ei ole merkitty kuvaan nikyviin. Alueessa
IT on polarisoiva sidteenjakaja PBS ja Sagnac-tyyppinen interferometri, jonka
keskelld ppKTP-kristallia "pumpataan” molemmista suunnista laserilla. Néin luo-
tiin polarisaatiokorreloituja fotoneja tyypin II SPDC-prosessissa. Puoliaaltolevy
HWP vaihtoi horisontaalisen ja vertikaalisen polarisaation valilld. Toinen fotoni
johdatettiin puolildpéisevin peilin DM kautta Mittaus2-laitteistolle, joka on ident-
tinen kuvassa esitetyn laitteiston Mittausl kanssa. Mittauspisteiden vélimatka
oli noin 58 metrid. Kohdassa III fotoni saapui satunnaislukugeneraattorin RNG
ja erikoiselektroniikan FPGA ohjaamaan elektro-optiseen modulaattoriin EOM,
joka sisélsi polarisaattorin ja valitsi sopivan mittausorientaation. EOM:n lapéis-
syt fotoni ohjattiin polarisoivan siteenjakajan PBS kautta aika-arvomoduuliin
TTM, joka rekisterdi fotonin saapumisajan sekd noin 100 mK:n lampdétilaan
jadhdytetylle ilmaisimelle TES. Ilmaisimen antaman signaalin vahvistukseen
kaytettiin mm. SQUID:a ja vahvistinelektroniikkaa, jonka jélkeen havainnot di-
gitoitiin (DI) ja tallennettiin paikallisen tietokoneen PC kiintolevylle. Huomaa,
ettéd sekd laserldhde LD, satunnaislukugeneraattori RNG, elektroniikka FPGA,
aika-arvomoduuli TTM ja digitointielektroniikka DI on synkronoitu samalla kel-
lolla Clk. Alkuperéinen, tarkempi kuva koejérjestelysta on artikkelissa [124] kuva
1.
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nista ja havaittu ensemble kelpaa edustamaan koko emittoitunutta
ensemblea [228, s. 22]. Oletuksen paikkansapitdvyytta ei ole osoitettu
kokeellisesti [228, s. 27]. Havainnoitavien hiukkasten valinta mittaus-
ten tekemisen jilkeen (postselection) voi jopa ndyttédd, ettd tietyt
lokaalit kvanttitilat olisivat epalokaaleja [119, s. 155]. On mahdollista
muotoilla lokaali piilomuuttujamalli, joka tuottaa jiljelle jadneesta
datasta kvanttimekaniikan antamat ennusteet mittaustuloksille [196].
Loukutettuja ioneja kdyttényt koe [212] sulki havaitsemiseen liittyvan
aukon, mutta jatti avoimeksi lokaalisuuteen liittyvin aukon (ii), silla
kokeessa kéytetyt ionit olivat vain muutaman mikrometrin paassa
toisistaan. Ensimméinen fotonikoe, jossa havaitsemisaukko suljettiin,
oli [123].

(ii) Lokaalisuuteen liittyvd aukko (Locality loophole) [13] tai viestinté-
aukko (communication loophole) [228, s. 36] tarkoittaa, ettd tulos-
riippumattomuus TI ja parametririippumattomuus PI (luku 3.2.3)
ovat voimassa. Tiukka relativistinen separaatio hiukkasten vélilla
Bell-kokeissa saavutettiin ensimmaéisen kerran kokeessa [244], mutta
mittauksissa kaytettyjen ilmaisimien tehokkuudet olivat liian matalia
sulkemaan havaitsemiseen liittyvan aukon samalla [52, s. 220403-1].
Kokeet [244] ja [238] osoittivat, ettei lomittuminen katoa pitkilldkéén
etaisyyksilla3®.

(iii) Valinnan vapauteen liittyvd aukko (Freedom of choice loophole) [218].
Lomittuneiden hiukkasten ldhde voi jollakin tavalla kommunikoi-
da ilmaisimien kanssa ja tdten vaikuttaa mittaustuloksiin. Téaten
oletetaan, ettd mittausorientaatiot voidaan valita vapaasti tai sa-
tunnaisesti ilman, ettd muu jarjestelmin osa vaikuttaa valintaan.
Valinnan vapauden aukon sulkemiseksi kiytetadn nopeita kvantti-
satunnaislukugeneraattoreita [218].

My6s muita mahdollisia aukkoja on olemassa mm. aika-samanaikaisuusaukko ja
muistiaukko [124]. Aukottoman Bell-kokeen suorittaminen oli kiinnostavaa useasta
syystd. Koe kertoi, ettei luontoa kvanttitasolla voida ajatella lokaalirealistisen
todellisuuskasityksen kautta. Kvantti-informaatioteoriassa kvanttiviestinnén proto-
kollien turvallisuus perustuu aukottomuuteen [52, s. 220403-1]. Hensen et al. [138]
suorittivat ensimmaéisen aukottoman Bell-kokeen vuonna 2015 kéyttden timanttien
spineja. Kokeen tilastollinen merkitsevyys oli p = 0,039 ja parempi p-arvo on
saavutettu mychemmissé kokeissa, kuten esimerkiksi [211].

35. Schrodinger ja W. Furry [108,220] paéttelivit 1930-luvulla toisistaan riippumattomasti, etté
lomittuminen katoaisi, kun hiukkasten vilimatka kasvaa riittavisti [74, s. 68]. TAméa ei pida
paikkaansa [238,244], tosin hyvin pitkilld matkoilla (useita satoja kilometrejd) tarvitaan erityisid
kvanttitoistimia [97].
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3.6 Gisinin teoreema kahdelle hiukkaselle

Gisinin teoreema on perustulos, joka nayttda mahdollisuuden soveltaa Bell-tyypin
epayhtilsitd lomittumisen teoreettiseen kisittelyyn. Alkuperiinen teoreema36
[59,118] kahdelle kubitille osoitti, ettd sopivasti valituille projektiivisille mittauksille
ainoat puhtaat tilat, jotka eivit riko CHSH-epéayhtédloa (3.23), ovat tulotiloja
[148, s. 878]. Vastaava tulos pétee kahdelle sekoittuneelle kubitille [147]. Gisin ja
Peres [120] yleistiviat puhtaiden tilojen todistuksen kahdelle kuditille. He totesivat
myos, ettd spinin S singlet-tilaan preparoidut kaksi hiukkasta rikkovat CHSH-
epayhtalod maksimaalisesti mielivaltaisen suurelle arvolle S eli suuret kvanttiluvut
eivit takaa jarjestelmén klassista kdyttdytymistd. Teoreema "formalisoi intuition’
sille, ettd lomittuminen on vain kvanttimekaaninen ilmi6 [194, s. 8.

)

Seuraavassa esitetdén todistus kahdelle kuditille, joka seuraa artikkelia [120] seka
kirjaa [199, s. 175-176]. Vaihtoehtoinen todistus kayttiden CGLMP-epayhtaloa
(3.31) tehtiin artikkelissa [62]. Gisinin teoreeman yleistys tapaukseen, jossa ku-
bitteja on n kappaletta yleistetyssd GHZ-tilassa (2.95), kiydadn lapi luvussa
4.3.

Olkoon |¢p) € Cp ® Cp, dim(Cp) = d = dim(Cp). Jos |¢)) on lomittunut, on
olemassa observaabelit A ja B seké niitd vastaavat operaattorit A ja B siten,
ettd operaattorin A ® B ominaisarvot ovat +1 ja yhteysmittauksen korrelaatiot
rikkovat CHSH-epéyhtaloa

[E(ra,rB) — E(ry, rB)| + E(ra,rp) + E(ry, 1) < 2 (3.43)

Yhtilossd (3.43) on E(ra,rp) = (A® B). Kirjoitetaan |¢)) Schmidtin hajotelman
(2.101) avulla muodossa

d

) =D oilia)lin), (3.44)

i=1

missi {|ia)} ja {|ig)} muodostavat observaabeleita A ja B vastaavat ortonormaalit
kannat avaruuksiin Cp ja Cp. Valitaan koordinaatisto ja kantatilojen vaihetekijéat
siten, ettd o; € R kaikilla 7 ja numeroidaan kertoimet o; jarjestykseen o1 > o9 >
<o > 04-1 > 0g > 0. Myohemmin yhtdlossé (3.46) méaariteltavien observaabeleiden
valinta riippuu nain tarkasteltavasta tilasta |¢). Olkoot I'; ja I's matriiseja, joiden
diagonaalilla ovat vastaavat Paulin matriisit oy ja o3 eli

[cy O O -+ 0 o3 0 0 --- O
0O o0 0 - 0 0 o3 0 - 0
N .0 S S |

0 0 -+ 0 o 0 0 - 0 o3

36. Teoreeman kahdelle kubitille osoittivat Capasso, Fortunato ja Selleri [59] vuonna 1973, mutta
tulos sai nimensé Nicolas Gisinin [118] muotoillessa hieman elegantimman todistuksen 1991.
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Jos d on pariton, valitaan (I's)gq = 0 ja méaritellidn matriisi II, jonka ainoa
nollasta eroava elementti on Ilz; = 1. Jos d on parillinen, I = 0 kaikkialla.
Madritelladn operaattorit A(«) ja B(f) muodossa

A(a) =Tysina+Tscosa + 11

) (3.46)
B(p) =Tisinf+T'scos g+ 11

Seuraavassa kaytetddn lyhennysmerkintojé sin a = s, ja cosa = cq.

3.6.1 Ominaisarvot A(a) ja B(j)

Olkoon d parillinen. Blokkimatriiseissa A(a) ja B(j) sama blokki toistuu kahden
indeksin jaksoissa. Kehittidmélld determinantit det[A(a) — o 1] ja det[B(8) — o]
havaitaan, ettd matriisien ominaisarvot ovat samat kuin yhden blokin ominai-
sarvot. Tarkastellaan ensin matriisia A(o) = Diag(o15q + 03¢s) ja kéytetdin
karakteristisen polynomin muuttujana kirjainta a:

(0180 + 03¢0 1) = aly)
det(o180 + 03¢ —al) =0
(3.47)

Ca — 0 Sa 2 2 2
- (Ca Soz) a” =0
Sey —Cq —a

= a = +1.

Vastaavasti matriisille B(5). Kun d on pariton, siséltéviit matriisit A(a) ja B(8) dia-
gonaaliblokkien liséiksi elementin [ |4 = 1, joten myos téssd tapauksessa matriisien
ominaisarvoiksi saadaan +1.

3.6.2 Korrelaation (A(a) ® B(B)) laskeminen

Kun yhtélossa (3.44) esiintyvit kantavektorit |ia) ja |ig) ilmaistaan muodossa

lia) =(0,...,0, _1 ,0,...,0), operoi I'; tilaan |in) seuraavasti:
i:s alkio

. ia +1)]ia), ia pariton ja ia € |1,d—1
ifia) = U4 F Dliad, - a panison Ja i € 1,4 (349
(ia —1)]ia), ia parillinen ja is € [2,d].
Vastaavasti tilalle |ig). Matriisi I's operoi muodossa
. TA|TA ), 1A pariton
yfia) = § AlT8D i pane (3.49)
—ialia), ia parillinen.
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Korrelaatio £(ra,rp) on

E(ra,rp) = (Y] A(a) ® B(B)[y)

Y| (T18a + Tacq + ) @ (155 + Tsep + 1) [¢)
Y[T1sa @ TisglY) + (Y[T1sa @ segl)+

+ (Y[T180 @ H[Y) + (Y[T3ca @ Lisplih)+

+ (Y|T'3cq @ T'sep|th) + (Y[T'scq @ I|1h)+

+ (Y @ Lisglyy) + (I @ Taeply) + (I @ [eh).

Ensimmaéiselle termille (1)|I'1so ® I'1sglt)) saadaan yhtélon (3.48) ja kantatilojen
ortonormaaliuden avulla lauseke

=
= (3.50)

d
(Y|T1sa @ T1sal) = sasp > 0i05(ia|T1ja)(is|T1iB)

1,5=1

d
= 25453 Z 0;0; (3.51)
i€
j=i+1 Vi
= 25,53(0102 + 0304 + ... 4+ 04-104),

silld odotusarvot (is|I'1]ja) eroavat nollasta vain peréttéisilla indekseilld ip ja ja;
vastaavasti odotusarvoille (ig|I'1|jg). Termit ()|I'1s0®I'3¢s]1) ja (Y| T'3ca®@I'155[1))
ovat nollia yhtdléiden (3.48) ja (3.49) nojalla, silld ehdot ip = £ja jaia =ja £1
eivit toteudu samanaikaisesti. Matriisin IT méaaritelmén perusteella nollia ovat
myBs termit, (Y]T1 50 @ ), ($[Tsca @ ), (W] & Trsgl) ja (WIT@ Tyeal).
Termille (|II ® I1|y)) saadaan

d pariton,

(3.52)

2

0
Ney) = ¥
W ) {0, d parillinen.

Jos d on parillinen, termille (¢|I'3cq ®I'scs|t)) saadaan yhtalon (3.49) ja Schmidtin
kertoimien o; summan Y%, 0;> = 1 avulla

d

(Y|T3cq ® Tscplt)) = cacs D 0i05(ia|Ts|ja) (is|Ts|iB)
ij—1
() d
= cacg Y 0;(ia|lslia)(ig|Tslip)
=1

d
2
= caCp Z 0;
i=1

= CaCg.

(3.53)

Kohdassa (x) kdytettiin yht&loa (3.49). Mikali d on pariton, jid o4 pois summasta
ja tulokseksi saadaan (1 — 03)cqcp.

Kokoamalla edelliset tulokset yhteen kirjoitetaan odotusarvo £(ra,rp)

E(ra,rg) = (1 — ) cosacos+ ksinasin f + 7. (3.54)

75



Kertoimelle v € R pétee

vo= 03, d pariton, (3.55)
v =0, d parillinen. '
ja kerroin x on
d
K =2 Z 0;0j = 2(0102 + 0304 + ... + 04-104). (3.56)
€571
J=i+1 Vi

Kerroin £ > 0 lomittuneelle tilalle |¢).

3.6.3 Ristiriita CHSH-epayhtilon kanssa

Valitsemalla mittauskulmiksi « = 0, o/ = 7/2 saadaan yhtaloa (3.53) kédyttéden
yhtélolle (3.43) muoto

|(1 =) cos B — ksinB| + (1 — ) cos 8’ + rsin B + 2. (3.57)

Sopiva trigonometrinen apukolmio antaa relaatiot

1 T
cos(arctanxr) = ——, sin(arctanz) = ————. 3.58
(arctans) = g S = James (8.58)
ja valitsemalla —f = 3’ = arctan(%/1—v) tulee lauseke (3.57) muotoon
1 2 2
(3.57) = ——— [ (L=7)+ 1= ‘+(1 N+ [ +27
L+ (157) (3.59)
2 3.59
= 1— )+ K% +2
(EDET [( 7) fi} g

=2¢/(1 —79)%2 + K2+ 2.

Itseisarvot voidaan poistaa, silld 1 — v > 0 ja #°/1—y > 0 lomittuneelle tilalle |¢)).
Ristiriita yhtélon (3.43) saadaan osoittamalla, ettd 21/(1 — )2 + k% + 2y > 2:

20/ (1 —7)2+KZ+2y>2
2/(1 = )2 + 52> 2(1 — ) (3.60)

41 =7)* + w7 > 4(1 =),
joka selvasti pitda paikkansa. Q.E.D.

Teoreeman seurauksena havaitaan maksimaalinen lomittuminen kahden spin-S-
hiukkasen singlet-tilalle [186], kun d on parillinen ja S on mielivaltaisen suuri.
Tilojen lukuméara on télloin tdsmaélleen 2S 4+ 1. Maksimaalista lomittumista ei
saavuteta, kun d on pariton [206].
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Unitaaristen unimodulaaristen matriisien ominaisuuksista johtuen Schmidtin ha-
jotelma (luku 2.5.7) ei suoraviivaisesti yleisty useampaan dimensioon [200], vaan
pétee ainoastaan joissakin erikoistapauksissa [153, s. 95,127]. Luvussa 3.4 havaittiin,
ettd on olemassa yleistettyja GHZ-tiloja, jotka toteuttavat kaikki korrelaatioita
sisaltéavat Bell-tyypin epédyhtalot eli Gisinin teoreemaa ei voi yleistdd useammalle
hiukkaselle ja mittausorientaatiolle tatd kautta. Aiheeseen palataan luvussa 4.3.
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Luku 4

Epalokaalisuus ilman epayhtaloita

Bellin teoreema toimi yhtend lahtolaukauksena tutkimuksille, joissa ristiriita kvant-
titeorian ja LHVT:n vélilld pyritddn osoittamaan. Téssa luvussa tarkastellaan
tuloksia, joissa kvanttiteorian ja LHVT:n ristiriita ndhd&an ilman epéayhtaloa,
jota kvanttiteoria ei noudata (nonlocality without inequalities, NLWI). Nimi on
harhaanjohtava, silld esimerkiksi Hardy-tyypin epélokaalisuusehdoista (luku 4.2)
muotoillaan téssd tutkielmassa tarpeellinen epayhtélorelaatio ja Hardy-tyypin
epayhtélo perusmuodossaan on erikoistapaus CH-epéyhtalosta (luku 3.3.3) [113].

Ensimmaéinen NLWI-argumentti oli Heywoodin ja Redheadin todistus [50,140]. He
osoittivat Kochen-Specker-tyylisen [230] ristiriidan LHVT:n ja kvanttimekaniikan
valilla [136, s. 1665]. Suoraviivaisemman esityksen tekivit Greenberger, Horne ja
Zeilinger eli GHZ! [130,131]. He osoittivat ristiriidan EPR:n oletusten (3), (§) ja
(7) kanssa loogisesti yhtapitavissi oletuksissa ja ristiriita ndhdaan yhdessa mit-
tausajossa statististen ennusteiden sijaan [188, s. 1838]. GHZ-artikkelia késitelladn
luvussa 4.1.

GHZ:n tyoté jatkoi Hardy [135,136]. Han osoitti ristiriidan lokaalin realismin ja
kvanttimekaniikan valillda kahden kubitin puhtaille lomittuneille tiloille lukuun
ottamatta maksimaalisesti lomittuneita tiloja. Tulosta pidetéén epélokaalisuustes-
tind melkein kaikille puhtaille kubitteille [242] ja tarkeénd askeleena tutkimuksessa,
kosa tulos muokkasi GHZ-teoreeman sopivaksi ei-maksimaalisesti lomittuneille
kubiteille [148, s. 879]. Hardyn teoreemaa ja sen yleistyksié késitelldén luvussa 4.2.

Hardyn ja Merminin [190] ty6hon pohjautuen Cereceda [61] muotoili Hardyn
epayhtéalon n:lle kubitille ja osoitti, ettd yleistetty GHZ-tila (2.95) rikkoo epéayh-
taloa. Tyon padtuloksena kdydadn paattely tarkasti lapi luvussa 4.3. Teoreema
on myohemmin yleistetty ddrelliselle maaralle kuditteja mielivaltaisessa puhtaassa
lomittuneessa tilassa [255,256].

1. GHZ:sta kiytetddn myds nimitystd GHSZ Abner Shimonyn nimikirjaimen S mukaan. GHZ ja
KS redusoituvat molemmat algebralliseen ristiriitaan, joka on muotoa —1 = +1 [24, s. 654-656].
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4.1 GHZ-argumentti

GHZ-teoreemaa on sanottu EPR:n uudeksi versioksi, joka esittelee kvanttimeka-
niikan luonnetta jopa "dramaattisemmin” kuin Bellin teoreema [189, s. 731]. GHZ
osoitti, ettd deterministinen LHVT ennustaa aina tietyn mittaustuloksen, kun
samalla kvanttimekaniikka ennustaa, ettd tulosta ei koskaan saavuteta [148, s. 879).
Seuraavassa esitetddn artikkelin [131] todistus, joka huomioi hiukkasten vélisen tay-
dellisen korrelaation. Malli perustuu luvussa 3.1.3 esitettyyn EPRB-argumenttiin
ja kayttad neljad spin-1/2-hiukkasta. GHZ:n ty6 toimi l&htokohtana useille muille
tutkimuksille, joissa esiteltiin kvanttimekaniikan epélokaalisuutta ilman epéyhté-
16it4.

4.1.1 Neljan kubitin malli

Tarkastellaan neljan spin-1/2 -hiukkasen jarjestelmaa (kuva 4.1). Paikallaan oleva
spin-1-hiukkanen hajoaa ensin kahdeksi spin-1-hiukkaseksi A’ ja B’, jotka etenevét
z- ja —z-suuntiin. Namé hajoavat kumpikin edelleen kahdeksi spin-1/2-hiukkaseksi
A’—A B ja B—C,D. Hiukkaset saapuvat erillisiin mittauspisteisiin, jotka sijait-
sevat kaukana toisistaan ja niissé suoritetaan spinien mittaukset yksikkovekto-
reiden rp,rp,rc ja rp suuntiin. Koko prosessin ajan jarjestelmin kokonaisspin
S =1 ja z-komponentti M = 0. Tilannetta vastaava kvanttimekaaninen tila |¢)
on [131, s. 1140]

) = 12(|oo11> —[1100)). (4.1)

Kuva 4.1: Neljan spin-1/2-hiukkasen ajatuskoe [131, s. 1134]. Kaksi spin 1 -
hiukkasta etenevét lahtopaikasta S, hajoten edelleen kahdeksi spin-1/2-hiukkaseksi.
Sternin-Gerlachin magneetit A, B, C ja D ovat kaukana toisistaan. Mittaukset
tehdédén xy-tasossa, vastaavat mittausorientaatiot ovat ra, rg, rg ja rp. Ne
muodostavat kulmat ¢1, @2, ¢3 ja ¢4 valitun koordinaatiston z-akselin kanssa.
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Odotusarvolle £(rp, rp,rc,rp) on

E(ra,rp,rc,rp)

= (Y|(Ga - ra)(dB - rB)(dc - rc)(dD - TD)|Y)

= 1/2{(0011|(da - ra)(dB - rB)(Fc - rc)(dp - rp)|0011)+
+ (1100|(Ga - ra)(dB - rB)(dc - rc)(dp - rp)|1100)—
—(0011|(6a - ra)(0dB " rB)(Fc * rc)(dp * rp)|1100)—
—(1100|(5 - r4)(F5 - 18)(Fc - T0)(FD + TD)0011) 1.

(4.2)

Laskemalla muutamia aputuloksia ja kdyttden yhtaloa (2.68) yksikkovektorin r
spin-projektiolle havaitaan

(0[(7 - )0y = [1 0] :S;’id) sa_e(j: (1) — ¢ (4.3a)
(1@ - 1) =[o 1] :ngw Sfif (1) = —cg (4.3b)
(0/(5 - 1)1y =[1 0 :sffgi‘b Se_ej: (1) = spe1? (4.3¢)
(17 - 0oy = [0 1] :s;gi¢ Se_ec_: (1) = 5pe. (4.3d)

Yhtélon (4.2) oikealla puolella kaksi ensimmaéisté termié ovat tuloja termeisté
kuten yhtéaloissd (4.3a) ja (4.3b). Néin ollen

(0011](& - r)|0011) + (1100|(& - )|1100) = 2cg, cg, o, Co,- (4.4)
Kolmannelle ja neljannelle termille yhtdlon (4.2) oikealla puolella saadaan

(0011](F - 1)|1100) = s, 59,50, 5,6 (P1H927P3=¢1) (4.5a)
(1100](& - 1)|0011) = s, 59,50, 5g, €' (P1F927 371, (4.5b)

Yhdistamalla yhtalot (4.4), (4.5a) ja (4.5b) saadaan kvanttimekaaniseksi odotusar-
voksi

E(rA,TB,TC,TD) = Co,Co,C05C0, — S0,50550550,Coy+do—ds—ba

= —cos(¢p1 + P2 — 3 — P4),

kun tarkastellaan tilannetta xy-tasolla eli 61 = 03 = 03 = 04 = 7 /2.

(4.6)

4.1.2 Ristiriitainen oletusten joukko

Seuraavat taydellisen korrelaation tilanteet ovat kiinnostavia:

(i) Jos ¢1 4+ ¢p2 — ¢3 — ¢p4 = 0, niin E(ra,rp,rc,rp) = —cos(0) = —1.

(ii) Jos ¢1 + P2 — ¢p3 — ¢4 = 7, niin E(rp,rp,re,rp) = —cos(mw) = 1.
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EPR:n oletukset lokaalisuudesta (0), taydellisyydesta (/) ja seké realismista ()
voidaan ottaa sellaisinaan l&dhtokohdiksi. Kun mittauksille ovat voimassa ehdot
(i) ja (ii), tieto minké& tahansa kolmen hiukkasen mittausten tuloksista ennus-
taa tédydelld varmuudella neljannen hiukkasen mittauksen tuloksen. Bellin teo-
reeman tapaan (luku 3.2.3) oletetaan dikotomisten (arvot +1 ja —1) funktioi-
den A(¢1, ), B(p2, ), C(¢3,A) ja D(¢4, A) olemassaolo. Funktiot kuvaavat spin-
mittausten tuloksia vastaavien yksikkévektoreiden suuntiin jérjestelman taydellisel-
le tilalle A. Osoitetaan, etta edelliset oletukset johtavat sopivilla kulmavalinnoilla
ristiriitaan ilman mittausten statistiikkaan liittyvaé epayhtélorelaatiota. Merki-
taan A(¢1, ) = A(¢1), vastaavasti B, C ja D. Kun ehdot (i) ja (ii) ovat voimassa,
saadaan

¢1+ @2 — ¢3 — ¢4 = 0 = A(¢1) B(¢2) C(¢3) D(¢4) = —1. (4.7a)

¢1+ ¢2 — ¢3 — ¢4 = T = A(P1) B(d2) C(3) D(¢hs) = 1. (4.7b)
Kéayttamalla ehtoa (i) voidaan kirjoittaa

A(0)B(0)C(0)D(0) = —1 (4.8a)

A(¢)B(0)C(¢)D(0) = -1 (4.8b)

A(#)B(0)c(0)D(¢) = —1 (4.8¢)

A(2¢)B(0) C(¢)D(¢) = —1 (4.8d)
Yhtaloista (4.8a) ja (4.8b) havaitaan

A(¢) c(¢) = A(0)C(0) (4.9)
Yhtéaloiden (4.8a) ja (4.8c) perusteella on my6s

A(¢)D(¢) = A(0) D(0). (4.10)
Jakamalla yhtalot (4.9) ja (4.10) keskendédn ja jarjestamalld termeja saadaan

C(¢)/D(¢) = ¢(0)/D(0) = C(¢) D(¢) = €(0)D(0), (4.11)

silld D(¢) = £1 ja on néin ollen oma kéénteisfunktionsa, vastaavasti D(0). Sijoitta-
malla yhtalo (4.11) yhtaloon (4.8d) havaitaan

A(24) B(0) ¢(0) D(0) = —1, (4.12)
joka yhdessé yhtélon (4.8a) kanssa antaa

A(2¢) = A(0) = vakio kaikilla ¢. (4.13)
Kayttamalla yhtdloa (4.7b) saadaan relaatio

A(6 + m)B(0)C(0)D(0) =1, (4.14)
joka yhdessé yhtélon (4.8b) kanssa antaa vastaavalla péaéttelylld kuin edelld

AD + ) = — A(D). (4.15)

82



Kulmavalinnoilla § = 0,¢ = /2 yhtél6 (4.15) on ristiriidassa yhtdlon (4.13)
kanssa:

A(m) = —A(0) ja A(m) = A(0). (4.16)

Funktion B(¢2,A) argumentti oli edellda kiinnitetty, joten paattely menee lapi
my6s kolmen spin-1/2-hiukkasen tapauksessa. Vastaavan koejéarjestelyn ovat muo-
toilleet [131] kolmen hiukkasen interferometriaa [181] kayttden. Téssé tutkiel-
massa ei késitella GHZ:n kokeellista tutkimusta. Johdettu tulos osoittaa, ettéi
EPR-argumentti ei toimi edes téydellisten korrelaatioiden tapauksessa silloin, kun
hiukkasia on kolme tai enemmén. TAmé& on hieman ironista [131, s. 1135].

GHZ:n tulos pétee vain todistuksen alussa méaaritellylle tilalle |¢)) [254]. GHZ-
teoreemaa ei voida suoraan yleistdd kahden hiukkasen tapaukseen, paitsi riittédvin
korkean dimension kuditeille [57,58,64]. GHZ-teoreeman yleistyksid on esitelty
artikkelissa [148, s. 879].

4.2 Hardyn teoreema

NLWI-todistukset kuten Heywood ja Redhead [50,140] sekd GHZ [130,131] vaativat
vahintdédn kuusi ulottuvuutta Hilbertin avaruudessa. Hardy [135,136] osoitti vuonna
1992, etta ristiriita lokaalin realismin ja kvanttiteorian vélilla ilmenee kahden
kubitin ei-maksimaalisesti lomittuneille tiloille. Seuraavassa esitetédan artikkelin
[136] todistus. Téssé tutkielmassa ei kéasitelld Hardyn argumenttia sekoittuneille
lomittuneille tiloille.

4.2.1 Hardyn teoreeman todistus

Osoitetaan Bell-tyypin epélokaalisuus kahdelle hiukkaselle ilman epéyhtaloitéa
kaikille paitsi maksimaalisesti lomittuneille tiloille ja tulotiloille. Olkoon avaruuden
C? ortonormaali kanta {|+;)}, i = 1,2. Aiemmista luvuista poiketen ja merkintdjen
selkeyden vuoksi merkitadn jarjestelmia indekseilla 1 ja 2 kirjaimien A ja B sijaan.
Kirjoitetaan kahden kubitin tila Schmidtin hajotelman (2.101) avulla muodossa

V) = al+1)|+2) — Bl=1)|—2), (4.17)

jossa rajoitutaan alueeseen o, f € R, a? 4+ 32 = 1 ja miinusmerkki on valittu ker-
toimen 3 eteen. Mééritelldén toinen kanta {|u;), |v;)}, i = 1,2, johon vaihtaminen
kannasta {|£;)} vastaa sdteenjakajan (beam splitter) toimintaa Mach-Zehnder-
interferometrissa [153, s. 23]:

[4+3) = blug) + ia™|v;) (4.18a)
| =) = ialug) + 0" |vi). (4.18b)

Suoralla laskulla nihddin, ettd kertoimille a,b € C pitee |a]? + [b]? = 1 ja
vektorit |u;), |v;) ovat ortonormaaleja, |u;) L |v;). Kertomalla yhtalo (4.18a) b*:114,
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yhtélo (4.18b) —ia*:lla ja summaamalla ndméa yhtélot saadaan kadnteisrelaatio
kantavektorille |u;), vastaavasti vektorille |v;):

lui) = b"|+3) —ia®|—) (4.19a)
i) = —ial+3) +bl—=4). (4.19D)

Sijoittamalla kantavektorit |u;), |v;) yhtdloon (4.17) esitetddn |¢) muodossa

) = al+i)|+i) — Bl—=i)|—4)
= a(bluy) +ia*|v1)) @ (blug) + ia*|va))—
— B(ialuy) + b*|v1)) ® (ia|ug) + b*|ve)) (4.20)
= (ab? + Ba®)|u1)|ug) + i(aa*b — Bab™)|ui)|ve)+
+i(aa*b — Bab®) o) |uz) — [a(a*)? + B(b*)?]|v1) |vz).

Valitaan yhtalon (4.20) viimeiselld rivilld ensimmaéisen termin kerroin nollaksi
eli ab® 4+ Ba? = 0. Valinta toimii sopivalla koelaitteistolla, esimerkiksi kahdella
Mach-Zehnder-interferometrillé, jolloin mittauksen edetessé tapahtuu elektronin
ja positronin annihilaatio [135, s. 2981]. Koska « # 0 # 3, kirjoitetaan

—=—— =k = a=rVva, b=ik/B. (4.21)

Yhtéalossa (4.21) valittiin positiivinen juuri ratkaisuna. Negatiivinen ratkaisu saa-
daan vaihtamalla /3 — —+/B. Vakio x voidaan maaritéi reaaliarvoiseksi valitse-
malla kertoimiin a ja b sekd niiden kompleksikonjugaatteihin liittyvét globaalit
vaihetekijat (luku 2.1.5) sopivasti; oletetaan, ettd néin on tehty. Yhtélon (4.21) ja
relaation |a|? + |b|> = 1 kautta saadaan esitys kertoimelle x:

L
o + (8]

lal* + b = Ko + K?[Bl = 1 = &% = (4.22)

Sijoitetaan yhtélon (4.21) kertoimet a,b ja yhtalo (4.22) yhtéaloon (4.20) seké
kéytetdén ehtoa «, 5 € R, jolloin tilalle |¢)) on

1) = i(aab — Bab)ur)lua) +i(aad — Bab*) o) uz)—
= la(a”)? + B(6*)*]|vr)]v2)
i[ary/ @ik B — Brva(—iky/B )] u)|vs)+
+ijarva iky/B — Brva(—iky/B )] Jv1)|ug)— (4.23)
— (K%a® = &?B7)[v1)|v2)

(4.24) (el + 18D (el = 81
=7 —VapBlu)ve) — vaBlvi)|uz) o] + |B] [01) [v2)

= —[VaB(lu)|v2) + [v1)|u2)) + (Jaf = [B])vr)]v2)]-
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Yhtalossa (4.23) esimerkiksi ensimmaiselle termille on (muut vastaavasti)

ilarv/a’iny/B — Brva(—iky/B )]
= —w2V/af vava' —k*ap VBVE
—— ——
=|val*=|al =Iv/BI2=18] (4.24)
la| + 8]
= Vol s
— _/aB.

Yhtélo (4.23) voidaan kirjoittaa ldhes tulomuodossa (jatetddn tekijda —1 pois
edestd):

(V) = —[Vap(lur)lv2) + v1) uz)) + (Jaf = |B])]v1)]v2)]

_ (\/@‘U1>+\/mwl>> '
(\/7|u2 \/T\U2>

|u1)|uz).

(4.25)

- !a\ - !B\

Maaritelldén kolmas kanta, joka liittyy kannan {|u;), |v;)} vektoreihin seuraavasti:

|ci) = Alwi) + Blvi), (4.26a)
|di) = —B|u;) + A"|vi), (4.26b)

jossa

VaB_ . lal-l8l
Vi—ledl © Vil

A= (4.27)

ja suoralla laskulla kiiyttéen ehtoa |a|? +|8]? = 1 on voimassa |A|> +|B|? = 1. Ker-
tomalla yht&lo (4.26a) A*:lla, yhtdlo (4.26b) B:lla ja vdhentdmalld ensimmaéisesta
jalkimmaéinen saadaan kddnteisrelaatio vektorille |u;), vastaavasti |v;):

ui) = A%|ci) — Bld;) (4.28a)
vi) = B7ci) + Ald;). (4.28b)
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Muunnetaan yhtélé (4.25) yksinkertaisemmaksi yhtéloiden (4.26a), (4.26b) ja
(4.27) avulla:

Viel = 1B \ V1 —[aB] V1=laf]
LA (S )
Viel =B\ V1 —lap| 1—lap]
- mﬁ_ﬁwrumw
1-|eB s (4.29)
‘O(| ‘IB||61>‘CQ> - M|u1>|u2>
_1-lefl c1)|e) — _oB up)|u
" jol- 13 (‘ Ve = o) ) 2>>
—_—— ———
=N =A2

= N (Jer)lea) = A%fun)luz))

Yhtaloita (4.26a) ja (4.28a) kdyttéden kirjoitetaan tilan [¢) yhtdlon (4.29) alarivin
muoto neljalld yhtapitavilld tavalla. Sijoittamalla vektoreiden |c1) ja |c2) muodot
yhtéloon (4.29) saadaan yhtélo (4.30a), vastaavasti yhtéalot (4.30b)—(4.30d) pareille

lca)s|u1), [e1)s |ug) ja |ur); |ug):

[0) = N [AB(|us)vz) + [vn)]uz)) + B[vn)lvs)] , (4.30a)
[¥) = N [[e1)(Afus) + Blva)) — A2(A*|er) — Bldi))|us)] , (4.30b)
[0) = N [(AJur) + Blor))|es) — A2|ur)(A%|e2) — Blda))] , (4.30¢)
() = N [lea)lea) — A*(A%[er) — Bld1))(A*|ea) — Blda))] - (4.30d)

Madéritelldédn dikotomiset observaabelit U; ja D; sekd niitd vastaavat operaattorit
Ui = |ui)(us|, Di=|di){di], [Us, Ds] #0. (4.31)

Huomaa, etté téssd yhteydessé U; ei valttamitta ole unitaarinen, vrt. merkinnét
luvussa 2. Tarkastellaan hiukkasten 1 ja 2 yhteismittauksen tilanteita. Operaattorit
U; ja D; eiviit kommutoi. Oletetaan EPR:n reaalisuuden v heikko muoto eli
mittausasetelma ei ole kiinnitetty (sivu 42 alaviite 5) ja muotoillaan Hardyn
epdlokaalisuusehdot kahdelle kubitille:

(i) Observaabeleille U; ja U ndhdéén yhtélosta (4.30a) Uy Us = 0, silla
tila |1) ei sisalla termid |uq)|ug).

(ii) Observaabeleille D; ja Uz ndhdéén yhtélosta (4.30b), ettd jos Dy =
1 = Uy =1, sillé vain termi |d;)|ug) sisaltda vektorin |dy).

(iii) Vastaavasti yhtdlostd (4.30c) ndhdaan observaabeleille U; ja Do, etta
Dy=1= U; =1.
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(iv) Yhtélon (4.30c) nojalla tapahtuman D; = 1 = Dy todennékoisyys
olisi [INA?2B?|?> = v > 0.

Ehtojen (i)-(iv) avulla osoitetaan ristiriita kvanttiteorian ja deterministisen LHVT:n?
valilla. Kéytetdén lokaalisuuden (0), realismin (7) ja taydellisen teorian () oletuk-
sia kuten EPR:n tapauksessa luvussa 3.1. Oletetaan piilomuuttuja tai -muuttujat

A, jotka maaraavat taydellisesti jokaisen yksittdisen hiukkasparin tilan. Mittaukset

hiukkasille 1 ja 2 tehddan kaukana toisistaan.

Tarkastellaan kokeiden sarjaa, joissa mitataan observaabelit D1, Do hiukkasille
1,2 ja saadaan D; = 1 = Ds. Ehdon (iv) nojalla néin tapahtuu joskus, vastaava
todenndkoisyys on v > 0. Koska D; = 1, seuraa kohdasta (ii) ettd Uy = 1,
mikéli U, olisi mitattu hiukkaselle 2; realismin nojalla observaabelia U, vastaava
todellisuuden elementti on olemassa ja piilomuuttujilla tdydennetysta teoriasta
l6ytyy sille vastine. Lokaalisuuden perusteella valitulle A on voimassa tulos Uy =1
myos silloin, kun U1 olisi mitattu hiukkaselle 1 observaabelin D; sijaan. Toisin
sanoen télle nimenomaiselle kokeelle piillomuuttuja(t) A méarittaviat Ug(\) = 1.
Samantapaisella argumentilla voidaan tuloksesta Dy = 1 seké ehdosta (iii) paatella
Ui(A) = 1, jolloin kyseiselle kokeelle on U (A) U2(A) = 1. Eli: mikéli olisi mitattu
U, ja Ugy suureiden D; ja Ds sijaan, seuraa oletusten perusteella U; Us = 1, joka
on ristiriidassa ehdon (i) kanssa.

4.2.2 Todennidkoisyyden maksimiarvo

Katsotaan kahta erikoistapausta. Mittauksen D; = 1 = Do todennékoisyys -~y
kirjoitetaan yhtaldiden (4.27) ja (4.29) nojalla muodossa

1 jag] ( JaP ) | (Ial—lﬁl )

lal 18] \VT—TaB] V1 —Taf]
_ (|a—ﬁ||a6|>2
L—lap] /)~

Todennékoéisyyden maksimiarvo vmax saadaan ratkaisemalla epédlineaarinen opti-

(4.32)

mointiongelma

2. 2 \2
maxf(a:,w:(w“), PryP=1,2>0y>0  (4.33)

1 —zy
jossa x = |a] ja y = |B|. Ongelma ratkeaa esimerkiksi Lagrangen kertoimia [11,
s. 848] kéyttden ja maksimiarvo on

Ymax = %(5\/5 —11) = 9%. (4.34)

2. Valinta kdyttda reaalisuuden heikkoa muotoa edelld johtaa kontrafaktuaaliseen paattelyket-
juun, joka puolestaan vaatii LHVT:lta determinismin [228, s. 39,41-43] eikd Hardyn teoreema
yleisty stokastisille piilomuuttujamalleille. Kun tarkasteltava piilomuuttujamalli on determinis-
tinen, on Hardy-tyypin epélokaalisuusehtojen ja Bell-tyypin epayhtéléiden vélilla selvd yhteys.
Suoraviivaisella joukko-oppin soveltamisella havaitaan [113], ettd Hardyn epéalokaalisuusehdoista
voidaan muotoilla CH-epéyhtalon (luku 3.3.3) erds esiintyma.
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Maksimi ypax on voimassa myos kahdelle kuditille [207]. Mikéli & = 0 tai 5 = 0, on
tila [¢) tulotila ja v = 0. Vastaavasti maksimilomittumisen tapauksessa || = |3|
saadaan v = 0 eli todistus ei mene lapi.

4.2.3 Huomioita Hardyn teoreemasta

Vaihtoehtoisen todistuksen teoreemalle esitti [127], jossa yksi observaabeleista
on ldhes mielivaltaisesti valittavissa [254, s. 129]. Jordan [160] toi esiin erilaiset
mittausorientaatiot eri hiukkasille, joiden avulla ~ kirjoitetaan observaabelien
kulmavalintojen 0p ja 0 seké tilan [1)) kulman S avulla (yhtalo 27 artikkelissa [160])
seuraavasti:

0 0 0 01>
v = |cos B cos 7D cos EE — sin 'sin 7]) sin ?E ) (4.35)

Maksimi Ymax saavuttaa saman arvon, kuin yhtalossa (4.32). Kun késitelldan
puhtaita tiloja, on Hardyn tulos yleistetty kahdelle kuditille [78,171], kolmelle
kubitille [69, 117,253, 254], n:lle kubitille yleistetyssi GHZ-tilassa ( [61], luku
4.3) seké mielivaltaiselle n:n kuditin tilalle [255,256]. Teoreeman yleistyksid on
artikkelissa [207].

Hardyn teoreeman toinen suunta patee myos eli mielivaltaisille mittausasetelmille
(kaksi mittausorientaatiota per havaitsija) on olemassa puhdas lomittunut tila,
joka néyttédd Hardy-tyyppisen ristiriidan LHVT:n kanssa [160,190]. Tulos yleistyy
tilanteeseen, jossa kubitteja on n > 3 kappaletta [164,165]. Toisin kuin CHSH-
epayhtélolle, kiinnitetyille observaabeleille Hardyn epélokaalisuuden néayttéava
tila |1) on yksikésitteinen kahdelle kubitille [116, 165], mutta kubittien méaaran
kasvaessa tai kudittien tapauksessa sopivia tiloja on dédrettomén paljon [116,163].

Hardyn argumentti sijoittuu GHZ:n (luku 4.1) ja Bellin (luku 3.3.1) tulosten
valimaastoon: kasitelladn yksittaisid kubitteja, joille ristiriita kvanttiteorian ja
lokaalin realismin valilld ilmenee tilastollisesti [160, s. 62], parhaimmillaan toden-
nékoisyydelld noin 9 % yhtélon (4.34) nojalla. GHZ voidaan ajatella "kaikki tai ei
mitdan” -tilanteena, jota vastaavassa kokeessa yksittaisten mittaustapahtumien
tulokset rikkovat LHVT:n ennusteita [2, s. 2]. Bellin teoreemassa ristiriita ndhd&én
tilastollisesti.

4.3 Gisinin teoreema yleistetylle GHZ-tilalle

Gisinin teoreema yleisessd muodossaan tarkoittaa lyhyesti seuraavaa: jos tarkastel-
tava puhdas n:n kuditin tila on lomittunut, on olemassa Bell-tyyppinen epéyhtélo,
joka menee rikki. Néille tiloille Bell-tyypin epélokaalisuus ja kvanttimekaaninen
lomittumisilmi6 ovat ekvivalentteja. Luvussa 3.6 osoitettiin Gisinin teoreema kah-
delle hiukkaselle, mutta muotoilu n:n kubitin tapaukseen ei onnistu suoraviivaisesti,
koska Schmidtin hajotelma ei yleisty useammalle kuin kahdelle hiukkaselle. Luvus-
sa 3.4.1 huomattiin myos, ettd on olemassa puhtaita yleistettyjd GHZ-tiloja, jotka
eivit riko mitdédn korrelaatiopohjaista Bell-tyypin epéyhtélod parittomalle n [152].
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Choudhary et al. [69] osoittivat, ettd jokainen puhdas kolmen kubitin lomittunut
tila (riippumatta siitd, onko kyseessd kahden vai kolmen hiukkasen vélinen lomit-
tuminen) rikkoo Hardy-tyypin epayhtéloa. He kdyttivit todistuksessaan kolmen
kubitin kanonisia esityksié [4,5]. Tulos pitee myds toiseen suuntaan [68] eli mille
tahansa artikkelissa [69] esitetylld tavalla valittaville ei-kommutoiville observaa-
beleille voidaan aina 16ytaa kvanttitila, joka on ristiriidassa lokaalin realismin
kanssa.

Permutaatiosymmetrisille n:n kubitin tiloille Gisinin teoreema osoitettiin vuon-
na 2012 [242]. Airelliselle méirille kuditteja julkaistiin todistusyritys vuonna
2010 [178], mutta todistuksessa kéytettyja observaabeleita ei ole mahdollista kir-
joittaa yksittéisten hiukkasten observaabelien tensorituloina [70]. Todistus ylei-
selle tapaukselle esitettiin vuonna 2012 [255,256] ja todistuksessa hyodynnettiin
Hardyn epéyhtélod sopivassa muodossa dérelliselle méaéaralle kuditteja [61,190].
Artikkelissa [2] esitettiin todistus lyhdeteoreettista ldhestymistapaa kéyttden [1].

Sopivalla Hardy-tyypin [135,136] argumentilla osoitetaan Gisinin teoreema ylei-
sessd, muodossaan. Keskitytddn seuraavassa yksinkertaisempaan tilanteeseen ja
osoitetaan teoreema yleistetylle GHZ-tilalle [61]:

[V)enz = alvr) @ [v2) @ ... @ |vy) + Blwr) ® |we) @ ... @ |wy,)

(4.36)
= alvy - vp) + Blwr - wy),

jossa {|vg), |wg)} (kK =1,2,...,n) on ortonormaali kanta hiukkasen k tila-avaruu-
dessa ja kertoimille a, 8 € C pitee |a|? + |3]* = 1. Tila |[¢))guz on lomittunut,
kun o # 0 # 8. Kun n > 3, Hardyn argumentti pdtee mille tahansa lomittuneelle
GHZ-tilalle, my6s maksimaalisesti lomittuneelle tilalle toisin kuin tapauksessa
n=2.

4.3.1 Hardyn epayhtilo, n kubittia

Mermin [190] muotoili Hardyn todistuksen [136] pohjalta Hardyn epéyhtilon kah-
delle kubitille, joka on ekvivalentti CHSH-epayhtélon kanssa [255, s. 2] ja téssd
mielesséd "luonnollinen” tapa késitelld Bell-tyypin epélokaalisuutta uudesta suun-
nasta. Johdetaan Hardyn epayhtélo, kun kubitteja on n kappaletta tilassa |1)gnz.
Rajoitutaan tarkastelemaan avaruuden osaa 0 < «,f € R. Jokaiselle mittaus-
paikalle & mééritellddn bindariarvoiset observaabelit Uy ja Dy, joita vastaavat
projektio-operaattorit

Dy = | (| = i Wi | Ja Uk = Juf Yl | = Jug) (ug |- (4.37)

Nama liittyvét alkuperéisiin kantavektoreihin {|vg), |wg)} kiertokulmien oy, By
sekd vaihekulmien dg, v kautta:

|y ) = cos ag|vg) + €% sin ag|wy) = oy o) + €% s, [w) (4.38a)
uy, ) = —e %50, [Up) + Cay |wh) (4.38D)
w;f) = ca, |vk) + € sp, [wy) (4.38¢)
wy,) = —e ks, ug) + cg, [wi). (4.38d)
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Operaattoreille on voimassa [ﬁk, U k] # 0 jokaiselle k. Kvanttimekaaninen to-
dennékoisyys saada mittaustulokset D1 = 1 ja Uy = 1 kaikille £ = 2,3,...,n
on

P(Dy Uy Uz Upn | ++--+) = [(¢]dfug - uf) . (4.39)
Paattelyketju (i)-(iv) sivulla 86 yleistyy n:lle hiukkaselle [61,164,254]. Seuraavasta

yvhtéloiden ja epéayhtédlon ryhmaésté kiytetddn nimitysta Hardyn epdlokaalisuuseh-
dot:

P(D1 Uy Uz---Up|++---4)=0 (4.40a)
P(UiDyUsz---Up|++---4)=0 (4.40Db)
P(Uy Uy D3 Up|+4--4)=0 (4.40¢)
P(U U Us---Dy|++--4)=0 (4.40d)
P(DyDy---Dy|——---—)=0 (4.40¢)
P(Uy Uy Up|++-+4) > 0. (4.40f)

Yhtéloitd (4.40a)-(4.40f) on n + 2 kappaletta. Seuraavan kontrafaktuaalisen paat-
telyn kautta niiden havaitaan olevan ristiriidassa lokaalin realismin kanssa:

(i) Jos mitataan Dy, Ug, Us,... Uy, tulee olla D; = —1 silloin, kun
Up=1=Us=...= U,

(ii) Jos mitataan D, Uy, Us, Uy, ... Uy, tulee olla Dy = —1 silloin, kun
Uir=1=Usz=...=U,.

(iii) Vastaavasti muut tapaukset yhtéloissd (4.40c)-(4.40d).

(iv) Yhtélon (4.40f) nojalla on nollasta eroava todennakoisyys sille, etté
Up=1(k=1,...,n)jamyos D = —1. Taten havaitaan ristiriita: yh-
talo (4.40e) ei ole voimassa, silld todennékoisyyden P(Dy Do -+ - Dy, | —
— -+ —) tulisi erota nollasta.

Yhtaloista (4.40a)—(4.40f) saadaan n:n kubitin Hardyn epdyhtdlo [61, s. 434]:

P(U Uy Up|++---+)<P(D1Dy---Dp| ——---—)+
+P(D1 U Uz--- Up | ++---+)+
+P(U1 Dy Uz Up|++--+)+
+ -+ P(U1 U Uz Dy |+ +---+).

(4.41)

Hardyn epdyhtélo (4.41) kuuluu yleisten Bell-tyypin epéyhtéldiden (luku 3.4)
luokkaan (n,2,2). Seuraava Gisinin teoreeman todistus yleistetylle GHZ-tilalle
perustuu mittauskulmina olevien vapaasti valittavien parametrien riittdvin maaran
olemassaoloon (luku 4.3.3).
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4.3.2 Todennidkdisyyksien laskeminen

Maéritetddn Hardyn epélokaalisuusehtojen (4.40a)—(4.40f) tayttymisen asettamat
rajoitteet kvanttimekaanisille todennakoisyyksille. Kirjoittamalla todennékéisyys
(4.39) auki tilalle (4.36) saadaan

(Wldfug - uf)? = [(advr - vn| + Blwn - w)|df g )
(1 va| + Blws - wal)dfug )]

diuf - uf|(aor o) + Bl w))|

= a|(vy - valdfuf )P+ (442
+ B2 {wr - wnldf i ) P+

(
+ af(vy - --vn\di"u; . u;f><dfu§' et wy - wy )+
( )

+ aBwy - wp|dfug - w W dfug -t o).

Kayttamalla yhtéaloita (4.38a)-(4.38d) jokaiselle termille yhtdlon (4.42) oikealla
puolella havaitaan ensimmaéiselle termille

(U1 vpldiug - wp) = (vi - vnlleg, [vr) + O(wi)][eay [v2)+
+ O(ws)] - - [cap|vn) + O(wn)])

n
=By H Cay,
k=2

= (dfu;-“uyflvl'--vn%

(4.43)

jossa merkittiin symbolilla O(x) ortonormaaliuden perusteella nollaksi menevét
termit. Toiselle termille yhtdlossé (4.42) on

(wy -+ wpldfud - wf) = (wy - wp|[O(v1) + M s, [wr)] -
+ [O(v2) + €50, ws)] -
- [O(vn) + eiénsocn |wn)])
= ei(’yl+zzz2 6k)8[81 H Sak

k=2

(4.44)

= {dfu -l |wy - wp)*
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Kolmas ja neljés termi lasketaan edellisistd suoraan. Yhtélon (4.42) oikea puoli

OIl3
@?|(vr - wnldfug - u )+ B2 (wr - wnldfug )P
+aB(vr - vgldfugd - u WA ug - wt wy - wp )+
+af{w ---wn\dfu? $><d+u2 Sty [v1 -+ vp)

2
=a’ Cﬁl Hcak +5 551 Hsak
+ O‘BC&e i+ 20 H Cay, 51 H Say, T

el | O | O (w45

=a’ 051 H Cop +'82851 ]._.[ S T

n n
+ a,@slgl s, [e_i(“"’Zk:Q 5k) + ei(71+2k:2 5’“)} H Coy Say,
n n N
=a’ch, [[ &, +8%5, [ sant
k=2 k=2
n n
+ 2035, ¢, cos (71 + Z 6k> H CapSay-

k=2 k=2

Vastaavasti lasketaan todennékéisyydet (4.40b)-(4.40d). Yhtélostéd (4.40e) saadaan
vastaavalla laskulla kuin edell&

P(D1 Dy Dy | — =+ =) = [(¢|dy dy -+~ d,)|?

n n
=a’ [[ 55+ 8 ] i+
k=1 k=1

(4.46)
+ (—1)"2af cos (Z fyk> 11 ss.cs.-
k=1 k=1
Yhtalosta (4.40f) vastaavasti
P(Uy Ug---Up|++---+) = [(®|ufug ---ub)?

_ 2 H 2 2 2
=« ¢, +0 H So,.+

i ke (4.47)

+ 2a8 cos (Z 5k> H Cay, Sa -

k=1 k=1
Todennékoisyys (4.47) el muutu, jos kaksi muuttujaa «; ja a; vaihdetaan pareittain.
Téaten todennédkoisyyden dariarvolle on voimassa

ol =g == ay = Q. (4.48)

3. Huomaa, ettd summausindeksina kédytetddn samaa kirjainta k, vaikka summat ovat toisistaan
riippumattomia. Eri indeksien kdyttdminen ei vaikuta lopputulokseen.
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4.3.3 Vaihetekijoiden valinta

Yht#lon (4.45) oikealla puolella termien o? ja 32 kertoimet ovat tarkasteltavassa
alueessa 0 < «,f8 € R. Lauseke saa arvon 0 sopivalla mittauskulmien oy, Gk
valinnalla vain jos vaihetekijoille patee v; + 62+ - - -+, = my7, missd my on jokin
kokonaisluku. T&ll6in cos(y; +d2 + -+ 0p) = (—1)™ ja todenndkoisyys (4.39) on

n n
P(Dl U2 U3"' Un|++"'+) :a26%1 Hcik +52$%1 H Sik—i_
k=2 k=2 (4.49)

n
+ (=)™ 2aBss,¢ ] consan-
k=2

Vastaavalla paattelylld yhtéloistd (4.40b)-(4.40d) havaitaan, ettd vaihetekijoille
Ok, Yk tarpeelliset yhtélot (n kappaletta) ovat muotoa

51+72+63+64+...+5n:m27r (450b)
51+52+73+64_|_...+5n:m37r (450(3)
01+ 02+ 03+0d4+ -+ dp—1 + Y = MpT. (4‘50d)

joillekin kokonaisluvuille m; = £0,4+1,4+2,..., 7 =1,...,n. Laskemalla kaikki n
yhtéloa (4.50a)—(4.50d) yhteen ja siirtdmaélla termit ¢; yhtédsuuruusmerkin oikealle
puolelle saadaan

NE

Vi :Wka —(n— 1)25’“‘ (4.51)
k=1 k=1

=
Il
—

Jotta yhtalo (4.46) voi olla 0, vaaditaan Y p_; v = m/m, m' € Z. Yhtélon (4.51)
mielessa tdmé toteutuu valinnalla

Mp41
S = —2F
n—1

NE

, (4.52)

k=1

jossa my,41 € Z. Niin ollen yhtélo (4.51) saa muodon

o= (D] mp —mpg). (4.53)
k=1 k=1

Yhdistaméalla yhtalot (4.40a) ja (4.49) sekd kiayttaméalla hyodyksi valintaa (4.50b)
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saadaan yhtalo

n n
a’c, H ct 4+ 8% [ 52, + (=)™ - 2aBsp,¢c6, | ] capSar, =0
k=2 k=2
2

n
acg, H Cap + (—1)™ Bsg, H Sqa,| =0
h=2 k=2 (4.54)
’i‘ n
Wy (=1)™ Btg, [] ta, =0
k=2

n

«

=t H toy, = (_1)m1+15'
k=2

Kohdassa (f) oletettiin cg, [[}_s ca, 7 0, jaettiin yhtélo puolittain talld termilla
ja kéytettiin lyhennysmerkintad t,, = tanay, vastaavasti kulmalle 3;. Samalla
periaatteella yhdistetddn yhtalot (4.40b)—(4.40d) ja (4.50b)—(4.50d). Téll6in saa-
daan n kappaletta yhtéloité, jotka ovat ekvivalentteja yhtéloissa (4.40a)—(4.40d)
esiintyvien todennékoisyyksien nollautumisen kanssa:

tg, H ta, = ”““Z (4.552)
t H to, = (—1)m2+12 (4.55b)
/82 A B .
s,
¢ H to, = (1)1 (4.55¢)
6 11 tau 5 :
k;én

Yhtaloista (4.46) ja (4.53) havaitaan samantapaisella laskulla kuin edelld yhtéalolle
(4.40e) muoto

n n
[ to. = (—1)2imr ™o mmsitntd, (4.56)

Kertomalla kaikki n yhtdloa (4.55a)—(4.55¢) keskendén saadaan

n

(I ts) r:[ T (4" (457

Kayttamalla yhtaloa (4.56) yhtalossa (4.57) havaitaan

n . L (a n+1
(et = (5) (4.59

Rajoitutaan alueeseen 0 < «aj, < 7/2 jokaisella k, jolloin t,, > 0. Luvun my,4;
on oltava pariton, silld a, 8 > 0 yhtéalossd (4.58) vasen puoli on ei-negatiivinen.
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Valitaan m,4+1 = 1 jokaiselle n > 2. Valinta antaa my6s maksimin todenné-
koisyydelle (4.47), kun ag:t ovat annettuja. Lausekkeesta (4.47) ndhdé&édn, ettéd

TMnp41
n—1
on mahdollisimman ldhell4 nollaa eli m,4; = 1. Néin ollen on voimassa

alueessa 0 < o < 7/2 funktio cos( ) saavuttaa maksiminsa, kun mn+1/n—1

n—1

Z O = T (4.59)
k=1

ja ehdolle (4.58) on

n+1

kf[ltak - (g) " (4.60)

Koska kulmamuuttujia oy, 8 on yhteensd 2n kappaletta, on olemassa kulmavalin-
nat, joilla n+1 yhtéloa (4.40a)—(4.40e) voidaan toteuttaa edellisilla vaihetekijoiden
valinnoilla. Nyt riittd4 osoittaa, ettd todennakoisyys P(Uy Ug -+ Uy |[++ -+ +) > 0
valitussa alueessa.

4.3.4 Todennikoisyyden P(Uy Us--- U, |+ +---+) lauseke

Merkitéén jatkossa P(Uy Ug--- Uy |+ +---+) = Pp,. Yhtélostd (4.48) saadaan

dariarvopisteen oy = ag = - -+ = oy, = g tapauksessa ehto
=y
8] n(n—1
tag = <5> . (4.61)
Todennékoéisyys P,, kirjoitetaan yhtéloiden (4.48) ja (4.59) avulla dériarvopisteessa
muodossa
™
P, = azci’g + 52327; + 2a5 cos (n—l) Coro Sy - (4.62)

Muokataan yhtalon (4.62) termejé kdyttaméalla trigonometrista apukolmiota, yhtalo
(3.58). Yhtalostd(4.61) saadaan

n+1 n+1
o\ n(n—1) « \ n(n—1)
ap = arctan Kﬁ) ] = ciﬁ = {arctan [(5> ] }

r 2n
_ 1
2(n+1)
1+ (g)"" (4.63)
2(n+1)
n—1
=T 2(n+1) 2(n+1) 1M
/671(71,71) + an(nl):|
L 52(1
or + e
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Vastaavasti lasketaan sinitermille s2” lauseke

}

2 1) .
kun p = ZE5 ja g = 1.

n+1

n+1
« \ n(n—1) o\ n(n—1)
ap = arctan [(ﬁ) ] = sfjg = 52" {arctan [(5)

| S

2n

n+1
a ) n(n—1)
(3)

- 2(n+1)

1+ ()" (4.64)

2(’17+11> n(n—1)
@ n- . 2n(n+1)
5 p
T 2(n41) 2(n+1) 1M

ﬁn(n—l) + an(n—l):|

a4

o)

Kayttdmélld relaatiota np/2 = q yhdistelmétermille ¢ s, saadaan puolestaan

n+1 n+1
a \ n(n—1) « \ n(n—1)
CopSug = C" {arctan KB) ] } s" {arctan [(5) ] }
n(n+1)
o\ n(n—1)

/
sy
—

— 1 .
o 2(n+1) ] n/2

o\ n(n—1)

1+ (%

~
=
—

o\ n(n—1)

2(n41) ’I’L/2
1+ (5 ] (4.65)

pr Bl

(a4 o) (ap 4 pr)
_a9pe
CETDE

Yhdistamalla yhtalot (4.63), (4.64) ja (4.65) saadaan todennékoisyydelle P, muoto

a?B%4 + 32024 4 2911 3971 cos (TL)
P, — - . (4.66)
[a? + 7]

a/p avulla. Oletetaan o < f.

Toisaalta P, voidaan ilmaista muuttujan x
Vakioiden p ja ¢ relaatioista saadaan p = 2¢q/n, ¢ =np/2 ja g+ 1=2n/(n—1)
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Jaetaan yhtdlon (4.66) yli- ja alakerta luvulla f2(@+D) = g7P+2 jolloin

0232 4+ 32024 4 2091 3911 cog (L)

n = [ap "_Bp]n ol
2 2 1 1
C(5) ()" +2(9)" (5)" eos ()
o (aP+pP)"
ﬁnp+2

22 + 224 4 2291 cos (ﬁ)

_ L 1,67
#[6+GY o
o ¥+ 2% 4 209 cos ( )

™
n—

1+ (3)| [+ ()]
22 + 224 4 2220+ cos (ﬁ)

(1 +22) (L + 2P)"

= ‘

—~

3

Kohdassa (*) kilytettiin lausekkeen nimittéjissi ehtoa 1 = o + 2. Funktion P, ()
kuvaajat tapauksessa n =2 ja n = 3,4, 5,6 ovat kuvissa 4.2 ja 4.3.

0.12 . . : : : : : :

0.08
o, 0.06

0.04

0.02

0.0 1 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

r=a/B

Kuva 4.2: Todennékéisyys P, (x), n = 2 [61, s. 436]. Maksimiarvo havaitaan,
kun x = 0,464 ja se on noin P5™* ~ 0,09 [136, s. 1667].

4.3.5 Todennikdisyyden P(U; Ug--- Uy |+ + - - +) maksimi

Tarkastellaan funktion P,, maksimiarvoa maksimaalisesti lomittuneelle tilalle, kun
n > 3. Maksimi saavutetaan, kun x = 1. Tama voidaan osoittaa esimerkiksi siten,
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0.14 T T T T T T

0.12

z 2z 2zZ

o ULk W

0.08 F / .

PTL

0.06 s ]

0.04 F DR _

0.02 | A .

0.0 Pl ] 1 . 1 . 1 . 1 A
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

v=a/p

Kuva 4.3: Todennékoisyys P, (z), n = 3,4,5,6 [61, s. 436]. Funktio P, (z) on
aidosti kasvava maéarittelyvalilla, kun n > 3.

ettd annetulle n funktio P, on aidosti kasvava vililld (0,1) eli

d
S Pu(@) >0, luna e (0,1), (4.682)
d
s P,(x) =0, kunz=0taiz=1. (4.68b)

Derivoidaan yhtalon (4.66) viimeiselld rivilla oleva lauseke:

% P,(x) = { [2£E + 2q2*7 4 2(q 4 1)x% cos (”/n—l)}

(1 +2%)(1+27)"] -

— 2% + 220 + 229 cos (W/n—l)} - (4.69)

:23:(1 + 2P+ (1+2%) - n(l+2P)" - pa:pfl)} } .

1+ a1 +an)]

Yhtiléssé (4.69) nimittajd (14 22)(1+ 2P)™ > 0 eli riittéd tarkastella osoittajaa.
Jokaisessa termissd on (1 + zP)"~1 > 0, jitetddn timé positiivinen kerroin pois
tarkastelusta ja kdytetddn relaatiota np = 2q. Merkitddn jiljelle jadvaa lauseketta
Qn(z). Yhtaloiden (4.68a) ja (4.68b) perusteella riittda osoittaa, ettd Q,(z) >0
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kun z € (0,1) ja ettd ©2,(0) = 0 = Q,(1) kaikille n > 3. Lauseke €, (z) on

Qu(w) = |22+ 2q2%7" + 2(q + 1)a? cos (/n-1)]
(1+2%)(1+27)| -

(4.70)
— {xQ + 2% + 2291 cos (W/n—l)}

22(1+ aP) + 2g2P 1 (14 22)]

Kirjoittamalla termien tulot auki havaitaan, ettd noin puolet termeisté supistuu
pois:

Qn(ﬁ) — 2& + xp+1 _ $2q+1 o x2q+p+1+
4 q(a2a7h g2t Pt Py
+ cos [m/n—1] (27 + 27TP — pTT2 — p@TPH2)

+ g cos [T/n—1] (7 4 2912 — 2P — gITPF2)]

(4.71)

Jokaisessa lausekkeen (4.71) termissd on muuttuja = ja plusmerkilld ja miinus-
merkilld varustettuja termeja on yhté paljon. Téaten ©,(0) = 0 = Q, (1) kaikille
n € N, n > 3. Riittd4 osoitttaa, ettd Q,(z) > 0, kun z € (0, 1).

Katsotaan esimerkkind tapausta n = 3 (kuva 4.4). Yhtalon (4.71) kaksi alinta rivia
nollaantuvat kosinitermin my6té, ¢ = 2 ja p = 4/3 ja koska x € (0, 1), funktioksi
Q3(x) saadaan

Q3(z) =2(z + 273 — b — x19/3) + 4(z3 + 2 — 273 — a?13/3)
=2z — a7 + 4(a® — 2133) + 2(a® — 219/3) (4.72)
> 0.

Jérjestelemalla funktion ,(z) termeja sopivasti saadaan tulos osoitettua myos
yleiselle tapaukselle. Kirjoitetaan taulukkoon I yhtélossé (4.71) esiintyvien p:n ja
¢:n yhdistelmien lausekkeita muuttujan n suhteen. Ryhmitelldan yhtdlon (4.71)
termit uudelleen ja jatetddn kerroin 2 pois lausekkeesta. Epéyhtéloryhmén (4.73a)-
(4.73h) vasemmalla puolella ovat positiiviset termit ja oikealla puolella negatiiviset
termit. Tapauksessa x € (0,1) pitee " > z° jos ja vain jos r < s, missi r ja s ovat
rationaalilukuja joille r, s > 1. Jokainen lausekkeessa (4.71) esiintyvé eksponentti
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1.2 T T T T T T T

0.8

0.6

Qg (L)

0.4

0.2 |

OO L | L 1 L | L 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

v=a/p

1.0

Kuva 4.4: Funktion Qg(x) kuvaaja. Funktio on mdéarittelyvalilla « € (0,1)
positiivinen ja nolla méaérittelyvilin péaétepisteissé, joten funktio Ps(z) on aidosti

kasvava ja sen maksimiarvo havaitaan, kun x = 1. Maksimiarvo on 12,5%, yhtalo

(4.77).

on suurempi kuin 1.

3n+1
xr > xn-1
n24+2n+1 3n24+3n+2

x n(n=1) > g n(n-1)

n+1 nes  n4+1 n2+2n+)1

n—1 n(n—1
n-1" < n—1"
n+1 st1 n+4+1 3n’-ni2
xr n-1 < x n(n—1)
n—1 n—1
ntl 3n—1
COS(TF/nfl)xn—l > COS(W/nfl):L‘ 1
n2+3n+2 3n2+n+2
COS(ﬂ/nfl)m n(n=1) > COS(T"/nfl)m n(n—1)
1 ntl 1 n243n+42
Zi_ 1 COS(W/n—l)(I:n—l > Zi— 1 COS(W/n—l)x o
n+1 s3n-1  n+1 3n4n2

. cos(™/n—1)x "1 >

1 cos(™/n—1)x" n-1

(4.73a)
(4.73b)

(4.73c)
(4.73d)
(4.73¢)

(4.73f)

(4.73g)

(4.73h)

Epéyhtélot (4.73c) ja (4.73d) ovat vadrinpéin, muuten véite olisi todistettu. Tarkas-
tellaan epéyhtéloiden (4.73a)-(4.73d) joukkoa. Riittd4 osoittaa, ettd yhtédlon (4.71)
ensimmaisellé rivilld yhtdsuuruusmerkin oikealla puolella olevien termien summa
on nollaa suurempi. Merkitdan rivilld olevaa lauseketta x,(z) ja kirjoitetaan rivi
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Taulukko I: Termien p ja ¢ lausekkeiden arvoja.

Lauseke  Muuttujan n avulla

2(n+1)
p n(n—1)
+1
q o1
+ 1 n24n+2
p ngn—l)
3n‘—n+2
p+3 n(n—1)
3n—1
qg—+2 ST
4 n2+43n+2
a-p n(n-1)
In“4n+2
q+p+2 (@
2¢ — 1 n+3
n—1
2q+1 St
3n2+3n+2
2¢+p+1 n(n—1)
muodossa
n—1_ n-n n?42n41 3n24n 3n243n42
Xn(x) — 1 I:xn(n—l) +x n(n—1) — pn(n-1) — p n(n-1) +
n —
n + 1 n2+3n 3n2+n n2+2n+1 3n27n+2 (474)
+ 1 I:l»n(nfl) + prnn—1) — g n(n—-1) _— g n(n-1) ]
n —_—
Lauseke xp(z) yksinkertaistuu muotoon
n27n n2+3n 3n2+3n+2 3n27n+2
Xn(-r) — 1 I:a:-n(n—l) + gnn=1) — ¢ n(n=1) _—_ p n(n-1) ]+
n —
3n2+n 3n2+3n+2 n2+3n n2+2n+1
+ [an(nfl) +x n(n—1) _}.xn(nfl) — 2 n(n-1) — (475)
n [e—

n27n 3n27n+2
— gnn=1) — g n(n-1) }

Nimittajat n — 1 ovat positiivisia ja voidaan jattda tarkastelun ulkopuolelle. Ryh-
mittelemalla jaljelle jadvat 2n + 4 termié allekkain havaitaan, ettd termien summa
on aidosti nollaa suurempi, alla yht&lot (4.76a)-(4.76h). Yhtaloiden vasemmassa

laidassa hakasulkujen sisélla on rivinumero. Vasemmalla puolella yhtdsuuruus- tai
epayhtalomerkkid ovat lausekkeen (4.75) positiiviset termit ja oikealla puolella

negatiiviset.
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[1] 2 > gttt (4.76a
2] " > gttt (4.76D
3] nen = non (4.76¢
[4-n) (n — 3)z™ " > (n—3)g¥ 2 (4.76d
[+ 1] 3?3042 _ 3 +3n+2 (4.76¢
[n + 2] x3n2+n > x3n2+3n+2 (4.76f
[n + 3] x3n2+n > x3n2+3n+2 (4.76g
[(n + 4)—(2n + 4)] (n+ 1)z +3n > (n+ )22, (4.76h

Téten funktiolle x,,(z) on x,(x) > 0 ja néin ollen myos Q,(z) > 0 kaikille z € (0, 1).
Aiemmin osoitettiin, ettd ©,(0) = 0 = 2,,(1) joten funktio P, (x) on aidosti kasvava
valilla x € (0,1) ja saavuttaa maksiminsa pisteessi x = 1. Koska P,,(0) = 0 ja
funktio on aidosti kasvava méérittelyvalilld, on P, (x) positiivinen kaikille n > 3
ja néin ollen yleistetty GHZ-tila (2.95) rikkoo Hardyn epéayhtaloa (4.41). Q. E. D.

Tapauksissa n = 4, 5,6 on funktio Q,(z) esitettynd kuvassa 4.5. Todennékoisyyden
maksimiarvon lauseke P'**(z) = P, (1) on (n > 3)

124+1+2-1- cos(n/n-1)
(14+1) - (1+1)

— (2171) [1+ cos (7/n-1)].

Pn(l) =

(4.77)

Maksimi laskee eksponentiaalisesti hiukkasten lukumaéaran n suhteen. Maksimi
saavutetaan, kun n = 3 jolloin P3(1) = 0,125 = 12,5 % eli hieman suurempi arvo
kuin Hardyn teoreemalle saatu =~ 9 % (luku 4.2.2).
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Kuva 4.5: Funktion Q,(z) kuvaaja, kun n = 4,5, 6. Funktio on méaérittelyvalilla
x € (0,1) positiivinen jokaisella n > 3 ja nolla méaarittelyvilin padtepisteissi,

joten funktion P, (z) maksimiarvo havaitaan, kun x = 1.
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Luku 5

Johtopaiatokset

Tutkielmassa késiteltiin puhtaiden lomittuneiden kubittien Bell-tyypin epélokaali-
suutta yleiselld tasolla. Lisdksi osoitettiin Gisinin teoreema kahdelle kuditille ja
n:lle kubitille yleistetyssé GHZ-tilassa [61].

Bellin teoreema todisti teoreettisesti, ettei luontoa pystytéa kvanttitasolla kuvaa-
maan lokaalirealistisella mallilla. Voidaan sanoa, ettd realismi "sisaltda” epalokaa-
lisuuden [140, s. 481]. Lokaalin realismin ja kvanttilomittumisen lahtékohdat ovat
hyvin erilaiset. Lomittuminen viittaa usean hiukkasen jéarjestelméén, olivat hiuk-
kaset sitten kaukana toisistaan tai eivit. Lomittuneet tilat rikkovat Bell-tyypin
epayhtéloité, ja tdméa on kvanttilomittumisen mielenkiintoinen, mutta epésuora
seuraus [67, s. 034306-2]. Separoituvuuteen liittyvit epdyhtdlot ovat vahvempia
kuin vastaavat lokaalirealistiset epayhtéalot useamman kuin kahden kubitin ta-
pauksessa [213]. Voimakkaat korrelaatiot eivit kuitenkaan mahdollista signaalien
valitysta valoa nopeammin, silla paikalliset mittaukset toisistaan kaukana oleville
jarjestelmille eivat voi toimia viestinviejiné.

Yleinen Gisinin teoreema [255,256] ratkaisee muodossa (n, m,d) esiintyvien puh-
taiden kudittien lomittumisen karakterisoinnin ongelman. Relaatio Bell-tyypin
epéalokaalisuuden ja lomittumisen vélilla on néin tdsméllisesti méaéritelty. Puhtaille
tiloille ekvivalenttia Bell-tyypin epélokaalisuuden ja lomittumisen kanssa on myo6s
Steering-ilmid, jossa osajarjestelmén mittaus voi aiheuttaa erilaisen kvanttitilan
médrdytymisen toisessa osajirjestelméssé [81]. Gisinin teoreemaa ei voida osoittaa
kokeellisesti, silld mittauksia ei pystytd tekeméén kaikille mahdollisille tiloille.
Teoreeman rooli on enemmankin se, ettd mittaaja voi halutessaan valita minka ta-
hansa lomittuneen tilan. Lomittumisen voimakkuus riippuu tilan valinnasta, mutta
jo pelkastddn lomittuminen aiheuttaa sen, etté sopivasti muotoiltu Bell-tyypin
epayhtalo ei noudata lokaalin realismin asettamia rajoja.

Gisinin teoreemaa voidaan ajatella sovellettavan preparoidun tilan lomittumisen
tarkastamiseen. Teoreemaan pohjautuvaa kokeellista epayhtdlod voidaan kayt-
tdd annetun puhtaan kvanttitilan lomittumisen havaitsemisessa (kylld/ei), kun
kokeellisen tutkimuksen aiheuttamat epatdsmallisyydet huomioidaan. Artikkelis-
sa [135] esitetty koejérjestelyd kahdesta Mach-Zehnder-interferometristé olisi yksi
mahdollinen suunnittelun ldhtokohta. Toisaalta tehtédvadn soveltuvat paremmin
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lomittumisen kvantitatiiviset mittarit tai sopivasti muotoiltu lomittumisindikaat-
tori. Gisinin teoreeman pohjalta ei onnistu yhden yleisen lomittumisindikaattorin
konstruointi, silld Hardy-tyypin NLWI-argumentit ovat tilan muodosta riippuvia.

Tyolle luonteva jatkotutkimuksen aihe olisi Hardyn epéyhtédlon (4.41) asettaman
ylarajan maksimaalisen ylittymisen maérittdminen annetulle lomittuneelle kvant-
titilalle [255, s. 120402-4]. Esimerkiksi Bell-Mermin-operaattorille ja yleistetylle
GHZ-tilalle ylarajan ylittymisen mééra on eksponentiaalisesti verrannollinen hiuk-
kasten lukumaéraan.
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