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Tamaé tutkielma kisittelee variaatiolaskentaa. Variaatiolaskenta on saanut alkun-
sa matemaattisesta analyysistd 1700-luvun vaihteessa Johann Bernoullin esittdmén
Brachistochrone-ongelman vaikutuksesta. Tata matematiikan alaa voidaan pitaa yleis-
tyksend analyysin ongelmaan funktioiden &#riarvopisteiden loytamisesta. Reaaliar-
voisten funktioiden sijaan variaatiolaskenta késittelee funktionaaleja.

Funktionaalit ovat kuvauksia funktioavaruudesta reaaliluvuille. Funktionaaleilla mal-
linnetaan ongelmaa, johon variaatiolaskennalla etsitdén ratkaisu. Variaatiolaskenta
keskittyykin funktion, jolla funktionaali saa suurimman tai pienimmén arvonsa, et-
simiseen. Yksinkertaisin esimerkki on kahden pisteen, P, ja P, vilisen lyhimmé&n
etdisyyden ratkaiseminen. Tlloin késiteltdvé funktionaali on pisteitd yhdistavéan jat-
kuvasti differentioituvan kdyrdan P : [0,1] — R™ pituus fol |P'(t)| dt ja funktionaa-
lia minimoidaan reunaehtot P(0) = P ja P(1) = P toteuttavien kédyrien luokas-
sa. Minimointiongelmiin voidaan liitt44 my6s muunkinlaisia reunaehtoja, esimerkiksi
kdyrdn rajaamaa pinta-alaa voidaan minimoida annetun pituisten kéyrien joukossa.
Téllaisiin ongelmiin etsitdédn ratkaisu reunaehtojen toteutuessa kéiyttien variaatiolas-
kennan tyokaluja. Niistd yksi tdrkeimmistd on Eulerin yhtélo, joka antaa analyysin
derivaatan nollakohtaa vastaavan ehdon funktioille, joilla funktionaalin dériarvo saa-
vutetaan.

Nykyisin variaatiolaskentaa sovelletaan monien eri tieteenalojen, kuten kemian, tieto-
tekniikan, biologian ja taloustieteiden ongelmiin. Sen sijaan alkuperiiset variaatiolas-
kennan kysymykset ovat yleensé periisin fysiikasta tai geometrian ongelmista. Naista
esimerkiksi Brachistochrone-ongelmassa tutkitaan kappaleen liukumiseen kuluvaa ai-
kaa ja pyritddn 16ytdmédan sen minimi. Toinen esimerkki klassisista ongelmista on
isoperimetrinen ongelma, jossa etsitddn pinta-alan maksimia, kun alueen rajaavan
kdyran pituus on kiinnitetty.
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LUKU 1

Johdanto

Tamén tutkielman tavoitteena on toimia johdatuksena variaatiolaskentaan. Tut-
kielmassa perehdytéén variaatiolaskennan historiaan ja kehitykseen seké tarkeimpiin
médritelmiin ja tuloksiin. Lisdksi esitelliin muutamia klassisia variaatiolaskennan on-
gelmia, tutustutaan niiden taustoihin ja todistuksiin.

Toisessa luvussa tutustutaan variaatiolaskennan historiaan ja kehitykseen. Variaa-
tiolaskennan voidaan sanoa syntyneen vuonna 1696 Johann Bernoullin esittdmén
Brachistochrone-ongelman seurauksena. Kyseiseen ongelmaan annetut ratkaisut joh-
tivat Eulerin yhtédlon syntyyn ja niin ollen loivat pohjan modernille variaatiolas-
kennalle. Vuosien saatossa monet tunnetut matemaatikot kuten Legendre, Jacobi,
Weierstrass, Cauchy ja Lebesgue ovat antaneet osansa variaatiolaskennan kehityksel-
le. Tamén seurauksena variaatiolaskennasta on kehittynyt hyodyllinen tyokalu, jota
kaytetddan laajalti erilaisten ongelmien ratkaisuun esimerkiksi fysiikan, tietotekniikan
ja taloustieteen aloilla.

Kolmannessa luvussa tutustutaan variaatiolaskennan keskeisimpiin mééritelmiin ja
tuloksiin. Variaatiolaskennassa kisitelladn funktioiden sijaan funktionaaleja, jotka
ovat kuvauksia funktioavaruudesta reaaliluvuille. Funktionaalien &dériarvot etsitdén
hyvin samankaltaisilla tavoilla kuin reaaliarvoisten funktioiden &#riarvot. Reaaliar-
voisten funktioiden ddriarvokandidaatit 16ydetaéin pisteisté, joissa funktion derivaat-
ta on nolla. Olettaen, ettd funktio on kahdesti derivoituva ja toinen derivaatta poik-
keaa nollasta, voidaan selvittdd onko kyseessd minimi vai maksimi. Funktionaaleil-
la ensimméisté derivaattaa vastaa ensimméinen variaatio. Etsimé&lld sen nollakohdat
kayttden Eulerin yhtélod, voidaan loytaa funktiot, jotka ovat dédriarvokandidaatteja
tutkittavalle funktionaalille. Sen jédlkeen tutkimalla funktionaalin toista variaatiota
Eulerin yhtalolla 16ydetyilla funktioilla, voidaan pyrkia selvittdmééan dariarvon tyyp-
pi. Taméa tapahtuu esimerkiksi tutkimalla toteutuuko Legendren, Weierstrassin tai
Jacobin ehto 16ydetyilla funktioilla.

Viimeisesséd luvussa tutustutaan muutamaan klassiseen esimerkkiin variaatiolasken-
nan ongelmista. Késiteltdvit ongelmat ovat Bernoullin esittdmé Brachistochrone-
ongelma, isoperimetrinen ongelma, joka tunnetaan myos kuningatar Didon ongel-
mana, ja lyhin etéisyys pallopinnalla. Néistd Brachistochrone-ongelma keskittyy liu-
kuvan kappaleen liukumisajan minimoimiseen, kun taas isoperimetrisessi ongelmas-
sa etsitddn suurinta pinta-alaa, kun alueen rajaavan kéyrdn pituus on kiinnitetty.
Kasiteltdviin ongelmiin esitetédédn ratkaisu kéyttden aikaisemmin osoitettuja variaa-
tiolaskennan tuloksia. Tdméan lisdksi kuhunkin ongelmaan esitetéén vaihtoehtoinen,
yksinkertaisempi ratkaisu hyodyntéden ldhinné analyysin tyokaluja.
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LUKU 2

Variaatiolaskennan historia

1600-luvun loppupuolta voidaan pitdéd yhtend matematiikan historian kddnnekoh-
dista. Tuona aikana Newton (1642-1716) ja Leibniz (1646-1716) kehittivét differen-
tiaali- ja integraalilaskennan, jota vield silloin kutsuttiin infinitesimaalilaskennaksi.
Heidén kehittdménsd matematiikan teorian avulla pystyttiin esimerkiksi laskemaan
tasokuvioiden pinta-aloja, kappaleiden tilavuuksia ja liikeratoja.

Vaikka vasta Newton ja Leibniz loivat pohjan infinitesimaalilaskennalle, jo ennen
heidén aikaansa oli esitetty kyseiselle matematiikan alalle tyypillisid padttelyita. Yk-
si ensimmaéisistd oli Stevin (1548-1620), joka perusteli kolmion painopisteen sijaintia
kolmion sisélle piirrettyjen pienten suunnikkaiden avulla. Myos Kepler (1571-1630)
kaytti menestyksekkadsti infinitesimaalisia pinta-alan- ja tilavuudenmééritysmenetel-
mid. Han laski esimerkiksi ympyrén ja ellipsin alat tdyttdmélla ne pienilla kolmioilla,
joiden kantojen pituus ldhestyi nollaa. Télla menetelméllda hén johti muun muassa
kuuluisan tuloksensa planeettojen liikkeestd. Samalla tavalla Cavalieri (1598-1647)
padtyi ajatukseen muodostaa vastaavuus kahden kuvion tai kappaleen infinitesimaa-
listen osien vililla. Tdmé& tulos tunnetaan Cavalierin periaatteena ja sitd kiytetddn
usein kappaleiden tilavuuksien laskemiseen.

Pian infinitesimaalilaskennan synnyn jélkeen sai alkunsa uusi matematiikan haara. Se
sai alkunsa Johann Bernoullin (1667-1748) vuonna 1696 esittéaméasté Brachistochrone-
ongelmasta. Variaatiolaskennan perustajina voidaan pitééd Johann ja Jacob Bernoullia
(1654-1705) seké Leonhard Euleria (1707-1783). Heistd Euler nimesi tdmén matema-
tiikan haaran variaatiolaskennaksi mychemmin teoksessaan Elementa Calculi Varia-
tionum. Brachistochrone-ongelman ratkaiseminen johti Eulerin yhtdlon syntyyn ja
antoi néin alkusysdyksen variaatiolaskennan ongelmien ratkaisemiselle. Variaatiolas-
kennan teorian voidaan sanoa syntyneen vasta 1744, jolloin Euler julkaisi kuuluisan
teoksensa Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gauden-
tes, sive solutio problematis isoperimetrici lattissimo sensu accepti. Tamé teos sisilsi
muun muassa Eulerin yhtélon, erilaisia lyhimmaén etdisyyden ongelmia ja yleistettyjé
versioita Brachistochrone-ongelmasta.

Monet matemaatikot ovat sittemmin jatkaneet Eulerin ja Bernoullien aloittamaa
tyotéd. Heistd esimerkiksi Legendre (1752-1833) keksi keinon, jolla Eulerin yhtélon
tuottamat ratkaisut pystyttiin erottamaan minimeiksi ja maksimeiksi. Aikalaiset New-
ton ja Leibniz antoivat osansa, mutta heiddn suurin lahjansa variaatiolaskennalle oli-
vat sen hyodyntamét analyysin tyokalut. Seuraavan vuosisadan térkein variaatiolas-
kennan edistéjistd oli Weierstrass (1815-1897). Hénen suurin saavutuksensa oli vari-
aatiolaskennan perustusten laskeminen tukevalle pohjalle. Tamén lisdksi Weierstrass
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4 2. VARIAATIOLASKENNAN HISTORIA

muun muassa osoitti valttamattoméan ehdon dériarvojen olemassaololle ja auttoi ke-
hittdméén ehdon, jolla pystytddan 16ytdméaédn halutun integraalin minimoiva kéyra.
Myohemmin esimerkiksi Hilbert, Lebesgue ja Clarke ovat jatkaneet Weierstrassin
tyota.

Nykyisin variaatiolaskentaa hyddynnetéddn laajasti ja silld on useita sovelluksia. Sité
pystytdan kayttamédn erilaisten ongelmien, jotka késittelevéit muun muassa virtaus-
dynamiikkaa, erilaisten systeemien tasapainotiloja, minimipintoja, elektromagnetis-
mia, ratkaisemiseen. Téstéd syystéd variaatiolaskennalla on nykyédédn téarked merkitys
esimerkiksi fysiikan, tietotekniikan ja taloustieteen aloilla.



LUKU 3

Variaatiolaskennan méairitelmia ja tuloksia

MAARITELMA 3.1. Funktio f : R™ — R"™ on k kertaa jatkuvasti differentioituva
eli f € C¥, jos funktion kaikki osittaisderivaatat kertalukuun k saakka ovat jatkuvia.

MAARITELMA 3.2 (Funktionaali). Olkoon y : [z1,29] — X C R"™ C'-funktio ja
F:R x X xR" — R luokan C? funktio. Talloin funktiota

I(y) Z/m F(x,y,y) dx

1

sanotaan funktionaaliksi.

Variaatiolaskennan ongelmia mallinnetaan funktionaaleilla. Tutustutaan seuraa-
vaksi muutamiin esimerkkeihin variaatiolaskennan ongelmista ja niiden ratkaisuta-
poihin.

ESIMERKKI 3.3 (Kahden pisteen vélinen lyhin etéisyys). Olkoon P, = (x1,41) €
R? ja Py = (w9,92) € R?. Miki on pisteiden vilinen lyhin et#isyys?

Ratkaisu 16ydetdin minimoimalla funktionaali

I(y) = / /(1)) dt

luokassa y € C1,
y(0) = (z1,91) ja y(1) = (22, y2).
ESIMERKKI 3.4 (Ketjukiyrd). Olkoon Py = (z1,y1) € R? ja Py = (12,12) € R?.

Miten asettuu painovoiman vaikutuksesta péistddn pisteistd P; ja P, kiinni oleva
koysi, jonka pituus on L, missd

L>/(x1—22)2+ (1 — y2)% 7

Ratkaisu saadaan etsimélld funktiota y @ [z1,22] — R, joka minimoi kéyden po-
tentiaalienergian

Iy) = / "l (@) da.

1

Reunaehtoina 2

|y’(x)\ dr =L, y(r1) =y ja y(%) = Y2.

1



6 3. VARTAATIOLASKENNAN MAARITELMIA JA TULOKSIA

ESIMERKKI 3.5 (Minimipinta). Tadm& esimerkki mukailee 1dhteessé [10] esitettyé.
Olkoon C' C R3 itsedidn leikkaamaton kiyrd. Milld pinnalla S on pienin pinta-ala
niistd pinnoista, joiden reunakéyra on C'?7

Jos kayrda C' on tasokuvion kuten esimerkiksi ympyran reunakéyré, niin ratkaisu on
kyseinen tasokuvio. Yleisessd tilanteessa ratkaisu ei kuitenkaan ole néin yksinkertai-
nen. Oletetaan, ettd kidyrdan C' projektio (z,y)-tasolle tuottaa itsedén leikkaamatto-

o0

Kuva 1. Suljettu kiyrda C' ja sen projektio.

man suljetun kiyrin I' = 09, joka rajaa avoimen joukon Q C R2 Nyt kiyrd C
voidaan esittdd muodossa z = g(z,y), missd (z,y) € I' = 9Q. Oletetaan myos, etta
pinta S voidaan esittii funktion 2z = u(z,y) € C*, missi (z,y) € Q, graafina. Tilléin
pinnan pinta-ala saadaan funktionaalista

= [ [ (2) + (2) aa

Minimipinnan 16ytamiseksi etsitddn funktiota z = u(x,y), joka minimoi funktio-
naalin /. Lisdksi funktion on toteutettava ehto u(z,y) = g(x,y) kaikille (z,y) € 0S.
Téllaisia pinta-alaan liittyvid ongelmia kutsutaan Plateaun ongelmiksi.

Variaatiolaskennan ongelmissa tutkittaville funktioille y asetetaan usein ehtoja,
kuten esimerkiksi y(x1) = y1 ja y(x2) = vy, missd y; ja yo ovat annettuja vakioita.
Ongelmiin voidaan my®6s liittda muita ehtoja. Tésta toimii esimerkkiné seuraava. Etsi
funktio 1o, joka minimoi funktionaalin

sz/mF@wwWM

x1

ja toteuttaa reunaehdot

y(1) =y, y(z2) =42 Ja ﬂw—/iG@yyﬁw—k

1
missd J(y) on toinen funktionaali ja k € R vakio. Téllaisia ongelmia, joissa esiintyy
ehtoja toisten funktionaalien arvoille, kutsutaan isoperimetrisiksi. Esitetddn seuraa-
vaksi tulos nédiden ongelmien késittelemistéd varten.
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LAUSE 3.6. Olkoon
T2
/
I)= [ Plow.y) de

1

Minimoidaan funktionaalia seuraavat ehdot toteuttavien kayrien luokassa

xr2
y(x1) =y, y(z2) =y ja J(y) :/ G(z,y,y) dv =k,
z1
missd J(y) on toinen funktionaali ja k € R vakio. Oletetaan lisiksi, etti funktio yg
minimoi funktionaalin I. Jos tdilloin funktio yy er minimoi funktionaalia J, niin on
olemassa vakio X € R siten, ettd funktio yo minimoi funktionaalin

/ (P 4G) do

1

TopISTUS. Lausetta ei todisteta. Todistukseen voi tutustua lihteen [4] sivuilla
43-46. O

Analyysissé reaaliarvoisten funktioiden dériarvot 1oydetéin derivaatan avulla. Aéri-
arvokandidaatit saadaan etsimélld pisteet, joissa funktion gradientti V f on nolla.
Olettaen, ettd funktio on kahdesti derivoituva, ndmé &ariarvokandidaatit voidaan
yrittdd luokitella minimeiksi, maksimeiksi tai satulapisteiksi hyodyntden funktion
toisen kertaluvun osittaisderivaattoja. Joissain tapauksissa luokitteluun tarvitaan
myo0s korkeamman kertaluvun derivaattoja. Funktionaalin &ériarvojen l6ytamiseksi
on hyodyllista kehittaa vastineet néille ehdoille.

Tarkastellaan seuraavaksi yleista funktionaalia I(y) = f;f F(z,y,y") dx reunaehdoilla
y(x1) = y1 ja y(xs) = yo. Pyritédén kehittamadn sille reaaliarvoisen funktion gradien-
tin vastine. Olkoon funktio v : [z, xs] — R",v € C?% v(z;) = 0 ja v(ze) = 0. Téllsin
y(x1) + Av(x1) = y1 ja y(xe) + A(xe) = yo, missd A > 0. Kéytetddn hyviksi funktio-
naalin I(y + Av) suuntaisderivaattoja funktionaalin /(y) gradientin maérittdmisessa
seuraavasti

x2
/ F(z,y+ v,y + \') dz

1

d d

T2 d

— / —F(z,y+ M,y + \) dx.
2 AA

Koska I € C?, niin edelld tehty integroinnin ja derivoinnin jirjestyksen vaihto on

Leibnizin integraalisdédnnon perusteella sallittua. Nyt voidaan kayttaa ketjusdantoa

ja sijoittaa A = 0, jolloin

d 21 OF(x,y + \v,y' + M)
—I N =
LW+ )l / [U 3y

1

Ly OF @y + oy + Av’)} ‘ dx
A=0

oy’

2 8 / /a /
_/x1 {va—yF(l‘,y,y)—i—Ua—y,F(%y,y)} dx.
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Integroidaan v'-termi osittain

@ 2o d [0 ,
et [ s [ s

s

Talloin saadaan
d

i) = /:UL%F(xyy) d(;, (xyy)ﬂdlﬂ

Koska funktio v on mielivaltainen, niin yhtdsuuruuden on péadettéavéa kaikille v. Siten
0 d (0
I'(y) = =—F(x F(z,y,9) ).
() ay(yy) d(a,(yy)>
Kutsutaan téata funktionaalin ensimmaéiseksi variaatioksi.

MAARITELMA 3.7 (Ensimméinen variaatio). Olkoon y : [x1,22] — R™ luokan
C? funktio, joka toteuttaa ehdot y(z1) = y; € R" ja y(z2) = y» € R". Tilléin
funktionaalin /(y) ensimmaéinen variaatio on

1) = o) = o (e Fa)) ),

missi F(z,y,y’) € C%

Néin méaéariteltynd ensimméinen variaatio vastaa reaaliarvoisten funktioiden gra-
dienttia. Osoitetaan seuraavaksi lemma, jota tarvitaan tulokseen funktionaalin &ari-
arvojen loytéamiseksi.

LEMMA 3.8. Olkoon funktio f : [z1,xs] — R jatkuva. Jos

[ o

kaikille jatkuville funktioille h : [zq,29] — R, joille h(z1) = h(xze) = 0, niin f on
identtisesti nolla valilla [z, x].

TobisTus. Oletetaan, ettéd funktio f ei ole identtisesti nolla. Télloin on piste xg €
[x1, x9] siten, ettd f(zg) # 0. Oletetaan lisdksi, ettd f(xg) > 0. Koska funktio f on
jatkuva, niin on olemassa pisteen x¢ ympéaristo [a, b] C [z, 2] siten, ettd f(z) > ¢ > 0
kaikilla € [a, b]. Olkoon funktio h : [z1, 2] — R,

) —(z—=a)(x—=0b), josze€la,b]
Mz) = {0, jos x & |a, b].

Funktio h on jatkuva ja aidosti positiivinen vélilld |a, b[. Télloin

[ stwnta) as = [ som) o+ [ r@ne) e+ [ i) as

>c/abh(x) dx

> 0,
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mikd on ristiriita oletuksen kanssa. Ei siis voi olla pistettd xy € [x1,xs] siten, ettd
f(zo) > 0. Tapaus f(xy) < 0 osoitetaan vastaavasti. Siten funktio f on identtisesti
nolla valilld [z, zo). O

Osoitetaan seuraavaksi tulos, jonka mukaan funktionaalin &d4riarvokandidaatit 16y-
detédn funktionaalin gradientin nollakohdista.

LAUSE 3.9 (Eulerin yht#ls). Olkoon funktio y : [x1,z5] — R™y € C* y(x1) =
ja y(xa) = yo. Jos funktionaali

T2
I:/ F(x,y,y) dz

1

saa suurimman tai pienimmdn arvonsa funktiolla y, niin funktio y toteuttaa ehdon
oF d (OF\ 0
oy dx\oy )

TobisTus. Oletetaan, ettd funktio y on kahdesti differentioituva valilla [z, x9],
toteuttaa ehdot y(z1) = w1, y(x2) = yo ja minimoi funktionaalin 7. Maaritellaan
funktiolle y joukko vertailufunktioita Y (x) vélilla [zq, x9] seuraavasti

Y(z) = y(x) + en(x),

missi funktio n € C', n(x;) = n(xs) = 0 ja ¢ > 0. Téllsin funktio y(x) kuuluu
joukkoon {Y'(z)} mielivaltaiselle n(x), kun ¢ = 0. Korvaamalla funktionaalissa [
esiintyvat y ja ¢y’ vastaavilla Y ja Y’ saadaan

kaikilla ©1 < x < x9.

I(e) = /932 F(z,Y,Y') dx.

1

Niilla valinnoilla € ja A sekd 1 ja v vastaavat toisiaan, jolloin ensimméisen variaation
johtamisen perusteella padstddan tulokseen

o [m[OF d (OF
1(0)_/3“ {ay _dx(ay/ﬂndx

Koska funktio y minimoi funktionaalin I ja I(y) = I(€), kun ¢ = 0, niin I’(0) = 0.
Tamaé tarkoittaa, ettéa

o [=[0F d (OF -
”‘”‘/m {8y ‘dx(ay/ﬂ"dx‘o'

kaikilla funktioilla 7, jotka toteuttavat reunaehdot n(z1) = n(z2) = 0. Talloin Lem-
man 3.8 nojalla integroitava on nolla eli

OF _d (0F\ _,
oy dx\oy )

Todistetaan seuraavaksi vaihtoehtoinen muotoilu Eulerin yhtalosta. Tata tullaan
hyodyntdméén myshemmin kappaleessa 4.1 Brachistochrone-ongelman yhteydessa.

U



10 3. VARIAATIOLASKENNAN MAARITELMIA JA TULOKSIA

LEMMA 3.10 (Eulerin yht&lo - vaihtoehtoinen muoto). Olkoon funktio y : [z1, 3] —
R™ y € C? y(x1) = y1 ja y(xs) = yo. Jos integraali

I:/ F(x,y,y) dx
1
saa suurimman tai pienimmén arvonsa funktiolla y, niin funktio y(z) toteuttaa ehdon
d oF oF
— | F — N I 0
dx [ Y oy’ } Oz
kaikilla 21 < x < z9.

TobpisTus. Derivoidaan yhdistettyéd funktiota F'(z,y,y’) muuttujan = suhteen
dF  OF OFdy OFdy
& 0z Oyds Oy de Q)
_oF  JOF  ,0F
“or Vo oy

muuttujan z suhteen

A (PR (oFY oF o
dz \” oy’ ~ YV oy’ 8y’y '

Vahentamalld yhtilo (2) yhtélosta (1) saadaan

@F A (DY _OF | OF d (0F
dr  dx y(?y’ ~ Ox y@y Yix oy )

Tama voidaan sieventaa muotoon

d(p JOF\ _OF _ JOF d (OF
dz Yoy ) ox V\oy dx\oy))

Eulerin yhtélon toteutuessa yhtélon oikea puoli on nolla. Téten Eulerin yhtélolle
saadaan vaihtoehtoinen muoto

d JOF] OF

1 OF

Derivoidaan y 5y

0.

O

Kuten gradientin nollakohta, ei Eulerin yhtéalon toteutuminenkaan vélttadméatta
takaa aariarvoa tai sen olemassaoloa. Taméa huomataan seuraavasta esimerkista.

ESIMERKKI 3.11. Tamé esimerkki mukailee ldhteessa [7] esitettya.
Olkoon funktionaali

3m

1@%=Agy2—@02®1

Vaaditaan, ettéd funktio y toteuttaa ehdot y(0) = 0 ja y(3) = —1. Etsitddn nyt
funktionaalin I #iriarvot luokassa C?. Eulerin yht#loksi saadaan
y' +y=0,

joka on lineaarinen toisen kertaluvun vakiokertoiminen differentiaaliyhtdls. Tamé
yhtilo voidaan ratkaista sen karakterisesta yhtdlosti r2 +1 = 0. Karakterisen yht#lon
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juuret ovat imaginaarisia, r, = 7,7y = —i. Juurten ollessa imaginaarisia yleinen rat-
kaisu tdhén differentiaaliyhtédloon on

y = 1€ cos(fx) + ce™” sin(fx),
missd r; =79 = a+if. Nyt a =0, § =1 ja siten yhtdlon yleinen ratkaisu on muotoa
€1C0sT + cosin .

Funktiolle y asetettujen ehtojen perusteella ratkaisuksi saadaan y(z) = sinz. Selvi-
tetddn seuraavaksi, onko kyseessd minimi, maksimi vai satulapiste. Tamé tehdain
tarkastelemalla mitd tapahtuu funktion y ympéristossa.

Olkoon z : [0,1] — R jatkuvasti derivoituva funktio, jolle z(0) = 0 ja z(%) =
Talldin funktio h(z) = z(z) — sinz on jatkuvasti derivoituva, h(0) = 0 ja k(% )
Siten jokainen funktio z voidaan esittdd muodossa sinx + h(z) jollakin funktiolla h
Tarkastellaan seuraavaksi funktionaalia I(z) = I(sinz + h(x)),

I(sinz + h(x)) = /02 [sin 2 4 h(z)]* — [cosx + B/ (z)]? dz

37 37

2 2
= / sin®z — cos’ x d:v+2/ h(z)sinxz — h'(x) cosz dx
0 0
3

+ /0 h(@)? — (W (2)]? da

3r

2 T

= I(sinz) + 2 / —h(x) Cosa:—l—/o ’ h(z)?* — [0/ (z)]? dx

=0

3r

3n

= Ilsina)+ [ @) = () de

Nihdéin, ettd tulos riippuu termin fo%r h(x)? — [h/(x)]* do merkistd. Tarkastellaan
tétd termid fuktioilla hy(z) = sin2z ja ho(z) = z(3F — z), joille hy(0) = ho(0) =
hi(%) = ha() = 0. Nyt

w

/02 hi(z)?* — [Wy(2)]? dov = — <0,

™

2 9
/ " ha(@)? — [By(2)]2 do = 73 (9n2 — 40) ~ 42,58 > 0.
; 320"

w

Olkoon € > 0. Talloin

I(sinz + €hy) = I(sinz) + 62/ i hi(x)* — [R)(2)]* do < I(sinz),
0

37

I(sinx + €hy) = I(sinx) + 62/0 : hy(x)* — [Ry(2)]* do > I(sinx)

kaikilla e > 0. Siten funktio y = sinz ei ole minimi tai maksimi.
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Kuten esimerkistd 3.11 huomattiin, Eulerin yhtélo yksinddn ei takaa dériarvojen
olemassaoloa. Osoitetaan funktionaaleille seuraavaksi ehtoja, jotka takaavat toteutu-
essaan Eulerin yhtdlon tuottaman dériarvokandidaatin olevan etsitty dériarvo.

Tarkastellaan seuraavaksi yleista funktionaalia I(y) = f;f F(z,y,y") dx reunaehdoilla
y(x1) = 11 ja y(za) = yo. Pyritééin seuraavaksi kehittaméin sille reaaliarvoisen funk-
tion toisen derivaatan vastine. Olkoon funktio v : [z1, zo] = R",v € C? v(x;) =0 ja
v(x2) = 0. Funktionaalin I(y) toinen derivaatta saadaan sen ensimméisestd derivaa-
tasta seuraavasti

2

d d
Qy,v) = Wf(y + Av)|r=0 = 51’(11 + Av)|x=o,
missid A > 0. Koska

1 F / / F / !
d (y+/\v):/ [Ua[ (x,y + v,y +)\v)]+v,8[ (x,y + v,y +)\v)]] iz,

iy
d\ oy oy’

niin

/ / ! !
d |}Ua[F($7y+>\U7y +)\U )] +U/6[F($7y+/\vay +/\U )]1|A=0 dz.

Qy.v) = /x2 d\ dy oy’

Koska F € C?, niin edelld tehdyt integroinnin ja derivoinnin jérjestyksen vaihdot
ovat Leibnizin integraalisdédnnon perusteella mahdollisia. Kaytetdan nyt ketjusdantoa
kumpaankin termiin

d (Ua[F(x, y+ A,y + )\v')])

d\ y
2 O*[F(z,y + Av,y + M) N UU,BQ[F(x, Y+ v,y + )]
Oy? Oyoy’ ’
A (OE @y + Aoy + NN
d\ y’ N
oy CHE @y + 20,y + W] 2 OPF (2, + Ao,y + W)
ayay/ ay/Q :

Sijoittamalla A = 0 ja edelld lasketut derivaatat takaisin Q(y,v) yhtdloon, saadaan

Qy,v) = /m v28—2F(a: y,y') + 2v & F(x,y,9) 1+ & F(z,y,y)| dx.
) o 8y2 ' I 8y8y/ ' I ay,g » I

Kutsutaan tata funktionaalin toiseksi variaatioksi.

MAARITELMA 3.12 (Toinen variaatio). Olkoon y : [z1, zo] — R" luokan C? funk-
tio, joka toteuttaa ehdot y(xy) = y1 ja y(xs) = y2 ja F(z,y,y") € C% Olkoon v € C?,
jolle v(z1) = 0 ja v(xe) = 0. Télloin funktionaalin / toinen variaatio Q(y, v) suuntaan
v on

o v)_/m 2L e )+ 200 =8 Flay ) + 072 Flayy)| de
y7 - - ayQ ) y7 y ayay/ ) y? y ay/Z ) y? y .
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Toinen variaatio on reaaliarvoisten funktioiden toisen kertaluvun derivaatan vas-
tine funktionaaleille. Sen avulla ensimméistd variaatiota tutkimalla loydetyt &éari-
arvokandidaatit voidaan tietyissd tapauksissa luokitella minimeiksi, maksimeiksi tai
satulapisteiksi.

LAUSE 3.13. Olkoon y : [x1,2s] — R™ luokan C? funktio, joka toteuttaa ehdot
y(z1) = y1 ja y(xa) = yo ja F(z,y,y') € C?. Olkoon funktio v : [x1,z5] — R™, v € C?,
v(z1) = 0 ja v(zz2) = 0. Oletetaan lisiksi, etti funktio y toteuttaa Eulerin ehdon.
Tdlloin funktio y on funktionaalin I(y) lokaali minimi, jos
a Ja / 201’ 0” Ja / 12 0 / 0
vm (x,y,y) + m}@yay’ (z,9,9') Dy (z,9,9") >

kaikille nollasta poikkeaville funktioille v.

TobisTus. Funktio y on funktionaalin /(y) lokaali minimi, jos Q(y, v) > 0 kaikille
nollasta poikkeaville funktioille v. M&éaritelmén 3.12 mukaan

" 2 82 / / 82 ! 12 82 /
Qy,v) = v a—?ﬂF(%y,yHvi ayay,F(%y,y) e (z,9,9)]| d.

0
Nyt jos
82 82 2 ,
v mF(fc,y,y)vaa oy F(z,y,y') +v? ay,gF(x,y,y) >0,
niin myo6s Q(y,v) > 0. Koska v oli mielivaltainen, vaaditaan, ettd ehto pétee kaikille
nollasta poikkeaville funktioille v. O

Toisen variaation lauseketta on suhteellisen hankala késitelld. Téasta syysta ilmais-
taan lauseke toisin

T2 82 82 , , 82 ,
Q(y,v)z/ [UZa—ygF(:c,y,y)+2vva o7 F(z,y,y') + Qay,g (x,y,y)] dx

x2 ) 92 , 2 o? ,
B 1 i a_yzF(xjg%y ) v 3y/2F<x’y’y ) dz+
T2 9

a T2 d 82
2 AN 2 7 /
/ v ayy,F(%y,y) / v dx(ayy,F(m,y,y)) dx

1

T2 @2 62 d 82
_ [ / |

Kiinnitetddn funktio y ja valitaan funktioiksi R = 3, P F(z,y,y)jas = 3y 2 Fx,y,y)—
4 (2 02
Oy’

F(z,y,y')). Néilld valinnoilla toinen variaatio voidaan kirjoittaa muodossa

J(v) = / m(Rv’Q + Sv?) d.

1

Nyt ehdon Q(y,v) > 0 sijaan voidaan tutkia, milld ehdoilla J(v) > 0.
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LEMMA 3.14. Olkoot R ja S jatkuvia funktioita ja oletetaan, etta

T2
J(v) = / (Rv"* 4 Sv?) dz > 0
kaikilla C'-funktioilla v, joille v(z1) = v(zy) = 0. Télldin R(x) > 0 kaikilla = €
[xla .132].

TobisTus. Riittdd nayttéd, ettd jos R(zo) < 0 jollekin xy € [z1, x5, niin J(v) <
0. Olkoon véli [a, b] C [x1, xo] siten, ettd zq € [a,b] ja R(z) < —6 < 0 kaikilla z € [a, b].
Valitaan funktioksi v

o) = {sin2 % kaikilla x € [a, D]

0 muulloin.
Nyt
x2 b 2
2 9 B T . o 2m(z —a)
/xl (RU'—i—Sv)dx—/aR(b_a)Qsm r— dx
b j—
+ / Ssin? e —a) dx
a b—a
o
_ M(b—
missa M = max | S(x)|. Riittévén pienelle (b — a) epéyhtélon oikea puoli on nega-
T1STST2
tilvinen ja siten myos J(v) < 0, miké on ristiriita oletuksen kanssa. Siten R(z) > 0
kaikilla « € [21, 2. O

Esitellain seuraavaksi valttdméaton ehto, jonka funktionaalin minimoivan funk-
tion y tulee toteuttaa. Kuten Eulerin yhtédlo ei tdméakaan ehto itsessddn ole riittava
osoittamaan, ettd sen toteuttava funktio on etsitty minimi. Ehdon avulla voidaan
kuitenkin rajata Eulerin yhtalolla 1oydettyjéa funktoita tarkastelun ulkopuolelle.

LAUSE 3.15 (Legendren ehto). Olkoon y : [x1,z5] — R"™ luokan C* funktio, jolle
y(z1) = y1 ja y(xa) = yo, ja F(x,y,y") € C?. Jos funktio y on funktionaalin I(y)
lokaalt minimai, niin

0?F
oy'? =0
Y
kaikilla x € [z, z4].

TobisTus. Ollakseen minimi funktion y on toteutettava ehto Q(y,v) > 0 kaikille
nollasta poikkeaville funktioille v. Kiinnitetylle funktiolle y toinen variaatio voidaan
kirjoittaa muodossa

J(v) = / (R + S0?) d,
missi R = 25 F(2,y,y) ja S = 25 F(x,y,y) — 4 (7 F(x,9,9)). Jos Q(y,v) >0,
niin J(v) > 0 ja Lemmasta 3.14 seuraa, etté

0*F

oy’
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kaikilla = € [z, xs]. Siten epayhtilo pétee aina, kun funktio y on funktionaalin I(y)
minimoija. 0

Pyritddn seuraavaksi maarittdméain lisdéd ehtoja, joiden toteutuessa Q(y,v) > 0.
Aikaisemman perusteella toinen variaatio Q(y,v) pystytddn kirjoittamaan kiinnite-
tylle funktiolle y muodossa

Qy,v) = J(v) = /xQ(Rv’2 + Sv?) dx.

1

Lemman 3.14 mukaan ehto R(z) > 0 on valttdméton, jotta J(v) > 0. Oletetaan nyt,
ettd R(z) > 0 kaikilla x € [z1, x5] ja médritellddn ehdot, joiden toteutuessa J(v) > 0
kaikille v #Z 0. Aloitetaan kirjoittamalla funktionaalille J(v) Eulerin yht&lo

d
Sv— —(Rv") = 0.
dac( )
Téamé& on toisen asteen differentiaaliyhtdld, johon reunachdoilla v(z1) = v(x2) = 0 on
ratkaisu v = 0. Yhtalolla voi myos olla muita ratkaisuja ja niiden tutkimista varten
otetaan kayttoon seuraava madritelma.

MAARITELMA 3.16 (Konjugaatti). Olkoon v : [z1,79] — R luokan C! funktio,
jolle v(z1) = v(z2) = 0,v # 0 ja olkoot R ja S jatkuvia funktioita. Olkoon J(v)
muotoa

J(v) = / " (R + S?) da.

1

Oletetaan lisdksi, ettd funktio v toteuttaa Eulerin yhtdlon. Télloin yhtalod

d
Sv— —(Rv') = 0. 3
v— 2 (Rv) g
sanotaan Jacobin yhtéloksi. Pistettd zy # x; sanotaan pisteen x; konjugaatiksi, jos

yhtélolla (3) on olemassa epétriviaali ratkaisu v # 0, siten, ettd v(zg) = v(z1).

LAUSE 3.17. Olkoon v : [x1,73] — R™ luokan C' funktio siten, etti v(x,) =
v(xe) = 0,v # 0, ja olkoot R ja S jatkuvia funktioita. Kun R(x) > 0 kaikille x €
[1,x29] ja ei ole olemassa pisteen x; konjugaattia xy €|z, x5[, niin

x2
J(v) = / (Rv" 4 Sv?) dx > 0.
x1
TobisTus. Lauseen todistamiseksi riittdd osoittaa, ettd funktionaali voidaan kir-
joittaa muodossa, jossa integroitava ei ole identtisesti nolla kuin tilanteessa v = 0.
Aloitetaan lisiamélld integraalin sisélle - (wv?), missd w(z) € C*. Tésté funktionaa-
lin arvo ei muutu, silla koska v(z1) = v(x2) = 0, niin

z2
/I %(wiﬂ) dx = 0.

1
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Valitaan seuraavaksi funktio w siten, ettd w? = R(S + w’) kaikilla z € [xq,z5]. Nyt
funktion w valinnan perusteella integroitava voidaan tdydentdé nelicksi

Rv'? + Sv? + di(wzﬂ) = RV 4 2w’ + (S + w')v?
T

2,2
R
2wor’  w?v?
= R(v"?
(0 + 2 4 )
wo\ >
=RV +—| .
(%)
Tésté seuraa, ettéd integraali voidaan kirjoittaa muodossa

) ) 2 wY 2
J(v) = / (RV'™ + Sv?) dx = / R(v’ + f) dx.
1 x1

Koska R > 0 ja (v 4 %)% > 0, kun v # 0 ja funktio w on olemassa, niin J(v) > 0.

— RV + 2w’ +

Osoitetaan seuraavaksi, ettd valilld oy, xo[ el ole pisteen x; konjugaattia. Korvaa-

malla w = —RTh, uudelle funktiolle h € C! saadaan
w? = R(S + ')
R*h? o (Rh" + L(R)I')h — Rh”
hz h?

d
— _ no @ !
0=Sh (Rh + dx(R)h)

d
0=5Sh i (RK).
Tamé on Jacobin yht#lo funktionaalille J(v). Funktio w on olemassa kaikilla z €
[x1, x2] vain, jos on olemassa nollasta poikkeava funktio h. Nyt halutaan, ettd funktio h
on epétriviaali ratkaisu Jacobin yhtdloon ja pisteelle x; ei ole konjugaattipistetté
valilld |zy, zo]. Talloin J(v) > 0 aina, kun R > 0 ja pisteelld z; ei ole konjugaattia
Ty €Ty, Ta]. O

LAUSE 3.18. Olkoon y : [z1,22] — R"™ luokan C* funktio, joka toteuttaa ehdot
y(z1) = y1 ja y(z2) = yo ja F(x,y,y’) € C?. Olkoon v € C? ja oletetaan, etti funktio
y toteuttaa Eulerin yhtdlon. Funktio y on funktionaalin I(y) lokaali minimi, jos

O*F
oy "

kaikilla © € [z1, x9] ja Jacobin yhtiloon,

O?’F d [ 9*F d (0*F
— = ||lv—— 50" | =0,
dy?>  dx \ 0yoy' dz \ Oy’

on vain triviaali ratkaisu, v = 0, kaikilla © € [xq, x2).
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TobisTus. Ollakseen minimi funktion y on toteutettava ehto Q(y,v) > 0 kaikille
nollasta poikkeaville funktioille v. Koska 3 on kiinnitetty, niin toinen variaatio voidaan
kirjoittaa muodossa

w [ 92F PF d [ OF
. 12 2z - 7
Qy.v) —/xl [” a2 Y <ay2 dx (élyay’)ﬂ dx'

Lauseesta 3.17 seuraa, ettd Q(y,v) > 0, jos
O*F
oy "

kaikilla x € [z1, 23] ja ei ole olemassa pisteen x; konjugaattia x¢ € |z1, xs[. Jacobin

yhtaloon
PP 4 (FFY] (0N
Oy?  dx \ Oyoy' 7 6y’2v B

on reunachdoilla v(zy) = v(z2) = 0 vain triviaali ratkaisu v = 0. Siten funktio y

o

minimoi funktionaalin I(y), jos % > 0 kaikilla = € [21, 23] ja Jacobin yhtdloon on
vain triviaali ratkaisu kaikilla = € [z1, x5). O
Jacobin yhtdlo on hyodyllinen tyckalu funktionaalien &&riarvoja etsittédessa. Se

on kuitenkin usein hyvin hankala ratkaista. Esitelladn seuraavaksi yhtédlon kéasittelyé
helpottava tulos.

LEMMA 3.19. Olkoot y : [z1,25] — R luokan C? kahdesta parametrista, o ja
3, riippuva funktio, funktio v € C? ja R ja S jatkuvia funktioita. Tlléin Jacobin
yht#lson

d
Sv——(Rv') =0
v dx( v')

on olemassa epiétriviaali ratkaisu pisteelle x € [z, 23] aina, kun determinantti
%Z/o %yo
9 9
Bayl 3591

)

missd y1 = y(z1) ja yo = y(xo) kaikilla zg € |z, 2], on nolla. Téllaiset pisteet zy ovat
pisteen z; konjugaatteja.

Lemmaa 3.19 ei todisteta. Tuloksesta voi lukea liséé ldhteesta [1] sivuilta 82-84.






LUKU 4

Klassisia variaatio-ongelmia

4.1. Lyhin aika (Brachistochrone)

Vuonna 1696 Johann Bernoulli esitteli Brachistochrone-ongelman julkaisussaan
Acta Eruditorum. Itse ratkaistavan ongelman han muotoili seuraavasti:

Olkoon pisteet A ja B. Millainen on kéayrd, jota pitkin painovoi-
man vaikutuksesta liikkuva kappale liukuu nopeimmin pisteesta A
pisteeseen B?

Bernoulli ei kuitenkaan ollut ensimmaéinen, joka tutki kyseistd ongelmaa. Vuonna
1638 Galileo késitteli vastaavaa ongelmaa teoksessaan Discorsi e Dimostrazioni Ma-
tematiche Intorno a Due Nuove Scienze. Galileo osoitti, ettd verrattuna pisteitd yh-
distdvain janaan kappale liukuu pisteestd A pisteeseen B nopeammin janoja AC ja
C B pitkin, jos piste C' on ympyrén kaarella. Tdmén huomion seurauksena hén véitti,
ettd nopein reitti pisteiden A ja B valilla olisi ympyréin kaari. Hénen véitteensé oli
kuitenkin virheellinen.

Oikean ratkaisun Johann Bernoullin esittdméédn ongelmaan 16ysivat hidnen veljensa,
Jacob Bernoulli, Newton, Leibniz ja I'Hopital. Vaikka kukin heistéa esitti ongelmaan
erilaisen ratkaisun, lopputulos oli kuitenkin sama. Ratkaisu Brachistochrone-ongel-
maan ei ollut Galileon vaittdméa ympyréan kaari vaan toinen ympyréén laheisesti liit-
tyvé kayra, sykloidi. Sykloidi on kéyré, joka muodostuu ympyréan kehalla olevan pis-
teen piirtdméand, kun ympyra vierii pitkin suoraa.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd ratkaisu Bernoullin esittdmé&én ongelmaan on sykloidi.

z- SN

Kuva 2. Vierivin ympyrédn muodostama sykloidi.

19
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TobpisTus. Oletetaan y-akselin positiivisen suunnan olevan alaspéin. Olkoon A =
(x1,y1) ja B = (x9,ys). Oletetaan, ettd z; < x ja valitaan piste A origoksi, jolloin
ry = 0jay; = 0. Olkoon y : [z1,22] — R, y(0) = 0 ja y(z2) = yo. Tall6in funktio
y kuvaa kappaleen etédisyyttd y-akselista. Koska kappale liukuu kéyraa pitkin kit-
katta, kappaleen potentiaalienergia muuttuu suoraan liike-energiaksi. Kun oletetaan,
ettd kappale ldhtee liikkeelle levosta, niin kappaleen nopeus v missé tahansa kéyran
pisteesséd saadaan yhtélosta

L
—mv° =m
5 9Y;

missd m on kappaleen massa ja g putoamiskiihtyvyys. Siten nopeudeksi v saadaan
v =/29Yy.

Nopeus voidaan esittdd muodossa

missd s on kappaleen kulkema matka ja t sithen kulunut aika. Integroimalla téta
saadaan kappaleelta liukumiseen kuluva aika

t_/m ds _L/m_\/l*?ﬁdx
o V29y V29 Jo VY '

Ajan minimoivan kdyrdn on toteutettava Eulerin yhtdlo. Kéytetaén siitd vaihtoeh-
toista muotoa, Lemmaa 3.10, jolloin

d[m_ y? ]_0
dx NG NVAENE

Integroimalla tdmé ehdoksi saadaan

\/1 i le\/l =+ y/2 _ y/2

VIVt P

Taméa voidaan vield sieventda muotoon

- kl-

y<1 + y/2) = kQ:

missd k1 € R on vakio ja ky = (k—ll)2 Kyseinen differentiaaliyhtélo voidaan kirjoittaa
muodossa

12 kQ_y
y® = :
Yy
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Yhtéalo on separoituva ja se voidaan ratkaista kidyttéden sijoitusta y = %(1 — cosf)

,_ dy [k —y
y:d_:
T Y
Y
1/ dy = | dx
/ kQ_yy /
/1 —cosOky .

/ m;SlnedG—x‘i‘k@

/%(1—0030) df = x + k3

k
52(9—sin9) — k3 =z,

missid k3 € R on integroimisvakio. Koska piste A wvalittiin origoksi, niin k3 = 0.
Edellisen perusteella funktio y voidaan esittdd parametrimuodossa
k
= —2(0 —sind),
2
k
Yy = 32(1 — cos ).

Téamé& parametrimuoto kuvaa sykloideja, joissa vierivdn ympyrén séde on ]“2—2 ja keskus-
kulmaa 6 vastaavan kaaren pituus on ympyran vierimé matka. Koska alkuehdon mu-
kaan sykloidin on kuljettava pisteen B kautta, voidaan tdmén perusteella madrittasa
vakio ks.

Osoitetaan lopuksi, ettd tdmé ratkaisu on ehdokas etsityksi minimiksi. Minimoita-

va funktionaali oli muotoa
x9 T2 /1 12
/ F dx = / i dz.
0 0 \/ﬂ

Talloin

PF 9 < Y ) B 1

y? W \\Vy(l+vy?) JSu(l+y?):
SQelVéisti niahdéén, ettd (1 + y’Q)% > 0jay = %(1 — cos¢) > 0 kaikilla ¢. Siten
% > 0 kaikilla x. Sykloidi siis toteuttaa Lauseen 3.15 ehdon ja on ehdokas etsityksi
minimiksi. 0

Edellinen todistus osoittaa, ettid sykloidi tayttada minimille valttdméattomat ehdot.

Se ei kuitenkaan riitd osoittamaan, etté kaikista kayristd juuri sykloidi minimoi kap-
paleen liukumisajan. Tdydennetéédn téltd osin edellistd todistusta osoittamalla, etté
sykloidi tosiaan on etsitty minimi. Seuraava todistus mukailee lahdetté [3].

TobisTus. Oletetaan y-akselin positiivisen suunnan olevan alaspéin. Sykloidin
parametrimuoto on
r=R(0—sinf), y= R(1—cosb),
missd 0 < 6 < 27 ja R on sykloidin méardavan ympyrdan sdde. Sykloidia pit-
kin liukuvan kappaleen sijainti on ajan ¢ funktio vélilld [0, 7] siten, ettd alkupiste
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A =(0,0) = (x(0),y(0)) ja loppupiste B = (z(T"),y(T")). Téssd T on kappaleelta liu-
kumiseen kuluva aika, joka pyritd&dn minimoimaan. Oletetaan liséksi, ettd sykloidin
pisteille péatee z > 0 ja y > 0. Koska kappaleen oletetaan ldhtevén liikkeelle levosta

ja liukuvan kitkatta, niin

L
—mv” = mgy.
5 gy

Tamén yhtalon nojalla kappaleen nopeudelle missé tahansa sykloidin pisteessé pétee
v? = 2gy.
Otetaan nyt kdyttoon uudet koordinaatit p ja 7, joilla

3czp7—p28inz ja y:p2<1—cosz>,
P P

missid 0 < p ja 0 < 7 < 2mp. Téamé vastaa sykloidin parametrimuotoa, jossa R = p?
ja d = 5 Kéayttamalla ketjusdantoa o’ ja ¢y’ voidaan ilmaista termien 7 ja p’ avulla

, Ox , Ox , ( 7') , ( T . 7') ,
r=—T+4+—p =|p—pcos— |7+ | T+ Tcos— —2psin— |p,
or Op p p p

9, 0
y = Wy Wy = (psin ZT') + (Qp — 2pcosZ — 7sin Z)p’.
or  Op p p P

Hyodyntéen edellistd kappaleen nopeus voidaan ilmaista termien 7/ ja p’ avulla

29y = v? = 22 +y’2

= 2,02(1 —COSZ)le +2<4p2(1 —cosz> —4p7'sinZ + 72 (1 —i—(:osz))p'2
p p p p

2
=2y’ + 4 (Zp sin — — 7 cos l) o7
2p 2p
Taté yhtilod kiyttamilld Brachistochrone-ongelma on helppo ratkaista. Termi p'* on
ei-negatiivinen, joten 2yr'* < 2gy. Koska y > 0 paitsi pisteessi A ja mahdollisesti
pisteessd, B, niin 7/ < /g paitsi ehké ajanhetkilld ¢ = 0 ja t = T'. Integroimalla t&ta
epayhtalod vililla [0, T] saadaan

T(T):/OTT’dtg/OT\/gdt:\/gT.

Siten aika, joka kappaleelta kuluu pisteiden A ja B vélisen matkan liukumiseen, on
alhaalta rajoitettu. Liukumisajan minimi saadaan valitsemalla 7" = /g ja p’ = 0.
Talloin p on vakio ja kappaleen kulkema polku on sykloidin kaari. U

Edellinen todistus yhdesséd aikaisemman kanssa osoittaa, ettd juuri sykloidi mi-
nimoi kappaleen liukumisajan. Siten sykloidi on Brachistochrone-ongelmaan etsitty
ratkaisu. Tarkastellaan seuraavaksi, miten kahden annetun pisteen kautta kulkevan
sykloidin yhtalo saadaan.

ESIMERKKI 4.1 (Brachistochrone annetuilla pisteilld). Oletetaan y-akselin positii-
visen suunnan olevan alaspéin. Olkoot piste A = (0, 0) ja piste B = (1, 1). Ratkaistaan
Brachistochrone-ongelma néille pisteille eli etsitdén pisteiden vilille kdyré, jota pitkin
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kitkaton kappale liukuu nopeiten pisteestéa A pisteeseen B. Brachistochrone-ongelman
todistuksen perusteella tiedetéén, ettd téllaisen kdyrdn parametrimuoto on

r = g(@ —sinf), y= §<1 — cos ).

Huomataan seuraavaksi, ettéd pisteiden A ja B kautta kulkevan suoran kulmakerroin

ap—xa 1-0 %1 —cos) (1—cosh)

yp—ya 1—0 %@ —sinf) (0 —sind)
on riippumaton vakiosta k. Nyt parametrin 6 arvo pisteessid B voidaan ratkaista
edellisesté yhtélostéa, jolloin

0~ 2,412.
Vakion k arvo pisteessd B voidaan ratkaista sijoittamalla yhtaloihin aikaisemmin
ratkaistu parametrin 6 arvo, jolloin saadaan

k~1,146.
Talla vakion k arvolla kiayréd kulkee pisteiden A ja B kautta.
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4.2. Isoperimetrinen ongelma

[soperimetrinen ongelma on todennékdisesti vanhin tunnettu variaatiolaskennan
ongelma. Ongelma juontaa juurensa antiikin aikaan, jolloin se tunnettiin kuningatar
Didon ongelmana. Tarinan mukaan Tyroksen kuninkaan Pygmalionin sisko Dido pa-
keni veljeddn Pohjois-Afrikkaan nykyisen Libyan alueelle. Pakomatkansa péitteeksi
Dido osti paikalliselta kuninkaalta maata, jolle myohemmin perustettaisiin Kartha-
gon kaupunki. Sopimuksen mukaan hén sai niin suuren maa-alueen kuin héran taljalla
pystyi peittamain. Hén leikkasi kyseisen taljan ohuiksi suikaleiksi ja sitoi ne yhteen
naruksi. Sitten hén asetteli narun maahan niin, etté se rajasi suurimman mahdollisen
alueen. Nain tehdessdédn Dido joutui ratkaisemaan seuraavan ongelman:

Miké kaikista suljetuista kdyristd rajaa suurimman alueen, kun kayran
pituus on kiinnitetty?

Tarinan mukaan hén asetteli narun puoliympyrén muotoon kédyttden rantaviivaa reu-
nana. Téaten voidaankin olettaa, ettd Dido 16ysi ongelmaansa oikean ratkaisun, sill&
ympyré, jonka piirin pituus on kyseisen narun pituus, rajaa suurimman alueen.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd suljetuista kdyristd ympyra rajaa suurimman alueen,
kun kayrén pituus on kiinnitetty.

Kuva 3. Kuningatar Didon ratkaisu. [13]

TobisTtus. Olkoon C' suljettu itsedén leikkaamaton kayré, jonka pituus on L > 0.
Olkoon kéyran C' parametriesitys

f110.1] = R%, f(t) = (x(t), y(t)).
Oletetaan liséksi, ettd parametriesitys f on paloittain C°°. Télloin Greenin teoreema
antaa kayrdn C rajaaman alueen pinta-alan

1
I= —/ (xy) — 2'y) dt.
2 Jo
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Koska kdyra C' on suljettu, niin (0) = x(1) ja y(0) = y(1). Kédyrin C pituus saadaan
integraalista

1
J:/ o 4y dt.
0

Nyt Lauseen 3.6 mukaan minimoitava funktionaali on

"1
H :/ 5(:Uy’ —a'y) + /a2 + y'? dt.
0

Funktionaalin minimoivan funktion on toteutettava Eulerin yhtalot

oH d<8H> .
— - =0 ja

Or  dt\ ox’
OH _d (0l _
oy dt\oy )

Derivoidaan H muuttujien x, 2’, y ja 3’ suhteen ja sijoitetaan ndmé Eulerin yhtiloihin

1 d 1 A\’
WAV VI B

2 dt 2 1/IJZ_i_y/Z
1, d/f1 Ay
- e L) =0.
2x dt<2$+ 1/117/2_+_y/2

Integroimalla ndmé& muuttujan ¢ suhteen saadaan

Ax! ,
Yy— —F———==2c ja
/:L./2+y/2
)\ /
T+ Y Co,

Ve

missé ¢; ja ¢ ovat vakioita. Korotetaan (y—c;) ja (x —cs) toiseen ja lasketaan yhteen,
jolloin

-y ? Az’ ?
e+ -ar = () + (- 2=)
el =\ U)o

2 (I/2 + 3/2) 2
=N o = A
(= +y")
Saatu yhtilo (z — c)? + (y — ¢1)? = A? vastaa ympyrin, jonka side on A = % ja

keskipiste (cg, 1), yhtaloa.

Hyvin usein isoperimetristd ongelmaa ldhestytddan todistamalla isoperimetrinen epé-
yhtils

ArA < L2

Epéyhtélo antaa suhteen suljetun kidyran pituuden ja sen rajaaman pinta-alan vélille.
Epéyhtilostda huomataan, ettd yhtdsuuruus on voimassa ympyran tapauksessa eli
kun A = 7r? ja L = 2mr. Téten voidaan pédtelld, ettd ympyrd tuottaa etsityn
maksimin. ]
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[soperimetriseen epayhtédloon ja sen todistuksiin voi tutustua tarkemmin ldhteen
[2] sivuilla 550-564.

Edellinen todistus perustuu variaatiolaskentaan ja kdyttdad hyvikseen sen tyokaluja
ongelman esittdmisesséd ja ratkaisemisessa. Kyseistd ongelmaa on myos mahdollista
lahestya eri tavoin. Esimerkiksi vuonna 1841 Steiner julkaisi viisi erilaista todistus-
ta isoperimetriseen ongelmaan. Namé todistukset olivat luonteeltaan puhtaasti geo-
metrisia. Esitetddn néista yksi. Todistusta varten osoitetaan ensin lemma kolmioiden
alalle.

LEMMA 4.2. Olkoon ABCD kolmio. Olkoon sivun BC' pituus b ja sivun C'D
pituus c. Téll6in kolmion ABC' D ala on suurin, kun kulma ZBC'D on suora.

TobisTtus. Kolmion ABCD pinta-ala voidaan laskea kaavalla
1
A= Ebcsin(ABCD).

Koska 0 < sin(£ZBCD) < 1, niin A < %bc. Talloin kolmion ABCD ala on suurin,
kun sin(£ZBCD) =1 eli kulma ZBCD on suora. O

STEINERIN "SARANATODISTUS”. Olkoon C' suljettu, itsedin leikkaamaton kéyra
annetulla pituudella. Osoitetaan ensin, ettd kdyrin C rajaama alue on konveksi, jos
kiayrd C' on pinta-alan maksimoiva kayra. Oletetaan, ettd kdyran C rajaama alue ei
ole konveksi. Télloin on pisteet P, () € C siten, ettd vahintdén yksi piste janalta PQ)
ei ole kdyrin C rajaaman alueen sisilld. Nyt voidaan mééritella uusi kayra C* peilaa-
malla pisteiden P ja @) vilinen kdyrén osa janan P(@) suhteen. Néin saatu kayrd C* on
yhté pitka tai lyhyempi kuin kédyrd C' ja rajaa suuremman alueen. TAmé on ristiriita
oletuksen kanssa. Siten pinta-alan maksimoivan kidyréan rajaama alue on konveksi.

Kuva 4. Peilaamalla P ja () vélinen kédyrdn osa janan P() suhteen
saadaan pinta-alaltaan suurempi kayra C*.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd kdyrd C' on ympyrd. Olkoot pisteet R ja S kéyralta
C' siten, ettd ne jakavat kiyran C' kahteen yhté pitkadn osaan C” ja C”. Télloin jana
RS jakaa kédyrdn C' rajaaman alueen kahteen pinta-alaltaan yhtd suureen alueeseen.
Jos néin ei olisi, voitaisiin suurempi alue peilata janan RS suhteen, jolloin saataisiin
uusi, yhta pitkd kdyra, joka rajaa suuremman alueen.
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Edellisen perusteella riittdd osoittaa, ettd C” tai C” on puoliympyra. Valitaan C'.
Oletetaan, ettd C” ei ole puoliympyri. Télloin on piste A kdyralta C” siten, ettd kul-
ma ZRAS ei ole suora. Pisteitd R ja S voidaan liikuttaa pitkin niiden maardamas
suoraa siten, ettd janojen RA ja AS pituudet eivat muutu kulman ZRAS toimies-
sa saranana. Niin tekemalld saadaan suorakulmainen kolmio ARAS, jossa kulma
ZRAS on suora. Lemman 4.2 mukaan suorakulmainen kolmio on alaltaan suurempi
kuin aikaisempi. Toistamalla téatd prosessia kaikille pisteille A, joille kulma ZRAS ei
ole suora saadaan koko ajan suuremman pinta-alan rajaava kadyra. Prosessia jatka-
malla kidyrd C” suppenee kohti puoliympyraéd. Téaten suurimman pinta-alan rajaava

kayrd on ympyra. O
A
R s R s

Kuva 5. Liikuttamalla pisteitd R ja S niiden madradmaé suoraa pitkin
voidaan kasvattaa kiayraan C” rajaamaa pinta-alaa.

Steinerin todistuksessa kéaytetyt konstruktiot osoittavat, ettd jos kiayrda C' ei ole
ympyré, niin tietyilla prosesseilla 16ydetdédn aina toinen yhtéd pitkd kédyra, joka ra-
jaa suuremman alueen. Lisdksi paddytadan tulokseen, ettd ympyré rajaa suuremman
alueen kuin mikaédn néista kayristd. Lopputuloksesta huolimatta todistus jia hieman
puutteelliseksi. Todistuksessa nimittédin oletetaan, etté esitettyé prosessia toistamalla
kayrda C' suppenee kohti ympyréaé eli toisin sanoen suurimman alueen rajaavan kéyra
on olemassa. Taltd osin Steinerin todistuksen ovat tdydenténeet esimerkiksi Edler ja
Carathéodory. Heidén todistuksiinsa voi tutustua lihteen [2] sivuilla 544-548.
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4.3. Lyhin pisteiden vilinen etiisyys pallon pinnalla

Tavallisessa euklidisessa tasossa kahden pisteen vélinen lyhin polku 16ytyy suo-
ralta viivalta, joka kulkee kummankin pisteen kautta. Kaarevilla pinnoilla sama ei
valttaméatta pida paikkaansa, silla niilld ei yleensé ole suoria viivoja. Siten esimer-
kiksi pallon pinnalla ei ole itsestdén selvdd mikéd on lyhin polku pisteestéd toiseen.
Avaruudessa R" lyhin polku voidaan kuitenkin selvittda variaatiolaskennan avulla
minimoimalla valittujen pisteiden valisen kédyran pituus

Tietoa lyhimmésta polusta voidaan hyodyntdd kaytdnnon sovelluksiin monilla eri
tavoilla. N&itd ovat muun muassa erilaisten rakenteiden suunnittelu, teollisuusrobot-
tien liikeratojen suunnittelu ja kaksiulotteisten kuvien projisointi kolmiulotteiselle
objektille. Koska maapallo on kutakuinkin pallon muotoinen voidaan lyhintd polkua
kéayttaa liséksi etdisyyksien mittaamiseen, lento- ja laivareittien suunnitteluun.

Ennen kuin lyhin polku ratkaistaan, tutustutaan méaritelmiin, jotka helpottavat pal-
lopinnan pisteiden késittelemisté.

MAARITELMA 4.3. Olkoon atan2 : R? — [-m, ] funktio

arctan (g), jos x >0,
arctan (%) +7m josx<0jay>0,
atan2(y, x) = { arctan (%) —7m josx<0jay<DO0,
5 josx =0jay >0,
C%’ josx =0jay <O0.

MAARITELMA 4.4 (Pallokoordinaatit). Olkoon piste P = (z,y, z) € R3.
Lukukolmikkoa (7,6, ¢), missé

r=va?+y?+22, r>0,

0:arccos(z), 0<6<2mr#0
r

¢ = atan2(y, ), 0<o¢<m,

sanotaan pisteen P pallokoordinaateiksi.

Koordinaateista r ilmaisee pisteen P etéisyyden origosta, kulma 6 z-akselin posi-
tiivisen suunnan, origon ja pisteen P zy-tason projektion vélisen kulman ja kulma ¢
z-akselin, origon ja pisteen P vilisen kulman.
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A

Zz

PR

Y

S y
8 . :
X \‘x :

Kuva 6. Pisteen esitys pallokoordinaatistossa.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd pallopinnalla pisteiden viélisen lyhimmén etdisyyden
maarad isoympyra.

Tobistus. Oletetaan pallon keskipiste origoksi ja séteeksi » = R, R > 0. Ol-
koot piste P = (R,01,¢1) ja P» = (R,0s,¢,). Jotta etidisyyden minimoiva kéyra
loydetéadn, on tutkittava pallopinnan kaaria ja niiden pituuksia. Pallopinnalla olevan
kaaren pituudelle s pétee

(ds)? = (dr)? + (rd¢)* + (rsin ¢ df)?.

Koska pallon séde r on vakio, niin dr = 0 ja

ds = Ry/(d)? + sin? 6(d6)?.

Siten koko kdyréan pituus s saadaan integraalista

) 2
S—/¢ R\/1+Sin2¢<%) do.

Merkint6jen yksinkertaistamiseksi merkitéddn jatkossa j—g =0'jaF = R\/1+0"7sin’¢.
Koska F' on riippumaton muuttujasta 8, niin %_1(;" = 0. Talloin pisteiden P; ja P vilisen

etdisyyden minimoivan kdyrdn on toteutettava Eulerin yhtalo

d (OF
@(%)IO

Téaten % = k jollekin vakiolla k£ € R. Edellisesta yhtélosta saadaan, etta
RO’ sin? ¢
Hyoddynnetédan tatéa 6 ratkaisemiseksi. Korotetaan yhtélé puolittain toiseen
, R*0 sin ¢

1460%sin’¢

k:

ja ratkaistaan ¢’ suhteen
o k k cosec? ¢

N sin ¢y/sin? ¢ — k2 N NI k2 cosec? ¢
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missé cosec ¢ = ﬁ on trigonometrinen funktio kosekantti. Integroidaan tama kayttamalla
hyviksi muutoskaavaa cosec?¢ = 1 + cot?¢ ja sijoittamalla ¢ = Acot ¢, missi
A = YL iolloin saadaan

dq 1
0(¢):A/1_q2:Asm q+ «,

missd a € R on integroimisvakio. Nyt ndhdéén, etta 6 ja ¢ vililla on yhteys
sin(f — ) = g = Acot ¢.

Jotta tdmén yhteyden merkitys minimoitavan etiisyyden osalta selkiytyy, kerrotaan
yhtilo puolittain termilla R cos ¢ ja kidytetddn muutoskaavaa sin(f—«) = sin 6 cos a—
cos 6 sin «, jolloin saadaan

(cosa)y — (sina)x = Az,

missd x = Rsin¢cosf, y = Rsin¢gsinf ja z = Rcos¢. Tamé on origon, pisteen P
ja Py kautta kulkevan tason yhtdlo. Téllaisen tason ja pallopinnan leikkausjoukkoa
sanotaan isoympyriksi. Siten isoympyra madrada kahden pallopinnan pisteen vélisen
lyhimmaén etédisyyden.

Osoitetaan lopuksi, ettd isoympyrédn lyhyempi kaari u on etsitty minimi. Valitaan
todistuksen yksinkertaistamiseksi piste P, = (R, 6;,0) pallon pohjoisnavaksi ja P, =
(R, 02, ¢2). Pisteiden valinnan perusteella niiden kautta kulkeva isoympyréd voidaan
parametrisoida seuraavasti

u(z,y, z) = R(cos b sin(t),sin f; sin(t), cos(t)), ¢ € [0, 7).

Lauseen 3.18 perusteella riittdd nayttas, etta g%g > 0 ja Jacobin yhtalolla

002 dt \ 9000’ ANy
on vain triviaali ratkaisu, v = 0, kaikilla ¢ € [0, 7]. Selvisti 889% > 0, silla pisteen Py
valinnasta seuraa, ettda ¢’ > 0 ja

s 0 . 5 RO sin® ¢
- - / 6% si 2 —
962 ~ of' (R\/¢ o ¢) St st

Osoitetaan seuraavaksi, ettd Jacobin yhtéloon on vain triviaali ratkaisu, v = 0. Tétéa
varten hyodynnetddn tietoa, ettd isoympyran pisteet ovat samassa tasossa. Siten
voidaan valita, ettd kdyrd w on xy-tasossa, jolloin se voidaan kirjoittaa muodossa
2?2 + 3> = R? Koska v = Rcosf;sin¢, niin kiiyri u voidaan ilmaista kulman ¢
funktiona seuraavasti

Yy = R\/l — cos? 0, sin? ¢,

missi ¢ € [0, 7]. Nyt voidaan hyodyntdd Lemmaa 3.19 konjugaattipisteiden 16ytamiseen
tutkimalla yhtaloa

=0,

9 0
agl Yo %{yo
20,91 arW1
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missid y; = y(P1) ja yo = y(¢o) jollekin ¢g € ]0, 7. Sijoittamalla
dy _ Rsin#, cosb; sin® ¢
901 \/1—cos?6;sin’ ¢

Jy 5
R \/1—(:082918111 )

yhtéloon saadaan

Rsin 61 cos 61 sin? ¢g \/1 _ 0082 91 Sin2 (bO
\/1—0os2 01 sin? ¢o

Rsin 01 cos 01 sin? ¢1 \/1 . COS2 91 Sin? ¢1
\/170052 01 sin? ¢1
R sin 6, cos 0, sin® ¢y \/1 —cos20,sin®?¢,  Rsiné; cos b sin® ¢, \/1 — cos? 0, sin? ¢,

\/1 — cos? 0, sin? ¢, \/1 — cos? 0, sin® ¢,

Huomataan, etti determinantti on nolla, kun sin? ¢y = sin® ¢;. T4ll6in ¢y on ratkai-
su, kun ¢g = ¢1 + 7k, k € Z. Naista ainoa ratkaisu, joka osuu viélille |0, 7] on ¢¢ = 7.
Siten kayrélla u on konjugaattipiste vain silloin, kun pisteet (R, 61, ¢1) ja (R, 62, ¢2)
ovat vastakkaisilla puolilla ympyraa. Téllaisessa tilanteessa kaikkien néiden pistei-
den vilisten isoympyroiden kaarien pituudet ovat yhtéd suuria ja siksi yksikésitteisté
etédisyyden minimoivaa kayraé ei ole. Siten todistuksen perusteella isoympyran kaari
médrad kahden pallopinnan pisteen vélisen lyhimmén etéisyyden. 0

Edellinen todistus hyodyntaa variaatiolaskentaa kahden pallopinnan pisteen vélisen
lyhimmaén etédisyyden méarittdmiseen. Kyseinen ongelma voidaan esittdd myos yk-
sinkertaisemmin analyysin avulla. Talloin todistus on suoraviivaisempi eikd variaa-
tiolaskennan tuloksia, kuten Eulerin yhtéloa, tarvitse kayttaa. Esitetdan seuraavaksi
analyyttinen todistus pallopinnan pisteiden véliselle etéisyydelle.

TobisTus. Tarkastellaan ensin pisteiden vélistéd etdisyyttd avaruudessa R™. Ol-
koot pisteet Py = (0,...,0) ja P, € R™. Olkoon P jatkuva kéyri, joka kulkee pis-
teiden Py ja P kautta siten, ettd kdyrdn P parametriesitykselle patee P(0) = F, ja
P(1) = P,. Pisteiden vilinen lyhin etéisyys 16ydetddn minimoimalla

1
/ (1) dt.
0
Talloin pétee epayhtalo

1 1
NS \ [ o dt\ _inl
0 0

missd yhtdsuuruus on voimassa, kun |P’'(t)| = | Py|. Siten jana P(t) = Pit, 0 <t <1,
méarad lyhimmén etédisyyden pisteiden Py ja Py valilla.

Vastaavaa ldhestymistapaa voidaan kidyttaa madritettaessa kahden pisteen, Py ja P,
vilistd lyhintd etéisyytté a-sédteisen pallon pinnalla. Valitaan piste Py pohjoisnavaksi
eli Py = (a,6p,0) ja olkoon piste P; = (a, 01, ¢1). Koska piste Py valittiin pohjoisna-
vaksi, niin pisteiden vilinen kdyra voidaan ilmaista kulman ¢ funktiona 6(¢), missa
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0< o< ¢ <m 0(0) =0 jab(¢p;) = 6. Kdyran pituus voidaan laskea pallopinnan
pituuselementin

ds = ay/(dg)? + sin® §(d9)?
avulla. Siten kdyrian pituudeksi saadaan
®1
L) = a/ V14 sin? (d8)? do.
0

Yhtéalosta nahdasan, ettd kdyran pituudelle patee

o1
L(9) > a/o do.

Yhtéalossd yhtdsuuruus on voimassa vain jos d(6(¢)) = 0 eli 0(¢) = vakio. Télloin
etdisyyden minimoiva kaari vastaa pisteen P; kautta kulkevaa pituuspiirin lyhyempaé
kaarta. Koska pituuspiirit ovat myo6s isoympyroitéd, niin isoympyréan lyhyempi kaari
médrad lyhimmén etédisyyden kahden pallopinnan pisteen vélilla. 0

Jotta aikaisempaa tulosta voidaan hyodyntaa kaytantoon, masritelldédn uusi koor-
dinaatisto, joka vastaa maapallon pinnalla kiaytettya koordinaattijérjestelméa.

MAARITELMA 4.5 (Maantieteelliset koordinaatit). Olkoon piste P = (z,y,z2) €
R3. Lukukolmikko (7, A, §), missi

r=yr?+yr 422 >0,

A = atan2(y, z), —m <A<,
z T ™
0 = arcsin | — —— <6< —
(r)’ 2 - 2
vastaa pisteen P maantieteellisid koordinaatteja.
A
£
1 (EA8)
\II 5 -
f'\ y‘-'

Kuva 7. Pisteen esitys maantieteellisessé koordinaatistossa.

Tamaéa pallokoordinaatisto poikkeaa Méaritelmén 4.4 mukaisesta esimerkiksi kul-
man 0 madritelmén ja koordinaattien rajoitteiden osalta. Téassé kulma ¢ vastaa Maéri-
telmén 4.4 mukaisessa koordinaatistossa kulmaa m — ¢. Mé&aritelmén 4.5 mukainen
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koordinaatisto kuitenkin soveltuu paremmin kaytéantoon, silld kulma A vastaa maan-
tieteellista leveysastetta ja ¢ kulma pituusastetta.

Todistuksien perusteella tiedetéddn, ettd pallopinnalla isoympyrd méaaraa kahden pis-
teen vélisen lyhimmén etdisyyden. Todistukset eivit kuitenkaan anna tietoa siité,
kuinka suuri annettujen pisteiden vilinen etéisyys on. Maéritelladn siis seuraavaksi
kahden annetun pisteen vélinen etéisyys pallopinnalla.

LAUSE 4.6 (Pisteiden vilinen etéisyys pallopinnalla). Olkoot A = (R, A\1,01), B =
(R, A2, 02). Pisteiden A ja B vdlinen etdisyys saadaan funktiosta

dg:S*x S* = R, ds(A, B) = Ry,

missi R on pallopinnan side, S* = {(r,\,¢) :r = R,—m < A < 7m,—5 < 4§ < I}
R-sdteinen pallopinta ja ¢ = arccos (sin Aj - sin Ay + cos A - cos Ay - cos(d; — d2)) on

pisteiden A ja B mddrdimd keskuskulma.

Pisteiden vélisen etdisyyden lisdksi on hyddyllistd tuntea niitd yhdistavé isoym-
pyran kaari. Méadritetdén seuraavaksi isoympyrén kaari kahden mielivaltaisen pisteen
vilille.

ESIMERKKI 4.7 (Isoympyrén kaari kahden pallopinnan pisteen vilille). Olkoot pis-
teet A = (r,A4,04) ja B = (r, Ap, dp). Koska séde r ei vaikuta kaaren méérdytymiseen
voidaan olettaa, ettd r = 1 ja tarkastella vain kulmia A ja §. Muunnetaan pisteet A
ja B karteesiseen koordinaatistoon, jolloin

T = cos A cosd
y = sin A cos é

2z = sin 0.

Olkoon kulma 1) pisteiden A ja B vilinen keskuskulma. Téll6in pisteiden A ja B
vélinen isoympyrin kaari voidaan esittda kulman o funktiona

rasin(y —a) + xpsina
N sin ¢
yasin(¢ — ) + yp sin
Y= ;
sin v
zasin(y — a) + zpsina

sin ¢

Nama karteesiset koordinaatit voidaan muuttaa takaisin pallokoordinaateiksi seuraa-
vasti

A = atan2(y, r)

= arcsin 2.
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Niin saatu funktio f: [0,4] — [-m, 7] x [, 3], f(a) = (atan2(y, z), arcsin z), missa

cos A g cosdasin(y) — a) + cos Ag cosdp sin a

e sin )

_ sinAgcosdasin(y — a) 4 sin Ag cosdpsina
v= sin v
L sind 4 sin(y) — a)) + sindp sin «

sin 1) ’
antaa isoympyrin kaaren pisteiden A ja B vilille.

ESIMERKKI 4.8. Oletetaan maapallon vastaavan pallopintaa séteelld r = 6378 km.
Méaritetdan lyhin reitti Suomen ja Yhdysvaltojen paidkaupunkien, Helsingin ja Was-
hingtonin, vélille. Kaupunkien koordinaatit ovat 60°10'15”N 24°56'15"E ja 38°53’42"N
77°02'12"W. Namé koordinaatit vastaavat pallokoordinaatiston pisteita

H = (r, g, 0n) ~ (6378;0,435;1,050) ja
W = (r, \w, 6w) ~ (6378; —1,345;0,679).
Lauseen 4.6 mukaan pisteiden véliseksi etédisyydeksi saadaan
ds(H,W) =ri
= 6378 km - arccos (sin Ay - sin Ay 4+ cos Ay - cos Ay - cos(dg — dw))
~ 6938 km

Esimerkin 4.7 perusteella saadaan lyhin reitti pisteiden H ja W vélille. Reitti kulkee
esimerkiksi pisteiden

R= f(5v¢) ~(—0,386;1,119) ja

G = f(% ) & (—0,777;1,047)
kautta. Piste R vastaa kartalla koordinaatteja 64°8'0”N 22°8'21”W ja sijaitsee merelld
noin 15 kilometria ldnteen Islannin padkaupungista Reykjavikista. Piste GG taas vastaa

kartalla koordinaatteja 59°58'23"N 44°32'27"W ja sijaitsee Gronlannin eteldkérjessa
noin seitsemén kilometrida kaakkoon Narsarmijitisté.
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