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Téassé tutkielmassa késitellddn projektiivisen geometrian peruskésitteitd, seké to-
distetaan joitain klassisia tuloksia kuten Pappuksen ja Desarguesin lauseet. Tutkiel-
massa lahestytddn projektiivista geometriaa klassisesta geometrisesta nakokulmasta,
eikd niinkdédn algebrallisesta. Projektiivisessa geometriassa tutkitaan, mitd ominai-
suuksia erilaiset kuviot, kuten pisteet, suorat ja kartioleikkaukset, séilyttéavat kun
niitd kuvataan projektiivisella muunnoksella. N&itd ominaisuuksia kutsutaan projek-
tiivisiksi ominaisuuksiksi.

Projektiivisen avaruuden ero euklidiseen avaruuteen nidhden tulee ilmi siiné, mi-
ten suorat leikkaavat toisiaan. Euklidisessa avaruudessa samansuuntaiset suorat eivit
leikkaa, mutta projektiivisessa avaruudessa samansuuntaiset suorat leikkaavat déret-
tomén kaukana toisistaan niin sanotussa dédrettomyyspisteessé.

Projektiivisen muunnoksen lisdksi perspektiivinen muunnos on yksi projektiivisen
geometrian peruskisitteista. Silld tarkoitetaan projektiivista muunnosta, jota edus-
tavalla matriisilla on kaksiulotteisessa tapauksessa tédsmilleen kaksi ominaisarvoa ja
kolmiulotteisessa tapauksessa kolme ominaisvektoria. Perspektiivinen muunnos liittyy
oleellisesti perspektiiviin ja kuvataiteeseen. Perspektiivid hyodyntamalld maisemaku-
vista saadaan realistisia kuvaamalla kaukana olevat kohteet pienempiné kuin lahell&
olevat. Kun maisemasta halutaan tuottaa kuvia useasta eri kulmasta, hydédynnetaan
perspektiivistd muunnosta.

Yksi projektiivisen geometrian fundamentaaleimpia tuloksia on Projektiivisen geo-
metrian peruslause, jonka mukaan neljén pisteen kuvautuminen maéréaé taysin projek-
tiivisen muunnoksen. Tédméan tuloksen avulla voidaan helposti todistaa projektiivisen
geometrian lauseita, kuten esimerkiksi Pappuksen ja Desarguesin lauseet.

Erityisesti kartioleikkauksia ja niitd koskevia lauseita tarkasteltaessa projektiivi-
sesta geometriasta on huomattavaa hyotya. Lauseiden todistukset onnistuvat kéte-
visti verrattuna euklidiseen geometriaan, silld kiaytossé on projektiivisen geometrian
peruslause, joka ei ole hyodynnettévissi, jos kartioleikkauksia tarkastellaan puhtaas-
ti euklidisesta ndkokulmasta. Kartioleikkausten lisdksi projektiivista geometriaa voi
hyddyntdd muuallakin euklidisessa geometriassa, silla projektiivinen geometria on
yleistys euklidisesta geometriasta. Tama tarkoittaa, ettd projektiivisen geometrian
tuloksia voi soveltaa euklidisessa geometriassa. Erds mielenkiintoisimmista kartio-
leikkauksiin liittyvisté tuloksista on niiden konkurrenssi projektiivisessa avaruudessa.
Tama tarkoittaa, ettd kaikki ellipsit, paraabelit ja hyperbelit ovat projektiivisessa
mielessd sama kuvio. Tatd tulosta hyodyntamalld voidaan todistaa muun muassa
Pascalin lause puhtaasti projektiivista padttelyad hyodyntéen.

Duaalisuus on vahvasti lasnd projektiivisessa geometriassa. Silla tarkoitetaan ké-
sitteiden vaihdannaisuutta. Esimerkiksi pisteen ja suoran méaéritelmét ovat toistensa
duaaleja. Télloin projektiivisen geometrian duaalisuusperiaatteen mukaan on mah-
dollista muodostaa uusia lauseita vaihtamalla olemassa olevissa lauseissa pisteet suo-
riksi tai suorat pisteiksi. Kartioleikkauksen polaarit ja pisteet ovat myos toistensa
duaaleja, joten vaihtamalla pisteet polaareiksi tai polaarit pisteiksi voidaan jélleen
muodostaa uusia lauseita.
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LUKU 1

Johdanto

1.1. Historiaa

Projektiivisen geometrian voidaan katsoa saaneen alkunsa kuvataiteesta ja tai-
teilijoiden pyrkimyksestd tuottaa realistisia kuvia ympéristostd. Ennen kuin pers-
pektiivin kdyttdminen oli yleinen tekniikka, ongelmana oli kolmiulotteisen maiseman
havainnollistaminen realistisesti kaksiulotteisella pinnalla. Muinaisissa ja keskiaikai-
sissa maalauksissa perspektiivin ongelmaa ei vielé ollut, silld niiden tarkoitus ei ollut
nayttad realistisilta vaan valittda tietoa tai jokin sanoma. Vasta 1200 - luvulla alettiin
pyrkiméan realistisiin kuvauksiin ympéristosta.

Ensimmaéisid perspektiivin kehittdjid kuvataiteen saralla olivat Duccio (1255 -
1318) ja Giotto (1266 - 1337), jotka kehittivat vertikaalisen perspektiivin ideaa. Siind
lahempéana olevat hahmot kuvattiin suurempien hahmojen alapuolelle. Ta&mé& mene-
telmé ei luo téysin realistista kuvaa, silld hahmot eivét loittone kaukaisuuteen odo-
tetulla tavalla.

Modernin perspektiivin késitteen kehittivit Brunelleschi (1377 - 1446), Alberti
(1404 - 1472) ja da Vinci (1452 - 1519). Nama taiteilijat ajattelivat, ettd maiseman
ndkeminen tarkoittaa valonséteiden kulkeutumista silmédédn maiseman eri kohdista.
Télloin realistinen kuva téstd maisemasta saadaan kuvittelemalla lasilevy maiseman
ja katsojan véliin, jolloin lasilevylle muodostuu kaksiulotteinen kuvaus maisemasta.
Diirer (1471 - 1528) kehitti konkreetin laitteiston, jonka avulla hén toteutti tdmén
ajatuksen. Hédn huomasi, etté lasilevyé liikuttamalla kauemmas tai lahemmaés lasile-
vylle muodostuva kuva vastaavasti pieneni tai suureni. Lasilevyn kulmaa muutettaes-
sa levylle muodostuva kuva sen sijaan vinoutui.

Matematiikan saralla ensimmaéisen projektiiviseen geometriaan liittyvan lauseen
esitti Pappus (290 - 350) jo 300 - luvulla. Hanen pééteoksensa on matemaattinen tut-
kielma Synagoge (n. 340), joka koostuu kahdeksasta kirjasta. Seitseméannessi néista
kirjoista hén esittelee ja todistaa kuuluisan Pappuksen lauseen, joka kuuluu seuraa-
vasti: jos kuusikulmion kérjet sijaitsevat vuorotellen kahdella suoralla, niin vastak-
kaisten sivujen leikkauspisteet ovat kollineaarisia. Tuohon aikaan projektiivinen geo-
metria oli vield tuntematon késite ja vasta 1800 - luvulla Poncelet (1788 - 1867) todisti
Pappuksen lauseen puhtaalla projektiiviselld péaattelylla.

Ennen Ponceletia projektiivista geometriaa tyostiviat Kepler (1571 - 1630) ja
Desargues (1591 - 1661), jotka toisistaan riippumatta kehittivat ddrettomyyspisteen
kasitteen. Kepler esitti, ettd paraabelilla, kuten ellipsilld ja hyperbelilld, on kaksi polt-
topistettd. Paraabelin tapauksessa toinen néista polttopisteista sijatsee ddrettomyydessa.
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Desargues taasen esitti, ettéd kaksi samansuuntaista suoraa leikkaavat toisensa aéretto-
myydessé. Poncolet kehitti nédité ideoita eteenpéin ja esitteli ddrettomyyssuoran kasit-
teen, jolla tarkoitetaan suoraa, joka koostuu dérettomyyspisteistd. Kuvataiteen mie-
lessé darettomyyspiste on piste horisontissa, johon maisema loittonee ja ddrettomyys-
suora on itse horisontti.

Vuonna 1827 Feuerbach (1800 - 1834) ja Mébius (1790 - 1868) kehittivét toisistaan
riippumatta homogeenisten koordinaattien kasitteen. Klein (1849 - 1925) keksi tavan
hyodyntdd niitd koordinaatteja projektiivisessa geometriassa ja vuonna 1871 hén
esitti algebrallisen perustan homogeenisten koordinaattien kéytolle projektiivisessa
geometriassa.

Projektiivisessa geometriassa kaksi suoraa leikkaavat aina jossain pisteessé ja kaksi
pistetta sijaitsevat yksikasitteiselld suoralla. Nédiden lauseiden vililla on tietynlainen
symmetria ja sanotaankin, ettd ne ovat toistensa duaaleja. Kéy ilmi, ettd projektiivi-
sessa geometriassa pisteitéd ja suoria koskevat lauseet ovat edelleen totta, jos pisteet
vaihtaa suoriksi ja suorat pisteiksi. Tamén projektiivisen geometrian duaalisuusperi-
aatteen toi esille Gergonne (1771 - 1859). Téssé mielessi projektiivinen geometria on
symmetrisempéaé kuin tavallinen euklidinen geometria.

1.2. Tassia tutkielmassa

Toisessa luvussa esitellddn projektiivinen avaruus ja méédritellddn, mitéd tarkoite-
taan pisteilld ja suorilla projektiivisessa avaruudessa. Koska projektiivinen avaruus
eroaa huomattavasti euklidisesta avaruudesta, tavanomaista koordinaatistoa ei ole
hyodyllistd kéayttda pisteiden esittdmiseen. Téstd syystd otetaan kayttoon homo-
geeniset koordinaatit, joiden avulla voidaan kuvata pisteen sijaintia projektiivises-
sa avaruudessa. Luvussa esitelliin myos projektiivinen muunnos ja todistetaan, etté
se muodostaa ryhmén, kun laskutoimituksena on funktioiden yhdistdminen. Témén
avulla voidaan méaéritelld, mité tarkoitetaan projektiivisella geometrialla. Projektiivi-
sessa geometriassa tutkitaan, mitd ominaisuuksia projektiivinen kuvio séilyttaé, kun
sitd kuvataan projektiivisella muunnoksella. N&itd ominaisuuksia kutsutaan projek-
tiivisiksi ominaisuuksiksi. Esimerkiksi kollineaarisuus (pisteiden séilyminen samalla
suoralla) ja insidenssi (leikkauspisteen sdilyminen) ovat téllaisia ominaisuuksia.

Pisteisiin liittyen kdydéan ldpi Projektiivisen geometrian peruslause, jonka mu-
kaan neljan pisteen kuvautuminen ma#raé yksikéasitteisesti projektiivisen muunnok-
sen. Ennen varsinaista lausetta ja sen todistusta kdydédan ldpi johdattelevia esimerk-
kejd ja tutkitaan, miksi vahempi médra pisteitd ei riitd médrittdmasin muunnosta.
Edelld mainittua peruslausetta hyodynnetédan laajalti tutkielman todistuksissa. Kos-
ka projektiivinen avaruus on euklidisen avaruuden yleistys, euklidisen geometrian on-
gelmia voidaan kasitelld kuten projektiivisen avaruuden ongelmia. Tamé tarkoittaa,
ettd projektiivisen geometrian tuloksia voidaan hyodyntédd todistettaessa euklidisen
geometrian tuloksia.

Projektiivisen muunnoksen lisdksi toinen téarkeé kuvaus on perspektiivinen muun-
nos, joka on projektiivinen muunnos tietyilla rajoitteilla. Téméa kuvaus on erityisen
tarked kuvataiteessa, kun maisemasta halutaan tuottaa kuvia useista kulmista. Tut-
kielmassa konstruoidaan perspektiiviselle muunnokselle sitd edustava matriisi ja huo-
mataan, ettd se vastaa projektiivisen muunnoksen matriisia.
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Luvun lopuksi tutkitaan pisteiden ja suorien duaalisuutta projektiivisessa avaruu-
dessa. Duaalisuusperiaatteen mukaan vaihtamalla pisteet suoriksi tai suorat pisteiksi
olemassa olevista lauseista voidaan konstruoida uusia lauseita.

Kolmannessa luvussa keskitytdéan kartioleikkauksiin projektiivisessa geometriassa.
Luvun alussa annetaan méaritelmé kartioleikkaukselle ja todistetaan lause, jonka mu-
kaan viisi pistettd on pienin méédra pisteité, joilla kartioleikkaus voidaan mééritella.
Yksi luvun mielenkiintoisimmista lauseista koskee kartioleikkausten konkurrenssia
projektiivisessa avaruudessa. Lauseen mukaan kahden mielivaltaisen kartioleikkauk-
sen vililla on olemassa yksikésitteinen projektiivinen kuvaus. Tamé tarkoittaa, ettéa
projektiivisessa mielessé ellipsien, paraabelien ja hyperbelien vililla ei ole eroa.

Luvussa todistetaan my6s tutkielman péaatulos Pacalin lause. Lause todistuu kéte-
vésti projektiivisen geometrian avulla, joskin se vaatii kaksi aputulosta. Ensimmaéinen
néistd on Kolmen pisteen lause, jonka mukaan kuvattaessa kartioleikkausta toiseksi
projektiivisella muunnoksella kolmen pisteen kuvautuminen voidaan méaaréaté. Toinen
aputulos antaa kartioleikkaukselle kétevan parametrisaation, jonka avulla muuttujien
méadra todistuksessa vihenee huomattavasti.

Luvun lopussa kdydéaén taas ldpi duaalisuutta, talla kertaa kartioleikkausten nako-
kulmasta. Kartioleikkaukselle saadaan kaksi yhtépitdvaa médritelméad dualisoimalla
pisteet ja polaarit keskendén. Lisdksi kartioleikkauksia koskevat lauseet ovat dualisoi-
tavissa korvaamalla pisteet polaareilla tai painvastoin.

Tutkielman pédasiallisena ldhteend toimi teos [1]. Lineaarialgebran tulosten lih-
teend toimi teos [4]. Historiaa késittelevissi osuudessa on hyodynnetty teoksia [1],
[2] ja [3]. Tutkielman todistukset on kirjoitettu lihteitd mukaillen. Perspektiivisten
muunnosten geometristen konstruktioiden toiset suunnat on kirjoitettu itse, sillé niitéa
ei kirjallisuudesta 16ytynyt laisinkaan.






LUKU 2

Projektiiviset suorat

2.1. Perusteet

Aloitetaan madarittelemalld projektiivisen geometrian peruskésitteet eli projektii-
vinen avaruus, piste sekd suora. Méaéritelldan liséiksi projektiivinen muunnos ja tut-
kitaan joitain sen ominaisuuksia.

MAARITELMA 2.1. Piste (isolla P-kirjaimella) tai projektiopiste on suora ava-
ruudessa R?, joka kulkee origon kautta. Reaalinen projektioavaruus RP? on kaikkien
tallaisten Pisteiden joukko.

Koska projektiivisen geometrian Pisteet ovat avaruuden R? suoria, ei ole jirkevii
kayttda karteesista koordinaatistoa kuvaamaan Pisteiden sijaintia. Sen sijaan esi-
telladn uusi koordinaatistojérjestelma.

MAARITELMA 2.2. Merkinnélla [a, b, c|, jossa a,b,c € R ja vdhintddn yksi lu-
vuista on nollasta poikkeava, tarkoitetaan Pistettd P avaruudessa RP?. Taméi Piste
on avaruuden R? suora, joka kulkee pisteiden (0, 0, 0) ja (a, b, ¢) kautta. Sanotaan,
ettd ndma ovat Pisteen P homogeeniset koordinaatit.

HuomauTUs 2.3. On huomattava, ettd Pisteen esitys homogeenisissé koordinaa-
teissa ei ole yksikiisitteinen. Piste [z, y, 2] on avaruuden R? suora, joka kulkee pisteiden
(x,y,2) ja (0,0,0) kautta, mutta myos pisteiden (—z, —y, —2) ja (2z, 2y, 2z) kautta,
jolloin se voidaan esittdd myos muodossa [—x, —y, —z| tai [2x,2y,2z]. Yleisemmin
sanotaan

[z,y, z] = [Ax, \y, Az],
missd A € R\ {0} ja [z,y, 2] el ole origo.
Maaritellddn seuraavaksi projektiivisen geometrian suorat.

MAARITELMA 2.4. Avaruuden RP? Suora (isolla S-kirjaimella) tai projektiosuora,
on avaruuden R3 taso, joka kulkee origon kautta. T#lloin sille voidaan kirjoittaa yht#ld

ar + by +cz =0,
missé a, b, c € R ja vahintdéan yksi luvuista on nollasta poikkeava.

Kuten euklidisessa geometriassa, myos projektiivisessa geometriassa kaksi Pistetté
sijaitsee yksikésitteiselld Suoralla. Muistetaan, etté Pisteelld tarkoitetaan origon kaut-
ta kulkevaa suoraa ja Suoralla origon kauttaa kulkevaa tasoa. T&ll6in mainittu tulos
on selva.

LAUSE 2.5. Kaksi eri Pistettd sijaitsevat yksikdsitteiselld Suoralla.
5
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Sen sijaan kahden Suoran leikkaaminen toimii eri tavoin. Euklidisessa geomet-
riassa suorat eivit leikkaa, jos ne ovat samansuuntaiset. Projektiivisessa geomet-
riassa téllaista tilannetta ei tule vastaan. Voidaan siis valita mitkd tahansa kaksi
Suoraa (avaruuden R? tasoa, jotka siséltdvit origon) ja ne tulevat leikkaamaan yk-
sikéisitteisessd Pisteessd (avaruuden R? suorassa, joka kulkee origon kautta).

LAUSE 2.6. Kaksi eri Suoraa leikkaavat yksikdsitteisessd Pisteessd.

Pohditaan seuraavaksi, minkélainen funktio ¢ : RP? — RP? tarvitaan kuvaamaan
avaruuden RP? Pisteet takaisin itselleen. Koska avaruuden RP? Pisteet ovat avaruu-
den R? suoria, jotka kulkevat origon kautta tarvitaan kuvausperhe, joka kuvaa ori-
gon kautta kulkevat suorat origon kautta kulkeviksi suoriksi. Téllaiseksi kuvausper-
heeksi sopii kdantyvit lineaarikuvaukset. Koska kéédntyvén lineaarikuvauksen méaraé
kdantyva matriisi, madritellddn projektiivinen muunnos seuraavasti.

MAARITELMA 2.7. Avaruuden RP? projektiivinen muunnos on funktio
t:RP? — RP? ¢ : [x] — [AX],

missd A on kaddntyva 3 x 3 - matriisi. Sanotaan, ettd matriisi A edustaa kuvausta ¢.
Projektiivisten muunnosten joukon merkinté on P(2).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd projektiiviset muunnokset muodostavat ryhmén.

LAUSE 2.8. Pari (P(2),0), missi o on funktioiden yhdistaminen, muodostaa
ryhmdn.

TobisTus. Jotta pari (P(2), o) on ryhmé, operaation o on oltava suljettu joukossa
P(2), sen on oltava liitdnnéinen ja liséksi neutraalialkion seké kaénteisalkion on oltava
olemassa. Todistetaan ndméa ndmé nelja kohtaa.

Sulkeuma. Olkoon s ja t projektiivisia muunnoksia siten, etta

s:[x] = [Ax] ja t:[x]+— [Bx],
missd A ja B ovat kddntyvid 3 x 3 matriiseja. Nyt

sot([x]) = s(t([x]))
= s([Bx])
= [(AB)x]

Koska matriisit A ja B ovat kdantyvid niin myos matriisi AB on kdantyvéi, joten sot
on projektiivinen muunnos.

Liitdnniisyys. Olkoon s ja t kuten edelld ja olkoon lisiksi projektiivinen muun-
nos u siten, etta

u: [x] — [Cx],
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missd C' on kddntyva 3 x 3 matriisi. Nyt

o (tou([x])) = s o (t(u([x])))
= s o t([Cx])
= s(t([Cx]))
= s([(BC)x])
[(AB)Cx]
= (sot)ou([x]),

miké todistaa liitdnnéisyyden.
Neutraalialkio. Olkoon s kuten edellé ja olkoon liséksi ¢ projektiivinen muunnos
siten, etta
i [x] — [Ix],

missé I on 3x 3 identiteettimatriisi (jolloin I on kidéantyvé ja ¢ todella on projektiivinen
muunnos). Nyt

toi(x]) = t(u([x]) = [A(Ix)] = [Ax]
ja

iot([x]) = i(t([x])) = [I(Ax)] = [Ax].
Té&lloin t ot =i ot =t, jolloin 72 on neutraalialkio.

Kadnteisalkio. Olkoon s kuten edella ja olkoon liséksi § projektiivinen muunnos
siten, ettd

§:[x]— [A'x].

Nyt
so5([x]) = s([A7'x]) = [A(A™'x)] = [x]
ja
50 5([x]) = 5([Ax]) = [A~'(Ax)] = [x].
Siispd § on muunnoksen s kiddnteisalkio. O

Lauseissa 2.5 ja 2.6 tulee ilmi kaksi projektiivisen geometrian térkeintd ominai-
suutta. Lauseen 2.5 kuvaamaa ominaisuutta kutsutaan kollineaarisuudeksi ja lauseen
2.6 kuvaamaa ominaisuutta kutsutaan insidenssiksi. Todistetaan seuraavaksi, ettd
projektiivinen muunnos siilyttda ndmé ominaisuudet.

LAUSE 2.9. Projektiivinen muunnos sdilyttida kollineaarisuuden ja insidenssin.
TobpisTus. Mééritelmén 2.4 mukaan Suora voidaan ilmaista yhtélon
ar +by+cz =0

avulla, missé korkeintaan kaksi reaaliluvuista a, b ja ¢ ovat nollia. Tama yhtalo voidaan
kirjoittaa myos muodossa Lx = 0, missi L = (a b ¢) jax = (z y 2)T.

Olkoon ¢ projektiivinen muunnos ¢ : [x] — [Ax] ja olkoon [x] mielivaltainen Piste
Suoralla Lx = 0. Télloin ¢ kuvaa Pisteen [x]| Pisteeksi [x'], jolle pétee x" = Ax. Kun
téstd ratkaistaan x, saadaan x = A~'x’. Sijoitetaan tdmé yhtdloon Lx = 0 jolloin
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saadaan, etti x' toteuttaa yhtdlon L(A™'x’) = 0 tai (LA™")x’ = 0. Kun unohde-
taan pilkku, saadaan, ettd projektiivinen muunnos ¢ kuvaa Suoran Lx = 0 Suorak-
si (LA™')x = 0. Huomataan, ettd Suora kuvautui Suoraksi, jolloin projektiivinen
muunnos ¢ séilyttdd kollineaarisuuden.

Todistetaan seuraavaksi insidenssin sdilyminen. Tamé onnistuu pelkdn paattelyn
avulla, ilman algebraa. Olkoon kahden Suoran leikkauspiste P, jolloin se siis sijait-
see molemmilla Suorilla. Olkoon ¢ projektiivinen muunnos, jolloin edellisen kohdan
perusteella kuvapiste ¢(P) sijaitsee molemmilla kuvasuorilla. Tasta seuraa, ettd alku-
perdisten Suorien leikkauspiste kuvautuu kuvasuorien leikkauspisteeksi eli insidenssi
séilyy. 0

2.2. Projektiivisen geometrian peruslause

Edellisesséd kappaleessa méériteltiin projektiivinen muunnos ja sen tarkeimpié
ominaisuuksia. Téssé kappaleessa keskitytdéan todistamaan Projektiivisen geometrian
peruslause, joka kertoo kuinka monta Pistettd méaaraa yksikésitteisesti projektiivisen
muunnoksen. Maéritellddn kuitenkin ensin késitteet yksikkokolmio ja yksikkopiste,
joita tullaan jatkossa kayttaméaan.

MAARITELMA 2.10. Pisteitd [1,0,0],[0,1,0] ja [0,0, 1] sanotaan yksikkokolmioksi
ja Pistetta [1, 1, 1] yksikkopisteeksi.

Pohditaan nyt, kuinka monta Pistettd méarittaa projektiivisen muunnoksen. Fuk-
lidisessa avaruudessa lineaarikuvauksen [ : R?* — R3® masras kolme pistettd. Koska
projektiivinen avaruus on euklidisen avaruuden yleistys, voisi arvata, ettd projektiivi-
sen muunnoksen mééarittelyyn tarvitaan ainakin kolme Pistettd. Lahdetdan kuitenkin
liikkeelle kahdesta Pisteesté (yksi Piste ei selvéstikédén riitd). Olkoon [1,0, 0] ja [0, 1, 0]
kuvattavat Pisteet ja t; ja to projektiivisia muunnoksia joihin liittyvat matriisit

-1 10 -1 10
A= 2 10| ja Ay=| 2 11
3 -2 1 3 -2 0

vastaavasti. Koska matriisit eivit ole toistensa monikertoja, kuvauksest ¢, ja to eivét
ole sama kuvaus. Pisteiden [1,0,0] ja [0, 1, 0] kuvat muunnoksessa t; ovat

-1 1 0\ /1 -1
2 10 [0 = 2 ja
3 —2 1/ \o 3

[ /—1 1 0\ /Oo\ | [ 1\ ]
2 1 0] (1 = 1
3 =2 1/ \o -2

ja muunnoksessa t,

N N~ —
N~ _ PR
oo oo

|
[
—
oL O OO
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Molemmat kuvaukset siis kuvasivat Pisteet [1,0,0] ja [0,1,0] Pisteiksi [—1,2,3] ja
[1,1,—2], jolloin kahden Pisteen kuvautuminen ei maarié yksikasitteista projektiivis-
ta muunnosta.

Kokeillaan seuraavaksi kolmea Pistettd. Olkoon t; ja t, projektiivisia muunnoksia,
joihin liittyvét matriisit

-4 -1 1 -8 —6 -2
A1 = -3 =2 1 ja A2 = -3 4 7
4 2 -1 6 0 —4

Kuten ylld, ndméakddan matriisit eivit ole toistensa monikertoja, jolloin t; # t5. Tut-
kitaan, kuinka Pisteet [1,—1,1], [1,—2,2] ja [—1,2, —1] kiiyttdytyvéat naissd kuvauk-
sissa. Kuvauksessa t; Pisteet kuvautuvat seuraavasti:

-4 -1 1 1 )
-3 -2 1 -1 = 0 ,
I 4 2 -1 1) I 1)
[ /-4 -1 1 1\ | [ 0\ |
-3 -2 1 ) = 3 ja
I 4 2 -1 2/ | | \-2/
[ /-4 -1 1 —1\ | [ 1\ |
-3 -2 1 2 = )
I 4 2 -1 -1/ | I 1)

Pisteiden kuvat kuvauksessa t, ovat seuraavat:

[ /-8 —6 -2 1\ | [ /—4\ ] )
-3 4 71]|-1 — 0 — 0 ,
] 6 0 —4 1) I 2/ | 1
[ /-8 —6 —2 1\ ] [ 0\ |
-3 4 71)|-2 = 3 ja
] 6 0 —4 2/ | | \-2/ |
[ /-8 —6 —2 —1\ | [ /—2\ ] 1
I 6 0 —4 -1/ | | \-2/ 1

Jéalleen huomataan, ettd molemmissa kuvauksissa lahtopisteet kuvautuvat samoiksi.
Siis kolmekaan Pistetta ei riitd méaardaméadn yksikésitteista projektiivista muunnosta.
Pohditaan hieman tarkemmin, miksi kolme Pistettd ei riitd maarddaméaan projektii-
vistd muunnosta, etsimélld kuvaus, joka kuvaa yksikkdkolmion kolmeksi eri Pisteeksi,
joista korkeintaan kaksi on samalla Suoralla.

Etsitdén projektiivinen muunnos ¢, joka kuvaa Pisteet [1,0,0], [0,1,0] ja [0,0,1]
Pisteiksi [1,0,1], [0, 1,2] ja [2,1, —3]. Olkoon kuvaukseen t liittyvi matriisi

A:

o o Q
~ 0
= S
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Nyt
a d g 1 a 1
c f i 0 c 1

jolloin matriisin A ensimméiseksi sarakkeeksi voidaan valita (1 0 1)7.
Toistetaan vastaava menettely Pisteille [0, 1,0] ja [0, 0, 1], jolloin saadaan

[ [a d g 0\ | [ [d\ | [ /0
b e h 1 = e = 1 ja
| \¢ f o 0/ | i f ] | \2
[ [(a d g 0\ ] [ (g\ ] [ 2
| \¢ f o 1) |\ | \—3
Etsitty kuvaus on siis ¢ : [x] — [Ax], missd
10 2
A=101 1
1 2 -3

Kuvaus ¢ todella on projektiivinen muunnos, silld Pisteet [1,0,1], [0, 1,2] ja [2,1, —3]
eivat kaikki ole samalla Suoralla, jolloin matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riip-
pumattomia ja siten matriisi A on kddntyva.

Huomataan, ettd yksikkokolmio voidaan kuvata miksi tahansa kolmeksi eri Pis-
teeksi, valitsemalla kuvaukseen ¢ liittyvén matriisin A sarakkeiksi Pisteiden homo-
geeniset koordinaatit. Témé& kuvaus ei kuitenkaan ole yksikésitteinen. Jos ylldoleva
matriisi korvataan matriisilla

) 0 2n
A=10 m nl,
[ 2m —3n

missé [, m,n € R\ {0}, niin yksikkokolmio kuvautuu edelleen Pisteiksi [1,0, 1], [0, 1, 2]
ja (2,1, —3], mutta muiden avaruuden RP? Pisteiden kuvautuminen riippuu luvuista
[,m jan.

Vaikuttaa siltd, ettd neljds Piste voisi kiinnittda ylla olevat muuttujat [,m ja
n, jolloin muunnos olisi yksikésitteinen. Seuraavassa esimerkissd tutkitaan, riittadako
nelja Pistettd méaarittdmasan projektiivisen muunnoksen.

ESIMERKKI 2.11. Etsitéén projektiivinen muunnos ¢, joka kuvaa Pisteet [1,0, 0],
[0,1,0], [0,0,1] ja [1,1,1] Pisteiksi [1,0,1], [0,1,2] ja [2,1,—3] ja [1,1,2]. Edellisen
esimerkin perusteella tiedetédédn, ettd kuvaukseen ¢ liittyvan matriisin A sarakkeet
ovat Pisteiden [1,0, 1], [0,1,2] ja [2,1, —3] monikertoja eli

0 2n
m nl,
m

l
A=10
l —-3n

2
missd [,m,n € R\ {0}.
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Jotta t kuvaa Pisteen [1, 1, 1] Pisteeksi [1, 1,2], on I, m ja n valittava siten, ettd
[0 2n 1 1
0 m n 1 = 1
[ 2m —3n 1 2

Tuntemattomat [, m ja n saadaan selville ratkaisemalla yhtédlokolmikko
[4+2n =1,
m+n=1,
[42m — 3n = 2.

Pienen laskutoimituksen jélkeen saadaan

] 5 6 1
==, m=—- ja n=~_.
7 7 7
Haettu projektiivinen muunnos on siis ¢ : [x] — [Ax], missé

5 2

7 0 3

a=fo ¢ i

5 15 _3

7 13 —%

Huomataan, ettd matriisin A sarakkeet ovat edelleen lineaarisesti riippumattomia,
silld ne ovat lineaarisesti riippumattomien vektoreiden (1,0,1), (0,1,2) ja (2,1, —-3)
monikertoja.

Neljas Piste tuotti kuvauksen, joka on yksikésitteinen. Y1l olevaa tekniikkaa nou-
dattaen voidaan 16ytad kuvaus, joka kuvaa yksikkdkolmion ja yksikkopisteen neljéksi
muuksi Pisteeksi, kunhan korkeintaan kaksi Pisteistd on samalla Suoralla.

Ennen kuin késitelladn projektiivisen geometrian peruslause, kdyddan lépi joh-
datteleva esimerkki.

ESIMERKKI 2.12. Etsitéén projektiivinen muunnos ¢, joka kuvaa Pisteet [1,0, 0],
[0,1,0], [0,0,1] ja [1,1, 1] Pisteiksi [—1,0,0], [-3,2,0], [2,0,4] ja [1,2, —5]. Muodos-
tetaan aluksi kuvaukseen ¢ liittyva matriisi A kuten edellisessé esimerkissé eli

-l —-3m 2n
A= 0 2m 0],
0 0 4n

misséd [,m,n € R\ {0}.

Jotta t kuvaa Pisteen [1, 1, 1] Pisteeksi [1,2, —5], on [, m ja n valittava siten, etta
-l —=3m 2n 1 1
0 2m 0 1 = 2
0 0 4n 1 -5

Ratkaistaan [, m ja n yhtédlokolmikosta
—l—3m+2n=1,
2m = 2,
4n = —5.
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Arvoiksi saadaan

1
[=—6=-, m=1 ja n=—-1-.

2 4
Haettu projektiivinen muunnos on siis ¢ : [x] — [Ax], missi
65 —3 —23
A=] 0 2 0
0 0 =5

Olkoon esimerkin 2.11 kuvaus s. Sen kiinteiskuvaus s—! kuvaa Pisteet [1,0, 1],
[0,1,2] ja [2,1,-3] ja [1,1,2] Pisteiksi [1,0,0], [0,1,0] ja [0,0,1] ja [1,1,1]. Télloin
vhdistetty kuvaus tos~! kuvaa Pisteet [1,0,1], [0,1,2] ja [2,1, —3] ja [1, 1, 2] Pisteiksi
[—1,0,0], [-3,2,0], [2,0,4] ja [1,2,-5].

Samaan tapaan voidaan 10ytdéd kuvaus, joka kuvaa mitka tahansa nelja Pistetta
miksi tahansa neljéksi Pisteeksi, kunhan kummassakin pistejoukossa korkeintaan kak-
si Pistettd on samalla suoralla. Muotoillaan tdmé lauseeksi.

LAUSE 2.13. Olkoot [ay, as, as], [b1, bz, b3] ja [c1,ca, c3] ja [dy, da, ds] Pisteitd, joista
korkeintaan kaksi on samalla Suoralla ja luvut [, m ja n siten, ettd

all bym c¢n 1 d;
asl bom cn 1] = [ds
Clgl bgm C3MN 1 dg

Tdlloin on olemassa projektitvinen muunnos t : [x] — [Az], joka kuvaa
yksikkokolmion ja yksikkopisteen edellimainituiksi Pisteiksi. Tdssd A on matriisin

all bym c¢in
asl bam con
asl bsm c3n

monikerta.
TobisTus. Sivuutetaan, silld se muistuttaa hyvin paljon esimerkkié 2.12. 0
Nyt ollaan valmiita todistamaan Projektiivisen geometrian peruslause.

LAUSE 2.14 (Projektiivisen geometrian peruslause). Olkoot A, B,C, D ja A', B,
C', D’ kaksi pistejoukkoa siten, ettd pistejoukon sisdlld korkeintaan kaksi Pisteistd on

samalla Suoralla. Tdlléin on olemassa yksikdsitteinen projektiivinen muunnos t, joka
kuvaa Pisteet A, B,C ja D Pisteiksi A', B',C" ja D’ siten, etti

t(A) = A', t(B) = B/, (C) = C" ja t(D) = D'

TobDIsTUS. On osoitettava, ettd tédllainen kuvaus on olemassa sekéd kuvauksen
yksikésitteisyys. Lauseen 2.13 mukaan on olemassa projektiivinen muunnos ¢;, joka
kuvaa Pisteet [1,0,0], [0,1,0] ja [0,0, 1] ja [1,1, 1] Pisteiksi A, B, C ja D. Vastaavasti
on olemassa kuvaus ts, joka kuvaa Pisteet [1,0, 0], [0,1,0] ja [0,0,1] ja[1, 1, 1] Pisteiksi
A, B',C" ja D'. Niin ollen yhdistetty funktio ¢t = ¢, 07" on projektiivinen muunnos,
joka kuvaa Pisteet A, B, C ja D Pisteiksi A', B',C" ja D'.

Todistetaan seuraavaksi yksikésitteisyys. Osoitetaan aluksi, ettd identiteettiku-
vaus on ainoa kuvaus, joka kuvaa Pisteet [1,0,0], [0,1,0] ja [0,0, 1] ja [1, 1, 1] takaisin
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Kuva 1. Projektiivisen geometrian peruslause

itsekseen. Projektiiviseen muunnokseen, jolla on tdmé& ominaisuus, taytyy edellisten
esimerkkien perusteella liittyd matriisi, joka on matriisin

[ 0 0
0O m O
0 0 n
monikerta. Tassa
[ 0 0 1 1
0 m O 1 = 1
0 0 n 1 1

Téllaisen matriisin on oltava identiteettimatriisi tai jokin sen monikerta, joten siihen
liittyvéd kuvaus on identiteettikuvaus.

Oletetaan seuraavaksi, ettd on olemassa kaksi kuvausta ¢ ja t'; jotka toteuttavat
viitteen. T&lloin yhdistetyt kuvaukset ¢, o ¢t o ¢ jaty* o t’ o t; projektiivisia muun-
noksia, jotka kuvaavat Pisteet [1,0,0], [0,1,0] ja [0,0,1] ja [1,1, 1] takaisin itsekseen.
Tésta seuraa, ettd molemmat yhdistetyt kuvaukset ovat identiteettikuvauksia eli

tytotot; =t; ot oty.

Kun ylliolevaa lauseketta operoidaan aluksi kuvauksella ¢;* oikealta puolelta ja ku-
vauksella ty vasemmalta puolelta, saadaan t = t/, mikd todistaa yksikésitteisyyden.
O

Tamaé tulos yksinkertaistaa lauseiden todistuksia huomattavasti. Sen sijaan, etti
késiteltédisiin mielivaltaisia Pisteité, projektiivisen geometrian peruslauseen avulla
neljé Pistettd voidaan aina valita yksikkokolmioksi ja yksikkopisteeksi. Tama vihen-
tad lauseissa esiintyvien muuttujien méaraa ja yksinkertaistaa laskutoimituksia.

Peruslauseen avulla voidaan helposti todistaa Pappuksen lause ja Desarguesin
lause. Molemmat néisté lauseista késittelevét Pisteiden sijaitsemista samalla Suoralla,
joten kaytetddn ensin hetki pohtien, kuinka téllainen ominaisuus voidaan todistaa.

Euklidisessa geometriassa pisteet sijaitsevat samalla suoralla, jos ja vain jos pis-
teistd muodostettu determinantti on nolla. Samanlainen tulos pétee projektiivises-
sa geometriassa. Muistetaan, etti Pisteet ovat euklidisen avaruuden R? suoria, jot-
ka kulkevat origon kautta. Suoraa [z,y,z] vastaa siis avaruuden R?® paikkavektori
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(z,y, z). Projektiivisen avaruuden Suorat taas ovat euklidisen avaruuden tasoja, jot-
ka sisédltavat origon. Siis Pisteiden sijaitseminen Suoralla tarkoittaa origon kautta
kulkevien suorien sijaitsemista tasossa, joka sisiltda origon. Kolme tai useampi suora
taasen on samassa tasossa, jos ja vain jos ne ovat lineaarisesti riippuvia, eli jos ja
vain jos niistd muodostettu determinantti on nolla. Tama pédttely voidaan kiteyttaa
lauseeksi.

LAUSE 2.15 (Determinanttiehto). Pisteet [x1,y1, 21], [X2, Yo, 22] ja [x3,y3, 23] ovat
samalla Suoralla, jos ja vain jos

rr Y1 oz
To yg Zo| = 0
T3 Y3 Zz3

HuoMmAuTUs 2.16. Jos Pisteiden homogeeniset koordinaatit ovat sopivat, voidaan
niiden kollineaarisuus néhdé ilman determinanttia. Riittda vain 16ytdd sen Suoran
yhtélo, jolla Pisteet sijaitsevat. Esimerkiksi Pisteet [2,0,1],[5,0,4] ja [4,0, 4] sijaitse-
vat kaikki Suoralla y = 0.

Nyt ollaan valmiita todistamaan Pappuksen ja Desarguesin lauseet.

LAUSE 2.17 (Pappuksen lause). Olkoon A, B ja C' kolme pistetti suoralla ja olkoon
A, B ja C'" toiset kolme pistetti eri suoralla. Olkoon suorien BC' ja B'C' leikkauspiste
P, suorien CA’ ja C'A leikkauspiste QQ ja suorien AB' sekd A'B leikkauspiste R.

Talloin P,Q ja R ovat samalla suoralla.

Kuva 2. Pappuksen lause

Tobistus. Lause on alunperin euklidisen geometrian ongelma, mutta sitd voi-
daan kasitelld kuten projektiivisen geometrian ongelmaa. Etsitddn aluksi jokaiselle
Pisteistd P, Q) ja R esitys homogeenisissa koordinaateissa.

Projektiivisen geometrian peruslauseen nojalla nelja lauseen Pisteistd voidaan va-
lita yksikkokolmioksi ja yksikkopisteeksi. Olkoon C' = [1,0,0],C" = [0,1,0],R =
[0,0,1] ja P =[1,1,1]. Néilla valinnoilla riittd4 enédé 10ytad Pisteen ) homogeeniset
koordinaatit.
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Etsitddn ensin homogeeniset koordinaatit Pisteelle B. Piste B sijaitsee samalla
Suoralla kuin Pisteet ¢’ = [0,1,0] ja P = [1,1,1], jotka sijaisevat Suoralla x = z,
jolloin B = [a,b,a] = [1,7,1] misséd r = b/a ja a,b € R. Téssd a # 0 silld, jos a = 0,
niin B = [0,b,0] = [0, 1, 0] = C’, miké on ristiriita.

Samanlainen péaéttely voidaan toistaa Pisteelle B’. Se sijaitsee samalla Suoralla
kuin Pisteet C' = [1,0,0] ja P = [1,1,1], jotka taasen sijaitsevat Suoralla y = z,
jolloin B" = [¢,d,d] = [s,1,1] missd s = ¢/d, ¢,d € R ja d # 0. Kuten edelld, jos
d =0, niin B = [¢,0,0] = [1,0,0] = C, miké on ristiriita.

Etsitédan seuraavaksi Pisteen A homogeeniset koordinaatit. Piste A sijaitsee samal-
la Suoralla kuin Pisteet C' = [1,0,0] ja B = [1,r, 1], jotka sijaitsevat Suoralla y = rz.
Télla tiedolla saadaan A = [e,r, 1], missd e € R. Nyt kuitenkin muuttujien mééra
kasvaisi yhdelld, joka monimutkistaisi tulevia laskuja. Jotta néin ei kévisi, kdytetdan
vield liséiksi tietoa, ettd Piste A sijaitsee Pisteiden B’ = [s,1,1] ja R = [0, 0, 1] kanssa
samalla Suoralla, jonka yhtdlo on x = sy. Nyt koordinaateiksi saadaan A = [rs,r, 1].

Tassé vaiheessa on mahdollista kirjoittaa homogeeniset koordinaatit Pisteelle @,
mutta ongelmana on edelleen uusien muuttujien ilmestyminen laskuihin. Tésté syysté
etsitddn ensin homogeeniset koordinaatit Pisteelle A’, jotta muuttujien méara ei kas-
va. Piste A’ sijaitsee Pisteiden C' = [0, 1,0] ja B = [s, 1, 1] kautta kulkevalla Suoralla,
jonka yhtdlo on 2 = sz, sekd Pisteiden B = [1,7,1] ja R = [0, 0, 1] kautta kulkeval-
la Suoralla, jonka yhtédlo on y = rx. Talloin sille voidaan kirjoittaa koordinaatit
A =[s,rs,1].

Nyt voidaan kirjoittaa homogeeniset koordinaatit Pisteelle (). Se sijaitsee Pistei-
den A = [rs,r, 1] ja C" = [0, 1, 0] kautta kulkevalla Suoralla, jonka yhtilo on x = rsz,
sekd Pisteiden A" = [s,7s,1] ja C' = [1,0, 0] kautta kulkevalla Suoralla, jonka yht&lo
on y = rsz. Pisteen Q homogeeniset koordinaatit ovat siis [rs, s, 1].

Huomataan, ettd Pisteiden P = [1,1,1],Q = [rs,rs,1] ja R = [0, 0, 1] homogeeni-
set koordinaatit toteuttavat Suoran x = y yhtélon, jolloin ne siis sijaitsevat kyseisella
Suoralla ja viite on todistettu. U

LAUSE 2.18 (Desarguesin lause). Olkoon AABC ja ANA'B'C’ kolmioita tasossa
R? siten, ettd suorat AA', BB' ja CC" leikkaavat pisteessid U. Olkoot Suorien BC' ja
B'C’" leikkauspiste P, CA ja C'A’ leikkauspiste Q seki AB ja A'B' leikkauspiste R.
Talloin P,Q ja R ovat samalla suoralla.

TobisTus. Kuten edelld, tamékin lause voidaan palauttaa projektiivisen geomet-
rian ongelmaksi. Lisdksi lause koskee Pisteiden kollineaarisuutta, joten helpoin tapa
ldhestya ongelmaa on kiyttda determinanttiehtoa. Tata varten etsitdédn Pisteille P, Q)
ja R esitykset homogeenisissa koordinaateissa.

Projektiivisen geometrian peruslauseen nojalla neljd Pisteistd voidaan valita yk-
sikkokolmioksi ja yksikkopisteeksi. Olkoon siis U = [1,1,1], A = [1,0,0], B = [0, 1, 0]
ja C'=10,0,1].

Etsitddn aluksi Pisteen A’ homogeeniset koordinaatit. Se sijaitsee samalla Suoralla
kuin Pisteet U = [1,1,1] ja A = [1,0, 0], jotka taas sijaitsevat Suoralla y = z. Pisteen
A" homogeeniset koordinaatit ovat siis [a, b, b] = [r, 1, 1], missda r = a/bjaa,b € R\{0}.

Samalla tavoin saadaan Pisteiden B’ ja C' koordinaatit. Piste B’ on Pisteiden
U =1[1,1,1] ja B = |0, 1,0] kanssa samalla Suoralla, jonka yht#lo on z = z, jolloin
B =lc,d,c] = [1,s,1], missd s = d/c ja d,c € R\ {0}. Tatd menetelmii kiyttaen
saadaan Pisteelle C” koordinaatit [1,1,¢], missd ¢t € R\ {0}.
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Kuva 3. Desarguesin lause

Toisin kuin Pappuksen lauseessa, tdmén lauseen todistuksessa ei voida selvittaa
Pisteitd yhdistdvien Suorien yhtiloitd pelkdstddn homogeenisid koordinaatteja tar-
kastelemalla vaan on kdytettdava determinanttiehtoa. Olkoon [z, y, z] sellaisen Pisteen
koordinaatit, joka sijaitsee Pisteiden B’ ja C' kautta kulkevalla Suoralla. T&ll6in ne
toteuttavat yhtalon

= (st =Dz —(t =Dy +(1-s)2=0,

— =8
—n
S~ =N

joka on néin ollen Suoran B'C" yhtilo.

Piste P sijaitsee Suoran B’'C” lisdksi Pisteiden B = [0,1,0] ja C' = [0, 0, 1] kautta
kulkevalla Suoralla, jonka yhtélo on z = 0. Sijoitetaan tdméa Suoran B’'C” yhtiloon,
jolloin saadaan

(t—1y=(1-s)z.
Pisteen P homogeeniset koordinaatit ovat siis [0,1 — s,t — 1].

Samalla tavoin 16ydetéddn Pisteiden @) ja R homogeeniset koordinaatit, jotka ovat
[1—7r0,t—1]ja[l—r,s—1,0].

Nyt determinanttiehtoa voidaan kéyttda selvittdméin Pisteiden P, ja R kolli-
neaarisuus. Determinantiksi saadaan

0 1-s t—-1
1—r 0 t—-1
1—7r s—1 0

1—r t—1 I1—r 0
SRRt | KX

= —(1=s)(=(t-1DA=r)+ -1 =r)(s—1)
=—(s—-Dt-1D)A—-r)+(t-1(1=r)(s—1)
= 0.

Pisteet P, @ ja R ovat siis samalla Suoralla, joten viite on todistettu. U
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2.3. Perspektiivinen muunnos

Téssé kappaleessa esitellaan perspektiivinen muunnos ja konstruoidaan sité edus-
tava matriisi. Kuten nimesté voi péatelld, perspektiivinen muunnos liittyy oleellisesti
perspektiivin kéasitteeseen. Kuvataiteessa perspektiivida hyodynnetédéan, kun halutaan
tuottaa realistinen maisemakuva. Silla tarkoitetaan maiseman ja kohteiden loittone-
mista horisonttiin. Ennen kuin voidaan méaaritelld, mité tarkoitetaan perspektiivisella
muunnoksella, on méaariteltdvé perspektiivi, perspektiviteetti ja ideaalipiste.

Geometrisesti perspektiivilla tarkoitetaan seuraavaa. Jos 7 ja 7’ ovat avaruuden
R3 tasoja, jotka eiviit kulje origon kautta ja C' on piste siten, ettd C' ¢ 7 U 7/, niin
pisteiden P € 7 ja P’ € ' sanotaan olevan perspektiivissd pisteen C' suhteen, jos C, P
ja P’" ovat samalla suoralla.

Perspektiviteetti méaritellidan seuraavasti. Olkoot 7, 7’ ja C' kuten edelléd. Perspek-
tiviteetti o : m — 7' pisteen C suhteen on funktio, joka kuvaa pisteen P € 7 pisteeksi
P € 7/, silloin kun P ja P’ ovat perspektiivissd pisteen C' suhteen. Sanotaan, ettd C
on perspektiiviteetin perspektitvipiste.

Ideaalipiste taas tarkoittaa seuraavaa. Olkoon 7 taso, joka ei kulje origon kautta.
Tason 7 ideaalipisteet ovat sellaisia Pisteitd, jotka ovat samansuuntaisia tason 7 kans-
sa. Kaikki tason 7 ideaalipisteet sijaitsevat tasolla, joka siséltdd origon. Tata tasoa
sanotaan ideaalitasoksi.

Nyt ollaan valmiita maarittelemdin perspektiivinen muunnos. Olkoon 7 ja 7’
tasoja avaruudessa R3, jotka eivit sisilld origoa O, ja olkoon C' € R? piste siten, etté
OC ei ole samansuuntainen tason 7 tai 7’ kanssa. Olkoon ¢ pisteen C' paikkavektori.
Olkoon lisdksi o perspektiviteetti tasolta 7 tasolle 7’ pisteen C' suhteen.

Nyt perspektiviteetti o kuvaa pisteen P € m (paikkavektori p) pisteeksi P’ € 7’
(paikkavektori p’). Olkoon nyt perspektiviteettiin o liittyva perspektiivinen muunnos
kuvaus avaruudelta R? itselleen siten, etti se kuvaa suoran [p — c] suoraksi [p’ — c].
Koska C, P ja P’ ovat kollineaarisia, niin vektorit p—c ja p’ —c ovat samansuuntaisia.
Télloin on olemassa t € R siten, etta

p'—c=t(p-—c)
Téamé voidaan kirjoittaa muodossa
p'=tp+(1—t)c,
jolloin saadaan, ettd kuvaus ¢ kuvaa suoran [p| seuraavasti

[p] = [tp + (1 —t)c].

Kuvauksessa on vield joitain puutteita. Se ei ole mééritelty suoralla [, jossa taso 7
leikkaa tasoa, joka sisdltaé pisteen C' ja on samansuuntainen tason 7’ kanssa. Lisdksi
el ole olemassa tason 7 pisteitéd, jotka kuvautuvat suoralle I’, jossa taso 7’ leikkaa
tasoa, joka sisdltdd pisteen C' ja on samansuuntainen tason 7 kanssa. Kéytetdin
néissd tapauksissa apuna tasojen m ja 7’ ideaalipisteitd (Kuva 5).

Olkoon piste P € [ ja olkoon p sen paikkavektori. Télloin pisteet O, C' ja P eivat
ole kollineaarisia, koska OC' ei ole samansuuntainen tason 7’ kanssa. Olkoon 7" taso,
jonka maardaavit pisteet O, C ja P. Olkoon p’ paikkavektori, joka on tasojen 7’ ja 7"
leikkaussuoran suuntainen. Maaritellddn nyt, ettd perspektiviteetti o kuvaa suoran
[p] suoraksi [p’].
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’
ki

Kuva 4. Perspektiivimuunnos

Vastaavasti menetelldin suoran I’ tapauksessa. Olkoon piste P’ € I’ ja olkoon p’
sen paikkavektori. T&lloin pisteet O, C' ja P’ eivit ole kollineaarisia, koska OC' ei
ole samansuuntainen tason m kanssa. Olkoon 7" taso, jonka maaraavit pisteet O, C
ja P'. Olkoon p paikkavektori, joka on tasojen 7 ja 7" leikkaussuoran suuntainen.
Maéritelldén nyt, ettd perspektiviteetti o kuvaa suoran [p] suoraksi [p’].

Madritelladan lopuksi, ettd perspektiviteetti o kuvaa suoran, joka kulkee origon O
kautta ja on samansuuntainen tasojen 7 ja 7’ leikkaussuoran kanssa takaisin itselleen.

Néin perspektiviteetin ¢ avulla konstruoitiin kuvaus tasolta 7 ja sen ideaalipis-
teilté tasolle 7" ja sen ideaalipisteille. Tatd kuvausta sanotaan perspektiiviseksi muu-
nokseksi.

KuvaA 5. Suorat 1jal’
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Osoitetaan nyt, miksi perspektiivinen muunnos voidaan samaistaa erdénlaiseksi
projektiiviseksi muunnokseksi. Tarkastellaan tilannetta aluksi avaruudessa R? ja sii-
hen liittyvéassi projektiivisessa avaruudessa RP (projektiivinen avaruus RP koostuu
avaruuden R? suorista, jotka kulkevat origon kautta). Olkoon o : [ — I’ perspektivi-
teetti tasossa R?, missi [ ja I’ ovat suoria, jotka eiviit kulje origon O kautta. Olkoon
C' tdmén perspektiviteetin perspektiivipiste siten, ettd OC J [ ja OC }f " ja olkoon L
piste, missé suorat [ ja I’ leikkaavat (Kuva 6).

Kuva 6. Konstruktion alkutilanne

Halutaan muodostaa projektiivinen muunnos 7 : RP — RP perspektiviteetin o
avulla. Olkoon o(P) = P’. Mééritellddn télloin kuvaukselle 7, ettd 7(OP) = OP'.

Seuraavaksi halutaan 16ytaé kaksi suoraa, jotka kuvautuvat takaisin itselleen ku-
vauksessa 7. Niiden suorien avulla voidaan méirittis avaruudelle R? kantavektorit
ja naiden kantavektoreiden avulla voidaan maéaritella kuvaus 7.

Ensimmaiseksi suoraksi voidaan valita OL, silli 7(OL) = OL, koska o(L) = L.
Toiseksi suoraksi valitaan OC'. Tama suora leikkaa suoraa [ pisteessid P ja suoraa [’
pisteessi P'(= o(P)), jolloin O,C, P ja P’ ovat samalla suoralla. Téstd seuraa, etté

7(OC) = OC'. Valitaan siis kantavektoreiksi paikkavektorit e = o1, jac= oC: (Kuva
7).

Kuva 7. Kantavektorien e ja c valinta

Nyt voidaan selvittdé, kuinka origon kautta kulkeva suora kuvautuu kuvauksessa
7. Oletetaan, ettd suora OC leikkaa suoraa [ pisteessé, jonka paikkavektori on kc, ja
suoraa I’ pisteessd, jonka paikkavektori on k’c, missd k, k' € R\ {0,1} (kumpikaan
luvuista ei selvastikddn voi olla nolla, silldi muuten kyseesséd on nollavektori, eiké
myoskadn yksi, silld se tarkoittaisi, ettd C' € [ tai C' € I, joka ei ole sallittua).
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Té&ll6in suoran [ mielivaltaisella pisteelld P on paikkavektori te + (1 — t)kc ja suoran
I mielivaltaisella pisteella P’ on paikkavektori se + (1 — s)k’c, missé ¢, s € R.

Toisaalta suoralla OP sijaitsevat pisteet voidaan ilmaista muodossa u(e + mc) =
ue + muc, missd m,u € R ja m on kiinnitetty. Nyt pisteelld P on kaksi yhtéapitavia
esitysté te + (1 — t)kc ja ue + muc. Tésta seuraa, etta

u=t
{mu: (1 —t)k =k — kt.
Tehddén sijoitus u = ¢ jalkimmaéiseen yhtéloon, jolloin saadaan
mt = k — kt.

Kun tasta ratkaistaa t saadaan
Selvasti t # 0 silla k # 0.

| te+ (1 —t)ke k'c
o

KuvaA 8. Mielivaltaisten pisteiden kaksi parametriesitysta

Vastaavasti suoralla OP’ sijaitsevat pisteet voidaan ilmaista muodossa u'(e +
m'c) = v'e + m'u'c, missi m’;u’ € R ja m’ on kiinnitetty, jolloin pisteelld P’ on
kaksi yhtapitaviid esitysta se + (1 — s)k'c ja u'e + m'u’c. Noudattaen samanlaista
paittelya kuin yll4, pisteelle P’ saadaan

kl
m + k'

S =

Kuten edelld, myos s # 0 silla &' # 0.

Nyt 7(OP) = OP’, jos ja vain jos vektorit C'P ja C'P" ovat toistensa monikertoja
eli, jos ja vain jos on olemassa r € R\ {0} siten, ettd

r(te+ (1 —t)kc —c) = se+ (1 — s)k'c — c.
Ottamalla yhteisié tekijoita yhtélo saadaan muotoon
rte +r((1 —t)k — 1)c = se + ((1 — s)k' — 1)c.

T&amaé taas on totta, jos ja vain jos

rt=3s
{r((l — )k —1)=((1 - s)k — 1).
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Jaetaan alarivi ylarivilla, jolloin saadaan
1-t)k—-1 (1—-s)k -1
t B s ‘

jolloin

Muuttujat ¢ ja s saadaan eliminoitua sijoituksilla t = miﬂf jas = m,k—;k,,

saadaan

(1—L)k—1 (1-— il K —1
m+k _ m' + k'
k K
m—+k m’ + k'
Usean vialivaiheen jédlkeen yhtélo saadaan muotoon
, (k—1)K
m = mm.

Talloin kuvaus 7 : RP — RP kantavektoreiden e ja ¢ muodostamassa kannassa on

)] =)
( o)

Kirjoitetaan tdmé matriisi yksinkertaisemassa muodossa seuraavasti

(b 0)-n

Téassd r on kiinnitetty luku, joka riippuu suorien [ ja I’ sekd pisteen C' valinnasta.

Koska ylldoleva matriisi on kddntyva, niin kyseessd on projektiivinen muunnos.
Huomataan, etté ylldolevalla matriisilla on tdsmaéalleen kaksi ominaisarvoa: 1 ja r.

Tillsin perspektiivinen muunnos voidaan mééritelld avaruudessa R? seuraavasti.

ja sitd edustaa matriisi

MAARITELMA 2.19. Funktio ¢ : RP — RIP on perspektiivinen muunnos, jos se
on projektiivinen muunnos, jota edustavalla matriisilla A on tédsmélleen kaksi eri
reaalista ominaisarvoa.

SEURAUS 2.20. Perspektiivinen muunnos on lineaarikuvaus.

Edetdédn nyt ylldoleva konstruktio toiseen suuntaan. Olkoon matriisi A kuten
ylld. Koska matriisilla A on kaksi eri ominaisarvoa A\; € R ja Ay € R, silld on myos
kaksi lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria vy ja vs. Valitaan ndmé vektorit
avaruuden R? kantavektoreiksi. T#lloin matriisi A voidaan esittdd muodossa

(A 0N
aor(h D)o

misséd T = (v; vz) on kannanvaihtomatriisi.

Valitaan nyt perspektiivipiste C' suoralta, jonka méaraa vektori vy ja valitaan
toinen piste P suoralta, jonka mé&ardaa vektori vq. Méaritella&n suora [ siten, etté se
kulkee pisteen P kautta eiké ole vektorin v, suuntainen.
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Seuraavaksi halutaan mééritelld suora [’, joka tulee olemaan suoran [ kuva pers-
pektiivimuunnoksessa. Tama ei onnistu pelkéstiin pisteiden C' ja P avulla vaan tar-
vitaan vield kolmas piste ndiden lisdksi, joka ei ole origo. Olkoon X # P jokin suo-
ran [ piste. Kun tdhén pisteeseen sovelletaan matriisia A saadaan piste X’ = AX.
Tamaé piste sijaitsee valttamatta perspektiivimuunnoksen kuvasuoralla, jota matriisi
A edustaa. Madritellaan suora I’ siten, ettéd se kulkee pisteiden X’ ja P kautta. Nyt
voidaan madritella perspektiviteetti o : [ — I’, jonka perspektiivipiste on C, ja néin
konstruktio on tehty molempiin suuntiin.

Aikaisemmin esitellyn Projektiivisen geometrian peruslauseen mukaan nelja pis-
tettd madrad projektiivisen muunnoksen. Téssé konstruktiossa tarvittiin kuitenkin
vain kolmea pistettd C, P ja X. Tamaé johtuu siitd, ettd konstruktio on tehty kaksi-
ulotteisessa avaruudessa, kun taas peruslause koskee kolmiulotteista avaruutta. Kon-
struktio ei siis ole ristiriidassa peruslauseen kanssa.

Neljatta pistettd ei téssd konstruktiossa edes tarvita. Jos valitaan neljds piste
Y suoralta [, niin sen kuvapiste Y’ = AY tulee olemaan samalla suoralla I, jonka
mairaavat jo pisteet P ja X'.

Kuva 9. Konstruktion toinen suunta

Tutkitaan seuraavaksi tilannetta avaruudessa R? ja siihen liittyviissi projektiivi-
sessa avaruudessa RP?. Olkoon o : m — 7’ perspektiviteetti, missé 7 ja 7’ ovat tasoja,
jotka eivét sisélla origoa O ja olkoon C' ¢ m U 7’ perspektiivin perspektiivipiste.

Jélleen halutaan muodostaa projektiivinen muunnos 7 : RP? — RP? perspektivi-
teetin o avulla. Olkoon o(P) = P’. Maaritellddn talloin 7(OP) = OP'.

Kaksiuloitteisessa tapauksessa haluttiin 16ytéaa kaksi suoraa, jotka kuvautuvat ta-
kaisin itselleen kuvauksessa 7. Kolmiuloitteisessa tapauksessa suoria tarvitaan kolme.
Lisédksi suorista korkeintaan kaksi saa sijaita samassa tasossa.
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Kuva 10. Konstruktion alkutilanne

Olkoon Ej ja Es pisteitd tasojen 7 ja 7’ leikkaussuoralla . Talloin 7(OE;) = OE;
ja T(OEy) = OFs, koska o(E)) = FE ja o(F2) = FE,. Valitaan siis kahdeksi en-
simméiseksi suoraksi suorat OFE; ja OF,. Suoralta [ olisi helppo valita myds kolmas
piste Ej, jolloin 7(OFE3) = OFE5, mutta talloin kuvauksesta 7 ei saataisi mitdin uutta
tietoa, silld suorat ja niiden mukaiset vektorit sijaitsisivat samassa tasossa. Valitaan
sen sijaan kolmanneksi suoraksi suora OC'. Tamé suora leikkaa tasoa 7 jossain pis-
teessd () ja tasoa 7’ jossain pisteessd @', jolloin O, C, Q ja )" ovat samalla suoralla.
Talloin siis 7(0OC) = OC.

Avaruuden R? kantavektoreiksi voidaan nyt valita paikkavektorit e; = O—Ei, ey =
OFs jac = O? . Néiden vektoreiden avulla voidaan ilmoittaa kuvauksen 7 vaikutus
origon kautta kulkevaan suoraan.

Kuva 11. Kantavektorit sekd pisteiden @) ja )’ paikkavektorit

Huomataan aluksi, ettd suorat OC, OP ja OP’ sijaitsevat kaikki samassa tasossa,
olkoon se 7", ja rajoitutaan hetkeksi tarkastelemaan kuvausta tédssi tasossa. Olkoot
lisiksi pisteilld @ ja Q' paikkavektorit kc ja k’c, missd k, k' € R\ {0,1} (kuten
kaksiuloitteisessa tapauksessa, luvut nolla ja yksi ovat poissuljettuja vaihtoehtoja).
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Vektori ¢ sijaitsee jo tasossa 7", mutta kumpikaan vektoreista e; tai e, ei sijaitse,
joten tarvitaan uusi vektori avuksi kuvauksen mééarittelemiseksi téssé tasossa. Olkoon
E tason 7" ja suoran [ leikkauspiste. Télloin luonnollinen valinta uudeksi vektoriksi

on e = OF, silli 7(OE) = OF, koska o(E) = E.

Kuva 12. Taso ©”

Nyt voidaan menetelld kuten edelld ja antaa suorille OP ja OP’ parametrisaatiot
OP = u(e + mc) = ue + umc
ja
OP' =1u'(e+m'c) =v'e+u'm'c,
missd m, m’,u,u’ € R ja m sekd m' ovat kiinnitettyja. Koska tarkastelu on nyt ra-

joitettu kaksiuloitteiseen tasoon, aikaisemman perusteella tiedetddn, ettéa m’ = rm,

missd 7 riippuu tasojen 7w, 7’ ja pisteen C valinnasta. Sijoitetaan tdmé suoran OP’
esitykseen, jolloin saadaan

OP' =d'e + u'rme.
Koska vektori e voidaan ilmaista vektoreiden e; ja e, avulla seuraavasti
e =te; + (1 —t)ey,
misséd t € R, saadaan, ettd kuvaus 7 kuvaa suoran
OP = u(te; + (1 — t)es + mc) = ute; + u(l — t)eg + umc
suoraksi
OP" =1u/(te; + (1 —t)ex + rme) = u'te; + u'(1 — t)es + u'rme.
Kun toimitaan vastaavasti kuten kaksiuloitteisessa tapauksessa saadaan lopulta,
ettd kantavektoreiden e;, e; ja ¢ mukainen kuvaus 7 : RP? — RP? on

1 1
1 — 1

U u
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ja sitd edustaa matriisi
100
01 0] =A.
00 r
Tésséa r on kiinnitetty luku, joka riippuu tasojen m ja 7’ seké pisteen C valinnasta.
Ylldoleva matriisi on kadntyvé, joten kyseessd on projektiivinen muunnos.

Toisin kuin kaksiulotteisessa tapuksessa, kolmessa ulottuvuudessa perspektiivisti
muunnosta ei voida mééritelld ominaisarvojen avulla, koska 1 on matriisissa A kaksin-
kertainen ominaisarvo. Matriisilla A on kuitenkin kolme lineaarisesti riippumatonta
vektoria, joiden avulla méaaritelmé voidaan tehda.

MAKRITELMA 2.21. Funktio o : RP?* — RP? on perspektiivinen muunnos, jos
se on projektiivinen muunnos, jota edustavalla matriisilla A on kolme lineaarisesti
riippumatonta ominaisvektoria v, vy ja v3 ja

A=T

T—l

O O =
O = O
= O O

missd T = (v vy v3) jar # L

KuvaA 13. Konstruktion toinen suunta

Edetddn tamakin konstruktio toiseen suuntaan eli lahdetééan liikkeelle matriisista
A jolle pétee
1 00
A=101 0],
00 r

missd r € R. Talld matriisilla on kolme ominaisarvoa A, Ay, A3 € R (joista kaksi
ovat samoja), joten silld on my6s kolme ominaisvektoria vy, v ja vs. Valitaan ndmé
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vektorit avaruuden R3 kantavektoreiksi. T#ll6in

M 00
A=T(0 X 0]|TH
0 0 M\

missd T = (v vy v3).

Valitaan nyt suora [, joka kulkee vektoreiden v; ja vs kautta ja valitaan taso
7 siten, ettd se kulkee suoran [ kautta, ei ole vektorin vs suuntainen eiké sisélla
origoa. Liséksi valitaan matriisiin A liittyva perspektiivipiste C' suoralta, jonka mai-
rad vektori vy (Kuva 13).

Olkoon X € 7\ [, jolloin AX =: X’ on suoralla C'X. Méaéritelldén pisteen X’ ¢ [
ja suoran [ avulla taso 7. Niiden tasojen ja suorien avulla voidaan maéaéritelld pers-
pektiviteetti. Olkoon o : m — @' perspektiviteetti, jonka perspektiivipiste on C' ja
jota edustaa matriisi A.

Kuva 14. Konstruktion toinen suunta

2.4. Duaalisuus

Kaksi tarkeinté projektiviista ominaisuutta ovat kollineaarisuus ja insidenssi.
Néiden ominaisuuksien valilla on tietty symmetria.
¢ Kollineaarisuus: Kaksi eri Pistettd maardaa yksikésitteisen Suoran.
e Insidenssi: Kaksi eri Suoraa leikkaa yksikésitteisessd Pisteessé.
Vaihtamalla Suoran Pisteeksi ja Pisteen Suoraksi sekéd muuttamalla lauseraken-
teen jarkeviksi, voidaan toinen niistd ominaisuuksista muuttaa toiseksi. Ndin muo-
dostetut lauseet ovat toistensa duaaleja.



2.4. DUAALISUUS 27

ESIMERKKI 2.22.

Lause Duaali
Pisteet Suoralla. Suorat Pisteen kautta.
Kolme Pistetta Kolme Suoraa

ja niitd yhdistavéat Suorat. ja niiden leikkauspisteet.

Kolme Pistetta Kolme Suoraa
la,b, ], ar + by + cz =0,
[d, e, f] ja dr +ey+ fz=0ja
lg, h, 1] gr +hy+iz=0
ovat samalla suoralla, leikkaavat,
jos ja vain jos jos ja vain jos
a b c a b c
d e f|=0. d e f|=0.
g h i g h i

Taulukon toinen lause ja sen duaali tarkoittavat molemmat kolmiota. Kolmion duaali
on siis kolmio. T&ll6in sanotaan, ettd kolmio on itseduaali.

Kuten ndahdéaén, on mahdollista dualisoida lauseita ja ndin muodostaa uusia lausei-
ta. Dualisoidaan seuraavaksi Pappuksen lause. Muotoillaan kuitenkin lause ensin
kuusikulmioiden avulla dualisoinnin helpottamiseksi. Kuusikulmiolla tarkoitetaan
kuutta Pistettd, joista korkeintaan kaksi on samalla Suoralla ja Pisteitd yhdistavid
kuutta Suoraa.

. . .
. . . . .
.
.
.
L " & Y "
. .
Kuva 15. Mahdolliset kuusikulmiot
Pappuksen lause Duaali
Olkoon kuusikulmion kulmapisteet Olkoon kuusikulmion sivut
A B ,C A B jaC AB',B'C,CA',A'B, BC" ja C"A
siten, ettd Pisteet A, B ja C' siten, ettd sivujen AB', A'C' ja BC’
ovat Suoralla [ ja leikkauspiste on P ja
Pisteet A’, B’ ja (' sivujen B'C, AC" ja A'B
ovat eri Suoralla m. leikkauspiste on Q).
Télloin leikkauspisteet Suorille Télloin Suorat
B'Cja BC', CA"ja C'A, AB' ja A'B AA', BB ja CC'

ovat samalla Suoralla. leikkaavat.
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Lauseen duaali tunnetaan Brianchon lauseena. Téménkin lauseparin tapaukses-
sa duaalisuus on helposti nidhtéavissd. Pappuksen lauseen oletuksissa puhutaan Pis-
teistd kahdella Suoralla, kun taas Brianchon lauseen oletuksissa esiintyy Suoria, jotka
leikkaavat kahdessa Pisteessd. Pappuksen lauseessa viitetddn Pisteiden olevan sa-
malla suoralla, kun taas Brianchon lauseessa viitetdan Suorien leikkaavan samassa
Pisteessé.

Muodostetaan vield duaali Desarguesin lauseelle. Duaalin muodostamisen helpot-
tamiseksi, muotoillaan lause hieman véljemmin.

ESIMERKKI 2.23.

Desarguesin lause Duaali
Olkoot kaksi kolmiota siten, ettd ~ Olkoot kaksi kolmiota siten, ettéa
Suorat vastinkirkien kautta sivujen jatkeiden leikkauspisteet

leikkaavat. ovat samalla suoralla.

Télloin sivujen jatkeiden Télloin vastinkirkien

leikkauspisteet kautta kulkevat suorat
ovat samalla suoralla. leikkaavat.

Huomataan, ettd Desarguesin lauseen duaali on lause itse, mutta k&dnteiseen
suuntaan. Alkuperiisessi lauseessa oletetuksena on Suorien leikkaaminen Pisteessé
ja viéitteend Pisteiden sijainti samalla suoralla. Duaalissa taasen oletetaan Pisteiden
olevan samalla Suoralla ja viitteend on Suorien leikkaaminen.



LUKU 3

Projektiiviset kartioleikkaukset

3.1. Perusteet

Edellinen luku késitteli projektiivisen avaruuden Suoria ja Pisteitd sekéd niiden
ominaisuuksia. Téssé luvussa keskitytdéan kartioleikkauksiin ja todistetaan muun mu-
assa kuuluisa Pascalin lause. Aloitetaan méarittelemélla, mitd tarkoitetaan projektii-
visella kartioleikkauksella ja kdydadn lapi joitain niihin liittyvid perustuloksia.

MAARITELMA 3.1. Projektiivinen kartioleikkaus avaruudessa RP? on joukko Pis-
teitd, joiden homogeeniset koordinaatit toteuttavat toisen asteen yhtéalon

Ax? + Bay + Cy* + Faz + Gyz + H2* =0,
missd A, B,C,F,G,H,z,y,z € R.

MAARITELMA 3.2. Projektiivinen kartioleikkaus E on aito, jos standardin upotus-
tason z = 1 ja projektiivisen kartioleikkauksen E leikkauskéyra on aito kartioleikkaus.
Jos projektiivinen kartioleikkaus ei ole aito, se on surkastunut.

V/)I/

Kuva 1. Mahdolliset kartioleikkaukset

Surkastuneet projektiiviset kartioleikkaukset ovat Suorapari, Suora, Piste ja tyhja
joukko eli joukko, jossa ei ole Pisteité.

ESIMERKKI 3.3. Projektiivinen kartioleikkaus 42 +zy —2y% —8x2 —2yz+42% = 0
on aito, silld se voidaan esittda standardissa upotustasossa hyperbelin

{(z,y,2)  4a® + oy — 2" =80 — 2y +4=10,2 =1}

avulla.
Projektiivinen kartioleikkaus 322 —4xy+ 1022 —4y*+4y2+32% = 0 on surkastunut,
koska

32% — 4wy + 1022 — 4y° + dyz + 327 = (v — 2y + 32)(3x + 2y + 2),
29
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jolloin se voidaan esittdd suoraparina
{(I’,y,Z) : I'—2y+3 =0,z = ]-}
{(z,y,2) :3x+2y+1=0,z2=1}
standardissa upotustasossa.

Tutkitaan seuraavaksi, kuinka projektiivinen kartioleikkaus kayttaytyy projektii-
visessa muunnoksessa. Tiedetdén, ettd muunnos kuvaa Suorat Suoriksi ja Pisteet
Pisteiksi, mutta ei ole laisinkaan selvéi, ettd se kuvaa kartioleikkaukset kartioleik-
kaukseksi. Osoittautuu, ettd néin kuitenkin on.

LAUSE 3.4. Olkoon t projektiivinen muunnos ja olkoon E aito projektiivinen kar-
tioleikkaus. Tdlldin t(E) on aito projektiivinen kartioleikkaus.

TobisTus. Olkoon projektiivisen kartioleikkauksen E yhtilo
Ax? + By + Cy* + Foz + Gyz + H2* = 0.

Talloin Piste, joka sijaistee leikkauksessa E, toteuttaa y.o. yhtélon. Olkoon
t([z,y,2]) = [/, y, 7], jolloin kédnteiskuvaukselle ¢t~ pitee [z,y, 2] = t71([2,/, 2]).
Olkoon kuvaukseen ¢t~ liittyva matriisi

Q@ Q2
>0 o
TR O

jolloin
r=ax +by +c, y=di' +ey + f2, z=ga +hy +k.

Kun sijotetaan ndmaé leikkauksen E yhtédloon, saadaan toisen asteen yhtalo, jossa
muuttujina ovat z’, 3’ ja 2’. Talléin ¢(F) on projektiivinen kartioleikkaus.

Todistetaan vield, ettd saatu kartioleikkaus on aito. Koska projektiivinen muunnos
t~! kuvaa Suorat Suoriksi ja Pisteet Pisteiksi, se kuvaa surkastuneen kartioleikkauksen
surkastuneeksi kartioleikkaukseksi. Oletetaan ¢(E) surkastuneeksi kartioleikkaukseksi.
Tallsin ¢! kuvaa sen surkastuneeksi kartioleikkaukseksi, mikd on ristiriita. Té#sté
seuraa, ettd ¢(F) ei voi olla surkastunut, jolloin se on aito. U

Niin euklidisessa kuin projektiivisessa geometriassa kaksi Pistettd méarittaa suo-
ran, mutta kuinka monta Pistettd tarvitaan projektiivisen kartioleikkauksen méarit-
tamiseksi. Vastaus tdhédn kysymykseen on viisi, kuten pian kdy ilmi. Samalla todiste-
taan tulos, jossa nelja Pisteistd on kiinnitetty yksikkokolmioksi ja -pisteeksi, jolloin
projektiiviselle kartioleikkaukselle 10ytyy yksinkertainen esitys viidennen Pisteen suh-
teen.

LAUSE 3.5 (Viiden Pisteen lause). Olkoon Py, Py, Ps, Py, Ps € RP? Pisteitd, jois-
ta korkeintaan kaksi on samalla Suoralla. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen aito
projektiivinen kartioleikkaus, johon ndmd Pisteet kuuluvat. Erityisesti, jos ndamd viist
Pistettd ovat [1,0,0],[0,1,0],[0,0,1],[1,1,1] ja [a,b,c], niin kartioleikkauksen yhtdilo
on

cla=bzy+blc—a)xz+alb—c)yz =0,

missd a,b,c,x,y,z € R.
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TobisTus. Projektiivisen geometrian peruslauseen mukaan on olemassa kuvaus
t, joka kuvaa Pisteet Py, P, P3, P, Pisteiksi [1,0,0], [0, 1,0], [0,0,1] ja [1,1,1]. Olkoon
la, b, c] Pisteen Ps kuva. Lauseen 2.9 mukaan t siilyttdd kollineaarisuuden, jolloin
mitkddn kolme Pistettda Pisteistd [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1], [1,1,1] ja [a, b, ¢] eivét ole
kollineaarisia. Tésta seuraa, ettd a, b ja c ovat eri lukuja ja nollasta poikkeavia.

Koska t on injektio, joka séilyttaa aidot kartioleikkaukset,véite pétee jos ja vain jos
on olemassa yksikésitteinen aito kartioleikkaus, joka siséltaa Pisteet [1,0,0], [0, 1, 0],
[0,0,1], [1,1,1] ja [a,b,c|. Riittd& osoittaa, ettd on olemassa yksikésitteinen kartio-
leikkaus néiden Pisteiden kautta, silld ei ole olemassa surkastunutta kartioleikkausta,
joka kulkisi ndiden Pisteiden kautta.

Olkoon etsityn kartioleikkauksen yht&lo

Ax? + Bry+ C* + Faez+ Gyz + H2? = 0.

Koska kartioleikkaus kulkee Pisteen [1,0,0] kautta, on oltava A = 0. Vastaavasti,
koska kartioleikkaus kulkee myos Pisteiden [0, 1, 0] ja [0, 0, 1] kautta, on oltava C' = 0
ja H = 0. Télloin ylldoleva yhtélo sievenee muotoon
Bzxy + Frxz + Gyz = 0,
missd B, F,G € R.
Koska kartioleikkaus kulkee my6s Pisteiden [1,1,1] ja [a, b, c] kautta, saadaan
B+F+G=0
ja
Bab+ Fac + Gbc = 0.
Muodostetaan téastéd yhtédlopari ja ratkaistaan F' ja G

B+F+G=0

Bab + Fac + Gbc = 0.
Kun ylempi rivi vihennetdén alemmasta bc kertaa, saadaan

B(ab — bc) + F(ac —be) =0
ja lopulta
o Bab — bc}
ac — be
missd ac — be # 0.
Ratkaistaan seuraavaksi G. Lihdetdan liikkeelle samasta yhtédloparista kuin ylla

eli

{B+F+G:O

Bab + Fac+ Gbe = 0.

Viahennetdédn ylempi rivi alemmasta ac kertaa, jolloin saadaan
B(ab — ac) + G(bc —ac) =0

ja lopulta

ab — ac

G=-B

bc — ac’
missd bc — ac # 0.
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Sijoitetaan F' ja G, jolloin saadaan

Usean vilivaiheen jilkeen yhtéld saadaan muotoon
cla=bzy+blc—a)rz+alb—c)yz =0.
Koska Piste P5; méaarda yksikéasitteisesti luvut a, b ja ¢, yllaoleva yhtéalo kuvaa yk-

sikasitteista kartioleikkausta. O

3.2. Projektiivisten kartioleikkausten kongruenssi

Téasséd kappaleessa todistetaan, ettd kaikki projektiiviset kartioleikkaukset ovat
projektiokongruentteja. Téta tulosta tullaan hyodyntaméin laajalti tulevissa todis-
tuksissa. Esimerkiksi Pascalin lause todistetaan helposti tdmén avulla. Méaaritelladan
aluksi mitéd projektiokongruenssilla tarkoitetaan.

MAARITELMA 3.6. Kaksi projektiivista kuviota A ja B ovat projektiokongruentte-
ja keskendin, jos on olemassa projektiivinen kuvaus f, joka kuvaa kuvion A kuvioksi
B.

Liséksi tullaan tarvitsemaan projektiivisen kartioleikkauksen matriisimuotoista
esitystd. Se médritellddn seuraavasti.

MAARITELMA 3.7. Olkoon E projektiivinen kartioleikkaus, joka toteuttaa yhtélon
Az? + Bxy + Cy? + Faz + Gyz + H2* = 0.

Talloin
A 1B 1ip
A = %B C %G
\F g H

on leikkauksen E mdaarittdvd matriisi.

Perustellaan lyhyesti, miten ylldolevaan matriisiin A on paadytty. Olkoon x =
(ry 2)T ja A kuten edelld. T#ll6in

A 3B 5P\ /4
x"Ax=(z y 2)|iB C iG| |y
iF iG H “

=4 —i—lB +1F 1B +C 1G 1F —I—lG +H ¥

= (Ae+ 5By +F2 SBu+Cy;Ge SFu+ oGy 2 z

= A2® 4+ Bay + Cy? + Faz + Gyz + H2>.

Matriisi A on siis jarkevd matriisi kuvaamaan projektiivista kartioleikkausta. Huo-
mataan lisdksi, ettd projektiivinen kartioleikkaus voidaan nyt kirjoittaa muodossa
x” Ax = 0. Muotoillaan tém# lauseeksi.

LAUSE 3.8. Olkoon E projektitvinen kartioleikkaus, jonka mddrittad matriisi A.
Tilléin E toteuttaa yhtdlon ¥ Az = 0.
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Nyt ollaan valmiita todistamaan lause projektiivisten kartioleikkausten projektio-
kongruenssista.

LAUSE 3.9. Kaikki aidot projektitviset kartioleikkaukset ovat projektiokongruent-
teja.

x" = BPTx -

Kuva 2. Lauseen 3.9 todistuksen idea

TobIisTUs. Riittda osoittaa, ettd kaikki aidot projektiiviset kartioleikkaukset ovat
projektiokongruentteja projektiivisen kartioleikkausen 2% + y? = 22 kanssa.

Olkoon FE aito projektiivinen kartioleikkaus, jolle pitee x’ Ax = 0, missd A on
leikkaukseen FE liittyva matriisi. Méaritelmén mukaan A on symmetrinen.

Tésté seuraa, ettd matriisilla A on kolme ortonormaalia ominaisvektoria vy, v
ja vg, joilla on ominaisarvot Aj, As ja A3. Jos P on matriisi, jonka sarakkeina ovat
ominaisvektorien koordinaatit, niin olkoon

A0 00
D=]10 X 0
0 0 Xs

Nyt P on siis ortogonaalinen matriisi ja PTAP = D.

Olkoon t : x — X’ projektiivinen muunnos siten, ettdi x = Px’ eli x’ = PTx.
Tallsin ¢+ muuntaa projektiivisen kartioleikkauksen x” Ax = 0 projektiiviseksi kartio-
leikkaukseksi (Px')” A (Px’) = 0. Transpoosin laskus#ént6ji noudattaen saadaan
(x)T(PTAP)X =0 tai (x')TDx' = 0 eli

M)+ Xa(y')? + Aa(2)? = 0.

Koska E on aito projektiivinen kartioleikkaus, kaikki ominaisarvot eivét voi olla
positiivisia eivatkad negatiivisia, koska télloin yllaoleva yhtélé kuvaa ainoastaan ava-
ruuden R? origoa. Mikddn ominaisarvoista ei mydskiin voi olla nolla. Jos esimerkiksi
A3 = 0, niin ominaisarvojen \; ja Ay on oltava eri merkkisid, jolloin y.o. yhtdlo voidaan
kirjoittaa kahden Suoran yhtaloné:

|)\1|33'/ ==+ |)\2|y/
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Jéljelle jaa siis vaihtoehto, jossa kaksi ominaisarvoista, esimerkiksi A\; ja Ay ovat saman
merkkisid ja A3 on erimerkkinen. T&ll6in yhtdlo voidaan kirjoittaa muotoon

Aal(@)? + al(y)* = [As](2')*.

Taméa on melkein tavoitellun kartioleikkauksen yhtéld. Tavoitteeseen péadstéén,
kun ylli olevaan yhtiloon sovelletaan kuvausta x’' — x”, x” = Bx’, missi

VARSI 0
0

B= 0 | Ao
0

jolloin siis saadaan (x”)? + (y”)? = (2”)%2. Kun unohdetaan pilkut, F saatiin kuvat-
tua projektiiviseksi kartioleikkaukseksi z? + y*> = 22 projektiivisella muunnoksella
s : [x] = [BP”x]. Loydettiin siis kuvaus, joka kuvaa mielivaltaisen projektiivisen
kartioleikkauksen kartioleikkaukseksi 22 + 3? = 22, jolloin todistus on valmis. O

3.3. Pascalin lause

Ennen Pascalin lauseen todistusta on todistettava joitain aputuloksia, joita tul-
laan hyodyntaméén. Todistetaan ensimmaéiseksi Kolmen Pisteen lause, jonka mukaan
projektiivinen kartioleikkaus voidaan kuvata toiseksi projektiiviseksi kartioleikkauk-
seksi siten, ettd kolmen Pisteen kuvat voidaan méaarata.

Her&a kysymys, miksi juuri kolme Pistetté, eikd esimerkiksi nelja. Lauseen 3.4 mu-
kaan on olemassa kuvaus t;, joka kuvaa projektiivisen kartioleikkauksen FE; toiseksi
projektiiviseksi kartioleikkaukseksi Fy ja Projektiivisen geometrian peruslauseen mu-
kaan on olemassa kuvaus t, siten, ettd se kuvaa nelja kartioleikkauksen FE; Pistetti
neljaksi kartioleikkauksen F, Pisteeksi. Ongelmana on, ettd kuvaukset t; ja to eivét
valttamaétta ole sama kuvaus.

Havainnollistetaan asiaa esimerkin avulla. Olkoot Pisteet [1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]
ja [1,1,1] yhteisia kahdelle projektiiviselle kartioleikkaukselle E; ja Fs, joista en-
simméinen toteuttaa yhtélon 3xy — 4zz + yz = 0 ja toinen xy — 4zz + 3yz = 0.
Koska leikkausten yhtéalot eivit ole toistensa monikertoja, kyseessd on kaksi eri kar-
tioleikkausta. Projektiivisen geometrian peruslauseen mukaan ainoa kuvaus, joka ku-
vaa edelld mainitut Pisteet takaisin itselleen, on identtinen kuvaus, joka ei selvésti
kuvaa leikkausta F; leikkaukseksi Fs.

Kolme Pistetté sen sijaan voidaan sédilyttda kuvauksessa, kuten seuraavaksi osoi-
tetaan.
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LAusE 3.10 (Kolmen Pisteen lause). Olkoon E; ja Ey aitoja projektiivisia kartio-
leikkauksia ja Py, Q1, Ry, Py, QQ2, Ry Pisteitd siten, ettd Py, QQ1, R1 € Ey ja Py, 2, Ry €
Es. Tidlloin on olemassa projektiivinen muunnos t, joka kuvaa leikkauksen Ey leik-
kaukseksi Ey siten, ettd

t(P) =P, t(Q1) =02 HR)=Rs.

TobisTus. Olkoon t' projektiivinen muunnos, joka kuvaa Pisteet P, Q1 ja R
Pisteiksi [1, 0, 0], [0, 1, 0] ja [0, 0, 1]. T&lloin ¢’ kuvaa aidon kartioleikkauksen E; aidoksi
kartioleikkaukseksi F’, joka siséltdd yksikkokolmion. Tiedetdédn, etté kartioleikkaus £’
toteuttaa yhtélon

Ax? + Bay + Cy* + Foz + Gyz + H2* = 0.

Koska Piste [1,0,0] kuuluu leikkaukseen E’, on oltava A = 0. Vastaavasti, koska
Pisteet [0, 1,0] ja [0, 0, 1] kuuluvat leikkaukseen E’; on oltava C' = 0 ja H = 0. Tallin
leikkauksen E’ yhtilo voidaan kirjoittaa muotoon

Bzxy + Frxz + Gyz = 0,

missd B, F,G € R\ {0}. Yhtilo voidaan vield jakaa luvulla BF'G, jolloin saadaan
ry  xz yz
GF " GBFB

Madritellaan nyt muunnos t” siten, etta t’([z,y, 2]) = [/, ¢/, 2’], missa

0.

x 1/G 0 0 T
y|l=( 0 1/F 0 Y
o o o 1/B) \z

Talloin ¢t kuvaa kartioleikkauksen E’ kartioleikkaukseksi, jolle patee x'y/ + 2’2" +
Y’z = 0. Merkintojen selventédmiseksi, jatetain yhtalostd pilkut pois, jolloin saadaan
xy +xz+yz=0.

Koska t"” kuvaa yksikkokolmion itsekseen, yhdistetty funktio ¢t; = t” o t’ kuvaa
kartioleikkauksen F; kartioleikkaukseksi, jolle pétee

ry+xz+yz=0

siten, ettd t1(P1) = [1,0,0],t1(Q1) = [0,1,0] ja t1 (1) = [0,0, 1].
Vastaavasti on olemassa projektiivinen muunnos ¢, joka kuvaa kartioleikkauksen
E5 kartioleikkaukseksi, jolle pétee

Yy +xz+yz =0

Sitel’l, etta t2<P2) = [1, 0, 0],t2(@2) = [O, 1, 0] ja tg(Rg) = [0, O, 1]
Nyt yhdistetty funktio ¢ = ;' o ¢; kuvaa kartioleikkauksen E; kartioleikkaukseksi
E2 siten, etta t(Pl) = Pg,t(Ql) = Qg ja t(Rl) = RQ. ]

Maaritellaan seuraavaksi, mitéd tarkoitetaan standardimuotoisella yhtalolla pro-
jektiivisten kartioleikkausten tapauksessa.

MAARITELMA 3.11. Projektiivisen kartioleikkauksen standardimuotoinen yhtélod
on
xy +yz+zx = 0.
Tama yhtalo maarda standardin projektiivisen kartioleikkauksen.
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Huomataan, ettd standardimuotoinen projektiivinen kartioleikkaus sisaltad yk-
sikkokolmion [1,0, 0], [0,1,0], [0, 0, 1]. T&t4 tietoa kiytetddn usein hyodyksi, silld se
yksinkertaistaa projektiivisiin kartioleikkauksiin liittyvia laskuja. Kartioleikkauksen
muut Pisteet, yksikkokolmion lisdksi, voidaan esittéa tiiviisti yhden parametrin avul-
la.

LAUSE 3.12 (Parametrisointilause). Olkoon E projektiivinen kartioleikkaus, joka
toteuttaa standardimuotoisen yhtdlon

xy +yz+zx = 0.

Tdlloin jokaisen leikkauksen E Pisteen, poislukien [1,0,0], homogeeniset kordinaatit

ovat muotoa [t>+t,t+1,—t],t € R. Lisdksi, jokainen titi muotoa oleva Piste sijaitsee
leikkauksessa E.

Tobistus. Olkoon [z,y, z] mielivaltainen kartioleikkauksen E Piste. Jos © = 0,
niin on oltava yz = 0 eli joko y = 0 tai z = 0. Ensimmaéisessd tapauksessa Pis-
teen homogeeniset koordinaatit ovat muotoa [0, 0, z] = [0, 0, 1] ja toisessa tapauksessa
[0,y,0] = [0,1,0]. Vastaavasti voidaan paitelld koordinaateille y ja z. Tastd seuraa,
ettd ainoat Pisteet, joissa jokin homogeenisistd koordinaateista x, y ja z on nolla, ovat
yksikkokolmion Pisteet [1,0,0], [0, 1,0] ja [0, 0, 1].

Oletetaan seuraavaksi, ettd [x,y, z] on kartioleikkauksen E Piste siten, etti
x,y,z # 0 ja olkoon t = x/y. Talléin x = ty ja siten

(ty)y + yz + z(ty) = 0.

Ratkaistaan tésté vy, jolloin saadaan

t+1
y=—(——)=
Sijoitetaan tdmé standardimuotoiseen yhtéloon, jolloin saadaan x = —(t + 1)z. Pis-

teelld [z, y, z| on siis homogeeniset koordinaatit [—(t—l—l)z, —(H1)z, z} . Koska z,t # 0,

niin koordinaatit voidaan kirjoittaa muodossa [¢t(t + 1),t + 1, —t].

Huomataan, ettd valitsemalla ¢ = 0 saadaan Piste [0,1,0] ja valinnalla t = —1
saadaan Piste [0,0,1]. Siis jokainen kartioleikkauksen E Piste, poislukien [1,0, 0],
voidaan kirjoittaa muodossa [t(t 4+ 1),¢ + 1, —t], missé ¢ € R.

Myés késinteinen tulos pétee. Olkoon [t? + ¢, + 1, —t] Piste, missi ¢ € R. T#lloin
se kuuluu kartioleikkaukseen FE, koska

4+t + 1)+ (t+ D) (=t)+ (=) (> +1) = 0.
O

Lauseen 3.9 seké néiden kahden tuloksen avulla projektiivisen geometrian ongel-
mat, joihin liittyy mielivaltainen kartioleikkaus, voidaan palauttaa ongelmiksi, joi-
hin liittyy standardimuotoinen kartioleikkaus. Kolmen Pisteen lauseen mukaan kolme
kartioleikkauksen Pistettd voidaan valita yksikkokolmioksi ja Parametrisointilauseen
avulla loput Pisteet voidaan esittii muodossa [t? + ¢, + 1, —t], missd ¢t € R. Niiden
avulla voidaan todistaa Pascalin lause.

LAUSE 3.13 (Pascalin lause). Olkoot A, B,C,A', B" ja C" kuusi erillisti aidon
projektiivisen kartioleikkauksen Pistettd. Olkoot Suorien BC' ja B'C' leikkauspiste P,
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Suorien CA" ja C'A leikkauspiste Q ja Suorien AB' ja A’'B leikkauspiste R. Talloin
P, Q ja R syaitsevat samalla Suoralla.

Kuva 3. Pascalin lause

Tobistus. Kuten Pappuksen ja Desarguesin lauseissa, myos Pascalin lauseen
viite koskee Pisteiden sijaitsemista Suoralla, jolloin helpoin tapa todistaa se on kéyt-
tda determinanttiehtoa. Etsitdan siis Pisteille P, ) ja R parametrimuotoiset esitykset.

Kolmen Pisteen lauseen mukaan kartioleikkaus voidaan valita siten, ettd se to-
teuttaa standardimuotoisen yhtédlon zy + yz + zx = 0, ja lisdksi voidaan valita
A = [1,0,0],B = [0,1,0] ja C = [0,0,1]. Parametrisointilauseen mukaan Pisteille
A, B" ja C" 16ytyy parametriesitykset A’ = [a® + a,a + 1, —a], B’ = [0 + b, b+ 1, —b]
ja C' = [c* +c,c+1,—c|, missd a,b,c € R.

Etsitddn ensin parametrimuotoinen esitys Pisteelle P. Suora BC’ yhdistaé Pisteet
[0,1,0] ja [¢® + ¢,c + 1, —], jolloin se toteuttaa yhtdlén x = —(c + 1)z. Suora B'C
taas yhdistéid Pisteet [0? +b,b+ 1, —b] ja [0,0, 1], jolloin se toteuttaa yhtélon x = by.

Piste P sijaitsee molemmilla Suorilla BC” ja B'C', joten sen homogeenisten koor-
dinaattien [x,y, z] on toteutettava yhtélot © = —(c¢+ 1)z ja = = by. Sijoitetaan vield
néistéd jalkimméiseen x ja ratkaistaan y, jolloin saadaan y = —(%)z Homogeeniset
koordinaatit siis ovat

[z,y, 2] = [— (c+ 1)2’_(0—;1)274

= [~ e+, ~(5).1]

= [blc+1),c+1,-1].

Samanlainen p#ittely voidaan toistaa Suorien C' A" ja C" A kohdalla, jolloin niille
saadaan yhtdlot © = ay ja cy = —(c + 1)z. Suorien leikkauspisteen ) homogeeniset
koordinaatit ovat siis muotoa [a(c+ 1), ¢+ 1, —c|. Lisiksi Suorien AB’ ja A’ B yht&lot
ovat by = —(b+ 1)z ja x = —(a + 1)z, joten niiden leikkauspisteen R homogeeniset
koordinaatit ovat muotoa [b(a + 1),b+ 1, —b].
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Determinanttichdon mukaan kolme Pistettd on samalla Suoralla, jos ja vain jos
niiden determinantti on nolla. Koska jokaiselle Pisteelld P, ) ja R on nyt parametri-
muotoinen esitys, voidaan niiden determinantti laskea. Determinantiksi saadaan

b(c+1) c+1 —b
alc+1) ¢c+1 —c
bla+1) b+1 —b

bc+b c+1 —=b
=|lac+a c+1 —c
ab+b b+1 —b

bc—ab c—b 0
=| ac+a c+1 —c|(Vihennetty 1. rivistd 3. rivi.)
ab+b b+1 —b

c+1 —c _( —b) ac+a —c
b1 —b| \© ab+b —b

=b(c—a)(bc+ ¢ —bc—b)— (c—b)(abc + bc — abc — ab)
= (bc — ab)(c — b) — (c — b)(bc — ab)

= bc? — b*c — abc + ab® — (bc? — abc — bc + ab?)

=0.

=b(c—a)

Pisteet P, @ ja R ovat siis samalla Suoralla. U

Parametrisoinnin ja Kolmen Pisteen lauseen avulla todistus siis muuttui yksin-
kertaiseksi determinantin laskemiseksi.

3.4. Duaalisuus kartioleikkauksissa

Kerrataan alkuun oleellisimmat projektiivisen geometrian ominaisuudet duaali-
suuden kannalta.

e Kollineaarisuus: Pisteet sijaitsevat samalla Suoralla.
e Konkurrenssi: Kolme tai useampi Suora leikkaa samassa Pisteessé.
e Insidenssi: Kaksi eri Suoraa leikkaa yksikésitteisessd Pisteessa.

Aikaisemmin huomattiin, ettd Pisteiden ja Suorien vililla vallitsee duaalisuus.
Kun Pisteet vaihtaa Suoriksi ja Suorat Pisteiksi, kollineaarisuus vaihtuu insidenssik-
si ja péainvastoin. Duaalisuus péatee myos kartioleikkauksia tarkasteltaessa, mutta ei
Suorien ja Pisteiden vélilld, vaan Pisteiden ja polaarien vélilld. Avataan seuraavaksi
hieman, mité tarkoitetaan polaarilla.

Olkoon P Piste ja E aito kartioleikkaus avaruudessa RP?. Piste P voi sijaita kar-
tioleikkauksen E ulkopuolella, kartioleikkauksella tai sen sisdpuolella. Jos Piste P
sijaitsee kartioleikkauksen E ulkopuolella, niin polaarilla tarkoitetaan jénnetté, joka
leikkaa kartioleikkausta E kahdessa Pisteessd, jotka ovat Pisteen P tangenttiparin
sivuamispisteet kartioleikkaukselle F. Jos P sijaitsee kartioleikkauksessa E, niin po-
laarilla tarkoitetaan tangettia, joka kulkee Pisteen P kautta. Jos P sijaitsee kartio-
leikkauksen E sisdpuolella, niin polaari on tietty Pistettd P vastaava suora kartioleik-
kauksen ulkopuolella.
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Kun Piste P on kartioleikkauksen ulkopuolella tai kartioleikkauksessa, on selvai
mitéd polaarilla tarkoitetaan, mutta viimeinen tapaus, jossa piste sijaitsee kartioleik-
kauksen sisélld on epamédrainen. Seuraava lause selvittdd, mikéa polaari tarkemmin
on.

Kuva 4. Mahdolliset polaarit ellipsille

LAUSE 3.14 (La Hiren lause). Olkoon E aito kartioleikkaus ja olkoon p Pisteen
P polaari. Talloin jokaisella polaarin p Pisteelld on polaari, joka kulkee Pisteen P
kautta.

Tama lause pétee olipa Piste P missé tahansa.

Tutkitaan seuraavaksi tarkemmin kartioleikkausten duaalisuutta. Olkoon E pro-
jektiivinen kartioleikkaus. T#lloin jokaiseen avaruuden RP? Pisteeseen P voidaan
liittda Suora p, joka on Pisteen P polaari kartioleikkaukselle E. La Hiren lauseen
mukaan kahdella polaarin p Pisteella ) ja R on polaarit g ja r, jotka leikkaavat
Pisteessd P. Nyt siis Pisteiden vaihtaminen polaareiksi muuttaa kollineaarisuuden
konkurrenssiksi, jolloin lause ”Pisteet polaarilla”muuttuu lauseeksi ” Polaarit Pisteen
kautta”.

Kuva 5. Duaalisuus Pisteiden ja polaarien vililla

Muodostetaan seuraavaksi duaali projektiiviselle kartioleikkaukselle E. Olkoon
P € FE, jolloin sen polaari leikkaukselle £ on leikkauksen E tangentti Pisteessad P.
Kaytetdan nyt dualisointia eli korvataan jokainen kartioleikkauksen E Piste sen po-
laarilla, téssé tapauksessa siis tangentilla. Télloin saadaan joukko tangentteja, jotka
sivuavat kartioleikkausta F.
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Pisteen P duaali — =

Kuva 6. Piste ja sen duaali

Projektiivinen kartioleikkaus voidaan siis méaéaritella Pisteiden tai tangenttien avul-
la. Kéytettiinpd kumpaa méaritelmaé tahansa, tuloksena on sama kartioleikkaus eli
kartioleikkaus on itseduaali.

Kuten Suorien ja Pisteiden tapauksessa, myos kartioleikkauksia koskevista lauseis-
ta on mahdollista muodostaa duaaleja ja nédin luoda uusia lauseita. Muodostetaan seu-
raavaksi duaalit Pascalin lauseelle ja Viiden Pisteen lauseelle. Jotta duaalit saadaan
muodostettua helpommin, muutetaan alkuperaisten lauseiden muotoilua hieman.

Pascalin lause

Duaali

Olkoot A, B,C, A", B" ja C'
kuusi eri projektiivisen

kartioleikkauksen Pistetta.

Olkoot Pisteiden B ja C’
sekd Pisteiden B’ ja C
kautta kulkevien Suorien
leikkauspiste P,
Pisteiden C ja A’
sekéd Pisteiden C’ ja A
kautta kulkevien Suorien
leikkauspiste @ ja
Pisteiden A ja B’
sekid Pisteiden A’ ja B
kautta kulkevien Suorien
leikkauspiste R.

Olkoot a, b, c,a’, b ja ¢
kuusi eri projektiivisen
kartioleikkauksen tangenttia.
Olkoot tangenttien b ja ¢/
sekd tangenttien b’ ja c
leikkauspisteet
Suoralla p,
tangenttien c ja d
sekéd tangenttien ¢ ja a
leikkauspisteet
Suoralla ¢ ja
tangenttien a ja v’
sekd tangenttien a’ ja b
leikkauspisteet
Suoralla r.

Téalloin P, @ ja R ovat kollineaarisia Télloin p, ¢ ja r ovat konkurrentteja.

Pascalin lauseen duaali tunnetaan myos Brianchon lauseena.
Muodostetaan seuraavaksi duaali Viiden Pisteen lauseelle.
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Viiden Pisteen lause Duaali
Olkoot Py, P, P3, P, ja Ps Olkoot p1, ps, p3, ps ja ps
Pisteita siten, ettd niistd korkeintaan  Suoria siten, ettd niistd korkeintaan
kaksi on kollineaarisia. kaksi on konkurrentteja.
Télloin on olemassa Télloin on olemassa
yksikésitteinen aito kartioleikkaus, yksikésitteinen aito kartioleikkaus,
joka kulkee nididen Pisteiden kautta. joka sivuaa niitd Suoria.

Lauseen duaali kertoo sen, mité edelld jo mainittiin. Projektiivisen kartioleikkauksen
voi méaritelld joko Pisteiden tai tangenttien avulla.
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