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Luokitteluanalyysin tyypillinen ongelma on mallin valinta ja/tai muuttujien eli piir-
teiden valinta. Tavoitteena on estimoida luotettavasti luokitteluvirheen todennékoi-
syys opetusaineiston avulla — ideaalissa tilanteessa kiyttden riippumatonta testiai-
neistoa. Talloin saadaan estimaatti yleistdmisvirheelle, joka kuvaa opetusaineistosta
estimoidun mallin kyky& ennustaa riippumatonta testiaineistoa. Usein kuitenkin ai-
neiston niukkuudesta johtuen ei voida kayttaa erillistd riippumatonta testiaineistoa,
jolloin ei myd6skadn voida estimoida suoraan yleistamisvirhetta.

T&lloin voidaan kuitenkin kiyttdd otoksen uudelleenkdyttomenetelmia, joista kiy-
tetyimmat lienevit ristiinvalidointi ja bootstrap. Menetelmien etuna on, etti ne es-
timoivat hyvin odotettua yleistdmisvirhetté, joka ei rajoitu vain tiettyyn opetusai-
neistoon, vaan on odotusarvo yli kaikkien mahdollisten opetusaineistojen. Odotettu
yleistdmisvirhe on osoittautunutkin useiden tutkimusten mukaan hyodylliseksi tyo-
kaluksi tilastollisessa analyysissa.

Luokitteluvirheen todennékoisyyden arviointiin liittyy olennaisesti myos kasite Bayes-
virhe, jolla tarkoitetaan pienintd saavutettavissa olevaa luokitteluvirheen todenné-
koisyytta. Téassa tyossd piirteitd mallinnetaan p-ulotteisella normaalijakaumalla ja
rajaudutaan kvadraattiseen luokittelijaan (QDA). Tyypillisesti Bayes-virhetta ei tie-
detd, ja sen laskeminen analyyttisesti on usein haastavaa tai mahdotonta. Téassa tyos-
sé esitetddn menetelmd Bayes-virheen arvioimiseksi Monte Carlo -integroinnilla.

Aiemmissa tutkimuksissa otoksen uudelleenkiiyttomenetelmid on verrattu odotet-
tuun yleistimisvirheeseen, kuten myos tehdidn téssé tyossi. Lisidksi otoksen uu-
delleenkéyttomenetelmia verrataan Bayes-virheeseen. Parhaat tulokset saavutettiin
.632-bootstrap-estimaattorilla ja .6324-bootstrap-estimaattorilla seki toistetulla ris-
tiinvalidoinnilla K:n arvolla 10. Toistettu ristiinvalidointi K:n arvoilla 5 ja 10 ja ai-
neiston jako toistuvasti opetus- ja testiaineistoksi jakosuhteilla 80/20 ja 90/10 tuot-
tivat likimain yhtd hyvid tuloksia.

Menetelmien vertailu toteutettiin simulointikokeella, joka perustuu 50 luokkaa ja 64
piirrettd sisdltdvddn pohjaeldinaineistoon. Simulointikokeessa kiytettavit luokkien
(2—38) ja piirteiden (2—50) lukuméirit ovat suurempia kuin aiemmissa tutkimuk-
sissa on yleensa kiytetty.

Avainsanat: Bayes-virhe, yleistdmisvirhe, luokitteluvirhe, QDA, bootstrap, ristiin-
validointi, aineiston jako
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1 Johdanto

Luokitteluanalyysin tyypillisena ldhtokohtana on jaotella havainnot niistd mitattu-
jen muuttujien eli piirteiden avulla ennalta masrattyihin luokkiin. Tall6in puhutaan
ohjatusta oppimisesta (supervised learning). Ohjaamattoman oppimisen (unsuper-
vised learning) tapauksessa havaintojen luokat eiviit ole tiedossa, jolloin havain-
not pyritddn luokittelemaan esimerkiksi klusteroinnin avulla. Téssd tyossa keskity-
tdan ainoastaan ohjattuun oppimiseen. Luokittelusddnnén muodostamiseksi tarvi-
taan opetusaineisto, josta on mitattu havaintojen piirteet. Téll6in havaintojen to-
delliset luokat on taytynyt méarittda ulkoisen mekanismin avulla — esimerkiksi alan
asiantuntijoiden avulla. Hahmontunnistusjarjestelméi voidaan ajatella monivaiheise-
na prosessina, johon kuuluvat aineiston keruu, esikisittely, piirteiden irrottaminen
ja luokittelu (Duda et al., 2000). Tassa tyossi kiinnostuksen kohteena on prosessin
viimeinen vaihe eli luokittelu ja sen hyvyyden arviointi.

Luokittelun hyvyyttd voidaan arvioida kiyttamailld testiaineistoa, jonka havainto-
jen todelliset luokat ovat tiedossa. Luokittelu suoritetaan testiaineistosta mitattu-
jen piirteiden avulla, jolloin paastddn arvioimaan luokitteluvirheen todennékdisyyt-
ta vadarinluokiteltujen havaintojen osuudella. Luokittelumenetelmén hyvyydelle voi-
daan kayttdd muitakin kriteereitd, kuten esimerkiksi luokitteluriskid, jolloin luo-
kittelusddnto voidaan muokata suosimaan joitakin tarkeitd luokkia. Tavoitteena on
parhaan mallin ja/tai muuttujien eli piirteiden valinta, jolloin malli toimisi luotet-
tavasti uusille samasta populaatiosta oleville riippumattomille otoksille. Esimerkik-
si testataan empiirisesti kiytossd olevalla aineistolla, mikd malli minimoi luokitte-
luvirheen todennédkéisyyden, ja lopuksi estimoidaan yleistdmisvirhe valitulla "par-
haalla” mallilla kiiyttden riippumatonta testiaineistoa. Kaytannon tilanteissa otos
on usein pieni, eikd tdten ole mahdollista kiyttda riippumatonta testiaineistoa. Tal-
16in voidaan kiyttaéd otoksen uudelleenkdyttomenetelmis kuten ristiinvalidointia tai
bootstrap-menetelmii, jotka estimoivat suoraan odotettua yleistdmisvirhetta.

Téassd tutkielmassa ldahtokohtana on bayesildinen paidtoksentekoteoria, joka on eris
tilastollinen ldhestymistapa hahmontunnistukseen. Lihestymistavalle ominaista on,
ettd luokittelu suoritetaan perustuen todenndkoéisyyksiin ja luokittelupaitoksista
aiheutuviin tappioihin. Bayesin paatossaianto takaa luokittelijalle pienimmaén keski-
madriisen luokitteluvirheen todennékoéisyyden. Luokitteluvirheen todennékéisyyden
arviointiin liittyy olennaisesti kisite Bayes-virhe (Duda et al., 2000), jolla tarkoite-
taan pienintd saavutettavissa olevaa luokitteluvirheen todenndkdisyyttd annetulle
piirteiden jakaumalle. Piirteiden jakaumien ollessa tiedossa Bayes-virheen laskemi-
nen analyyttisesti on hankalaa etenkin korkeissa dimensioissa (Duda et al., 2000).
Sen tdhden tissd tutkielmassa Bayes-virhettd arvioidaan Monte Carlo -integroinnilla
(Robert, C. & Casella, G., 2009). Yksinkertaisuuden vuoksi piirteitd mallinnetaan
usein p-ulotteisella normaalijakaumalla, kuten tassdkin tyossa. Talloin paddytaan li-
neaariseen luokittelijaan (LDA) ja kvadraattiseen luokittelijaan (QDA), joista QDA
on erityisen mielenkiinnon kohteena.

Ristiinvalidointi on yksi tunnetuimmista otoksen uudelleenkiyttomenetelmisté. Si-
td kiytetddn tilastotieteessd tyypillisesti ennustevirheen estimoimiseen aineistosta.
Menetelmén perusideana on jakaa aineisto K:hon yhtd suureen osaan. Ensin sovi-
tetaan malli /' — 1 osalle, jonka jialkeen lasketaan ennustevirhe pois jatetylle osalle.



Toimenpide suoritetaan K kertaa siten, ettd kullekin osalle vuorollaan estimoidaan
ennustevirhe, ja lopuksi yhdistetdan ennustevirheiden estimaatit. Ristiinvalidointi
on luonnollinen ldhestymistapa erityisesti luokittelun yhteydessa. Téassa tutkielmas-
sa on tarkoituksena mm. vertailla ristiinvalidointia eri K:n arvoilla. Ristiinvalidoin-
nista on esitetty myds versio, jossa datan ositus toistetaan useita kertoja, jolloin
estimaattorin vaihtelua saadaan pienennettyé (Kim, 2009).

Toinen ldhestymistapa on bootstrap-menetelmé, jota voidaan kiyttdd esimerkik-
si halutun tunnusluvun jakauman estimoimiseen aineistosta — erityisesti, kun se
on analyyttisesti hankalaa. Bootstrap-menetelmén ideana on muodostaa otannal-
la bootstrap-otoksia takaisinsijoittaen alkuperiisesti aineistosta ja méadrdata kul-
lekin bootstrap-otokselle haluttu tunnusluku. Luokittelun yhteydessa bootstrap-
menetelmédn tarkoituksena on pienentdd estimaattorin vaihtelua, mikd voisi toimia
hyvin etenkin pienten aineistojen tapauksessa. Bootstrap-menetelmid on tutkittu
paljon. Vertailuissa hyvin ovat parjanneet 0.632-bootstrap-estimaattori seka korjat-
tu 0.632-+-bootstrap-estimaattori (Efron & Tibshirani, 1997), joita tutkitaan myos
tassa tyossa.

Kolmas ldhestymistapa on aineiston jako toistuvasti opetus- ja testiaineistoksi, joka
on myos paljon kiytetty menetelmé. Opetus- ja testiaineistojakoa seké ristiinvali-
dointia on vertailtu aiemmin simulointikokeilla (mm. t6issé Molinaro et al., 2005 &
Kim, 2009). Kim (2009) pitd4 toistettua ristiinvalidointia stabiilimpana, ja siten ylei-
sesti suositellumpana menetelméni. Molinaro et al. (2005) mukaan ei ole erityisti
syytéa suosia opetus- ja testiaineistojakoa.

Otoksen uudelleenkiyttomenetelmis on vertailtu alemmin simulointikokeilla (mm.
toissd Molinaro et al., 2005; Kim, 2009; Borra & Di Ciaccio, 2010). Erona moniin
aiempiin vastaaviin simulointikokeisiin téssé tutkielmassa simulointikoe perustuu to-
delliseen aineistoon, jolloin my6s luokkien ja piirteiden méaéré asetetaan vastaamaan
todellista tilannetta, ts. luokkien mééara vaihtelee vililli 2—50 ja piirteiden méa-
ra valilla 2—8. Myos kdytettavat luokittelumenetelmét eroavat. Edelld mainituissa
toissd kiytettiin mm. luokittelumenetelmida LDA, ldhimmén naapurin menetelma,
regressiopuu ja neuroverkot. Aiemmissa tutkimuksissa otoksen uudelleenkéyttome-
netelmid on verrattu odotettuun yleistdmisvirheen. Samoin tehddén tdssd tyoOssé,
mutta otoksen uudelleenkiyttomenetelmié verrataan myos Bayes-virheeseen.

Luvun 4 simulointikoe perustuu pohjaeldinaineistoon, joka esitellddn samassa luvus-
sa. Ympariston seurannassa kiytetdan vesistojen pohjissa eldvid pohjaeldimié, jotka
reagoivat herkésti ekosysteemin muutoksiin (Vuori et al., 2009). Pohjaeldimien tun-
nistaminen manuaalisesti on aikaavievdd ja kallista, joten havaintojen koneellinen
luokittelu antaa uusia mahdollisuuksia ympériston tilan seurantaan.

Luvussa 2 esitetidin bayesildinen paidtoksentekoteoria péadtyen lopulta kvadraatti-
seen luokittelusdéntoon (QDA). Luvussa 3 esitetddn ensin analyyttinen tapa ar-
vioida Bayes-virhettad kahden luokan tapauksessa. Taman jalkeen Bayes-virhetta ar-
vioidaan Monte Carlo -integroinnilla, ja lopuksi Bayes-virhetta arvioidaan erilaisilla
otoksen uudelleenkiyttomenetelmilla. Luvussa 4 esitelliin pohjaeldinaineisto ja sii-
hen perustuva simulointikoe. Luvussa 5 esitetdén yhteenveto saaduista tuloksista.



2 Bayesilainen paatoksentekoteoria

Taméa luku perustuu padasiassa kirjaan Duda et al. (2000). Bayesildinen padtoksen-
tekoteoria on erds tilastollinen ldhestymistapa hahmontunnistukseen. Ajatuksena
on tehdi luokittelupdatds perustuen todenndkdéisyyksiin sekd paatoksista aiheutu-
viin tappioihin. Oletetaan tilanne, jossa on K ennalta tunnettua luokkaa wq, ..., wk,
joita voidaan kutsua myo6s luonnontiloiksi. Luonnontila w = wy, £k = 1,..., K, aja-
tellaan muuttujaksi, jota kuvaillaan todennéikdisyystermein.

Bayesildinen padtoksentekoteoria on yksi Bayes-menetelméan sovelluksista. Lahesty-
mistavalle tunnusomaista on ennakkokasitysten huomioiminen paatoksenteossa. Kul-
lekin luokalle wy, asetetaan prioritodennikdisyys P(wy) siten, ettd Sor | P(wy) = 1.
Ainoastaan ennakkotietoon nojautuen havainto luokitellaan luokkaan, jolle priorito-
denn#kéisyys on suurin, ts. luokkaan wy, mikéli P(wy) > P(wy ) kaikille k # E'. Kéay-
tdnnon tilanteissa tiedetdan kuitenkin enemmaén. Luokittelun tehostamiseksi kiyte-
tddn apuna havainnoista mitattuja muuttuja eli piirteitd. Oletetaan, ettd kusta-
kin havainnosta on mitattu p piirrettd, ja merkitdan havainnon mittauksia vekto-
rilla x = (z1,...,x,)". Lisdksi méadritellidn ehdollinen todennékdisyystiheysfunktio
p(x|wy) piirteiden x arvoille luokan ollessa wy. Lausekkeesta p(x|wy) kiytetain usein
nimitysta uskottavuus.

Oletetaan tunnetuiksi prioritodennékoisyydet P(wy) = 7, k = 1,..., K, seké eh-
dolliset tiheydet p(x|wy). Posterioritodennékéisyys luokalle wy saadaan laskettua
kaavalla

) = Px|wi) Plwr)
P(wk| ) p(X) ) (1)
p(x) = > p(xfwr) P(w)

on skaalaustekiji, joka varmistaa posterioritodennékoéisyyksien summautumisen yk-
koseksi. Posterioritodennékéisyys kuvaa, miten ennakkokésitys luokasta wy, muuttuu,
kun on mitattu piirteiden x arvot.

2.1 Paatossaanto

Padtossadantd muodostetaan posterioritodennékoisyyksien perusteella. Havainto luo-
kitellaan luokkaan wy, mikéli P(wg|x) > P(wy|x) kaikille k # £'. Tama padtossadn-
t6 minimoi luokitteluvirheen todennékoisyyden (Duda et al, 2000): Kahden luokan
tapauksessa virheen todennakoisyys ehdolla piirrevektori

P(w1|x), jos valitaan ws

P(virhe|x) = {

P(wsy|x), jos valitaan wy.



Virheen todennikdisyys minimoituu valittaessa wy, mikili P(w|x) > P(wq|x) ja
vastaavasti wy, mikili P(wsy|x) > P(w;|x). Télloin virheen todennikéisyys voidaan
kirjoittaa muodossa

P(virhe|x) = min[P(w;|x), P(ws|x)].

Vastaavasti usean luokan tapauksessa virheen todennikoisyys ehdolla piirrevektori

1 — P(wi|x), jos ei valita w;

1 — P(wy|x), jos ei valita wo,
P(virhe|x) = < . S 2

1 — P(wg|x), jos ei valita wg.

Virheen todenn#kéisyys minimoituu valittaessa wy, mikéli P(w;|x) on suurin ja ws,
mikdli P(ws|x) on suurin. Yleisemmin: Virheen todenndkéisyys minimoituu, kun
luokitellaan havainto luokkaan, jonka posterioritodennikoisyys on suurin. Talloin
virheen todennédkéisyys voidaan kirjoittaa muodossa

P(virhe|x) = min[l — P(wq|x),1 — P(ws|x),...,1 — P(wg|x)]. (2)

Bayesin paatossdantd minimoi keskimédriisen virheen todennékoisyyden, jota kut-
sutaan Bayes-virheeksi. Se saadaan laskettua kaavalla

P(virhe) = /OO P(virhe,x)dx = /00 P(virhe|x)p(x)dx. (3)

o0 —00

Jos jokaiselle piirteiden x arvolle P(virhe|x) (2) on mahdollisimman pieni, on inte-
graalista laskettu virheen todennédkoisyys (3) myos mahdollisimman pieni.

Tarkastellaan vield virheen todennikdisyyden (3) laskemista. Kahden luokan ta-
pauksessa piirreavaruus jaetaan kahteen alueeseen R; ja R, kenties epdoptimaa-
lisesti (Duda et al., 2000). T&llin virhe voi tapahtua joko siten, ettd havaittu x
kuuluu alueeseen Rs todellisen luokan ollessa w; tai alueeseen R todellisen luokan
ollessa wy. Virheen todennikdisyydeksi saadaan

P(virhe) = P(x € Ra,w1) + P(x € Ry, ws)
= P(x € Ro|w1)P(w1) + P(x € Ry|wa)P(ws)

/p(x|w1)P(w1)dx+/ p(x|ws) P(ws)dx. (4)
Ro R1

Yleisessi tapauksessa, kun luokkia on useampia, on kitevimpad laskea todennikoi-
syys olla oikeassa



P(oikein) = Z P(x € Ry, wk)
k=1
K
> P(x € Rylwr) P(wr)
ke
K
k

1

/72 p(x|wy) P(wg)dx,

k=1

jossa p(x|wy)P(wr) = p(wr|x)p(x) kaavan (1) perusteella. Edelld esitetty tulos ei
riipu siitd, miten piirreavaruus on jaettu alueisiin eikd jakauman muodosta (Duda
et al., 2000). Havainto luokitellaan Bayesin paatossaannon mukaisesti luokkaan wy,
mikédli P(wg|x) > P(wy|x) kaikille & # £/, jolloin luokitteluvirheen todennékéisyys
minimoituu (Duda et al., 2000).

Edelld esiteltiin yksinkertaistettu tilanne, jossa ei otettu huomioon viérista luokitte-
luista aiheutuvia tappioita. Toisin sanoen kaikki viarat luokittelupdatdkset ajateltiin
samanarvoisiksi. Laajennetaan edelld esitettyd teoriaa ottamalla kiyttoéon tappio-
funktion kasite. Olkoot wy, ..., wk ennalta tunnetut luokat ja o, ..., a, toiminnot.
Havainto voidaan myos jattaa kokonaan luokittelematta posteriorijakauman perus-
teella, joten voi olla a > K. Maaritelldén tappiofunktio A(cy;|wy), joka madrittaa
tappion, kun valitaan toiminto «; todellisen luokan ollessa wy. Valittaessa toiminto
«; ehdollinen odotettu tappio ehdolla piirrevektorin x arvo

K
R(ay|x) = Z Ao wy) P(wg|x), (5)
k=1

jota kutsutaan my0s ehdolliseksi riskiksi. Tavoitteena on 16ytdd paatossaanto, joka
minimoi kokonaisriskin.

Tasmaéllisemmin: Olkoon a(x) padtossaantofunktio, joka madrittdd padtoksen kai-
kille mahdollisille havainnoille, ts. kullekin piirrevektorin x arvolle méaritetaén toi-
minto «y, 1 = 1,...,a. Kokonaisriski R, jota kutsutaan Bayes-riskiksi, on odotettu
tappio valitulle paatossaannolle

R= / R(a(x) )p(x)dx, (6)

joka saadaan integroimalla yli piirreavaruuden. Bayesin padtossdannon mukaan ko-
konaisriski minimoituu, kun kullekin toiminnolle «; ehdollinen riski R(«;|x) on mah-
dollisimman pieni. Erikoistapaus on symmetrinen 0-1-tappiofunktio

0, i=k
s b



jolloin vaarat luokittelupdatokset ajatellaan samanarvoisiksi. Téll6in ehdollinen riski
vastaa ehdollisen virheen todennakoisyytta

R(ox) = Y Mai|wp) P(wi/x)

= Plwlx)

kit
=1— P(w;|x).

2.2 Lineaarinen ja kvadraattinen luokittelusaanto

Olkoon fi(x) = p(x|wk) luokan wy, piirteiden tiheysfunktio ja m, = P(wy) luokkaan
wy kuulumisen prioritodennékoisyys. Posterioritodennakoisyys luokalle wy saadaan
laskettua kaavalla

x|wy,) P(wp) _ T f(X) .
p(x) S The fie (%)

Edell4 esitetyn Bayes-luokittelijan (7) rakenteen méadraavit ehdolliset tiheydet fi(x)
ja prioritodennédkoisyydet 7, joille Ele T, = 1. Prioritodennékoéisyydet voidaan
olettaa yhtd suuriksi tai esimerkiksi estimoida opetusaineistosta, mikéli opetusai-
neistoa voidaan pitdé satunnaisotoksena populaatiojakaumasta (Friedman, 1989).
Mikéli oletetaan, ettd fi(x) on normaalijakauman tiheysfunktio, paddytédén lineaa-
riseen tai kvadraattiseen luokittelusdantoon.

Pluglx) = X ™)

Seuraavaksi mallinnetaan luokkatiheyksia p-ulotteisella normaalijakaumalla, jonka
tiheysfunktio on muotoa

| 1,
fr(x) = WGXP (_§dk(x))7 (8)

missa

du(x) = 1/ (x = ) TS (x — ) (9)

on Mahalanobis-etéisyys, joka ottaa huomioon luokan w, muuttujien kovarianssi-
rakenteen. Johdetaan yhtapitavit luokittelusddnnot lausekkeesta (7). Jos kaikille
k # kK

Plwi|x) = P(wr|x)
& T fi(X) > T [ (X)
& —2In(mg fr(x)) < —2In(mp firr (X))
& —2In(m) + In || + di(x) < —2In(mp) + In |Sp| + d} (%),

D



niin havainto x luokitellaan luokkaan w,. Maaritellddn vield viimeisimman lausek-
keen vasemmasta puolesta luokalle k& luokittelupistemadra

ge(x) = (x = )" B (x = py) + In [ | — 2In(my). (10)

Siis havainto x luokitellaan luokkaan wy, mikéli gp(x) < gw(x) kaikille k& # £
Lausekkeesta (10) saadaan kvadraattinen luokittelusdanto (Quadratic Discriminant
Analysis, lyh. QDA), jolloin aineistoa erottelevat rajat ovat toisen asteen kéyri.
Mikali kovarianssimatriisit 3, oletetaan yhtd suuriksi, niin pdadytaan lineaariseen
luokitteluun (Linear Discriminant Analysis, lyh. LDA), jolloin aineistoa erottelevat
rajat ovat suoria.

Tarkastellaan vield esimerkin avulla, miten paatossadntoja muodostetaan. Kuvassa 1
on esimerkki padtossddnnon muodostamisesta kvadraattisella luokittelijalla (QDA),
jolloin padtossdantd huomioi kunkin luokan kovarianssirakenteen. Kuvan ellipsit on
piirretty R-ohjelmointiympériston (R Core Team, 2016) mixtools-paketin ellipse-
funktiolla, jolle annetaan parametreina odotusarvovektorit p,. ja kovarianssimatriisit
>, Parametrit oletetaan tunnetuiksi:

m™ = 054, T = 0.46

p, = (37.6,421.7)Y,  p, = (63.5,183.0)"

s, — ( 96.6  —83.4 ) 5. _ ( 1374 —90.5 )

—83.4 28174.9 ) 7 —90.5 2537.7 )
Kunkin luokan ellipsi piirretddn siten, ettd kyseisen luokan kaksiulotteisesta nor-
maalijakaumasta perdisin oleva havainto kuuluu 95 prosentin todennédkoisyydelld
ellipsin sisélle. Ellipsin kehalld olevat pisteet x ovat yhtd kaukana Mahalanobis-
etaisyyden (9) mielessd kyseisen luokan odotusarvovektorista p,.. Ellipseji voisi piir-
tdd myos muilla Mahalanobis-etdisyyksilla. Vastaavasti kuvassa 2 on esimerkki paa-

tossddnnon muodostamisesta lineaarisella luokittelijalla (LDA), jolloin kovarianssi-
matriisit yhdistetdén, ts. ne ovat samat kullekin luokalle.

Padtossaantd QDA:lle ja LDA:lle voidaan piirtdd kiyttden R-ohjelmointiympériston
contour-funktiota. Tata varten ensin luodaan 500x 500 hila, siten etté x-akselin ja y-
akselin rajoiksi asetetaan piirteiden minimi- ja maksimiarvot. Kullekin hilan pisteelle
ennustetaan luokka kdyttden lineaarista tai kvadraattista luokittelua (Kuva 1 ja 2,
oikea kuva). R-koodi padtossdannon piirtdmiseen (ks. Liite C) on esitetty sivustolla
http://www.cbcb.umd.edu/ hcorrada/PracticalML/src/classification.R.
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Kuva 1: QDA:n paitossaantod simuloidulle aineistolle, jossa on kaksi luokkaa ja kaksi piir-
rettd. Vasemmassa kuvassa on Mahalanobis-etdisyydet kummallekin luokalle siten, etta
havainnot kuuluvat 95 prosentin todennikdéisyydelld ellipsien sisille. Oikeassa kuvassa on
padtossiadnto kvadraattiselle luokittelijalle (QDA), joka saadaan asettamalla g1 (x) = g2(x),
jolloin aineistoa erotteleva raja on toisen asteen kdyrd. Luokittelupistemédrian (10) para-
metrit oletetaan tunnetuiksi.
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Kuva 2: LDA:n péédtossdanto simuloidulle aineistolle, jossa on kaksi luokkaa ja kaksi piir-
rettd. Vasemmassa kuvassa on luokkien kovarianssirakennetta kuvaavat ellipsit lineaariselle
luokittelijalle (LDA). Oikeassa kuvassa on padtossainto lineaariselle luokittelijalle (LDA),
joka saadaan asettamalla g1 (x) = g2(x), jolloin aineistoa erotteleva raja on suora. Luokit-
telupistemédran (10) parametrit oletetaan tunnetuiksi.

Edelld konstruoitiin luokittelijoita olettaen prioritodennékdisyydet P(wy) ja ehdolli-
set tiheydet p(x|wy) tunnetuiksi. Kéytédnnossa lausekkeen (10) parametrit ovat kui-
tenkin tuntemattomia, joten ne korvataan opetusaineistosta estimoiduilla paramet-
reilla. Estimointimenetelméana voidaan kayttda esimerkiksi suurimman uskottavuu-
den menetelméé, ks. Duda et al. (2000) tai momenttimenetelméd, joka on oletus-
asetuksena R-ohjelmointiympéiriston MASS-paketin 1da- ja gda-funktiolla. Olkoot N
vksildiden lukumaééra ja Ny luokan wy yksildiden lukuméérd opetusaineistossa. Sil-
loin suurimman uskottavuuden estimaatit voidaan esittdd seuraavasti



R _ 1
Py = X = 5 Xi, (12)
k
c(i)=k
o 1 3 B
Ek = F (Xi — Xk)<Xi — Xk)T, (13)
k e(i)=k

jossa c(i) = k tarkoittaa, ettd yksilon ¢ luokka on wy. Lineaarisen luokittelun ta-
pauksessa estimoidaan yhdistetty kovarianssimatriisi

= K > — %) (x; — %) " (14)

k=1 c(z):k

Friedmanin (1989) mukaan lineaarisen ja kvadraattisen luokittelun voidaan olettaa
toimivan hyvin, mikali luokkien tiheydet ovat normaalisia ja saadaan laskettua erot-
telumielessi hyvit estimaatit parametreille g, ja 3. Lineaarinen ja kvadraattinen
luokittelija ovat kiyttokelpoisia tydkaluja monenlaisiin ongelmiin, misté osoituksena
on niiden menestyminen luokittelumenetelmien vertailussa STATLOG-projektissa
(Michie et al., 1994). Menetelmien tehon voidaan olettaa johtuvan siité, ettd usein
aineisto tukee ainoastaan yksinkertaisia erottelevia rajoja (Hastie et al., 2009).

Ongelmia tulee, kun luokkakoot N, ovat pienid verrattuna piirreavaruuden dimen-
sioon p. Talléin kovarianssimatriisien estimoiminen muuttuu epatarkemmaksi, ja
kaikki parametrit eivit vilttamatta ole edes identifioituvia. Vaikutuksen voi huoma-
ta johtamalla kovarianssimatriisille spektraalihajotelman

P
_ E : T
Xk = €5k VikV ik, (15)
=1
missd ej; on kovarianssimatriisin 3 j:s ominaisarvo ja vj; sitd vastaava ominais-
vektori (Friedman, 1989). Kovarianssimatriisin X, ki##nteismatriisi ndiden avulla
esitettyna on

P ovipvy,
=5 Ak (16)
=1 Ok
jolloin kaavan (10) luokittelupistemééri gy (x) voidaan esittdd muodossa
Py
X J—
gr(x) = Z Vil - a2l + Zlnejk — 2Inmg. (17)
j=1 ik 7=1

Lausekkeesta (17) nékee, ettd pienimmill&d ominaisarvoilla on suuri painoarvo luokit-
telupistemééraéin. Kovarianssiestimaatit (13) tuottavat harhaisia estimaatteja omi-
naisarvoille (Friedman, 1989). Kun N, < p, pienimmit ominaisarvot estimoituvat
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nolliksi. Talloin luokan w; otoskovarianssimatriisi ei ole kddntyva, jolloin ei pysty-
ta laskemaan luokittelupisteméardd (17) luokalle wy. Ongelmaa voidaan korjata re-
gularisointimenetelmill, joiden tarkoituksena on sdidelld mallin kompleksisuutta.
Téasté esimerkkind on seuraavaksi esiteltévd Friedmanin (1989) klassinen regulari-
sointi. Toinen ldhestymistapa on piirteiden vihentdminen, jolloin myé6s estimoitavien
parametrien méiara vahenee.

2.2.1 Klassinen regularisointi

Kun havaintoja on vihin suhteessa piirteiden maarain, mallin parametreja ei pys-
tytd estimoimaan stabiilisti. Regularisoinnin ideana on tyontdd parametriestimaat-
teja kohti arvoja, joita voidaan pitdd fysikaalisista syistd jarkevind. Regularisoin-
nin tavoitteena on pienentfd varianssia lisddmélld pientd harhaa tuloksiin. Fried-
man (1989) esitti regularisointimenetelmén ( Regularized Discriminant Analysis, lyh.
RDA), joka on vilimuoto LDA:sta ja QDA:sta.

Otetaan kiyttoon merkinté

SN = (1= N3y + AS. (18)

Edelld tavoitteena on kutistaa kovarianssimatriiseja 3, kohti vhdistettya kovarians-
simatriisia 3. Regularisointiparametri A kuvaa kutistamisen astetta ja saa arvoja
valiltd 0 ja 1. Arvolla A = 0 saadaan ﬁ]k(A) = 3, jolloin piadytiin kvadraatti-
seen luokitteluun (QDA), ja vastaavasti arvolla A = 1 saadaan ﬁk()\) =3, jolloin
paddytaédn lineaariseen luokitteluun (LDA).

Kovarianssimatriisien kutistaminen kohti yhdistettyd kovarianssimatriisia ei valtta-
métti ole tehokkainta. Mikéli kovarianssimatriisit ovat yksikkématriisin monikerto-
ja, niin jarkevimpé&d on kutistaa kovarianssimatriiseja kohti yksikkomatriisia I ker-
rottuna keskiméaraiselld ominaisarvollaan. Lauseke (18) voidaan paivittda muotoon

A A A

(A7) = (1—1)Se(N) + %tr[zml, (19)

missi 34 (\) midritellisn lausekkeen (18) mukaisesti, ja 4 on toinen regularisointi-
parametri, joka kuvaa kutistamista kohti yksikkomatriisin monikertaa. Kutistami-
nen pienentidd suuria odotusarvoja ja suurentaa pienid ominaisarvoja. Paddytaan
luokittelupistemadriain

~

gr(x) = (x = %) TET O ) (x — %) + In [Z5(A, 7)| — 2In 7. (20)

Kéytidnnossd parametrien A ja v arvoja ei tunneta, vaan ne estimoidaan opetusai-
neistosta. Tavoitteena on minimoida vaérin luokiteltujen havaintojen osuus kdymal-
14 14pi tasaviliseltd hilalta useita eri (\,7) -arvoja, joista valitaan se parametripari,
jolle vaarin luokiteltujen havaintojen osuus on pienin. Proseduuriin voidaan soveltaa
otoksen uudelleenkiyttomenetelmii kuten bootsrap-menetelmié tai ristiinvalidoin-
tia, joista kerrotaan tarkemmin luvussa 3. Téssd tutkielmassa regularisointimenetel-
maa ei kuitenkaan toteuteta kdytannossa.
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2.2.2 Piirteiden valinta

Piirteiden valinta on yleinen ongelma tilastollisessa hahmontunnistuksessa. Piirtei-
den maardn viahentdmiseen on monia syitd, joista ilmeinen on luokittelutarkkuu-
den parantaminen ja/tai menetelmén toimivuuden takaaminen. Malliin halutaan
piirteitd, joilla on hyvé erottelukyky. Piirteitd voidaan myo6s yhdistelld esimerkiksi
padkomponenttianalyysin tai erotteluanalyysin avulla.

Muotoillaan l&htotilanne artikkelin Jain & Zongker (1997) pohjalta. Olkoon x al-
kuperidisten piirteiden joukko, joka sisaltdéd p alkiota. Olkoon x* alkuperiisten piir-
teiden osajoukko sisdltden yhteensa d piirretti. Joukko x* valitaan kayttamalla kri-
teerifunktiota J(x*), jonka arvo maksimoidaan. Talléin suuret J:n arvot indikoivat
hyvid muuttujajoukkoja. Etsitdén siis piirteiden joukko x* C x, jolle

J(x*) = max J(x*).

Luonnollinen valinta kriteerifunktioksi on oikein luokiteltujen havaintojen osuus.

Yksinkertainen ratkaisu olisi kiyda lapi kaikki kombinaatiot (Z), mutta se ei usein-

kaan ole mahdollista eikd tarpeen. Piirteiden valinta voidaan ajatella optimointion-
gelmana, jonka ratkaisemiseksi on tarjolla useita algoritmeja. Jain & Zongker (1997)
esittavit, ettd algoritmit piirteiden valitsemiselle voidaan ensinnakin jakaa tilastol-
liseen hahmontunnistukseen perustuviin menetelmiin ja neuroverkkoja hyodynta-
viin menetelmiin. Vastaavasti tilastolliseen hahmontunnistukseen perustuvat mene-
telmét voidaan jakaa optimaalisiin ja suboptimaalisiin menetelmiin. Yksinkertaisin
esimerkki optimaalisesta menetelmésté on tyhjentavi etsinté, joka kiy lapi kaikki 2P
piirteiden osajoukkoa. On kuitenkin olemassa muitakin algoritmeja, jotka takaavat
optimaalisen tuloksen. Suboptimaaliset algoritmit ovat paljon yleisempid. Ne perus-
tuvat jonkinlaiseen heuristiikkaan, jonka avulla muuttujien valinnasta suoriudutaan
paljon lyhyemmaissd ajassa. Optimaalinen ratkaisu voi tosin jadda loytamatta. Su-
boptimaaliset algoritmit voidaan jakaa deterministisiin algoritmeihin, jotka 16ytavit
aina saman muuttujajoukon, ja stokastisiin algoritmeihin, jotka loytavit erilaisia
muuttujajoukkoja eri suorituskerroilla.

Yksinkertainen esimerkki deterministisistd algoritmeista on askeltava algoritmi. Se
toimii siten, etta malliin joko lisdtadn tai mallista poistetaan yksitellen piirre halu-
tun kriteerin mukaan. Eteenpéin askeltavassa versiossa lihdetaén liikkeelle tyhjasta
piirrejoukosta. Ensimmaéisend malliin lisdtdan se piirre, joka yksindédn luokittelee yk-
silot parhaiten. Seuraavilla kierroksilla malliin lisdtdén yksitellen ne piirteet, joita ei
ole vield mallissa mukana. Niin jatketaan kunnes saavutetaan asetettu lopettamis-
kriteeri. Algoritmi voidaan esimerkiksi lopettaa, kun oikein luokiteltujen havaintojen
osuus ei olennaisesti kasva. Taaksepain askeltavassa versiossa lahdetadn liikkelle mal-
lista, joka sisiltda kaikki piirteet. Mallista pudotetaan pois yksitellen kukin piirre,
kunnes saavutetaan paras luokittelutulos.

Téssd tutkielmassa piirteiden valinta on osa luvun 4 simulointikoetta. Piirteiden va-
hentdmiseen kiytetddn askeltavaa algoritmia QDA:n toiminnan takaamiseksi, muu-
toin valintamenetelmét rajataan tdmén tyon ulkopuolelle. Piirteet valitaan lisddmal-
14 tyhjéan piirrejoukkoon yksitellen haluttu méara piirteita kiyttden R-ohjelmointi-
ympériston klaR-paketin stepclass-funktiota, joka toteuttaa piirteiden valinnan
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kdyttden luvussa 3 esiteltyd ristiinvalidointia. On syytd huomata, ettd tuloksena
saatu piirteiden joukko riippuu kiytettavistad luokittelumenetelmasta sekd opetus-
ja testiaineiston koosta. Eri iterointikerroilla voidaan myos saada hyvinkin erilaisia
piirrejoukkoja johtuen opetus- ja testiaineistojakoon liittyvista satunnaisuudesta.
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3 Bayes-virheen maaraamisesta

Bayes-virheen eli virheen todennékoisyyden (3) laskeminen muodostuu hankalak-
si jo toisessa dimensiossa. Téssd luvussa esitetdédn erilaisia tapoja arvioida Bayes-
virhetta.

3.1 Chernoffin yliaraja
Kahden luokan tapauksessa virheen todennékéisyyden (3) ylarajaa voidaan arvioida

analyyttisesti. Lasketaan Chernoffin yliraja virheen todennéikoisyydelle (Duda et al.,
2000). Apuna kiytetddn epayhtaloa

minfa,b] < a’b'?  kaikille  a,b>0 ja 0<pB<1. (21)

Soveltamalla edelld esitettyd epayhtdloa (21) virheen todennidkdisyyden lausekkei-
siin (2) ja (3) saadaan epéyhtalo

P(virhe) = /P(virhe|x)p(x)dx= /min[P(wﬂx),P(w2|x)]p(x)dx
< /P’B(wllx)Plﬂ(wﬂx)p(x)dx

_ / {p(xwmnr V(x!w)P(wz)] T

p(x) p(x)
_ / P () P (1)1~ (x|wa) P (w0 p (%)~ ()~ p )l

= P?(wy) P P (ws) /pﬁ(x|w1)p1_ﬁ(x|w2)dx, 0<pB<1, (22)

jossa integrointialueena on koko piirreavaruus. Mikéli voidaan olettaa, ettd ehdol-
liset tiheydet noudattavat normaalijakaumaa, saadaan epayhtilo mairittya sijoit-
tamalla normaalijakauman ehdolliset tiheydet p(x|w;) ja p(x|ws) (8) yhtéloon (22).
Integraaliosa voidaan esittdé talldin analyyttisesti

/ PP (x| )p P (xleon)dx = &), (23)

missé

k(B) = %5(1—5)(%—ul)T[ﬁEﬁ(l—ﬁ)Zz]1(u2—u1)+%ln ('52@}('12; f_{f?l)

(Duda et al., 2000). Tarkoituksena on 16ytié 3, joka minimoi funktion e *(%). Lo-
puksi saatu 3 sijoitetaan yhtaloon (22), jolloin saadaan Chernoffin ylaraja virheen
todennékoisyydelle. Asettamalla 5 = 1/2 saadaan Bhattacharyyan yléraja.
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Havainnollistetaan yldrajojen laskemista vield esimerkin avulla. Maaratdan Cher-
noffin yldraja (22) sekd Bhattacharyyan ylaraja. Kuvaan 3 on piirretty funktion
e~*(3) (23) arvoja eri B arvoilla jakamalla vili [0, 1] tasapituisiin vileihin. Funktion
k(B) parametrit esitettiin s. 7. Lopuksi funktion e=*(?) (23) minimoiva Bm arvo si-
joitetaan yhtaloon (22), jolloin Chernoffin ylarajaksi saadaan 0.1137, kun 5 = 0.402.
Vastaavasti Bhattacharyyan yldrajaksi saadaan 0.1203, kun g = 0.5.

— Chernoff
--- Bhattacharya

exp(-kibeta))

cher$beta
Kuva 3: Funktion e #®) arvoja eri 8:n arvoilla. Chernoffin raja on kohdassa 3 = 0.402 ja
Bhattacharyyan raja kohdassa 8 = 0.5. Chernoffin yldraja on 0.1137 ja Bhattacharyyan
ylaraja 0.1203.

3.2 Monte Carlo -integrointi

Bayes-virheen (3) laskenta analyyttisesti on hankalaa piirreavaruuden dimension ja
luokkien méadrdn ollessa suuri. Téassd tutkielmassa ratkaisuksi ehdotetaan Monte
Carlo -integrointia. Monte Carlo -menetelmilla viitataan yleisesti joukkoon lasken-
nallisia algoritmeja, jotka perustuvat satunnaislukujen simulointiin. Monte Carlo
-integroinnilla viitataan tekniikkaan, jolla integraali lasketaan simuloimalla satun-
naislukuja. Kyseesséi on ei-deterministinen menetelmaé, jolla arvioidaan determinis-
tistd suuretta. Kullakin realisaatiolla saadaan eri arvo, ja lopputulos on approk-
simaatio todellisesta arvosta. Numeerisen integroinnin ongelmiin voidaan soveltaa
myds useita numeerisia menetelmié, ks. esim. Evans (1993). Seuraavaksi esitetdin
Monte Carlo -integroinnin perusidea kiyttden teoksen Robert & Casella (2009) mer-
kintoja.

Muotoillaan integrointiongelma yleisesti madrittelemétta jakaumaa tarkemmin. Ol-
koon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on f, ja h muunnosfunktio.
Integrointialueena on otosavaruus X. Kiinnostuksen kohteena on satunnaismuuttu-
jan X muunnoksen h(X) odotusarvo, joka voidaan kirjoittaa integraalina

i = Exln(x)) = [ h@)f(z)ds (21)
X
Sitd voidaan arvioida riippumattomalla otoksella (X7, ..., X,,), joka on generoitu sa-
tunnaismuuttujan X jakaumasta. Suurten lukujen lain mukaan otoksesta (X1, ..., X,,)
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laskettu empiirinen keskiarvo

- =$Z (25)

konvergoi melkein varmasti kohti odotusarvoa Ex[h(X)]. Estimaattorin varianssi on

m2 m

Y — var [ Zh ] ~ mevar(M(X))  war(h(X))

var(hy,) =
= [ @) = @)

jossa X noudattaa samaa jakaumaa kuin otos (Xi,...,X,,). Varianssia var(h,,)
voidaan arvioida otoksesta (X7,...,X,,) estimoidulla otosvarianssilla

_ LS (W(xy) — h) 1 <&
Vm = var(hy,) = m 2= 751]) — ﬁz
7=1

3.2.1 Bayes-virheen Monte Carlo -integrointi

Tarkastellaan seuraavaksi, miten Monte Carlo -integrointia voidaan hyodyntiaa Bayes
virheen (3) laskennassa. Palataan vield lukuun 2, jossa esitettiin virheen todenné-
koisyyden P(virhe) (4) laskentaa kahden luokan ja yhden piirteen tapauksessa, kun
integrointialueet ovat R ja Ro kuten sivulla 4. Valittaessa toiminto «; havainto
luokitellaan luokkaan w; ja valittaessa toiminto as havainto luokitellaan luokkaan
wy. Virheen todennikdisyys (4) voidaan tillin esittdéd paatossadntofunktion a(x)
ja 0-1-tappiofunktion \(«(z)|wy), k = 1,2, avulla seuraavasti:

P(m'rhe):/R P(wg)p(x\wg)dx+/ P(w:)p(z|w; )dx

Ra

- / M) |ws) P o) plieleon) e + / M) |wr) Pen)plaleor )dz, (26)
R1

Ra

silld a(x) = ay, kun x € Ry, jolloin A(a(z)|ws) = 1, muutoin 0. Samoin «a(z) = ay,
kun z € Ry, jolloin A(a(z)|w;) = 1, muutoin 0. Modifioimalla kaavaa (26) siten,
ettd integroidaan koko reaaliakselin R yli, Bayes-virheeksi saadaan

P(virhe) = /)\( (2)|ws) P(w2)p (:E|¢u2)da:—l—//\(Oz(x)|w1)P(w1)p(m|w1)das

R

/ Z Ao(z)|wr) Plwr)p(elwr) de = By o[Ma(z]w))], (27)

-~

h(l" W) p(z,wr)
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joka on rakenteeltaan samanlainen kuin kaava (24). Télloin Bayes-virhetté voidaan
arvioida simuloimalla m havaintoa yhteisjakaumasta p(x,wy) = P(wy)p(z|wy), joka
vastaa yleisen esitystavan funktiota f(x). Vastaavasti h(z,wi) = AM(a(z)|wy) vastaa
yleisen esitystavan funktiota h(z). Korvataan integraali otoksesta lasketulla empii-
riselld keskiarvolla kaavan (25) mukaisesti

missa m on simuloitujen havaintojen lukuméaré, a(a:j) tunnettu tai estimoitu paat-
telysdéintdfunktio ja wy; yksilon j luokka. Funktio A(a(x;)|wy,) saa arvon 1, mikili
havainto luokitellaan véérin eli o(z;) = uj # wgj, ts. a; # wy, yksilélle 7, ts. toimin-
to on eri kuin luokka. Menetelmd voidaan yleistda usealle luokalle sekéd piirteiden
maédralle p seuraavasti:

Puirhe) = | - / )len) Plwop(xo) dx--dx, (29)

k= 1 ~
(x "-’k) p(X,wi)

jossa x on p-ulotteinen vektori eli x € R? ja K on luokkien méa#ra.

3.3 Arviointimenetelmat

Tamé luku keskittyy Bayes-virheen (3) arviointiin aineistosta, kun kéytossi on déarel-
linen, pienehké otos. Mallin hyvyyttd voidaan arvioida sen kyvylld ennustaa riippu-
matonta testiaineistoa. Pifiasiallisena ldhteend kdytetadn kirjaa Hastie et al. (2009)
siten, ettd sen merkinnit asetetaan vastaamaan luvun 2 merkint6ja.

Rajoitutaan tilanteeseen, jossa vastemuuttuja on kategorinen. Olkoon opetusaineisto
O = ((wgy,X1), - -+, (Wiy, Xn)) kokoa N. Tdmén tyon merkinnoilld opetusaineistosta
estimoitu ennustusmalli eli pAdtdssddntd &(x) sijoitetaan tappiofunktion lausekkee-
seen \(&(x)|w)), joka 0-1-tappiofunktion tapauksessa voidaan esittdd indikaattori-
funktion avulla muodossa 1(&(x) # w). Tallin funktio saa arvon 1, mikéli ha-
vainto luokitellaan védrin ja muutoin 0. Padtossaantofunktio & (x) estimoidaan ope-
tusaineistosta. Talla sddnnolla kullekin havainnolle voidaan estimoida toiminto «;.
Testivirhe, josta kiytetddn usein nimitysté yleistdmisvirhe, mééritellisin odotettu-
na ennustevirheend riippumattomasta testiaineistosta kiinteélle opetusaineistolle O
seuraavasti

Erro = Exujo[Aa(x)|w)|O]. (30)

Toisaalta odotettu testivirhe

Err = Ex o[ Ma(x)|w)]
= E@[E?”T(Q]
= Eo[Exwo[Ma(x)|w)|O]], (31)
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joka myés riippuu opetusaineen koosta N. Edelld odotusarvo keskiarvoistaa kaiken
satunnaisen yli, ts. se huomioi mydGs opetusaineistosta estimoidun paadtossdannon
&(x), kun taas aikaisemmin kaavassa (27) padtossaanto oletettiin tunnetuksi. Mitd
isompi opetusaineisto on, sitd lahempéni Erro (30) ja Err (31) ovat Bayes-virhetté
P(virhe) (28), mikili &(x) on tarkentuva. Ongelma on, etti aineisto on direllinen
ja usein pieni.

Erés tapa arvioida estimaattorin tarkkuutta on estimoida sen opetusvirhe, joka maa-
ritellddn opetusaineiston keskimaériisend tappiona

Tall6in opetusaineistoa kiytetddn sekd luokittelusdanndn muodostamiseen ettd luo-
kitteluvirheen todennédkoisyyden estimointiin. Opetusvirhe on kuitenkin huono mit-
tari yleistettavyydelle, joka kuvaa menetelmén kykyéd ennustaa riippumatonta tes-
tiaineistoa, ts. luokittelijan pitdisi toimia hyvin my&s samasta populaatiosta poi-
mittujen uusien riippumattomien otosten tapauksessa. Téstd syystd kiinnostuksen
kohteena on estimoidun padtdssdédnnon &(x) odotettu testivirhe.

3.3.1 Jako opetus- ja testiaineistoksi

Mikéli aineisto on suuri, niin Hastie et al. (2009) esittavét, ettd aineisto olisi hyvé ja-
kaa satunnaisesti kolmeen osaan: opetus-, validointi- ja testiaineistoksi. Talldin tes-
tiaineisto tulisi ottaa jo alusta ldhtien erilleen harhan véilttadmiseksi. Opetusaineistoa
kiytetddn mallin sovittamiseen ja validointiaineistoa kyseisen mallin ennustevirheen
estimoimiseen. Lopuksi testiaineistolla estimoidaan yleistdmisvirhe Erreo kiyttiden
lopullista "parasta" mallia. Aineiston jakamiselle eri osiin ei voida antaa selkedd
sdantod. Hastie et al. (2009) mukaan tyypillinen jako voisi olla puolet havainnoista
opetusaineistoksi ja 1/4 havainnoista validointi- ja testiaineistoksi.

Usein on kuitenkin tilanne, ettd havaintoja on liian viahén jaettavaksi kolmeen osaan.
Tallsin voidaan ottaa kiyttoon otoksen uudelleenkiiyttomenetelmii, jotka toimivat
ilman validointidataa. Menetelmien etuna on, ettd ne estimoivat suoraan testivir-
hettd Err (31). Erds menetelmé on aineiston jakaminen satunnaisesti opetus- ja
testiaineistoksi. Menetelmadn tormaéd usein kirjallisuudessa, jossa siitd kdytetadn
mm. nimityksié learning-test split ja hold-out method (McLachlan, 1992). Jakosuhde
opetus- ja testiaineistoksi voidaan valita mielivaltaisesti, mutta varsinkin komplek-
sisille malleille olisi jarkevid valita suurempi osa aineistosta opetusaineistoksi. Kir-
jallisuudessa nikee kiytettivin paljon jakosuhteita 50/50, 70/30, 80/20 ja 90/10.
Tehtdessa jako kerran kukin havainto voi kuulua vain joko opetus- tai testiaineis-
toon, misté voi aiheutua harhaa tuloksiin (Molinaro et al., 2005). Myos opetusaineis-
ton pienuus voi aiheuttaa harhaa tuloksiin, silli mallin parametreja ei valttamatta
pystyta estimoimaan luotettavasti. Tyypillisesti jako opetus- ja testiaineistoksi suo-
ritetaankin useaan kertaan — esimerkiksi 100 kertaa, jolloin estimoitujen ennuste-
virheiden keskiarvosta saadaan estimaatti yleistamisvirheelle Err. Kirjallisuudessa
menetelmésta kidytetddn mm. nimityksia repeated hold-out method ja Monte Carlo
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cross-validation (Borra & Di Ciaccio, 2010). Menetelmén selkeé etu on laskennalli-
nen helppous.

3.3.2 Ristiinvalidointi

Otoksen uudelleenkiyttomenetelmistd kiytetyin lienee ristiinvalidointi, joka myos
estimoi suoraan testivirhettd Err ilman validointidataa. K-kertaisessa ristiinvali-
doinnissa aineisto arvotaan suunnilleen K:hon yhtd suureen osaan. Ensin sovite-
taan malli K — 1 osalle, jonka jilkeen lasketaan ennustevirhe pois jatetylle osalle.
Toimenpide suoritetaan K kertaa siten, ettd kullekin osalle vuorollaan estimoidaan
ennustevirhe, ja lopuksi yhdistetdan ennustevirheiden estimaatit.

Olkoon K : 1,..., N+ 1,..., K indeksifunktio, joka kertoo, mihin jakoon havainto
j on piitynyt satunnaistamisessa. Merkitisin a=*0)(x;) sovitettua mallia, josta on
poistettu aineiston k:s osa. Estimaatti ennustetulle virheelle

N
! S A@
CV = N 2 )\(04 / (Xj)lwkj)' (32)

Sopivan K:n méarddminen ei ole yksiselitteistda. Suurilla K:n arvoilla harha on pie-
nempi ja ristiinvalidointi estimoi paremmin yleistdmisvirhettd Errpo. Toisaalta va-
rianssi saattaa olla huomattavasti suurempi. Arvolla K = N paddytadn leave-one-
out-estimaattoriin, jolloin aineistosta poistetaan yksitellen kukin havainto, jolle las-
ketaan ennustevirhe jiljelld olevista havainnoista. Vaikka arvolla X' = N ristiin-
validointi on ldhes harhaton, niin sitd ei voi yleisesti suositella suuren varianssin
takia (Efron, 1983). Se on myos laskennallisesti vaativin menetelmé. Toisaalta ar-
volla K = 2 tilanne muistuttaa jakoa opetus- ja testiaineistoksi jakosuhteella 50/50,
jolloin harhan suuruus saattaa olla ongelma. Hastie et al. (2009) ehdottavat kom-
promissiratkaisuna arvoja K = 5 ja K = 10. My®és ristiinvalidointi voidaan toistaa
samalle K useita kertoja (Kim, 2009).

3.3.3 Bootstrap-menetelmait

Bootstrap-ideaa voidaan soveltaa my06s ennustevirheen arviointiin. Seuraavaksi esi-
tellidn parametrittomia bootstrap-menetelmii. Myos parametrista bootstrap-mene-
telmid olisi mahdollista kiyttdd. Olkoon opetusaineisto O = ((wg,,X1), - - -, (Wkys XN))
kokoa N. Bootstrap-menetelmén ideana on tehdd uusia N:n kokoisia otoksia al-
kuperdisestd opetusaineistosta O takaisinsijoittaen ja estimoida haluttu tunnuslu-
ku. Olkoon kiinnostuksen kohteena aineistosta laskettu tunnusluku 7". Olkoon B
bootstrap-otosten lukumiiiri ja yksittidinen bootstrap-otos O**, missi b =1, ..., B.
Kullekin bootstrap-otokselle lasketaan 7', jolloin saadaan bootstrap-replikaatit T,
b=1,..., B (Hastie et al, 2009).

Erds tapa ennustevirheen estimoimiseksi on sovittaa malli erikseen kullakin bootstrap-
otoksella, joilla ennustetaan alkuperdistd opetusaineistoa. Talloin ennustevirheen es-
timaattori
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B N
— 11
Emoot:ENZZA b(xlwr,))s (33)

b=1 j=1

missé &*°(x;|wy,) on bootstrap-otoksen b ennustettu luokka piirteiden x; arvol-

la. Estimaattia Erry,, el voi kuitenkaan yleisesti pitdd hyvana, silla alkuperéi-
nen opetusaineisto toimii testiaineistona, jolloin kummallakin otoksella on yhtei-
sid havaintoja (Hastie et al., 2009). Ongelmaa havaintojen pééllekkdisyydestéd voi-
daan ldhestyd lainaamalla idea ristiinvalidoinnista. Kutakin havaintoa ennustetaan
bootstrap-otoksilla, jotka eivit sisilld kyseistd havaintoa. Maaritelliin ennustevir-
heelle leave — one — out bootstrap-estimaattori

-1

B - ZCLZ (6" (x;lr,)), (34)

beC—i

missd C'~* on niiden bootstrap-otosten b indeksien joukko, jotka eiviit siséillid havain-
toa i ja |C7'| sellaisten bootstrap-otosten lukumééra. Mikéli |C~!| on 0, niin sitd
vastaavat termit voidaan jattaa pois.

. . = (1) ) . . . = .
Edelld esitetty Err ~ bootstrap-estimaatti korjaa estimaattorista Erry,,; aiheutuvaa
ylisovittumista. Bootstrap-otoksessa on keskiméirin 0.632 x N erillistd havaintoa,
silld

1
Pr(havainto i € bootstrap-otos b) =1 — (1 — N)N

~1—e ! =0.632.

. . . - e (1)
Siten sen harha on verrattavissa 2-kertaiseen ristiinvalidointiin, jolloin Err ~ on
ylospéin harhainen todelliselle virheelle. Ratkaisuksi ehdotetaan ’.632-estimaattoria’
(Efron, 1983), joka voidaan esittdd muodossa

—— (632) - —
Err = 0.368 x err + 0.632 x Err . (35)

Tami estimaattori saattaa kuitenkin olla alaspdin harhainen, mikili luokittelun
yhteydessd on ylisovittumista. Efron & Tibshirani (1997) ehdottavat ratkaisuksi
".632+-estimaattoria’, joka huomioi ylisovittumisen méardn. Olkoon v estimaatti
virheen todennakoisyydelle tilanteessa, jossa piirteet ja luokat olisivat riippumatto-
mia. T&lloin suhteellinen ylisovittumisen aste

Er\r(l)—err
R:A—_
Y —err

jolloin ’.632+-estimaattori’ voidaan méaritella seuraavasti
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——— (.6324) =)

Err =(1—w)-er+w- Err (36)
jossa
. .632
W= —"-".
1 — .368R
. . X g s . . 5= (6324) .
Paino w vaihtelee .632 ja 1 vililld, joten estimaattori Err vaihtelee estimaat-
. ==(632) . 1) ..
toreiden Err ja Err o valilla.
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4 Bayes-virheen arviointimenetelmien vertailu simu-
lointikokein

Tissi luvussa esitetddn Bayes-virheen (3) arviointi kilyttden Monte Carlo -integroin-
tia (28) sekd luvun 3 arviointimenetelmii, joita ovat ristiinvalidointi (32) ja toistettu
ristiinvalidointi eri K:n arvoilla, bootstrap-menetelmét (33) - (36) sekd opetus- ja
testiaineistojako eri jakosuhteilla.

Simulointikokeessa piirteet simuloidaan normaalijakaumasta N(u,, ), jossa pa-
rametrit p; ja 3 on estimoitu pohjaeldinaineistosta, joka esitelldén seuraavaksi.
Mielenkiinnon kohteena on liséiksi, miten menetelmét toimivat pienten aineistojen
tapauksessa. Menetelmien vertailu suoritetaan simulointikokein kiyttden kvadraat-
tista luokittelijaa (QDA).

4.1 Aineiston esittely

Tutkimusaineistona kiytetddn pohjaeldinaineistoa, jota on kiytetty tutkimuksissa,
joissa on kehitetty pohjaeldinten koneellista tunnistamista (Joutsijoki & Juhola,
2012; Arje et al., 2013). Aineisto koostuu 50:stii eri taksonomisesta luokasta (ks.
Liite B), joista Habrophlebia sp., Diura sp. ja Isoperla sp. ovat sukuja ja loput la-
jeja. Pohjaeldimid on aineistossa yhteensd 6966 kappaletta. Aineiston kuvaamisen
ja piirteiden irrottamisen yksityiskohdat on esitelty artikkelissa Arje et al. (2013).
Kunkin pohjaeldimen kuvasta on laskettu yhteensid 64 muuttujaa eli piirrettd (ks.
Liite A), jotka on saatu ImageJ-ohjelmalla (Rasband, 1997-2010). Osa niistd on
harmaasavypiirteitd, jotka kuvaavat harmaasidvyjen arvoja kuten keskiarvo, keski-
hajonta, moodi, minimi, maksimi, massakeskipiste, summa, mediaani, huipukkuus
ja vinous. Vastaavat tunnusluvut on laskettu myots RGB-sivyille, jotka kuvaavat
puna-, viher- ja sinisdvyjen arvoja. Loput ovat geometrisia piirteitd, kuten esimer-
kiksi pinta-ala, ympérysmitta, leveys ja korkeus. Yksityiskohtaiset tiedot piirteisté
on esitetty ImageJ-ohjelman manuaalissa (Rasband, 1997). Simulointikokeessa piir-
teiden méaarad on vihennetty.

Taksonomisten luokkien otoskoot ovat vililld 24—633 (Liite B). Huomionarvoista
on, ettd ldhes puolet luokista on kooltaan pienempié kuin piirteiden lukuméara 64,
jolloin kvadraattisen luokitteluanalyysin (QDA) kanssa on ongelmia.

Kuva 4: Kuvia pohjaeldimista. Ylarivi: Ameletus inopinatus, Arctopsyche ladogensis,
Asellus aquaticus. Alarivi: Baetis niger, Baetis rhodani, Caenis rivulorum.
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4.2 Synteettisen aineiston Bayes-virhe

Simulointikoetta varten on kiinnitettava tarkasteltavat luokat seké piirteet. Olkoon
K ennalta tunnettujen luokkien wq,...,wg ja p piirteiden lukuméara. Prioritoden-
nikoisyydet P(wy) = 7 estimoidaan suoraan pohjaeldinaineistosta, ts. havaintoja
simuloidaan eri luokista samassa suhteessa kuin pohjaeldinaineistossa. Ehdolliset ti-
heydet p(x|wy) = fr(x) ovat normaalijakaumia N (u,, Xx), jossa parametrit p,; ja
3}, on estimoitu pohjaeldinaineistosta. Otokseen voi tulla my6s negatiivisia piirtei-
den arvoja, jotka eivit vilttadméttd ole tulkinnallisia. Tastd ei kuitenkaan synny
kiytidnnon harmia.

Bayes-virhettd (3) arvioidaan eksaktisti Monte Carlo -integroinnilla, ts. kaavan (27)
odotusarvoa arvioidaan otoksesta lasketulla empiiriselld keskiarvolla (28). Aineiston
simulointi suoritetaan seuraavanlaisella algoritmilla: Olkoon m simuloitavien havain-
tojen lukuméira. Ensin arvotaan havainnolle j luokka wy, kiyttden prioritodenné-
koisyyksid P(wi), ..., P(wk). Tdmén jilkeen arvotaan piirteet x luokan k normaa-
lijakaumasta N(u,, Xx), & = 1,..., K. Ts. arvotaan m kappaletta (x,wy)-pareja,
jolloin padtossadntofunktio muodostuu seuraavasti: Madratadn kullekin havainnolle
posterioritodennékoisyydestd P(wg|x) johdettu luokittelupistemédri gp(x) kaikille
k=1,...,K, jolloin kukin havainto luokitellaan luokkaan, jolle laskettu luokitte-
lupistemadra on pienin. Kunkin havainnon luokka on ennalta tiedossa, joten viirin
luokiteltujen havaintojen lukumééri saadaan vertaamalla kunkin havainnon luok-
kaa ennustettuun luokkaan kaavan (28) mukaisesti. Simuloitavien havaintojen lu-
kuméaard m valitaan mahdollisimman suureksi. Vaérinluokiteltu havainto noudat-
taa binomijakaumaa Bin(1, pe.), jolloin saadaan arvio luokitteluvirheen todenné-
koisyyden keskivirheelle \/ Derr(1 — Derr) /M, jOSSA pe, ON estimaatti Bayes-virheelle
P(virhe) (3). Kdytdnnon sovelluksissa Bayes-virhetté ei voida arvioida eksaktisti.

4.3 Arviointimenetelmat

Bayes-virhetté (3) arvioidaan myos luvussa 3 esitetyilld yleisesti kiytossé olevilla ar-
viointimenetelmilld. Vertailut tehddén kdyttden kvadraattista luokittelijaa (QDA).
Simuloinnissa kiytetddn erilaisia otoskokoja N riippuen luokkien ja piirteiden lu-
kumaéadrasti. Lisdksi kiinnitetdén simulointien lukuméarad m, ts. simuloidaan useita
samankokoisia aineistoja, joiden vadrinluokiteltujen osuuksien keskiarvosta saadaan
estimaatti Bayes-virheelle. Lisdksi saadaan arvio Bayes-virheen estimaatin keski-
virheelle. Kullekin estimaattorille lasketaan myd&s keskineliGssumma MSE, joka saa-
daan summaamalla estimaattorin varianssi ja harhan nelié. Otoskoko pitdd valita
niin suureksi, ettd pystytdin estimoimaan paitossddntd opetusaineistosta kaikilla
arviointimenetelmilld. Mikili parametreja ei pystytd estimoimaan jollekin opetusai-
neistolle, jako opetus- ja testiaineistoksi suoritetaan uudelleen. Kahdelle luokalle ja
kahdelle piirteelle kiytetdan otoskokoja N = 50,100, 500, 1000. Vastaavasti kahdek-
san luokan ja kahdeksan piirteen tapauksessa kdytetddn otoskokoja N = 500, 1000 ja
viimeisesséd simulointikokeessa kaikille 50 luokalle ja 8 piirteelle kiytetddn otoskokoa
N = 10000. Kaikissa tapauksissa simuloitavien aineistojen lukumé&ariksi kiinnite-
tddn m = 100, ja samaa simuloitua aineistoa sovelletaan aina kuhunkin arviointi-
menetelméain. Lisdksi estimoidaan yleistdmisvirhe kullekin sadalle simuloidulle ai-
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neistolle kdayttamalla riippumatonta kokoa N = 10000 olevaa testiaineistoa. T&ll6in
saadaan estimoitua yleistimisvirhe Erro (30) kullekin opetusaineistolle, ja saatujen
estimaattien keskiarvo on estimaatti odotetulle yleistdmisvirheelle Err (30).

Kim (2009) sekd Molinaro et al. (2005) valitsivat simulointikokeissaan ristiinvali-
doinnin, bootstrap-menetelmien ja opetus- ja testiainejaon toistojen madrit siten,
ettd sovitettavien mallien lukuméard on yhtd suuri kaikille. Samaa periaatetta so-
velletaan myos tissa tydssi. Ristiinvalidoinnissa kiytetdan K:n arvoja 2, 3, 5, 10 ja
N. Liséksi arvolla K = 5 ristiinvalidointi toistetaan 10 kertaa ja arvolla K = 10 sa-

moin 5 kertaa. Bootstrap-menetelmien kohdalla kiiytetddn estimaattoreita Erryoo,
Err( ), Err( : ja Err( ). Bootstrap-otosten lukumaériksi kiinnitetdan B = 50.

Opetus- ja testiaineistojaossa jakosuhteena opetusaineistolle kiytetddn 1/2, 4/5 se-
kd 9/10 ja jako suoritetaan yhteensd 50 kertaa kullekin aineistolle. Opetusaineiston
jokaisessa luokassa taytyy olla vihintdin p + 1 havaintoa, jotta QDA toimii. Mikéli
paatossaantod ei pystytd estimoimaan jollakin jakokerralla, suoritetaan jako uudel-
leen.

4.4 Tulokset: 2 luokkaa, 2 piirretta

Aluksi tarkastellaan yksinkertaista tilannetta, jossa luokkia ja piirteitd on vdhén.
Valitaan kaksi suurinta luokkaa sekd kaksi ’parhaiten’ erottelevaa piirrettd, jotka
valitaan R-ohjelmointiympériston klaR-paketin stepclass-funktiolla. Simulointiko-
keeseen valittiin kaksi suurinta luokkaa Taenneb ja Isoperla sekd kaksi 'parhaiten’
erottelevaa piirrettd Mode .green ja YM.gray. Simuloinnit suoritettiin kiyttden poh-
jaeldinaineistosta estimoituja parametreja, jotka itse asiassa jo esitettiin sivulla 7.
Bayes-virheelle saatiin arvio otoskoolla m = 10": P(virhe) = 0.0527 (7e-5) (Tauluk-
ko 1).

Bayes-virhe P(virhe) on pienin QDA-luokittelijalla saavutettavissa oleva luokittelu-
virheen todennakoisyys téssa piirreavaruudessa. Simulointikokeen perusteella huo-
mataan, ettd odotettu yleistamisvirhe Err (30) ldhestyy Bayes-virhettd opetusai-
neiston koon kasvaessa (Taulukko 1), miki oli odotettua. Toisaalta etenkin pienilld
otosko’oilla evaluointimenetelmié olisi jirkevai verrata odotettuun yleistdmisvirhee-
seen Err (30), silld se huomioi opetusaineiston koon.

Otoskoolla N = 50 arviointimenetelmat jarjestdén yliestimoivat Bayes-virhettd. Lé-
himméksi padsee bootstrap-estimaattori Erry,., jonka estimoitu harha seki keski-
hajonta ovat pienimmét. Parhaan luokittelutuloksen antaa opetusvirhe err, mutta

sen tiedetddn antavan liian optimistisia tuloksia. Seuraavaksi pienimmait keskinelio-
summat ovat bootstrap-estimaattoreilla Err( ) ja Err( ). Niiden vilinen ero

on odotetusti pieni, silld ylisovittuminen on vihiistd. Ristiinvalidoinnilla parhaat
tulokset saatiin toistetulla ristiinvalidoinnilla K:n arvoilla 5 ja 10 sekd leave-one-
out-estimaattorilla. Selkedisti huonoiten parjisivit ristiinvalidointi K:n arvolla 2 se-
ké jako opetus- ja testiaineistoksi jakosuhteella 50/50, miké johtunee opetusaineis-

— (1
ton pienuudesta. Bootstrap-estimaattori Err( : yliestimoi luokitteluvirhetté, kuten
tiedetddn ennestddn.
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Otoskoon kasvaessa my0s opetusaineiston koko kasvaa, jolloin harha pienenee. Vas-
taavasti myos testiaineston koko kasvaa, jolloin keskihajonta pienenee. Erityisesti
siis keskineliGsummat pienenevit. Otoskoolla N = 100 bootstrap-estimaateilla saa-
vutetaan edelleen parhaat tulokset. Erot menetelmien vélilld kuitenkin pienenevét
otoskoon kasvaessa. Otoskoolla N = 500 menetelmien véliset erot pienenevit enti-
sestddan. Kaytadnnossa ei ole juurikaan merkitystd, minkd menetelmén talléin valit-
see. Suurimman keskineliGsumman antaa opetus- ja testiaineistojako 90/10, mika
johtunee testiaineiston pienuudesta aiheutuvasta varianssista. Otoskoolla N' = 1000
keskineliGsummat ovat jo kiytdnnossd yhtd suuria. Bootstrap-estimaattori Erryoq
jopa aliestimoi Bayes-virhetta.

4.5 Tulokset: 8 luokkaa, 8 piirretta

Ensin valittiin kahdeksan suurinta luokkaa: Aselaqua, Baetmuti, Diura, Isoperla,
Micrseti, Nemoura, Protintr ja Taenneb ja kahdeksan ’parasta’ piirrettd Minor,
Mean.green, Mean.gray, Mean.blue, Major, Solidity, Median.red ja Min.green.
Bayes-virheelle saatiin arvio otoskoolla m = 10": P(virhe) = 0.0781 (8.5e-5) (Tau-
lukko 2).

Vastaavasti nyt bootstrap-estimaattoria Er\rboot ja opetusvirhetta err ei voida pitda
hyvinad estimaattoreina luokitteluvirheen todennékdéisyydelle. Otoskoolla N = 500
paras tulos saadaan leave-one-out-ristiinvalidoinnilla. Seuraavaksi parhaat tulokset

. o o (632) ——(6324) | . .
saadaan bootstrap-estimaattoreilla Err ja Err seké toistetulla ristiinvali-
doinnilla K:n arvolla 10. Selkedsti huonoimmat tulokset saadaan ristiinvalidoinnilla
K:n arvolla 2 seki opetus- ja testiaineistojaolla 50/50. Myos ristiinvalidointi K:n

arvolla 3 kirsii opetusaineiston pienuudesta johtuvasta harhasta.

Toistettu ristiinvalidointi K:n arvolla 5 on hyvin verrattavissa opetus- ja testiai-
nejakoon 80/20. Vastaavasti toistettu ristiinvalidointi K:n arvolla 10 vastaa hyvin
opetus- ja testiaineistojakoa 90/10. Toistetulla ristiinvalidoinnilla saadaan estimaat-
torin vaihtelu hieman pienemmaéksi.

4.6 Tulokset: 50 luokkaa, 8 piirretta

Nyt valittuna ovat kaikki 50 luokkaa (Liite B: Taulukko 1) sekd samat 8 piirretté.
Bayes-virheelle saatiin arvio otoskoolla m = 10": P(virhe) = 0.1857 (0.00012) (Tau-
lukko 3). Téssd kokeessa leave-one-out-ristiinvalidointi jitettiin pois laskennallisen
raskauden takia.

Tulokset ovat hyvin samankaltaiset verrattuna 8 luokan tapaukseen. Paras tulos

. ay. 5 (632) | ——(.632+) .
saavutetaan bootstrap-estimaattoreilla Err ja Err . Seuraavaksi parhaat

tulokset saadaan toistetulla ristiinvalidoinnilla ja ristiinvalidoinnilla K:n arvolla 10
seké opetus- ja testiaineistojaolla 90/10. Myos téssi tapauksessa ristiinvalidointi pie-
nilla K:n arvoilla seké opetus- ja testiaineistojako 50/50 antavat selkedsti huonompia
tuloksia.

Arviointimenetelmien eroavaisuuksia voidaan myts hahmotella kuvien 5 ja 6 avul-
la. Niissd arviointimenetelmien jakaumia verrataan yleistdmisvirheen jakaumaan.
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Opetusvirhe err ja bootstrap-estimaattori Er\rboot aliestimoivat yleistdmisvirhetta.
Vastaavasti ristiinvalidointi K:n arvolla 2, opetus- ja testiainestojako 50/50 seké

— (1
bootstrap-estimaattori Err( ) yliestimoivat yleistdmisvirhettd. Muilta osin eroavai-
suudet ovat pienid.
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Taulukko 1: Simulointikokeista eri evaluointimenetelmilld saatuja tunnuslukuja, kun si-
muloitavia aineistoja 100 ja kiytossé 2 luokkaa: Taenneb ja Isoperla sekd 2 piirrettd: Mo-
de.green ja YM.gray.

N=50 N=100
Err  SD MSE Err  SD MSE
err .0464 .0307 .00098 | .0481 .0226 .00053
CV (K=2) 0748 .0422 .00227 | .0605 .0240 .00064
CV (K=3) .0664 .0385 .00167 | .0592 .0239 .00061
CV (K=5) .0624 .0359 .00138 | .0586 .0235 .00059
CV (K=10) .0604 .0339 .00121 | .0571 .0232 .00056
CV (K=N) .0602 .0328 .00113 | .0554 .0227 .00052

RCV (K=5) .0629 .0321 .00114 | .0574 .0210 .00046
RCV (K=10) .0610 .0321 .00110 | .0561 .0214 .00047

Bty 0537 0263 .00069 | .0524 0192 .00037
B 0706 .0302 .00123 | .0604 0209 00049
B 0617 .0295 00095 | .0559 0211 .00045
B0 0621 .0296 00096 | .0560 .0211 00045
50,/50 0743 .0304 00139 | .0611 .0212 .00052
80,20 0626 .0324 00115 | 0570 .0225 .00052
90,10 0620 0352 .00133 | 0565 .0226 .00052
Err 0613 0084 0567 0043
P(virhe) 0527 Te-5 0527 Te-5

N—500 N—1000

Err SD  MSE | Err SD  MSE
o 0520 0105 00011 | .0518 .0065 4e-5
CV (K=2) 0540 .0105 .00011 |.0528 .0062 4e-5
CV (K-3)  .0535 .0107 .00011|.0526 .0066 4e-5
CV (K=5)  .0533 .0109 .00012 | .0526 .0064 4e-5
CV (K=10)  .0533 .0105 .00011 | .0525 .0063 4e-5
CV (K=N)  .0533 .0107 .00011 |.0524 .0065 4e-5

RCV (K=5) .0535 .0103 .00011 | .0527 .0064 4e-5
RCV (K=10) .0534 .0102 .00011 | .0526 .0064 4e-5

Errppn; 0528 .0098 .0001 |.0522 .0061 4e-5
Bl 0542 .0099 .0001 |.0529 .0062 4e-5
B 0534 0101 .0001 |.0525 .0063 de-5
B0 0534 0101 .000L |.0525 .0063 4e-5
50,/50 0545 .0100 .0001 |.0529 .0063 de-5
80,20 0533 .0103 .00011 | .0533 0067 4e-5
90,10 0534 0112 .00013 | .0525 .0071 5e-5
Brr 0536 .0024 0532 .0023

P(virhe) 0527 Tes 0527 Te5
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Taulukko 2: Simulointikokeista eri evaluointimenetelmilld saatuja tunnuslukuja, kun si-
muloitavia aineistoja 100 ja kiytossd 8 luokkaa sekd 8 piirretté.

N=500 N=1000
Err  SD MSE | Err  SD MSE
err 0572 .0110 .00056 | .0667 .0071 .00018
CV (K=2) 1513 .0197  .00574 | .1069 .0101  .00093
CV (K=3) 1268 .0147  .00258 | .0977 .0089  .00046
CV (K=5) 1163 .0144  .00167 | .0938 .0091 .00033
CV (K=10) 1110 .0139  .00127 | .0917 .0089  .00026
CV (K=N) 1072 0137 .00103 | .0896 .0079  .00020

RCV (K=5) .1162 .0121 .00160 | .0936 .0078 .00030
RCV (K=10) .1106 .0131 .00123 | .0914 .0081 .00024

Erros 0850 .0090 .00013 | .0789 .0065 de-5
B 1400 0117 00396 | .1031 .0077 .00068
B 1096 .0107 .00110 | .0895 .0072 .00018
oo 1116 .0108 .00124 | .0399 .0072 00019
50,/50 1516 0119 .00554 | .1053 .0076 00080
80,20 1158 0125  .00157 | .0931 .0083 .00029
90,/10 1116 .0125  .00128 | .0909 .0086 .00024
Err 1054 0051 0910 0036

P(virhe) 0781 8.50-5 0781 8.50-5

Taulukko 3: Simulointikokeista eri evaluointimenetelmilld saatuja tunnuslukuja, kun si-
muloitavia aineistoja 100 ja kdytossd 50 luokkaa sekd 8 piirretta.

N=10000
Err SD MSE
err 1753 .0042  .00013

(K=2)  .2132 .0050 .00078
CV (K=3)  .2055 .0044 .00041
(K=5)  .2018 .0043 .00028
CV (K=10)  .1998 .0042 .00022
ROV (K=5) .2017 .0043 .00027
ROV (K=10) .1997 .0043  .00021

BT o0t 1869 0040 00002
Bt 21110042 00066
Brr ™ 1979 0041 00017
—— (.6324)

Err 1983 0041 00017
50/50 21330042 00078
80,20 2017 0043 00027
90,10 2002 0048 00023
Err 1976 .0044
P(virhe) 1857 00012
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Kuva 5: Simulointikokeen evaluointimenetelmien empiiriset jakaumat, kun simuloitavia
aineistoja 100 ja kiytossd 50 luokkaa seké 8 piirrettd (vertaa Taulukko 3). Opetusvirheen
ja eri ristiinvalidointimenetelmien jakaumia verrataan yleistdmisvirheen Errp jakaumaan.

019
|

T T T T T T
Err boot b_lo bE32 bE32+ 5050 8020 90M10

Kuva 6: Simulointikokeen evaluointimenetelmien empiiriset jakaumat, kun simuloitavia
aineistoja 100 ja kiytossd 50 luokkaa sekd 8 piirrettd (vertaa Taulukko 3). Bootstrap-
menetelmien ja opetus- ja testiaineistojaon jakaumia verrataan yleistdmisvirheen Erro
jakaumaan.
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5 Yhteenveto

Otoksen uudelleenkdyttomenetelmié verrattiin odotettuun yleistdmisvirheeseen si-
mulointikokeen avulla, kuten esimerkiksi t6issia (Molinaro et al., 2005; Kim, 2009;
Borra & Di Ciaccio, 2010). Otoksen uudelleenkiyttomenetelmid verrattiin myos
Bayes-virheeseen, jolla voitiin vertailla paremmin eri otoksen uudelleenkdyttome-
netelmid. Simulointikoe suoritettiin kolmelle eri piirteiden ja luokkien lukumaarien
yvhdistelmaélle. Aluksi luokkia ja piirteitd oli 2, seuraavassa vaiheessa 8 ja lopuksi
luokkia oli 50 ja piirteitd 8. Otoskoot olivat vililld N = 50 ja N = 10000. Luokitte-
luun kiytettiin kvadraattista luokittelijaa (QDA).

. .o (632) | ——(632+) . .
Bootstrap-estimaattorit Err ja Err parjasivit erittdin hyvin vertailussa

kaikissa kolmessa eri simulointitilanteessa. Eroa néiden estimaattoreiden valilla ei
kuitenkaan ollut, mikd johtunee vihé&isestd ylisovittumisesta. Toistettu ristiinvali-
dointi k£ = 10 menestyi parhaiten verrattaessa eri ristiinvalidointimenetelmié seké
opetus- ja testiaineistojakoja. My0s leave-one-out-ristiinvalidoinnilla saatiin erin-
omaisia tuloksia. Sen sijaan etenkin pienilla otoksilla ristiinvalidointi K:n arvoilla 2
ja 3 toimi heikosti. Samoin kévi opetus- ja testiaineistojaon 50/50 tapauksessa. Has-
tie et al. (2009) suosittelevat kompromissiratkaisuna ristiinvalidointia K:n arvolla 5
tai 10. Molinaro et al. (2005) simulointikokeissa ristiinvalidointi k£ = 10 tuotti hyvii
tuloksia ldhes kaikissa eri tilanteissa, kun luokittelumenetelminé oli muita menetel-
mid kuin QDA esim. LDA.

Kim (2009) toteaa tutkimuksessaan, ettd toistetun ristiinvalidoinnin vaihtelun pie-
nenemisesti saatu hyoty on merkittdva. Téassd tyossi toistetulla ristiinvalidoinnilla
saatiin hieman pienennettyé estimaattorin vaihtelua. Menetelméé voisikin pitad jar-
kevana, mikili raskaampi laskenta ei haittaa. Toistettu ristiinvalidointi K:n arvoil-
la 5 ja 10 tuotti hyvin samankaltaisia tuloksia kuin opetus- ja testiainejako 80,20
ja 90/10. Toistettua opetus- ja testiaineistojakoa voikin pitdd siten validina mene-
telménd. Etua ristiinvalidointiin ndhden ei kuitenkaan ilmennyt simulointikokeessa
myoskdan tdmén tutkimuksen mukaan.

On syytad muistaa, ettd evaluointimenetelmén paremmuus riippuu otoskoosta. Toi-
saalta otoskoon kasvaessa menetelmien viliset erot pienenevit. Tassé tyossd otos-
koot asetettiin niin suuriksi, ettd luokitteluvirheet saatiin estimoitua jarkevésti. Si-
mulointikoetta voisikin laajentaa pudottamalla pois heikoiksi todetut estimaattorit,
kuten ristiinvalidointi K:n arvoilla 2 ja 3 seké opetus- ja testiaineistojako 50/50, jol-
loin myd6s otoskokoa voisi pienentédéd. Luokittelumenetelménd kidytettavi kvadraat-
tinen luokittelija (QDA) asettaa myos rajoitteita: Havaintoja téytyy olla riittévis-
ti joka luokassa, jotta kovarianssimatriisit pystytddn estimoimaan. Voisi olla myos
mielenkiintoista soveltaa simulointikokeeseen muitakin luokittelumenetelmia, jolloin
my0Os kiytettdvien piirteiden madrad voisi lisdta. Lisdksi voisi testata parametrista
bootstrap-menetelméé, joka menestyi hyvin Borra Di Ciaccio (2010) simulointiko-
keissa.
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Liitteet

Liite A: Aineiston piirteet

Piirre Piirre

Area StdDev.blue
X Mode.blue
Y Min.blue
Perim Max.blue
BX XM.blue
BY YM.blue
Width IntDen.blue
Height Median.blue
Major Skew.blue
Minor Kurt.blue
Angle Mean.red
Circ StdDev.red
Feret Mode.red
FeretX Min.red
FeretY Max.red
FeretAngle | XM.red
MinFeret YM.red

AR IntDen.red
Round Median.red
Solidity Skew.red
Mean.gray Kurt.red
StdDev.gray | Mean.green
Mode.gray StdDev.green
Min.gray Mode.green
Max.gray Min.green
XM.gray Max.green
YM.gray XM.green
IntDen.gray | YM.green

Median.gray
Skew.gray
Kurt.gray
Mean.blue

IntDen.green
Median.green
Skew.green
Kurt.green
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Liite B: Aineiston taksonomiset luokat ja yksiloiden maarat

Taulukko 4: Aineiston taksonomiset luokat ja yksiléiden méérat (n) ko. luokissa.

Luokka n | Luokka n

Agapetus 24 | Ameletus tnopinatus 113
Dicranota 27 | Hydraena 115
Polycentropus 27 | Hydropsyche pellucidulla 115
Capnia 29 | Ephemera ignita 116
Gammarus lacustris 30 | Cheumatopsyche lepida 125
Atherix ibis 31 | Protonemura meyeri 125
Oulimnius tuberculatus larvae 31 | Baetis rhodani 130
Lepidostoma hirtum 35 | Hydropsyche saxonica 161
Ceratopsyche nevae 36 | Limnius volckmari 167
Leptophlebia 39 | Baetis niger group 181
Sigas semistriata 39 | Leuctra 188
Caenis luctuosa 50 | Elmis aenea 192
Polyflav 52 | Heptagenia dalecarlica 198
Chimarra marginata 53 | Rhyacophila nubila 212
Heptagenia sulphurea 53 | Hydropsyche siltalasi 217
Tanypodinae 58 | Ceratopsyche silfvenii 223
Sericostoma personatum 59 | Ephemara aurivilliz 235
Pisidium 63 | Nemoura 241
Arctopsyche ladogensis 64 | Diura sp. 254
Caenis rivulorum 65 | Baetis muticus 294
Ceratopogonidae 69 | Micrasema setiferum 295
Ephemera mucronata 69 | Protonemura intricata 320
Micrasema gelidum, 72 | Asellus aquaticus 339
Callicoriza wollaston: 83 | Isoperla sp. 935
Habrophlebia sp. 84 | Taeniopteryr nebulosa 633
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Liite C: R-koodi

HHHH R R R
# 2 luokkaa, 2 piirrettd
s S s

# Luetaan aineisto
bugs <- read.table("pohjaelaimet.dat", header=TRUE)

myvars <- names(bugs) %in’ c("Area.1") # Poistetaan muuttuja Area.l.
bugs2 <- bugs[!myvars]

# Poistetaan tarpeettomat muuttujat id, Label ja Set.

bugs2 <- bugs2[,4:68]

# Valitaan pohjaelédinaineiston 2 isointa luokkaa.
newclasses <- c("Taenneb","Isoperla')

Etsitddn 2 "parasta" piirrettd R-funktiolla stepclass.
maxvar: valittavien piirteiden maard

direction: "forward" eli eteenpdin askeltava algoritmi
criterion: correctness rate

fold: 10-kertainen ristiinvalidointi

method: sovitettava malli QDA

H OH H H H R

library(klaR)
stepclass(Class ., data=bugs2, maxvar=2, direction="forward",
criterion="CR", fold=10, method="qda")

# Valitaan 2 '"parasta'" piirrettd

newvar <- c("Class","Mode.green.","YM.gray.")
newdata <- bugs2[newvar]

newdata <- subset(newdata, Class %in’ newclasses)

# Tarvittavat funktiot Bayes-virheen laskemiseksi

S s

# Funktio estimoi aineistosta luokkien prioritodenn&kéisyydet,
# keskiarvovektorit sekd kovarianssimatriisit.

# Funktion parametreina ovat aineisto ja valitut luokat.

# Aineiston ensimmdisessd sarakkeessa tdytyy olla luokat.

calc_stat <- function(data, newclasses){
new_data <- NULL
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priors <- NULL
means <- matrix(0, length(newclasses), ncol(data)-1)
covars <- list()
for (i in 1:length(newclasses)){
new_data <- subset(data, Class==newclasses[i])
priors[i] <- nrow(new_data)/nrow(data)
means[i,] <- apply(new_datal[,2:ncol(data)], 2, mean)
covars[[i]] <- cov(new_datal[2:ncol(data)])
}

return(list(priors=priors, means=means, covars=covars))

# Luokittelupistemd&drin laskemista varten lasketaan luokan k

# kovarianssimatriisin kd&nteismatriisi sekd determinantti.

# Funktion parametreina ovat funktion calc_stat.R antamat

# estimaatit aineiston tunnusluvuille sekd luokkien lukum&d&drd N_k.

invdet_cov <- function(data_sum, N_k){
covars <- data_sum$covars
invcovmat <- list()
detcov <- NULL
for(k in 1:N_k){
invcovmat [[k]] <- solve(covars[[k]])
detcov[k] <- log(det(covars[[k]]))

+
return(list(invcovmat=invcovmat, detcov=detcov))
h
# Arvotaan yksilolle luokka ja piirteet, ja lasketaan yksilélle
# kunkin luokan luokittelupistem&ard.
# Pienin luokittelupistem&d&drd on ennustettu luokka yksilodlle.
# Toistetaan sama proseduuri m:1lle yksildlle.
# obj: funktion invdet_cov estimaatit
# p_features: piirteiden lukumdara
# Funktio palauttaa estimaatin Bayes-virheelle.

score <- function(data_sum, obj, N_k, p_features, m){

invcovmat <- obj$invcovmat

detcov <- obj$detcov

means <- data_sum$means

priors <- data_sum$priors

score <- NULL

wrong <- 0O

require (mixtools)

for(i in 1:m){
cl <-sample(c(1:N_k), size=1, replace=TRUE, prob=data_sum$priors)
x <- rmvnorm(1, mu=data_sum$means[cl,],
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sigma=data_sum$covars[[cl]])
x <- matrix(x, ncol=1, nrow=p_features)

for(k in 1:N_k){
scorel[k] <- t(x-meansl[k,])%*%invcovmat [ [k]1]%*%
as.matrix(x-means[k,])+detcov[k]-2xlog(priors[k])
+
pred <- which.min(score)
if (pred!=cl){
wrong <- wrong + 1

}
}
Err <- wrong/m
return(Err)
}

HUH#HAHAFHEHAFREHBH R HRHH

source(’D:/R tyot/Gradu/Funktiot/calc_stat.R’)
source(’D:/R tyot/Gradu/Funktiot/invdet_cov.R’)
source(’D:/R ty6t/Gradu/Funktiot/score.R?)

# Bayes-virheen laskeminen

m <- 10000000 # Simuloitavien yksildiden lukumdara
N_k <- 2 # Luokkien lukumid&ri

p_features <- 2 # Piirteiden lukumdara

data_sum <- calc_stat(data=newdata, newclasses=newclasses)
invde <- invdet_cov(data_sum=data_sum, N_k=N_k)

seed <- sample(.Machine$integer.max, size=1)

seed # 1572521908

set.seed(seed)

# Estimaatti Bayes-virheelle

p_err <- score(data_sum=data_sum, obj=invde, N_k=N_k,

p_features=p_features, m=m)

# Estimaatti Bayes-virheen keskivirheelle
sd_p_err <- sqrt(p_err*(l-p_err)/m)

# Otoksen uudelleenkayttomenetelmit
# Tarvittavat funktiot

HURHH RS HAFH R AR
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# Arvotaan kullekin yksildlle luokka kayttéen

# estimoituja prioritodenndkoisyyksia.

# Funktion parametreina ovat funktion calc_stat.R
# estimaatit, luokkien lukumd&drd N_k ja otoskoko N.

class_sample <- function(data_sum, N_k, N){
cl <- sample(1:N_k, size=N, replace=TRUE, prob=data_sum$priors)
return(cl)

b

# Arvotaan kullekin yksildlle piirrevektori.

# Funktion parametreina ovat luokat, funktion data_sum.R
# antamat estimaatit, luokkien lukumd&drd N_k, piirteiden
# lukumddrd p_features sekd otoskoko N.

# Funktio palauttaa piirteet matriisina (Nxp-matriisi).

feature_sample <- function(classes, data_sum, N_k, p_features, N){
require (mixtools)
features <- matrix(0, nrow=N, ncol=p_features)
for(k in 1:N_k){
ind <- which(classes==k)
features[ind,] <- rmvnorm(length(ind), mu=data_sum$means[k,],
sigma=data_sum$covars[[k]])

+
return(features)
h
# Ristiinvalidointi
# Funktion parametreina ovat jakosuhde k, piirteet,
# luokat ja otoskoko N.
# jakosuhteeksi kdy kokonaisluvut vdliltd 2 ja N.

cv_fit <- function(k, features, classes, N){
require (bootstrap)
theta.predict <- function(fit, x){predict(fit, x)$class}

cv.qda <- crossval(x=features, y=classes, theta.fit=qda,
theta.predict, ngroup=k)

err.cv.qda <- 1l-sum(cv.qda$cv.fit == classes)/N
return(err.cv.qda)

# Toistettu ristiinvalidointi
# Parametri rep on toistojen lukumiira.

rcv_fit <- function(k, rep, features, classes, N){
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H OH H HE HE B R

require (bootstrap)
theta.predict <- function(fit, x){predict(fit, x)$class}

err.cv.qda <- NULL

for(i in 1:rep){
cv.qda <- crossval(x=features, y=classes, theta.fit=qda,

theta.predict, ngroup=k)

err.cv.qdali] <- 1-sum(cv.qda$cv.fit == classes)/N

}

err.rcv.qda <- mean(err.cv.qda)

return(err.rcv.qda)

Toistettu opetus- ja testiainejako

Jakosuhde k annetaan murtolukuna (esimerkiksi k=1/2).

rep: opetus- ja testiaineistojaon toistojen lukumdara.
Parametrina annetaan myds data, jonka ensimmdisessd sarakkeessa
taytyy olla luokat.

Jako opetus- ja testiaineistoksi suoritetaan uudelleen, miké&li
jossakin opetusaineiston luokassa on alle p+1 yksiloa.

rhold_out <- function(data, N, k, rep){

}

#
#
#

Err <- NULL
for(i in 1:rep){
repeat {
train_rows <- sample(1:N, (k)x*N)
data_train <- dataltrain_rows,]
data_test <- datal-train_rows,]
if (all(table(data_train$classes)>ncol(data)-1))
break
+
QDA <- qda(data_train[,2:ncol(data)], data_train$classes)
QDA.pred <- predict(QDA, data_test[,2:ncol(data)])$class
Err[i] <- 1-sum(QDA.pred==data_test$classes)/nrow(data_test)
}
error <- mean(Err)
return(error=error)

Testivirheen/yleistédmisvirheen laskeminen
Opetusaineiston koko on N_train ja
testiaineiston koko N_test.

test_err <- function(data_sum, N_train, N_test, N_k, p_features){

err_o <- NULL
N <- N_train + N_test
for(i in 1:N_sim){
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set.seed (i)
classes <- class_sample(data_sum=data_sum, N_k=N_k, N=N)
features <- feature_sample(classes=classes, data_sum=data_sum,
N_k=N_k, p_features=p_features, N=N)
data <- data.frame(cbind(classes,features))
train_rows <- 1:N_train
data_train <- datal[train_rows,]
data_test <- datal[-train_rows,]
QDA <- gda(data_train[,2:ncol(data)], data_train$classes)
QDA.pred <- predict(QDA, data_test[,2:ncol(data)])$class
err_o[i] <- 1-sum(QDA.pred==data_test$classes)/nrow(data_test)
+
return(err_o=err_o)

}

HURHH RS HE R R

source(’D:/R tyot/Gradu/Funktiot/calc_stat.R’)
source(’D:/R tyot/Gradu/Funktiot/class_sample.R’)
source(’D:/R tyot/Gradu/Funktiot/feature_sample.R’)
source(’D: /R ty6t/Gradu/Funktiot/cv_fit.R’)
source(’D:/R tyodt/Gradu/Funktiot/rcv_fit.R’)
source(’D:/R tyot/Gradu/Funktiot/rhold_out.R’)
source(’D:/R tyot/Gradu/Funktiot/test_err.R’)

data_sum <- calc_stat(data=newdata, newclasses=newclasses)

N <- 50 # Simuloitavien havaintojen lukumdira
# Myos N=100, N=500 ja N=1000

N_sim <- 100 # Simuloitavien aineistojen lukumdira
N_k <- 2 # Luokkien lukum&&ri
p_features <- 2 # Piirteiden lukumdard

# Alustetaan muuttujat

err_train <- NULL; err_cv2 <- NULL; err_cv3 <- NULL;
err_cvb <- NULL; err_cv10 <- NULL; err_cvlo <- NULL;
err_rcvb <- NULL; err_rcv1l0 <- NULL; err_boot <- NULL;
err_loo_boot <- NULL; err_632 <- NULL; err_632plus <- NULL;
err_hob50 <- NULL; err_ho80 <- NULL; err_ho90 <- NULL

# Funktio bootstrap-estimaattorien ja opetusvirheen laskemiseen
library(sortinghat)
qda_wrapper <- function(object, newdata) {

predict(object, newdata)$class

}
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for(i in 1:N_sim){
set.seed (i)
classes <- class_sample(data_sum=data_sum, N_k=N_k, N=N)
features <- feature_sample(classes=classes, data_sum=data_sum,
N_k=N_k, p_features=p_features, N=N)

sim_data <- data.frame(cbind(classes,features))

set.seed(i); err_train[i] <- errorest(x=features, y=classes,
estimator="apparent",
train=MASS:::qda,
classify=qda_wrapper)

set.seed(i); err_cv2[i] <- cv_fit(k=2, features=features,
classes=classes, N=N)
set.seed(i); err_cv3[i] <- cv_fit(k=3, features=features,
classes=classes, N=N)
set.seed(i); err_cvb[i] <- cv_fit(k=5, features=features,
classes=classes, N=N)
set.seed(i); err_cv10[i] <- cv_fit(k=10, features=features,
classes=classes, N=N)
set.seed(i); err_cvlo[i] <- cv_fit(k=N, features=features,
classes=classes, N=N)

set.seed(i); err_rcvb[i] <- rcv_fit(k=5, rep=10, features=features,
classes=classes, N=N)

set.seed(i); err_rcv10[i] <- rcv_fit(k=10, rep=5, classes=classes,
features=features, N=N)

set.seed(i); err_boot[i] <- errorest(x=features, y=classes,
estimator="boot",
train=MASS:::qda,
classify=qda_wrapper,
num_bootstraps=50)

set.seed(i); err_loo_boot[i] <- errorest(x=features, y=classes,
estimator="1loo-boot",
train=MASS:::qda,
classify=qda_wrapper,
num_bootstraps=50)

set.seed(i); err_632[i] <- errorest(x=features, y=classes,
estimator="632",
train=MASS:::qda,
classify=qda_wrapper,
num_bootstraps=50)
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set.seed(i); err_632plus[i] <- errorest(x=features, y=classes,
estimator="632+",
train=MASS:::qda,
classify=qda_wrapper,
num_bootstraps=50)

set.seed(i); err_hob50[i] <- rhold_out(data=sim_data, N=N,
k=1/2, rep=50)

set.seed(i); err_ho80[i] <- rhold_out(data=sim_data, N=N,
k=4/5, rep=50)

set.seed(i); err_ho90[i] <- rhold_out(data=sim_data, N=N,
k=9/10, rep=50)

# Aiemmin laskettu Bayes-virhe 2 luokalle ja 2 piirteelle
p_error <- 0.0527183

# Estimaatit luokitteluvirheille, keskihajonnoille seka

# keskineliosummille eri otoksen uudelleenkayttomenetelmilli
round (mean(err_train), 4); round(sd(err_train), 4)

round(sd(err_train) "2 + (mean(err_train) - p_error)~2, 5)

round (mean(err_cv2), 4); round(sd(err_cv2), 4)
round(sd(err_cv2)~2 + (mean(err_cv2) - p_error)~2, 5)

round(mean(err_cv3), 4); round(sd(err_cv3), 4)
round(sd(err_cv3)~2 + (mean(err_cv3) - p_error)~2, 5)

round (mean(err_cvb), 4); round(sd(err_cvb), 4)
round(sd(err_cv5)~2 + (mean(err_cvb) - p_error)~2, 5)

round(mean(err_cv10), 4); round(sd(err_cviQ), 4)
round(sd(err_cv10)~2 + (mean(err_cv10) - p_error)~2, 5)

round (mean(err_cvlo), 4); round(sd(err_cvlo), 4)
round(sd(err_cvlo)~2 + (mean(err_cvlo) - p_error)~2, 5)

round (mean(err_rcv5), 4); round(sd(err_rcvb), 4)
round(sd(err_rcv5)~2 + (mean(err_rcvb5) - p_error)~2, 5)

round (mean(err_rcv10), 4); round(sd(err_rcvi0), 4)
round(sd(err_rcv10)~2 + (mean(err_rcv10) - p_error)~2, 5)

round (mean(err_boot), 4); round(sd(err_boot), 4)
round(sd(err_boot)~2 + (mean(err_boot) - p_error)~2, 5)

round (mean(err_loo_boot), 4); round(sd(err_loo_boot), 4)
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round(sd(err_loo_boot)~2 + (mean(err_loo_boot) - p_error)~2, 5)

round (mean(err_632), 4); round(sd(err_632), 4)
round(sd(err_632)~2 + (mean(err_632) - p_error)~2, 5)

round (mean(err_632plus), 4); round(sd(err_632plus), 4)
round (sd(err_632plus) "2 + (mean(err_632plus) - p_error)~2, 5)

round (mean(err_ho50), 4); round(sd(err_ho50), 4)
round(sd(err_ho50)"2 + (mean(err_ho50) - p_error)~2, 5)

round (mean(err_ho80), 4); round(sd(err_ho80), 4)
round(sd(err_ho80)~2 + (mean(err_ho80) - p_error)~2, 5)

round (mean(err_ho90), 4); round(sd(err_ho90), 4)
round(sd(err_ho90)"2 + (mean(err_ho90) - p_error)~2, 5)

# Estimoidaan yleistamisvirhe 100 eri opetusaineistolle

# opetusaineiston ko’oilla 50, 100, 500 ja 1000.

err_o_b0 <- test_err(data_sum=data_sum, N_train=50,
N_test=10000, N_k=2, p_features=2)

err_o_100 <- test_err(data_sum=data_sum, N_train=100,
N_test=10000, N_k=2, p_features=2)

err_o_b00 <- test_err(data_sum=data_sum, N_train=500,
N_test=10000, N_k=2, p_features=2)

err_o_1000 <- test_err(data_sum=data_sum, N_train=1000,

N_test=10000, N_k=2, p_features=2)

# Estimaatit yleistdmisvirheille ja niiden keskihajonnoille
mean(err_o_50); mean(err_o_100); mean(err_o_500); mean(err_o_1000)
sd(err_o_50); sd(err_o_100); sd(err_o_500); sd(err_o_1000)

HHFF RS HHS R

# 8 luokkaa, 8 piirretta

HURHH RS HE R R

# Luetaan aineisto
bugs <- read.table("pohjikset50.dat", header=TRUE)

myvars <- names(bugs) %in’ c("Area.1") # Poistetaan muuttuja Area.l.
bugs2 <- bugs[!myvars]

# Poistetaan tarpeettomat muuttujat id, Label ja Set.

bugs2 <- bugs2[,4:68]

# Valitaan 8 isointa luokkaa.
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clas <- levels(bugs2$Class)
1_cl <- table(bugs2$Class)>240
newclasses <- clas[1_cl]

# Etsitddn 8 "parasta" piirrettd R-funktiolla stepclass.
stepclass(Class ~ ., data = bugs2, maxvar=8, direction = "forward",
criterion = "CR", fold = 10, method = "qda")

newvar <- c("Class","Minor","Mean.green.","Mean.gray.","Mean.blue.",
"Major","Solidity","Median.red.","Min.green.")

newdata <- bugs2[newvar]

newdata <- subset(newdata, Class %in% newclasses)

# Tarvittavat funktiot Bayes-virheen laskemiseksi

source(’D:/R tyot/Gradu/Funktiot/calc_stat.R’)

source(’D:/R tydt/Gradu/Funktiot/invdet_cov.R’)

source(’D:/R tyot/Gradu/Funktiot/score.R’)

# Bayes-virheen laskeminen

m <- 10000000 # Simuloitavien yksildiden lukum&iri

N_k <- 8 # Luokkien lukum&dira

p_features <- 8 # Piirteiden lukumddra

data_sum <- calc_stat(data=newdata, newclasses=newclasses)
invde <- invdet_cov(data_sum=data_sum, N_k=N_k)

seed <- sample(.Machine$integer.max, size=1)

seed # 495870689

set.seed(seed)

# Estimaatti Bayes-virheelle

p_err <- score(data_sum=data_sum, obj=invde, N_k=N_k,

p_features=p_features, m=m)

# Estimaatti Bayes-virheen keskivirheelle
sd_p_err <- sqrt(p_err*(l-p_err)/m)

# Otoksen uudelleenkdyttomenetelmit
data_sum <- calc_stat(data=newdata, newclasses=newclasses)

N <- 500 # Simuloitavien havaintojen lukumdard
# Myos N=1000

N_sim <- 100 # Simuloitavien aineistojen lukumdira
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N_k <- 8 # Luokkien lukum&dra
p_features <- 8 # Piirteiden lukumdéard

# Aiemmin laskettu Bayes-virhe 8 luokalle ja 8 piirteelle
p_error <- 0.0781255

# Estimoidaan yleistamisvirhe 100 eri opetusaineistolle

# opetusaineiston ko’oilla 500 ja 1000.

err_o_b00 <- test_err(data_sum=data_sum, N_train=500,
N_test=10000, N_k=8, p_features=8)

err_o_1000 <- test_err(data_sum=data_sum, N_train=1000,
N_test=10000, N_k=8, p_features=8)

# Estimaatit yleistdmisvirheille ja niiden keskihajonnoille
mean(err_o_500); mean(err_o_1000)
sd(err_o_500); sd(err_o_1000)

R
# 50 luokkaa, 8 piirrettd
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# Luetaan aineisto
bugs <- read.table("pohjikset50.dat", header=TRUE)

myvars <- names(bugs) %in% c("Area.1") # Poistetaan muuttuja Area.l.
bugs2 <- bugs[!myvars]

# Poistetaan tarpeettomat muuttujat id, Label ja Set.

bugs2 <- bugs2[,4:68]

# Valitaan kaikki luokat.
newclasses <- levels(bugs2$Class)

# Kaytetddn samoja 8 piirrettd.

newvar <- c("Class","Minor","Mean.green.",'"Mean.gray.","Mean.blue.",
"Major","Solidity","Median.red.",'"Min.green.")

newdata <- bugs2[newvar]

newdata <- subset(newdata, Class %in’% newclasses)

# Tarvittavat funktiot Bayes-virheen laskemiseksi
source(’D:/R tyot/Gradu/Funktiot/calc_stat.R’)
source(’D:/R tyot/Gradu/Funktiot/invdet_cov.R’)

source(’D:/R tyot/Gradu/Funktiot/score.R?)

# Bayes-virheen laskeminen
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m <- 10000000 # Simuloitavien yksiloiden lukum&iri
N_k <- 50 # Luokkien lukum&ira
p_features <- 8 # Piirteiden lukumdara

data_sum <- calc_stat(data=newdata, newclasses=newclasses)
invde <- invdet_cov(data_sum=data_sum, N_k=N_k)

seed <- sample(.Machine$integer.max, size=1)
seed # 1879981471
set.seed(seed)

# Estimaatti Bayes-virheelle
p_err <- score(data_sum=data_sum, obj=invde, N_k=N_k,
p_features=p_features, m=m)

# Estimaatti Bayes-virheen keskivirheelle
sd_p_err <- sqrt(p_err*(l-p_err)/m)

# Otoksen uudelleenkdyttomenetelmit
data_sum <- calc_stat(data=newdata, newclasses=newclasses)

N <- 10000 # Simuloitavien havaintojen lukumd&ra
N_sim <- 100 # Simuloitavien aineistojen lukumddra
N_k <- 50 # Luokkien lukum&&rd

p_features <- 8 # Piirteiden lukumdara

# Aiemmin laskettu Bayes-virhe 50 luokalle ja 8 piirteelle
p_error <- 0.1857347

# err_cvlo jdtetddn pois laskennallisen raskauden takia

# Estimoidaan yleistamisvirhe 100 eri opetusaineistolle

# opetusaineiston koolla 10000.

err_o_10000 <- test_err(data_sum=data_sum, N_train=10000,
N_test=10000, N_k=50, p_features=8)

# Estimaatti yleistamisvirheelle ja sen keskihajonnalle

mean (err_o_10000)

sd(err_o_10000)

# QDA:ta ei pystynyt sovittamaan muutamassa tilanteessa.

# Talloin tehtiin samalle aineistolle uudet bootstrap-otokset tai

# ristiinvalidoinnin tapauksessa uusi ositus aineistolle.

HURHH RS HA R AR
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err_50_8 <- read.table("err_50_8.csv", header=TRUE, sep = "/")
# Err_boot

# QDA ei toiminut indekseilld 66 ja 70.

# Suoritetaan uudet bootstrap-otokset kyseisille aineistoille.

set.seed(66)

classes <- class_sample(data_sum=data_sum, N_k=N_k, N=N)

features <- feature_sample(classes=classes, data_sum=data_sum,

N_k=N_k, p_features=p_features, N=N)

seed <- sample(.Machine$integer.max, size=1)

seed # 955964697

set.seed(seed); err_boot[66] <- errorest(x=features, y=classes,
estimator="boot",
train=MASS:::qda,
classify=qda_wrapper,
num_bootstraps=50)

set.seed(70)

classes <- class_sample(data_sum=data_sum, N_k=N_k, N=N)

features <- feature_sample(classes=classes, data_sum=data_sum,

N_k=N_k, p_features=p_features, N=N)

seed <- sample(.Machine$integer.max, size=1)

seed # 1827743933

set.seed(seed); err_boot[70] <- errorest(x=features, y=classes,
estimator="boot",
train=MASS:::qda,
classify=qda_wrapper,
num_bootstraps=50)

# Err_loo_boot
# QDA ei toiminut indeksilla 70.
# Suoritetaan uudet bootstrap-otokset kyseiselle aineistolle.

set.seed(70)

classes <- class_sample(data_sum=data_sum, N_k=N_k, N=N)

features <- feature_sample(classes=classes, data_sum=data_sum,

N_k=N_k, p_features=p_features, N=N)

seed <- sample(.Machine$integer.max, size=1)

seed # 597452550

set.seed(seed); err_loo_boot[70] <- errorest(x=features, y=classes,
estimator="1loo-boot",
train=MASS:::qda,
classify=qda_wrapper,
num_bootstraps=50)

# err_cv2
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# QDA ei toiminut indekseilld 1, 4, 31 ja 43.
# Suoritetaan uudet bootstrap-otokset kyseisille aineistoille.

set.seed (1)

classes <- class_sample(data_sum=data_sum, N_k=N_k, N=N)

features <- feature_sample(classes=classes, data_sum=data_sum,
N_k=N_k, p_features=p_features, N=N)

seed <- sample(.Machine$integer.max, size=1)

seed # 463155743

set.seed(seed); err_cv2[1] <- cv_fit(k=2, features=features,

classes=classes, N=N)

set.seed(4)

classes <- class_sample(data_sum=data_sum, N_k=N_k, N=N)

features <- feature_sample(classes=classes, data_sum=data_sum,
N_k=N_k, p_features=p_features, N=N)

seed <- sample(.Machine$integer.max, size=1)

seed # 1547617708

set.seed(seed); err_cv2[4] <- cv_fit(k=2, features=features,

classes=classes, N=N)

set.seed(31)

classes <- class_sample(data_sum=data_sum, N_k=N_k, N=N)

features <- feature_sample(classes=classes, data_sum=data_sum,
N_k=N_k, p_features=p_features, N=N)

seed <- sample(.Machine$integer.max, size=1)

seed # 1819309678

set.seed(seed); err_cv2[31] <- cv_fit(k=2, features=features,

classes=classes, N=N)

set.seed(43)

classes <- class_sample(data_sum=data_sum, N_k=N_k, N=N)

features <- feature_sample(classes=classes, data_sum=data_sum,
N_k=N_k, p_features=p_features, N=N)

seed <- sample(.Machine$integer.max, size=1)

seed # 1757405517

set.seed(seed); err_cv2[43] <- cv_fit(k=2, features=features,

classes=classes, N=N)

HHAH SRR RS

# Kootaan tulokset matriisiksi.

err_50_8 <- cbind(err_train, err_cv2, err_cv3, err_cvb,
err_cv10, err_rcvb, err_rcvl1O, err_boot,
err_loo_boot, err_632, err_632plus,
err_hob0, err_ho80, err_ho90)
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# Estimaattorien jakaumat
boxplot(err_o_10000, err_50_8[,1], err_50_8[,2], err_50_8[,3],
err_50_8[,4], err_50_8[,5], err_50_8[,6], err_50_8[,7],
names=c ("Err","err_train","cv2","cv3",
"cvb","cv10","rcv5","rcv10"))

boxplot(err_o_10000, err_50_8[,8], err_50_8[,9], err_50_8[,10],
err_50_8[,11], err_50_8[,12], err_50_8[,13], err_50_8[,14],
names=c ("Err", "boot","b_lo","b632","b632+",
"50/50","80/20","90/10"))

HURHHEHHHEFHARFHAFHBHFH RS
# Padtossaannot (DA:1la ja LDA:1la

# Luetaan aineisto
bugs <- read.table("pohjaelaimet.dat", header=TRUE)

myvars <- names(bugs) %in)% c("Area.l1") # Poistetaan muuttuja Area.l.
bugs2 <- bugs[!myvars]

# Poistetaan tarpeettomat muuttujat id, Label ja Set.

bugs2 <- bugs2[,4:68]

# Valitaan pohjaeldinaineiston 2 isointa luokkaa.
newclasses <- c("Taenneb","Isoperla')

# Valitaan 2 '"parasta' piirrettd

newvar <- c("Class","Mode.green.","YM.gray.")
newdata <- bugs2[newvar]

newdata <- subset(newdata, Class %in’% newclasses)

source(’D:/R tyot/Gradu/Funktiot/calc_stat.R’)
source(’D:/R tyot/Gradu/Funktiot/class_sample.R’)
source(’D:/R tyot/Gradu/Funktiot/feature_sample.R’)

N <- 100 # Simuloitavien yksiloiden lukumdidra

N_k <- 2 # Luokkien lukum&dra

p_features <- 2 # Piirteiden lukumdari

data_sum <- calc_stat(data=newdata, newclasses=newclasses)
seed <- sample(.Machine$integer.max, size=1)

seed # 1048056859

set.seed(seed)

classes <- class_sample(data_sum=data_sum, N_k=N_k, N=N)
features <- feature_sample(classes=classes, data_sum=data_sum,
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N_k=N_k, p_features=p_features, N=N)

# Nimetdadn mallin parametrit uudelleen

mul <- c(data_sum$means([1,1], data_sum$means[1,2])
mu2 <- c(data_sum$means[2,1], data_sum$means[2,2])
covl <- data_sum$covars[[1]]

cov2 <- data_sum$covars[[2]]

cov_pooled <- (covltcov2)/2

# Nimetddn myos muuttujat uudelleen
Y <- classes

X1 <- featuresl[,1]

X2 <- features[,?2]

fit.lda <- 1da(Y~X1+X2)

fit.qda <- qda(Y"X1+X2)

# Pa4tossddndt piirretty sivun http://www.cbcb.umd.edu/

# “hcorrada/PracticalML/src/classification.R merkinnéilléd
# Luodaan 500 x 500 hila

GS <- 500

XLIM <- range(X1)

tmpx <- seq(XLIM[1], XLIM[2], 1len=GS)

YLIM <- range(X2)

tmpy <- seq(YLIM[1], YLIM[2], len=GS)

newx <- expand.grid(tmpx, tmpy)

Ghat.lda <- as.numeric(predict(fit.lda, newdata=data.frame/(
X1=newx[,1],X2=newx[,2]))$class)

Ghat.qda <- as.numeric(predict(fit.qda, newdata=data.frame(
X1=newx[,1],X2=newx[,2]))$class)

# Piirretddn gaussiset jakaumat QDA:1le

par (mfrow=c(1,2), no.readonly = TRUE)

plot (X1, X2, col=classes, pch=classes, cex=1.25,
xlab="x1",ylab="x2")

ellipse(mul, covl, npoints

ellipse(mu2, cov2, npoints

FALSE)
FALSE)

200, newplot
200, newplot

# Piirretddn padtossaanto (DA:lle
plot (X1, X2, col=classes, pch=classes, cex=1.25,
xlab="x1",ylab="x2")
contour (tmpx, tmpy, matrix(Ghat.qda, GS, GS), levels=c(1,2),
add=TRUE, drawlabels=FALSE)

# Piirretddn gaussiset jakaumat LDA:lle

par (mfrow=c(1,2), no.readonly = TRUE)
plot(X1, X2, col=classes, pch=classes, cex=1.25,

20



xlab="x1",6ylab="x2")
ellipse(mul, cov_pooled, npoints = 200, newplot
ellipse(mu2, cov_pooled, npoints = 200, newplot

FALSE)
FALSE)

# Piirretddn padtossadnto LDA:1le
plot(X1, X2, col=classes, pch=classes, cex=1.25,
xlab="x1",6ylab="x2")
contour (tmpx, tmpy, matrix(Ghat.lda, GS, GS), levels=c(1,2),
add=TRUE, drawlabels=FALSE)

# Chernoffin yléraja

chernoff <- function(beta, mul, mu2, covl, cov2, priors){
k_beta <- NULL
e_kbeta <- NULL
for(i in 1:length(beta)){
k_betal[i] <- (betalil*(1-betalil)/2)*t(mu2-mul)’*%
solve(betal[i]l*covi+(1-betali])*cov2)%*% (mu2-mul)+
0.5%1log(det(betalil*covi+(1-betali])*cov2)/
((det(covl)~betal[i])*det(cov2)~(1-betalil)))
e_kbetal[i] <- exp(-k_betalil)
+
min_ekbeta <- min(e_kbeta)
min_beta <- betal[which.min(e_kbeta)]
cher_min <- (priors[1]-min_beta)*(priors[2]~(1-min_beta))*
min(e_kbeta)
return(list(beta=beta, e_kbeta=e_kbeta, min_ekbeta=min_ekbeta,
min_beta=min_beta, cher_min=cher_min))

cher <- chernoff(beta=seq(0,1, by=0.001), mul=mul, mu2=mu2,
covl=covl, cov2=cov2, priors=data_sum$priors)

bhat <- chernoff (beta=0.5, mul=mul, mu2=mu2, covl=covl, cov2=cov2,
priors=data_sum$priors)

plot (cher$beta, cher$e_kbeta, ylim=c(0,1), ylab="exp(-k(beta))")
segments (x0 = cher$min_beta, yO = -0.04, x1 = cher$min_beta,

yl = cher$min_ekbeta, col = "red", lwd=2)
segments(x0 = -0.04, yO = cher$min_ekbeta, x1 = cher$min_beta,
yl = cher$min_ekbeta, col = "red", lwd=2)

segments(x0 = 0.5, yO = -0.04, x1 = 0.5, yl = bhat$min_ekbeta,
col = "blue", 1lwd=2, 1lty=2)
segments(x0 = -0.04, y0O = 0.2414074, x1 = 0.5, yl = bhat$min_ekbeta,
col = "blue", lwd=2, 1lty=2)
legend(0.35, 0.75, c("Chernoff", "Bhattacharya"),
col = c("red", "blue"), lty = c(1, 2))

ol



