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Téamaén tutkielman tarkoituksena on todistaa Godelin kaksi epétéaydellisyyslauset-
ta RA-kielessi. Itdvaltalais-amerikkalainen Kurt Godel todisti nime#nsi kantavat
lauseet artikkelissaan vuonna 1931. Godel ei itse varsinaisesti kiyttdnyt RA-kielta
lauseiden alkuperéisissd todistuksissa, mutta tdssd tutkielmassa RA-kieli on valittu
formaaliksi kieleksi, koska se perustuu predikaattikielten pohjalle. RA-kielen tarkoi-
tus on formalisoida mahdollisimman hyvin aritmetiikka, joka kidytdnndssi onnistuu
mallintamalla luonnollisten lukujen joukko seké sen laskutoimitukset télle kielelle.

Ensimmaéinen epatiydellisyyslause sanoo, ettd RA-kielessd on olemassa validi kaa-
va, joka ei ole teoreema. Toisen epétdydellisyyslauseen mukaan joukko N sekd sitd
imitoiva RA-kieli on tarpeeksi kehittynyt matemaattinen jirjestelma, ettei sen risti-
riiddattomuutta pystytd todistamaan syntaktisesti. Téllaisen jirjestelmén ristiriidat-
tomuutta ei voida siis osoittaa paittelyjonoa konstruoimalla.

Tutkielman luvussa 1 esitellidn ensin primitiivirekursion avulla primitiivirekur-
siiviset funktiot ja joukot. Yleisesti voidaan sanoa, ettd primitiivirekursiivisilla funk-
tioilla ja joukoilla tarkoitetaan sellaisia matemaattisia objekteja, joiden laskettavuus
pysyy adrellisilla toimenpiteilli hallussa. Kaytadnnossd tama nikyy esimerkiksi ra-
joitetun minimalisaation méaaritelméassi, jossa minimiéd etsitddn jostain ddrellisestd
joukosta. Téamén jilkeen kappaleessa 1.2 konstruoidaan RA-kielen syntaksi seké se-
mantiikka ldhes vastaavalla tavalla kuin predikaattikielissa.

Luvussa 2 esitellddn Gddelin toiden keskeisimmét saavutukset. Ensin esitetdin
alkulukuesityksen yksikésitteisyyteen perustuva Goédel-numerointi, jolla jokainen RA-
kielen kaava sekd kaavajono saadaan vastaamaan yksikésitteistd luonnollista lukua.
Tamén avulla osoitetaan suurpiirteisesti, kuinka paattelyn primitiivirekursiivisuus
voidaan todistaa. Padttelyn primitiivirekursiivisuus on téirkein, mutta myos vaikein
aputulos, jota tarvitaan epatiydellisyyslauseiden todistamisessa.

Luvun 2 lopuksi epétiydellisyyslauseiden todistukset pyritdan esittamaidn mah-
dollisimman eksaktisti, kuitenkin samalla selittden kansantajuisesti etenkin niiden
merkityksestd, sekd mitd epitdydellisyyslauseet kertovat matemaattisista jéarjestel-
mistd. Viimeisessi luvussa 3 esitellidn Godelin tulosten seurauksia sekd piirretdan

mahdollisia uusia suuntaviivoja matemaattisen logiikan tutkimuksessa.
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Johdanto

Totuus ja totuuden késite on aina kiehtonut ihmismieltda ammoisista antiikin ajois-
ta ldhtien. Aristoteleen syllogismit olivat ensimmaéisia systemaattisia loogisia péaatte-
lymetodeja, joiden pohjalta pystyttiin tietyistd lahtokohdista padtteleméadn loogises-
ti patevid johtopadtoksid. Vastaavasti Eukleideen geometrian merkkiteos Alkeet oli
ensimmaisia jarjestelmallisid matematiikan esityksid, jossa konstruoitiin geometrian
vditteitd tietyistd alkuoletuksista, aksioomista ldhtien [10]. Antiikin filosofeja vai-
vasivat myo0s erilaiset paradoksit. Yhden tunnetuimman niistd kerrotaan esittdneen
ensimmaisend antiikin Kreikan kreetalainen filosofi Epimenides sanoessaan: “Kaikki
kreetalaiset ovat valehtelijoita” [2]. Jos Epimenides kreetalaisena itse puhui totta,
vaitti han itsedan valehtelijaksi, jolloin paadytdan ristiriitaan. Jos puhuessaan epé-
totta, han kertoi itsestddn toden asian, jolloin jilleen saavutetaan ristiriitainen ajat-
teluketju.

Téassé tutkielmassa perehdytdén samankaltaiseen paradoksinomaiseen tilantee-
seen ja todistetaan itdvaltalais-amerikkalaisen matemaatikko-loogikko-filosofi Kurt
Godelin (1906-1978) kuuluisat epitiydellisyyslauseet [5], [8]. Niistd ensimméinen
vastaa intuitiivisessa mielessd juuri edelld esitettyd valehtelijan paradoksia. Hieman
matemaattisemmin ilmaistuna Gddelin ensimmaéinen epitiydellisyyslause sanoo, etta
tarpeeksi kehittyneessid matemaattisessa jarjestelmaéssi on olemassa tosi kaava, jota ei
voida kuitenkaan todistaa. Ensimmaéisesta epétaydellisyyslauseesta voidaan taas joh-
taa toinen Godelin epatiydellisyyslause, joka kertoo, ettei riittdvan ilmaisuvoimaisen
matemaattisen jirjestelméan ristiriildattomuutta pystyti todistamaan tdmén jarjestel-
mén sisélld syntaktisesti.

Mita késite syntaksi tdsmélleen tarkoittaa? Loogisten kielien, kuten propositio-
tai predikaattikielten, tarkastelu voidaan karkeasti jaotella syntaksin sekii semantii-
kan tutkimiseen. Loogisen kielen syntaksi edustaa kielen aakkosia, kielioppia ja paat-
telysdannostod. Esimerkiksi predikaattikielen syntaksia voi verrata suomen tai englan-
nin kielen aakkostoon sekid sen sisdltdmien kielen aakkosista muodostuvien sanojen
ja lauseiden oikeaoppiseen muodostamiseen. Toisinaan taas kielen semantiikasta voi-

daan puhua myos kielen merkitysoppina. Se antaa niin tavallisen kuin logiikankin
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kielille merkityksen sekd tavan méidritelld totuus kyseessé olevassa kielessi. Se jaot-
telee aksioomajarjestelmasté lahtien kielen rakenteesta ne loogisesti todet lauseet ja
viitteet, jotka on saatu padttelysdantdji kiyttamalld. Tassd tutkielmassa syntaksin
ja semantiikan eron merkitys on hyvin térkedd, jotta ymmaértad, mitd Godelin epé-
taydellisyyslauseet tdsmalleen sanovat sekd mitd ne eivdt sano. Godelin merkittavia
tuloksia on tulkittu milloin mistidkin paaméaaristd ja tarkoitusperisté ldhtien.

Syntaksin sekd semantiikan ero tulee esiin myo0s kielen téydellisyydessa. Kielta
sanotaan ehedksi, jos sen jokainen teoreema on validi. Toisin sanottuna jokaisen to-
distuvan lauseen on oltava tosi. Taydellisessa kielessd patee my6s kidnteinen: jokainen
tosi lause on todistuva, eli jokainen validi lause on teoreema. Syntaksin ja semantii-
kan kisitteiden avulla ilmaistuna kieli on taydellinen, jos pétee seuraava: lause on
syntaktisesti tosi jos ja vain jos lause on semanttisesti tosi. Propositio- sekd predi-
kaattikielet voidaan osoittaa tiydelliseksi. Itse asiassa Godelin merkittiviin ansioihin
voidaan lukea myos predikaattikielen tiydellisyyden todistaminen, jonka hén osoitti
vuonna 1930 julkaistussa artikkelissaan [7].

Koska taydellisessa kielessa ristiriidattomista aksioomista ldhtien voidaan paatella
kielen jokainen validi teoreema, aksioomajirjestelmén ei tarvitse olla yksikéisitteinen.
Ekvivalentista aksioomajirjestelméastd saadaan paiteltyd samanlainen maailma, jos-
sa patevit tdsmilleen samat lauseet, viitteet tai kaavat. Téaydellinen kieli on ikdan
kuin suljettu struktuuri, jonka totuudet ja teoreemat ovat tarkalleen tiedossa. Vasta-
kohtaisesti vertauskuvauksellisesti ilmaistuna, epéitéiydellisen kielen voi ajatella laa-
jentuvan kuin avaruuden direttomyyksiin, koska jirjestelméssi voidaan aina loytaa
tosia lauseita, joita ei voida todistaa kielen sisalla.

Téssé tutkimuksessa tillaisena riittavan ilmaisuvoimaisena kielend konstruoidaan
RA-kieli (recursive arithmetic), jolla pyritdan imitoimaan luonnollisten lukujen jouk-
koa seké sen laskutoimituksia. Godel ei itse varsinaisesti kiyttédnyt RA-kieltd vuonna
1931 julkaistussa alkuperdisessd artikkelissaan, jonka esitystapaa harva Gddelin ai-
kalainen ymmaérsi [8]. Godelin epétéydellisyyslauseissa loogisen kielen valinnalla ei
sindnsé ole kuitenkaan merkitystd — kunhan vain joukon N mallinnus onnistuu kysei-
selld kielelld riittdvin hyvin.

Kuinka Godel paatyi matematiikkaa jarisyttaneisiin tuloksiinsa? Perustukset Go-
delin tuloksille valettiin jo antiikissa. Eukleideen Alkeissa esiintyneet viisi postulaat-
tia kiehtoivat useita matemaatikoita 1800-luvulle tultaessa. Etenkin niin kutsutun pa-
ralleeliaksiooman uudet tulkinnat synnyttivit epdeuklidisena geometriana tunnetun
matematiikan haaran [6]. Myos tavallinen geometria pysyi matemaatikkojen huulilla,

ja siité oli kiinnostunut erds suuri matemaatikko nimeltd David Hilbert (1862-1943).
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Vuonna 1899 Hilbert julkaisi teoksen Grundlagen der Geometrie, jossa hén aksioma-
tisoi tdysin Eukleideen geometrian sekd osoitti sen ristiriidattomuuden vedoten re-
aalilukujen ristiriidattomuuteen [18, §3.3|. Témén lisdksi vuonna 1900 Hilbert esit-
teli toisessa matemaatikkojen maailmankonferenssissa 23 matemaattista ongelmaa,
jotka odottivat ratkaisuja tai lisdselvityksid |17, s. 18|. Kolmas ongelma koski reaa-
lilukujen ristiriidattomuustodistuksen esitystd. Vuosikymmenen vaihtuessa Bertrand
Russel (1872-1970), joka tunnetaan Russelin paradoksistaan |14, s. 21|, sekd Alfred
North Whitehead (1861-1947) julkaisivat massiivisen kolmiosaisen teoksen Principia
Mathematican, jossa he onnistuivat formalisoimaan logiikan kielelle aritmetiikan eli
luonnollisten lukujen ominaisuudet ja laskutoimitukset [17, s. 21|. Tamé& antoi uskoa
Hilbertille, ettd matematiikan taydellisyys palautuisi luonnollisten lukujen ristiriidat-
tomuuteen, joka voitaisiin todistaa Russelin ja Whiteheadin esittdmén formalisaation
perusteella [22, s. 26].

Hilbertin yksi oivalluksista oli myos niin kutsutun metamatematiikan tai todis-
tusteorian késitteen keksiminen [17, s. 23|. Metamatemaattinen viite sanoo jotain
olennaista matematiikan luonteesta tai sen ominaisuuksista |18, §4.2.1|. Esimerkiksi
lause “5+5=10" on puhdasta matematiikkaa, mutta lause “5+5=10 on totta” on me-
tamatemaattinen viite. Todistaessaan predikaattilogiikan taydellisyyden Godel valoi
uskoa Hilbertin vaatimalle koko matematiikan tdydellisyystodistuksen l6ytymiselle.
Sama mies tuli kuitenkin murskaamaan Hilbertin haaveet lopullisesti. Principia Mat-
hematicassa formalisoitu aritmetiikan kieli oli riittdvin vahva imitoimaan Hilbertin
esittdmid metamatemaattisia viitteitd, jotka kertoivat jotain matematiikan olemuk-
sesta itsestddn. Téllaisen viitteen Godel onnistui lopulta konstruoimaan seki osoit-
tamaan aritmetiikan epétédydellisyyden [18, §4.2.1].

Tama tutkielma rakentuu siten, ettd ensimmaisessd luvussa esitellddn primitiivi-
rekursiiviset funktiot ja joukot sekd RA-kieli. RA-kielen ohella primitiivirekursiiviset
funktiot ovat erittdin olennaisessa roolissa epéitiydellisyyslauseita todistaessa. Pri-
mitiivirekursio on erdénlainen mittari, jonka avulla esimerkiksi paattelyjonon pituus
voidaan pitdd tietyilla oletuksilla hallinnassa.

Toisessa luvussa esitelldadn Godelin keskeiset tulokset: Godel-numerointi, pait-
telyn primitiivirekursiivisuus sekd ensimmaéinen ja toinen epataydellisyyslause. Epa-
taydellisyyslauseiden todistukset on pyritty esittdméiédn siten, ettd matemaattisten
tdsmallisten todistusten ympérille on punottu helpommin ymmarrettavia selityksia
lauseiden merkityksesté esimerkkien ja intuition pohjalta.

Viimeisessd luvussa pohditaan Godelin tulosten seurauksia ja mahdollisia kor-

jausyrityksid koko matematiikan taydellisyyden tavoittelussa. Tutkielman merkinnét
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ovat pédosin Lassi Kuritun Jyviskyldn yliopistossa kirjoittamasta luentomonistees-
ta sekd sen liitteestd, joista on luettavissa myos useiden lauseiden sekd maéiritelmien
tasmaélliset todistukset ja esitykset [12], [15]. Koska RA-kieli perustuu predikaatti-
kielten pohjalle, tarvittavina esitietoina voidaan pitda erinomaista propositio- seka
predikaattikielten hallintaa.

Godelin saavutuksia ei tule missddn nimessd viheksyéd. Usein niiden katsotaan
olevan jopa Einstein suhteellisuusteoriaan verrattavissa olevia merkkipaaluja tieteen-
historiassa [17, s. 33|. Ja onpa Gddel valittu Time-lehden artikkelissa 1900-luvun
sadan merkittdvimmé&n henkilén joukkoon, merkittdvimpand matemaatikkona [3, s.

7).



LUKU 1
Primitiivirekursio ja RA-kieli

1.1. Primitiivirekursiiviset funktiot ja joukot

Téssé tutkielmassa sovitaan, ettd N = {0,1,2,3,...} eli myos luku nolla kuuluu
luonnollisten lukujen joukkoon. Lisiksi, kun k > 1, médritellidin N* = {(ny, no, ..., ny) |
n; € N kaikille i = 1,2, ..., k} sekd merkitdin N* = N x N/, kun k =i+ j. Jos k = 1,
niin N¥ = N! = N sekd miritellddin erityisesti N* = N° = {0}, kun k = 0.

Lahdetaén liikkeelle primitiivirekursion méarittelysta.

MAARITELMA 1.1. Olkoon k € N,k > 1 ja olkoot kuvaukset ¢ : N* — N seki
h : N**2 — N. Olkoon vield kuvaus f : N**! — N. Jos kuvaus f on saatu kuvauksista

g ja h siten, ettd

(1) f(z1, 29, ..., 2, 0) = g(x1, 2o, ..., 1) kaikille (z1, 79, ..., 2%) € N¥ ja

(2) f(x1, 20,y xp,y+ 1) = h(wy, 2o, .., Ty ¥, f (21, o, ooy Ty Y))
kaikille (z1, s, ..., 2y, y) € NFFL,

sanotaan, ettd f on saatu primitiivirekursiolla kuvauksista ¢ ja h sekd merkitdan
f=RI(g,h).

Kun &k = 0, N¥ = N° = {0}, jolloin kuvaus g : {0} — N on vakio, eli g =
9(0) = ¢ € N. Tallgin, jos kuvaus f : N — N on saatu vakiokuvauksesta g(0) = ¢ ja
kuvauksesta h : N> — N siten, etti

(3) f(0) =g(0) =cja
(4) fly+1)=h(y, f(y)) kaikille y € N,

sanotaan, ettd f on saatu primitiivirekursiolla vakiosta c sekd kuvauksesta h.

Primitiivirekursiota muodostettaessa on heti tirkedd huomioida kuvauksien g, h
ja f dimensiot. Muodostuva (k+1)-dimensioinen kuvaus f tarvitsee syntyédkseen vélt-
tdmétta k-dimensioisen kuvauksen g sekd (k + 2)-dimensioisen kuvauksen h. Kuvaus

f muodostuu siis ikddn kuin kuvauksien ¢ ja h dimensioiden valiin.

ESIMERKKI 1.2. Olkoon kuvaukset g : N — N, g(z) = zsekd h : N* — N, h(z,y,2) =
z+1. Téllsin luonnollisten lukujen yhteenlasku, eli kuvaus f : N> — N, f(z,y) = z+v,
5
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on saatu primitiivirekursiolla kuvauksista g ja h, silld

f(z,0) =2+ 0=2 = g(z) kaikille z € N ja
fry+) =2+ @y+1)=(x+y)+1=hlx,y,z+y)=h(z,y, f(z,y)) kaikille z,y € N?.

Maéaritelma 1.1 kertoo, millainen matemaattinen toiminto primitiivirekursio on.
Se ei siis suoraan vastaa kysymykseen, millaiset funktiot ovat primitiivirekursiivisia.
Maéritellisin seuraavassa neljd jatkon kannalta erittdin olennaisissa rooleissa olevaa
funktiota. Nama funktiot ovat my6s primitiivirekursiivisten funktioiden ja sitd myo-

den primitiivirekursiivisten joukkojen pohjana.

MAARITELMA 1.3. Merkitdan symbolilla z nollakuvausta z : N — N, missi

(1) z(x) = 0 kaikille z € N,
symbolilla s seuraajakuvausta s : N — N, missi

(2) s(z) = v+ 1 kaikille x € N,
sekii symbolilla 7F projektiokuvausta 7% : N¥ — N, 1 <4 < k, missi

(3) mF(z1, w9,y oy 4, .o, ) = 1y kaikille (21, o, ..., 74, ..., 71) € N.
Lisiksi, jos k > 0,m > 1 sekéi on olemassa kuvaukset  : N™ — Nja g; : N¥ — N, i =
1,2, ..., m, merkitifin symbolilla c(h; g1, go, ..., gm) kuvausta N¥ — N, missi

(4) c(h; g1, g2y ey Gm)(T1, Tay oy T ) =

hgr (1, @2y ooy k), g2(T1, T2y ooy Tk ),y ooy G (X1, Ty ooy T))

kaikille (21, s, ..., z) € NF.

Nollakuvauksen seké seuraajakuvaksen avulla voidaan kiyda ldpi kaikki luonnol-
liset luvut: nollakuvaus kuvautuu aina nollaksi seké seuraajakuvauksen arvo s(z) > 1
kaikille z € N. Projektiokuvauksella voidaan jokin ldhtdjoukon piste (xy, ..., z;, ..., xg) €
N* kuvata koordinaatiksi z;. Kun k = i = 1, saadaan tavallinen identtinen kuvaus
7 N = N, id := 7} (z) = =

Kuvauksella (4) merkitdén yhdistettyd kuvausta. Myos tdméan kuvauksen madrit-
telyssd kuvauksien dimensioiden taytyy sopia yhteen. Ensin muodostetaan kuvaukset
gi : N¥ — N samalle k kaikille i € {1,2,...,m}. Koska kuvauksia g; on m kappaletta
sekd niiden maalijoukot ovat joukossa N, viistdméittd kuvauksella A tullaan kuva-
tuksi m-dimensioinen vektori, jonka maalijoukoksi asetetaan N. Tavallinen yhdistetty

kuvaus saadaan arvolla m = 1. T&lloin

c(h; g) (1,9, ..., x)) = hog(xy, xa, ..., x) = h(g(z1, 29, ..., %)) : N* — N.
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Nyt ollaan valmiita méaritteleméan tarkasti, mitkd funktiot ovat primitiivirekur-
siivisia. Ne méadritelladn pienimpéand mahdollisena funktiojoukkona, jonka alkiot ovat

madritelmien 1.1 sekd 1.3 muotoa olevia funktioita.

MAARITELMA 1.4. Merkitdéin F = {f | f on kuvaus f : N* — N jollekin k& € N}.

Magritelladn A joukon F' osajoukoista koostuvana joukkona siten, etté
A={W C F | W toteuttaa ehdot (i)-(v)}, missa

(i) z e W,
(ii) s € W,
(iii) 7F € W kaikille 1 <i < k € N,
(iv) jos g, h € W siten, ettd f = R(g, h) voidaan muodostaa, niin f = R(g,h) €
W ja,
(v) jos h, g1, g2, ..., gm € W siten, etta c(h; g1, ga, -, gm) voidaan muodostaa, niin
c(h; 91,92, ., gm) € W.
Téalloin méaritelladn
Ry= () WCF,
WeA
missd Ry on primitiivirekursiivisten funktioiden joukko, jonka alkioita ovat primitii-

virekursiiviset funktiot.

HuoMAUTUS 1.5. Méiritelmén 1.4 ehtojen (i)-(iii) nojalla funktiot z, s sekd ¥
kaikille 1 < i < k € N, ovat triviaalisti primitiivirekursiivisia. Edelleen ehdon (iv) no-
jalla madritelmén 1.1 avulla saadut funktiot f = R(g, h) ovat primitiivirekursiivisia.
Myos ehdon (v) nojalla mééritelméssa 1.3 esitetty yhdistetty kuvaus (4) on primi-
tiivirekursiivinen. Néiden liséiksi vakiokuvaus f : N¥ — N,k > 1, f(z) = ¢ € N, on
primitiivirekursiivinen [12, Lause 1.6], [15, s. 3|. Myds tavanomaiset laskutoimituk-
set, yhteenlasku, + , seké kertolasku, - , ovat primitiivirekursiivisia [12, Lause 1.7
ja Lause 1.10], [15, s. 3-5].

HuOMAUTUS 1.6. Myds potenssiinkorotus, eli kuvaus f : N> — N, f(z,y) = 2v
kaikille (x,y) € N, on primitiivirekursiivinen [12, Lause 1.11], [15, s. 5]. Vidhennys-
laskun tapauksessa laskutoimitus taytyy maéadritelld siten, etté tulos pysyy luonnollis-
ten lukujen joukossa, jotta laskutoimitus saadaan primitiivirekursiiviseksi. Maaritel-
ladnkin laskutoimitus +, jota kutsutaan rajoitetuksi vihennyslaskuksi siten, ettd

r—y, josx >y

r——y= .
0 jos x < y.
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Talloin kuvaus h : N2 — N, h(z,y) = = + y kaikille (z,y) € N, on primitiivirekursii-
vinen [12, Lause 1.13|, [15, s. 6-7].

Huomautusten 1.5 sekd 1.6 nojalla kaikki mé&aritelméan 1.1 avulla saadut funk-
tiot ovat primitiivirekursiivisia. Edelld myos esiteltiin, etté ldhes kaikki tavalliset las-
kutoimitukset tuottavat primitiivirekursiivisia funktioita, jolloin myos kaikki niiden
johdannaisfunktiot ovat primitiivirekursiivisia. Vaikka primitiivirekursiivisia funktioi-
ta on olemassa ddreton mdiird, on joukko Ry kuitenkin vain numeroituva. Toisaalta
madritelmén 1.4 kaikkien funktioiden joukko F' voidaan osoittaa olevan ylinumeroi-
tuva, joten myos ei-primitiivirekursiivisia funktioita on oltava olemassa ylinumeroi-
tuvasti |28, s. 31].

Konkreettisia esimerkkejé téllaisista ei-primitiivirekursiivista funktioista on kui-
tenkin suhteellisen vaikea konstruoida. Yksi téllainen on niin kutsuttu Ackermannin
funktio, jonka ei-primitiivirekursiivisuus johtuu viime kidessé siitéd, ettd sen arvot
kasvavat huomattavan paljon nopeammin kuin minkdén primitiivirekursiivisen funk-
tion [4, s. 52|. Ackermannin funktion kasvunopeudesta saa jonkinlaisen kisityksen
vertaamalla sitd esimerkiksi eksponenttifunktioihin. Koska huomautuksen 1.6 nojal-
la kaikki luonnollisten lukujen eksponenttifunktiot ovat primitiivirekursiivisia, tdy-
tyy Ackermannin funktion ei-primitiivirekursiivisena kasvaa vield titdkin nopeam-
min. Ackermannin funktion ei-primitiivirekursiivisuuden todistus 16ytyy esimerkiksi
alkuperiisldhteestd |1, s. 118—133|. Kattava esitys funktion kiyttdytymisesta 16ytyy
myos Péterin artikkelista |24, s. 42—60)|.

Primitiivirekursiivisten seké ei-primitiivirekursiivisten funktioiden suhdetta voi-
daan verrata esimerkiksi algebrallisten ja transkendenttisten lukujen suhteeseen. Al-
gebrallisia lukuja on vain numeroituva méara, kun taas transkendenttisia lukuja voi-
daan 16ytaa ylinumeroituvasti [20, s. 3—4]. Kuitenkin konkreettisia transkendenttisia
lukuja osataan esittdd suhteellisen vihéan |20, s. 213, 238—-239|.

Maadritelladn seuraavassa primitiivirekursiivinen joukko primitiivirekursiivisten funk-

tioiden avulla.

MAARITELMA 1.7. Olkoon A C N¥, k > 1. T4llsin joukko A on primitiivirekur-

siivinen, jos sen karakteristinen funktio x4 : N¥ — {0, 1},

1, kun x € A,
0, kunz ¢ A,

xa(r) =

on primitiivirekursiivinen.
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Esimerkiksi joukkojen () € N¥ sekii N* karakteristiset funktiot ovat vakioita mii-
rittelyjoukoissaan, joten huomautuksen 1.5 nojalla ne ovat primitiivirekursiivisia jouk-
koja. Myos tavalliset joukko-operaatiot tuottavat primitiivirekursiivisilla joukoilla pri-
mitiivirekursiivisia joukkoja [12, Lause 1.15|, [15, s. 7-8].

Seuraavassa madaritelladn vield yksi tdrked primitiivirekursiivinen kuvaus. Sita

kutsutaan rajoitetuksi minimalisaatioksi p4 joukosta A.

MAARITELMA 1.8. Olkoon A C NFtL k& > 1 sekdi (2q,...,7x) € N¥ jay € N.

Miiéritellidn kuvaus py : N¥F1 — N,

min{z | (z1,...,2x,2) € A}, jos on olemassa luku z € N siten,
pa(re, ..o, Tp, y) = ettd z <y sekd (xq,...,xp,2) € A,

0 muulloin.

Talloin funktio p4 on saatu rajoitetulla minimalisaatiolla joukosta A.

Kun £ = 0, mééritelméa tulee muotoon

min{z | z € A}, jos on olemassa luku z € N siten,
paly) = ettd z < y sekd z € A,

0 muulloin.

Maéaritelmén 1.8 avulla konstruoidut kuvaukset todella ovat primitiivirekursiivisia.

Sen kertoo seuraava huomautus.

HUOMAUTUS 1.9. Jos joukko A C N*¥*1 L > 0, on primitiivirekursiivinen, niin

myos kuvaus 4 on primitiivirekursiivinen [12, Lause 1.25].

Tutkitaan seuraavan esimerkin avulla, miten rajoitetun minimalisaation mééritel-

méan 1.8 funktio pa kiyttaytyy.

ESIMERKKI 1.10. Olkoon A = {(z,y) € N? | z < y}. Jos x < y, niin (z,y) € A,
joten on olemassa jokin luku z € N siten, ettd z < y ja (x,z) € A (ainakin luku
z = y toteuttaa tdméin). Miké on pienin téillainen luku z € N, jolle (z,z) € A? Pienin
luonnollinen luku z, joka toteuttaa joukon A madritelmén ehdon z < z on tietysti
luvun = € N seuraaja eli luku z = x + 1 € N. Toisin sanottuna min{z | (z,2) € A} =

x + 1. Tallsin siis puy : N2 — N,

r+1, josx <y
pa(z,y) =
0 muuten.
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Esimerkissd 1.10 on olennaista joukon A madritelmén ehto x < y. Minimali-
saation arvoa ldhdetddn etsimédin joukosta A, joka on ylhdaltd rajoitettu luvulla
y. Médritelmén 1.8 minimalisaation avulla voidaan kiyd& kaikki luonnolliset luvut
z =0,1,2,...,y jarjestyksessd lapi aina lukuun y saakka. Jos minimia ei 10ydy tés-
ta ddrellisestd joukosta, toisin sanottuna joukko B = {z < y | (z,2) € A} sattuu
olemaan tyhja, asetetaan funktion w4 arvoksi 0, kun kaikki luvut on kayty ldpi. Olen-
naista on ndiden tarkastelujen z = 0,1,2, ...,y ddrellinen méiara, mikd seuraa viime
kiidessé siita, ettd joukolla A on olemassa jokin yliraja y. Maksimissaan niita tarkas-
teluja tulee olemaan luku nolla mukaan lukien yhteensa y 4+ 1 kappaletta. Téllainen
tarkastelu on aina mahdollista suorittaa periaatteellisella tasolla (riippuen joukosta
A ja rajan y suuruudesta) ainakin, jos kiytossd on tehokkaita tietokoneita.

Tehokkaat tietokoneetkaan eivit osaisi valttdmatta laskea joukon B minimid, jos
joukko A ei olisi ylhaalta rajoitettu. Ongelmalliseen tilanteeseen paddyttiisiin eten-
kin, jos joukko B sattuisi olemaan tyhji. Talloin luvun z tarkasteluita jaatéisiin te-
kemédn ikuiseen silmukkaan, ja pyrittiisiin etsiméidn ddrettomyyksiin saakka mini-
mid joukosta, jossa sitd ei itse asiassa olisi edes olemassa (titd ei siis ennalta vield
tiedetd!). Toisaalta, vaikka ylh#élta rajoittamattomalla joukolla A sattuisi olemaan
minimi, voitaisiin tdma saavuttaa vasta jollain mielivaltaisen suurella luvulla z, jonka
suuruusluokasta ei alun perin olisi minkéénlaista késitysta.

Olennaista on siis, ettd funktiolle p4 saadaan laskettua arvo jollain airellisella
toimenpiteelld. Kuten méiritelméstd 1.8 ndhdian, funktiolle ;14 nditi arvoja on aina
tasmalleen kaksi. Funktion arvoksi saadaan 0 ainakin silloin, kun y = 0 tai jos minimié
ei 16ydetd joukosta C' = {z | (x4, ..., 7k, 2) € A}. Jos y > 1 ja minimi l6ydetddn joukos-
ta C, funktio p4 ikddn kuin hyppéé tahdn minimiin zy,;, = min{z | (xq, ..., 2, 2) € A}
jollain z = 0,1, 2, ..., y, jonka jilkeen funktio pysyy vakiona.

Toki my6s rajoittamaton minimalisaatio voidaan méaritelld. Téllaisessa minima-
lisaatiossa ehtona on, ettd minimid haetaan sellaisesta joukosta A, jolle varmasti tie-
detddn minimin 16ytyvin [27, M&dritelmi 3.14|. Toisaalta rajoittamattoman mi-
nimalisaation avulla voidaan my6s méiaritelld rekursiiviset funktiot ja huomata, etta
kaikki primitiivirekursiiviset funktiot ovat rekursiivisia |28, s. 41-43|.

Edella mainittu Ackermannin funktio voidaan osoittaa olevan rekursiivinen, mut-
ta madritelméin 1.1 mukaista esitysta sille ei voida muodostaa [4, s. 46—47, 194|.
Taméin nojalla rekursiivisten funktioiden joukko on laajempi kuin primitiivirekursii-
visten funktioiden joukko. Primitiivirekursiivisten ja rekursiivisten funktioiden vélis-
td eroa voidaan vield teroittaa erittelemélld funktioiden arvojen laskemiseen kulu-

vaa aikaa. Koska rajoittamattoman minimalisaation minimin etsimiseen voi lukujen
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z =0,1,2,... ddrettomin tarkastelujen méairdn nojalla kulua ennalta méaraddmaton
aika, myoskadn rekursiivisten funktioiden, jotka eivit ole primitiivirekursiivisia, rat-
kaisuihin kuluvaa aikaa ei osata ennalta arvioida. Primitiivirekursiivisille funktioille
tallainen arvio pystytddn tekeméaén |28, s. 43].

Primitiivirekursiivisten joukkojen tilanne on samankaltainen kuin primitiivirekur-
siivisten funktioiden. Maaritelmén 1.7 sekd primitiivirekursiivisten funktioiden joukon
numeroituvuuden perusteella on selvidi, ettd myos primitiivirekursiivisten joukkojen
joukon on oltava vain numeroituva. Toisaalta Cantorin diagonaalin esityksen perus-
teella esimerkiksi numeroituvasti ddrettémén joukon N potenssijoukko eli joukon N
osajoukkojen joukko on ylinumeroituva, joten selviisti myds joukon N* osajoukkojen
joukko on ylinumeroituva [9, s. 15—-27|. Tamén perusteella ei-primitiivirekursiivisia
joukkoja on myos olemassa ylinumeroituvasti. Kuten ei-primitiivisten funktioiden ta-
pauksessa, esimerkin antaminen téllaisesta joukosta on haastavaa mutta tutkielman
luvussa 2 tullaan esittdméaidn muutama téllainen joukko sivutuotteena Godelin tyon

tuloksista.

1.2. RA-kieli

1.2.1. RA-kielen syntaksi. RA-kielen aakkosto perustuu predikaattikielen poh-
jalle siséltden samat loogiset konnektiivit, sekii samankaltaisesti kiiyttaytyvid muuttuja-
ja vakiosymboleita. Téassé kielessd tarvitaan lisiksi symboleita, jotka imitoivat edelld
esitettyja primitiivirekursiivisia funktioita sekd lukujen yhtasuuruutta. Maaritelldan

RA-kielen aakkosiksi seuraavat symbolit:

MAARITELMA 1.11. RA-kielen aakkosia ovat symbolit

Z, joka imitoi nollakuvausta z : N — N, z(z) = 0 kaikille z € N,
S, joka imitoi seuraajakuvausta s : N — N, s(z) = x + 1 kaikille x € N,
¥ 1 <i <k, jotka imitoivat projektiokuvauksia 7% : N¥ — N,
(..., Ty, o) = x; kaikille (24, ..., 24, ..23) €N,
R, joka imitoi primitiivirekursiota,
C, joka imitoi kuvausten yhdistetta,
Vo, joka imitoi vakiosymbolia eli lukua 0 € N,
Tp,n €N, jotka vastaavat muuttujasymboleita,

=3 joka imitoi luonnollisten lukujen N yhtédsuuruutta “n = m” seki

—, [,¥, [,],(ja), joiden merkitys on vastaava kuin predikaattikielissé.

Kuten predikaattikielissé, aakkosista muodostettuja ddrellisi jonoja kutsutaan

sanoiksi. Predikaattikielissd kaavojen muodostaminen onnistuu suoraan aakkosten
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ja sanojen médrittelyjen avulla, mutta RA-kielessd tilanne on hieman monimutkai-
sempi. RA-kielessé esiintyy useita sanoista muodostettuja erityyppisid rakennejono-
ja, jotka kaikki mééritellddn hiukan toisistaan poikkeavalla tavalla. Nama erotellaan
funktiosymboli-, termi- seké kaavarakennejonoiksi. Ennen kuin funktiosymboliraken-
nejonoja voidaan lahted madrittelemadn, taytyy ensin tietdd, kuinka pelkat funktio-
symbolit rakentuvat.

R A-kielessé funktiosymbolit méaéritellain tarkasti rekursion avulla, jolloin saadaan
méadrattya yksikésitteiset n-paikkaiset funktiosymbolit F' € F(m,n) C {RA-kielen sanat}
[12, M&iritelmi 2.1 ja Lause 2.4], [15, s. 31-32]|. Joukko F(m,n) on kaikkien
RA-kielisten sanojen osajoukko sekd m > 1 on rekursiossa tarvittava indeksiluku.
Luku n ilmoittaa joukkoon F(m,n) kuuluvien funktiosymboleiden F' paikkaluvun.

Funktiosymboleiden tarkan rekursiomééritelmén nojalla voidaan ndhda, etté funk-
tiosymboleita on viittd erilaista tyyppid. Nama vastaavat ldhes méaaritelméassi 1.11
esiintyvid aakkosia. Esitetdin ndméa funktiosymbolityypit seuraavassa maéritelméksi

tiivistetyssd muodossa.

MAARITELMA 1.12. Jokainen n-paikkainen funktiosymboli F' on yksikisitteisesti
joko tyyppid
(1) F=Z, missi n =1 tai
(2)
(3) F =1I%,1 <i < k, missi n = k tai
(4) F = (RGH), missé G on (n — 1)-paikkainen ja H (n + 1)-paikkainen funk-
tiosymboli tai
(5) F = (CHG,Gs...G,), missd H on g-paikkainen seki Gy, G, ..., G, n-paikkaisia

funktiosymboleita.

F =5, missi n =1 tai

Yksikésitteisyys takaa sen, ettd F' ei voi olla yhtd aikaa useampaa tyyppid oleva
symboli. Liséksi, jos F' on funktiosymboli, on sen oltava jotain muotoa (1)-(5) oleva
symboli. Siis jokainen funktiosymboli F' edustaa tdsméalleen vain yhtd funktiosymbo-
lityyppié kerrallaan [12, Huomautus 2.3 ja Lause 2.4|, [15, s. 31-32|. Nyt funk-
tiosymbolirakennejono voidaan mééritelld, kun tiedetddn millaisia funktiosymboleita

on olemassa.

MAARITELMA 1.13. Olkoon F' funktiosymboli. Maaritelldan funktiosymbolin F
funktiosymbolirakennejonoksi direllinen jono Fi, Fs, ..., F,, funktiosymboleja siten,
ettd F,,, = F ja kaikille i € {1,2,...,m} pétee joko

(1) F, = Z tai
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(2) F; = S tai

(3) Fi=1I7,1 < j <n tai

(4) on olemassa j, k € {1,2,....,i — 1} ja n > 1 siten, ettd F; on n-paikkainen ja
Fy (n+ 2)-paikkainen sekd F; = (RF;F},) tai

(5) on olemassa j, ki, ke, ...,k € {1,2,...,i — 1} jan > 1 siten, ettd F; on [-
paikkainen ja funktiosymbolit F, n-paikkaisia sekd F; = (C'F;Fy, Fy,...Fy,).

ESIMERKKI 1.14. Olkoon F' = (C(CST3)(RZIT3)(CZI13)). Tallsin funktiosym-

bolille F' voidaan muodostaa rakennejono:

=S ehto (2) (1-paikkainen funktiosymboli)
F, =112 ehto (3) (2-paikkainen)
Fs=7 ehto (1) (1-paikkainen)
Fy =113 ehto (3) (3-paikkainen)
F5 =113 ehto (3) (3-paikkainen)

Fs = (CSII}) Fy + F>+ ehto (5) (2-paikkainen)
F; = (RZIL3) Fs+ Fy+ ehto (4) (2-paikkainen)
Fy = (CZ113) F;3+ Fs+ ehto (4) (2-paikkainen)
Fy=F Fs + Fr + Fs+ ehto (5) (2-paikkainen).

Kuten esimerkistd 1.14 voi huomata, funktiosymbolien paikkalukujen taytyy so-
pia yhteen, kun méadritdin rakennejonojen osia miiritelmén 1.13 ehtojen (4) ja (5)
avulla. Esimerkiksi kohdassa Fg funktiosymbolin Z paikkaluvun ollessa 1, tiytyy sita
seuraavan funktiosymbolin II3 paikkaluvun olla tisméilleen 3. T&lldin syntyvéin ra-
kennejonon osan Fg paikkaluvuksi tulee automaattisesti 2. Samantyyppinen funktion
viliin muodostuminen tapahtui méiritelméssd 1.1 funktion f kohdalla. Funktiosym-
boli R imitoi juuri primitiivirekursiota, joten intuitiivisesti taytyykin tapahtua edell&
mainitulla tavalla.

Vastaavasti yhdistetta imitoivan funktiosymbolin C' tapauksessa funktiosymbolien
paikkalukujen taytyy sopia yhteen, kuten mééritelmén 1.3 kohdassa (4). Esimerkissi
1.14 tama voidaan konkreettisesti havaita kohdissa Fg, Fy ja Fy. Lisidksi esimerkin 1.14
nojalla voi uskoa, ettd mielivaltaisen funktiorakennejonon sanan Fj, i € {1,2,...,m}
tulee myos itsessdédn olla aina funktiosymboli.

Jos funktiosymbolit F' vastaavat intuitiivisella tasolla “tavallisia” funktioita f, voi-
daan termien t ajatella vastaavan naihin funktioihin asetettavia vakio- tai muuttuja-
symboleja tai ndiden funktioiden f saamia arvoja. Termien ¢t voi niin ollen ajatella

edustavan esimerkiksi “tavallisia” muuttujia x,y tai z sekd “tavallisia” vakioita 0,15
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tai a. Edelleen esimerkiksi termin F(vy) voidaan ajatella edustavan funktion f ar-
voa pisteessé 0 eli arvoa f(0). Asetetaan seuraavassa termin ¢ rakennejono téllaiseen

intuitioon pohjautuen.

MAARITELMA 1.15. Olkoon t RA-kielinen sana. Sanan t termirakennejono on &4-
rellinen jono ty, t, ..., t,,, RA-kielen sanoja siten, etté t,, = t ja kaikille i € {1,2,...,m}
patee joko

(1) t; = vp tai
(2) t; =z, jollekin n € N tai
(3) on olemassa ji,j2, .., jn € {1,2, ..., — 1} ja n-paikkainen funktiosymboli F’
siten, ettd t; = F'(t;,t),...t;,).
Sanotaan, ettd t on termi, jos sille 10ytyy termirakennejono.
Kuten funktiosymbolien tapauksessa, my0s jokaisen termin ¢ on oltava yksika-

sitteisesti jotain mééritelmédn 1.15 tyyppid (1)-(3). Lisdksi on selvid, ettd jokaisen

termirakennejonoon kuuluvan sanan t;, i € {1,2,...,m}, tiytyy olla termi.

ESIMERKKI 1.16. Olkoon ¢ = (C'STI3)(S(vo)II3(z122)). Termille ¢ voidaan muo-

dostaa termirakennejono, missé

tl = V9 ehto (1)
ty = a1 ehto (2)
t3 = X9 ehto (2)

ty = S(vo) t1+ ehto (3) (S on 1-paikkainen funktiosymboli)

ts = [13(z1x9) to + t3+ ehto (3) (113 on 2-paikkainen)

te =1 ty + t5+ ehto (3) ((C'STI2) on 2-paikkainen).

Edelli esitettyihin rakennejonoméiritelmiin perustuen voidaan lopulta esittad RA-
kielen kaavarakennejonon méaéritelma, joka on lihes vastaava kuin predikaattikielissa.

Olennainen ero tulee ainoastaan atomikaavan médrittelyssa ehdossa (1).

MAARITELMA 1.17. Olkoon A RA-kielinen sana. Sanan A kaavarakennejono on
dérellinen jono Aq, As, ..., A,, RA-kielen sanoja siten, ettd A,, = A ja kaikille i €
{1,2,...,m} pétee joko

(1) A; = [t = s, missé ¢ ja s ovat termeji tai

(2) A; = f tai

(3) on olemassa j, k € {1,2,...,1 — 1} siten, ettd A; = [A; — A;] tai

(4) on olemassa j € {1,2,...,4 — 1} ja muuttujasymboli = siten, ettd A; = VzA;.

Sanotaan, ettd sana A on kaava, jos sille 10ytyy kaavarakennejono.
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Lyhennysmerkinnit —, V, A, <> sekdi 3 méaaritelliin RA-kielessd vastaavasti kuin
predikaattikielissd [13, s. 16—17, 57]. RA-kielessd tarvitaan myos uutta merkintaa
2%, joka intuitiivisesti vastaa luonnollisten lukujen erisuuruutta merkitsevid symbolia

n # m. Méaaritellddn tdmé lyhennysmerkinté negaation avulla, ja asetetaan

[t 5] =t # 5] = (1t £ 5] = 1]

missa ¢ ja s ovat mielivaltaisia termeja.

Kuten méaéritelméstd 1.11 ndhdain, RA-kielen aakkoset sisdltdvat vain yhden ai-
noan vakiosymbolin vy. RA-kielessd kiytetddin kuitenkin myds symboleja v,,, missi
n € N. Namé maéiritelldadn rekursiivisesti ladhtien lukua 0 imitoivasta symbolista vg.
Tamén jélkeen oletetaan rekursiivisesti, ettd symboli v,_1,n > 1, on jo mééritelty.

Seuraavaksi voidaan asettaa symboli v, siten, ettd

U i = S(vp—1) = S(S(...5(vp)...)).

Talloin v,, on rekursioperiaatteen nojalla hyvin mééritelty kaikille n € N. Lisdk-
si induktiolla ndhdéidn, ettd jokainen v, on termi. Nyt jokaista luonnollista lukua
0,1,2,...n kohden saadaan vastaamaan symboli vy, vy, Vs, ..., v,, silld S imitoi seuraa-

jakuvausta x — x + 1. Téll6in ndhd&dan, etti

Vo imitoi lukua 0 € N,
vy = S(vp) imitoi lukua “vg + 17 eli lukua 0+ 1 =1 € N,
vy = S(vy) imitoi lukua “v; + 1”7 eli lukua 1 +1=2 € N,

vp = S(v,—1) imitoi lukua n € N.

RA-kielen aakkoston projektiokuvauksen I1¥,1 < i < k sekii muuttujasymbolin
Tn, n € N méidritelmien nojalla aakkostoon kuuluu déretén méird symboleja. Jat-
kossa tallainen méarittely tulisi tuottamaan hankaluuksia Godel-lukujen maérittelys-
sé, joten muutetaan aakkostoa 1.11 lisdédmalld sithen symboli |. Korvaamalla luvut
i,k,n € N vastaamaan symbolin | lukuméiria saadaan aakkosien lukumé&érd darelli-

seksi. Téll6in saadaan symbolit
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x1 vastaamaan symbolia (z]),
xe vastaamaan symbolia (z||),

xr3 vastaamaan symbolia (z||),

r, vastaamaan symbolia (z||....||).

——
n kpl

Lisaksi saadaan esimerkiksi

I} vastaamaan symbolia (|II]),
[1? vastaamaan symbolia (]|II]),

[12 vastaamaan symbolia (||IT]),

[1¥  vastaamaan symbolia (||....|| IT]]....]|).
~—— =
k kpl 1 kpl
Myos sulut,( ja ), kuuluvat esimerkiksi symbolin x; = (z|) uuteen madritelméén.
Toisaalta tarpeettomina jatkossa sulut saatetaan jattad pois esimerkiksi rakennet-
taessa funktiosymbolia. Téll6in esimerkissé 1.14 esiintyva funktiosymboli F' voitaisiin

my0s kirjoittaa muotoon
F = (C(CSIE)(RZIE)(CZI)) = COSNERZIIZC Z1T;.

Tosin sulut yleensd auttavat selkiyttamaéain funktiosymbolin rakennetta varsin-
kin, jos funktiosymboli sisédltdé useita sisikkaisia funktiosymboleita. Pilkulla on myés
tapana erotella termeji toisistaan termirakennejonon mééritelmén 1.15 ehdossa (3).
Tallainen merkintd on jo tuttua tavallisten funktioiden tapauksessa. Nyt esimerkki

1.16 voitaisiin myo6s kirjoittaa muodossa
t= (CSH%)(S(’U(OH%(.Z’LI'Q)) = CSH%(S(UO), H%(l’l, 1'2))

Termirakennejonoon liittyvat sulut kuuluvat kuitenkin yh& termin ¢ esitykseen,
eikd niitd ole syyta jattda pois. Lisdksi on hyva painottaa, ettd pilkku ei sisdlly RA-
kielen aakkostoon. Se on mukana vain merkintji seké lukumukavuutta selkiyttdmés-
si. Predikaattikielen tapaan myos kaavoissa uloimmat hakasulkeet on tapana jattaa
pois esityksesté, toisin sanottuna on yhtépitavad kirjoittaa [A — B] = A — B.

Kvantifikaation vaikutusalue rajataan RA-kielisessa kaavassa vastaavasti hakasul-
keiden avulla, kuten predikaattikielissiikin [13, s. 59]. MyGs vapaat ja sidotut muut-
tujat x méadritellidn RA-kielessd tidsmélleen samalla tavalla kuin predikaattikielissi
[13, M&dritelma 3.2|.
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Sijoitus méadaritellain RA-kielessé intuitiivisella tasolla samaan tapaan kuin pre-
dikaattikielissd, mutta muutamia perustavanlaatuisia eroja kuitenkin 16ytyy. Predi-
kaattikielissé voidaan sijoituksen S?(A) avulla vaihtaa vain mielivaltaisen kaavan A
vapaat muuttujat x joko vakio- tai muuttujasymboliin a [13, s. 60—61|. RA-kielessi
sijoituksen avulla voidaan vaihtaa kaavan A vapaita muuttujia x, tai jopa kokonaisia
termejd ¢, muuttujiksi y tai termeiksi s. Vakiosymboleista ei tarvitse tdssd erikseen
puhua, silld vakiosymboli vy on my0s méadritelméan 1.15 mukaan aina termi. Tédssa
vaiheessa on myd6s hyvd huomata, ettd mielivaltaisessa termissé t ei koskaan esiin-
ny sidottuja muuttujia, jonka voi helposti huomata maaritelmds 1.15 katsomalla —
termin rakennejonossa ei esiinny kvantifikaatioita lainkaan.

Koska RA-kielesséd sijoitus on teknisesti huomattavasti laajempi ja vaativampi
kuin predikaattikielissi, kannattaa sijoituksen tarkka maaritelmé pilkkoa pienempiin
osiin. Ensiksi voidaan puhua pelkkidin mielivaltaiseen termiin ¢ sijoittamisesta, jota
merkitadn symbolilla S%(t). Koska termissd ¢ muuttuja = (joka on myds termi) ei
voi esiintyé sidottuna, vaihtaa sijoitus S¥(¢) kaikki muuttujan z esiintymét termeiksi
s termissa t. Termissa ¢t voi esiintya useampia aakkosia, joten sijoitus ei valttdméatta
vaihda pelkéstdén termid ¢ termiksi s. Toisin sanottuna ei vélttamétta piade S?(t) = s.
Sijoitus voidaan maéaritelld tarkasti rekursioperiaatteen avulla sekd huomata tdmaéan
médritelmin avulla induktiolla, ettd myds jokainen SZ?(¢) on termi mielivaltaiselle
termille ¢ [12, Ma&ritelma 2.14].

Léhes vastaavasti voidaan maédritelld mielivaltaiseen kaavaan A sijoitus S7(A),
missd muuttujan x vapaat esiintymét vaihdetaan termeiksi s. Talld kertaa kvantifi-
kaatioita voi esiintyd kaavassa A, joten kaikkia muuttujan z esiintymisié ei valttadmat-
td vaihdeta. On my0s muistettava, ettd korvaus on suoritetaan jérjestyksessi siten,
ettei jo vaihdettuja muuttujan x esiintymié lihdeta korvaamaan uudelleen termilld s,
silld termi s voi hyvin sisédltdd itsessddan muuttujan x. Téll6in olisi mahdollista jumiu-
tua toistamaan sijoitusta S?(A) loputtomiin. Vastaavanlainen d#rettémiin jatkuva
sijoittaminen voi tapahtua yhté lailla termiin sijoittamisessa, ellei méaaritelméaé asete-
ta huolellisesti rekursioperiaatteen avulla. Taéméan madritelmén avulla ndhdddn myos
helposti, ettd S?(A) pysyy edelleen kaavana mielivaltaiselle kaavalle A [12, M&&ri-
telmi 2.16].

Kuten edelld mainittiin, RA-kielessé korvattava symbolin ei tarvitse vilttaméatta
olla muuttujasymboli x. RA-kielessd voidaan myds korvata termissé t tai kaavassa A
mielivaltainen termi u termilld s. Tata toimenpidettd merkitdén termille ¢ tai kaaval-
le A symbolilla S%(t) tai S*(A). Koska termi u voi siséltii muuttujia = ja toisaalta

kaava A samoja muuttujia z, erityisesti myos sidottuina, voidaan télla sijoituksella
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korvata myos sidottuja muuttujia x [12, Madritelmi 2.32]. Tamai sijoitus poikkeaa
siis huomattavasti esimerkiksi sijoituksen merkinnéstd S?(A) puhumattakaan predi-
kaattikielissd madritellysté sijoituksesta, jossa sidottujen muuttujien korvaaminen ei
onnistu lainkaan.

On myos tiarked huomata, ettid esimerkiksi kaavassa B = Va(C' esiintyvd muuttuja
x ei ole termi. Téman ndkee termin rakennejonon méaaritelméasta 1.15. Talloin ei voi
koskaan tuottaa millizin edelli mainituilla sijoituksilla kaavaa S*(B) = S*(VaC) =
YuS?(C). Toisin sanottu milldéin sijoituksen mésritelmallé ei voida vaihtaa kvantifi-
kaatiota seuraavaa muuttujaa xr missdin kaavassa A. Itse asiassa edelld saatu kaava
YuS?(C) ei vilttamittd edes ole kaava, jos termi u ei ole muuttuja. Tété eroavuut-
ta voidaan selventdd puhumalla muuttujan x termiesiintymisistd, jos sekaantumisen

vaaraa on. Esimerkiksi kaavassa B muuttujan x esiintyma4 ei ole termiesiintyma.

1.2.2. RA-kielinen paittely. Myos RA-kielessd tarvitaan padttelyn pohjaksi
aksioomia. RA-kielessd niitd on runsaasti, yhteensa 17 kappaletta. Tamé johtuu poh-
jimmiltaan siitéd, ettd luonnollisten lukujen ominaisuuksien imitoiminen on huomat-
tavasti monimutkaisempaa kuin esimerkiksi predikaattikielisten maailman tilanteiden
mallintaminen, jotka onnistuvat vain viidell aksioomalla.

RA-kielen kolme ensimmaisti aksioomaa
(Ax1) A— [B — A,
(Ax2) [A—[B—C]| = [[A—=B] = [A—(C]]ja
(Ax3) —A— A
mielivaltaisille kaavoille A, B ja C', ovat tutut jo propositiologiikasta.
Seuraavat kaksi aksioomaa
(Ax4) VzA — S7(A) mielivaltaiselle kaavalle A, missé sijoitus S¥(A) ei sido, ja
(Ax5) Vz[A — B] — [A — VaB], mielivaltaiselle kaavalle B scki kaavalle A, missi

muuttuja = ei esiinny vapaana,

ovat vastaavat kuin predikaattilogiikassa, silld erotuksella, ettd aksioomassa (Ax4)
esiintyy termi ¢ muuttujan x sijaan.

Aksioomat
(Ax6) z
(AxT) 2 2y >y = xja

12

T,

(Ax) r Xy — [y =z —ax =z,

missid x,y ja z ovat mielivaltaisia muuttujia, pyrkivit imitoimaan siti, ettd luonnol-

listen lukujen yhtdsuuruus on ekvivalenssirelaatio.
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Lisdksi aksioomia ovat
(Ax9) Z(x) = vy mielivaltaiselle muuttujalle x,
joka intuitiivisesti sanoo nollakuvauksen saavan arvon 0 kaikilla z € N seké
(Ax10) S(z) 2 vy mielivaltaiselle muuttujalle x,

joka taas intuitiivisesti kertoo sen, ettei seuraajakuvaus saa millddn x € N arvoa 0.

Aksiooma
(Ax11) S(z) = S(y) — « = y, missd  ja y ovat mielivaltaisia muuttujia,
imitoi seuraajakuvauksen injektiivisyytta seké aksiooma
(Ax12) T1¥(xy, 2o, ..., Tj, ..., k) = 5, missd 1 < i < k ja symbolit x; ovat mielivaltai-
sia muuttujia,
imitoi projektiokuvauksen kiyttaytymista.
Seuraavat aksioomat
(Ax13) (RGH)(x1, 2, ..., Tk, v) = G(21, T2, ..., Tg) ja
(Ax14) (RGH)(z1,xg,...,x%, S(z)) = H(x1, 229, ..., v, x, (RGH)(x1, T, ..., k), ), mis-
sd G on k-paikkainen sekd H (k + 2)-paikkainen funktiosymboli ja muuttu-
jasymbolit xq, xo, ..., r; sekd x mielivaltaisia,
vastaavat primitiivirekursion méaritelmaa 1.1.
Aksiooma
(Ax15) (CGF...Fy) (21,22, ..., xy) = G(Fi(z1, %2, ..., 2q) ... (21, T2, ..., 7)), missi
m,q > 1, G on m-paikkainen funktiosymboli, Fi, ..., F}, g-paikkaisia funk-

tiosymboleita sekd muuttujasymbolit z1, zs, ..., 7, mielivaltaisia,

vastaa taas médritelméan 1.3 yhdistettyd kuvausta (4).
Toiseksi viimeisen aksiooman
(Ax16) x; 2 & — F(x1,29, ..., T4y ooy ) = F(x1, T2, oy Ti 1,2, Tigq..., Tp), missd F
on k-paikkainen funktiosymboli sekd x; ja x mielivaltaisia muuttujasymbole-
ja, kun 1 <1 < k,
voidaan ajatella imitoivan seuraavaa: Jos jonkin muuttujan y arvo on sama kuin
muuttujan z, toisin sanottuna pétee x = y, niin talldin patee myos f(y) = f(x).
RA-kielelld ilmaistuna aksiooma (Ax16) siis kertoo, ettd termin imitoiman funktion
arvo ei muutu, jos jokin muuttujasymboli x; korvataan funktiossa samanarvoisella
muuttujasymbolilla x.
Viimeisend aksioomana on
(Ax17) Sy (A) = [Vz[A — 55, (A)] — VzA], missd A on mielivaltainen kaava ja x

mikd tahansa muuttujasymboli,
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joka imitoi induktioperiaatetta. Kaava Sj (A) imitoi induktion alkuaskelta ja kaava
Va[A — 5§, (A)] induktioaskelta.

HuomAUTUS 1.18. RA-kielessé padttelyjonon késite on tidsmélleen vastaava kuin
predikaattikielissa [13, M&#ritelm& 3.4|. Varsinaisia pdéttelysaantoja ovat siten tis-
sdkin kielessd modus ponens seki kvantifiointi. Edelleen merkitdin - A, jos kaava A
on teoreema. Myds oletuksista péadttely voidaan méaritellda RA-kielessd samoin kuin
predikaattikielissd [13, M&#ritelm& 3.5]. Talloin mydés molemmat versiot paitte-
lylauseista edelleen pétevit vastaavasti [13, Lause 3.10 ja Lause 3.11|. On my0s
muistettava, ettei kiellettyjd kvantifikaatioita saa tehda tissdkiédn kielessé oletuksissa

esiintyvien vapaiden muuttujien suhteen.

Seuraava huomautus on my6s olennaisessa roolissa RA-kielessé, kuten myds luvun

2 Godelin tuloksien todistuksissa.

HUuoMAUTUS 1.19. Propositiokieliset teoreemat ovat RA-kielisié teoreemoja [12,

Huomautus 2.20|.

1.2.3. RA-kielen semantiikka. RA-kielessd mallitettavia symboleita ovat seké
madritelmén 1.13 mukaiset funktiosymbolit F' ettd méiritelméssa 1.15 esiintyvéit ter-
mit . Kun predikaattikielissd mallittavan kuvauksen méaaritelma on suhteellisen vil-
ja, RA-kielessd mallittavat kuvaukset ovat yksikésitteisen tarkasti méériteltyjd. TAma
vksikasitteisyys johtuu kiytadnnossa siita, ettd RA-kielelld pyritddn imitoimaan vain
ja ainoastaan luonnollisten lukujen ominaisuuksia ja laskutoimituksia. Predikaattikie-
lissé mallitettavana on hyvin laveasti ilmaistuja maailman tilanteita ja ilmicta, joita
voi n&hd& esimerkiksi erilaisia esimerkkitehtdvid tutkailemalla [13, s. 139-141|.

Intuitiivisella tasolla RA-kielen mallinnus tarkoittaa sité, etti n-paikkaiset funk-
tiosymbolit F' mallitetaan kuvauksella m(F') : N* — N yksikésitteisiksi funktioksi f
sekd muuttujattomat termit ¢ mallitetaan kuvauksella a joksikin luonnolliseksi luvuk-
si a(t). Toisin sanottuna mallinnus a antaa muuttujattomien termien vy ,k,n € N
arvot k,, jolloin ndmé arvot voidaan asettaa mallilla m funktiosymbolista F' saa-
tuun funktioon f : N*¥ — N. T#llsin funktion arvo voidaan laskea tavalliseen tapaan
f(ky, ko ...  ky) € N

Tarkastellaan seuraavassa méiritelméssa suurpiirteisesti, miten funktiosymbolin
mallinnus tapahtuu sekd millaisia funktioita tdlld on mahdollisuus mallittaa. Tar-
kempi méadritelmé vaatii rekursioperiaatteen kayttod, jolloin yksikésitteisyys tulee

selkedmmin ja uskottavammin ilmi [12, M&&iritelm& 2.40].
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MAARITELMA 1.20. Olkoon F' funktiosymboli, jolloin se on jotain médritelmin

1.12 mukaista tyyppia.
(1) Jos F' = Z, niin asetetaan m(Z) = z : N — N| tai

(2) jos F'= S, niin asetetaan m(S) = s : N — N, tai
(3) jos F =11 <i < k, niin asetetaan m(I1¥) = 7F : N* — N, tai

(4) jos F = (RGH), missé G on (n—1)- ja H (n+1)-paikkainen funktiosymboli,
niin asetetaan m(F) = R(m(G), m(H)), missd mallinnukset m(G) ja m(H)
tunnetaan rekursion nojalla, tai

(5) jos F' = (CHG,Gs...G,), missi H on g-paikkainen ja funktiosymbolit G;, 1 <
i < ¢, n-paikkaisia, niin asetetaan m(F) = c¢(m(H); m(G1), m(Gz), ..., m(G,)),
missd mallinnukset m(H) ja m(Gy), m(Gs),...,m(G,) tunnetaan rekursion

nojalla.

Talloin on saatu muodostettua mielivaltaiselle funktiosymbolille F' yksikisitteinen
mallinnus m(F) : N¥ — N kaikille & € N.

Tutkitaan seuraavan esimerkin avulla, tuottaako mallinnuksen mééritelméa 1.20

jarkevia tuloksia.

ESIMERKKI 1.21. Olkoon funktiosymboli F' = RZC RIT{C'STIIIFII;. Méadritelmén
1.20 ehdon (4) nojalla

(1) m(F) = R(m(Z), m(CRILCSIGILIL)),
jolloin yhtéilosti (1) saadaan méaritelmén 1.20 ehdon (5) avulla
(2) R(m(Z), m(CRICOSIGIRIE)) = R(m(Z), c(m(RIGCSILE); m(IT}), m(I13))),
edelleen yhtildsti (2) médiritelméin 1.20 ehdolla (4)
R(m(Z), c(m(RILCSIL); m(I1), m(I13))) =
(3) R(m(Z), c(R(m(I1}), m(CST) ); m(I1}), m(I13)))
ja yhtilésta (3) médiritelméin 1.20 ehdon (5) avulla
R(m(Z), c(R(m(I1}), m(CSIL3)); m(I1}), m(I13))) =
(4) R(m(Z), c(R(m(I1}), c(m(S): m(I13))); m(IT}), m(I13))).
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Lopulta médritelmén 1.20 ehtojen (1), (2) ja (3) nojalla yhtéls (4) voidaan kirjoittaa

muodossa
R(m(Z), c(R(m(I}), c(m(S); m(113))); m(I1}), m(I13))) =
(5) R(z,c(R(my, cs;m3)); i, m3))-
Nyt mielivaltaisille termeille  ja y pétee yhtilon (5) perusteella

(6) R(z, c(R(my, e(s;m3))s il m3)) (2, y) = f(x,y)
missi f: N? = N, f(z,y) = zy [15, s. 4-5].

Esimerkissd 1.21 funktiosymboli F' imitoi siis luonnollisten lukujen kertolaskua.
Vastaavat tulokset voidaan esittdd myos yhteenlaskulle sekd potenssiinkorotukselle
[25, s. 77, 196]. RA-kieli pystyy téltd osin hyvin imitoimaan luonnollisten lukujen
maailmaa.

Kuitenkaan kaikille funktioille ei 16ydy imitaattia RA-kielessi. Esimerkiksi kel-
paa jélleen Ackermannin funktio. Tamén kertoo seuraava lause, jonka mukaan vain

primitiivirekursiivisille funktioille 16ytyy RA-kielinen malli kuvauksella m.

LAUSE 1.22. Kuvaus f : N — N on primititvirekursiivinen jos ja vain jos on

olemassa n-paikkainen funktiosymboli F' siten, ettd m(F) = f.
TobisTus. |12, Lause 2.41], |15, s. 54-55|. O

Seuraavaksi médritellidn muuttujattoman termin ¢ arvo kuvauksen a avulla. Tar-
kastelussa rajoitutaan vain muuttujattomiin termeihin, koska muuttujille ei pystyta
jirkevasti asettamaan arvoa luonnollisten lukujen joukkoon. Esimerkiksi muuttujan
x arvosta puhuminen olisi mieletonté, saati yrittdd asettaa arvoa esimerkiksi sum-
makuvausta edustavalle funktiolle f(z,y) = x 4 y luonnollisten lukujen joukossa.
Toisaalta, jos vaihdetaan muuttujat x ja y edustamaan lukuja x = 1 ja y = 2, saa-
daan niille heti vastaavat RA-kieliset termit v; ja vy. Téll6in myds funktion f arvolle
f(1,2) = 1+ 2 = 3 € N voidaan asettaa jarkevd mallinnus RA-kieleen. Esitetdén
seuraavassa tdméan méiritelméa yksityiskohtaisesti rekursion avulla, silli se on olen-

naisessa osassa epéatiydellisyyslauseita tarkastellessa.

MAARITELMA 1.23. Olkoon ¢ muuttujaton termi. TAll6in ¢ on valttdméatta méari-
telmén 1.15 (1) tai (3) muotoa oleva. Olkoon sitten m termin ¢ rakennejonon minimaa-
linen pituus. Rekursion alkuaskeleessa m = 1, jolloin valttaméatta ¢t = vy. Asetetaan
talloin

a(t) = a(vg) =0 € N.
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Muita vaihtoehtoja ei ole, joten voidaan tehdd rekursio-oletus, m > 2, ja a(s) on
jo médritelty kaikille termeille s, joilla on korkeintaan m — 1 pituinen rakennejono.

Talloin ¢ on muotoa
t = F(tity...t,)

missd F' on n-paikkainen funktiosymboli ja termit ¢;, 1 < ¢ < n valittu siten, et-
téd, niilld on lukua m lyhyempi rakennejono. Téll6in rekursio-oletuksen nojalla arvot

a(t;) € N on jo médritelty kaikille i = 1,2, ..., n. Nyt voidaan asettaa
a(t) =m(F)(a(ty),a(tz), ...,a(t,)) € N.
Sanotaan liséksi, ettd a(f) € N on termin ¢ arvo mallikuvauksella a.

Seuraava lemma on vihintadn yhtd tirked Godelin epatiydellisyyslauseiden to-
distuksissa kuin edellinen méaritelma. Sen avulla jokaiselle vakiosymbolille 10ydetdan

vastinkappale luonnollisten lukujen joukosta.
LEMMA 1.24. Kaikille k € N a(v) = k.

TobisTus. Tehddédn induktio luvun n suhteen. Kun n = 0, niin v, = vy, jolloin
saadaan suoraan méadritelméistd 1.23 a(vy) = 0 eli viite pétee.
Oletetaan sitten induktiivisesti, ettd viite pétee, kun a(v,) = n. Riittdd osoittaa,

ettd pétee a(v,41) = n + 1. Talloin saadaan
a(vns1) = a(S(vn)) = m(S)(a(vn)) = s(n) = n +1,

jolloin viite on saatu todistettua. Téssd ensimméinen yhtdsuuruus seuraa merkinnin
v, madritelmisti, toinen méaritelmésté 1.23, kolmas funktiosymbolin S mallikuvauk-
sen maaritelméasta sekd induktio-oletuksesta ja viimeinen saadaan seuraajakuvauksen

madritelméasta. O

Kaavaa A sanotaan suljetuksi, jos siiné ei esiinny lainkaan vapaita muuttujia. Esi-
tetddn seuraavassa madritelméssi, kuinka suljetun kaavan totuusarvo voidaan méé-

rittaa.

MAARITELMA 1.25. Olkoon kaava A suljettu. Olkoon lisédksi m siind esiintyvien
aakkosten — ja V yhteenlaskettu lukuméira. Kun m = 0, niin kaavassa A ei esiinny
lainkaan aakkosia — ja V. Télloin A on vilttamattd madritelmén 1.17 muotoa

(1) A=t = s], missd t ja s termeji, joissa ei esiinny muuttujia, tai

(2) A= f.
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Jos kaava A on muotoa (1), asetetaan

T(4) = 1, josa(t) =a(s),

0 muuten.

Jos kaava A on muotoa (2) asetetaan

~

Tehd&én sitten rekursio-oletus, m > 1, ja T'(A) on jo mééritelty kaikille suljetuille
kaavoille A4, joissa esiintyy aakkosia — ja V yhteensd korkeintaan m — 1 kappaletta.
Talloin A on muotoa

(3) A= B — C, missii B ja C ovat suljettuja kaavoja, joille T'(B) ja T'(C') on
jo médritelty, tai
(4) A = VoB, missd x on muuttujasymboli ja B kaava siten, ettd S} (B) on

suljettu kaava kaikille n € N, joille T'(S; (B)) on jo mééritelty.

Jos kaava A on muotoa (3), asetetaan

T(4) - 0, josT(B)=1jaT(C)=0,

1 muuten.

Jos kaava A on muotoa (4), asetetaan

1, jos T(SZ (B)) =1 kaikille n € N,
T(A) — n

0 muuten.

Sanotaan myos, ettd kaava A on validi, jos patee T'(A) = 1.

Totuusarvon madrittelyssi 1.25 on tirkedd huomata, ettéd kohdassa (1) termeissi
t ja s el saa esiintyd muuttujia. Taméa johtuu siité, ettd termin rakennejonon méari-
telméssa 1.15 ei esiinny kvantifikaatioita, jolloin niitd ei mydskidédn esiinny kaavassa
A. Jos muuttujia esiintyisi termeissd t tai s, ne olisivat talloin vilttdmétta vapaita
esiintymié, jolloin kaava A ei olisi endd suljettu.

Jos suljettu kaava A on muotoa (3), ndhdaén induktiolla helposti, ettd kaavojen B
ja C on vélttdmattd oltava myos suljettuja. On myos selvid, ettd kohdassa (4) oleva
kaava Sy (B) on suljettu, jos kaava A on suljettu [13, Lemma 3.24.

Intuitiivisella tasolla totuusarvon méédritelma on lihes vastaava kuin predikaatti-
kielissa. Toki olennainen ero tulee atomikaavan totuusarvon méairitelméassd kohdassa
(1). Jos kaavassa olevien termien arvot ovat yhtdsuuret, on myds kaavan oltava tosi.

Vastaavasti, jos arvot poikkeavat toisistaan, kaavan on oltava epétosi.
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Implikaation totuusarvo (3) tulee suoraan jo propositiokielessa mééaritellystd impli-
kaation totuustaulusta. Kun kaavan etujisen on tosi ja takajisen epétosi, on koko kaa-
va télloin epitosi, muuten se saa totuusarvokseen luvun 1. Kvantifioinnin totuusarvo
(4) on tuttu jo predikaattikielistd. Kaava on tosi vain silloin, kun kaikilla mahdollisilla
muuttujan x arvoilla kaava on tosi.

My6s RA-kielessa pétee eheyslause. Olisihan myos téssé jarjestelméssi mieletonta,

jos patevilla paattelyilla saadut kaavat eivit olisi tosia.

LAUSE 1.26 (RA-kielen eheyslause). Jos kaava A on RA-kielinen teoreema,

niin A on myds validi.

TODISTUKSESTA. My6s RA-kielessé aksioomat ovat valideja kaavoja [12, s. 73—
80|, [15, s. 59-71|. Painvastainen tulos olisi jo ldhtokohtaisesti jarjeton, jos padtte-
lyjen pohjaksi oletettaisiin totuusarvoltaan 0 olevia kaavoja. Lisdksi padttelysdannot
tuottavat jarkevid kaavoja, toisin sanottuna modus ponensin ja kvantifioinnin avulla
saadaan valideista kaavoista valideja kaavoja |12, Lause 2.64 ja 2.65|, [15, s. 71—
73|. Niiden tulosten avulla eheyslause saadaan helposti osoittamalla, ettd kaikille
teoreemoille A pétee T(A) =1 [12, Lause 2.66]. O

RA-kielessa kuten muissakin logiikan kielissd ristiriidattomuus maéritelldén siten,
ettei kaavalle f 10ydy péaéttelyjonoa. Toisin sanottuna kieli on ristiriidaton, jos kaava

f ei ole teoreema.
LAUSE 1.27. RA-kieli on ristiriidaton

TobisTus. Viitteen todistamiseksi riittdéd osoittaa, ettd f ei ole teoreema RA-
kielessd. Tehdédian antiteesi: Kaava f on teoreema. Té&lloin eheyslauseen 1.26 nojalla
f on validi eli T(f) = 1. Tdma ei kuitenkaan totuusarvon mééritelmén 1.25 nojalla
pidd paikkaansa, silld T'(f) = 0. Saatiin ristiriita antiteesin kanssa, jolloin viite on
todistettu. O

Vaatimus RA-kielen sekd muiden klassisen logiikan kielien ristiriidattomuudesta
on ehdottoman térkeé. Jos pétisi - f, jokainen RA-kielen kaava olisi teoreema, kuten
helposti ndhdéén [13, Lause 2.10|. Koska kaava f imitoi epétotta, eli totuusarvoltaan
0 olevaa kaavaa, ja toisaalta eheyslauseen nojalla teoreemoille A pétee T'(A) = 1, ei
olisi véilid minkélaisen semanttisen totuuden mielivaltainen kaava téssd jarjestelméssa
saisi. Jokainen kaava, maailman tilanne tai ilmi6 olisi hyviksyttavisti paateltavissa
tdllaisessa jérjestelméssd. Kuitenkaan sen totuudesta ei voisi jarkevisti sanoa juuri

mitdan, silla tassd jarjestelméssi totuuden kasitteelle ei olisi mielekdsta tulkintaa.
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Ristiriidattomuus voidaan esittdd myos seuraavasti: millekdén kaavalle A ei pade
vhtd aikaa F A ja B —A. Jos téllaista vaatimusta ei hyviaksyttiisi, patisi siis jolle-
kin kaavalle A yhtd aikaa - A ja = —A. Toisin sanottuna, jos jokin tietty kaava,
lause tai maailman tilanne voitaisiin todistaa, voitaisiin paatelld myos sen vastakoh-
ta. Voitaisiin padtelld jonkin funktion jatkuvuus ja epdjatkuvuus yhté aikaa tai ulos
katselemalla ndhdé auringon paistavan ja auringon olevan paistamatta samanaikaises-
ti. Selvisti totuuden kisite olisi erittdin hiilyviinen téllaisessa jarjestelméssi, jolloin
mikd tahansa maailmanjérjestys olisi padteltdvissa.

Kuten johdannossa jo todettiin, propositio- ja predikaattikielien voidaan osoittaa
olevan tdydellisia kielid. Godelin ensimméinen epdtéiydellisyyslause tulee puolestaan
osoittamaan seuraavassa luvussa 2, ettei RA-kieltd pystyta todistamaan tdydelliseksi.
Sen sijaan RA-kielessd péitee niin kutsuttu heikko taydellisyyslause. Lihes paradok-
saalisesti téitd lausetta tullaan tarvitsemaan Godelin toisen epétiydellisyyslauseen

todistuksessa.

LAUSE 1.28 (RA-kielen heikko tiydellisyyslause). Jos RA-kielen muuttujaton

kaava A on validi, nitn A on myds teoreema.

TODISTUKSESTA. Tamén lauseen todistus on suhteellisen monimutkainen ja vaa-
tii useita aputuloksia avuksi ennen varsinaisen viitteen todistamista. Tulos pohjautuu
huomaavilta osin propositiokieleen, jossa ei muuttujia esiinny, sekd sen ja RA-kielen
vélille muodostettavaan bijektiiviseen kuvaukseen [12, s. 82-90], [15, s. 73—-84|. [



LUKU 2

Godelin tulokset

2.1. Godel-numerointi

Godel-numerointi lahtee ajatuksesta, ettd jokainen RA-kielinen aakkonen laite-
taan vastaamaan yksikasitteisesti jotain luonnollista lukua. TaAm&a numerointi voidaan

tehdd esimerkiksi taulukon 2.1 mukaisesti.

TAULUKKO 2.1. Godel-numerointi

a|a a | a a | a a| a
Z |1 Cl|5 | 19 []13
S |2 vy | 6 — | 10 | |14
IT|3 x |7 f11 (|15
R |4 =18 v o|12 ) | 16

Taulukossa 2.1 jokaista aakkosta a vastaa yksikésitteinen luonnollinen luku a. Se,
mitd lukua a € N tdsmilleen tai missd jarjestyksessd vastaa, ei ole oleellista. Ainoa
vaatimus numeroinnille on, ettd a # 0 kaikille a sekd pétee, jos a # b, niin a # b.
Toisin sanottuna kuvauksen a — a on oltava injektio.

Madéritelldén seuraavassa taulukon 2.1 mukaisesti maaraytyvi Godel-luvun kisite.

MAARITELMA 2.1. Olkoon sana A = ajas...a,, missi ay, as, ..., a, ovat aakkosia

sekd n > 1. Maaritelladn luku
G(A) = (ay,ag, ..., a,) = Hp?i7
i=1

missa luvut aq, as, ..., a, vastaavat taulukon 2.1 aakkosia ay, as..., a,, sekd luvut py, pa, ..., P

ovat n ensimmaisté alkulukua. Sanotaan, ettd G(A) € N on sanan A Godel-luku.

HuomAuTus 2.2. Olkoon sanat A = ajas...a, ja B = bibs...b,,, missi ay, as, ..., ay,
ja by, b, ..., b, ovat aakkosia sekd n,m > 1. Talloin sanan AB = ajas...a,b1bs...b,,
Godel-luku on

G<AB) = <d1ad27 "'7dnyl;1al;27 7l;m> = Hp?l : pr1]+]
i=1 7j=1

27
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Tarkastellaan seuraavan esimerkin avulla, miten RA-kielisen sanan Goédel-luku

konkreettisesti maaraytyy.

ESIMERKKI 2.3. Olkoot kaavat A = Vay = V(z||) ja B = Z(xq) = Z((z|]))
Talloin
G(A) = (¥,(.4.].].)) = (12,15,7,9,9,16)
6

—[pi=22-3%.57. 7. 11 13% = . eN

i=1
seka

~

GB)=(Z,(,(,#1],],),)) = (1,15,15,7,9,9, 16, 16)
=[[pl=2"-3%-5" 77119137 170 19" = e N,

Lisiiksi koska AB = V(z||)Z((z]])), saadaan

G(AB) = (v, (,i H}?&Zgﬁi»

kaava A, n=6 kaava B, m

= <}2, 15,7,9,9,16,1,15,15,7,9,9, 16, 16)

TV TV
kaava A, n=6 kaava B, m=8

6 .
= H Pl Hpﬁ-'ﬂ. = G(A)- 17119 .2319.297. 319 . 37°. 4116 . 431 = e N.
=1 j:l

Esimerkissi 2.3 saadaan sanoille A, B sekd AB laskettua yksikésitteiset luvut
G(A), G(B), G(AB) € N, koska méaritelméssd 2.1 esiintyvi tuloesitys antaa alkeis-

lukuteorian perusteella yksikésitteisen luvun x € N, x > 2,

:L"—Hp =Py

kaikille n € N;n > 1 sekd a,, > 1 kaikille a;, missd ¢ € {1,2,...,n}. Tuloesitysti
kutsutaan luvun x alkulukuesitykseksi.

Huomautuksessa 2.2 saadaan yhté lailla yksikésitteinen esitys

n
_ Qn Bl BQ I;m
Hp Hpn+] pl pn *Pnt1 " Pry2 - " Pntm
— az a An+1 An42 Qn4m
_pl P pn “Pnt+1 " Png2 - Pntm

k
=[[r=veN
=1
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missé valitaan Bj = (n4; kaikille j € {1,2,...,m} sekd k = n + m kaikille n,m € N ja
ar > 1 kaikille a; € N, i € {1,2,....n,n+1,...n+ (m —1),n+m = k}.

Madritelmén 2.1 avulla voidaan siis jokaiselle RA-kielen sanalle laskea yksikésittei-
nen luonnollinen luku, joka vastaa tdsmélleen vain titd yhtd RA-kielen sanaa. Toisin
sanottuna, jos on olemassa Godel-luvut G(A) ja G(B) siten, ettd G(A) = G(B), on
valttdmattd oltava A = B. Taulukon 2.1 numeroinnin vaatimus a # 0 kaikille a on
my6s ehdottoman tarked, silla yksikdsitteisyys ei pade ilman téatad oletusta. Jos esi-
merkiksi aakkonen Z vastaisi lukua a = 0, saataisiin esimerkiksi sanoille A = CSZ
ja B = CS Godel-luvut

G(A)=(C,8,7) = (5,2,0) = 2°- 32 - 5° = 288
ja

G(B) = (C,8) = (5,2) = 2° - 32 = 288 = G(A).
Talloin ei endd pystyisi tdsmailleen padttelemiin tietystd Godel-luvusta, mitd sanaa
se vastaa.

Sanajonoille voidaan yhtd lailla maaritelld yksikésitteinen Godel-lukuesitys. Se

madritelladn seuraavasti.

MAARITELMA 2.4. Olkoon A;, Ag, ..., A, jono sanoja. Maaritelladan luku
['(Aq, Ag, ..., An) = (G(A1),G(Ag), ...,G(A,)) = HpZG(Ai)
i=1

seki sanotaan, ettd I'(Ay, Ao, ..., A,) sanajonon Ay, As, ..., A, Godel-luku.

ESIMERKKI 2.5. Olkoot sanat A; ja A, vastaavat kuin esimerkissi 2.3, A, = A =
Vg =V(z||) ja Ay = B = Z(22) = Z((z]])). Talloin

F(A1,A2) = <G(A1)7G(A2)>

2
G(A; 12 915 57,79 119.1216 1,915 515 77.119.129.1716.1916
:”pi( i) 92231057 701191310 | 921.315.510.77.119.1391710.19 - g
=1

Maaritelméan 2.4 tuloesitys antaa edelleen yksikésitteisen Godel-luvun x € N, silla
kaikille sanoille A pétee aina G(A) > 2, erityisesti siis viimeiselle sanalle A, pétee
G(A,) > 1. Pienin Gddel-luku saadaan sanalle A = Z, silld

HuomAuTUus 2.6. Koska termi- ja kaavarakennejonot sekd paéttelyjonot muodos-
tuvat jonoista sanoja, madraytyvit myos ndiden sanajonojen Godel-luvut tdsmaélleen

maaritelman 2.4 mukaisesti.
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Maéritelmén 2.4 sekii huomautuksen 2.6 nojalla myds mikd tahansa RA-kielinen
paattelyjono voidaan koodata vastaamaan jotain yksikasitteistd Godel-lukua. Jos on
siis annettu jokin luonnollinen luku, voidaan tdméan luvun alkulukuesityksesta lukea
tarkalleen mitd sanoja tai sanajonoja padttely sisaltad. Kaytdnnossa paittelyjonon
etsiminen on erittdin vaivalloista, silld tarkastelemalla esimerkkien 2.3 ja 2.5 Gddel-
lukuja, voi niiden huomata paisuvan kohtuuttoman suuriksi jo lyhyillikin sanoilla
tal sanajonoilla. Kuitenkin esimerkiksi tehokkaiden tietokoneiden algoritmien avuilla
voidaan pyrkié ratkaisemaan, mitd padttelyita tietyt Godel-luvut vastaavat. Mielival-

tainen luonnollinen luku ei kuitenkaan valttamatta vastaa mitdan RA-kielistd sanaa.

ESIMERKKI 2.7. Luvun x = 720 alkulukuesitys on 720 = 2% . 3% . 5! = (4,2/1),
joten luku z vastaa taulukon 2.1 mukaista RA-kielistd sanaa A = RSZ.

Luvun y = 2099520 alkulukuesitys on 2099520 = 26 - 3% . 51 = (6,8, 1), joten luku
y vastaa sanaa B = vy = Z.

Luvun z = 189 alkulukuesitys on 189 = 2°.3%.5%. 7! = (0,3,0,1). Luku 2 ei
kuitenkaan vastaa mitddn RA-kielistd sanaa, silld taulukon 2.1 mukaisesti luku 0 ei

vastaa mitdin RA-kielistd aakkosta.

Alkulukuesityksessa voi lukujen potensseissa esiintyé nollia, joita ei taulukon 2.1
Godel-numerointiin hyvaksytty mukaan. Téllaiset esitykset eivit siis vastaa mitdan
RA-kielistd sanaa. T&lloin on helppo huomata, ettei Godel-luvun méaardaminen ole
bijektiivinen kuvaus luonnollisten lukujen joukkoon. Injektiivisyys toki péatee, kuten
edelld jo huomattiin (jos G(A) = G(B), niin A = B), mutta surjektiivisuusehto
kaatuu jo tiedosta G(A) > 2 kaikille sanoille A. Myoskddn mikdén alkuluku p > 17
tai esimerkin 2.7 kaltaisesti maaraytyvat luvut z = 189 eivat voi olla minkadn sanojen
Godel-lukuja. Godel-luvut ovat siis selvisti luonnollisten lukujen aito osajoukko.

HuomauTUs 2.8. Jos RA-kielisen sanajonon pituus n = 1, méiaritelmin 2.4 no-
jalla sanajonon A, = A; = A Gédel-luku on I'(A) = (G(A)) = 264, Toisaalta, jos
tdméi sanajono kisitetdin vain yhtend RA-kielisend sanana, saadaan méaaritelmén 2.1
nojalla G(A) # 26, Esimerkiksi jos A = Z, niin G(A) = (Z) = 2! = 2 # 22 =
264 = (G(A)) = T'(A). Témi voitaisiin esimerkiksi korjata vaatimalla sanajonojen

pituuksien olevan n > 2.

2.2. Padttelyn primitiivirekursiivisuus

Jokaiselle pdittelyjonolle voidaan siis laskea yksikésitteinen Godel-luku. Maaritel-

ld4n seuraavaksi joukko

(7) DSEQ = {x € N| z on péiittelyjonon Ay, ..., A, Godel-luku I'(A4, ..., A,,)}.
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Joukko DSEQ (deduction sequence) edustaa kaikkien péaéttelyjonojen Godel-lukuja
xr € N. Taméa joukko voidaan todistaa primitiivirekursiiviseksi erittdin vaivalloises-
ti [12, Lause 3.65|. Sen osoittamiseksi tarvitaan useita apulauseita ja -tuloksia, ja
pitdd ensin ndhdé, ettd esimerkiksi aksioomista muodostuva joukko on primitiivire-
kursiivinen [12, s. 118-126|, |15, s. 171-215|, mielivaltaisten kaavojen A seki nii-
den rakennejonojen muodostavat joukot ovat primitiivirekursiivisia [12, Lause 3.24
ja Lause 3.29|, |15, s. 131-144, 146-148| seki mielivaltaisten termien t etti nii-
den rakennejonojen muodostamat joukot ovat primitiivirekursiivisia [12, Lause 3.18
ja Lause 3.22|, [15, s. 116127, 129-131]. Taytyy my0s tietdd, ettd sijoitus on
primitiivirekursiivinen toimenpide [12, Lause 3.46] seki mielivaltaiset muuttujat z,
funktiosymbolit F' seké niiden rakennejonot ovat primitiivirekursiivisia joukkoja [12,
Lause 3.7, Lause 3.10 ja Lause 3.16/|, [15, s. 87—88, 90-109, 114-116|.

Miaritelladn seuraavaksi joukko
(8) DEDU = {(y,a) € N* | on olemassa kaava A sekii sen péittelyjono
Aq, Ag, ..., A, siten, ettid a on kaavan A

Godel-luku G(A) sekd y on
pédttelyjonon Ay, ..., A, Godel-luku I'(Aq, ..., A,)}

My6s joukko DEDU (deduction) voidaan todistaa primitiivirekursiiviseksi.
LAUSE 2.9. Joukko DEDU on primititvirekursiivinen.

TobpIsTUS. Mééritellddn kuvaus L(x) intuitiivisesti siten, ettd sen avulla saadaan
laskettua luvun « = p{* - p5? - ... - pi* € N alkulukuesityksessd tarvittavien alkulukujen
madrd k € N [12, Ma&ritelmi 1.32|. Koska

(9) y=T(A1, As, ., An) = [ o7,
i=1

on selvésti oltava L(y) =n € N.

Témén lisdksi mééritelliin kuvaus (z);, joka kertoo karkeasti sanoen luvun x
alkulukuesityksessi olevan alkuluvun p; potenssin a; € N kaikille i € {1,2,...,k} |12,
Maaritelmd 1.32]. Talloin pitee

(10) (y>L(y) = (F<A17 A27 teey An))n = G(An)a

koska jérjestyksessi n olevalle alkuluvulle p, pétee pg () Koska témin lisiksi joukon

DEDU mééritelmissd (8) kaavalle A on olemassa péittelyjono Ay, As, ..., A, siten,
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ettd G(A) = a, saadaan yhtilo (10) muotoon
(11) W)L = G(An) = G(A).

Joukon DSE(Q miiritelmén (7) seké yhtélon (11) nojalla joukon DEDU mééri-

telmé (8) voidaan kirjoittaa yhtépitévisti muodossa

(12) DEDU = {(y,a) € N* |y € DSEQ ja (y)r(y) = a}

ja edelleen yhtépitdvisti

(13)  DEDU ={(y,a) € N’ |y € DSEQ} N{(y,a) € N* | ()1 = a}-

Koska joukko DSEQ on primitiivirekursiivinen, kuvaukset L(x) ja (x); ovat pri-
mitiivirekursiivisia [12, Lause 1.35 ja Lause 1.34|, [15, s. 16—23| seki primitiivi-
rekursiivisten joukkojen leikkaus on primitiivirekursiivinen [12, Lause 1.15 b)], [15,

s. 8|, on my6s joukko DEDU primitiivirekursiivinen. U
Madritelladn sitten joukko, joka koostuu kaikkien teoreemojen (Godel-luvuista:
(14) THEO = {x € N | z on jonkin teoreeman A Godel-luku G(A)}.

Oletetaan aluksi, ettd joukko THEO (theorem) olisi primitiivirekursiivinen. T4&l-

16in sen karakteristinen funktio

1, kunx € THEO,
0, kun z ¢ THEO,

(15) XrHEO(T) =

olisi my0s primitiivirekursiivinen.

Yhtédlon (15) nojalla olisi olemassa standardikeino, jolla voitaisiin mekaanisesti
laskea, esimerkiksi tietokoneen avulla, vastaisiko jokin mielivaltaisesti valittu x € N
tiettyd teoreemaa A. Jos annetulle luvulle x = G(A) saataisiin xrppo(G(A)) =1,
pétisi G(A) € THEO eli kaava A olisi teoreema ja péainvastoin. Joukon primitiivi-
rekursiivisuus takaisi sen, ettd #direllisend laskutoimituksena tdmé& voitaisiin hoitaa
jarkeviissi ajassa |28, s. 43|. Teoreettisesti olisi siis olemassa keino, jolla voitaisiin
etsid jokainen RA-kielinen teoreema. Kaytdnnon tasolla Godel-luvun G(A) etsiminen
ja yhtaloon (15) sijoittaminen voisi olla erittdin massiivinen ja hidas laskutoimitus,
mutta periaatteellisella tasolla erittdin tehokkaat tietokoneet voitaisiin ohjelmoida
selvittdmadn, onko jokin mielivaltaisesti valittu kaava A teoreema.

Joukko THEOQO ei ole kuitenkaan primitiivirekursiivinen, joten edelld kuvailtua
mekanismia ei voida hyddyntdd kaavaa A tutkittaessa. Témén kertoo niin kutsuttu

Churchin lause. Tulos on monimutkainen todistaa, mutta esimerkiksi Robbinin seké



2.2. PAATTELYN PRIMITIIVIREKURSIIVISUUS 33

Mendelsonin teoksista 16ytyy tiivistetyt esitykset lauseen todistukselle [25, s. 126—
127|, [21, s. 170]. Kattavampi katsaus Churchin lauseeseen on luettavissa Viitasalon
pro gradu -tutkielmasta [27].

Pohjimmiltaan Churchin lauseen todistus perustuu siihen, ettei joukolle T"H EO
loydeta ylarajaa rajoitetun minimalisaation méaritelméan 1.8 mielessa. Esimerkiksi
funktiosymboleiden, termien ja kaavojen primitiivirekursiiviseksi todistamisessa on-
nistutaan tillainen Godel-lukujen avulla ilmaistava yldraja 16ytdméaén niiden raken-
nejonoihin perustuen, jolloin rajoitettua minimalisaatiota voidaan hyodyntda [12,
Lemma 3.15, Lemma 3.21 ja Lemma 3.28|, [15, s. 112-113, 128-129, 145—
146].

Tama taas johtuu funktiosymboleiden, termien sekéd kaavojen rakennejonojen méaé-
ritelmistd sekd néille médritellyistd kasitteistd “funktiosymboli esiintyy funktiosym-
bolissa”, “termi esiintyy termissd” sekd kaavoille méaritellyistd alikaavoista [12, s.
33—34, 96, 101-102]. Niiden struktuuri ja pituus pysyy jirkevéisti hallinnassa. Li-
siksi jokaisen funktiosymbolin, termin tai kaavan esityksestéd voidaan péaatelld suoraan
niiden muodostamiseen tarvittavien rakennejonojen pituudet, jotka ovat darellisia.

Padttelyjonoille vastaavanlaisia rakenteita tai kiisitteita ei voida méaaritelld. Modus
ponens voi lyhentda padttelyitd hyvinkin paljon ja epadméaériisesti, jolloin paittelyjo-
noissa esiintyvit kaavat voivat olla paljon pitempié kuin esitetty teoreema. Paéttelyn
pituutta ei voida arvioida annetusta teoreemasta, koska teoreemaan voidaan paatya
hyvinkin erilaisten padéttelyjonojen kautta [12, s. 136-137].

Joukkojen DEDU ja THEO olennainen ero tulee ilmi juuri paittelyjonon koh-
dalla. Joukon DEDU alkioille on valmiiksi annettu tieto siitd, mikad on kaavan A
paattelyjono sekd sen Godel-luku. Vastaavasti joukon T'H EO alkioista tiedetdén ai-
noastaan, minkd teoreeman A Godel-lukuja ne vastaavat. Joukon T'HFEQO alkiolle
voitaisiin myos yrittad etsid téillaista sopivaa padttelyn Godel-lukua yksinkertaisesti
lukuja y € N jarjestyksesséd kokeilemalla. Téllaisiin tarkasteluihin voitaisiin jalleen ju-
miutua etenkin, jos kaava A ei ole teoreema. Tilanne on vastaavanlainen kuin luvun
1.1 lopussa esitetyssi rajoittamattoman joukon minimin etsimisessi tyhjille minimi-
joukolle.

Esitetadn vield yksi mielenkiintoinen (Godel-lukujen avulla maaritelty joukko. Ol-

koon joukko
(16) VALI = {x € N| z on jonkin validin kaavan A Godel-luku G(A)}.

Jos joukko VALI (walid) olisi primitiivirekursiivinen, Churchin lauseen nojal-

la teoreemoista koostuvien kaavojen A Godel-lukujen G(A) ei-primitiivirekursiivinen
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joukko ei voisi vastata validien kaavojen B Godel-luvuista G(B) koostuvaa primitiivi-
rekursiivista joukkoa, toisin sanottuna VALI # T H FO. Télloin epataydellisyyslause
saataisiin saman tien todistettua, silld jollain x € N pétisi z = G(A) € VALI, joten
A olisi validi kaava mutta x = G(A) ¢ THEO, eli kaava A ei olisi teoreema. Tars-
kin lauseen nojalla VALI ei ole kuitenkaan primitiivirekursiivinen |28, s. 68|, |25, s.

119-121]. Joudutaan siis tukeutumaan Godelin mestarillisiin tuloksiin.

2.3. Ensimmaiinen epatiaydellisyyslause

Ennen kuin hyokiatdan ensimméisen epétiydellisyyslauseen kimppuun, esitetdin

viela yksi tdrked aputulos.
LEMMA 2.10. Olkoon funktio h : N3 — N,

G(Sg (A)), jos on olemassa kaava A jo muuttujo x
h(¢,n,a) = siten, etti G(A) = a ja G(x) =(
a muuten.

Tdlloin h on primitivirekursiivinen.

TODISTUKSESTA. Lemman todistus pohjautuu pitkilti muuttujien z Godel-lukujen
G(z) joukon sekd kaavojen A Godel-lukujen G(A) joukon primitiivirekursiivisuu-

teen. Liséksi olennaisessa roolissa on sijoituksen primitiivirekursiivisuus [12, Lemma
4.1]. O

Intuitiivisesti funktio h sanoo, etti jos mielivaltaisen kaavan A Godel-luku G(A) =
a sekd mielivaltaisen muuttujan = Godel-luku G(x) = ¢, tehdddn sijoitus SI (A)
eli vaihdetaan kaavan A vapaat muuttujat x joksikin vakioksi v,, n € N. Lopuksi
lasketaan tdmén sijoituksen tuottaman kaavan Godel-luku G(Sj (A)). Jos tillaisia
lukuja a tai  ei ole olemassa asetetaan suoraan funktion h arvoksi a. Ndin konstruoitu
funktio h on primitiivirekursiivinen.

Pureudutaan sitten Gddelin ensimmaéiseen epatiydellisyyslauseeseen. Ensimméi-
nen epatiydellisyyslause sanoo karkeasti seuraavaa: RA-kielessd on olemassa validi
kaava A, joka ei ole kuitenkaan teoreema. Koska RA-kieli pyrkii imitoimaan luonnol-
listen lukujen maailmaa sen laskutoimituksia ja lauseita, voidaan validiusvaatimuksen
katsoa tarkoittavan luonnollisten lukujen joukossa tosina pidettyjé asioita. Intuitiivi-
sesti tallaisia ovat esimerkiksi tdssd joukossa esiintyvit lauseet, lemmat ja aksioomat.
Koska teoreema on kaava, jolla on olemassa pééttelyjono, tarkoittaa tdma intuitiivi-

sesti, ettd aritmetiikassa on olemassa lauseita, jotka ovat todistuvia. Toisin sanottuna
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lauseille voidaan esittdd jokin loogisesti pétevé todistus jostain alkuoletuksista ldh-
tien.

Luonnollisia lukuja pidetddn pohjana kaikille matemaattisille jarjestelmille. Nii-
den avulla voidaan konstruoida esimerkiksi kokonaisluvut, edelleen rationaaliluvut,
ja lopulta irrationaalilukujen avulla koko reaaliakseli. Ndiden pohjalta onnistuu Hil-
bertid mukaillen esimerkiksi euklidisten avaruuksien konstruoiminen. Tamén nojalla
Godelin ensimmadisen epatiydellisyyslauseen voidaan intuitiivisesti ajatella sanovan:
Matematiikassa on olemassa tosia lauseita, joita ei voida kuitenkaan jarjestelmdn
sisalla todistaa tosiksi.

Palataan kuitenkin takaisin luonnollisiin lukuihin ja RA-kieleen. Todistetaan seu-

raavassa (Godelin ensimméinen epétiydellisyyslause RA-kielessa.

LAUSE 2.11 (GOdelin ensimmadiinen epitiydellisyyslause). RA-kielessd on

olemassa validi kaava A, joka ei ole teoreema.

TobisTUus. Todistuksen tarkoituksena on konstruoida oikea RA-kielinen kaava A,
joka on validi mutta ei teoreema. Toisin sanottuna taytyy loytda kaava, jolle péitee
T(A) =1, mutta ¥ A eli kaavalle ei ole olemassa padttelyjonoa Ay, Ay, ..., A;.

Lihdetddn tutkimaan asiaa joukon DFE DU méiritelmén avulla. Olkoon ensin piste
(n,a) € DEDU jollekin n € N. Télléin on olemassa kaava A ja jokin sen pééttelyjono
siten, ettd G(A) = a sekd luku n on kaavan A jonkin péittelyjonon Godel-luku.

Talloin A on teoreema. Edelld esitetty pdattely voidaan kirjoittaa myos muodossa
(17) (n,a) € DEDU jollekin n € N = A on teoreema.

Oletetaan seuraavaksi ensin, ettd A on teoreema eli kaavalle A 16ytyy jokin paétte-
lyjono. Lisdksi jos G(A) = a, niin joukon DFE DU mééritelmén nojalla (n,a) € DEDU

jollekin n € N. Tama padttely voidaan esittdd tiivistetysti muodossa
(18) A on teoreema = (n,a) € DEDU jollekin n € N.
Yhdistdmalla ehdot (17) ja (18) saadaan

(19) A on teoreema < (n,a) € DEDU jollekin n € N.

Olkoon sitten xpgpy joukon DE DU karakteristinen funktio. Téalloin karakteristi-

sen funktion mééritelmén nojalla ehto (19) voidaan kirjoittaa yhtapitdvisti muotoon
(20) A on teoreema < ypgpy(n,a) =1 jollekin n € N.

Koska joukko DE DU on primitiivirekursiivinen, myos funktio xprpy : N> — Non

primitiivirekursiivinen. T#ll6in lauseen 1.22 nojalla on olemassa jokin kaksipaikkainen
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funktiosymboli K, m(K) : N*> — N siten, etti
(21) m(K) = XDEDU-

Funktiosymboli K on siis primitiivirekursiivisen funktion xpgpy imitaatti RA-
kielen syntaksissa, muuta vaatimusta télle symbolille ei tarvita. Esimerkiksi ei vaadita
tietoa siitd, mikd RA-kielinen funktiosymboli K tdsmélleen ottaen on. Funktiosym-
bolin K valinnalle riittdé, ettd tédllainen kaksipaikkainen funktiosymboli ylipaédtinsa
on olemassa, minka lause 1.22 tdsmélleen sanoo.

Koska funktiosymboli K edustaa RA-kielistd mallia funktiolle, jolla voidaan tutkia
mielivaltaisen kaavan sekd sen péddttelyjonon kuulumista joukkoon DEDU, voidaan
funktiosymbolin K ajatella olevan mielivaltaisen kaavan seki sen padttelyjonon imi-

taatti RA-kielessi. Tlloin yhtélon (21) nojalla voidaan ehto (20) esittdd muodossa
(22) A on teoreema < m(K)(n,a) =1 jollekin n € N.

Oletetaan seuraavaksi, ettd on olemassa jokin muuttujaton termi ¢ siten, etti
a(t) = a = G(A). Liséksi lemman 1.23 nojalla patee a(v,) = n sekd a(v;) = 1. Néin
myds luonnolliset luvut a,n ja 1 saadaan esitettyd RA-kielisessd maailmassa, jolloin

(22) yhtélo voidaan esittdd muodossa

(23) A on teoreema < m(K)(a(v,),a(t)) =1 jollekin n € N.
Nyt ehto (23) saadaan méiritelmén 1.25 avulla lopulta muotoon

(24) A on teoreema < a(K(vp,t)) = a(vy) jollekin n € N.

Koska termi ¢ valittiin siten, ettd se on muuttujaton, on my6s termit K (v, t) sekd
v; muuttujattomia. Talloin suljetun kaavan totuusarvon méiaritelmén 1.25 nojalla
ehdosta (24) saadaan ehto

(25) A on teoreema < T(K(v,,t) = vy) = 1 jollekin n € N.

Valitsemalla mielivaltainen muuttujasymboli z voidaan ehto (25) esittdd yhtépi-

tavasti symbolin 3 avulla muodossa
(26) A on teoreema < T'(Jx[K(z,t) = vi]) = 1.

Muistamalla, ettd funktiosymboli K on mielivaltaisen kaavan seké sen paattelyjo-
non imitaatti, sekd joukon DEDU maéritelmén nojalla muuttujasymboli x mielival-

taisen kaavan péattelyjonon Godel-luvun imitaatti jollain n € N sekd termi ¢ tdmén
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kaavan Godel-luvun imitaatti a, voidaan kaavan 3z[K(x,t) = v;] ajatella edustavan

teesii

(27) “On olemassa sellainen péattelyjono, jolla on Godel-luku n,
joka todistaa kaavan, jolla on Godel-luku a” [18, §4.2.3|.

Toisaalta, ottamalla negaatio ehdon (26) oikeanpuolisesta totuusarvosta voidaan

kirjoittaa ehto

(28) A on teoreema < T'(—-3z[K(z,t) = v1]) = 0.
Ehdon (28) kanssa on yhtépitiavi ehto

(29) A ei ole teoreema < T'(—3x[K(z,t) = vy]) = 1.

Nyt vihdoin voidaan valita tarkasteltavaksi kaavaksi A juuri se kaava, jonka to-

tuusarvoa edelld on tutkittu eli
(30) A= —-Fz[K(z,t) = vy,

missd x on mielivaltainen muuttujasymboli, K kaksipaikkainen funktiosymboli seki
t muuttujaton termi, jolle patee a(t) = G(A).

Mukaillen teesid (27) kaavan A voidaan ajatella imitoivan lausetta

(31) “Mikaan paattelyjono, jolla on Godel-luku n,

ei ole todistus kaavalle, jonka G&del-luku on a.”

Teesi (31) kdytdnnossd siis kertoo, ettei kaavalle A voida l6ytaa loogisesti patevii
todistusta RA-kielessd, toisin sanottuna se ei ole teoreema |18, §4.2.3]. Toisaalta
kaava A voidaan osoittaa todeksi eli validiksi, joten kaava A on todellakin ensimmaéisen
epatiydellisyyslauseen etsitty kulmakivi. Lihdetddnkin seuraavaksi tarkastelemaan
lahemmin, kuinka tdmé todistus voidaan 16ytdd eksaktisti RA-kielen maailmassa.
Seuraavaksi tdytyy 16ytda termi ¢, jolle pitee ehto a(t) = G(A). Ennen termin ¢
valintaa, médritelldin muutama apukuvaus, -kaava seké -termi. Valitaan ensin kuvaus

h:N? N,
(32) h(j, k) = h(j, k, k) kaikille (5, k) € N2,

Lemman 2.10 nojalla funktio h on primitiivirekursiivinen, joten myos kuvaus h
on primitiivirekursiivinen. T&lloin lauseen 1.22 nojalla on olemassa kaksipaikkainen
funktiosymboli F', m(F) : N* — N, siten, etté

(33) m(F) = h.
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Kuten funktiosymbolin K tapauksessa, myos funktiosymbolin F' valinta on mie-
livaltainen, ja riittdd tieto siitd, ettd tdllainen kaksipaikkainen funktiosymboli I’ on
olemassa. Oletetaan seuraavaksi, ettd on olemassa kaava B, jolle pitee G(B) = k se-
ké jokin toinen muuttujasymboli y # x siten, ettd G(y) = j. Télloin lemman 2.10

funktion h méaaritelmén seké yhtiloiden (32) ja (33) nojalla pétee
(34) m(F)(G(y),G(B)) = h(G(y),G(B)) = h(G(y), G(B),G(B)) = G(SY, , (B)).

VG (B)
Intuitiivisesti mallin (34) voidaan ajatella imitoivan toimenpidettd, missd mielival-
taisen kaavan B vapaat muuttujat y vaihdetaan vakioiksi vg(p), jotka imitoivat taas
kaavan B Gdédel-lukua G(B). Lopuksi lasketaan tdmén sijoituksen synnyttdmén kaa-
van Sg ) (B) Godel-luku.

Vield ennen termin ¢ madrdamisté, valitaan toinen termi ¢ siten, etté

(35) t = F(va).y).

Funktiosymbolin F olemassaolon nojalla tillainen termi ¢ varmasti 16ytyy, seké pitee
ainakin  # t, silld termissi ¢ esiintyy muuttujasymboli y. Termi ¢ oli valittu siten,
ettel se sisalld muuttujia lainkaan.

On vield médriteltava kaava B. Asetetaan se siten, etta
(36) B = —3z[K (z,1) = vy].

Kaavat A ja B eroavat termien ¢ ja ¢ osalta, jolloin varmasti pitee A # B.
Lopulta viimeinen rakennusosanen epitiydellisyyslauseen todistukseen voidaan

esittdd. Madritellidn termi ¢ nyt siten, etti

(37) t = F(va),vas))-

Termi ¢ on muuttujaton, vaikka siiné esiintyy vakioiden alaindekseissd muuttuja
y sekd kaava B, joka sisdltda myoOs muuttujat x ja y. Naméi eiviat kuitenkaan todella
edusta RA-kielen syntaksissa muuttujia, silli ndmé symbolit on méaritelty Godel-
luvuiksi. Gédel-luvun mééritelmén 2.1 nojalla G(y), G(B) € N, joten symbolit v¢(y)
sekd vg(p) edustavat vakiotermejd, jotka imitoivat muuttujan y sekd kaavan B vas-
taavia Godel-lukuja.

Osoitetaan nyt, ettd termille ¢ pétee kaavan A valinnassa esitetty ehto a(t) =

G(A). Termin ¢ médritelmén sekii mééritelmén 1.23 nojalla saadaan

(38) a(t) = a(F(va), vam))) = m(F)(a(vey)), a(vas))),

josta edelleen lemman 1.24 avulla

(39) m(F)(a(vew)), a(vam))) = m(F)(G(y), G(B)).
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Koska edelleen péitee yhtélo (34) eli

(40) m(F)(G(y), G(B)) = G(5,, (B)),

VG (B)

huomataan yhtéloiden (38) sekd (40) nojalla, etté termin ¢ arvo vastaa tésmélleen
kaavasta B sijoituksella S}jG(B)(B) syntyvéin kaavan Godel-lukua.
Nyt kaavan B méiritelmén avulla saadaan

A

(41) G (S (B)) = G(SY, ) (2F2[K (2, 1) = ni)),

VG(B) VG(B)

ja termin ¢ mé#dritelmén nojalla

A

(42)  G(SY, ) (P3e[K (2, 1) = w])) = G(SY, ) (-F2[K (2, Fvaw),y)) = nl)),

VG (B) VG (B)

jolloin oletuksen x # y nojalla voidaan tehd4 sijoitus

(43) G(S, ) (P32[K (7, Fuaw), y)) = wnl)) = G(=32[K (2, F(vaw), vam)) = vil).

VG (B)

Talloin termin ¢ ja kaavan A madritelmien avulla huomataan, etta
(49)  G(-3lK (v, F(vag) vem) = nl) = G(-3alK (z,1) = v]) = G(A).
Néin on nihty, ettd kaavan A Godel-luku todella on termin ¢ arvo eli pétee
(45) a(t) = G(A).

Oleellista edellii esitetyssi yhtiloketjussa oli kaavan B ja termin ¢ valinta seki
lemman 2.10 funktion h mééaritelma. Kaava B oli valittu ovelasti siten, ettd se eroaa
kaavasta A ainoastaan termin ¢ osalta, jossa esiintyy muuttuja y. TAmin muuttujan
y avulla onnistuu funktion h méarittelema sijoitus, jossa vakiotermi vg(p) vaihdetaan

kaavaan B. Niin syntyy itse asiassa kaava A,

(46) SY (B)=A.

VG (B)

On siis saatu konstruoitua jiarkevd RA-kielinen kaava A kaavan B sekd termien
t ja t avulla. Todistetaan seuraavaksi, ettd niilld valinnoilla on misritelty kaava A,
todella on validi mutta ei teoreema.

Osoitetaan ensin, ettd A ei ole teoreema. Tehddin tdmé antiteesin avulla, jolloin

viitetddn, ettd A on teoreema eli
(47) F =3z [K(x,t) = vq].
Teoreema (47) voidaan esittdd lyhennysmerkintid 3 auki kirjoittaen muodossa

(48) F o=V [K (2, t) = vy).
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Muodostetaan sitten seuraavanlainen teoreemapéiittelyjono:
Ay = Vo [K(z,t) = ] teoreema (48)

Ay = Ay = Vo [K(z,t) 2 v1] (Ax3)
Az =Va-[K(x,t) = v Ay + Ay + modus ponens.

Eheyslauseen 1.26 nojalla teoreema Az on validi, jolloin
(49) T(A;) =T (Ve—[K(x,t) =) = 1.

Koska termi t on muuttujaton, niin kaava Az on suljettu, jolloin méaaritelman 1.25

nojalla saadaan

(50) T(Sy, (-[K(x,t) =2 v1]) = 1 kaikille n € N.
Edelleen sijoituksen jilkeen saadaan

(51) T(—[K(v,,t) = vq]) = 1 kaikille n € N,
josta negaation lyhennysmerkintd purkamalla

(52) T([K(vy,t) =2 v1] — f) =1 kaikille n € N.

Koska kaava [K(v,,t) = v1] — f on myos suljettu sekd kaavan f totuusarvo on
aina T(f) = 0, tdytyy ehdon (52) sekd mééritelmén 1.25 implikaation totuusarvon

nojalla pated
(53) T([K(vn,t) = v1]) = 0 kaikille n € N.

Edelleen kaava K(v,,t) = v; on suljettu, jolloin madritelman 1.25 atomikaavan to-
tuusarvon sekd ehdon (53) nojalla termien K (v,,t) ja vy arvot eivét voi olla samat.

Toisin sanottuna pétee
(54) a(K (v,,t)) # a(vy) kaikille n € N.

Koska lemman 1.24 nojalla a(v;) = 1, saadaan méadritelmén 1.23 avulla yhtilo

(54) muotoon
(55) m(K)(a(vy,),a(t)) # 1 kaikille n € N.

Edelleen lemman 1.24 nojalla pétee a(v,) = n sekéi termille ¢ pétee a(t) = G(A),
jolloin saadaan ehtojen (21) ja (55) avulla ehto

(56) XDEDU(na G(A)) # 1 kaikille n € N.

Karakteristisen funktion mééritelmén sekéd ehdon (56) nojalla (n, G(A)) ei voi kuu-
lua joukkoon DEDU, silld jos (n,G(A)) kuuluisi joukkoon DEDU, funktio xprpu
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saisi arvon 1 jollain n € N. Koska karakteristinen funktio voi saada vain arvot 0 tai

1, on oltava

(57) XDEDU(”; G(A)) = 0 kaikille n € N
eli
(58) (n,G(A)) ¢ DEDU kaikille n € N.

Kuitenkin antiteesin “A on teoreema’” nojalla kaavalle A on olemassa jokin péat-
telyjono Al,/ig, ...,fll, jolle on olemassa jokin Godel-luku z = F(Al,fig, ...,Al) e N.

Talloin joukon DEDU mééritelmén nojalla saadaan
(59) (z,G(A)) € DEDU jollekin z € N,

joka on ristiriidassa ehdon (58) kanssa. Antiteesi johtaa siis vddrddn paatelmidn,
jolloin alkuperiinen viite pétee eli kaava A ei ole teoreema.

On vield osoitettava, ettd kaava A on validi eli
(60) T(A) = 1.

Purkamalla negaation sekd symbolin 3 lyhennysmerkinnit voidaan yhtalo (60) kir-

joittaa muotoon

(61) T(A) =T(—~~Vae[K(z,t) = v]) =T (Ve [K(x,t) =] — f] = f) =1
Koska T'(f) = 0, riittad maaritelmén 1.25 nojalla osoittaa, etté

(62) T(Ve—[K(z,t) Z v — f)=0

ja edelleen, etta

(63) T(Vz—[K(x,t) 2 v]) = 1.

Viitteen (63) todistamiseksi tehdéén jélleen antiteesi. Toisin sanottuna véitetéén,

etta patee

(64) T(Va—[K (z,t) 22 v]) = 0.

Y

Koska termi t ei edelleenkiéin sisillda muuttujia, on kaava Va—[K(z,t) = v;] yhi

suljettu. T&lloin méasritelmén 1.25 nojalla saadaan
(65) TS, (m[K(x,t) = v1])) = 0 jollekin n € N
eli

(66) T(—[K(v,,t) = vq]) = 0 jollekin n € N.
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Negaation lyhennysmerkintd purkamalla saadaan
(67) T([K(vn,t) =2 v1] — f) = 0 jollekin n € N,
jolloin totuusarvon méaéritelmén 1.25 nojalla voidaan kirjoittaa
(68) T([K (vn,t) = v1]) = 1 jollekin n € N.
Miaaritelman 1.25 atomikaavan totuusarvon nojalla on oltava
(69) a(K (v, t)) = a(vy) jollekin n € N,
jolloin maaritelmé 1.23 antaa
(70) m(K)(a(v,),a(t)) = a(vy) jollekin n € N.
Lemman 1.24 sekd ehtojen (21) ja (45) nojalla saadaan
(71) Xpepu(n, G(A)) =1 jollekin n € N.
Télloin karakteristisen funktion méaritelmén nojalla
(72) (n,G(A)) € DEDU jollekin n € N.

Tamaé taas tarkoittaa joukon DEDU méairitelmén nojalla, ettd jollekin n € N on
olemassa pidttelyjono Ay, Ay, ..., A; = A siten, ettii ['(Ay, Ay, ..., A)) = n. Tami on
suoraan teoreeman maaritelma, jolloin A on teoreema.

Kuitenkin edelld todistettiin, ettd A ei ole teoreema, joten antiteesi johtaa jilleen
ristiriitaan. T&lloin alkuperdinen véite pétee eli A on validi kaava. Néin ollen koko

Godelin ensimméinen epétéiydellisyyslause on saatu todistettua. U

Godelin epétiydellisyyslauseessa kaava A onnistuttiin valitsemaan juuri siten, etta

se edustaa ehdossa (29) eli
A ei ole teoreema < T'(—Jz[K(x,t) Z1vq]) =1

esiintyvid oikeanpuoleista kaavaa, jonka totuusarvoa tutkitaan. Yhtapitdvisti tdma

voidaan siis kirjoittaa kaavan A mairitelmén nojalla muodossa

(73) A ei ole teoreema < T'(A) =1

tai edelleen

(74) A ei ole teoreema < A on validi kaava.
Vastaavasti tdméa onnistuu myods muodossa

(75) A on teoreema < A on epivalidi kaava
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tai
(76) A on teoreema < T(A) = 0.

Kaava A ei voi olla yhtd aikaa teoreema, eli syntaktisesti tosi, ja validi, eli se-
manttisesti tosi. Siis jos kaava A on syntaktisesti tosi, se ei voi olla semanttisesti tosi.
Kéintéen, jos kaava A on semanttisesti tosi, se ei voi olla syntaktisesti tosi.

Voidaan siis ajatella, ettd kaava A pyrkii imitoimaan teesii
(77) “Tami kaava ei ole tosi”
tai yleisemmin
(78) “Tamé lause on epétosi”.

Jos oletetaan, ettd viite (78) on tosi, on se ristiriidassa itsensi kanssa, silld se
sanoo, ettei se ole tosi. Toisaalta, jos oletetaan, ettd viite (78) on epéitosi, kertoo
lause tosi asian, vaikka olettiin péiinvastaista. Molemmissa tilanteissa ajaudutaan ris-
tiriitaan. Téllaiseen tilanteeseen joudutaan péadasiassa siksi, ettd lauseet (77) ja (78)
onnistuvat puhumaan jotain omasta todellisuudestaan tai itsestdin. Téata kutsutaan
itseviittaavuuden késitteeksi [18, §4.2.3].

Viitteitd (77) ja (78) tarkastellessa joudutaan paradoksaalisiin tilanteisiin, joiden
totuudesta on vaikea sanoa yhtdin mitddn. Kenties tutuin versio tallaisesta viitteesté

on Epimenideetd mukaileva niin kutsuttu valehtelijan paradoksi,
(79) “Miné valehtelen nyt”.

Godelin ensimmadisen epatdydellisyyslauseen todistuksessa voi ndhda kdytetté-
van samankaltaisia péaattelymetodeja. Olennaisissa rooleissa ovat valitut kaavat A
ja B, termit t ja t sekii lemman 2.10 funktion h méadritelmi. Kaavat A ja B ovat
tietyssd suhteissa toisiinsa, minkd voi ndhdd yhtélosta (46). Yhtdlossd (46) vaihde-
taan kaavassa B olevat vapaat muuttujat y intuitiivisesti kaavan B Godel-luvuiksi
G(B). Témin sijoituksen tuottamana saadaan tésmélleen kaava A, jolloin pétee
myos G(A) = G(SgG(B) (B)). Kaava A ikdéan kuin onnistuu puhumaan jotain itsestaan
Godel-lukujen kautta RA-kielen syntaksissa, ja onnistuu totena kaava todistamaan

oman todistamattomuutensa (18, §4.2.3].
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2.4. Toinen epataydellisyyslause

Godelin toinen epéataydellisyyslause sanoo karkeasti ilmaistuna, ettei luonnollz-
s1tn lukuthin perustuvan matemaattisen jarjestelmén ristiriidattomuutta voida to-
distaa tdmén jarjestelmdan sisdlld. Kuitenkin lauseessa 1.27 todistettiin, ettd RA-
kieli on ristiriidaton. Ovatko namé ristiriitaisuudesta puhuvat tulokset itse asiassa
ristiriidassa toistensa kanssa? Lahdetddn seuraavaksi tutkimaan, mitd eroja toisella
epatiydellisyyslauseella sekd lauseella 1.27 tarkkaan ottaen on, sekd mitd ne tdsmal-
lisesti ilmaistuna sanovat.

Lahdetain jilleen liikkeelle ensimmaéisen epataydellisyyslauseen yhteydessa esite-
tysté ehdosta (29)

A ei ole teoreema < T'(—3x[K(z,t) = v]) = 1,
jossa kaavalle A péatee yhtilo
(80) a(t) =a=G(A).

Lemman 1.24 nojalla yht&lo (80) pétee ainakin, jos valitaan termi ¢ siten, etta t = v,,.

Talloin saadaan yhtélo

(81) a(v,) = a = G(A).

Talloin ehto (29) voidaan kirjoittaa muodossa

(82) A ei ole teoreema < T'(—3x[K (z,v,) = vq]) =1,

Valitaan nyt kaavaksi A = f, jolle pétee yhtdlén (81) nojalla G(f) = a(ve(y))-

Ehto (82) saadaan nyt yhtdpitdviin muotoon
(83) f eiole teoreema & T'(—3z[K (z,va(p)) = n]) = 1.

Koska RA-kieli on lauseen 1.27 nojalla ristiriidaton eli toisin sanottuna RA-kielessa

kaava f ei ole teoreema, voidaan ehto (83) esittdd myos muodossa

(84) RA-kieli on ristiriidaton < T'(=3z[K (z,ves)) = n]) = 1.
Télloin siis on kaavan

(85) =3z [K (x, ve(p)) = v1]

oltava validi. Godelin toinen epétaydellisyyslause perustuu pitkilti tahén esitykseen.
Ennen tdméan lauseen esittimisti esitetddn vield muutamia aputuloksia sekd merkin-
t6j4.

Madritelladn ensin kaavaan (85) pohjautuva yleinen merkinté.
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MAARITELMA 2.12. Olkoon olemassa mielivaltainen kaava A siten, ettd G(A) = a.

Talloin maaritelladn merkinta
(86) T(A) = Jz[K(x,v,) = vq].

Merkintd (86) sanoo tdsmilleen saman asian kuin Godelin ensimmaéisessi epé-
téaydellisyyslauseessa esitetty teesi (27). Tam& voidaan vield esittda kaavan A avulla

tdsmaéllisemmin, jolloin merkinté (86) imitoi teesia:
(87) “Jollain n € N on olemassa kaavan A paattelyjono Ay, As, ... Ay siten,
ettd G(A) = a(v,) = a sekd I'(Ay, Ag, ..., Ax) = n.”
Vastaavasti merkinnin ~%T(A) voidaan ajatella edustavan teesii:
(88)  “Milldén n € N ei ole olemassa kaavan A paittelyjonoa Ay, Ay, ... Ay siten,
ettd G(A) = a(v,) = a sekd I'(Ay, Ag, ..., Ax) =n.”

Merkintda T(A) pohjautuvat seuraavat kolme tulosta ovat myos erittdin olennaisia

toisen epéitaydellisyyslauseen todistuksessa.

LEMMA 2.13. Olkoon A ja B mielivaltaisia kaavoja. Tdlloin

a) jos A on teoreema, niin T(A) on teoreema,
b) kaava T(A) — T(T(A)) on teoreema, seki
¢) kaava T(A — B) — [Z(A) — T(B)] on teoreema.

Tobistus. [11, §5.2], [19,s. 115-118|, [12, Lemma 5.2, Lemma 5.6 ja Lem-
ma 5.7|. O

Intuitiivisesti lemman 2.13 kohta a) pitd4 selviisti paikkaansa, silld jos A on teo-
reema, tarkoittaa tdmaé, ettd kaavalle A on olemassa jokin péittelyjono. T&ll6in on
suhteellisen selvdd intuitiivisessa mielessd, ettd téstd seuraa merkinnén T(A) imitoima

teesi (87). Tdmad ei kuitenkaan suinkaan tarkoita, ettd kaava
(89) A— T(A)

olisi teoreema, silla se ei ole teoreema [12, s. 148—149]|. Kaavan (89) voidaan ajatella

imitoivan mielivaltaiselle kaavalle A teesia
“Jos A on kaava, niin pétee ehto (87).”

mika ei selvisti valttdméatta pidd paikkaansa.

Tiivistetddn vield merkinndn T(A) imitoima teesi (87) muotoon

(90) “Kaavalle A on olemassa paittelyjono.”
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Talloin intuitiivisessa mielessd lemman 2.13 kohdan b) kaava imitoi teesié: “Jos kaaval-
le A on olemassa pééttelyjono, niin myos kaavalle T(A) on olemassa péadttelyjono.”
Toisin sanottuna riittdd siis osoittaa, ettd kaava T(A) on teoreema. Tulkitsemalla
merkintd T(A) teesin (90) mukaan, riittdéd osoittaa, etté teesi “Kaavalle A on ole-
massa paittelyjono” on teoreema. Tamé on taas totta oletuksen nojalla! Vastaavalla
heuristisella tavalla voidaan intuitiivisesti vakuuttua, ettd lemman 2.13 kohta c¢) on
teoreema.

Ennen kuin palataan tutkimaan Godelin toista epdtdydellisyyslausetta, esitetdan

vield tutkielman viimeinen aputulos.

LEMMA 2.14. Olkoon olemassa kaava A, termitt ja s sekd lisiksi muuttujasymboli
x. Oletetaan, ettd termi s esiintyy kaavassa A, mutta termi s ei esiinny minkddn
sellaisen kvantifikaation Vx vaikutusalueella, missd muuttuja x esiintyy joko termissa

t tai s. Tadlloin
(91) Fts— [A o SiA)

TODISTUKSESTA. Todistus tehdédén induktiolla kaavan A rakennejonon minimaa-
lisen pituuden m suhteen |12, Lause 2.36|. U

Merkinnén (86) seké kaavan f avulla saadaan esitys
(92) T(f) = F[K (2, vap) = v,
jolloin validi kaava (85) voidaan esittdd muodossa
(93) —2(f).
Esitetdédn vield ehto (84) yhtélon (93) avulla, jolloin
(94) RA-kieli on ristiriidaton < T'(=%(f)) = 1.

Seuraavaksi herdd kysymys, onko validi kaava (93) teoreema? Jos muistetaan mer-
kinndn —T(A) imitoima teesi (88), voidaan kaavan (93) ajatella sanovan tiivistetysti,
ettel kaavalle f ole olemassa padttelyjonoa. Jos siis kaava (93) olisi teoreema, eli tee-
si “kaavalle f ei ole olemassa paittelyjonoa” onnistuttaisiin todistamaan, voitaisiin
tdmén ajatella tarkoittavan syntaktis-semanttisessa mielessé, ettd RA-kielen ristirii-
dattomuus pystyttiisiin todistamaan syntaktisesti.

Mutta onko kaava (93) teoreema vai ei? Témén kertoo Godelin toinen epétiydel-

lisyyslause, joka sanoo tdsmilleen, ettei kaava (93) ole teoreema.
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LAUSE 2.15 (Gddelin toinen epétiydellisyyslause). Kaava =Z(f) ei ole teo-

reema.

TobpisTus. Todistetaan viite tekemélld antiteesi eli viitetddn, etti
(95) F=Z(f).

Olkoon sitten kaava A ja termi ¢, kuten Godelin ensimmaisessi epatiydellisyys-
lauseessa, eli
A = —3x[K(z,t) = v]
ja
t = F(vaw), vam),
joille pétee a(t) = a(v,) = a = G(A). Olkoon liséksi kaava B siten, etti
(96) B = ng(A) (A) = ~Fz[K (2, vea)) = v1] = 2F2[K(z,v,) = vy].
Talloin merkinnén (86) mukaan kaava B on itse asiassa

(97) B=S! (A) = -3z[K(z,v,) = v)] = ~T(A).

Suljetun atomikaavan totuusarvon mééritelmén 1.23 seké ehdon a(v,) = a(t) no-

jalla saadaan
(98) T(v,=t) =1

Talloin v, = t on muuttujattomana kaavana heikon téydellisyyslauseen 1.28 nojalla

myd6s teoreema eli
(99) F o, 2t
Téll6in lemman 2.14 nojalla pétee, etté
(100) v, 2t [A e S (A).

Lemman 2.14 ehdot pétevit: termi ¢ esiintyy kaavassa A mutta termissa ¢ ei esiinny
muuttujia, erityisesti ei muuttujaa x. Talldin termin ¢ tarkasteltava esiintyma ei esiin-
ny kaavassa A minkidn sellaisen kvantifikaation Vx vaikutusalueella, jossa muuttuja
x esiintyy joko termissa v, tai t.

Teoreeman (99) avulla saadaan teoreemasta (100) sekd kaavan B mééritelmén

nojalla (97) teoreema
(101) FA+ -T(A).
My0s propositiokieliset kaavat

(102) F[C < D] - [C — D]
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seké
(103) F[C < D] - [D — C]

voi todeta teoreemoiksi esimerkiksi totuustaulujen avulla, jolloin ne periytyvit myo6s
RA-kielisiksi teoreemoiksi huomautuksen 1.19 nojalla.

T#lloin teoreemojen (101), (102) seké (103) avulla saadaan teoreemat

(104) FA— =%(A)
ja
(105) F-T(A) — A.

Edelleen teoreeman (104) sekd lemman 2.13 kohdan a) nojalla saadaan teoreema
(106) FT(A = =F(A)),

jolloin lemman 2.13 kohdan ¢) nojalla voidaan paitelld teoreema

(107) FT(A) = T(=F(A)).

Propositiokielestd saadaan jilleen, esimerkiksi totuustaulun avulla, RA-kielinen
teoreema
(108) H[C — D] = [[C — E]] = [C — [D A E]],

jolloin teoreemojen (107), (108) sekd lemman 2.13 kohdan b) avulla saadaan

(109) F3(A) = [F(=%(A) A E(Z(A)];

joka voidaan kirjoittaa myos muotoon

(110) FE(A) = [Z(T(A) — [) ANE(Z(A)))].

Propositiokielesta saadaan taas teoreema

(111) FH[C — [D— E]] = [[CAD]— E|,

jolloin lemman 2.13 kohdan ¢) avulla saadaan teoreema

(112) F[T(A— B)ANT(A)] — T(B).

Teoreeman (112) nojalla saadaan edelleen teoreema

(113) FIE(E(A) = /) AT(E(A)] = 2(f).
Jos osataan paitelld

(114) T(A) FE(f),
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saadaan piattelylauseen avulla teoreema
(115) FZ(A) — T(f).

Ehdon (114) nojalla voidaan muodostaa oletuspaittely, jossa ei esiinny kvantifi-

kaatioita lainkaan:

Ay =%(A) oletus

Ay =F(A) = [Z(Z(A) — [) ANT(Z(A))] teoreema (110)

A3 =F(T(A) — f) ANF(T(A)) Ay + A+ modus ponens
Ay =[%(ZT(A) = [)NE(ZT(A))] — F(f) teoreema (113)

As =Z(f) Az + A4+ modus ponens.

Nyt propositiokielestd saadaan teoreema
(116) F[C — D] - [-D — —C],
joten teoreeman (116) sekd (115) nojalla pétee
(117) F=Z(f) = % (A).
Jalleen hyodyntaen propositiokielistd teoreemaa
(118) F[C — D] —[[D— E] = [C— E],
saadaan yhdistamélla teoreemat (118), (117) sekd (105) lopulta teoreema
(119) - -Z(f) = A.

Antiteesin (95) sekd teoreeman (119) nojalla ndhd&én, ettd kaava A on myds teo-
reema. Tamé on kuitenkin ristiriita, silld Godelin ensimmaéisen epatiydellisyyslausees-
sa osoitettiin, ettd A ei ole teoreema. Néin ollen vdite on saatu todistettua eli kaava

—F(f) ei ole teoreema. O

Godelin toinen epétiydellisyyslause ei siis viitd, ettd RA-kieli olisi ristiriitainen
tai ristiriidaton, eikd edes tarkalleen ottaen sitd, ettei RA-kielen ristiriidattomuut-
ta voitaisi todistaa. Se kertoo, ettei RA-kielen ristiriidattomuutta pystyti syntak-
tisest: todistamaan. Ei ole mahdollista konstruoida RA-kielen kaavoista koostuvaa
paéttelyjonoa, joka osoittaisi tdmén kielen ristiriiddattomuuden. Sen sijaan semantti-
nen todistus tille ndhtiin jo lauseessa 1.27. Lauseen 1.27 todistuksessa ei konstruoi-
da minki#nlaista padttelyjonoa, vaan todistus pohjautuu pelkéistiin eheyslauseeseen
sekdi RA-kielen semanttisen totuuden tulkitsemiseen kaavan f totuusarvon kautta.
Semanttisesti on siis edelleen pateviaa puhua, ettd RA-kieli on ristiriidaton, jossa to-

tuuteen pohjautuvia ristiriitaisia tuloksia ei sallita.



LUKU 3

Godelin tulosten seurauksia seki uusia suuntaviivoja

3.1. Aksioomajirjestelmin laajennus

Godelin tuloksia on tulkittu monella tapaa aina jumalan olemassaolon todistusten
valossa fysiikan kvantti-ilmitdiden selityksiin, sekéd yritetty etsii aukkoja epétiydel-
lisyyslauseiden todistuksista. Ensimmaéisens korjausehdotuksena nousee vilittomaés-
ti esiin aksioomajarjestelman muuttaminen. Koska aksioomat ovat tdssdkin kielesséd
padttelyn pohjana, on syyta kysyé, voitaisiinko kielen taydellisyys saavuttaa paran-
tamalla tai muuttamalla aksioomajarjestelmad. Kuten luvun 1.2.3 lopussa todettiin,
hyviksymalla kaava f aksioomaksi, saataisiin kaikki kaavat teoreemoiksi, myos Gode-
lin epatiydellisyyslauseissa esiintyvé kaava A. Tama ei kuitenkaan olisi hyva jéirjestel-
ma, silld nyt kaikki kaavat olisivat todistuvia. Lisdksi aksioomajarjestelméaan kuuluisi
kaava, joka ei olisi validi.

Enté jos Godelin epatiydellisyyslauseiden kaava A otettaisiin aksioomaksi? Toisin

sanottuna aksioomaksi valittaisiin kaava

(Ax18) A = —Jx[K(x,t) = v1], missd A on validi kaava sekd symbolit x, K seké ¢

valittu kuten lauseessa 2.11.

Kuinka Godelin epatiydellisyyslauseiden kiy téssd aksioomajérjestelméssia? Kos-
ka kaava A on validi, voidaan osoittaa eheyslauseen 1.26 pétevin tasmaélleen vastaa-
valla tavalla kuin aiemmin [12, Lause 2.66]|. Toisaalta pi#ttelysddntdjen mukaan
aksioomat ovat aina suoraan teoreemoja, joten uudeksi aksioomaksi valittu kaava A
on myo0s teoreema. Talloin Godelin epatiydellisyyslauseen todistus 2.11 ei endd pade,
koska valittu kaava A on sekd validi ettd teoreema. Voitaisiinko téllaisella jirjestel-
mélla osoittaa RA-kielen taydellisyys?

Jos katsotaan tarkemmin ensimmaéisen epéataydellisyyslauseen 2.11 todistusta se-
ki siihen tarvittavia aputuloksia, voidaan ensin huomata, ettd lemma 2.10 péitee vas-
taavasti aksioomalla (Ax18) varustetussa jirjestelmissid. Tamé johtuu siitd, ettei
lemman 2.10 todistuksessa tarvita tietoa aksioomajoukon primitiivirekursiivisuudes-
ta [12, Lemma 4.1].

Toisaalta joukon DSFE(Q todistaminen primitiivirekursiiviseksi muuttuu, silld sen
osoittamiseksi tarvitaan tietoa aksioomajoukon primitiivirekursiivisuudesta. Voidaan

50
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kuitenkin osoittaa, ettd tdméi uusi aksioomajirjestelmé varustettuna aksioomalla
(Ax18) pysyy yhé primitiivirekursiivisena {12, s. 146]. Tdmé onnistuu samaan ta-
paan kuin aksioomien (Ax1)—(Ax18) osoittaminen primitiivirekursiiviseksi [12, s.
118-126], [15, s. 171-215]|. Jos nimitdimme tdtd uutta kaavojen paittelyjonojen
Godel-luvuista koostuvaa joukkoa joukoksi NDSEQ (new deduction sequence), voi-
daan tdmén avulla osoittaa tdsmaélleen vastaavalla tavalla kuin lauseessa 2.9 uusi kaa-
vojen sekd niiden pédttelyjonoista koostuvien Godel-lukujen joukko NDEDU (new
deduction) primitiivirekursiiviseksi.

Talloin, kuten lauseessa 2.11, on lauseen 1.22 nojalla olemassa uusi kaksipaikkai-
nen funktiosymboli K # K siten, etti

~

(120) m(K) = XNpEDU-

Tamin avulla voidaan médritelld uusi kaava A # A vastaavasti kuin lauseessa 2.11.
Tastéd eteenpiin ensimmaisen epitiydellisyyslauseen todistus etenee tismailleen sa-
malla tavalla kuin lauseessa 2.11.

Vaikka kaava A otettaisiin aksioomaksi, on siis edelleen saatu konstruoitua validi
kaava A, joka ei ole teoreema. Edelld esitetyn menetelmin avulla voidaan itse asias-
sa lisdtd myoOs useampia valideja aksioomia aksioomajirjestelméin, jolloin edelleen
saadaan konstruoitua validi kaava, joka ei ole teoreema. Toisin sanottuna, jos aksioo-
majarjestelmadn lisataan yksi tai useampi validi kaava siten, ettd aksioomajdarjestelmd
pysyy primitiivirekursiivisena, Godelin ensimmaéinen epatiydellisyyslause péitee yha.

Enté saavutettaisiinko RA-kielen taydellisyys muuttamalla pdattelysdantoja? Mo-
dus ponens ja kvantifiointi ovat intuitiivisessa mielessé olleet pitevid péaattelysdianto-
ji ainakin Aristoteleen filosofiasta ldhtien. Ne ovat syvalld “tavallisten” puhuttujen ja
kirjoitettujen kielten rakenteissa seki pohjana kaikelle ajattelulle. Tosin tdm4 ei kielld,
olisiko mahdollista rakentaa jokin aivan uudenlainen paéttelyjarjestelmé, josta voitai-
siin johtaa aivan uudenlaista matematiikkaa. Vastaavaa ihmetystéd aluksi aiheuttivat
my0s esimerkiksi irrationaalilukujen sekd epdeuklidisten geometrioiden 10ytyminen.

Koska klassinen logiikka perustuu kuitenkin tdysin modus ponensin sekd kvan-
tifioinnin méadritelmiin, tdman tutkielman kontekstissa niité ei ole syyta jattda pois
rakennettaessa paittelyjarjestelmad. Enté jos nididen rinnalle lisdtddn uusia paittely-
sdantoja, toisin sanottuna laajennetaan paattelyjirjestelmii? Loogisen kielen ehdok-
si tulee edelleen asettaa, ettd paittelysadntdjen avulla saadaan valideista kaavoista
valideja kaavoja. Jos tillaisia padttelysdantoja lisdtddn jarjestelmdédn yksi tai useam-

pi, voidaan helposti osoittaa, ettd eheyslause 1.26 patee yhi. Talloin on ldhes yhta
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selvad, ettd Godelin ensimmadisen epitdydellisyyslauseen taytyy péited vastaavalla to-
distuksella kuin lauseessa 2.11.

Godelin ensimmainen epitiydellisyyslauseen voidaankin ajatella tarkoittavan seu-
raavaa: Jos primititvirekursiivisen aritmeettisen jarjestelmdan aksioomat se-
kd pdadttelysaannot on valittu siten, ettd kaikk: todistuvat kaavat ovat tosia,
jdrjestelmdn sisdlld on aina olemassa tosi kaava, joka et ole todistuva [12,
s. 146|.

Kuinka toiselle Godelin epatiydellisyyslauseelle kivisi, jos aksioomajérjestelméa
laajennettaisiin esimerkiksi uuden aksiooman (Ax18) avulla? Koska lauseen 2.15 to-
distus perustuu lauseessa 2.11 konstruoituun kaavaan A, saadaan Godelin toiselle
epatdydellisyyslauseelle aksioomalla (Ax18) varustetussa jirjestelméssi tdysin vas-
taava todistus kuin lauseessa 2.15. Téll6in voidaan my6s Godelin toinen epétaydelli-
syyslause yleistad sanomalla: Jos primaitiivirekursiivisen aritmeettisen jarjes-
telmdn aksioomat on valittu siten, etteivdt ne ole ristiritdassa keskenddn,
jarjestelmdn ristiritdattomuutta et voida todistaa aritmetitkassa itsessadn.

Johdannon historiakatselmuksessa pohdittiin Hilbertin vaatimusta saada koko ma-
tematiikka osoitettua tdydelliseksi. Hilbert uskoi, etta esimerkiksi Eukleideen geomet-
rian ristiriidattomuus voitaisiin viime kidessa palauttaa luonnollisten lukujen ristirii-
dattomuuteen, jossa Russelin ja Whiteheadin formaalin kielen avulla onnistuttaisiin
lopulta todistamaan luonnollisten lukujen ominaisuudet eli aritmetiikka taydelliseksi
ja sitd myoden koko matematiikka taydelliseksi. Kuten jo moneen kertaan on to-
dettu, Godel romutti tdmén aritmetiikkaan perustuvan ristiriidattomuustodistuksen.
Godelin tulos ei kuitenkaan kielld, voitaisiinko tillainen ristiriiddattomuustodistus 16y-
tda jollain taysin uudella tavalla. Nagel ja Newman kiteyttavatkin Godelin tulokset

seuraavasti:

“The possibility of constructing a finitistic absolute proof of con-
sistency for arithmetic is not excluded by Godel’s results. Godel
showed that no such proof is possible that can be represented within
arithmetic. His argument does not eliminate the possibility of strictly
finitistic proofs that cannot be represented within arithmetic. But
no one today appears to have a clear idea of what a finitistic proof
would be like that is not capable of formulation within arithmetic.”
[22, s. 98|
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3.2. Sumeaa moniarvologiikkaa

Klassinen logiikka perustuu ajatukseen kolmannen poissuljetun laista, jonka mu-
kaan kaava tai teesi voi olla vain tosi tai epitosi. Matemaattisemmin ilmaistuna siis
kaava A on joko validi tai epévalidi, eli pétee joko T(A) = 1 tai T(A) = 0. Muita
vaihtoehtoja ei ole olemassa. Yksi tapa lahted laajentamaan semanttisen totuuden
kisitettd on niin kutsuttu sumea logiikka. Yleisesti téllaisessa jarjestelméssi voidaan
sumeiden joukkojen avulla méaéritelld funktioita seké totuusarvoja, jotka voivat saada
mitd tahansa arvoja esimerkiksi valilta [0, 1] [23, s. 4-17, 24—-27|. Téssé mielessé su-
mea logiikka on hyvin ldhelld todennikdisyysteoriaa, ja silld onkin paljon esimerkiksi
tekniikkaan ja teknologiaan liittyvid sovelluksia.

Sen sijaan Godelin epéatiydellisyyslauseista tdménkaltainen totuusarvojakauma
ei pysty jirkevisti sanomaan mitdin. Mielenkiintoisempi ldhestymistapa on tésmél-
lisemmaét sumean logiikan totuusarvojen madrittelyt, kuten niin kutsuttu Belnapin
neliarvologiikka. Téssé jarjestelméssa kaavalle A voidaan maéritelld nelji erilaista to-
tuusarvoa. Klassisten totuusarvojen toden, T(A) = 1, ja epiatoden, T(A) = 0, lisidk-
si madritelldén totuusarvot, kun kaava A on tosi ja epétosi yhtd aikaa, T(A) = BO
(both), seké kaava A ei ole tosi eikd epétosi, T(A) = NO (none) |26, s. 5]. Mielenkiin-
toisen téstd jarjestelméstd tekee, ettd se antaa mahdollisuuden kéasitelld paradokseja
totuusarvon BO maérittelyn takia. Periaatteessa voidaan siis mééritelld jonkinlai-
nen totuusarvo esimerkiksi Russelin tai valehtelijan paradoksille. Ndin my&s Godelin
epataydellisyyslauseiden kaavoille voidaan antaa jonkinlainen uusi totuusarvo.

Belnapin neliarvologiikassa implikaatiolle voidaan méaritelld totuusarvot niin kut-
sutun “loogisen hilan” (logical lattice) avulla [26, s. 5—7]. Téhidn maérittelyyn perus-
tuen taulukossa 3.1 on esitetty propositiokielen tapainen totuustaulu kaikille symbolin
A mahdollisille totuusarvon 16 eri tapaukselle. Vastaavat totuustaulut voidaan myos
johtaa esimerkiksi symbolille V sekéi negaatiolle — [26, s. 7|.

Mitd Belnapin logiikan avulla voitaisiin sitten sanoa Godelin epétiydellisyys-
lauseista? Jos lauseen 2.11 kaavan A tulkitaan imitoivan teesid (77), voidaan tdmén
ajatella tarkoittavan kaavan A olevan tosi jos ja vain jos A on epéatosi. Onko kaava A
siis tosi ja epétosi yhtd aikaa? Belnapin neliarvologiikan nojalla periaatteessa téllai-
selle teesille voitaisiin antaa totuusarvo BO, ja tulkita Godelin epatiydellisyyslauseen
tarkoittavan totuusarvoltaan totta seki epétotta tarkoittavaa lausetta. Sen sijaan RA-
kielen tiydellisyyttd téallaisella systeemilld ei saataisi pelastettua sen enempaéd kuin

aksioomajarjestelmid laajentamalla kaavalla A.
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TAULUKKO 3.1. Belnapin logiikan A symbolin totuustaulu

A N B A AN B
11 1 BO BO 1
10 0 BO 0 0
1 BO BO |BO BO BO
1 NO NO |BO 0 NO
0 O NO NO 1
0 0 O NO 0 0
0O 0 BO |NO 0 BO
0 0 NO |NO NO NO

Esimerkiksi Godelin epétaydellisyyslauseissa kiytettavilta antiteesi-todistuksilta
putoaisi pohja, silld Belnapin neliarvologiikassa téllaisiin ristiriitaisiin tilanteisiin ei
voida totuusarvon méérittelyn nojalla paédtya. Semanttisesti olisi hyviksyttivid antaa
oletukselle ja vastaoletukselle oma totuusarvonsa eikd ristiriidan sattuessa valttamét-
té voitaisi pédatelld alkuperéisen oletuksen olevan tosi.

Taménkaltaista niin kutsuttua matematiikan intuitionistista koulukuntaa edusti
myds Godelin aikalainen L. E. J Brouwer (1881-1966), joka perusti oman matemaat-
tisen filosofiansa konstruktivismin pohjalle. Konstruktivismin ldhtékohtana pidetdén,
ettd jokainen matemaattinen viite on pystyttidva todistamaan suoraan, toisin sanot-
tuna viitteelle on aina konstruoitava todistus, joka ei vetoa minkiddn matemaattisen
olion tai objektin oletettuun olemassaoloon. Esimerkiksi antiteesi-todistuksissa teh-
dédin niin kutsuttu eksistenssitodistus, jossa vedotaan ettei oletuksen vastainen tilan-
ne ole mahdollinen [17, s. 17—-18|. Varsinaiselle viitteelle ei suoraan esiteté loogisesti
patevad ketjua, jonka lopputuloksena konkreettisesti viite saadaan.

Belnapin neliarvologiikka pelaa siis tdysin erilaisessa maailmassa kuin RA-kieli ja
sen semantiikka. Ei ole mielekistd soveltaa jilkeenpéin klassisen logiikan totuusar-
von varaan rakennettuun jarjestelméan taysin toisenlaista systeemia. Toki tallaisella
Belnapin kaltaisella niin kutsutun relevanssilogiikan lajilla voidaan varmasti rakentaa
loogisesti patevid jirjestelmid, mutta tassikin jarjestelméassd pitdd lahted liikkeelle
perustuksista ja rakentaa oma semanttisesti ja syntaktisesti ehyt jarjestelma. Vasta
tdmén jalkeen voidaan tutkia tdmén jirjestelmén sisilld kielen eheytta seké taydelli-
syyttd, ja kenties 10ytda vastaavanlaisia tuloksia kuin Godel 16ysi.

My6s klassiseen semanttisuuteen perustuvia loogisia kielid voidaan tutkia uu-

denlaisesta totuuden viitekehyksestd. Esimerkiksi implikaation totuustaulun viitteen
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“epdtodesta seuraa epitotta” totuusarvo voidaan jossain méérin kyseenalaistaa [16,
s. 5]. Voitaisiinko tdmén totuusarvo asettamalla luvuksi 0 saada esimerkiksi Godelin
epataydellisyyslauseiden tapauksissa erilaisia tuloksia? Téaméankin kysymyksen perus-

tavanlaatuiseen analyysiin tarvittaisiin jo toisen tutkielman verran tekstia.
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