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Téssé tutkielmassa esitelldéin symmetristen konveksien joukkojen ominai-
suuksia. Symmetriset konveksit joukot liittyvat ldheisesti dérellisulotteisten
Banach-avaruuksien teoriaan, silli normin maidraaméa yksikkopallo on aina
symmetrinen ja kompakti konveksi joukko, eli symmetrinen konveksi kappa-
le. Konveksit joukot ovat myo6s olennainen osa ns. konveksia optimointiteori-
aa, jolla on lukuisia sovelluskohteita esimerkiksi tietojenkésittelytieteessa.

Ensimmaisessa luvussa esitelldéin tarvittavia konveksien joukkojen perus-
ominaisuuksia, ja toisessa karakterisoidaan annetun symmetrisen konveksin
kappaleen Johnin ja Lownerin ellipsoidit. Konveksin kappaleen Johnin ellip-
soidi (vast. Lownerin ellipsoidi) on tilavuudeltaan maksimaalinen (minimaali-
nen) kappaleen siséltdma (ympéroivé) ellipsoidi My6s klassinen Johnin lause
todistetaan symmetrisille konvekseille kappaleille. Sen mukaan symmetriselle
konveksille kappaleelle K € R" ja sen Johnin ellipsoidille £ pétee

EC K Cnék.

Kolmannessa luvussa todistetaan Brascampin ja Liebin epdyhtédlon erikois-
tapaus: kaikille positiivisille L!-funktioille f; : R — R, pitee

/ ﬁfi((ﬂum(%dx = ﬁ (/R fi(I)dx) : 7

kun vakioihin ¢; > 0 ja vektoreihin u; € R™ kohdistetaan sopivat oletuk-
set. Brascampin ja Liebin epédyhtilo johtaa tarkkoihin arvioihin symmetrisen
konveksin kappaleen ja Johnin tai Loéwnerin ellipsoidin tilavuuksien suhteelle.
Lopuksi todistetaan nk. kddnteinen isoperimetrinen epayhtalo niinikdan sym-
metrisille konvekseille kappaleille. Sen mukaan annettu symmetrinen konvek-
si kappale voidaan kuvata lineaariaffiinisti niin, ettd silld on sama tilavuus
kuin annetulla kuutiolla, mutta pinta-ala on pienempi.

Avainsanat: Konveksi, Erottelulause, Johnin ellipsoidi, Johnin lause, Brascamp-
Lieb, tilavuussuhde, kianteinen isoperimetrinen epayhtilo
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Johdanto

Jokainen n-ulotteinen normiavaruus voidaan tunnetusti samaistaa avaruu-
teen R, kunhan se varustetaan sopivalla normilla. Téllaisen normin maéa-
raamé yksikkdpallo on aina kompakti, sisukseltaan epatyhjé, konveksi ja ori-
gon suhteen symmetrinen joukko, eli ns. symmetrinen konveksi kappale. A#-
rellisulotteisia normiavaruuksia voidaan siten tutkia konveksien joukkojen
geometrian kautta. Tédhan avaruuksien ja konveksien kappaleiden yhteyteen
voi tutustua esimerkiksi Pisierin teoksen [9] avulla. Téssd matematiikan pro
gradu -tyossa keskitytddn padosin konveksien joukkojen ominaisuuksiin.
Ensimmé&isessd luvussa esitelliin tarvittavat esitiedot konvekseista jou-
koista, hypertasoista ja joukkojen summista. Erityisesti ensimmaéisessa lu-
vussa todistetaan tirked konveksien kappaleiden erottelulause, jonka mukaan
kaksi erillistd konveksia joukkoa voidaan erottaa hypertasolla. Ensimmaéinen
luku perustuu Boydin ja Vandenberghen laajaan konveksia optimointia ké-
sitteleviiin teokseen [B, kpl. 2|. Toisessa luvussa karakterisoidaan annetun
symmetrisen konveksin kappaleen sisdltdmaé tilavuudeltaan maksimaalinen
ellipsoidi eli Johnin ellipsoidi, ja ympéroiva tilavuudeltaan minimaalinen el-
lipsoidi, eli Lownerin ellipsoidi. Toisessa luvussa todistetaan myos yksi tyon
paatuloksista, Johnin lause, jonka mukaan symmetristd konveksia kappaletta
K € R" voidaan sopivasti arvioida sen Johnin ellipsoidilla &€ my0s ylhaalté:

EC K C+nk.

Johnin lause on perdisin F. Johnilta vuodelta 1949. Tasta tyosta l0ytyva
todistus seuraa Ballin tekstia [1].

Tyo6n loppupuolen tavoitteena on todistaa kuuluisan isoperimetrisen epiyh-
talon kiddnteinen versio. Isoperimetrinen epéayhtélo todistettiin tasossa jo yli
sata vuotta sitten (Steiner 1838, Hurwitz 1902), ja sen yleisin muoto on peréi-
sin Federerilté [7, Th. 3.2.43.] vuodelta 1969. Tasossa isoperimetrisen epéyh-
talon mukaan ympéarysmitaltaan kiinnitettyjen suljettujen kiyrien joukossa
ympyraviiva sulkee sisdénséd suurimman pinta-alan. Kdantden voi kysyé, miké
joukko maksimoi ympérysmitan, jos pinta-ala on kiinnitetty. On tosin help-
poa konstruoida joukkoja, joilla on mielivaltaisen suuri ympéarysmitta mutta
adrellinen pinta-ala, joten kiddnteinen kysymys ei ole mielekds. Vuonna 1989
Ball kuitenkin onnistui soveltamaan vuonna 1976 16ydettyd Brascampin ja
Liebin epéyhtéloa ja osoitti, ettd annettun symmetrisen konveksin kappaleen
jollekin lineaariaffiinille kuvalle pétee sopiva kidnteinen epayhtild. Tarkem-
min sanottuna annettu symmetrinen konveksi kappale voidaan kuvata line-
aariaffiinisti niin, ettd sen tilavuus on sama kuin annetulla kuutiolla, mutta
pinta-ala on pienempi.



Kolmannen luvun aiheena on juurikin Brascampin ja Liebin epayhtalo.
Se on merkittava yleistys Holderin ja Youngin epayhtiloille, ja mahdollistaa
erilaisten tulojen integraalien laskemisen. Koko yleisen lauseen todistus on
sangen vaikea, joten téssd tyOssa siitd todistetaan vain tarvittava erikoista-
paus seki sen kddnteinen versio, Barthen lause. Brascampin-Liebin epayhtilo
kddnteisversioineen ovat olennaisessa roolissa viimeisessd luvussa, kun niiden
avulla todistetaan tdmén tyon péddtulokset: tarkat arviot konveksin kappa-
leen seké sen Johnin tai Léwnerin ellipsoidin tilavuuksien suhteelle seki Ballin
kiddnteinen isoperimetrinen epiyhtilé symmetrisille konvekseille kappaleille.



1 Esitietoja

Ellei muutoin mainita, oletetaan, ettd avaruus R™ on varustettu kanonisel-
la kannalla ja sisétulolla. Vektoreiden a,b € R™ sisatuloa merkitdin (a|b).
Kaikki integraalit oletetaan Lebesgue-integraaleiksi. Avaruuden R™ mitalli-
selle joukolle A merkinnélla vol(A) tarkoitetaan joukon A n-ulotteista Lebes-
guen mittaa eli intuitiivisesti tilavuutta.

Téssé tyossda muuttujanvaihtolauseella tarkoitetaan seuraavaa tulosta, jon-
ka todistus 16ytyy esimerkiksi luennoista [§].

Lause 1.1. (Muuttujanvaihto)
Olkoon f : R" — Ry mitallinen funktio, U C R" avoin ja ¢ : U — R”
injektiivinen C' kuvaus, jonka derivaatta ei hivii missdidin pisteessi. Tdalloin

[ te= [ o)l det Doty)lay.
e(U) U

Myés klassista aritmeettis-geometristd epayhtalod tullaan tarvitsemaan
useassa paikassa

Lause 1.2. (Aritmeettis-geometrinen epiyhtdls)
Olkoot (x;)?_ ja (w;)i—, ei-negatiivisia reaalilukuja ja olkoon w =) w;.

Talloin N
(H xf‘) ) < 5 szx,
i=1 i=1

Erityisesti, valitsemalla w; = 1 kaikilla 1,

ja molemmissa epdayhtdldissd yhtdasuuruus pdtee tasmdlleen silloin kun luvut
x; ovat katkki yhtd suuria.

1.1 Minkowskin summa

Kahden epétyhjan avaruuden R™ osajoukon A ja B Minkowskin summa tai
yleensé vain summa on joukko

A+B={a+b|ac Abec B}.
Reaaliluvulle t méaritelldén joukon A monikerta

tA={ta | ac A}.
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Merkitdan myés A — B = A+ (—B) ja x + B = {z} + B kun z on jokin
avaruuden R™ vektori. Esimerkiksi myohemmin esiintyva epétyhjin joukon
A C R" e-pullistuma

= m —al| <
A-={r eR"| inf [z —af <&}

voidaan esittdd muodossa A, = A 4 eB%, missd B} on suljettu euklidinen
yksikkopallo. Reaalisten epédtyhjien joukkojen karteesinen tulo voidaan myos
ilmaista summien avulla: olkoot } # A, B C R", t&lloin

Ax B=Ax{0}"+{0}" x B.

Erityisesti tdstd ndhd&dén, ettd mitallisten joukkojen summan ei tarvitse olla
mitallinen; voidaan valita A vélin [0,1] epamitalliseksi joukoksi ja B = [0,1].
T4ll6in soveltamalla Fubinin lausetta karakteristisiin funktioihin nahd&éan,
ettd A x B ei ole mitallinen, mutta sen sijaan A x {0} ja {0} x B ovat
nollanmittaisia, eli my0s mitallisia. Summalle patevit kuitenkin seuraavat
topologiset ominaisuudet

Lause 1.3. Olkoon A, B C R" epdtyhjid. Tdlloin joukko A+ B on
i) avoin, jos ainakin toinen joukoista A, B on avoin,

i) suljettu, jos joukot A ja B oval suljettuja ja ainakin toinen niisti on
kompakti

iii) kompakti, jos joukot A ja B ovat molemmat kompakteja

Todistus. Oletetaan, ettd B on avoin. Télloin joukko x + B on avoin kaikille
x € R". Taten
A+B=J@+B)

a€A

on myd6s avoin. Olkoot sitten A kompakti ja B suljettu. Olkoon x € A+ B.
Télloin 16ydetéaéin joukon A+ B pisteiden jono (a; +b;)52,, jonka raja-arvo on
x. Koska A on kompakti, voidaan tarvittaessa osajonoon siirtymallé olettaa,
ettd jonolla (a;)$, on raja-arvo a € A. Télléin jonolla (b;)°, on raja-arvo
x—a. Nyt B on suljettu, joten x—a € B. Edelleen x = a+(z—a) jaxr € A+B.
Jos myos B on kompakti, niin selviasti A + B on myd6s rajoitettu. O

Viitteen i) oletus toisen joukon kompaktiudesta on oleellinen; kahden
suljetun joukon summan ei tarvitse olla suljettu. Viite ei itse asiassa pade
edes konvekseille joukoille: valitaan

A={(zy) eR’ |z>0jay>a""}
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ja
B={(zy)eR* |z <0jay>—z"},

jolloin A ja B ovat konvekseja ja suljettuja joukkoja. Nyt joukko A + B
sisaltdd koko positiivisen y-akselin, muttei origoa. Taten A+ B ei ole suljettu.

1.2 Ellipsoidit

Reaalikertoiminen ja symmetrinen n X n matriisi A on positiivisesti definiitti,
tai positiwvidefiniitts, jos kaikille nollasta eroaville vektoreille x € R™ pétee

(Az|z) = 2TAx > 0.

Talloin merkitdan A > 0. Listataan seuraavaksi muutamia lineaarialgebrasta
tuttuja positiividefiniittien matriisien ominaisuuksia.

Lause 1.4. Olkoon A > 0 reaalinen n x n matriisi. Talloin

i) Matriisin A kaikki ominaisarvot ovat aidosti positiivisia. Erityisesti ne
ovat reaalisia.

ii) Matriisin A ominaisvektoreista voidaan muodostaa ortonormaali ava-
ruuden R"™ kanta

iii) Matriisilla A on esitys UDUT, missd U on ortonormaali kannanvaihto,
UUT = 1,, ja D on ominaisarvojen muodostama diagonaalimatriisi

Ellipsoidit ovat jatkossa erittdin olennaisessa roolissa. Esitelldin seuraa-
vaksi muutama yhtapitava ellipsoidin maaritelmé. Aloitetaan positiividefinii-
tin matriisin neliomuodolla.

Maiésritelmé 1.5. (Ellipsoidi)
Ellipsoidetkst kutsutaan avaruuden R” suljettuja osajoukkoja

Eay={r eR" | (z —y)TA(z —y) < 1}, (1)

missd A on positiividefiniitti n x n matriisi ja y € R™. Pistettd y kutsutaan
ellipsoidin keskipisteeksi.

Tarkastellaan selkeyden vuoksi origokeskisid ellipsoideja, ts. oletetaan, et-
td y = 0. Muut ellipsoidit saadaan siirroilla:

(C/‘A’w = +5A,0



Koska edellisen lauseen nojalla A on esitettivissd ortonormaalin kannan-
vaihdon U avulla muodossa A = UDUT, saadaan suoraan laskemalla

rTAx <1< (Uz)"D(Uz) <1

Téssd Uz = ((x|f;))I, on pisteen x esitys jossain ortonormaalissa kannassa
(fi)™,. Ellipsoidin epéyhtiloehto (1)) saa siis muodon

Z&(ﬂfi)z <L (2)

Tamé on kddnnettédvissd: jos jonkin joukon pisteet toteuttavat ehdon ([2))
joillekin aidosti positiivisille vakioille ();)?_; ja ortonormaaleille vektoreille
(fi)iy, se on ellipsoidi. Jos z = uf; jollain p > 0, saadaan

Z/\i(x|fi)2

Jotta p f; pysyisi ellipsoidissa, téytyy olla u < 1/4/A; =: a;. Vakioita (a;)}_,
kutsutaan ellipsoidin puoliakselien pituuksiksi. Kirjoittamalla epayhtald (2))
uudestaan saadaan ehto (1)) vield uuteen muotoon

SR < ®)

o4
i=1 v

Olkoon sitten By suljettu euklidinen pallo. Olkoon D vakioiden (a;)j_; muo-
dostama diagonaalimatriisi ja valitaan kannanvaihto U niin, ettd Ue; = f;,

missd (e;)"; ovat kanoniset kantavektorit. Tarkastellaan lineaarikuvausta
L:R"— R", Lz = UDz. Télloin (UD)T = DUT ja

(Lz|f;) = (UDzx|f;) = (x| DUTf;) = (x|De;) = aui(z|e;) = ayx;.

Kun z € B} saadaan

n n

Z Lx|fz Za&f <1

i=1 i=1 g

eli Lz € £4. Tama péittely on myds kiidnnettivissd kiyttden kiddnteismat-
riisia D~LUT. Titen ellipsoidille £4 saadaan vield esitys

Ea = L(BY).
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Tamén avulla ellipsoidin tilavuudelle saadaan usea kiyttokelpoinen esitys,
silld muuttujanvaihtolauseen nojalla

vol(€4) = | det(UD)|vol(BY)
= | det D|vol(B3)

= vol(BY) H Q;
i=1

_ vol(By)

I VA
~ vol(By)

Vdet A

Kirjataan vield kaikki tdmén kappaleen tulokset yhdeksi lauseeksi.

Lause 1.6. Olkoot A > 0 reaalinen n X n matriisi ominaisarvoilla (\;)I,
ja vastaavalla ortonormaalilla ominaiskannalle F = (f;)?_,. Olkoon U or-
togonaalinen kannanvaihto kanoniselta kannalta kannalle F. Olkoon wvield
a; = 1/v/Ai ja D = diag(ay, ..., a,). Seuraavat véitteet ovat yhtipitivii:

1. E4={z e R" | 2TAz < 1}

2. Ex={xeRr |0, W <1y

3. €4 = L(BY}), kun matL = UD.

Lisakst
vol(B?)

Videt A
1.3 Konveksit joukot ja hypertasot

VOl(gA) =

Euklidisen avaruuden R™ osajoukko K on konuveksi, jos se sisidltda pisteidenséa
viliset janat, ts. kaikille A € [0,1] ja x,y € K pitee

(1-XNz+ )y € K.

Kompaktia sisépisteellistd konveksia joukkoa kutsutaan konveksiksi kappa-
leeksi. Konveksi kappale K on symmetrinen, jos ehdosta x € K seuraa, etti
—r e K.

Mielivaltaisen joukon 7" C R™ konveksi verho co(T') on suppein konveksi
joukko, joka sisédltdd joukon 7', tai yhtépitévasti kaikkien joukon 7' alkioiden
konveksien kombinaatioiden joukko:

co(T) = {Z A\iZi

k
z; € T, \; > 0 kaikilla i, ja Z)\izl,k<oo}.

i=1



Konveksisuus toimii hyvin erilaisten joukko-operaatioiden kanssa.
Lause 1.7. Olkoot K,T C R" epdtyhjid ja konvekseja. Talldin
i) Sisus int(K) on konveksi
i) Sulkeuma K on konveksi
iii) Kuva L(K) lineaarikuvauksissa L : R™ — R™ on konveksi
i) Summa K +T on konveksi
v) Joukon K monikerroille pitee AK + pK = (A + p) K kaikille X, p > 0.

Todistus. Kohdat ii) — iv) ovat ilmeisid. Todistetaan ¢) ja v). Olkoon z,y €
int(K), jolloin 16ydetddn séteet r,,r, > 0 ja avoimet pallot B, = B(x,r;) ja
B, = B(y,r,), jotka sisdltyvét joukon K sisustaan. Olkoon 0 < A < 1. Nyt

(1—=XNz+ Ay € (1—)N)B,+ \B,,

ja konveksisuuden ja lauseen nojalla (1 — \)B, + AB,, on avoin ja sisiltyy
joukkoon K.

Viitteen v) tapauksessa voidaan olettaa, ettd A ja pu ovat aidosti positii-
visia, silld viite on triviaali jos jompikumpi on nolla. Olkoon x € AK + uK,
jolloin @ = \ky + pksy joillekin &y, ko € K. Nyt

xz(A—i—,u)( k1+)\“ kQ):()\Jru)ke()\Jru)K,

A +u

silld k£ on pisteiden ki ja ko konveksi kombinaatio. Kdinteinen inkluusio on
triviaali. O

Huomionarvoista on, etti véite v) ei pade ilman oletuksia kertoimien po-
sitiivisuudesta ja joukkojen konveksisuudesta. Esimerkiksi jos joukossa K on
enemmaén kuin yksi alkio, sille patee

K—K:{kl—kg | k’l,k’QEK}%{O}:OK
Jos konveksi joukko K oletetaan symmetriseksi, saadaan yleisille A\, u € R
AK + pS = MK + [pl K = (A + |u) K,

silli K = —K. Toisaalta jos joukolta K ei vaadita konveksisuutta, voidaan
valita yksinkertaisesti & = {0,1} ja A = pu = 3, jolloin

1 1 1
K+ -K = -1 K.
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Mielivaltaisen joukon K C R™ konveksi verho co(K') koostuu joukon K pistei-
den konvekseista kombinaatioista. Seuraavaksi todistettavan Carathéodoryn
lauseen mukaan téllainen konveksi kombinaatio voidaan valita niin, etti sii-
né on joukon K pisteitd enintdén n + 1 kappaletta. Toisin sanottuna jokaista
verhon pistettd = kohti 10ytyy enintddn n + 1 pisteen joukon K osajoukko,
jonka konveksiin verhoon piste = kuuluu. Esimerkiksi jos K C R? koostuu yk-
sikkonelion kirjistd, co(K) on suljettu yksikkonelio. Carathéodoryn lauseen
mukaan jokainen nelién piste kuuluu johonkin yksikkonelion kérkipisteiden
méadrddmadn kolmioon.

Lause 1.8. (Carathéodoryn lause)
Olkoon K avaruuden R™ osajoukko. Jokainen konveksin verhon co(K) piste
voidaan esittdd enintain n+ 1 joukon K pisteen konveksina kombinaationa.

Todistus. Olkoon x € co(K). Télloin médritelmén nojalla x voidaan esittés
joukon K pisteiden z; ddrellisend konveksina kombinaationa,

m
T = E i,
i=1

missd \; > 0 kaikilla ¢ ja > .\, = 1. Jos m < n + 1, viite pétee, joten
voidaan olettaa, ettd m > n + 1. Riittdd osoittaa ettd x voidaan esittda
enintddn m — 1 pisteen konveksina kombinaationa. Koska pisteitd x; — x1 on
vli n kappaletta, joukko {z; — z1|i = 2,...,m} on lineaarisesti riippuva, ts.
joillekin reaaliluvuille (p;)™, pétee

m

ZM(% —x1) =0.

i=2
Médritellddn 1y = — > ", p1;, jolloin > i, = 0 ja > ;= 0. Merki-
taan

= 1glgnm{)\i/ﬂi | i > 0},

jolloin o = A/ jollain k. Nyt kaikille ¢ pétee \; — ap; > 0, ja liséksi
> (N —ap;) = 1. Téten x voidaan esittdéd konveksina kombinaationa

Tr = Zm: Nl — &Zm:uiafi = Zm:(& - aﬂi)ﬂfu
i=1 i=1 i=1

missd A\, — apg = 0, ts. x voidaan esittdd enintddn m — 1 pisteen konveksina
kombinaationa. []
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Seuraavan esimerkin nojalla Carathéodoryn lauseen lukua n + 1 ei voi-
da parantaa. Olkoot (e;)?_; avaruuden R"™ kanoniset kantavektorit. Olkoon
K = co{0,ey,...,e,}. Kantavektorien riippumattomuudesta seuraa, ettd kon-
veksin verhon piste # = (15,...,7) voidaan esittdi joukon K pisteiden
konveksina kombinaationa tdsmailleen yhdelld tavalla,

Erityisesti pisteitd tarvitaan tdydet n + 1 kappaletta.
Carathéodoryn lauseesta seuraa nappéaristi kompaktin joukon konveksin
verhon kompaktisuus.

Lemma 1.9. Olkoon K C R™ kompakti. Tdlloin co(K) on kompakti.

Todistus. Carathéodoryn lauseen nojalla jokainen joukon co( K') pisteista voi-
daan esittdd enintddn n+ 1 joukon K pisteen konveksina kombinaationa. Ol-
koon X = (R™)"*! varustettuna normilla ||z||’ := max ||x;||. Avaruus X on
adrellisulotteinen, joten kaikki normit ovat ekvivalentteja. Normin valinnalla
ei siis jatkuvuuden kannalta ole mitddn merkitystd. Maéritelldin kerroin-
joukko

i=1

A= {)\ER”“

n+1
Ai > 0 kaikilla i ja Y A = 1} .

Tassé luvut A\; ovat vektorin A koordinaatit kanonisen kannan suhteen. Maé-
ritelladn kuvaus

n+1
FrXXARY flzh) =) A
=1

Kuvaus f on jatkuva, silld se on bilineaarinen muuttujien = ja A suhteen, ja

n+1

1 (2 )| < maxc asl] Y A < [llllIA].

i=1

Joukko K™™' x A on kompaktien joukkojen karteesisena tulona kompakti.
Koska jatkuva kuvaus siilyttdd kompaktit joukot, myos

co(K) = f(K™! x A)

on kompakti. OJ
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Viite ei pade ilman kompaktisuusoletusta. Voidaan esimerkiksi valita

1
K = € R? >
(@) € R |y > ),

jolloin K on suljettu, mutta co(K) on avoin puolitaso {(z,y) € R? | y > 0}.
Siirrytddn seuraavaksi tarkastelemaan konveksien kappaleiden ja hyper-
tasojen yhteytta.

Miéritelmd 1.10. (Hypertaso)

Nollasta eroavien lineaaristen funktionaalien f : R — R tasa-arvojoukkoja
kutsutaan (affiineiksi) hypertasoiksi. Lineaarifunktionaaleja ovat tdsméalleen
funktiot f, : © — (x|a). Hypertasot ovat tdten muotoa

H={xeR"| (z|la) =b,a € R"\ {0},b € R}.

Esimerkiksi tasossa R? hypertasot ovat suoria ja avaruudessa R3 ne ovat
2-ulotteisia tasoja.

Seuraavaksi esitettivd konveksien joukkojen erottelulause on jatkon kan-
nalta hyvin olennainen tulos. Sen mukaan pistevieraat konveksit joukot voi-
daan erottaa hypertason avulla omiin puoliavaruuksiinsa, joskus jopa aidosti.

Kuva 1: Kaksi erillisté konveksia joukkoa voidaan erottaa hypertasolla

Lause 1.11. (Erottelulause)

Olkoot K ja T avaruuden R™ pistevieraita epdtyhjid konvekseja osajoukkoja.
Tdlloin on olemassa nollasta eroava lineaarikuvaus ¢ : R™ — R, ja reaaliluku
¢, jolle p(k) > ¢ > (t) kaikilla k € K jat € T. Lisiksi kuvaus ¢ ja vakio ¢
voidaan valita niin, ettd kakilla k € K jat €T

13



i) o(k) > c, jos K on avoin ja o(t) < ¢ jos T on avoin, ja

ii) (k) > c > ¢(t) jos K ja T ovat suljettuja ja ainakin toinen niistd on
kompakts.

Todistus. Tarkastellaan joukkoa
A=K -T={k—-t|keKteT},

joka on myos konveksi. Oletetaan aluksi, ettd A on suljettu. Huomataan,
ettd origo ei sisilly joukkoon A. Néin ollen joukosta A 16ytyy vektori a, joka
minimoi normin,

o]l = min{|[z]| [ = € A} > 0.
Oletetaan, ettd 16ytyy toinenkin vektori b € A, jolle ||b]] = |la]| ja b # a.
Téll6in konveksisuuden nojalla jana [a,b] kuuluu joukkoon A. Vektorit a ja b
ovat lineaarisesti riippumattomat, koska ne 16ytyvit samalta pallonkuorelta

ja origo ei kuulu joukkoon A. Nyt Cauchyn ja Schwarzin aidon epayhtilon
nojalla

1 1 1 1
JalP < l5(a+B)IF = 7(a+bla+b) = S al? + 5(al) < ol

T&ama on ristiriita, eli b = a. Valitaan nyt lineaarikuvaukseksi ¢ : ¢(x) = (z|a).
Jos y € A, niin konveksisuuden nojalla (1 — M)a + Ay € A kaikilla A € [0,1].
Lasketaan

lall* < [I(1 = Na + Ayll* = (1= A)?[lall” + A [lyll* + 2A(1 = A)(aly).

Tastd saadaan ratkaistua

(2= Nllall* = Allyl”
2(1—\) ’

(aly) =
ja sijoittamalla A = 0 saadaan
(aly) > [la]l*. (4)
Nyt jokainen y € A on muotoa y =k —t missd k € K jat € T, jolloin
(alk) > llall* + (alt)

ja siten

> mi > 2
(k) = min(alk) 2 |la|” + max(aft) > ¢()
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ja véite pitee. Viite i) seuraa my0s tésté, silld kompaktin ja suljetun joukon
summa on suljettu lauseen nojalla.

Siirrytddn sitten tapaukseen, missd A ei ole suljettu. Voidaan olettaa,
ettd int(A) # 0, silli muuten se siséltyisi johonkin hypertasoon ja viite on
triviaali. Tyhjennetddn joukon A sisusta suljetuilla konvekseilla joukoilla

A, ={reA|dxA)>2""}
missd d(x, A°) = inf{||z — y|| | y € A°}. Tall6in

int(A) = G A,
n=1

Nyt todistuksen alkuosan perusteella jokaisesta joukosta A, 16ytyy normin
minimoiva nollasta eroava vektori a,. Normitetaan ndméa vektorit yksikko-
vektoreiksi a,,. Télloin jono (a, )5 liikkuu kompaktilla yksikkopallon kuorel-
la, eli tarvittaessa osajonoon siirtymalld voidaan olettaa, ettd silld on raja-
arvo. Olkoon se raja-arvo a € S™ ! Olkoot k € K jat € T. Nyt kaikille
k —t € int(A) patee (tarpeeksi suurilla n) todistuksen alkuosaa vastaavin
perustein

(alk) = lim (@, |k) > lim {[lay]| + (@nft)] = Im [jan[| + (alt),
n— o0 n—00 n—00

silld kaavan (4) voi johtaa samalla tavalla myds vektoreille a,. Raja-arvo
lim,, ;s ||@n|| on olemassa, silld normien jono on alhaalta rajoitettu ja kon-
struktion nojalla vihenevi. Jatkuvuuden nojalla tdméa epdyhtéld pitee myos
joukon A reunalla, ja siten

@(k) > inf p(z) > lim ||a,| +supe(y) > (t)
reK n—o0 yeT

ja ensimmaéinen véite pétee. Jaljelld on viite 7). Riittdd osoittaa, ettd ylla-
olevassa epayhtiloketjussa ensimmaéinen epiyhtilo on aito, jos K on avoin.
Tehdaan antiteesi ja oletetaan, ettd on olemassa vektori ke K siten, et-
ti (k) = infx (k). Talldin jollain r > 0 euklidinen pallo B(k,r) siséltyy
joukkoon K. Erityisesti k— sa € K ja

Tama on ristiriita. O

Viitteen i) oletus kompaktisuudesta on olennainen. Jos se unohdetaan,
voidaan valita suljetuiksi konvekseiksi joukoiksi vaikkapa

K={(ry) €eR* |z >0}
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ja

T={(zy) eR*|a<0jay>—a"'}
Talléin ainoa erottava hypertaso, eli tdssd tapauksessa suora, on y-akseli.
Erityisesti erottelu ei ole aitoa.

Kuva 2: Kahta suljettua konveksia joukkoa ei voi valttdmatta erottaa aidosti

Lause 1.12. (Kantavan hypertason lause)
Olkoon K C R"™ konveksi joukko ja olkoon xo € OK. Tdlloin on olemassa
nollasta eroava vektori a € R™, jolle pitee (x]a) < (xo|a) kaikille x € K.

Todistus. Olkoon zy € OK. Oletetaan aluksi, ettd joukon K sisus int(K) on
epatyhja. Talloin lemmannojalla int(K) on konveksi avoin joukko. Koska
euklidisen avaruuden lineaarifunktionaalit ovat tdsmélleen viitteen mukaisia
sisatuloviritelmid, viite seuraa erottelulauseesta, kun konvekseiksi joukoiksi
valitaan int(K) ja {zo}.

Jos int(K') = @, joukko K sisiltyy johonkin hypertasoon. Jos se ei sisiltyi-
si, joukosta K 16ytyisi n lineaarisesti riippumatonta vektoria (v;)7. Konveksi-
suus ja avoimuus sailyvat kddntyvissa aarellisulotteisissa lineaarikuvauksissa,
joten voidaan olettaa, ettd vektorit v; ovat kanoniset kantavektorit. Néiden
konveksi verho co{vy,...,v,} on selvisti sisukseltaan epétyhji ja sisdltyy
joukkoon K. Joukko K siis sisdltyy johonkin hypertasoon ja viite pétee. [J

Lauseen [I.12] nojalla konveksin joukon K C R" jokaista reunapistetti
vastaa ainakin yksi vektori a # 0, jonka madrdaméa hypertaso

H = {z e R" [ (z]a) = (zola)} (5)

jakaa avaruuden R™ kahteen osaan siten, ettd koko joukko K kuuluu niistd
toiseen, ja lisiksi ainakin yksi reunapiste o € 0K kuuluu ko. hypertasoon.
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Kuva 3: Ellipsin kantava hypertaso reunapisteessa x

Téllaista hypertasoa kutsutaan joukon K kantavaksi hypertasoksi pis-
teessd xp. Hypertason méaéritelméstd ndhdain, ettd avaruudessa R™ kantava
hypertaso on aina muotoa , ja lauseen nojalla ainakin yksi téllainen
hypertaso on olemassa jokaista konveksin joukon reunapistettid kohti. Hyper-
tasoja voi olla darettoman monta, kuten esimerkiksi kuution kiarkien tapauk-
sessa. Seuraavat kaksi lemmaa antavat riittavit ehdot yksikasitteisyydelle.

Lemma 1.13. Euklidisen pallon By kantavat hypertasot ovat yksikdsitteisid.

Todistus. Olkoon u € S™~'. Hypertasoksi kily ainakin H = {z|(x|u) = 1},
silld w € H ja kaikille x € B} patee Cauchy-Schwarzin nojalla

|(zlu)] < flzl[[ull <1 = (u|u),

Olkoon sitten a nollasta eroava vektori, jolle pitee vastaavasti (z|a) < (u|a)
kaikille z € BY. Uusi hypertasoehdokas on siis H' = {z|(z]a) = (u|a)} Ol-
koon a vektorin a suuntainen yksikkovektori. Nyt |(u|a)| < ||u||||a]| = 1, kun
a ei ole vektorin w virittdmélld suoralla. Valitaan |(u|a)] < A < 1, jolloin
\a € BY ja

(Adla) = Aall > flall[(u|a)] = |(ula)] = (ula).

Vektorin a on siis oltava vektorin u suuntainen, a = ku jollain k£ € R. Nyt
kuitenkin
(z]a) = (ula) & k(z|u) = k(ulu) < (z]u) =1,

eli H' = H. [l

Intuitiivisesti voi ajatella, ettd joukon K kantava hypertaso pisteessd x on
vksikésitteinen, jos joukon K reuna on tarpeeksi siled pisteen x ympéristossa.
Riittdava ehto tillaiselle sileydelle 16ytyy seuraavasta lemmasta.
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Seuraus 1.14. Olkoon K konveksi joukko ja xq € OK. Jos on olemassa pallo
B C K, jolle xq € OB, niin pistetti xo sivuava joukon K kantava hypertaso
on yksikdsitteinen

Todistus. Joukon K kantavat hypertasot pisteessd xy ovat myds pallon B
kantavia hypertasoja, ja niitdhin on edellisen lemman nojalla tasan yksi
kappale. ]

1.4 Polaarijoukot

Jokainen avaruuden R"™ symmetrinen konveksi kappale voidaan esittdd jon-
kin normin suljettuna yksikkopallona; normin voi mééaritelld myShemmin tés-
si kappaleessa esiteltavalla Minkowskin funktionaalilla. Reaalisten normiava-
ruuksien ominaisuuksia tutkitaan usein niiden duaaliavaruuksien avulla, jo-
ten konveksien joukkojen ominaisuuksista voidaan saada lisdtietoa tutkimalla
vastaavien duaaliavaruuksien yksikkopalloja.

Duaaliavaruus koostuu funktionaaleista f, : R” — R, f,(z) = (z]y), jotka
voidaan samaistaa vektoreihin y € R™. Olkoon K C R” jonkin normiava-
ruuden (R™, || - ||x) yksikkopallo ja olkoon K° vastaavan duaaliavaruuden
yksikkopallo. Duaalinormin méaaritelméan

1Yl xe = max{(z]y) | [|z[[x =1}

nojalla (z|y) < 1 kaikille z € K tésmaélleen silloin, kun y kuuluu konveksiin
joukkoon K°. Taméi antaa aiheen polaarijoukon méaaritelmélle.

Maiéaritelmé 1.15. (Polaarijoukko)
Olkoon K konveksi avaruuden R™ osajoukko. Joukon K polaarijoukoksi kut-
sutaan joukkoa

K®={yeR"| (z|y) <1 kaikille x € K}.

On selvid, ettd konveksin joukon polaarijoukko on myos konveksi. Olkoon
K konveksi joukko, jonka yksi sisiipiste on origo. Olkoon ¢, > 0 ja u € S™ 1.
Talloin ¢t 'u € K° kaikilla t > ¢, jos ja vain jos (u|z) < to kaikilla z € K.
Titen to on pienin reaaliluku, jolla t;'u € K° jos ja vain jos hypertaso

H={zeR" | (z|u) = to}

on joukon K jokin kantava hypertaso. Tamén perusteella polaarin ottaminen
kutistaa joukkoa K suunnissa, joissa se on suuri (suurempi kuin euklidinen
pallo) ja vastaavasti pullistaa sitd suunnissa, joissa se on pieni. Kun origo
ei kuulu joukon K sisdpisteisiin, voi pullistaminen olla ddretonta. Valitaan
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esimerkiksi K nelioksi [0,1]> C R?, jolloin polaarijoukkoon K° kuuluu koko
ddreton alue {(x,y) € R? | z,y < 0}.

Osoitetaan sitten, etté origokeskisen ellipsoidin polaari on niinikdin ori-
gokeskinen ellipsoidi. Huomataan ensin, etté polaarin ottaminen toimii hyvin
lineaarikuvausten kanssa.

Lemma 1.16. Olkoon K konveksi joukko ja L : R™ — R" kddntyvd lineaari-
kuvaus. Tdlloin
(LK)° = (L") 'K°.

Todistus. Lineaarikuvaukselle L péitee (Lx|y) = (x|LTy) kaikille z,y € R™.
Téten

y € (LK)° < (y|Lx) <1 kaikille x € K
& (z|LTy) <1 kaikille x € K
& Lye K°
sye (L) 'K°

ja molemmat suunnat seuraavat. 0

Lemma 1.17. Suljetun origokeskisen ellipsin, jonka puoliakselien pituudet
ovat jonkin ortonormaalin kannan suhteen (a;)"_,, polaarijoukko on suljettu
origokeskinen ellipsi, jonka puoliakselien pituudet ovat saman kannan suh-
teen (a; )P,

Todistus. Osoitetaan ensin, etta suljetun yksikkdpallon B polaari on se itse.
Olkoon x € BY. Cauchyn-Schwarzin epéayhtélostd saadaan arvio (z|y) < 1
kaikille y € BY, joten B} C (BY)°. Olkoon sitten z € (BY)°. Jos olisi ||z|| > 1,
niin vektorin = suuntaiselle yksikk6vektorille & € BY pitisi (z|z) = ||z| > 1,
mikd on ristiriita. Tdten (BY)° = BY.

Origokeskinen ellipsi voidaan kirjoittaa lauseen avulla lineaarikuvauk-
sen L avulla muodossa & = LB}. Téssd luonnollisen kannan suhteen lineaa-
rikuvausta L vastaava matriisi on UD, missd U on ortogonaalinen kannan-
vaihto ja D = diag(ay, . ..,a,). Nyt transpoosin kiidnteiskuvausta (L=1)T =
(LT)~! vastaava matriisi on UD ™!, missd D~! = diag(a;?, ..., a;'). Viitteen
mukainen polaariellipsoidi on siis (LT)™' BY. Lemman nojalla

£ = (LBy)° = (L) "(B3)° = (L7) By,
kuten haluttiin. O
Lemma 1.18. Olkoon & C R"™ origokeskinen ellipsoidi. Talléin
vol(€)vol(£°) = vol(BY)>.
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Todistus. Kuten edellisessd lemmassa, kirjoitetaan & = LBY jollekin kiddnty-
villle lineaarikuvaukselle L. Vastaavasti £° = (LT)~!BY. Téten

vol(€)vol(£°) = vol(By)? - |det L| - |det L| ™' = vol(Bj)?,
silla transpoosi ei vaikuta determinanttiin. O

Edellisten lemmojen nojalla origokeskisille ellipsoideille pitee (£°)° = £.
Tama relaatio ei pade yleisesti, silld suoraan méaritelmén nojalla origo kuu-
luu jokaiseen polaarijoukkoon, eli erityisesti myos bipolaariin. Maaritelmasta
nihddin myds, ettd K C (K°)°. Toisaalta kaikki polaarijoukot ovat konvek-
seja ja suljettuja, joten ainakin co(K U {0}) C (K°)°, kun merkinnilli co
tarkoitetaan konveksin verhon sulkeumaa. Osoittautuu, ettd tdmé inkluusio
patee myos toiseen suuntaan.

Lause 1.19. (Bipolaarilause) -
Olkoon K C R™ epdtyhji konveksi joukko. Tdlloin (K°)° = co(K U{0}).

Todistus. Kaanteinen inkluusio on jo perusteltu. Oletetaan , ettd z € (K°)°
ja tehd#iin antiteesi: z € co(K U {0}). Joukko co(K U {0}) on konveksi ja
suljettu ja yksio {z} on konveksi ja kompakti, joten soveltamalla erottelu-
lausetta saadaan aito epéiyhtilo

(kla) < ¢ < (z|a)

kaikille k € co(K U{0}), jollekin vektorille a # 0 ja reaaliluvulle c. Erityisesti
sijoittamalla £ = 0 n&hdian, ettd ¢ > 0, joten tarvittaessa skaalaamalla

voidaan olettaa ¢ = 1. TaAmé on ristiriita, silla nyt a € K°, mutta (z|a) > 1,
eli x & (K°)°. O

Todistuksessa olennaista on erottelulauseen aito epiyhtélo: yhtdsuuruus
ei saa olla mukana. Aidon epiyhtdlon olemassaololle vilttdmatonta on, ettéd
vaitteen konveksi verho on suljettu. Aiemmin néhtiin, lemman jalkeen,
ettd yleisen suljetun joukon konveksin verhon ei tarvitse olla suljettu. Vas-
taesimerkki 16ytyy myds muotoa K U {0} olevalle joukolle. Esimerkiksi

K = {(ay) € | y > 1},

jolloin co(K U{0}) on ylempi avoin puolitaso varustettuna origolla. Bipolaa-
rilauseen konveksin verhon sulkeuma on siis vilttaméaton. Bipolaarilauseesta
seuraa, ettd konveksi joukko on itsensi bipolaari tdsmaélleen silloin, kun se
on suljettu ja sisaltdé origon; kun K toteuttaa ndmé ehdot, on

(K°)° =co(K U{0}) =co(KU{0}) =co(K)=K =K.
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ja kadntden, silld bipolaari on aina suljettu ja konveksi ja sisdltdd origon.
Erityisesti symmetrisille konvekseille kappaleille K°° = K.
Esitelldén lopuksi kaksi konvekseihin joukkoihin liittyvia funktiota.

Miiritelmi 1.20. (Kantajafunktio ja Minkowskin funktionaali) B
Konveksia joukkoa K C R"™ vastaava kantajafunktio on funktio hy : R™ — R,

hi(x) = sup{(zla) | a € K}
ja Minkowskin funktionaali on funktio pg : R™ — [0, o0
pr(z) =inf{\ >0 | \'z € K}.

Geometrisesti hg () ilmoittaa, kuinka kaukana vektorin z virittima kon-
veksin joukon K kantava hypertaso on origosta: kun x € S"!, hypertaso

H={y eR" [ (ylz) = hx(z)}

on joukon K kantava hypertaso. Kantajafunktio ottaa huomioon my6s suun-
nan: yleisesti hx(—z) # hx(z). Minkowskin funktionaali taas mittaa etéi-
syyttd joukon K reunalta origoon suunnassa z. Jos K on symmetrinen kon-
veksi kappale, Minkowskin funktionaali maaria normin avaruuteen R", esi-
merkiksi pallon K = B tapauksessa px on euklidinen normi.

Kuva 4: Kantajafunktion h ja Minkowskin funktionaalin p geometrinen mer-
kitys yksikkovektorille x.
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Minkowskin funktionaalin ja kantajafunktion vilille saadaan yhteys po-
laarin kautta:

Lause 1.21. Olkoon K suljettu konveksi joukko ja oletetaan, ettd origo on
yksi sen sisdpisteista. Talloin hygo = pi.

Todistus. Oletus origon kuulumisesta joukon K sisustaan takaa viitteen kan-
nalta kaksi elintdrkedd faktaa: ensinndkin Minkowskin funktionaali on joka
pisteessd hyvin mééaritelty ja darellinen, ja toiseksi kantajafunktio on aina
positiivinen. Olkoon z € R™. Jos A™'z € K, niin polaarijoukon miiritelmin
nojalla kaikille @ € K° piitee (a|]A7'z) < 1, eli (a|z) < \. Téstd seuraa, etti
hio(x) < pr(z).

Toista suuntaa varten oletetaan vastoin viitettd: hgo(z) < pg(x). Tél-
16in kaikille a € K° pétee (a|xr) < px(x), ja jatkuvuuden nojalla on olemas-
sa aidosti positiivinen reaaliluku A niin, ettd (a|]A7'z) < 1 ja A < pg(z).
Tisté seuraa, ettd A'z € (K°)°. Nyt kuitenkin bipolaarilauseen nojalla
(K°)° = K. Tam4 on vastoin Minkowskin funktionaalin mééritelmia, ja an-
titeesi kaatuu. O

Tamaén konvekseja joukkoja késittelevan kappaleen lopuksi osoitetaan vie-
14, ettd suljettu konveksi joukko voidaan karakterisoida kantavien hyperta-
sojensa avulla.

Lause 1.22. Kaksi suljettua, konveksia joukkoa ovat samat tismdlleen sil-
loin, kun niiden kantajafunktiot ovat samat.

Todistus. Toinen suunta on triviaali. Olkoot K ja L avaruuden R" suljettuja
ja konvekseja osajoukkoja, joille hxg = hr. Tehdddn antiteesi: on olemassa
piste y € K \ L. Sovelletaan erottelulausetta yksioon {y} ja suljettuun kon-
veksiin joukkoon L ja loydetddn nollasta eroava vektori a ja reaaliluku c,
joille (z|a) < ¢ < (y|a) kaikilla x € L. Ristiriita seuraa, silli kantajafunktion
médritelmén perusteella hy(a) < (yla) < hg(a). O

22



2 Johnin lause

2.1 Johnin ellipsoidit

Yleiset konveksit kappaleet voivat olla sangen monimutkaisia, joten on luon-
nollista yrittda approksimoida niitd helpommilla muodoilla, kuten ellipsoi-
deilla. Sanotaan, ettd symmetristd konveksia kappaletta K C R™ vastaava
ellipsoidi £ on Johnin ellipsoidi, jos se on tilavuutensa suhteen maksimaali-
nen ehdolla & C K. Osoittautuu, ettd Johnin ellipsoidille pétee

£ C K C+né.

Tamé tulos tunnetaan Johnin lauseena. Se on tarkka, silld vakiota y/n ei ole
mahdollista parantaa kun K on kuutio. Johnin lause seuraa helposti, kun
ensin ko. ellipsoidit karakterisoidaan.

Osoitetaan ensin, ettd tilavuuden maksimoivia ellipsoideja on olemassa.
Huomataan, ettd jokainen symmetrisen konveksin kappaleen K sisdltami
ellipsoidi voidaan siirtdd origokeskiseksi. Jos £ on origokeskinen ellipsoidi ja
y+ € C K, niin symmetrisyyden nojalla myos —y + & C K. Erityisesti piste
z € &£ voidaan esittdéd konveksina kombinaationa

1 1
z=S(z+y)+5(z—y) €K,
2 2
eli £ C K. Ellipsoidin tilavuus riippuu vain vastaavan matriisin determinan-
tista. Determinantti taas on jatkuva kuvaus matriisien joukolta reaaliluvuille.
Maksimaalisuus voidaan siis saada esiin kompaktisuusargumentilla tarkaste-
lemalla sopivaa matriisijoukkoa.

Positiividefiniittien matriisien jonon (A;) raja-arvo ei vilttamatta ole po-
sitiividefiniitti; esim. jos A; = I,,/i. Ellipsoidienkaan "raja-arvo” ei siis vélt-
taméattd ole ellipsoidi. Seuraavan lemman nojalla tallaista hairickdytosta ei
padse tapahtumaan, jos matriisien ominaisarvot ovat tasaisesti alhaalta ra-
joitetut jollain nollaa suuremmalla vakiolla.

Lemma 2.1. Olkoon (A;)!, jono positiividefiniitteji n X n matriiseja, joka
suppenee matriisiin A. Oletetaan, ettd jokaisen matriisin A; ominaisarvot
ovat vililld I C R. Télloin myos matriisin A katkki ominaisarvot ovat valilld

I.

Todistus. Matriisin A; ominaisarvot ovat matriisin karakteristisen polyno-
min p4, juuria. Polynomin kertoimet ovat matriisin alkioista muodostettuja
polynomeja. Nyt pa,(x) — pa(z) kaikilla z € R, silld matriisiavaruuden &&-
rellisulotteisuudesta seuraa normien ekvivalenttius ja siten A; — A myos
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komponenteittain. Koska matriisit A; ovat positiividefiniitteji, ne ovat kian-
tyvid ja erityisesti niilld on tasan n ominaisarvoa. Taten jokaisella polyno-
milla p4, on tdsmélleen n nollakohtaa valilla /. Tastd seuraa, ettd jokainen
pa, on aidosti monotoninen vélin I = [a,b] ulkopuolella. Téten, jos jollain
x > b (tapaus z < a vastaavasti) pétee py,(z) — 0, niin pa,(y) — 0 kaikilla
y € [b,x]. Télléin p4 on nollafunktio. TAm& on ristiriita, silla nollafunktio ei
ole minkéddn matriisin karakteristinen polynomi. O]

Lause 2.2. Jokainen symmetrinen konveksi kappale K C R"™ sisdltdd tila-
vuuden suhteen maksimaalisen ellipsoidin.

Todistus. Olkoon &4 matriisin A > 0 virittdmé origokeskinen ellipsoidi, eli
Ea={x eR" | 2TAz < 1}.

Koska joukko K on kompakti, se siséltyy johonkin palloon. Olkoon sen side
R?. Tésti seuraa, ettd kaikkien ellipsoidien £4 C K puoliakselien pituudet
ovat ylhailtd rajoitettuja vakiolla R?. TAmai taas tarkoittaa, ettsi ko. matrii-
sien ominaisarvot ovat alhaalta rajoitettuja vakiolla R~!. Toisaalta K myos
sisiltdas jonkin pallon B. Olkoon sen sidde 7?2 jollain r > 0. Tarkastellaan
matriiseja A, joille £4 C K ja joiden ominaisarvot ovat ylhaalta rajoitettuja
vakiolla k = R™ !~ Nimittiin jos matriisille A, jonka ellipsoidi kuuluu
joukkoon K, jollekin ominaisarvolle \g patee A\g > k, niin alaraja-arvion pe-

rusteella
Vdet A > V Rl_n)\o > T’_n,

joten vol(€4) < r"vol(BY) = vol(B), eli £4 ei ole maksimaalinen.
Olkoon seuraavassa o(A) matriisin A ominaisarvojen joukko. Tarkastel-
laan joukkoa

X={A>0|R'<\<kkaikille A € 0(A), ja E4 C K}.

Aiempien perustelujen nojalla mahdollista maksimaalista ellipsoidia vastaava
matriisi 16ytyy nimenomaan joukosta X. Determinantin ottaminen on mat-
riisin komponenttien polynomina jatkuva kuvaus, joten riittda osoittaa, etti
joukko X on kompakti. Joukon X matriisien ominaisarvot ovat rajoitettuja,
joten se on rajoitettu joukko operaattorinormin suhteen. Osoitetaan, ettd X
on myds suljettu. Olkoon A € X ja olkoon (4;)%°; joukon X jono, joka suppe-
nee matriisiin A jonkin normin (eli kaikkien) suhteen. Lemmasta [2.1| seuraa,
ettd matriisi A on edelleen positiivisesti definiitti ja sen ominaisarvoille pétee
joukon X vaatima ominaisuus. Tarkastellaan joukkoa

D={xeR"|2TAz < 1}.
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Olkoon x € D. Koska zTA;z — xTAz, jonon (A;) loppupédin matriiseille
patee zTA;x < 1. Taten D C K ja

gA = E - 7 =K.
Téten joukko X on kompakti ja viite on todistettu. O

Nyt tiedetddn, ettd maksimaalinen ellipsoidi on aina olemassa ja voi ky-
syd, miten tallainen ellipsoidi voitaisiin karakterisoida. Ensinnékin, tilavuus-
suhteet ja konveksisuus sdilyvit lineaarikuvauksissa, joten maksimaalinen el-
lipsoidi voidaan huoletta olettaa yksikkopalloksi. Intuitiivisesti ajatellen ti-
lavuuden maksimoivan ellipsoidin tdytyy olla annetun konveksin kappaleen
reunoissa kiinni, ja vielipa sopivasti joka puolelta, jotta sitéd ei voisi pullis-
taa. Formaalisti ilmaistuna tdma ehto on jokin seuraavan lemman ehdoista,
eli yksikképallon ja konveksin kappaleen reunan vilisten kontaktipisteiden
tulee kiyttaytya lahestulkoon kuten kantavektorien.

Lemma 2.3. Olkoot (u;)", avaruuden R™ yksikkovektoreita ja (¢;)™, posi-
tiwvisia reaalilukuja. Seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvid

1. Jokaisella x € R™ on esitys x =), ¢;(x|u;)u;

2. Jokaiselle x € R™ pitee ||z|*> = >, ¢i(z|u;)?

3. Yksikkomatriisilla on esitys I, =Y, ciuu].
Lisdksi jos jokin ndistd ehdoista on voimassa, vakioille ¢; pitee Y, c; = n.
Todistus. 1.< 3.: Sisdtulo (z|y) voidaan kirjoittaa muodossa yTz = xTy, joten
lineaarikuvaukselle u;u] pétee

ja vaite seuraa.
2. 3.: Tami perustuu siihen, ettd kaikille z € R™ on ||z[|? = zTAz
symmetriselle A jos ja vain jos A = I, ja

Z ci(x|ug)? = Z cxTuulx = xT(Z ciuu) ).

Molemmat suunnat suunnat seuraavat tasta.
Viimeinen viite saadaan matriisien jdlkien ja ehdon 3. avulla. Tunnetusti

jalki on lineaarinen operaatio ja se ei riipu valitusta kannasta. Huomataan

ensin, etti
n

n
tr(wu]) = Z eLuiu] ey, = Z(elui)Q =L
k=1

k=1
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Taten

n=tr(l,) = Z citr(ugu]) = Z ;.

7 7

Johnin ellipsoidit voidaan nyt karakterisoida:

Lause 2.4. (Johnin ellipsoidien karakterisointi)

Jokainen symmetrinen konveksi kappale K C R™ sisdaltad yksikdsitteisen ti-
lavuuden suhteen maksimaalisen ellipsoidin. Kyseinen ellipsoidi on suljetiu
euklidinen pallo B} jos ja vain jos By C K ja on olemassa m kappaletta sel-
laisia yksikkovektoreita (u;)™, ja positiivisia vakioita (¢;),, ettd jokainen
u; € 0K, ja jokainen vektori x € R™ on esitettivissd muodossa

m

T = Zcz(ﬂul)u, (6)

=1

Todistuksen tueksi tarvitaan vield yksi lemma. Tunnetusti bilineaariku-
vaus f : R" xR™ — R® on jatkuva jos ja vain jos || f(z,y)]| < C|lz||||y|| jollain
vakiolla C ja kaikilla z,y € R".

Lemma 2.5. Olkoon avaruuden R™ kanta kiinnitetty. Kuvaus g : R™ — M, wp,
g(x) = za™ on jatkuva.

Todistus. Tarkastellaan bilineaarikuvausta f : R" x R" — M, «,, f(z,y) =
xyT. Kiytetdan matriisinormina avaruuden R™ euklidista normia, eli matrii-

sille A = (aij)?,j
AR =) afy = tr(ATA).
]

Lasketaan
1f (uw0)[[3r = tr((uoT)TuvT) = tr(vuTuvT) = [Ju*tr(voT) = [|u]]?[lo]]*.
Téaten f on jatkuva ja siten myos g on jatkuva. O

Lauseen [2.]] todistus. Oletetaan aluksi, ettd By C K ja etté viitteen mukai-
set vektorit u; € S"! N OK ja positiiviset reaaliluvut ¢; 16ytyvit. Olkoon

& C K ellipsoidi,
&= {x e R"

Koska vol(£) = vol(BY) - [[i—, a;, riittad osoittaa, ettd [[_, a; < 1 ja ettd
yhtdsuuruus pétee tdsmaélleen silloin, kun «; = 1 kaikilla i. Seurauksen [1.14]

3 —(zf;)Q < 1} .

i=1 ¢
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nojalla jokaisessa reunapisteessid u; joukon K kantava hypertaso on yksika-
sitteinen ja yhtenee pallon B} tangenttitason {z | (x|u;) = 1} kanssa. Tasta
seuraa, ettéd jokainen w; kuuluu polaariellipsoidiin £°, eli lemman nojalla

> ory a(uilex)? < 1. Nyt lemman [2.3| nojalla

n n
Yoal=) aillel’
=1 =1

J=1
m
< E cj =n.

Viite seuraa aritmeettis-geometrisesta epayhtélosta (|1.2)), silla

1
n n 1 n
(Ha?) < ﬁ;“? <1,
eli .
HO&Z' S 1.
=1

Edelleen aritmeettis-geometrisen epayhtdlon mukaan tdma epdyhtalo on aito
aina, kun luvut o; eivit ole samoja, eli ykkosid. Téma todistaa Johnin lauseen
toisen puolen.

Oletetaan sitten, ettd By on joukon K Johnin ellipsoidi. Halutaan 16ytaa
m kappaletta yksikkdvektoreita u; € 0K ja positiivisia vakioita c; siten, ettd
lemman mukaisesti

m

1 C;

_ T
-1, = E — WU, .
n n

i=1

Edelleen lemmasta seuraa, ettd > . % = 1 ja liséksi luvut ¢; ovat po-

sitiivisia. Johnin lauseen toisen puolen viite voidaan nyt saattaa muotoon
11, € co(T), missi T on kontaktipisteiden luomien n x n-matriisien joukko

T = {uu" € Myxnlu€ S" " NOK}.
Tehdéén antiteesi: 11, & co(T). Lemman [2.5 nojalla kuvaus

g:R" = M,xn, g(u) =uu’
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on jatkuva. Joukko S""'NAK on kompakti, joten T = g(S" ' N OK) on myds
kompakti. Nyt lemman [1.9|nojalla co(T") on niinikdén kompakti. Sovelletaan
erottelulausetta kompakteihin joukkoihin {I,,/n} ja co(T) ja loydetdan line-
aarifunktionaali ¢ : M, «, — R, jolle

P(22) < pluar) 7

kaikille kontaktipisteille u. Lineaarikuvaus ¢ voidaan tuttuun tapaan esittai
matriisimuodossa H = (hij)zj, kun h;; on kanonisen kantavektorin e;; kuva.
Téten matriisille A = (a;;)7; pitee

p(A) = Z Z hijai;.

Voidaan olettaa, ettd matriisi H on symmetrinen. Epayhtalo séilyy vaih-
tamalla matriisi A tarvittaessa symmetriseen matriisiin %(H + HT).

Lisdksi vakion ¢ € R lisidminen matriisin H diagonaalille sailyttda epayh-
talon , silld matriisien I,,/n ja uuT jéljet ovat kaikki ykkosid. Voidaan siis
olettaa, ettd matriisin H jalki on 0. Taten H(I,/n) = 0, ja epayhtélo (7)) saa

muodon
o(uu’) = Z Z hijuu; = uTHu > 0. (8)

i
Olkoon 0 > 0. Tarkastellaan matriisia [,, + 0 H. Nelibmuoto x +— xTHzx on
jatkuva, joten voidaan merkita

M = max |zTHzx|.
zesn—1

Arvioidaan
o7, + 0H)x = ||z||* + 62T Hx > (1 — 6M)||z|>.

Valitsemalla § < 1/M saadaan z7(I, + 6H)x > 0, eli matriisi I,, + 0H on
symmetrinen ja positiivisesti definiitti. Taten

Es={zeR"| 2", +0H)x < 1}

on hyvin madritelty ellipsoidi. Ehdon nojalla kaikille kontaktipisteille u
patee
u™(l, +0H)u =1+ du"Hu > 1,

joten kontaktipisteet eivit kuulu ellipsoidiin &s. Koska reuna K on kompak-
ti, nelidmuoto 7 Hx on sielld tasaisesti jatkuva. Olkoon n > 0. Mééaritellaan
joukko

D =0Kn U B(u,n)

ueS"1NOK
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ja valitaan n siten, ettd kaikille y € D pétee yTHy > 0. Téll6in kaikille
y € D C OK pitee
y (I, +0H)y > 1

luvun § < 1/M valinnasta riippumatta. Nyt joukko 0K \ D on kompakti,
joten normifunktio saavuttaa sielld miniminsé, joka on aidosti suurempi kuin
1 joukon D valinnan perusteella. Olkoon tdm& minimi 1+m, m > 0. Valitaan

nyt
0<o< ! 1 !
M (14+m)2)’
jolloin kaikille y € 0K \ D pétee
y (I, +H)y > (1 —SM)(1+m)* > 1.

Taten mikdan joukon K piste ei sisilly ellipsoidiin & kun § on riittdvan
pieni. Tésta seuraa, etté ellipsoidia & voidaan laajentaa hieman, eli se ei ole
tilavuudeltaan maksimaalinen. Ristiriita syntyy, jos osoitetaan, ettd ellipsoi-
din & tilavuus on vdhintddn pallon B tilavuus. Olkoot (A;)!, matriisin
I, + 0 H ominaisarvot. Ominaisarvoille pitee yhtélo

> N =te(l, +6H) =n,

silld matriisin H jalki voitiin valita nollaksi. Koska matriisin (1, +dH ) muo-
dostama neliémuoto on positiivisesti definiitti, kaikki ominaisarvot ovat po-
sitiivisia. Nyt aritmeettis-geometrisen epdyhtilon nojalla

<H)\i>n < %Z&‘:l,

eli [[; s < 1. Nyt saadaan tarvittava arvio

t\.’)\»—A

vol(&s) = vol(By) (H i ) > vol(BY)

ja antiteesi kaatuu. O]

Seuraus 2.6. (Johnin lause)
Olkoon K € R"™ symmetrinen konveksi joukko ja olkoon £ sen sisdltdmd
Johnin ellipsoidi. Tdlloin

EC K C+n&
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Todistus. Kayttamalla sopivaa lineaarikuvausta viite saadaan muotoon
By C T C+\/nBY

konveksin joukon K kuvalle T. Ellipsoidin maksimaalisuus siilyy, silld line-
aarikuvaus skaalaa kaikkia tilavuuksia samalla kertoimella. Triviaalisti myd6s
konveksisuus ja symmetrisyys sdilyvat. Johnin ellipsoidin karakterisaation
ja sitd edeltdneen lemman nojalla joukon 7' reunalta 16ytyvat vektorit
(u;)™, ja positiiviset reaaliluvut (¢;)™, siten, etté

m

Jz||* = Zci(ﬂffui)z-

i=1

Lemman nojalla joukkojen T' ja B2 kantavat hypertasot pisteissi u; ovat
samat ja kaiken liséksi yksikésitteiset. Hypertasot ovat muotoa {z|(z|u;) = 1},
joten kaikille z € T pétee (z|u;) < 1. Taten

el =3 el < e =,
i=1 i=1
eli ||z|| <+/njaT C+/nBY. O

Kuten luvun alussa todettiin, Johnin lauseen tulos on tarkka. Tarkastel-
laan kuutiota @ = [—1,1]", jonka kontaktipisteet yksikkopallon Bj kanssa
ovat {te;} kun e; ovat kanoniset kantavektorit. Valitaan Johnin lauseen ka-
rakterisaatiossa (u;)™; = (e;)"; ja ¢; = 1 kaikilla i, jolloin triviaalisti ehto
r = ) ,(xle;)e; toteutuu. Taten yksikkopallo Bf on kuution () Johnin el-
lipsoidi. Lisdksi kérkipisteiden y = (£1,...,4+1) € @ normi on /n, joten
arviota ) C y/nBj el voi parantaa.

2.2 Lownerin ellipsoidit

Kun symmetrisen konveksin kappaleen sisdltimé maksimaalinen ellipsoidi on
karakterisoitu, on aiheellista kysyd, voiko saman tehdd minimaaliselle ulko-
puoliselle ellipsoidille. Vastaus on myo6nteinen, ja kyseisid ellipsoideja kutsu-
taan joskus Lownerin ellipsoideiksi. Itse asiassa tdysin sama karakterisaatio
pitee, mutta tiaytyy toki olettaa, etti euklidinen pallo sisiltié tarkasteltavan
konveksin joukon.

Lause 2.7. (Lownerin ellipsoidien karakterisointi)

Jokainen konveksi kappale K C R™ voitdaan peittid yksikdsitteiselld tilavuu-
den suhteen minimaalisella ellipsoidilla. Kyseinen ellipsoidi on suljettu eukli-
dinen pallo By jos ja vain jos K C Bj ja on olemassa m kappaletta sellaisia
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yksikkovektoreita (u;)™, ja positiivisia vakioita (c;)i,, etti jokainen u; € 0K
ja jokainen vektori x € R™ on esitettivissd muodossa

m
=Y c¢(x|u)uy
i=1

Todistus. Minimaalisen ympéardivan ellipsoidin olemassaolo todistetaan ku-
ten maksimaalisen ellipsoidin olemassaolo eli lause

Karakterisaatiota varten osoitetaan, ettd joukon K minimaalinen ellip-
soidi on BY tasmaélleen silloin, kun BJ on polaarijoukon K° maksimaalinen
ellipsoidi. Oletetaan, ettd By C K° on maksimaalinen. Talléin K C B} po-
laarin méadritelmén nojalla. Oletetaan, ettd on olemassa joukon K peittivi
ellipsoidi F, jolle vol(F) < vol(BY). Origokeskisen ellipsoidin polaari on ori-
gokeskinen ellipsoidi, joten olisi mukavaa, jos ellipsoidi F olisi origokeskinen.
Ongelman voisi ratkaista siirtamélla joukkoa K, mutta talloin K ja K° muut-
tuisivat epdsymmetrisiksi. On kuitenkin melko helppo ndhda, etta ellipsoidia
F voidaan siirtda. Oletetaan, etté ellipsoidi F on muotoa

F={zeR"|(x—y)TA(z —y) < 1}.
Olkoon k € K. Talloin myos —k € K. Talloin £k € F, eli
(k+y)TA(k+y) <1,
kun ylemmét ja alemmat merkit vastaavat toisiaan. Lasketaan
2> (k+y) Ak +y) + (k—y)TA(k —y) = 2kT Ak + 2yT Ay.

Koska yTAy > 0, tistd seuraa, ettd kTAk < 1 kaikille £ € K. Voidaan siis
olettaa, ettd F on origokeskinen. TAll6in myds F° on origokeskinen ellipsoidi
ja F° C K°. Lisdksi lemman tuloksesta

vol(F)vol(F°) = vol(Bj)?

ja antiteesisté seuraa, ettd vol(F°) > vol(BY). Tam4 on ristiriita, silli alus-
sa oletettiin, ettd euklidinen pallo on joukon K° maksimaalinen ellipsoidi.
Toinen suunta todistetaan tiysin vastaavalla operaatiolla.

Nyt haluttu ymparéivin minimaalisen ellipsoidin karakterisaatio seuraa
Johnin lauseesta, silla vektorit u; sailyvit polaarin muodostuksessa: Jos u; €
S" 1N OK, niin (z|u;) < 1 kaikilla z € K. Titen u; € K°. Jos u; € 9(K°),
niin jollain ¢ > 1 on tu; € K°. Téilldin kuitenkin ¢ = (tu;|u;) < 1. Tédten
u; € 0(K°). Bipolaarilauseen nojalla myos kidnteinen pétee. O
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3 Brascampin-Liebin ja Barthen epayhtalot

Myo6hemmissé kappaleissa tarkastellaan konveksien joukkojen ja niiden Joh-
nin ja Lownerin ellipsoidien tilavuuksien suhteita. Ellipsoidin tilavuus osa-
taan toki laskea, mutta yleisen konveksin kappaleen tapaus on hieman vai-
keampi. Johnin lauseen todistuksessa huomattiin, ettd symmetrisen konvek-
sin kappaleen K Johnin ellipsoidin ollessa yksikkopallo joukon K kaikki al-
kiot toteuttavat ehdon (z|u;) < 1 kaikille kontaktipisteille u;. Téten joukko
K kuuluu puoliavaruuksien leikkaukseen

K ={z e R" | |(z|w;)| <1 kaikilla i},

jonka tilavuus saattaa olla helpommin arvioitavissa. Olkoon f vilin [—1,1]
karakteristinen funktio. Talléin funktio

v o TT F(Galu)

on joukon K karakteristinen funktio. Tilavuuden arviointi muuttuu siis integ-

raalin
[ Tt do

arvioinniksi, mikd ei ole kovin helppoa. Apu 16ytyy nk. Brascampin ja Liebin
epayhtalosta.

Yleinen Brascamp-Lieb -epdyhtdlo on vahva yleistys Youngin ja Holderin
epayhtéldille ja se sanoo seuraavaa:

Olkoot ¢; > 0, n; € N lukuja, joille pédtee ). c;n; = n, f; : R" — [0, o0]
L'-funktioita ja B; : R™ — R™ lineaarisia surjektioita. Talloin

/ ﬁfi(Biw)c" dr < \/%fll < fi(2) dx)Ci,

R™i

missa

D —inf {det(zi ¢;B]A;B;) }
[T, (det A,)
ja infimum k#y positiividefiniittien n; x n; matriisien A; yli.

Téssd luvussa todistetaan Brascamp-Lieb -epayhtalon erikoistapaus, jossa
jokainen n; = 1, eli surjektiot B; ovat muotoa x — (z|u;) joillekin vektoreille
u;. Todistuksesta saadaan ilmaiseksi myos kidnteinen versio, jota kutsutaan
joskus Barthen lauseeksi. Tarkkaan ottaen tissi kappaleessa todistetaan en-
sin seuraavat kaksi lausetta:
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Lause 3.1. (Brascamp-Lieb)

Olkoot m positiivinen kokonaisluku ja (u;)i", nollasta eroavia avaruuden R"
vektoreita. Olkoot (¢;)i™, positiivisia reaalilukuja, joille pitee Y, c; = n. Ol-
koon F € [0, 00| pienin luku, jolle yhtdlo

/]R ﬁfi(mui))q dz < Fij (/R £(a) de‘)Ci

n "
=1

pitee kaikille L'(R; [0, oo])-funktioille (f;)™,. Olkoon vield

LIPS W
D = inf {det(Z“ ciiity) |y 0} .
Lause 3.2. (Barthe)

[TZ A7
Olkoot m, (c;)™y, (u;)™,, ja D kuten edellisessa lauseessa. Olkoon E € [0, 00|
suurin luku, jolle epdayhtalo

/ h(z)de > E]] </ fi(z) dm) /
" i=1 \/R
pitee kaikille L*(R; [0, oo])-funktioille (f;)™, ja mitallisille funktioille h eh-

dolla . .
h(z cibiu;) > H fi(0:)<
=1 i=1

kaikille reaaliluvuille (6;)7,. Tdlloin E = \/D.

Tilloin F = 1/v/D.

Lisdksi seuraavassa luvussa todistetaan, ettd sopiville u; pitee ' = E =
D = 1. Jotta niissd lauseissa olisi jotain jarked, on funktion z — f((x|u))
oltava mitallinen aina, kun f : R — [0,00] on. Merkitdén g : R" — R, g(z) =
(z|u). Mitallisuus seuraa, jos alkukuva g='(M) on mitallinen kaikille mitalli-
sille joukoille M C R. Merkitiéin R” = R x R"™! ja olkoon e = (1,0). Mitan
kiertoinvarianttiuden nojalla voidaan olettaa, ettd u = e. Nyt

g Y (M) =M x R,

erityisesti se on mitallisten joukkojen tulona mitallinen.
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Brascampin-Liebin ja Barthen lauseiden todistukset

Molemmat lauseet seuraavat samasta todistuksesta, joka on muodoltaan sar-
ja lemmoja ja lauseita. Témén todistuksen olennaisimmat osat on peréisin
F. Barthelta [3].

Kiinnitetdan positiivinen kokonaisluku m > n ja avaruuden R™ nollasta
eroavat vektorit (u;)™,. Kiinnitetddn myo6s aidosti positiiviset reaaliluvut

(e joille
> o=

=1

Kirjoitetaan aluksi vakiot E, F' toisella tavalla:

_ Jon W) da = -
F=infd =&—~+— i hse h cibiu;) > )0 e R™
{HL(I R ‘ ultse hQ atu) = [ L1000 € }

=1

fR" i= 1fz x‘“@)) dx
F—
o { z 1 ffl Cl

Huomataan, ettd Brascampin-Liebin ja Barthen lauseet ovat triviaaleja, jos
F = oo ja E = 0. Seuraavaksi poistetaan késittelystd muutama tallainen
tapaus.

fi € LI(R [0700])} .

Maiésritelmi 3.3. (Ehto (K))
Sanotaan, ettd vektorit (u;) toteuttavat ehdon (K), jos

m
()" = {0},
i=1
missé (u)® on vektorin u virittimén aliavaruuden ortogonaalikomplementti.

Lemma 3.4. Vektorit u; toteuttavat ehdon (K) jos ja vain jos ne virittdvdt
koko avaruuden R™.

Todistus. Oletetaan, ettéd ehto (K) toteutuu. Oletetaan vastoin véitetta, etté
vektorit u; eivat viritd koko avaruutta. Talloin 16ytyy maksimaalinen aliava-
ruus V, jonka nollasta poikkeavia alkioita ei voi esittdd vektoreiden w; line-
aarikombinaatioina. Avaruuden R” voi esittiii suorana summana V @ V=, eli
jokainen x € R™ on muotoa v 4 u, missi v € V ja u € V1. Antiteesin nojalla
jokainen vektoreiden u; lineaarikombinaatio kuuluu joukkoon V=. Erityisesti
kaikilla u; pétee (v|u;) = 0 kaikilla v € V' ja antiteesi romuttuu.
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Jos taas vektorit u; virittédvit koko avaruuden, ja (x|u;) = 0 kaikilla 4
jollain x = >, pu,, saadaan

(z]z) = (2] Z piv) = Z pi(|ui) = 0,

eli x = 0. L]

Seuraavan lauseen perusteella jatkossa voidaan olettaa, ettd ehto (K) péa-
tee.

Lause 3.5. Oletetaan, ettd ehto (K) ei pade. Talloin F = oo, E = 0 ja
D=0

Todistus. Koska vektorit u; eiviat nyt viritd koko avaruutta, pisteet z jotka
voidaan esittdd muodossa z = ) . ¢;0;u; sisiltyvit johonkin aitoon avaruuden
R™ aliavaruuteen V. Olkoon (f;); positiivisia L' funktioita. Halutaan 16ytai
mukava mitallinen funktio h : R® — R, jolle

7

Valitaan
W) = {oo, kun x € V

0, muulloin

Koska aidot aliavaruudet ovat nollamittaisia, on h(z) = 0 melkein kaikkialla.
Téasta seuraa, ettd E = 0.

Olkoot sitten (f;)™, positiivisia L'-funktioita, joille f;(0) # 0 kaikille
i. Koska ehto (K) ei pade, lemman nojalla vektorit u; virittdvéit vain
jonkin aidon aliavaruuden V. Kayttamalld ortogonaalista muuttujanvaihtoa
voidaan olettaa, ettd tdma aito aliavaruus V' on jokin R®) s < n. Fubinin
lauseen nojalla

LTt = [ [ Tty = [ [ TLa0r =

Taten F' = oo.
Viimeinen viite seuraa siitd, ettd vakion D méiritelméssa osoittajassa
on matriisi ), ¢;\ju;u; . Jos ehto (K) ei toteudu, 16ytyy jokin nollasta eroava

vektori v, jolle
Z cidhiuulv = 0,

eli ko. lineaarikuvaus ei ole injektio. Téten se ei ole kddntyva ja sen determi-
nantti on nolla. 0
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Ottamalla infimum ja supremum pelkistdan Gaussin funktioiden t +—
exp(—At?) yli saadaan vakiot

FE { fR" Supa::Zi ciOiu; H;ﬂil fl(01>01 dx

, = inf

F, = sup {fR" o fil(xlug))e da

‘ fl(t) = exp(—)\itQ), )\z > 0} ,

zlfflcZ

Vakion F, méiritelméssd on muutama ongelma. Ensinndkin tiytyy olettaa,
ettd jokainen x € R™ on ylipdénséd esitettdvissd muodossa x = ) . ¢;0u;.
Esitys on olemassa, kun oletetaan ehto (K). Jos ehto (K) ei pdde, voidaan
lauseen perusteella sopia, ettd £, = 0. Vakio Fj; on sen sijaan hyvin
madaritelty ja lausetta vastaavin perustein F, = oo, kun ehto (K) ei
toteudu. Toinen ongelmallinen kohta vakion F, mééritelméssd on kuvaus

fi(t) = exp(—=Nit?), \; > O} :

l”_> Sup Hf’l ) 7

z=y_, cibiu; i1

joka ei villttimitti ole mitallinen yleisessi tapauksessal] Gaussin funktioi-
den tapauksessa se kuitenkin on, kuten ndhdaan lauseen todistuksesta.
Vastaavasti vakion F méairitelméassa funktiota h ei voida korvata vastaavalla
supremum-viritelmall.

Brascampin-Liebin ja Barthen lauseet seuraavat, kun osoitetaan, ettd
E=E,=+VDjaF = F, =1/vD. Tami on jo osoitettu, jos ehto (K)
ei toteudu. Todistuksesta seuraa, ettd Gaussin funktiot maksimoivat vakion
F' ja minimoivat vakion FE.

Oletetaan koko loppukappaleen ajan, etti ehto (K) pétee. Aloitetaan pie-
nelld lemmalla

Lemma 3.6. Olkoon A positiividefiniitti n X n matriisi. Tdlloin

ﬂ-’I’L

T _
/n exp(—zTAz) dx et A

Todistus. Koska A on symmetrinen ja positiivisesti definiitti, se voidaan dia-
gonalisoida ortogonaalisella kannanvaihdolla U ja sen ominaisarvot ovat po-
sitiiviset. Kirjoitetaan A = UTDU, missd D on kuvauksen A ominaisarvojen

1Kun funktiot f; ovat karakteristisia funktioita, tarkasteltava kuvaus on jonkin joukon
>, ¢ KK; karakteristinen funktio, kun K; on (1-ulotteisesti) mitallinen joukko suoralla (u;).
On olemassa Cantorin 1/3-joukon osajoukko A, jolle A+ A ei ole mitallinen, ks. [6], joten on
melko helppoa konstruoida avaruuden R™ epémitallinen joukko, joka on muotoa ), ¢; K
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A; muodostama diagonaalimatriisi. Koska ortogonaaliselle kannanvaihdolle
patee UT = U™!, on myés |det U| = 1. Haluttu tulos saadaan muuttujan-
vaihdolla y = Ux ja Fubinin lauseella:

/ exp(—aTAg) dr = / exp(—(Ua)TD(Ux)) da

1
:/ exp(—yTDy)m dy

n

= [ TTew(=ram ay

" =1

ZH/eXp(—Aiy?) dy;
i=1 YR

“ ™ ik
:g\/;i: V det A°

Lause 3.7. Edellisin merkinndgin F, = 1/3/D.

Todistus. Olkoot f; : R — R, f;(t) = exp(—\;t?) funktioita kaikille ¢ =
1,...,m. Matriisi >, ¢;\;u;u] on positiivisesti definiitti, silld se on symmet-
rinen ja sen midrddmi nelismuoto x — > ¢;\;(z|u;)? on positiivinen. Lem-
maa [3.0] soveltaen lasketaan

/]R ﬁfz((ﬂ“z))c dr = /n exp (—icw\i(ﬂuif) dz

"i=1 i=1
— / exp <—:1:T (Z ci)\iuiuiT> a:) dz
" i=1

n

Erityisesti ehto (K) takaa ettd edellinen integraali on ddrellinen. Vastaavasti

lasketaan
- R P T
fi(x) dx) = T T A Tm e
1'11 (/R g Ai Hi:l )‘il
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Vakioksi [, saadaan

[T A
F — [ 1 )\Z
g Sup{\/det(zi1 cihiugu] ) >0
det(D-1 cidiugu]
— 1/ inf \/ © (szlcz%uuz) A >0
Hz 1Az
=1/vD.

Erityisesti tdmé yhtilo patee myos silloin, kun D = 0. O

Edellisen lauseen todistuksesta seuraa myos, ettd D on aina &darellinen.
Seuraavaksi todistetaan E > DF'. Merkitddn selkeyden vuoksi funktion f
integrointia koko médrittelyjoukon yli symbolilla [ f.

Lemma 3.8. Olkoot f,g : R — (0,00) jatkuvia ja integroituvia funktioita.
Olkoot t,T(t) € R sellaisia, ettd

ﬁ /_i(f) () dz = ﬁ /_; o(z) du.

Télloin kuvaus T : R — R on C'-bijektio ja

PO = ff;

Todistus. Maéaritellddn jatkuvat kuvaukset F,G : R — R, F(t) = ﬁ ffoo fdz

ja G(t) vastaavasti. Funktioiden f ja ¢ ominaisuuksista seuraa, ettd F ja G
ovat kasvavia C'-bijektioita vilille (0,1). Erityisesti téistd seuraa, ettd funk-
tio 7" on hyvin médritelty. Myos kidnteisfunktiot ! ja G~! ovat jatkuvas-
ti derivoituvia, silld f ja g ovat aidosti positiivisia. Nyt voidaan kirjoittaa
T = F oG, eli myos T on C'-bijektio. Suoraan derivoimalla saadaan

T'(t) = G'(O)(EF)(G) = G'(O)(F ) (F(T(1))
= G’(t)/—

ja vaite seuraa. L]
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Lemma 3.9. Olkoon V : R* — R™ C'-kuvaus ja olkoon DV (z) sen deri-
vaattakuvaus pisteessi x € R™. Oletetaan, etta DV (x) on positiividefiniitti
jokaisessa pisteessa x. Tdlloin kuvaus V' on injektio.

Todistus. Olkoot x,y € R™ eri pisteitd. Voidaan olettaa, ettd x = 0 ja
V(z) = 0. Riittda osoittaa, ettd V(y) # 0. Integroidaan derivaattamatrii-
sia komponenteittain pitkin janaa [0, y]:

/0 1 DV (ty)dt

Kirjoitetaan x = ty ja lasketaan ketjusaannon avulla

oxr; Ot 4 - ox; Yi

1=

dV ty Z IV (ty) Ox; " OVj(ty)

Matriisin DV (ty) rivi j on juurikin (0;V;(ty));, joten vektorin

1 1
/ DV (ty)dt -y = / DV (ty)y dt
0 0

paikan j komponentti on

/1 - 25— [ ) = v

Téten .
/ DV (ty)dt -y =V (y).
0

Kayttamalla derivaatan positiividefiniittisyyttd saadaan

1
y'Viy) = / y"DV(ty)y dt > 0,
0

eli erityisesti V(y) # 0. ]
Lause 3.10. Edellisin merkinnoin £, > FE > DF > DFy, kun D # 0.

Todistus. Epéayhtalot E, > F ja I’ > F, seuraavat suoraan méaéritelmista.
Olkoon f;, g; : R — R jatkuvia ja aidosti positiivisia integroituvia funktioita
kaikille ¢ = 1,...,m. Mééritelladn funktiot 7; : R — R yhtalolla

Ty (t) t
fif/_ fi(z) dz = flg-/_ gi(z) dz.
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Lemman [3.8 nojalla 7T; on C'-bijektio ja
Ji
TOAG) = a0

kaikille ¢ = 1, ..., m. Maéaritelldédn kuvaus ¢ : R® — R",
ely) = Z i1 ((y[wi))us
Ketjusdannosta seuraa, ettd kuvauksen ¢ derivaattakuvaus pisteessia y on

7 ((y]w) )usu

||M3

Kuvaus ¢ on lemman nojalla injektio; derivaatan Dy pisteessi y méia-
radmén neliomuodon arvolle pisteessd x # 0 saadaan

a (Z CzTi'((y!ui))uiUI) v=)_ T((ylu)(alu)* > 0,

i=1 i=1

silld aidosti kasvavan funktion derivaattana 7, on aidosti positiivinen ja ehto
(K) takaa, ettd ainakin yksi sisdtulo (z|u;) eroaa nollasta.
Olkoon h mitallinen funktio, jolle kaikilla # € R™

h (i cﬂiui> > ﬁ £(6,)°.
Tehdséin muuttujanvaihto = = ¢(y), -
/nh(x)dx / (ch H(y]w)) >det (ch ((y|u;))uu )dy
i/nﬂfi(ﬂ((ylui)))”det (Z T ((ylui) Jusu >dy
B nH T () T ()" dy
20 [ 1 [Fatwhn] o

R™ =1 I g

RIS /1)

J=1
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Téssé epayhtilo ¢) seuraa muuttujanvaihdosta. Kuvaus ¢ ei vilttamétta ole
surjektio, joten integraali on arvioitava alaspéin. Epéayhtélossé ii) kiytetdadn
oletusta funktiosta h, kun 6; = T;((y|u;)), ja epayhtélossd iii) arvioidaan
muuttujanvaihdon determinanttia vakiolla D. Kohdassa iv) on kiytetty lem-
man 3.8 antamaa kaavaa funktioille (7;).

Olkoon € > 0. Koska jatkuvat funktiot vélille (0, c0) muodostavat tihedn
avaruuden L'(R; [0, 00]) osajoukon, voidaan funktiot h, (f;); ja (g;); valita
niin, etti

Jpn ) dz

E+e> =" F
Hz 1 (f fl)
fR" i1 9i((y|u;)) ' dy
[T (f 9') 2
> D(F —e¢).
Viite seuraa tasté, silla D on &darellinen. O

Lemma 3.11. Olkoot (\;), aidosti positiivisia reaalilukuja. Talloin kuvauk-
set Ny, M, : R" - R,

ovat hyvin madritellyja avaruuden R™ normeja.

Todistus. Todistetaan, ettd M, on normi. Kuvauksen N, normiksi todistami-
nen on hyvin samankaltainen. Selvésti M) (z) € [0, 00), silld ehto (K) takaa,
ettd jokaisella  on esitys ) . ¢;0;u;. Selvisti my6s My (0) = 0. Jos M) (z) =0,
on olemassa vektorin x esitys ) . ¢;0;u;, jossa luvut 6; ovat itseisarvoltaan ta-
saisesti mielivaltaisen pienia. Téstd seuraa, ettd x = 0.

Olkoon i € R nollasta eroava luku. Ehto M) (ux) = |u| My () on ilmeinen,
silld vektorin px esityksissd olevat vektorit @ = (6;); ovat tdsmélleen vektorit
|12/716, kun 0 on vastaava vektori alkion  esityksessé.

Kolmioepayht#loa varten maaritelldan sisatulo (+|-)y : R™ x R™ — R,

(mlOr = 3" e,
=1 t
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jolle patee Cauchy-Schwarzin nojalla

IR < (ZZ—) (Zi—) = VI,

i=1 =1

ja erityisesti yhtalon (1 -+l + O)x = (nlmx + (IO + 2(7]C)» kautta

- i+ i) -
ZlCi—(n /\i ) < C i Z

Olkoon € > 0 kiinnitetty. Valitaan vektorit n ja ( niin, ettd

ja

Tallsin Y, ¢;(n; + G)us =z + y ja

~ (ni+G)? ¢
My (z+y) < ,LZICZ)\—'L < ; - Z < My (x)+M,(y)+2¢.
Kolmioepayhtilo seuraa tasta. O

Lause 3.12. Edellisin merkinnoin E,Fy = 1, kun E, ja F, ovat ddrellisid.
Lisdaksi E, = 0 tasmalleen silloin kun Fy = oo ja kadntdaen.

Todistus. Olkoon A = (\;), vektori jonka alkiot ovat aidosti positiivisia.
Merkintojen lyhentdmiseksi asetetaan

fRn = lexp <x|ui>2)qu

Fy(A) = 1, (f]R exp( _)\it2)dt)6i
ja -
E,(\) = fRn SUPz=%, ¢:6,u; H?il (ech < i_z:>) ’ dx)
[T, (fR exp (-%) dt>
jolloin

F, =sup{F,(\) | A € R}}
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ja
E, =inf{E,(\) | A e RT}.

Maaritelldan kuvaus

m

Ny(z) = Z cidi(zlug)?.

i=1
Lemmasta [3.11] seuraa, ettd N, on hyvin méidaritelty normi, jonka suljettu

vksikkopallo on ellipsoidi F) = {z € R" | N, < 1}. Olkoon ¢ > 0. Télléin
normin skaalausominaisuuden nojalla

{IER” |N>\§t}:tf)\. (9)
ja Lebesguen mitan ominaisuuksien perusteella
vol ({z € R" | N\ <t}) = t"vol(F)). (10)

Kiytetdin Cavalierin periaatetta, jonka mukaan positiiviselle L!-funktiolle f
patee

e f(z) dz = /Ooovol ({z € R | f(z) > t})dt.

Lasketaan

iv:)vol(]-})/ e Uy 2duy
0

2 vol(F)(1 + g).

Yhtilot ¢) ja i) seuraavat yhtdloistd (9) ja (10). Yhtéls ii) seuraa siité, ettd
joukko

{z e R" | exp (=Ni(2)*) > 1}
on tyhjéd ja siten nollanmittainen. Yhtdl6 iv) on muuttujanvaihto t = e,
ja yhtalo v) seuraa gammafunktion reaalisesta mééritelmésta: kaikille z > 0

maéaaritellaan -
[(x):= / e tmde.
0
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Nyt
/7r vol(Fy) a2
— vol(Fy)I'(1 = A 11
)\ + 35 ) VOl(B ) ];[ i ( )
ja erityisesti Fg()\) on ddrellinen. Viimeinen yhtisuuruus tulee n-ulotteisen

euklidisen yksikkdpallon tilavuudesta, joka on

,n_n/2

vol(By) = ”1—4'%)

Taman voi ndhdé vaihtamalla edellisen laskun normi N, euklidiseen normiin.
Maaritelladn vastaavasti normi

My (z) = inf x—ZcZQ ui, (0;), € R™

ja joukko
Ex={z e R" | My(z) < 1}.
Jilleen lemma takaa, ettd M, todella on normi. Kaavat (9) ja

patevit sellaisenaan myos normille M)y ja joukolle £,. Myos taysin vastaavalla
tavalla integrointi tuottaa

Ey(A) = . (fR exp (_%> dt)Ci - vol(By) 1 51/2.

Erityisesti myos E,(\) on &érellinen ja sen madritelméssé esiintyvd supremum-
viritelm& muodostaa jatkuvan ja siten mitallisen funktion.

Nyt osoitetaan, ettd £, on itse asiassa ellipsoidin F) polaarijoukko. T4&-
mé onnistuu lauseen ja kantajafunktioiden avulla. Lauseen nojalla
polaariellipsoidin F} kantajafunktio on sama kuin joukon F) Minkowskin
funktionaali. Toisaalta Minkowskin funktionaali on selvésti V). Osoitetaan,
etta

Jow o (M@ dr__ o) _ (12)

m

Ny(z) =  sup chﬂi(ﬂui). (13)

62 1
6: o cint <1 1=

Ehto "<" seuraa suoralla laskulla valitsemalla 6; = \;(x|u;)Ny(z)~!. Toi-
nen suunta saadaani Cauchyn ja Schwarzin epéyhtalostd seuraavalla tavalla.
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Olkoot 6; sellaisia, ettd ) . Cz’i_?. < 1. Tallsin

Titen viite on todistettu. Nyt polaariellipsoidin F; kantajafunktiolle
patee

h]:; (l’) = N)\(l')

m

= sup Z cibi(x|u;)

02 1
0: >, ciA—ligl 1=

m
= sup (x| Z cifiu;)
0: >, ci%gl i=1

= sup (zly)
yeEN
= th (l’)
Lauseen nojalla £, = Fy ja siten lemman [I.1§] perusteella
vol(Fy)vol(€y) = vol(By)?.
Yhdistamélli tadmé yhtiloihin ja mielivaltaiselle A € R saadaan
Fo(A)Eg(A) = 1.

Olkoon ¢ > 0. Jos Fy ja E,; ovat molemmat ddrellisid, valitaan X siten, ettd
F,— F,(\) < ¢/E,. Talléin

1 = F,(NE,(\) > F,E, —«,

eli F,E, < 1. Toinen suunta péitee vastaavasti. Jos F, = oo, 10ytyy mieli-
valtaisen suuria lukuja F, (), eli 16ytyy mielivaltaisen pienid lukuja E (\).
Téten £, = 0 ja kdantden. O]

Lause 3.13. Edellisin merkinndin E = E, = /D ja F = F, =1/v/D
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Todistus. Viite seuraa yhdistamalld lauseet 3.7 ja silld t&lloin
VD =E,>E > DF > DF, = /D.

Viite patee myos, kun D = 0, silld ehdosta F, = oo seuraa F;, = E' = 0 ja
F = . O

Brascampin-Liebin sekd Barthen epayhtilét on nyt todistettu.

3.1 Geometriset versiot

Vakion D laskemiseksi asetetaan vektoreille (u;) ja vakioille (¢;) Johnin lausees-
ta tuttu lisdehto: vaaditaan, ettd kaikilla € R™ on esitys z = ) . ¢;(x|u;)u;.

Vakion D méarittamiseen kiytetddn Cauchyn ja Binet’n lemmaa, joka
yleistdd tutun determinanttien laskusdannon det(AB) = det(A) det(B) mat-
riisituloille, joiden tekijat eivat vilttamattd ole neliomatriiseja. Kaytetadn
téassd matriiseille merkintdd A = (a;)!",, missd a; on matriisin A paikan i sa-
rakevektori. Jos taas (b;); ovat matriisin B rivivektorit, kirjoitetaan samalla
logiikalla B = ((;);)T.

Lemma 3.14. (Cauchy-Binet)

Olkoot A = (a;), n x m matriisi ja B = ((b;),)T m x n matriisi. Olkoon
S kaikkien joukon {1,... ,m} n-kombinaatioiden, ts. n alkion osajoukkojen,
joukko. Kun S € S, merkitiin As = (a;)ics ja BY = ((b;)ies)T. Tdlldin

det(AB) =) _ det(As) det(B?).
Ses

Suomeksi sanottuna tulon determinantti saadaan laskettua seuraavasti:
valitaan ensin n kappaletta matriisin A sarakevektoreita ja vastaavilta pai-
koilta n kappaletta matriisin B rivivektoreita. Muodostetaan néistd matriisit
Ag ja BY ja lasketaan niiden determinanttien tulo. Matriisin AB determi-
nantti saadaan summaamalla tulot det(Ag)det(B®) kaikkien mahdollisten
sarakevektorien valintojen yli. Cauchyn ja Binet’n lemman todistus ohite-
taan. Katso [10, Prop. 2.1.2].

Lause 3.15. Oletetaan, ettd luvut ¢; > 0 ja vektorit u; toteuttavat ehdot
luil| =1 ja I, = >0, cyuul. Tdllin D = 1.

Todistus. Valitsemalla vakion D méaaritelméssa

D — inf det(zl.:ml Cléjuml)
[T A

46



A; = 1 kaikilla ¢ saadaan heti arvio D < 1. Riittdi osoittaa, ettd D > 1.
Olkoot A; > 0 vakioita. Huomataan, ettd » . ¢;\u;u] on matriisien A =
(VeEidiu)ity ja B = ((/cw;)%,)T tulo. Nyt riittdd osoittaa, ettd det(AB) >
L

Oletuksen nojalla I,, = Y ", cu;ul, joten Cauchyn ja Binet'n lemman
merkinndin ja perustein

1 = det(I,) = det(BTB) = Y _det((BT)s)det(B%) =) det(B%)*, (14)
SesS Ses

silli (BT)g = (B®)T. Vastaavasti

det(AB) =) _ det(Ag) det(B?)

Ses
=> det(B*) [ ™ (15)
SesS €S

Huomataan, ettd yhtalo on painotettu keskiarvo positiivisista alkioista
[T;cs Ais silld positiivisten painojen det(B%)? summa on yhtélén mukai-
sesti 1. Painotetun aritmeettis-geometrisen epéayhtéilon oletukset toteutu-
vat ja siten

det(BS)? .
det(AB) > H <H )\z> H >s,jcs det(B .

SeS \ieS

Riittad osoittaa, ettd vakion \; kokonaiseksponentti on ¢; kaikilla j. Laske-
taan

Z det(B%)? Zdet (B%)? Z det(B%)?

213 det(BS)?
S,J€S
21— det(Y_(Veru(Veu)n)
i#]

ZZZ

= 1 —det(L, — \/cju;(/cju;)T)
NG

Yhtild i) seuraa yhtilosti ja vhtils iii) seuraa oletuksesta. Yht#lod i4)
varten olkoon C' (m—1) X n -matriisi, joka saadaan matriisista B poistamalla
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rivi j. Olkoon S’ vastaava n-kombinaatioiden joukko. Kuten yhtalon (14)
tapauksessa lasketaan

det(CCT) = det(CTC) = Y " det(C¥)> = Y~ det(B%)’
Ses! SeS,j¢S

Toisaalta
m

CCT = ZCiUiUI,
1#£]
ja yhtélo i7) seuraa. Yhtélod iv) varten lasketaan vektoreille u, v € R™ blok-
kimatriiseilla

I, 0O I, +uwv’ u I, 0\ [(1, U
T 1 0 1/ \—v7 1) \0 1+vu)’
Ottamalla determinantit puolittain saadaan
det(I, + uwv™) =1+ v"u.

Yhtalo iv) ja siten koko lause seuraavat valitsemalla v = —u. ]

Yhdistamélla lauseet 3.1, ja saadaan kaksi vahvaa ja erittdin
kayttokelpoista epayhtiloa:

Lause 3.16. (Geometrinen Brascamp-Lieb)
Olkoot (u;), yksikkovektoreita ja (¢;)!, positivisia vakioita siten, ettd jo-
kaisella vektorilla x € R™ on esilys

m

xr = Z ci(x|ug)u;.

i=1

Olkoot vieli f; : R — [0,00] L'-funktioita kaikille i = 1,...,m. Tdlldin

/n zﬁfi«x’ui))qu < Zli‘ll (/R fi(l'>dm)6i

Lause 3.17. (Geometrinen Barthe)
Olkoot luvut ¢;, vektorit u; ja funktiot f; kuten lauseessa[3.16, Oletetaan, etti
mitalliselle funktiolle h : R™ — R pdtee

hzm:cﬂuz Zﬁ
=1 =1

kaikilla (6;)7, € R™. Tdlloin

/ () > lj"[l ( /R fi(x)d:c) "
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Todistuksen perusteella tiedetdan, ettd ndmé kaksi epayhtdloa ovat tark-
koja, eli vakiota D = 1 ei voida parantaa. Voidaan kuitenkin tutkia, milloin
epayhtilot ovat yhtdloitd. Barthen epédyhtédlon tapauksessa tédssd kysymyk-
sessi on jarked vain silloin, kun valitaan

W)= sup [ f6:).

{E:Zz Ciei’u,i i=1

Riittdva ehto yhtdsuuruudelle on se, ettd vektorit (u;)?_, muodostavat orto-
normaalin kannan. T&ll6in voidaan valita ¢; = 1 kaikille 7, silli ehto

n

i=1

toteutuu ortonormaaleille kannoille. Olkoon U ortonormaali muuttujanvaih-
to, joka vie kanonisen kannan kannaksi {u;}. Nyt

(Uylui) = (2|UTw;) = (yle:) = yi-

Kéytetaan lineaarista muuttujanvaihtoa x = Uy, jolloin | det U| = 1. Muut-
tujanvaihtolauseen seké Fubinin lauseen nojalla

/nﬁfi((ﬂu,-))”dx = /Rn ﬁfi(%)qdy = ﬁ (/R fi(y)dy> i ,

eli Brascampin ja Liebin epiyhtélossi patee yhtdsuuruus. TAmé pitee myos
kddnteisessd versiossa, silld ortogonaalisessa kannassa jokaisella z € R™ on
tasmélleen yksi esitys © =) . ¢;0u; = >, iu; = >, (x|u;)u;. Talldin funktio
h on mitallinen ja se saa muodon

m m

W)= suwp  []£i0)" =[] fillelw)®,

x=y_, cibiu; i=1 i=1

eli se on sama kuin Brascampin ja Liebin epayhtélon vasemman puolen funk-
tio. Yhtdsuuruus siis pitee molemmissa epayhtéloissa.

Kéidntden, jos (u;)™, ovat erisuuria yksikkovektoreita ja Brascampin ja
Liebin epdyhtilossa pitee yhtdsuuruus joillekin funktioille (f;)™,, joista mi-
kddn ei ole identtisesti nollaa eikd gaussinen (melkein kaikkialla), niin m = n
ja vektorit u; muodostavat ortonormaalin kannan avaruuteen R"™. Todistus
talle faktalle 16ytyy Barthen artikkelista [4], jossa yhtdsuuruustapaukset on
ratkaistu melko tyhjentivésti myds yksittéisille funktiojoukoille (f;)7,.
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4 Tilavuussuhteet ja kianteinen isoperimetri-
nen epayhtalo

4.1 Tilavuussuhteet

Tutkitaan sitten symmetrisen konveksin kappaleen ja sen Johnin ellipsoidin
tilavuuksien suhdetta. Osoittautuu, ettd tdma tilavuussuhde maksimoituu
kuutioilla.

Seuraus 4.1. Olkoon K C R" konveksi kappale, ja £ sen sisdltimd Johnin
ellipsoidi. Talloin

vol(K) < 2"

vol(€) ~ vol(BY)

Todistus. Kayttamaélla sopivaa lineaarikuvausta voidaan olettaa, ettd mak-
simaalinen ellipsoidi on euklidinen pallo. Viite on siis vol(K) < 2". Johnin
ellipsoidin karakterisaation nojalla Brascampin ja Liebin epayhtilon oletuk-
set vektoreista u; ja luvuista ¢; toteutuvat. Lisiksi hypertasotarkastelun ja
symmetrisyyden perusteella joukko K on joukon

T ={z eR"| |(z]u;)] <1 kaikilla u;}

osajoukko. Valitaan L'-funktioiksi f; vélin [—1,1] karakteristinen funktio kai-
killa i. T&lloin funktio [, f;((x|u;))* on joukon T' karakteristinen funktio.
Taten geometrisen Brascampin-Liebin epayhtalon nojalla

vol(K) < vol(T) = / ilifi((m]ui))ci dr < ]i (/R filx) dx) . liz — o,

silld Johnin lauseen ehtojen nojalla ) . ¢; = n. O

Todistetaan sitten seurauksen duaaliversio, eli I6ydetddn alaraja sym-
metrisen konveksin kappaleen ja sen Lownerin ellipsoidin tilavuuksien suh-
teelle. Strategiakin on taysin duaalinen: Tilavuussuhde Johnin ellipsoidille
todistettiin tarkastelemalla joukkoa

T={xeR"||(x|u)| <1kaikillai=1,...,m},

huomaamalla, ettd K C T ja kidyttamalla Brascampin ja Liebin epayhtaloa.
Tilavuussuhde Lownerin ellipsoidille todistetaan tarkastelemalla joukkoa

T° =co{tu; |i=1,...,m},
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huomaamalla, ettd T° C K° ja kiayttamalla kddnteistd Brascampin ja Liebin
epayhtaloa.

Koska Johnin ellipsoidin tilavuussuhde maksimoitui kuutioilla, ei ole yl-
lattavad, ettd Lownerin ellipsoidin tilavuussuhde minimoituu kuutioiden po-
laareilla, eli yleistetyilld oktaedreilld A,,:

A, i=co{te; |i=1,...,n}.

Kun oletetaan, ettd Lownerin ellipsoidi on euklidinen yksikkopallo, viitteen
nojalla joukon 7° tilavuus minimoituu, kun vektorit u; ovat ortogonaaliset.
Yllattden lausetta seuraavien huomioiden nojalla kdinteisessd Brascam-
pin ja Liebin epayhtilossi pétee yhtédsuuruus juurikin ortogonaalisessa ta-
pauksessa.

Aloitetaan lemmalla.

Lemma 4.2. Olkoot vektorit (u;)", kuten geometrisessa Brascampin ja Lie-
bin lauseessa. Tdlloin symmetrisen konveksin kappaleen T' C R”,

T° =co{fu; | i=1,...,m}

Minkowskin funktionaalin pr arvo pisteessi x € R"™ on

=1 i=1
Todistus. Merkitaan
=1 i=1

Olkoon A > 0 ja z € R™. Oletetaan, etti A"l € T. Tallsin

N la = i": it
=1

joillekin vakioille (y;)7,, joille >, |u;| = 1. Kirjoittamalla 6; = Ap;/c; saa-

daan
m

i=1
ja

gr(z) <> ol = .

2
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Téten gr(x) < pr(x). Oletetaan vastoin viitetté, ettd gr(x) < pr(x). Olkoon
> cibiu; pisteen x esitys, jolle pr(z) > X = . ¢;|6;]. Téallsin A~'z on kon-
veksi kombinaatio vektoreista {£u; | i = 1,...,m}, eli A™'z € T. Tdmi on
vastoin Minkowskin funktionaalin mééiritelméa, ja antiteesi kaatuu. ]
Lause 4.3. Olkoon K C R"™ symmetrinen konveksi kappale ja olkoon £ sen
Lownerin ellipsoidi. Tdlloin

vol(K) 2" /n!

vol(€) ~ vol(BY)

Todistus. Jalleen voidaan olettaa, ettd & = B, jolloin véite on

vol(K) > —

Koska BY on polaarin K° Johnin ellipsoidi, saadaan K° C T°, ja edelleen
T C K. Todistetaan viite joukolle T

Joukon T tilavuudelle pitdd 16ytad jokin mukava integraaliesitys, jotta
kidnteistd Brascampin ja Liebin epayhtédlod voitaisiin kiyttda. Lihes tay-
sin sopiva esitys 10ytyy lauseen todistuksesta; siellahin ellipsoidin Fy
tilavuudelle saatiin Cavalierin periaatteen kautta

/n exp(—Ny(z)?)dz = vol(Fy)[(1 + g),

kun N, on ellipsoidin F, Minkowskin funktionaali. Nyt lemman 4.2 nojalla
joukon T Minkowskin funktionaali pisteessd = € R™ on

T = zm: czﬂiul} .

=1

m

pr(z) = inf {Z A

=1

Koska Minkowskin funktionaali maaraa normin, tdysin vastaavin vélivaihein
kuin lauseen todistuksessa lasketaan

/ exp(~pr(a)) = vol(T)T(1 +n) = vol(T)nl.

Toisaalta funktio h :  — exp(—pr(z)) on jatkuvana funktiona mitallinen, ja

h(z) = exp(— _inf 201]91\)

=3, cibliu;

= sup exp(—ZciwiD

x=y, cib;u; i

= sup Hexp(—lﬂ

r=y,; cif;u; i—1

)
m

= sup H fi(6;)°,

x=y, cifiu; i—1
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kun médritellddn f; : R — R, f;(t) = exp(—|t|) kaikille i = 1,...,m. Téten
funktiot fi,..., fm ja h toteuttavat geometrisen Barthen epdyhtélon [3.17]
oletukset, ja siten

vol(T)n! = / hw)de > ﬁl ( /R fi(x)dx) " ﬂg _on,

Vaite seuraa tista. OJ

Todistuksen viimeiselld laskulla voi madrittda yleistetyn oktaedrin A,, ti-
lavuuden, silld kiddnteisessd Brascampin ja Liebin epéyhtélossd pétee yhté-
suuruus, kun vektorit u; ovat ortonormaalit. Taten

2TL

VOI(AH> = —‘
n

ja minimaalisen ellipsoidin tilavuussuhde todella minimoituu joukoilla A,,.

4.2 Kainteinen isoperimetrinen epayhtilo

Téassé luvussa todistetaan isoperimetrisen epéiyhtdlon kidnteinen versio. Sitéd
varten tarvitaan pinta-alan késite korkeammissa ulottuvuuksissa.

Miiritelmé 4.4. (Pinta-ala)
Mielivaltaisen konveksin kappaleen K € R" pinta-ala on raja-arvo
(K +eBY) — vol(K
VOl(OK) = Tim YOI +eBy) = vol(K)

e—0t £

kun se on aarellisens olemassa.

Kappaletta siis pullistetaan sopivasti joka puolelta, jolloin intuitiivisesti
sen tilavuuden muutos on pienilld epsiloineilla suunnilleen evol(OK). Pinta-
alan méaaritelméan raja-arvo ei valttamatta ole olemassa yleiselle joukolle K,
mutta konvekseille kappaleille se on hyvin méaéritelty ja dérellinen, katso |7
Th. 3.2.39.].

Yleisesti pinta-alan ja lineaarikuvausten yhteistyo ei oikein suju, mutta
skaalauksen tapauksessa voidaan johtaa mukava relaatio:

Lemma 4.5. Olkoon K C R" konveksi kappale ja t > 0. Tdlloin

vol(9(tK)) = t" 'vol(OK).
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Todistus. Témé on suora lasku. Olkoon § = ¢/t. Nyt

vol(O(tK)) = lim 1(v01(tK+€B") vol(tK))
e—=0t €
= lim t—(vol(K+ B”) — vol(K))
e—0t €
n—1
= lim 5 (vol(K + 0By) — vol(K))

6—0t

= t""vol(9K).
[l

Intuitiivisesti kuution pinta-ala on tahkojen lukumé&ira kertaa tahkon
n — 1 -ulotteinen tilavuus. Tdma seuraa maéritelmastakin.

Lemma 4.6. Olkoot a > 0 ja kuutio Q = [0,a]™. Tdalldin

vol(8Q) = 2nvol(Q) ™+

Todistus. Viite on vol(0Q) = 2na™ !, silli vol(Q) = a™. Olkoon Q. = Q +
eBY ja QF = [—¢,a+¢]|". Kaikille m = 0,...,n — 1 melkein kaikki joukkojen

A = 10,a]™ x [a,a + €] x [0,a]""™*
ja
B, = [0,a]™ x [—¢,0] x [0,a]""™!

pisteet kuuluvat joukkoon Q. \ @, kun sovitaan, ettd ylldolevista tuloista
unohdetaan termit [0,a]’. Tdten mitan ominaisuuksien perusteella

vol(Q.) > vol(Q) + Z vol(A,,) + vol(B,,)) = a™ + 2nea™ .

Nyt
0 < vol(Q°) — vol(Q.) < (a+ 2e)" — a™ — 2nea"' = &%p(¢),

missd p on polynomifunktio. Erityisesti

lim vol(Q°) — vol(Q:)

e—0t £

=0.
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Nyt

vol(Q:) — vol(Q)

vol(0Q) = lim

e—0t IS
o YOUQ) —vol(Q) | vol(@) — vol(@)
e—0t £ g
— lim (a+2e)" —a"
e—0t IS
= 2na™ 1.
Viite seuraa tasté. ]

Klassisen isoperimetrisen epdyhtilén mukaan tasossa R? pituudeltaan L
oleva suljettu kiyra sulkee sisdédnséi pinta-alan A, jonka suuruus maksimoituu
kun kdyra on ympyrankaari. Toisin sanottuna

AtA < L2

Korkeampiulotteinen vastine talle on

1

vol(K)™= < vol(By) ™ w 1
vol(OK) = vol(0B%)  nvol(By)n

kun K C R”™ on esim. konveksi kappale. Todistus paljon yleisemmille jou-
koille 16ytyy Federerin teoksesta |7, Th. 3.2.43.]. Isoperimetrisen epéyht&lon
mukaan luku

n—1

vol(K)
vol(0K)

maksimoituu konveksien joukkojen suhteen, kun K on euklidinen pallo. Voi-
daan sitten kysyd, onko luvulla jokin nollaa suurempi alaraja. Vastaus
on kielteinen, silld on olemassa hyvin litteitd konvekseja kappaleita, joiden
tilavuus on &Adrellistd mutta pinta-ala voi olla mielivaltaisen suuri. Olkoon
esimerkiksi

(16)

K, =10,7]" x [0,r7"].

Nyt vol(K,) =1 ja kuten kuution tapauksessa voidaan laskea
vol(OK,) = 2nr" 1y 4 2r™ = 2npr~ ! 4 20",

Nyt kasvattamalla lukua r saadaan pinta-ala mielivaltaisen suureksi. Seuraa-
vaksi voi kysyéa, voidaanko tillaisia litteitd joukkoja kuvata mukavammiksi
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niin, ettd luku olisi jarkevilla alueella. Affiinit lineaarikuvaukset sailyt-
tavat konveksisuuden joten on luonnollista tutkia konveksien joukkojen line-
aariaffiineja kuvia. Osoittautuu, ettd jokainen symmetrinen konveksi kappale
voidaan kuvata lineaariaffiinisti siten, etti

vol(K)"+ 1
vol(dK) ~ 2n’

Tama tulos tunnetaan kidnteisend isoperimetrisens epayhtiloné ja se on pe-
réisin Keith Ballilta vuodelta 1989 [2]. Lemman [4.6|nojalla yhtésuuruus pétee
kun joukon K jokin lineaariaffiini kuva on kuutio.

Lause 4.7. (Kddnteinen isoperimetrinen epdyhtdld)

Olkoon K C R"™ symmetrinen konveksi kappale ja @ kuutio. Tdlloin on ole-
massa joukon K lineaariaffitni kuva, jonka tilavuus on sama kuin kuutiolla
Q, mutta pinta-ala on pienempi.

Todistus. Kuutiolle pétee vol(0Q) = 2nvol(Q)%. Lisdksi lemman 4.5 nojal-
la konveksin joukon K jollekin lineaariaffiinille kuvalle T" pétee

vol(d(tT)) " Wol(dT)  vol(T)

—= T-

vol(tT) " tIvol(T)™=  vol(T) ™+
Riittaa siis osoittaa, etté
vol(0T') < 2nvol(T)n%1

ja joukon T tilavuus saadaan skaalauksella samaksi kuin annetulla kuutiolla.
Valitaan kuvaus niin, ettd se vie joukon K joukoksi, jonka Johnin ellipsoidi
on origokeskinen euklidinen pallo. T#llin seurauksen [4.1] nojalla vol(T") < 2"
ja

vol(0T) = lim vol(T + eBY) — vol(T)

e—0t £
(T + T) — vol(T
Slimvo( +eT) — vol(T)
e—07+ €
i 1 "—1
) vol(T) - lim d+e)m—1
e—0t €
= vol(T) "= vol(T)"n

1

< 2nvol(T) "+,

kuten haluttiin. Yhtils i) seuraa lauseesta [1.7 silli 7' on lineaariaffiinina
konveksin joukon kuvana konveksi. O
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