SATTUMAA SATUMAASSA

Todennékoisyyslaskentaa nopanheitosta mittateoriaan

Noora Karvinen

Matematiikan pro gradu

Jyvéskyldn yliopisto
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kesa 2015






i

Tiivistelméa: Noora Karvinen, Sattumaa satumaassa — Todenndikdisyyslaskentaa no-
panheitosta mittateoriaan (engl. Random events in wonderland — Probability from th-
rowing dice to measure theory), matematiikan pro gradu -tutkielma, 99 s., Jyviskylian
yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos, heindkuu 2015.

Tutkielman ensimméisessé osassa, joka siséltaa luvut 2—7, késitellddan lukion "To-
dennikoisyyslaskenta ja tilastot” -kurssin sisdlté (vuosien 2003 ja 2015 opetussuun-
nitelmien mukaan) hieman laajennettuna ja useimmat tulokset todistettuina. Tér-
keimpid siséltéja ovat klassinen ja tilastollinen todennédkdéisyys, todennékoisyyden las-
kusddnnot, kombinatoriikka, diskreetti ja jatkuva todennékoisyysjakauma ja tilastol-
linen jakauma, jakauman tunnusluvut, yleisimmit jakaumat (muun muassa normaa-
lijakauma) seké diskreetin ja jatkuvan jakauman odotusarvo ja keskihajonta. Ensim-
méinen luku siséltdd tutkielman kannalta oleelliset joukko-opin merkinnét.

Ensimmaéinen osa rakentuu kirjoittamani fiktiivisen tarinan ympaérille. Tarinan
avulla nostetaan esiin erilaisia ongelmia, joiden avulla lukijaa motivoidaan oppimaan
tulevia asioita. Useimmat esimerkit olen kehittényt itse niin, ettd ne ovat osa tarinaa,
ja osan esimerkeistd olen muokannut muista ldhteistd tarinaan sopivaksi. Ensimméi-
sen osan tarkoitus on toimia opettajalle opetusmateriaalina ja lisdtiedon ldhteené.
Toiveena on, ettéd opettaja voisi saada oppilaat motivoitumaan paremmin kurssin si-
séltoihin tarinan avulla.

Tutkielman toinen osa siséltdéd luvut 8—11 ja siind selvitetdén, mihin mittateoriaa
tarvitaan todennékoisyyslaskennassa. Aineiston olen koonnut useista eri ldhteisté ja
muokannut tdhén tarkoitukseen sopivaksi, loogisesti eteneviksi kokonaisuudeksi.

Banachin-Tarskin paradoksin ja Vitali-joukkojen avulla huomataan aluksi, etta
on olemassa joukkoja, joille tavanomaisen mitan méarittdminen ei onnistu yksiké-
sitteisesti ja néin ollen niille ei voida ma&rittad geometrisia todennékoisyyksidkaan.
Tamén jéalkeen yritetdén konstruoida mitta, joka toteuttaa seuraavat luonnolliset toi-
veet: mitan tulee vastata geometrista havaintoa, siilya siirroissa ja kierroissa, olla
médritelty kaikille joukoille, saada arvoja vililta [0, oo| ja olla lisdksi additiivinen eli
erillisten joukkojen yhdisteen mitan on oltava yhta suuri kuin summa néiden joukko-
jen mitoista. Pdadytadn kuitenkin siihen tulokseen, etta kaikki néista toiveista eivét
voi olla voimassa yhté aikaa. Konstruoinnin tuloksena saadaan kuitenkin Lebesguen
mitta, joka ei ole méaritelty kaikille joukoille, mutta joka toteuttaa muut luonnolliset
toiveet.

Lebesguen mitan konstruoinnin jélkeen kisitellddn hieman yleistd mittateoriaa,
jossa mitta tulkitaan abstraktimmin: sen ei tarvitse vastata endd geometrista ha-
vaintoa. Mitta saadaan ulkomitan avulla niin, ettd lahtojoukkona onkin o-algebra, ja
viimein paddytddn Carathéodoryn lauseeseen, jota ei kuitenkaan todisteta. Téamén
jilkeen maédritellddn vield lyhyesti Lebesguen integraali, kuitenkin mitéén todista-
matta.

Tutkielman lopussa tuodaan esille mittateorian yhteys todennakoisyyslaskentaan:
todennikoisyys on mitan erikoistapaus. Jatkuvien satunnaismuuttujien todennékoi-
syyksien laskemiseen tarvitaan Lebesguen integraalia. Lebesguen mitan avulla puo-
lestaan saadaan selvitettyé, mille joukoille geometrinen todennékoisyys voidaan méaé-
rittad ja miten se méadritetaan.
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Johdanto

Tutkielmani késittelee todennékoisyyslaskentaa, joka sai alkunsa uhkapeleihin liit-
tyvistd ongelmista 1600-luvulla. Todennékoisyyslaskenta kehittyi vuosien saatossa,
kun todennékoisyyksid pyrittiin laskemaan yh& monimutkaisemmille tapahtumille.
Lopulta tuli vastaan tapahtumia, jotka olivat niin monimutkaisia, etté niille ei end&
osattu laskea yksikésitteistd todennékoisyyttd. Ratkaisu ongelmiin l0ydettiin mit-
tateorian avulla. Todennékoisyyslaskentaa tarvitaan nykyddn muun muassa liike-
elaméssé, sddennusteissa, teoreettisessa fysiikassa, vakuutustoiminnassa ja biotieteis-
Si.

Tarkoituksenani on luoda téssé tutkielmassa ldpikatsaus todennékoisyyslasken-
taan ja vastata kysymykseen, miksi mittateoriaa tarvitaan todennéikoisyyslaskennas-
sa. Asiat esitetddn samassa jarjestyksessid kuin ne on todellisuudessakin kehitetty:
Liikkeelle 1ahdetaén diskreeteistd todennikoisyyksistéd yksinkertaisten nopanheittoon
liittyvien ongelmien kautta. Tamén jélkeen pohditaan geometrista todenndkoisyyt-
td ja jatkuvien satunnaismuuttujien todennikoisyyksia. Lopussa kohdataan ongelmia
laskettaessa tilavuuksia ja pituuksia tietyille joukoille, minka vuoksi perehdytééan mit-
tateorian alkeisiin.

Tutkielma jakautuu kahteen osaan. Ensimmaéinen osa siséltdd luvut 2—7 ja siind
késitelladn kaikki lukion pitkdn matematiikan "Todennékoisyys ja tilastot” -kurssiin
kuuluvat asiat (vuosien 2003 ja 2015 opetussuunnitelmien mukaan). Lauseiden todis-
tukset ja tédhdelld (*) merkityt osiot eivét kuulu kurssin pakolliseen siséaltoon, mutta
opettajan on hyodyllista hallita niissé annettava lisétieto. Liséksi opettaja voi eriyttad
opetustaan antamalla tdhdelld merkittyja asioita lisimateriaalina pidemmaélle eden-
neille ja todennékoisyyslaskennasta kiinnostuneille oppilailleen. Ensimmaéisen osan
esitiedoiksi riittaa siis lukion pitkdn matematiikan oppimééra ja joukko-opin alkeet,
jotka kasitelladn luvussa 1. Lauseiden todistusten ja tdhdelld merkittyjen osioiden
ymmartamista helpottaa, jos lukija on opiskellut yliopistossa matematiikan perus- ja
aineopinnot.

Tutkielman toinen osa, joka sisédltda luvut 8—11, on siséllollisesti haastavampi ja
siind selvennetiddn mittateorian merkitystd todennékoisyyslaskennassa. Siséllon olen
koonnut useista eri ldhteistéd, mutta asioiden esitystavan ja ajatuksenkulun olen muo-
toillut itse. Esitietoina on hyvé olla matematiikan yliopistotasoiset perus- ja aineopin-
not. Mittateoriaan perehtyneisyytta ei tarvita, silld mittateoriasta késitellddn vain al-
keet. Itse asiassa tdmén osan tavoitteena on motivoida lukija opiskelemaan mittateo-
riaa enemménkin. Jos taas lukija on jo hieman opiskellut mittateoriaa, tutkielman
luettuaan hén toivottavasti ymmaéartdd paremmin, mitd hyotyd mittateoriasta todella
on ja miké on sen yhteys todennékoisyyslaskentaan.



2 JOHDANTO

Tutkielmani ensimméinen osa poikkeaa tavanomaisesta matematiikan pro gradu -
tutkielmasta siten, ettd siind edetéddn fiktiivisen tarinan avulla. Tarinan avulla nos-
tan esiin erilaisia ongelmia, jolloin lukijalle tulee luonnollinen halu ymmaéartas ja op-
pia seuraavaksi késiteltdvé asia. Tarkoituksena on, ettd ensimmaéinen osa voisi toimia
opetusmateriaalina ja lisdtiedon ldhteend lukion pitkdn matematiikan kurssin "To-
dennékoisyys ja tilastot” opettajalle. Uskon, etté tarinan avulla opettaja voisi saada
motivoitua useampia oppilaita ja tehdé kurssista hauskemman. Liséksi hén voisi hyo-
dyntédd valmiita tarinaan liittyvid esimerkkejé, joiden uskon olevan oppilaille mielen-
kiintoisempia kuin toisistaan téysin irralliset esimerkit, jotka eivit mahdollisesti liity
mitenkadn tosielamén tilanteisiin. Mukana on myo6s pari toiminnallista esimerkkié,
jotka opettaja voi toteuttaa luokassa konkreettisesti. Tarinan ja suurimman osan esi-
merkeisté olen kehittényt itse, mutta osa esimerkeistd on muokattu muista ldhteista.

Idean tarinamuotoisuuteen sain kandidaatin tutkielmastani ”Affiini kombinaatio
ja riippuvuus”. Sité kirjoittaessani ohjaajani Mikko Saariméki sanoi, ettéd kirjoitel-
ma ei saa olla kuin luentomuistiinpanot, vaan ennemminkin tarina. Kerroin tdmén
miehelleni, joka ehdotti vitsillain, ettd voisin kirjoittaa salapoliisitarinan. Innostuin
ideasta niin, ettd sellainen kandidaatin tutkielmastani lopulta tulikin, kiitos Saari-
méen myotamielisyyden. Mychemmin keksin, ettd vastaavanlaista menetelméé voisin
toteuttaa myoOs gradussani. Aihepiiri valikoituikin osittain sen mukaan, ettid voisin
hyodyntéaa tutkielmaani ja siind olevaa tarinaa tulevana opettajana.

Kiitokset avusta ja tuesta ohjaajalleni Anni Laitiselle seké ideoista tarinan kehit-
telyssd miehelleni Antti Karviselle ja muutamalle muulle sukulaiselle!

Jyvéskylédssd heindkuussa 2015,
Noora Karvinen



LUKU 1
Joukko-oppia

Téassd luvussa esitetdédn joukko-opin perusteet. Joukko-oppia tarvitaan késitel-
tdessé tilanteita, joita tulee vastaan todennédkoisyyksid laskiessa. Lisdksi sen avul-
la todistetaan eréitéd lauseita. Usein joukko-opin tilanteita havainnollistetaan Vennin
diagrammeilla. Niissd ympyré tai muu kuvio kuvaa joukkoa, joka sisdltéaa tietyt alkiot.

Joukko-opin merkintgja:

(1) Joukkoja merkitéén usein isoilla kirjaimilla, esimerkiksi kirjaimilla A ja B.

(2) 0 on tyhja joukko eli joukko, joka ei sisilld yhtddn alkiota.

(3) A = {x1,29,...,x,} tarkoittaa, ettd alkiot zy,xs,...,x, muodostavat jou-
kon A.

(4) B = {z | ehto alkioille x} tarkoittaa, ettd joukko B muodostuu niisté alkiois-
ta z, jotka toteuttavat pystyviivan oikealla puolella olevan ehdon (esimerkiksi
x> 0).

(5) = € A tarkoittaa, ettd alkio z kuuluu joukkoon A.

(6) y ¢ A tarkoittaa, ettéd alkio y ei kuulu joukkoon A.

Joukkoja voidaan vertailla kesken&ddn niiden sisdltdmien alkioiden perusteella, ja
joukkojen avulla voidaan muodostaa uusia joukkoja: yhdisteitd, leikkauksia, erotuk-
sia ja komplementteja.

(6) A = B tarkoittaa, ettd joukot A ja B ovat samat eli ne siséltédvit tdsmaélleen
samat alkiot.

(7) A C B tarkoittaa, ettd joukko A on joukon B osajoukko. Joukko B siséltad
siis jokaisen joukon A alkion ja mahdollisesti, mutta ei valttamétta, myos

muita alkioita.
(e

Kuva 1.1. Joukko A on joukon B osajoukko.

(8) AU B tarkoittaa joukkojen A ja B yhdistettd. Yhdiste on joukko, johon
kuuluvat joko joukkoon A tai joukkoon B kuuluvat alkiot ja ne alkiot, jotka
kuuluvat seké joukkoon A ettéd joukkoon B.

(9) AN B tarkoittaa joukkojen A ja B leikkausta. Leikkaus on joukko, johon
kuuluvat ainoastaan seké joukkoon A ettd joukkoon B kuuluvat alkiot.

3



4 1. JOUKKO-OPPIA

ESIMERKKI 1.1. Olkoot joukko A = {1,2,3,4} ja joukko B = {2,4,6,8}. Télloin
joukkojen A ja B yhdiste on AU B ={1,2,3,4,6,8} ja leikkaus on AN B = {2,4}.

yhdiste leikkaus

Kuva 1.2. Joukkojen A ja B yhdiste ja leikkaus.

(10) A\ B on joukkojen A ja B erotus. Erotus on joukko, johon kuuluvat ainoas-
taan ne joukon A alkiot, jotka eivit kuulu joukkoon B.
(11) A tai A on joukon A komplementti. Komplementti on joukko, johon kuulu-
vat kaikki méaratyn perusjoukon alkiot lukuunottamatta joukon A alkioita.
Todennékoisyyslaskennassa perusjoukkoa merkitddan usein kirjaimella €2
(omega). Se siséltdad késiteltavin tilanteen kaikki mahdolliset tapaukset.

komplementti
erotus

G 9

Kuva 1.3. Joukkojen A ja B erotus ja joukon A komplementti.

perusjoukko

Yhdiste ja leikkaus voidaan yleistdd myos useammalle kuin kahdelle joukolle. Jouk-
kojen A; yhdiste, missd ¢ = 1,2, ..., n, sisdltda kaikki alkiot, jotka kuuluvat ainakin
yhteen joukoista A;:

UA,-:AluAgu---uAn.
i=1
Joukkojen A; leikkaus, missd ¢ = 1,2,...,n, sisaltdd ne alkiot, jotka kuuluvat
jokaiseen joukkoon A;:

yhdiste

Kuva 1.4. Yhdiste ja leikkaus, kun n = 3.



LUKU 2

Todennikoisyyksia darellisille joukoille

2.1. Todennikoéisyyden kisite ja satunnaismuuttuja

Olipa kerran erittdin kaunis saari, jonka suurta kuningaskuntaa hallitsi kuningas Erik.
Héan ja hdnen vaimonsa, kuningatar Esme, elivit onnellisina silméterdnsa prinsessa Melinan
kanssa. Kuningas Erikin lempipuuhaa olivat uhkapelit. Useiden vuosien pelikokemuksen jil-
keen hédn alkoi huomata, miten nopanheitossa kannattaa neljdd noppaa heitettiessa veikata,
mieluummin, ettd tulee ainakin yksi kuutonen kuin ei yhtddn. Viisaudestaan huolimatta
Erik ei kuitenkaan ymmértinyt miksi nédin kiy, joten hén pyysi luokseen nuoren lupauk-
sen: saaren ainoan matemaatikon, Williamin. Tdm3& kiinnostui heti kuninkaan esittadmaista
ongelmasta. Koska William ei kuitenkaan ollut perehtynyt lainkaan todennikéisyyden ongel-
miin, kuten eivit oikeastaan muutkaan matemaatikot tuohon aikaan, hin aloitti aiheeseen
liittyvén kirjeenvaihdon kauempana asuvan kollegansa Kevinin kanssa. Vasta muutamien
kirjeiden jilkeen William uskaltautui kuninkaan eteen.’!

- Hyvéda péivid, arvon kuningas! Olen nyt saapunut neuvoakseni sinua ongelmassasi.
Saamme ratkaistua sen todennakdisyyksien avulla, William sanoo kunnioittavasti astuessaan
kuninkaan eteen ja kumartaa kohteliaasti.

- Hienoa! Asia onkin vaivannut minua jo pitkdan. Kutsu vain Erikiksi, kavereitahan téssa
ollaan, kuningas vastaa ja jatkaa: - Minun taytyy kylld tunnustaa, ettd suhtaudun todenné-
kéisyyksiin hieman epédluuloisesti. Kavin yhdelld hieman kajahtaneella l43kérilla nimittain.
Hén kauhistui tajutessaan mikid sairaus minua vaivaa ja sanoi: "Tdhén tautiin kuolee 10%
todenndkoisyydelld ja olet kymmenes tata tautia sairastava potilaani. Yksikddn aiemmista
potilaistani ei ole kuollut!"

- Voi ei! Ladkari tulkitsi todennékoisyyden aivan vadrin. Tuo 10% todennédkdisyys on
saatu tautiin kuolleiden ja kaikkien tautiin sairastuneiden suhteena, jolloin puhutaan tilas-
tollisesta todennikdisyydesti. Se antaa jotain kuvaa siitd, kuinka epdvarmaa tautiin kuo-
leminen on. Yksittaisen ihmisen kohdalla ei kuitenkaan voida tietdd, kuoleeko hin tautiin
vai ei. Tdma on yksi niistd tilanteista, joissa jotain tapahtuu tai ei tapahdu, mutta mitaan
tdsmallistd todennakoisyytté ei yksittdiselle tilanteelle voida mitenkddn madrittaa.

- Miten sitten voit ratkaista ongelmani todenndkdisyyksien avulla, jos tdsmallisid toden-
nékdisyyksid ei voida maarittdd? kuningas ihmettelee.

- Joissain tilanteissa voidaan hyddyntdd matemaattisia malleja. Teoreettisia todenné-
koisyyksid voidaan siis laskea eri tapahtumille ja niilld voidaan mallintaa joitain todellisia
tilanteita. Esimerkiksi nopanheittoon liittyvid todennékoéisyyksid voidaan hyvin mallintaa
matemaattisesti, jos kiytossi on reilu noppa.

- No sehén on hyvé juttu!

ITodenniiksisyyslaskenta todellakin sai alkunsa 1600-luvulla uhkapeleistii. Ranskalainen aate-
lismies Chevalier de Méré pyysi Blaise Pascalilta selitystd noppapeleissd tekemiinsd havaintoihin.
Téamén jalkeen Pascal ja Pierre de Fermat kehittivit todennédkoisyyslaskennan periaatteita kirjeen-
vaihdon kautta vuoden 1654 aikana. Todennikdéisyyslaskennan historiasta on kerrottu enemmén
lahteen [7] luvussa 15.



6 2. TODENNAKOISYYKSIA AARELLISILLE JOUKOILLE

- No niin, Erik. Yritdn nyt selitt{a sinulle asian. Ensinnékin nopanheitossa on kyse satun-
naisilmiosté eli ilmiosté, jonka lopputuloksen méadraé sattuma. Satunnaisilmién mahdollisia
tuloksia kutsutaan alkeistapauksiksi.

ESIMERKKI 2.1. Nopanheitto on satunnaisilmio. Sen alkeistapaukset ovat nopan
silméluvut eli 1, 2, 3, 4, 5 ja 6. Perusjoukko €2 koostuu kaikista kyseisessé tilanteessa
mahdollisista alkeistapauksista eli Q = {1,2,3,4,5,6}.

- Aloitetaan hieman yksinkertaisemmista todennakoisyyksisté, silla ilman niitd et voi
ymmértdd ongelmasi ratkaisua, William jatkaa. - Mietitd8n ensin tilannetta, jossa noppaa
heitetdsn vain kerran. Saatko jokaisella heitolla jonkin silméluvuista?

- Hoh, no tottakai saan. Koskaan ei ole jainyt noppa kallelleen.

- Niinpéd. Koska jokaisella heitolla tulee varmasti jokin silméaluvuista eli kyseessd on
varma tapahtuma, todennakoisyys saada noppaa heittamaélla jokin luku yhdestd kuuteen on
100 % eli 1. Kuinka monta eri vaihtoehtoa on nopan silméluvulle?

- Kuusi, koska nopassa on silméluvut yhdestd kuuteen.

- Aivan oikein. Enté osaatko sanoa, onko jokaisen silméluvun todennékéisyys yhta suuri?

- Kai sen pitéisi olla, silld noppa on symmetrinen. Tall6inhin todenndkdisyys saada
vhdelld heitolla kuutonen on... Kyllé, sen on oltava %!

- Hyva! Niin asia todellakin teoreettisesti on. Talld teoreettisella mallilla pystytddn hyvin
mallintamaan kiytdnnon tilannetta. Jos et usko, voit heittdd noppaa vaikka 10 000 kertaa
ja laskea kuinka monesti kutakin silméalukua saat. Aika kuluisi varmasti mukavasti.

MAARITELMA 2.2. Alkeistapauksen x; todennékoisyytta P({z;}) = p; sanotaan
pistetodennéikoisyydeksi ja perusjoukon kaikkien alkeistapausten z; € €2, missi
i=1,2,...,n, todennikosisyyksien summa y " p;=p1 +p2+... +p, = 1.

MAARITELMA 2.3. Satunnaisilmion mahdolliset tulokset eli alkeistapaukset ovat
symmetrisié, jos jokaisen alkeistapauksen todennékéisyys on yhté suuri.

HuomauTUs 2.4. Olkoon tapahtuma A jokin symmetrisistd alkeistapauksista
muodostettu joukko. Télloin tapahtuman A todennékoisyys on

suotuisten alkeistapausten lukumaara
P(A) = >

kaikkien alkeistapausten lukuméérs ’

kun alkeistapauksia on dérellinen mé&ara.

HuomAuTUs 2.5. Huomautus 2.4 voidaan yleistdé epdsymmetrisille alkeistapauk-
sille. Kun pistetodennédkoisyydet tiedetdéan, tapahtuman A todennékoisyys on ta-
pahtuman A muodostavien alkeistapausten x; € A todennékoisyyksien p; summa
P(A)= >

iz, €A

Liséksi todennékoisyyden mééritelmé voidaan yleistdé tilanteisiin, joissa satun-
naismuuttujan arvoja on numeroituvasti ddareton méadra. Numeroituvasti darettomaéssé
tilanteessa alkeistapausten x; € €2, missé ¢ € N, todennédkoisyyksien p; summan on ol-
tava edelleen 1 eli > °° p; = 1, ja tapahtuman A todennikéisyyson P(A) = > p;.

i:x;€EA
Adrettomien joukkojen todennikoisyyksiin perehdytién tarkemmin luvuissa 4 ja 11.



2.1. TODENNAKOISYYDEN KASITE JA SATUNNAISMUUTTUJA 7

ESIMERKKI 2.6. Tapahtuma A = "nopanheitossa saatu silméluku on pariton”
muodostuu alkeistapauksista 1, 3 ja 5. Tdmén tapahtuman todennékoisyys on

P(A) = parittomien silmélukujen lukuméérd 3 1
~ kaikkien silmélukujen lukumssira 6 2

ESIMERKKI 2.7. Nopanheitossa alkeistapausten 1, 2, 3, 4, 5 ja 6 pistetodennékoi-
syydet ovat p; = %,m = %7])3 = é,p4 = %,p5 = % japs = %-

- Tdmahédn on helppoa! Erik toteaa.
- Niink6? Ratkaise sitten tdmé ongelma, William haastaa.

ONGELMA 2.8. Kahta noppaa heitettdessé noppien silmélukujen summa on jokin
luvuista 2, 3, 4, ..., 12. Sekd 9 ettéd 10 voidaan saada silmélukujen summaksi kahdella
eri tavalla: 9 = 346 =4+5 ja 10 = 446 = 5+ 5. Miksi summaksi saadaan kuitenkin
useammin 9 kuin 107

Ratkaisu: On huomioitava, ettd tapahtuma ”1. nopalla 3, 2. nopalla 6” on eri
tapahtuma kuin ”1. nopalla 6, 2. nopalla 3”.
Merkitdén (z,y) = (1. nopan silméluku, 2. nopan silméaluku).

Summaksi saadaan 9 seuraavilla tavoilla: (3,6), (6,3), (4,5), (5,4).
Summaksi saadaan 10 seuraavilla tavoilla: (4,6), (6,4), (5,5).

Koska molemmilla nopilla voidaan saada 6 eri silmélukua, erilaisia lukupareja
(x,y) on 6 -6 = 36 ja jokaisella lukuparilla on sama todennékéisyys. Néin ollen

summan 9 todennakoisyys on 34—6 ja summan 10 todennakoisyys on ;—6.

6 |7]8]9]10[11]12 6 |7|8]9[10[11]12
< 516l7[8]9]10/11 ~ 516[7[8[9[10[11
s 4(5/6[7[8]9]10 « 4(5/6]7|8[9][10
S 3(4/5(6|7/8]9 & 3|4|5|6|7|8|9
< 2(3[4(5(6|7]8 < 2(3lal5]6|7][8

112(3]4]5]6]7 112(3]4|5|6]|7

12 34 5686 12 3456
Noppa 1. Noppa 1.

Kuva 2.1. Ruudukossa on noppien 1 ja 2 silmélukujen summa kussa-
kin tilanteessa. Summaksi saadaan 9 neljéssé tilanteessa ja 10 kolmessa
tilanteessa.

Kun William on saanut selitettyd ongelman ratkaisun Erikille, joka ei keksinyt ratkaisua
pitkdnkdan pohdinnan jélkeen, kaunis prinsessa Melina saapuu paikalle ja alkaa jutella isdnsé
kanssa. Hetkeen William ei meinaa saada sanaa suustaan.

- Melina, William saa lopulta sanotuksi. - Minulla on téssé kolme pussia, joista yhdessa
on makeisia ja kahdessa kivid. Saat valita niistd itsellesi yhden.
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- Ai siis, mité pelleilyd tdméd on? Melina ihmettelee saaden Williamin punastumaan.
Melina suostuu kuitenkin ja valitsee pusseista yhden. Témaén jilkeen William avaa toisen
kahdesta jéiljelle jadneestéd pussista ja sieltd paljastuu kivii.

- Haluatko vaihtaa valitsemasi pussin tdhin toiseen? William kysyy Melinalta osoittaen
itsellddn olevaa suljettua pussia.

- En tietenkdin, Melina vastaa ja avaa ensin valitsemansa pussin. Sieltd paljastuu kivia.
Ystavillisesti William kuitenkin avaa makeisia siséltdneen pussin ja tarjoaa siitd Melinalle
ja Erikille.

- Olisiko Melina saanut makeiset suuremmalla todennékoisyydelld vaihtamalla pussia vai
ei? William kysyy Erikiltd Melinan poistuttua.

ONGELMA 2.9. Williamilla on kolme pussia, joista yhdessd on makeisia ja kahdes-
sa kivid. Prinsessa Melina saa valita pusseista yhden. Tamén jéilkeen William avaa
toisen kahdesta muusta pussista ja sieltd paljastuu kivid. William tietdd mita pus-
seissa on, joten hén ei avaa sitd pussia, jossa on makeiset. Halutessaan Melina saa
vaihtaa valitsemansa pussin toiseen suljettuna olevaan pussiin. Kannattaako makeisia
rakastavan Melinan vaihtaa pussia? 2

Ratkaisu: Jos Melina ei vaihda pussia, Melina saa makeiset todennékoéisyydella

makeisia siséltdvien pussien lukuméaara 1

kaikkien pussien lukuméiri 3

Jos Melina vaihtaa pussia, alkeistapaukset ovat kuvan 2.2 tilanteiden mukaiset.
Kahdessa tilanteessa kolmesta Melina saa makeiset vaihtamalla, joten todennékéisyys
saada makeiset vaihtamalla on % > % Melinan siis kannattaa vaihtaa pussia.

ensin valittu pussi

1. tilanne vaihtamalla
haviaa

2. tilanne vaihtamalla
voittaa

3. tilanne vaihtamalla
' voittaa

Kuva 2.2. Oletetaan, ettd Melina valitsee vasemmalla olevan pussin.
Makeiset voivat olla joko vasemmanpuoleisessa, keskimméisessé tai oi-
keanpuoleisessa, joten eri tilanteita on kolme. Ruksin alla oleva pussi
on se, jonka William avaa.

2Opettaja voi toteuttaa timiin luokassa esimerkiksi nurin kééinnettyjen pahvimukien avulla,
joista yhden alla on jokin esine. Jos jokainen oppilas péddsee valitsemaan vuorollaan, voidaan tilas-
toida kuinka moni voitti vaihtamalla ja kuinka moni pysymaélla alkuperéisesséd valinnassaan. Tamén
jalkeen oppilaat voivat miettia ratkaisua: kummalla tavalla voittaa todennikoisemmin.
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Pitkien selitysten jilkeen Erik vihdoin uskoo, ettd pussia kannattaa vaihtaa. William
esittdd hénelle vield yhden mielenkiintoisen ongelman ja siirtyy sen jilkeen luennoimaan
satunnaismuuttujista.

ONGELMA 2.10. Kaksi pelaajaa, A ja B, pelaavat seuraavanlaista noppapelié: Pe-
laaja A numeroi kolme tavallista noppaa uudelleen siten, ettd héin saa kayttaa lukuja
1, 2, 3, 4, 5 ja 6 niin monesti kutakin kuin haluaa. Pelaaja B valitsee jonkin néista
nopista ja pelaaja A jomman kumman jéljelle jadneisté nopista. Noppia heitettéessé
suuremman luvun saanut voittaa.

Voisi luulla, ettd ensin nopan valitseva saa parhaan nopan, jolloin hén voittaa
vahintddn 50% todennikoisyydelld. Kuitenkin, jos pelaaja A numeroi nopat oikein,
hanelld on yli 50% todennikoisyys voittaa. Miten pelaajan A kannattaa numeroida
nopat? *

Ratkaisu:

Pelaaja A voittaa vahintddn todennakoisyydella %, jos hdn numeroi nopat seu-
raavasti:

noppa 1: 1,4, 4,4, 4, 4

noppa 2: 2, 2,2, 5,5, 5 ja

noppa 3: 3, 3, 3, 3, 3, 6

Y Y Y Y

Jos pelaaja B valitsee nopan 1, pelaajan A tulee valita noppa 2. Vastaavasti pe-
laajan B valitessa nopan 2 tai 3, pelaajan A tulee valita noppa 3 tai 1.

2122|122
212121522

202222

Noppa 1.

NIN[NINININ
W W W|w|w
W WWW|lw|w
WlW W ww|w
NIN[N[N|IN| W
NIN[NIN|IN| W
NINININ|IN|W

4
4
4
4
4
1

1444 44
Noppa 1.

Kuva 2.3. Ruudukossa nikyy, mikéd noppa voittaa kussakin tilanteessa.

Edella olevien késitteiden rinnalla puhutaan myés satunnaismuuttujista, joita mer-
kitdan usein kirjaimella X tai Y. Nopanheitossa satunnaismuuttuja on nopan silmélu-
ku. Satunnaismuuttuja eroaa alkeistapauksesta siten, ettd satunnaismuuttujan arvot
ovat reaalilukuja.* Esimerkiksi kolikonheitossa alkeistapaukset ovat kruuna ja klaava,
mutta satunnaismuuttujan arvot voivat olla esimerkiksi luvut 0 ja 1, jolloin luku 0
kuvaa kruunua ja luku 1 klaavaa. Satunnaismuuttujan avulla merkinnét yksinkertais-
tuvat: P(tulee klaava) = P(X =1).

3Opettaja voi antaa témin haasteen oppilailleen. Oppilaat voivat valkoisten tarrojen avulla
numeroida nopat uudelleen haluamallaan tavalla, jonka jdlkeen oppilaat voivat pelata hetken parinsa
kanssa. Téamén jélkeen voidaan yhdessd pohtia, miten nopat olisi kannattanut numeroida.

4Tsssi tutkielmassa kisiteltévien satunnaismuuttujien arvot ovat reaalilukuja, mutta yleisesti
ne voivat olla myos esimerkiksi funktioita tai vektoreita.
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Yleisesti voidaan sanoa, ettd satunnaismuuttuja on funktio X : € — R, joka
muuttaa alkeistapaukset tietyiksi reaaliluvuiksi. Téta reaalilukujoukkoa kutsutaan
satunnaismuuttujan arvojoukoksi. Nopanheitossa arvojoukko on {1,2,3,4,5,6}.

Satunnaismuuttujan jaekauma kuvaa sitd, miten todennakoisyydet jakautuvat eri
tapahtumien kesken. Perusjoukko {2 voidaan jakaa erillisiin tapahtumiin, joista tapah-
tuu kerrallaan tdsmaélleen yksi. Nédiden tapahtumien todennékoisyyksien summa on 1
ja sitd voidaan ajatella todenndkdisyysmassana. Satunnaismuuttujan jakauma kertoo,
miten tdmé todennékoisyysmassa jakautuu edelld kuvattujen tapahtumien kesken.

Kun satunnaismuuttujan arvojoukko on dérellinen tai numeroituvasti daretén, pu-
hutaan diskreetistd satunnaismuuttujasta. Numeroituvasti direttoméan joukon alkiot
voidaan aina luetella tietyssé jarjestyksessa. Esimerkiksi luonnollisten lukujen joukko
on numeroituvasti ddreton.

Diskreetin satunnaismuuttujan jakaumaa kuvataan ilmoittamalla pistetodenné-
koisyydet. Esimerkiksi jos satunnaismuuttujan X arvojoukko on {a,b,c}, jakauma
muodostuu pistetodennikoisyyksistd P(X = a), P(X = b) ja P(X = ¢). Todennikoi-
syysmassaa on siis ainoastaan arvojen a, b ja ¢ kohdissa.

U.G'P

0.51 [ ]
04
0.3
0.2 1

0.1

a b c

Kuva 2.4. Esimerkki diskreetin satunnaismuuttujan jakaumasta, kun
satunnaismuuttujan mahdolliset arvot ovat a, b ja ¢ ja niiden pisteto-
dennékoisyydet P(X =a) =0,2, P(X =b) =0,5ja P(X =¢) =0,3.

Pistetodennékoisyydet voidaan esittéad kootusti pistetodennékoisyysfunktion avul-
la.

MAARITELMA 2.11. Diskreetin satunnaismuuttujan X pistetodennékoisyysfunk-
tio on funktio f: R — R,
f(z) = P(X = ).

MAARITELMA  2.12. Satunnaismuuttujan X kertyméfunktio on funktio
F:R — R,
F(z) = P(X < z).

Satunnaismuuttujan X kertyméfunktio pisteesséd x kertoo siis, milld todennakoi-
syydelld satunnaismuuttujan arvo on korkeintaan x.
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ESIMERKKI 2.13. Nopan silméluku on diskreetti satunnaismuuttuja. Sen pisteto-
dennékoisyysfunktio on

1 .
_J & joswe{l,2,3,4,56},
f(z) = { 0, muulloin

ja kertyméfunktio

(0, josx€]—o0,1],
%, jos x € [1,2],
%, jos x € [2,3],
F(.’L‘) = %7 Jos T € [374[7
%, jos x € [4,5],
5 josze 56
| 1, Jjosz € [6,00].
121P 121P
1 1 —
08 08 —
0.6 0.6 o
04 04 ._._
02 02{ o0
T T :
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Kuva 2.5. Pistetodennékoisyysfunktion ja kertyméfunktion kuvaajat
nopanheittotilanteessa.

Diskreetin satunnaismuuttujan pistetodennéakoisyysfunktio ja kertyméafunktio ovat
selvisti yhteydessa toisiinsa: jos toinen tiedetéddn, saadaan selvitettya toinenkin.

2.2. Todennikdisyyden laskusadnnot

- No niin, Erik, William aloittaa. - Nyt kun ymmarrat, mistd diskreeteissid todennikdi-
syyksissd on kyse, kiydaan ldpi muutama laskusédianto, joiden avulla nopanheitto-ongelmasi
saadaan ratkaistua.

- Vihdoin siis asiaa! Erik ilahtuu.

- Aluksi muutama perusjuttu:

Kaikkien tapahtumien A todennikoisyyksille patee 0 < P(A) < 1. Symmetri-
sisté alkeistapauksista koostuvan darellisen perusjoukon todennékéisyys eli todenné-
koisyys, ettd jokin perusjoukon n alkeistapauksesta tapahtuu, on P(2) = » = 1 eli
kyseessd on varma tapahtuma. Vastaavasti tyhjén joukon todennékoisyys eli todenné-
koisyys, ettei mikdén n alkeistapauksesta tapahdu, on P(()) = % = 0, joten kyseessé
on mahdoton tapahtuma. °

"Myos niille tilanteille, joissa alkeistapaukset ovat epésymmetrisid tai niitd on Aéreton méiri,
pitee P(Q) = 1 ja P(@) = 0. Luvussa 4 kiisitellifin niiden joukkojen todennikdisyyksié, joissa on
ddreton madra alkeistapauksia.
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MAARITELMA 2.14. Tapahtumat A ja B ovat erillisié eli pistevieraita, jos niilla
ei ole yhteisié alkeistapauksia eli niiden leikkaus on tyhja joukko:

ANB=0.
Tapahtumat A, As, ..., A,, ovat (pareittain) erillisid eli pistevieraita, jos kaikille
i # j patee A; NA; = 0.
- Nopanheitossa tapahtumat A = 7saatu silmiluku on parillinen” = {2,4,6} ja
B = 7saatu silmdluku on luku 3” = {3} ovat erillisid. Tapahtumat A ja C' = ”saatu sil-

méluku on luku kolme tai sitd pienempi luku” = {1, 2,3} puolestaan eiviit ole erillisi4, silld
ne molemmat siséltévit saman alkeistapauksen, silméluvun kaksi, jolloin niiden leikkaus on
ANC = {2}, William selvent&a.
- Tajusin kylld, mutta miten tdmé oikein liittyy minun ongelmaani? Erik himméstelee.
- Tamé seuraava lause ja sen seuraus ovat erittdin tarkeitd, mutta niitd voidaan kiyttaa
vain erillisille tapahtumille. On siis tiedettdva, mité erilliset tapahtumat ovat.

LAUSE 2.15. Erillisten tapahtumien A ja B yhdisteen todenndkdisyys on tapahtu-
mien A ja B todenndkdisyyksien summa:

P(AUB) = P(A) + P(B).

Kuva 2.6. Erillisten joukkojen yhdiste.

SEURAUS 2.16. Lause 2.15 pdtee myos pareittain erillisille joukoille Ay, As, ..., A,

- Tdmén seurauksen avulla saamme laskettua, milld todenndkoisyydelld yhden kerran
noppaa heitettiessa ei saada kuutosta eli saadaan jokin luvuista 1, 2, 3, 4 tai 5, William
toteaa Erikille.

ESIMERKKI 2.17. Olkoon tapahtuma A = "nopanheitossa saatu silméluku ei ole
luku 6”.

Olkoon tapahtuma A; = "saadaan silméluku ¢”, kun ¢ € {1,2,3,4,5,6}. Aiemmin
jo totesimme, ettd kunkin silméluvun todennékdisyys on ¢ eli P(4;) = # kaikilla
i€ {1,2,3,4,5,6}.

6T4mi voitaisiin toki laskea helpomminkin jakamalla suotuisten silmélukujen summa kaikkien
silmédlukujen summalla. Seurausta 2.16 kannattaakin kayttda tilanteissa, joissa tapahtumien toden-
nékoisyydet eivit ole yhtéd suuret.
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Nyt tapahtuman A todenn#koisyys on
P(A) = P(7ei saada kuutosta”’) = P("saadaan luku 1, 2, 3, 4 tai 5”)

5 5
Z r 1 1 1 1 5
:P A7,: PAz:— - - - - = —.
(7,L:J1 ) — (4:) 6+6+6+6+6 6

- Sehén on kiva, mutta tdmé ei kuitenkaan ole ratkaisu ongelmaani, Erik tuhahtaa.

- Ei koko ratkaisu, mutta osa sitd. Tulevaa helpottaakseni kerron vield, ettd tuon dsken
lasketun todennékoéisyyden olisi voinut laskea helpomminkin: tapahtuman komplementin
avulla.

LAUSE 2.18. Tapahtuman A komplementin A todennikdisyys on P(A) = 1—P(A).

TopisTus. Tapahtumat A ja A ovat erillisis, joten P(AU A) = P(A) + P(4).
Toisaalta AU A = (Q, koska (2 siséltaé kaikki mahdolliset alkeistapaukset ja A sisdltda
kaikki paitsi joukkoon A kuuluvat alkeistapaukset. N&in ollen yhtélon

P(AUA) = P(Q) = 1 avulla saadaan P(A) + P(A) =1, joten P(A) =1— P(4). O

ESIMERKKI 2.19. Kéytetddn edellisen esimerkin 2.17 merkint6ja. Tapahtu-
man A komplementti on A = 7saadaan kuutonen” ja sen todennikdisyys on
P(A) = P(4g) = %. Tapahtuman A todennékoisyys on

P(A)=1—-PA) =1 L2
= = c= 5

- Molemmilla tavoilla saatiin siis sama ratkaisu. Kannattaa aina miettid, kumpi tapa on
helpompi.

- Joo. Tamé&hén on helppoa! kuningas ilahtuu.

- Liikaa ei kannata innostua. On muistettava, ettd jos tapahtumat A ja B eivéit ole eril-
lisid, niiden yhdisteen AU B todenn#kéisyytté ei voida laskea samalla tavalla kuin erillisten
tapahtumien tilanteessa. Kuvasta 2.7 huomataan, ettd joukkojen A ja B yhteinen alue eli
niiden leikkauksen todennékoisyys tulee huomioitua kahteen kertaan niiden todennakoisyyk-
sien summassa. Tamé tulee huomioida yhdisteen todennikoisyytta laskiessa.

yhdiste leikkaus

Q)

Kuva 2.7. Joukot A ja B, jotka eivét ole erillisia.

LAUSE 2.20 (Yhteenlaskusdantd). Tapahtumien A ja B yhdisteen todenndikdisyys
on

P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(AN B).
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TobisTus. Tapahtumat A ja B\ A ovat erillisid (kuva 2.8). Lisdksi tapahtuma
B on erillisten tapahtumien B\ (AN B) ja (AN B) yhdiste ja B\ A= B\ (AN B),
joten lauseen 2.15 mukaan

P(A)+ P(B)—P(ANnB)=P(A)+ P([B\(ANB)JU[ANB|)— P(ANB)
=P(A)+P(B\(ANB))+P(ANB) - P(ANB)
= P(A)+ P(B\ (AN B))
= P(A)+ P(B\ A)
= P(AU(B\ A))
= P(AUB). 0

gz

Kuva 2.8. Joukot A ja B\ A ovat erillisia.

- Nyt tuntuu siltd, ettd kirjaimet ja merkit vaan pyo¢rii pddssa. Mitd namé yhdiste ja
leikkaus siis kiiytdnnossd nyt olivatkaan? Erik ihmettelee.
- Yhdisteen todennakoisyys kertoo, milld todennékoisyydelld A tai B tapahtuu tai mo-
lemmat tapahtuvat eli
P(AUB) = P(A tai B).
Leikkauksen todennékoisyys kertoo, milla todennakoisyydelld sekd A ettd B tapahtuvat eli
P(ANB)= P(Aja B).

Vaikutat jo sen verran vésyneeltd, ettd kdydidn tdméa asia vield loppuun ja jatketaan huo-
menna, William vastaa myotdtuntoisena.

ESIMERKKI 2.21. Nopanheitossa tapahtumien A = {1, 3,5} ja B = {1, 2} leikkaus

on AN B = {1}, jolloin niiden yhdisteen todennékéisyys on
2 1 4
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) :g+é_6 —

* HuoMAUTUS 2.22. Yhteenlaskusidianto voidaan yleistdd myos useammalle kuin
kahdelle tapahtumalle:

P(AjUAyU---UA,) = P(A) =Y P(A;NAy)
=1 1<J
+ ) PANANA)— .
1<j<k
+ (=D Y P(A N NA) +
1< <ig

+ (=) 'P(ANAN---NA).
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- Tama paiva taisikin sitten olla téssi, William toteaa jo melkein puoliunessa olevalle
kuninkaalle. - Nahdd4n huomenna sitten vihin pirteimpiné ja fiksumpina!

Seuraavana paivind William saapuu jélleen kuninkaan linnaan. Siséltd kuuluu valtava
itku pihalle asti. Himmentyneend William koputtaa ovelle.

- Mika taalla on hatdnd? William kysyy Erikiltd tdmén avatessa oven.

- Pieni sukulaispoikamme Tim tuli meille péiviksi hoitoon ja nyt hén ei 16yda lelulaati-
koistaan lempiautoaan eikd pehmokoiraansa, Erik vastaa heiddn kulkiessaan olohuoneeseen,
jossa Esme istuu lattialla lohduttamassa Timid. Vieresséd on kaksi suurta lelulaatikkoa, jot-
ka ovat vieldkin ldhes taynné leluja, vaikka lattiakin tuntuu lainehtivan laatikoista otetuista
leluista.

- Timin vanhemmilla oli tullessaan kolme lelulaatikkoa, mutta yksi niistd unohtui autoon.
Pelkdamme, ettd sekd auto ettd koira ovat juuri siind laatikossa, Esme huikkaa lattialta.
- Tim kuitenkin sanoo, ettd leluja pakatessaan hén laittoi auton ja koiran eri laatikoihin.

- Jos Tim on oikeassa, jompi kumpi leluista on varmasti tdssé huoneessa, William vastaa.
- Ja molemmat lelut 16ytyvat taaltd kolmasosan todenndkdisyydella.

Tim rauhoittuu, kun Esme vakuuttaa hinelle ainakin toisen leluista varmasti 16ytyvén,
ja he alkavat penkoa laatikoita.

- Oho. Mistd hatusta tuon kolmasosan vetéisit? Erik puolestaan ihmettelee.

- Annas kun selitdn. Saamme ratkaistua sen ehdollisen todennikéisyyden avulla, Wil-
liam sanoo heiddn poistuessaan huoneesta.

MAARITELMA 2.23. Tapahtuman A todennékoisyys ehdolla, ettéd B tapahtuu, on
P(ANB)

P(A ehdolla B) = P(A | B) = P(B)

2>

Kuva 2.9. Tiedetdén, ettd B tapahtuu. Todennékoisyytta sille, etta
talloin myos A tapahtuu, voidaan havainnollistaa tapahtumien A ja B
leikkauksen ja tapahtuman B todennékdisyyksien suhteella.

kun P(B) > 0.

ESIMERKKI 2.24 (Timin leluongelman ratkaisu). Halutaan selvittdd todennékoi-
syys, ettd kumpikaan Timin haluamista leluista ei ole autoon jdéneessa laatikossa,
kun oletetaan, ettd ne ovat eri laatikoissa.

Olkoon nyt tapahtuma A = "kumpikaan leluista ei ole autoon jéaéneessé laatikossa”
ja B = "lempiauto ja pehmokoira eivét ole samassa laatikossa’.

Té&lloin kysytty tapahtuma on A | B. Sen todennékdisyyden laskemiseksi téaytyy
ensin selvittad tapahtumien A ja B leikkauksen todennékoisyys ja tapahtuman B to-
dennékaoisyys.
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Numeroidaan laatikot yhdestd kolmeen niin, ettd laatikko 3 on se laatikko, joka
jéi autoon.” Auto ja koira voivat sijoittua eri laatikoihin yhdeksilld eri tavalla (kuva
2.10). Tapahtumalle AN B suotuisia alkeistapauksia ovat ne, joissa auto ja koira ovat
laatikoissa 1 ja 2, mutta eivat kuitenkaan samassa laatikossa. Kuvasta 2.10 nédhdé&an,
ettd suotuisia alkeistapauksia on kaksi. Néin ollen tapahtumien A ja B leikkauksen
todennékoisyys on

2
P(ANB) = <.
9
laatikko 1 AK - - A A K - K -
laatikko 2 - AK - K - A A -
laatikko 3 - - AK - K - K A A

Kuva 2.10. Keltaiseksi varjatyilla sarakkeilla ovat suotuisat alkeista-
paukset, silld auto (A) ja koira (K) ovat laatikoissa 1 ja 2, mutta kui-
tenkin eri laatikoissa.

Tapahtuman B todennékoisyys saadaan laskettua helpoiten komplementin kautta:

_ 3 2
P(B) =1— P(B) =1— P("auto ja koira ovat samassa laatikossa”) =1 — 5= 3

Néin ollen kysytyn tapahtuman todennékoisyys on

P(A|B) = —PS‘D“(;)B) _

8

1
3

NYINININ

- Aivan. Kiitos kauheasti! Erik ilahtuu ymmartiessdéin Timin leluongelman ratkaisun.
- Menn&dn nyt kahville ja saat samalla selittédd ratkaisun nopanheitto-ongelmaani.

- Nopanheitto-ongelmasi ratkaisemiseen tarvitaan vield kertolaskusdantéa, William to-
teaa kahvipoydassa.

LAUSE 2.25 (Yleinen kertolaskusaanto). Tapahtumien A ja B leikkauksen toden-
nakoisyys on
P(ANB)=P(B)P(A| B).

TobIisTusS. Seuraa suoraan ehdollisen todennékoisyyden madritelmasta 2.23. [

- Sinun ongelmassasi on kyse riippumattomista tapahtumista, jolloin voimme kiyttaa
yleisen kertolaskusdidnnon yksinkertaistettua versiota, William kertoo. - Selitédn siis ensin,
mité riippumattomat tapahtumat ovat. Lihden liikkeelle matemaattisesta méaritelmésta,
jonka kautta lopulta pdadyn intuitiiviseen méaéritelmaén.

"Numerointi suoritetaan vain, jotta tiedettéisiin, misté laatikosta on milloinkin kyse. Vaikka laa-
tikot numeroitaisiin eri tavoin, ratkaisu pysyisi samana eli numerointi ei vaikuta tehtivén ratkaisuun.
8T4m4 esimerkki olisi voitu laskea yksinkertaisemminkin: milld todennédkoéisyydelld autoon jai
juuri se laatikko, jossa ei ole lempiautoa eikd pehmokoiraa, kun oletetaan, ettd ne ovat eri laatikossa.
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MAARITELMA 2.26. Tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, jos
P(ANB) = P(A)P(B).
* MAARITELMA 2.27. Tapahtumat A, B ja C ovat riippumattomia, jos
P(ANnBNC)=P(AP(B)P(C),
P(ANB)= P(A)P(B),
P(ANC)=P(A)P(C) ja
P(BNC) = P(B)P(C).

* PARADOKSI 2.28. Heitetain kahta kolikkoa. Olkoot tapahtumat
A = "ensimméinen kolikko on kruuna”,
B = "toinen kolikko on kruuna’ ja
C = "ainoastaan toinen kolikoista on kruuna”.

Talloin tapahtumat A, B ja C' ovat pareittain riippumattomat. Kuitenkin jos tie-
detdédn naistd minké tahansa kahden tapahtuman osalta, ovatko ne tapahtuneet vai
ei, tiedetddn myos tapahtuuko kolmas. Miten tdmé voi olla mahdollista?

Ratkaisu: Selvasti tapahtumat A ja B ovat riippumattomat, sillid edellisen hei-
ton tulos el vaikuta seuraavan heiton tulokseen. My6s tapahtumat A ja C' (samoin
kuin B ja C') ovat riippumattomat: alkeistapaukset ovat (kr, kr), (kr, k1), (kl, kr) ja
(kl, kl), joten P(ANC) = }L = % . % = P(A)P(C)ja P(BNC) = i = P(B)P(C).

Kuitenkin P(ANBNC) =0# 3 = P(A)P(B)P(C), joten nédmé kolme tapahtu-
maa riippuvat toisistaan eli kaksi niistd madraa kolmannen. Taméa paradoksi osoittaa-
kin, ettd pareittain riippumattomuudesta ei seuraa kaikkien tapahtumien keskenéinen

riippumattomuus.

* HuoMAUTUS 2.29. Tapahtumien riippumattomuus voidaan mééritella useam-
mallekin kuin kolmelle joukolle vastaavaan tapaan: tapahtumat A; ovat riippumatto-
mat, jos kaikille indeksikombinaatioille {i1, ... i} C {1,...,n} pitee

P(AyN--NA ) =P(A) ...  P(A,).

* HuoMAUTUS 2.30. Tapahtumien A ja B vilista riippuvuutta voidaan kuvata
korrelaation avulla.
Tapahtumien A ja B vélinen korrelaatio on positiivinen, jos

P(ANB) > P(A)P(B)

(vertaa médritelmééan 2.26). Positiivinen korrelaatio tarkoittaa sité, ettd jos tapah-
tumaa A esiintyy paljon, myos tapahtumaa B esiintyy paljon ja jos tapahtumaa A
esiintyy vahén, myos tapahtumaa B esiintyy vahén.

Tapahtumien A ja B vélinen korrelaatio on negatiivinen, jos

P(AN B) < P(A)P(B).

Talloin jos tapahtumaa A esiintyy paljon, tapahtumaa B esiintyy vihan ja painvas-
toin.”

IKorrelaatiota kiisitellddn tdsmillisemmin luvussa 6.
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LAUSE 2.31. Jos tapahtumat A ja B ovat risppumattomia ja P(B) > 0, niin
P(A| B)=P(A).

TobisTtus. Ehdollisen todennékoisyyden ja tapahtumien riippumattomuuden méaa-
ritelmista 2.23 ja 2.26 seuraa
P(ANnB) P(A)P(B)

PAIB) = =55 = —pg = PA)

g

Vertaamalla edellistéd lausetta ja yleistd kertolaskusédantod 2.25 saadaan tapahtu-
mien riippumattomuuden intuitiivinen mééritelmé: tapahtumat ovat riippumattomia,
jos toisen tapahtuman todennékoisyys ei riipu siitéd, onko toinen tapahtunut aiemmin
vai ei.

Jos tiedetdan, ettd tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, niiden leikkauksen
todennékoisyys saadaan todenndkoisyyksien P(A) ja P(B) tulona. Tamé yleistyy
myos useammille riippumattomille tapahtumille.

HuomauTus 2.32 (Kertolaskusdénto). Jos tiedetddn, ettd tapahtumat
Ay, Ay, ..., A, ovat riippumattomia, niiden leikkauksen todennékdisyys on

- Kertolaskusdannon (huomautus 2.32) avulla saadaan lopulta ratkaistua ongelmasi! Wil-
liam sanoo hymyillen.

ESIMERKKI 2.33 (Erikin ongelman ratkaisu). Lasketaan todennékaisyys sille, etta
neljé kertaa noppaa heitettdessé ei saada yhtdan kuutosta. Heiton silméluku ei riipu
mitenk&dn siitd, mitd lukuja on heitetty aiemmin, joten heitot ovat riippumattomia
tapahtumia.

Olkoon tapahtuma A, = "k:nnella heitolla ei saada kuutosta”. Todenndkdoisyys
sille, ettd yhdelld heitolla ei saada kuutosta on 2 (ks. esimerkki 2.17) eli P(A;) = 2
kaikilla £k =1,2,....

Nyt tapahtuman B = "4 heitolla ei yhtain kuutosta” todenndkoisyys on

P(B):P<A1JaA2JaA3JaA4):P(AlmAgmAgﬂA4)

5 5 5 5
— P(A) - P(AS) - P(A) - P(A) = 2. 2.2.°2
(A1) P(43) - P(As) - P(A) =g+ =
625 1
= —— =0,4822 41... < —.
1296 0, 482253086 <2
Todennékdisyys, ettd neljilld heitolla saadaan véhintéén yksi kuutonen on &skei-
sen tapahtuman komplementti, eli sen todennédkoisyys P(B) = 1 — %956 = f2—7916 > %

Tamén vuoksi neljda noppaa heitettéessé on todennédkoisempéé voittaa, kun veikkaa,
ettéd tulee ainakin yksi kuutonen kuin ei yhtéan.

Kahvittelujen jalkeen kuningas kiittelee Williamia oppimistaan asioista: - Kiitosta vaan
ymmarrykseni lisddmisestd! Toivottavasti ndemme jatkossakin, vaikka ongelmani onkin rat-
kaistu.
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2.3. * Kokonaistodenniiksisyyden kaava ja Bayesin kaava

Kuningasperhe on kutsuttu hienoihin juhliin, jotka ldheisen saaren kuningas ja kunin-
gatar jarjestavit. Edellisend iltana Esme ja Erik pohtivat, mité laittaisivat pdélleen juhliin.

- Haluaisin laittaa tdmén vihredn mekon. En voi kuitenkaan laittaa sité, koska tiarassani
on punaisia jalokivid, kuningatar Esme harmittelee Erikille.

- Eihdn tuo ole ongelma eikd mikddn, Erik toteaa. - Pyydén paikallista kultaseppid
tekemédn sinulle tiaran, jossa on vihred jalokivi.

- Voi, se olisi ihanaa! Mutta ehtiik6han hén?

Erik ldhtee saman tien kultasepédn luo. Kultaseppa Jan suostuu tehtdviian ja lupaa tiaran
olevan valmis seuraavana aamuna.

Seuraavana aamuna William poikkeaa kultasepén liikkeeseen tuomaan isoditinsi hopea-
aterimet kiillotettavaksi.

- Huhuu! Onko ta4lld ketddn? William huhuilee tiskin takaa.

- T44ll4 ollaan! kultaseppé Jan huutaa takahuoneestaan ja saapuu paikalle. - Mitd pidat
tiarasta, jonka tein kuningatar Esmelle illan juhliin? Sain sen juuri valmiiksi. Han halusi
tdhin vihredn jalokiven, jotta se sopisi hinen mekkoonsa.

- Mutta tuo jalokivihén on punainen! William huomauttaa.

- Mita? Ei voi olla! Jan huudahtaa ja painelee takahuoneeseen. - Otin sen varmasti
tésté jalokivirasiasta, jossa on vain vihreitd jalokivid! Kun taas punaiset jalokivet ovat tassi
toisessa rasiassa, Jan sanoo tullessaan takaisin kahden samanlaisen rasian kanssa.

- Mutta noissa molemmissa rasioissa on sekd punaisia ettd vihreitd jalokivid, William
sanoo katsottuaan rasioihin.

- Voi ei, ne ovat menneet sekaisin! Ja miné olen vérisokea, niin en huomannut sita! Mita
mind nyt teen?

- Kai sind ehdit vield vaihtaa sen, jos juhlat kerran ovat illalla, William sanoo. Samassa
kuningas Erik tulee paikalle tiaraa noutamaan.

- Milld ihmeen todenn&kdisyydelld ndin on voinut kidyd&? Erik ihmettelee kuullessaan
tarinan.

- Jos sinulla, Erik, ei ole mitddn tekemistd nyt odotellessasi, voisimme poiketa tuossa
laheisessd kahvilassa silld aikaa, kun Jan vaihtaa tiaraan vihredn jalokiven. Samalla voim-
me selvittdd tdmén todennikoéisyyden, William ehdottaa kuninkaalle, joka suostuu tdhan
mielelldén.

- Menk&4 vain. Tulen sitten kertomaan, kun tdmé& on korjattu, Jan lupaa.

ONGELMA 2.34. Rasiassa 1, josta kultaseppa Jan on ottanut punaisen jalokiven,
on 2 punaista ja 5 vihredd jalokived. Alunperin rasiassa 1 oli siis 3 punaista ja 5
vihredd jalokived. Rasiassa 2 on 8 punaista ja 4 vihredd jalokived. Milld todenné-
koisyydella vérisokea kultaseppé saa vihreén jalokiven, kun rasiat 1 ja 2 ovat saman-
nékoisia eli kultasepéllda on yhté suuri todennékoisyys valita kumpi tahansa rasioista?

Jan voi saada vihreédn jalokiven vaihtoehtoisilla tavoilla: valitsemalla rasian 1 tai
rasian 2. Vihreén jalokiven saamisen todennékoisyyteen vaikuttaa kuitenkin se, kum-
man rasioista hén valitsee, silld rasioissa on eri maara vihreitd ja punaisia jalokivié.
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Todennékoisyydella % Jan valitsee rasian 1. Taémén rasian valittuaan todennékoi-
syys saada vihred jalokivi on g. Todennékoisyydella % Jan valitsee rasian 2. Talloin

todennikoisyys saada vihred jalokivi on 14—2

N

PO ® 00
Rasia 1 o ® ® »®| Rasia?

asla @ PS o0 o
o9 o0y

5 4

B \./ 2

vihrea jalokivi
Kuva 2.11
Olkoot tapahtumat A = "Jan valitsee rasian 17, B = "Jan valitsee rasian 2” ja

V' = "Jan saa vihredn jalokiven”. Kuvasta 2.11 ndhd&én, ettd tapahtuma V' voi tapah-
tua kahdella eri tavalla: ANV tai BNV, jolloin P(V)=P(ANV)+ P(BNV).
Tamé saadaan laskettua yleisen kertolaskusédénnon (lause 2.25) avulla:

PV)=P(ANV)+P(BNV)=PA)P(V|A)+ P(B)P(V | B)
5 1 4 23
— — . = + —_ . —
2'8"2 12 48
Kultaseppé Janin on siis hieman todennékdisempédd saada punainen kuin vihred
jalokivi.

= 0,479166666 .

Edellisen esimerkin idea yleisessd muodossa on nimeltdéan kokonaistodennékoisyy-
den kaava.

LAUSE 2.35 (Kokonaistodennékoisyyden kaava). Olkoon {Ai, As, ..., An} perus-
joukon Y ositus erillisiin tapahtumiin eli A; N A; = 0 kaikilla i # j ja U A; = Q.
Tapahtuman B todenndkoisyys on

ZP P(B | A).

TobisTus. Huomataan, ettd B = |J;_,(A4; N B). Joukot A; N B ovat erillisi, silld
joukot A; ovat erillisié, joten seurauksen 2.16 ja yleisen kertolaskuséédnnon 2.25 avulla
saadaan:

P(B):P(OAmB ZPAOB ZP P(B | 4;).
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- Mielenkiintoista! Erik toteaa.

- Niinpé. Mutta erikoista on se, ettd vaikka kultasepén oli todennékoisempéd saada pu-
nainen kuin vihre# jalokivi, niin punaisen jalokiven saaminen juuri rasiasta A oli epdtoden-
nakoisempad kuin sen saaminen rasiasta B.

- Kuinka niin?

- Jania ei vield ndy, niin ehdimme tosiaan laskea vield tdmé&nkin. Sen saamme Bayesin
kaavan avulla.

LAUSE 2.36 (Bayesin kaava). Olkoon {Aj, As, ..., A,} perusjoukon S ositus eril-
lisiin tapahtumiin (kuten lauseessa 2.35). Ehdollinen todenndikdisyys P(Ax | B) on

 PAYP(B| A))
P B = S b5 | A

Tobistus. Kéytetadn yleista kertolaskusaantééd ehdollisen todennékoisyyden kaa-
van osoittajaan ja kokonaistodennékoéisyyden kaavaa nimittédjaan:
P(Ax N B) P(Ay)P(B | Ar)

PATB) = =55 =S p(a)P(B | A

O

ESIMERKKI 2.37. Tiedetédén, ettéd kultaseppé Jan valitsi punaisen jalokiven. Milla
todennékoisyydelld héan valitsi sen rasiasta 17

Olkoot tapahtumat A = ”Jan valitsee rasian 17, B = "Jan valitsee rasian 2” ja
R = "Jan saa punaisen jalokiven”.
Télloin 13 5
P(A)P A== —-=—
(AP(R|A) =2 = =
ja
3 1 8 25
P(A)P A)+ P(B)P B=—+4+- . —=—
(A)P(R| A)+ P(B)P(R| B) = -+ - — = =,
joten
P(A)P(R | A) 29 1
P(A|R) = =10 _ = —0,36 < ~.
(41 R) P(A)P(R| A)+ P(B)P(R| B) % 25 ’ 2

Punaisen jalokiven saaminen olisi siis ollut todennékodisempéé rasiasta 2.

- Tiara on valmis! kultaseppd Jan huudahtaa kahvilan ovelta.
- Tuhannet kiitokset! Erik sanoo vastaanottaessaan tiaran. - Olette molemmat tervetul-
leet vajaan kolmen tunnin padstd meille lounaalle. Ndhd&in silloin!






LUKU 3

Kombinatoriikkaa

3.1. Permutaatiot ja kombinaatiot

Pari tuntia sen jilkeen, kun Erik on saapunut tiaraa hakemasta, prinsessa Melina pohtii
asuaan illan juhliin.

- Iskd! Mitka vaatteet ma laittaisin illan juhliin? Vaihtoehtoina ovat ndmé kaksi kruunua,
neljd mekkoa ja kolmet kengéit, Melina huutaa tuskastuneena isélleen.

- Vaikea sanoa. Mit4 jos ndyttdisit minulle kaikki vaihtoehdot niin olisi helpompi vastata?

- No siindhin menee ikuisuus. Vaihtoehtoja tulee néisti vaikka kuinka paljon.

- Hopo6hopd. Muutama vaatekappale vain niin ei tuossa kauaa mene.

Melina aloittaa vaatteiden sovittelun. Viidentoista minuutin jélkeen hén on saanut nay-
tettyd isdlleen peréti viisi erilaista asukokonaisuutta. Molemmat alkavat kuitenkin jo hieman
tuskastua siitéd, kuinka paljon kokonaisuuksia on vield jaljelld ja kuinka kauan vaatteiden so-
vitteluun menee. Syéméankin pitdisi jo pian menné. Samassa oveen koputetaan.

- Mitds tdallda puuhaillaan? William kysyy astuttuaan sisille huoneeseen kultaseppé
Janin kanssa.

- Melina ei osaa padttad, mitkd vaatteet laittaisi illan juhliin, Erik huokaisee.

- Niin. Mulla on kaksi kruunua, neljd mekkoa ja kolmet kengit. Iskd ei osaa sanoa
mielipidettdsn ennen kuin on ndhnyt kaikki vaihtoehdot. Lisdksi hén vaittdd, ettei niitd
vaihtoehtoja kovin montaa voi olla. Téssd on kuitenkin mennyt jo vartti ja tuntuu ettd
néitd vaihtoehtoja on vield miljoona, Melina huudahtaa vihaisena ja melkein purskahtaa
itkuun.

- Otetaan nyt ihan rauhallisesti, ei tdssd aivan miljoonaa vaihtoehtoa ole. Kombinato-
riikka pelastaa! William vastaa hymyillen.

- Ko... Miké pelastaa?

- Kombinatoriikka. Sitd tarvitaan, kun halutaan selvittdd kuinka monta erilaista yhdis-
telmaé voidaan muodostaa annetuista osista, William selittdd ja jatkaa: - Mietitddnpés. Jos
ensin valitset kruunuista tuon isomman ja mekoista tuon punaisen. Naiden kanssa voit valita
kolmet erilaiset kengét, eli asukokonaisuuksia on nyt kolme. Kuinka monta asukokonaisuutta
voit valita tuon isomman kruunun ja vihrein mekon kanssa?

- Eihén siiné voi vaihtaa kuin kenki4 eli vastaus on kolme, Melina vastaa.

- Aivan. Kuinka monta erilaista asukokonaisuutta voit siis valita isomman kruunun kans-
sa?

- Punaisen mekon kanssa vaihtoehtoja oli kolme ja vihredn kanssa kolme. Vastaavasti
pinkin ja sinisen kanssa on kolme. Eli yhteensd 12.

- Totta. Jokaisen neljan mekon kanssa sinulla on siis valittavana kolmet kengat. Vaih-
toehtoja on 3+ 3+ 3+ 3 =4 -3 = 12. Enta jos valitsetkin tuon toisen kruunun? Kuinka
monta vaihtoehtoa sinulla on sen kanssa? William kysyy.

- Pienempi kruunu. Ensin punainen mekko ja kenkid on kolmet erilaiset. Sitten vihrein
mekon kanssa kolmet kengit... Heil Tdméahén menee ihan samanlailla kuin ison kruunun
kanssa. Vaihtoehtoja tulee siis 12.

- Jolloin vaihtoehtoja yhteensi on?

23
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- Ison kruunun kanssa 12 ja pienen kruunun kanssa 12 eli yhteensé 24. Voi ei! Vield pitda
kokeilla 19 erilaista asua.

- Ei siihen mene endé kuin vahén alle tunti, jos jatkat samalla tahdilla kuin tdhéin asti,
William naurahtaa. - Tai sitten valitset tuon pinkin mekon isomman kruunun ja violettien
kenkien kanssa ja tulet meidan kanssa syomaan.

((((«m««c
\ -:
(((((««««c

s:_

[

/| Jp ¥ pe JI

/
/
N

\
;
/

y—

X
L 1L aak

KuvaA 3.1. Prinsessan erilaiset asukokonaisuudet

LAUSE 3.1 (Tuloperiaate). Tarkastellaan koetta, jossa tehdddn n perdkkdistd va-
lintaa. Oletetaan, etti vaiheessa i on k; vaihtoehtoa ja i € {1,2,...,n}. Talloin ko-
keessa on

ki-ko-... -k,

ertlaista tulosvaihtoehtoa.

ESIMERKKI 3.2. Kuinka monta erilaista asukokonaisuutta Melina voi muodostaa,
kun hénelld on kaksi kruunua, nelja mekkoa ja kolmet kengét?

Melinan on tehtdva kolme perdkkiistd valintaa. Ensin hén voi valita kruunun
kahdella eri tavalla eli hianelld on kaksi eri vaihtoehtoa. Seuraavaksi hén voi valita
mekon neljalla eri tavalla ja lopuksi kengédt kolmella eri tavalla. Edellisen lauseen
mukaan erilaisia asukokonaisuuksia on

2-4-3=24.

MAARITELMA 3.3. Olkoon n-alkioinen joukko F = {ai,as,...,a,}. Joukon FE
alkioista muodostettua jérjestettyd n-paikkaista jonoa

(ail, a2 . .. ,Gm)

kutsutaan joukon E permutaatioksi.
Toisin sanottuna jokainen jono, jossa jokainen joukon A alkio esiintyy tdsmélleen
yhden kerran, on joukon A permutaatio.

HuomAuTUS 3.4. Jono on jarjestetty joukko eli jos alkioiden paikkoja vaihdetaan,
jono ei ole enééd sama.

ESIMERKKI 3.5. Kuningasperhe on vihdoin saanut valittua juhlavaatteensa ja lou-
naan jilkeen he pédsevit lahteméadn kuninkaallisella laivallaan juhliin ldheiselle saa-
relle. Kuningas Erik (K), kuningatar Esme (E) ja prinsessa Melina (M) voivat kévelld
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laivaan vievda kapeaa siltaa kuudessa eri jarjestyksesséa eli muodostaa kuusi erilaista
jonoa: KEM, KME, EKM, EMK, MKE ja MEK.
Erilaisia permutaatioita on siis kuusi.

LAUSE 3.6. Joukolla E ={ay,as,...,a,} onn!=1-2-3-...-n permutaatiota.

TobisTus. Jonon, jossa on n paikkaa, ensimmaéiseksi alkioksi voidaan valita mika
tahansa joukon FE alkioista eli vaihtoehtoja on n kappaletta.

Saman jonon toiseksi alkioksi voidaan valita miké tahansa joukon F alkioista paitsi
se, joka valittiin jonon ensimmaéiseksi alkioksi. Vaihtoehtoja on siis n — 1 kappaletta.

Néin jatketaan. Kolmanneksi alkioksi voidaan valita jokin jaljelld olevista n — 2
alkiosta ja niin edelleen. Tuloperiaatteen nojalla erilaisia tulosvaihtoehtoja on

n-n—1)-n—-2)-...-3-2-1=1-2-3-...-(n—2)- (n—1) - n=nl
kappaletta. U

ESIMERKKI 3.7. Kun Erik, Esme ja Melina kévelevét jonossa kapeaa laivaan vie-
vad siltaa, he voivat kévelld 3-2-1 = 3! = 6 eri jérjestyksesséd. Heiddn kuuden hengen
seurueensa voi kéavelld laivaan 6 -5-4-3-2-1 = 6! = 720 eri jarjestyksessa.

HuomAuTUs 3.8. Sanotaan, ettd luku n! on luvun n kertoma.
On sovittu, ettd 0! = 1.
Kertoman laskeminen on helpompaa pienilld luvuilla n, kun huomataan, etta

n+1)!=Mm+1)- -nl

* HuoMAUTUS 3.9. Suurilla luvuilla luvun n kertomaa voidaan approksimoida
eli arvioida Stirlingin kaavan avulla:

n n
n! ~ (—) 2mn,

€
jossa e =~ 2, 71828 on Neperin luku.

MAARITELMA 3.10. Olkoon joukko E = {ay, as, ..., a,}. Joukon E alkioista muo-
dostettua jarjestettyd k-paikkaista jonoa, missd 0 < k& < n, kutsutaan joukon E k-
permutaatioksi.

ESIMERKKI 3.11. Laivan kannella olevalle penkille mahtuu istumaan 3 ihmista.
Esmelléd (E), Melinalla (M) ja heidén seuralaisillaan Jasminilla (J) ja Sophiella (S) on
24 eri mahdollisuutta, kuinka kolme heisté voi istua penkilla:

EMJ, EJM, MEJ, MJE, JEM, JME,

EMS, ESM, MES, MSE, SEM, SME,

EJS, ESJ, JES, JSE, SEJ, SJE,

MJS, MSJ, JMS, JSM, SMJ ja SJM.

Erilaisia 3-permutaatioita on siis 24.

LAUSE 3.12. Joukon E = {ay, as, . ..,a,} k-permutaatioiden lukumddrda, jota mer-
kitidn (n)g, on

(n)k:n~(n—l)-...-(n—(k’—l)):(n_k)!.
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TobisTus. Jonon ensimmaéinen alkio voidaan valita n eri tavalla, toinen alkio n—1
eri tavalla ja niin edelleen. Viimeinen eli k. alkio voidaan valita n—(k—1) = n—k+1 eri

tavalla. Tuloperiaatteen nojalla erilaisia tulosvaihtoehtojaon n-(n—1)-...-(n—k+1)
eli (n)y=n-(n—1)-...-(n—(k—1)). Yhtélon ensimméinen yhtdsuuruus on siis
todistettu.
Liséksi
nl  1-2-...-(n—(k+1)-n—k)-(n—(k=1))-...-(n—=2)-(n—1)-n
(n—k)! 1-2-...-(n—(k+1)-(n—k)
=n-(n—1)-...-(n—k+1)
= (n)kv
joten myo0s toinen yhtasuuruus pétee. U

HuomAuTUs 3.13. Kéytannossa k-permutaatioiden lukumééra kertoo sen, kuinka
monella eri tavalla n-alkioisesta joukosta voidaan muodostaa k-paikkainen jono.

ESIMERKKI 3.14. Kuningasperhe on vihdoin pééssyt perille juhliin. Paikalla on 7
miestd ja 11 naista. Kuinka monella tavalla voidaan muodostaa tanssiparit avajais-
tanssiin?

Tanssipareja muodostettaessa naisten valintajirjestykselld on merkitysta, sillé jar-
jestyksen muuttuessa tanssipari vaihtuu. Ajatellaan, ettd miehet seisovat jonossa tie-
tyssé jarjestyksesséd. Télloin halutaan siis tietdé, kuinka monta erilaista 7 naisen jonoa

voidaan muodostaa 11 naisesta eli joukon E = {ay,aq, ..., a1} 7-permutaatioiden lu-
kumééréd (n)g, missi n = 11 ja k = 7. TAmé& saadaan selvitettya lauseen 3.12 avulla:
(11); = o 11-10-9-8-7-6-5 = 1663200
TTar-7 B '

Tanssiparit voidaan siis muodostaa avajaistanssiin 1 663 200 eri tavalla.

ESIMERKKI 3.15. Juhlissa neiti Sarah ja herra Robert huomaavat, ettd heilld on
sama syntymépéiva. Mikd on todennékoisyys sille, etté juhlissa olleista 18 henkildsta
ainakin kahdella on sama syntyméapéiva?

Oletetaan, etté kaikki syntymépéivit ovat yhta todennékoisid. Kun ei huomioida
karkauspéivid, jokaisella henkil6lld on 365 mahdollista syntymépéivaa. Nain ollen 18
henkilén syntymiépéiville on 365'® mahdollisuutta.

Olkoon tapahtuma A = "ainakin kahdella on sama syntymépéiva”. Talloin
A = "kaikilla on eri syntyméipiivi” ja P(A) = 1 — P(A).

Lukuméara sille, kuinka monella eri tavalla kaikilla henkil6illd on eri syntymé-
péivd, saadaan joukon E = {pi,ps,...,p3e5} 18-permutaationa, silld ensimméisen
henkilon syntyméapéivélle on 365 eri mahdollisuutta, toisen henkilon syntymépéaiville
364 eri mahdollisuutta ja niin edelleen. 365 péivésta muodostetaan siis 18-paikkainen
jono, jossa mikddn paivé ei voi esiintyéd kahta kertaa. Ndiden 18-permutaatioiden lu-
kuméara on siis

365!

365)15 = ——
(365)1s (365 — 18)!”
jolloin

365!

P(A)=1-P(A)=1- (35(55;?! —1—0,65308858... = 0,34691141 .. ..
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Vaikka henkil6itéd on juhlissa vain 18, yllattden todennékoisyys on jopa yli % sille, ettd
ainakin kahdella henkil6lla on sama syntymépéiva.
Kun henkil6itd on viahintaéin 41, vastaava todennékoisyys on yli 90%.

MAARITELMA 3.16. Olkoon joukko F = {ay,as, ..., a,}. Joukon E alkioista muo-
dostettua k-alkioista osajoukkoa kutsutaan joukon E k-kombinaatioksi.

ESIMERKKI 3.17. Juhlissa on nelja miesté, jotka alkavat kerskua valtavilla lihak-
sillaan. Merkitdan heita kirjaimilla A, B, C ja D. Jos kaikki véadntavét kétta kerran
toisiaan vastaan, kidenvaintomittelditd on yhteensa 6: AB, AC, AD, BC, BD ja CD.

Erilaisia 2-kombinaatioita on siis kuusi.

Lause 3.18. Joukon E = {ai,as,...,a,} k-kombinaatioiden lukumddrd, jota

merkitddn (n)’ on
k
ny\ n!
k) Kl(n—k)

TobisTtus. Olkoon z k-kombinaatioiden lukuméiré. Jokaisesta k-kombinaatiosta
voidaan tuloperiaatteen mukaan tehda k! erilaista jonoa eli k-permutaatiota. Néain
jokainen k-permutaatio tulee mukaan tésmaélleen kerran. Siten

x-k!=(n).
Lauseen 3.12 avulla saadaan ratkaistua k-kombinaatioiden lukuméaaras:

_ (e n!

- . O
K kl(n—k)

HuomAauTus 3.19. Kaytannossa k-kombinaatioiden lukumééra kertoo sen, kuinka
monella eri tavalla n-alkioisesta joukosta voidaan valita k£ alkiota.
n 7 : 7
e sanotaan "n yli k:m”.

On tarkedd huomata, ettd k-kombinaatiossa valittujen alkioiden jérjestyksella ei
ole merkitysté, kun taas k-permutaatiossa jarjestykselld on vilié.

ESIMERKKI 3.20. Kuinka monella eri tavalla 14 juhlavieraan joukosta voidaan
valita nelja ihmisté, jotka padsevét istumaan kuningasparien poytaén?
[stumisjérjestykselld ei ole vilid, silli olemme kiinnostuneita vain siitd, ketka

neljd tdhdn poytadn padsevit. Halutaan siis selvittdd joukon E = {vy,ve,...,v14}
4-kombinaatio. Se saadaan lauseen 3.18 avulla:

4\ 14! _14-13-12-11-10-...-1_14-13-12~11_1001

4 ) 4(14—-4)! 4.-3.2-1-10-...-1 4-3-2 '

Juhlavieraiden joukosta voidaan siis valita 1 001 eri tavalla neljan ihmisen joukko,
joka pédsee kuningasparien poytaan.
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HuomAauTus 3.21. Lukuja (Z) kutsutaan binomikertoimiksi.! On sovittu, etti,

) =0, jos k < 0 tai kK > n. Binomikertoimet saadaan Pascalin kolmiosta.

1 2 1 3 ([’,)
114363411 G%J

1 5 10 10 5 1 . .
PewElEe T (06 - ()0

Kuva 3.2. Pascalin kolmiossa jokaisella rivilld ensimméinen ja viimei-
nen luku on 1. Jokainen muu luku on kahden sen ylépuolella olevan
luvun summa. Samat luvut saadaan binomikertoimien avulla, miké to-
distetaan lauseessa 3.22.

3.2. * Pascalin kolmio

LAUSE 3.22. Binomikertoimille pdtevit seuraavat yhtdsuuruudet

0 (3)-(:)

n :
(3) ( || =nie
(4) (n—]{{— L ) = <k ﬁ 1 ) + (Z) ("Pascalin sddnts”).
TODISTUS.

(1) Lauseesta 3.18 saadaan

(6) oot (0)

(2) Lauseesta 3.18 saadaan

(nﬁk> - <nk>!<nn'! (n—k))!

(n—Fk)l(n—n+k))!
n! n
TR — k) (k)

1Nimitys seuraa Newtonin binomikaavasta 3.24.




3.2. * PASCALIN KOLMIO 29

(3) Lauseesta 3.18 saadaan

<711) - 1!(nni i n(n(n__l)l,)' —n,

(4) Lauseesta 3.18 saadaan

(kﬁl>+<2) - (k—l)!(;l!—k:%—l)!+k!(nnik)!

:(k—l):l(!n—k)! (n—1143+1+%)

TG D=k (k(n—k+1)+k(n—k+1))

B n! n+1

(k= D)n—k)k(n—k+1)
B nl(n+1)
C(k=Dk(n—k)(n—k+1)
_ (n+1)!

CEl(n+1-k)!

(1) :

HuomauTus 3.23. Edellisen lauseen neljis kohta osoittaa, ettd binomikertoimet
saadaan Pascalin kolmiosta eli kuvan 3.2 kolmiot ovat samat.

LAUSE 3.24 (Newtonin binomikaava). Summan (a + b) n. potenssi saadaan bino-
mikertoimien avulla seuraavasti:

(a+b)" = zn: (Z) "

k=0
_ n n n n—1 n 21n—2 n n—1 n n
_<O)b +<1)ab —I—(2)ab +...+(n_1)a b—i—(n)a.

TobisTus. Todistetaan induktiolla. Kun n = 1, saadaan

1
LY kpiek _ (1)1 ry , 1 o _ 1
Z(k>ab —<0>b —l—(l)a—mb—i—ma—b—l—a—(a—kb)

k=0

eli viite pétee.
Induktio-oletus:

(a+0b)" = < Z ) ato"r,
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Induktiovaite:
n+1
(a+ b)n+1 _ Z <n ;{:i— 1 > akpnth—Fk
k=0
Nyt

(a+b)"* = (a +b)(a+b)"

:(m+®§é(2)a%"k

k=0

_ - n kin—k - n kin—k
—akZ_O(k>ab +bkz_0(k)ab
- n) k+1pn—k - n kpn—k+1
:Z a“"b —1—2( >ab )
(k — k

k=0

Muutetaan ensimmaéisen summan indeksointia:

n+1 n
(a+b)n+1 :Z (kﬁ 1) akbn—k+1+z (Z) akbn—k—i—l.
k=1 k=0
oska =0 )a = 0, saadaan summat muutettua seuraavaan
Koska " 0ja (% 0, saad
muotoon:
n+1 n+1
(a+w“*:§:(kfl)a%w*k+§:<2)a%wkﬁ
k=0 k=0

Molemmissa summissa on nyt samat indeksit, joten ne voidaan yhdistaa. Liséksi
voidaan ottaa a*b" 1" yhteiseksi tekijiksi:

(a+b)"*! = HZH Kk " 1) - <Z)} a" ot r,

k=0

Pascalin sddnnon (lauseen 3.22 kohta (4)) avulla saadaan yhdistettyd binomiker-
toimet ja siten

nt1 o (n+l kpn+1—k
(a+b)"" = Z 3 a®b :

k=0

jolloin véite on todistettu. 0

ESIMERKKI 3.25. Polynomin (z + )3 = 23 + 322y + 3zy? + vy kertoimet ovat

(=25 () - (2)

Ne voidaan perustella kirjoittamalla (z+y)? tuloksi (z+y)* = (z+y)-(z+y)-(z+y).
Kun tdmaé tulo kerrotaan auki, saadaan termien summa, jossa jokainen termi siséltéa
kustakin summasta (z + y) joko termin x tai y.
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Termi, jossa muuttujaosana on z3 voidaan valita vain yhdelld tavalla:

(z+y) (@+y) (z+y).
Termi, jossa muuttujaosana on z2y voidaan valita seuraavilla tavoilla:
(z+y) (x+y) (z+v),
(z+y) (z+y) (r+y),
(Z+y)-(z+y)- (z+y)
Termi 22y saadaan siis kolmella eri tavalla. Termii muodostettaessa tulee valita kol-
men tekijin (x + y) joukosta yksi, josta otetaan muuttuja y, jolloin muista tekijoisté

otetaan muuttuja x, eli vaihtoehtoja on ( i’ ) .

Termi, jossa muuttujaosana on zy? voidaan valita myoskin kolmella eri tavalla.
Nyt pitdé valita kaksi tekijaa (x + y), joista otetaan muuttuja y, jolloin vaihtoehtoja

on (3)
2
Termi, jossa muuttujaosana on y® voidaan valita vain yhdelld tavalla. Kolmen te-
kijan joukosta pitdd valita kolme tekijéaa, joista otetaan muuttuja y eli vaihtoehtoja

. 3
on | 5 .
SEURAUS 3.26. Joukolla E = {ay,as,...,a,} on 2" osajoukkoa.

TobisTus. Joukolla E on (n

k) k-alkioista osajoukkoa, kun £ = 0,1,2,...,n,

joten kaikkiaan osajoukkoja on

(g)+(f;)+(g)+...+(nﬁl)+(g)zg(g).

Ylldoleva summa on sama kuin Newtonin binomikaavan (lause 3.24) summa, kun
a = b = 1. Niinpd Newtonin binomikaavan vasen puoli saadaan muotoon (141)" = 2"
eli n-alkioisella joukolla erilaisia osajoukkoja on 2". Samaan tulokseen olisi péaasty
my6s tuloperiaatteen avulla: jokaisen alkion kohdalla on kaksi vaihtoehtoa, ottaa mu-
kaan tai olla ottamatta. T&alloin mahdollisuuksia on 2-2-2-...-2 = 27", silla alkioita
on n kappaletta. O






LUKU 4

Todennikoisyyksid darettomille joukoille

Muutama viikko juhlien jilkeen Erik kutsuu Williamin jilleen luokseen.

- Terve, Wiltsu! Arvaat varmaan, millaista asiaa minulla on mielesséni, Erik toteaa Wil-
liamin saavuttua. - Haluan tietdd, kannattaako minun osallistua uhkapeliin, johon naapu-
risaaren kuningas minut haastoi. Siind heitetdin kolikkoa ruudukolle, jossa yhden ruudun
sivun pituus on kolikon halkaisija. Jos kolikko peittdd jonkin ruudukon nelitn kirjen, voitan
vhden lantin. Jos kolikko ei peitd minkddn ruudukon nelion kirked, hdvidn nelja lanttia.

- Vai ettd sellaista. Ensin tulee selvittda milla todennékdisyydelld kolikko peittdd jonkin
ruudukon nelién kérjen.

- Niin arvelinkin. En kuitenkaan keksinyt sinulta saamillani opeilla, miten sen voisi
laskea.

- Puhuimme aiemmin vain diskreeteisté satunnaismuuttujista eli satunnaismuuttujista,
jotka voivat saada vain &irellisen monta, William pyséhtyy hetkeksi miettim&an. - Niin,
tai numeroituvasti ddrettémén monta arvoa. Nyt kolikon pysdhtymispaikalle on kuitenkin
ylinumeroituvan monta vaihtoehtoa. Se tarkoittaa sitd, ettet pysty luettelemaan kaikkia
mahdollisia kolikon pysdhdyspaikkoja, jolloin et voi myoskdan laskea todennékéisyyttd niin
kuin tdhén asti olet laskenut.

4.1. Geometrinen todennikdisyys

Kun alkeistapauksia on ylinumeroituvan monta, todennékéisyyksia voidaan jois-
sain tapauksissa laskea geometrian avulla:

suotuisien alkeistapausten geometrinen mitta

P(A) =

koko kuvion geometrinen mitta

Mitan késitetta selvitellddn tarkemmin luvuissa 9 ja 10. Sitd ennen olevissa esimer-
keissd mitoista puhuttaessa on kyse vain tavanomaisista pituuksista tai pinta-aloista.

- Yksinkertainen esimerkki siit&, milloin todennékéisyys voidaan méarittdd geometrian
avulla, on sinullekin varmasti tuttu onnenpydra, William huomauttaa.

ESIMERKKI 4.1. Kuvan 4.1 mukaisessa onnenpyoréissa on kahdeksan yhtéa suurta
sektoria. Osoitin pysdhtyy johonkin niista.

Koko kuvion geometrinen mitta on osoittimen kérjen "piirtdmén” ympyrédn ke-
hén pituus eli 27r, missd r on osoittimen pituus. Télla kehédlla on ylinumeroituvan
monta pistettd, johon osoittimen kérki voi pyséhtya. Jokaista sektoria vastaavan kaa-

2nr 27r ja

ren pituus on =¢*. Néin ollen pinkkien sektoreiden geometrinen mitta on 3 - <¢*

todennékoisyys, ettd osoitin pysdhtyy pinkille sektorille on

P(pinkki) suotuisien alkeistapausten geometrinen mitta 3 - % 3
inkki) = — _ 2
P koko kuvion geometrinen mitta 2mr 8

33
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Vastaavasti muut todennékdisyydet ovat

2.2 9
P(vihred) = —2% =~ ja
2mr 8
e
P(sininen) = P(violetti) = P(oranssi) = —*— = 3
r

Kuva 4.1. Onnenpyora.

- Mutta eik6 tdssd olisi voitu kokonaan unohtaa piit ja ajatella kahdeksaa symmetrista
alkeistapausta, jolloin todenn#kéisyydet eri véreille olisi voitu laskea paljon helpommin?
Erik ihmettelee.

- Hyvin huomattu! Sen todella olisi voinut ratkaista tuollakin tavalla. Halusin kuitenkin
antaa tdmén menetelmén esimerkkind. T&t& on helpompi soveltaa esimerkiksi niihin tilan-
teisiin, joissa sektorit eivit olekaan yhtd suuret. Enté jos onnenpyoran sektori valittaisiinkin
heittdmailld siithen tikkaa eikd nuolta pyorittamalla? Mikd talloin valittaisiin geometriseksi
mitaksi?

- Hmm. Voisiko se olla pinta-ala? Erik vastaa mietteliddné.

- Kylld. Téssa tilanteessa todenndkoisyydet olisi saatu suotuisten sektoreiden pinta-
alojen summan ja koko ympyrin pinta-alan suhteena. On kuitenkin hyvid huomata, ettd
tikan osuminen tietylle sektorille ei ole yhtd satunnainen ilmié kuin nuolen pyorittdminen.
Paitsi jos tikanheittdja on aivan surkea.

- Niin, joo. Tottakai.

- Mutta nyt pddsemmekin ongelmasi kimppuun, William toteaa.

ESIMERKKI 4.2. Kolikkoa heitetdéan ruudukolle, jossa yhden ruudun sivun pituus
on kolikon halkaisija. Milld todennékoisyydelld ruudukolle heitetty kolikko peittda ne-
lion kérjen, kun voidaan olettaa, ettd kolikko osuu varmasti ruudukolle?

Tutkitaan kolikon keskipisteen sijaintia nelioruudukossa. Koska jokaisen nelion
ymparilla olevat neliot sijoittuvat samalla tavalla, riittaa tarkastella yhta nelioté.

Jos kolikon keskipisteen etdisyys nelion kérjestd on pienempi kuin kolikon sédde
r, kolikko peittdd nelion kérjen. Jos siis kolikon keskipiste osuu kuvassa 4.2 olevalle
varjatylle alueelle, kolikko peittdd nelion kérjen.

Tapahtuman A = "ruudukolle heitetty kolikko peittdd nelion kérjen”

todennékoisyys on

P(A) = vérjatyn alueen pinta-ala

nelion pinta-ala
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Virjéatty alue muodostuu neljésté neljinneskolikon pinta-alan kokoisesta alueesta,
joten sen pinta-ala on sama kuin yhden kolikon pinta-ala eli 772, Nelitn pinta-ala on
(2r)% = 4r2.

Tapahtuman A todenn#koisyys on téten:

2 o7
= — = — =(,785398163. ...
42 4 '

v

P(A)

YN

N

Kuva 4.2. Jos kolikon keskipiste osuu varjatylle alueelle, kolikko peit-
tad nelion kérjen.

- Kiitos. Nam# geometriset todennékdisyydethdn ovat helppoja! Erik ilahtuu.
- Tuohon luuloon ei kannata tuudittautua. Mitéds tastd ongelmasta tuumaat? William

kysyy.

PARADOKSI 4.3 (Bertrandin paradoksi). Annettuun ympyrdén piirretdén mieli-
valtaisesti janne. Milld todennékéisyydelld jinne on pidempi kuin ympyrén sisdén
piirretyn tasasivuisen kolmion sivu?

Olkoon tapahtuma A = "ympyrédén piirretty jidnne on pidempi kuin ympyrédn
siséédn piirretyn tasasivuisen kolmion sivu”.

Ympyréan sisilld olevan tasasivuisen kolmion kulmanpuolittajat leikkaavat toisensa
suhteessa 1 : 2, miké seuraa yhdenmuotoisista kolmioista (kuva 4.3). Télloin jokainen
kulmanpuolittaja jakautuu siteen r ja siteen puolikkaan 5 mittaisiin osiin kuvan 4.3
osoittamalla tavalla.

Ympyradn mielivaltaisesti piirrettavén jéanteen pituus on valilla |0, 2r].

Ratkaisu A:

Oletetaan, ettd ympyrédn keskipisteen ja jdnteen keskipisteen etéisyys valitaan
mielivaltaisesti valilta [0, r|.

Kuvasta ndhdééan, ettéd tasasivuisen kolmion sivun keskipisteen etédisyys ympyran
keskipisteestd on 3. Télléin tapahtuman A toteutuessa jdnteen keskipisteen etdisyys
ympyrén keskipisteestd on oltava pienempi kuin 3 eli jdnteen ja ympyrén keskipistei-

den vilinen etéisyys tulee olla vililla [0, 5[.
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Kuva 4.3. Ympyrén sisdlld olevan tasasivuisen kolmion kulmanpuo-
littajat leikkaavat toisensa suhteessa 1 : 2.

Tapahtuman A geometrinen todennikéisyys on suotuisten alkeistapausten (etéi-
syys vililla [0, £[) ja kaikkien alkeistapausten (et#isyys vililla [0, r[) geometristen mit-
tojen suhde. Suotuisten alkeistapausten geometrinen mitta on 3 ja kaikkien alkeista-
pausten geometrinen mitta on 7, joten

ISR

1
P(A) = 5

Ratkaisu B:

Oletetaan, etté janteen toinen padtepiste on kiinnitetty ympyréan kehélle ja toinen
pédtepiste valitaan mielivaltaisesti ympyrén kehalta.

Jos jénteen kiinnitetyn pédtepisteen ajatellaan olevan yhdessé tasasivuisen kol-
mion karjistéd, kuvan 4.3 avulla ndhdééan, ettd tapahtuman A toteutuessa toisen pai-
tepisteen on oltava ympyran kaarella, jonka pituus on %

Suotuisten alkeistapausten geometrinen mitta on nyt 2% ja kaikkien alkeistapaus-
ten geometrinen mitta on 27r, jolloin tapahtuman A todennékéisyys on

e
PA) = 3w =3

Ratkaisu C:

Oletetaan, ettd janteen keskipiste valitaan mielivaltaisesti ympyran sisalta. Tél-
16in tapahtuman A toteutuessa jdnteen keskipisteen etéisyys ympyran keskipisteesté
on oltava pienempi kuin 3 eli janteen keskipisteen on oltava g-séteisen ympyrén sisé-
puolella.

Suotuisten alkeistapausten geometrinen mitta on nyt Z-siteisen ympyrén pinta-

ala eli W(%)Q = %rz ja kaikkien alkeistapausten geometrinen mitta on koko ympyran
pinta-ala eli 7r2. Tapahtuman A todennikoéisyys on néin ollen
T2 1
PA)=21- =",
(4) 2 4

Saman tapahtuman todennékoisyydelle saatiin siis kolme eri tulosta.

- Uskomatonta! Niisté ratkaisuista kahden on siis pakko olla jotenkin vdérin. Mielesténi
jokainen ratkaisu oli kylld hyvin perusteltu, Erik himméstelee.

- Olet oikeassa. Jokainen ratkaisu on hyvin perusteltu. Kysymys vain tulkitaan eri ta-
voin, William vastaa.
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Kysymyksen tulkintatavat:

Ratkaisussa A kysymys tulkitaan siten, ettd ympyran yli lilkkkuu vahintaén lavis-
tdjan pituinen pystysuora tanko, jolloin ympyran sisddn jaavé osa tangosta vastaa
jannettéd. TE&lloin jokainen tangon pysdhtymiskohta on yhtéd todennékoinen, jolloin
saadaan ratkaisun A mukainen mitta.

Ratkaisussa B kysymys tulkitaan siten, ettd vastaava tanko on kiinnitetty toisesta
padstd ympyran kehélle pisteeseen A. Télloin tankoa voidaan kdantdd 180° astetta
niin, ettei se ylitd suoraa [. Tangon jokainen pysdhtymiskulma on yhté todennékdinen.

Ratkaisussa C kysymys tulkitaan siten, ettd janteen keskipiste laitetaan mielival-
taisesti ympyrén sisdlle. Télloin jokainen tangon keskipisteen sijoituspaikka on yhté
todennékoinen.

\

AN

—

Kuva 4.4. Ratkaisut A, B ja C. Vaaleanpunainen véri kuvaa suotuisaa
tilannetta ja harmaa véri epéasuotuisaa.

- Mutta ei kai se niin voi olla, ettd ratkaisu riippuu tulkintatavasta? Erik ihmettelee.

- Kylla se voi, jos kysymys ei ole yksikésitteinen, William vastaa. - Tassa kysymyksessé ei
kerrottu, milld tavoin jinne on ympyran sisdén sijoitettava. Jokainen ratkaisu on siis oikein,
silld kysymys voidaan tulkita monella perustellulla tavalla. Tédstd opimme sen, ettéd aina kun
puhutaan satunnaisuudesta, on oltava jokin malli siitd, mitd umpiméahkiisyys kyseisessa
tilanteessa tarkoittaa.

Samassa kuningatar Esme tulee huoneeseen kysyen Erikiltd, mihin aikaan heiddn on
ldhdettéavé kolmen tunnin kuluttua alkavaan tapaamiseen, joka on lidheiselld saarella.

- Matkustamme tédnédan lautalla, silld laivamme on tdndin huollossa. Jos lauttaa ei tar-
vitse odottaa lainkaan, matka kestda 40 minuuttia. En kuitenkaan muista lautan aikataulua,
joten saatamme joutua odottamaan 20 minuuttia. Paras ldhted kahden tunnin kuluttua, Erik
vastaa. Esmen poistuttua William alkaa kertoa Erikille jatkuvasta satunnaismuuttujasta.

4.2. Jatkuva satunnaismuuttuja

Satunnaismuuttujia, joiden kertyméfunktio (mééritelma 2.12) on jatkuva funktio,
sanotaan usein jatkuviksi satunnaismuuttujiksi tai satunnaismuuttujiksi, joilla on jat-
kuva jakauma.! Jatkuvan satunnaismuuttujan arvojoukko on ylinumeroituva. Myos
lahtojoukko on ylinumeroituva, silld funktion arvojoukko ei voi olla mahtavampi kuin
lahtdjoukko.

1Joskus jatkuvalla satunnaismuuttujalla tarkoitetaan satunnaismuuttujaa, jonka kertyméfunktio
on absoluuttisesti jatkuva. Téllaisella satunnaismuuttujalla on huomautuksen 4.6 mukainen tiheys-
funktio. Témén todistamiseen ei kuitenkaan téssé tutkielmassa perehdyta.
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ESIMERKKI 4.4. Aika, jonka Erik ja Esme joutuvat odottamaan lauttaa, on jatku-
va satunnaismuuttuja, silld se voi saada mité tahansa arvoja vélilld [0 min, 20 min)].
Yleensa mittaustulokset kuitenkin pyoristetdan minuuttien tai sekuntien tarkkuudel-
le, jolloin néistéd luvuista puhuttaessa onkin kyse diskreetistd satunnaismuuttujasta.

MAARITELMA 4.5. Satunnaismuuttujalla X on jatkuva jakauma tiheysfunktiona
[, jos

b
Pla< X <)) :/ f(x)dx
kaikille a,b € R, joille a < b.

HuoMAuTUS 4.6. Funktio f on tiheysfunktio, jos ja vain jos f > 0, f on in-
tegroituva? ja ep#oleellinen Riemann-integraali ffooo f(x)dx = 1. Funktion kuvaajan
ja z-akselin viliin jadvé pinta-ala on siis 1.

HuoMmAUTUS 4.7. Jos satunnaismuuttujalla X on jatkuva jakauma tiheysfunktio-
na f, niin méadritelmista 2.12 ja 4.5 seuraa, ettd sen kertyméfunktio F' on

Flx) = / f(t)dt,
missa z € R.

Kuten diskreetin satunnaismuuttujan pistetodennékoisyysfunktio, myos jatkuvan
satunnaismuuttujan tiheysfunktio sisidltdd saman informaation kuin kertyméfunktio.
Mikali tiheysfunktio on olemassa, se saadaan analyysin peruslauseen mukaan kerty-
méfunktion derivaattana kaikissa tiheysfunktion jatkuvuuspisteissa: f(x) = F'(z).

ESIMERKKI 4.8. Olkoon satunnaismuuttuja 7' = "lautan odottamiseen kuluva ai-
ka”. Lauttaa joudutaan odottamaan korkeintaan 20 min, joten satunnaismuuttuja
saa arvoja valiltd [0,20]. Lautan aikatauluista ei ole tietoa, joten on yhtd todenné-
koistd joutua odottamaan 0-5 minuuttia, 5-10 minuuttia, 10-15 minuuttia tai 15-20
minuuttia. Sama pétee kaikille yhté pitkille vélin [0, 20] osavéleille.

Satunnaismuuttujan 7" tiheysfunktio f(¢) on

1
= kun ¢ € [0, 20]
— 207 ) )
It { 0, muulloin.
Tama todella on tiheysfunktio, silla f(¢) > 0 kaikilla ¢ € R, funktio f on integroituva
(se on paloittain jatkuva ja sen epéoleellinen Riemann-integraali suppenee) ja funktion
kuvaajan ja r-akselin jaavé pinta-ala on 20 - % =1.
Satunnaismuuttujan 7" kertyméfunktio F'(t) on
0, jos t <0,
5. Jjost€]0,20],
1, jos t > 20.

F(t) =

2Tassé tutkielmassa késitellyt tiheysfunktiot ovat paloittain jatkuvia, ja téllaisen funktion in-
tegroituvuus tarkoittaa epéoleellisen Riemann-integraalin ffooo f(z)dz suppenemista. Yleisesti ti-
heysfunktion on oltava Lebesgue-integroituva yli kaikkien reaalilukujen. Lebesguen integraalia kési-
tellddn lyhyesti luvussa 10.3.
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T 1 ; F()

! !
T 7 T 7

g 20 ¢(min) 0 20 t(min)

Kuva 4.5. Satunnaismuuttujan 7' tiheysfunktion ja kertyméfunktion
kuvaajat esimerkin 4.8 tapauksessa.

Kun satunnaismuuttujan X tiheysfunktion arvo on vakio vililla [a,b] ja muualla
0, sanotaan, ettd satunnaismuuttuja X on tasaisesti jakautunut ja sitd merkitdan
X ~ Tas(a,b). Tasainen jakauma médritelladn tdsmaéllisesti luvussa 7 (mééritelma
7.1).

PARADOKSI 4.9. Valitaan satunnaisesti piste valiltd [0,1]. Todenndkoisyys sille,
ettd valittu piste on tdsmélleen %, on nolla, silla vélin [0,1] jokaisen pisteen todenné-
koisyys tulla valituksi on yhté suuri, mutta suotuisia alkeistapauksia on ylinumeroitu-
va médrd. Samoin todenndkoisyys sille, ettd valittu piste on tdsmélleen jokin pisteistd
ﬁ, 2—(1)0, ﬁ, ..., on nolla, silla kunkin erillisen pisteen todennékoisyys on nolla. Tama
jalkimmaéinen tapahtuma vaikuttaa kuitenkin todennikdisemmaltd. Onko jalkimméi-

selld tapahtumalla oikeasti suurempi todennikéisyys vai ei??

PARADOKSI 4.10. Tikkaa heitettidessid todennikoisyys, etté tietyssd ajassa tikka
on edennyt tietyn matkan, on jokaiselle etédisyydelle nolla. Kuinka tikka voi liikkua
lainkaan?

Oletetaan, etté tikka todella liikkuu. Tikka liikkuu ensin puoleen viliin matkaa,
siitd puoleen viliin jéljelld olevaa matkaa, siitd puoleen viliin jéljelld olevaa matkaa
ja niin edelleen. Kuinka tikka voi koskaan péésté perille tauluun?*

Edellisten paradoksien avulla huomataan, ettd todenndkoisyytta ei voida méaritel-
14 jatkuvalle satunnaismuuttujalle samaan tapaan kuin #dérellisille tai numeroituvasti
aarettomille joukoille (huomautukset 2.4 ja 2.5): mahdottoman tapahtuman toden-
nakoisyys on nolla, mutta tapahtuma, jonka todennékdéisyys on nolla, ei valttamat-
td kuitenkaan ole mahdoton tapahtuma. Tadmé johtuu jatkuvan satunnaismuuttujan
1ahto- ja arvojoukkojen ylinumeroituvuudesta.

3Abraham Robinson (1918-1974) loi epsilon-delta -teorialle rinnakkaisen teorian infinitesimaa-
leista, jotka ovat ddrettomén pienid lukuja. Nollan ja infinitesimaalien valilli tulee tehdé ero. Nollalla
jakaminen ei ole sallittua, mutta infinitesimaalilla jakaminen on. Infinitesimaaleilla voidaan siis las-
kea aivan kuin tavallisilla luvuilla. Jokaisen pisteen todennéikdisyys vélilld [0,1] on infinitesimaalinen,
jolloin todennikdisyys, ettd télta vililtd valittu piste on jokin pisteista ﬁ, ﬁ, ﬁ, ..., on infini-
tesimaalisesti suurempi kuin todennékoéisyys, ettd valittu piste on % Lisdtietoa infinitesimaaleista
16ytyy lihteen [11] sivulta 199.

4Todennikdisyys, etti tikka on edennyt tietyssd ajassa tietyn matkan on nolla, tai tisméllisesti
sanottuna infinitesimaalinen. Tikan matkan varrella on siis ddrettoméan monta paikkaa ja todenné-
koisyys olla kussakin paikassa tietyn ajan kuluttua on infinitesimaalinen. Niiden paikkojen yhdisteen
todennékoisyys, eli todennékoisyys sille, etté tikka on tietyn ajan kuluttua jossain néisté paikoista,
todennikoisyys on 1. Tikka siis voi liikkua ja péastd perille tauluun.
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* LAUSE 4.11. Jos p; > 0 ylinumeroituvan monella i € I, missi I on indeksijouk-

ko, niin
S
iel
TODISTUS. Sivuutetaan. 4

Vaikka alkeistapauksia on ylinumeroituvan monta, niiden todennékéisyyksien sum-
man tulisi silti olla 1. Edellisen lauseen perusteella pistetodennédkéisyydet eivét kui-
tenkaan voi olla aidosti positiivisia, jolloin niiden on oltava nollia. Silti niiden summan
on oltava 1. Toisaalta vaikka jokaisen alkeistapauksen todennékoisyys onkin 0, mik&éan
niisté ei silti ole mahdoton tapahtuma: jonkin niistd on pakko tapahtua. Ylinumeroi-
tuvan perusjoukon tilanteessa todennékoisyytté ei siis voida mééritella jarkevésti pe-
rusjoukon numeroituville osajoukoille vaan ainoastaan ylinumeroituville osajoukoille,
kuten vileille.

HuoMmAuTUS 4.12. Jos satunnaismuuttujalla X on jatkuva jakauma tiheysfunk-
tiona f, niin
P(X =a) =0 kaikilla a € R ja

pm<X<m:P@<Xgm:ngX<m:ngXgm:/U@mu

HuomAuTUs 4.13. Seké diskreetin ettd jatkuvan satunnaismuuttujan X toden-
nakoisyys vililld a < X < b saadaan kertyméafunktion avulla:

Pla < X <b) = F(b) — F(a).

ESIMERKKI 4.14. Milld todennékoisyydelld Erik ja Esme joutuvat odottamaan
lauttaa yli 15 minuuttia? Entd 2-4 minuuttia?

Todennékoisyydet saadaan laskettua huomautuksen 4.13 avulla, kun kertyméfunk-
tio tiedetddn (esimerkki 4.8):

P(15 <t <20)=F(20)— F(15) = =~ — — =

ja

4 2 1
P2<t<4)=F(4)—-F(2) = 50 " 20— 10"
On olemassa muitakin kuin diskreettejé jakaumia ja sellaisia jatkuvia jakaumia,
joilla on tiheysfunktio. Tésséa tutkielmassa ei kuitenkaan késitella niité, silld useimpia
kaytannon tilanteita voidaan mallintaa diskreetin tai tiheysfunktion omaavan jatku-
van jakauman avulla, tai niditd yhdistdmaélla. On siis olemassa satunnaismuuttujia,
joilla ei ole olemassa tiheysfunktiota. Kaikilla satunnaismuuttujilla on kuitenkin ker-
tyméfunktio. Se kertoo satunnaismuuttujan jakauman, silld kertyméafunktio ja jakau-

ma kuvaavat samaa asiaa, satunnaismuuttujan arvojen todennékoisyytta.

- Eeriiik! Esme huutaa. - Oletko valmistautunut 18ht66n?

- Ai niin, se tapaaminen. No, olen valmis aivan pian, Erik vastaa Esmelle ja muistuttaa
sitten Williamia: - Sinun on nyt sitten tultava joskus toiste kertomaan, ettd kannattaako
minun pelata sitd uhkapelid. Nyt se jai vield selvittamatta.

- Mielelldni!
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Tilastoja

Viikon kuluttua kuningas Erik kutsuu Williamin jilleen luokseen. Téll4 kertaa tosin
hieman erilaisella asialla - kyse ei olekaan uhkapeli-ongelmasta. Saapuessaan William 16ytaa
jarkyttyneen nékoisen kuninkaan.

- Mikd hatana? William kysyy.

- Melina aikoo muuttaa pois kotoa toiselle saarelle, Erik vastaa murtuneena.

- Toiselle saarelle? Miksi?

- Pieni, rakas Melina on jo 23-vuotias, joten hin haluaisi saada itselleen miehen. Han
on kuitenkin vakuuttunut siitd, ettei hin 16yda taltd saarelta sellaista puolisoa, jonka hin
haluaisi.

- Oikeasti? Uskomatonta, William yhtyy kuninkaan suruun. - Millaisen puolison hén
sitten haluaisi?

- Mités ne vaatimukset olivatkaan? Niitd oli niin monta, ettd jouduin tekemé&dn niisté
listan, Erik pohtii itsekseen ja kaivaa listan taskustaan. - Lyhyet hiukset, ruskeat silmét,
23—27 vuotta vanha, normaalipainoinen, 5—20 cm Melinaa pidempi, hieman keskima&réista
alykkaampi, pitdé lapsista ja kaikkea sellaista. Ja kaiken tdmén jélkeen hanen tulisi olla mu-
kava, huomaavainen ja kohtelias, niin ettd he tulisivat hyvin toimeen keskendén ja nauttisivat
toistensa seurasta.

- Kai talta saarelta loytyy montakin nuo ehdot tayttavaa miesta.

- Sitd mindkin sanoin, mutta hin ei usko. Voisitko mitenkdsn auttaa minua 16ytdmain
oikeanlaisia miehié téltd saarelta? Saat hyvén palkkion avustasi ja erityisen hyvén, jos hén
suostuu jadméadn tille saarelle.

- Hyva on. Voin yrittdad 16ytdd vaatimusten mukaisia miehiéd tilastollisen tutkimuksen
avulla.

5.1. Tilastollinen tutkimus ja tilastollinen todenniké6isyys

Tilastollista tutkimusta varten tulee keréta tarpeellista tietoa, jota kutsutaan ha-
vaintoaineistoksi. Perusjoukko koostuu niista jasenisté, esimerkiksi henkiloisté, joista
tietoa halutaan kerata. Jos perusjoukko on sopivan pieni, tarvittavat tiedot voidaan
kerété kaikilta perusjoukon jaseniltd, jolloin on kyse kokonaisaineistosta. Monesti pe-
rusjoukon suuruuden vuoksi kokonaisaineiston kerddminen on vaikeaa, kallista tai
taysin mahdotonta. Néissé tilanteissa tutkitaan otosta. Erilaisilla otantamenetelmil-
la pyritdéan valitsemaan perusjoukosta jasenid niin, ettd otos kuvaisi mahdollisimman
hyvin perusjoukkoa. Onnistuneilla otoksilla saadut tulokset mahdollistavat riittdvan
tarkkojen johtopadtosten tekemisen.

ESIMERKKI 5.1. Perusjoukkona Williamin tutkimuksessa ovat saarella asuvat
23 — 27 -vuotiaat miehet, jotka eivét ole sukua prinsessa Melinalle. Heitd on 1374.

Jotta William voisi oikeasti 10ytda prinsessan vaatimusten kaltaiset miehet, hénen
on kéytettdava kokonaisaineistoa eli selvitettdava halutut tiedot kaikilta perusjoukon
jésenilté.

41
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Havaintoaineisto koostuu perusjoukon miehilta selvitetyisté tiedoista: hiusten pi-
tuus, silmien véri, painoindeksi, pituus, dlykkyys ja pitdako lapsista vai ei.

- Sellaisten henkildiden, joilla on ruskeat silmét, lyhyet hiukset ja jotka ovat normaali-
painoisia, lukumé&irén saamme selville frekvenssien avulla, William kertoo kuninkaalle, kun
hén on saanut kerdttyd ndméi ominaisuudet siséltévan havaintoaineiston.

Havaintoaineistoa tulee késitelld, jotta siitd saadaan olennaiset tiedot nédkyviin.
Usein havaintoaineistosta lasketaan ensin kullekin muuttujan arvolle absoluuttinen
frekvenssi f, joka kertoo muuttujan arvon esiintymiskertojen lukuméarian havaintoai-
neistossa. Tamén jilkeen voidaan laskea suhteelliset frekvenssit eli esiintymiskertojen
prosentuaaliset osuudet yksikdiden kokonaismaarasta.

ESIMERKKI 5.2 (Silmien véri). Perusjoukon jasenistd 216 henkillld on ruskeat
silmét, 734 henkil6llé siniset silmét, 309 henkil6lla vihreédt silmét ja ndiden sekoituksia
tal muita véreja oli 115 henkiloll4.

absoluuttinen frekvenssi | suhteellinen frekvenssi
ruskea 216 15,7%
sininen 734 53,4%
vihred 309 22,5%
muut varit 115 8,4%
yhteensa 1374 100,0%

Kuva 5.1. Silmien vari.

Frekvenssijakaumaa voidaan kuvata pylvasdiagrammilla. Pylvasdiagrammin pys-
tyakselilla voi olla lukuméérien sijaan prosenttiluvut, jolloin on kyse suhteellisista
frekvensseisté.

800 A
700 1
600 T
500 T
400 +
300 +
200 +

100 + I—l

T T

T 1
ruskea sininen vihrea muut

Kuva 5.2. Silmien vérin absoluuttinen frekvenssijakauma kuvattuna
pylviasdiagrammilla.
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Kun frekvensseja lasketaan jérjestyksessd yhteen, saadaan absoluuttinen ja suh-
teellinen summafrekvenssi. Summafrekvensseja kutsutaan myos kertymiksi, koska ne
kertovat kertyneiden havaintojen méa#ran tiettyyn muuttujan arvoon mennessa.

Summafrekvensseja on jarkevi kédyttdd vain, jos alkeistapaukset voidaan laittaa
suuruusjarjestykseen. Esimerkiksi vareista ei voida sanoa, mika véri on suurempi kuin
jokin toinen, mutta hiusten pituudesta voidaan.

ESIMERKKI 5.3 (Hiusten pituus). Perusjoukon jésenistd 216 henkil6lld on ruskeat
silmét. Néista 4 henkilolla on kalju, 9 henkilolla siilitukka, 189 henkil6lla lyhyt tukka,
11 henkilolla keskipitkd tukka ja 3 henkilolld pitkét hiukset.

absoluuttinen suhteellinen absoluuttinen suhteellinen
frekvenssi frekvenssi summafrekvenssi summafrekvenssi
kalju 4 1,9% 4 1,9%
siili 9 4.2% 13 6,1%
lyhyt 189 87,5% 202 93,6%
keskipitka 1" 5,1% 213 98,7%
pitka 3 1,4% 216 100,1%

Kuva 5.3. Hiusten pituus. Suhteellisten frekvenssien summa poikkeaa
100,0 prosentista pyoristysten vuoksi.

Jatkuvan muuttujan tapauksessa aineisto yleensé luokitellaan. Luokat ilmoitetaan
usein luokkavileind. Tunnuslukujen laskemisen ja kuvaajien tekemisen vuoksi tulee
tietdd luokan keskelld oleva luku, jota kutsutaan luokkakeskukseksi:

alaraja + ylaraja
5 .

Luokkakeskuksen laskemisessa tulee kiayttaa todellista ala- ja yldrajaa eli huomioida
mahdolliset pyoristykset.

luokkakeskus =

Jos frekvenssijakaumaa kuvataan pylviasdiagrammien avulla, jatkuvan muuttujan
tapauksessa pylvaét piirretaédn kiinni toisiinsa. Téllaista pylvisdiagrammia kutsutaan
histogrammiksi. Jos luokat eivit ole tasavélisiéd, se tulee huomioida pylvéiden levey-
dessé siten, ettd pylvédiden pinta-alojen suhde luokkien frekvensseihin on vakio. Pyl-
véiiden leveyden huomioiminen téten takaa sen, ettd histogrammi antaa saman tiedon
kuin vastaava tiheysfunktio.

ESIMERKKI 5.4 (Painoindeksi). Painoindeksi lasketaan pituuden ja painon mu-
kaan. Molemmat niistd ovat jatkuvia satunnaismuuttujia. Koska painoindeksi on
%, myo6s painoindeksi on jatkuva satunnaismuuttuja.

Painoindeksit luokitellaan viiteen luokkaan: alipaino < 18,5, normaali paino
18,5 — 24,9, ylipaino 25,0 — 29,9, lihavuus 30,0 — 34,9, vaikea lihavuus 35,0 — 39,9
ja sairaalloinen lihavuus > 40,0.
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Niitd miehid, joilla on ruskeat silmét ja lyhyet hiukset, on 189. Niistd miehista
alipainoisia on 2, normaalipainoisia 167, ylipainoisia 19 ja vaikeasti lihavia 1.

absoluuttinen suhteellinen absoluuttinen suhteellinen
frekvenssi frekvenssi summafrekvenssi summafrekvenssi
alipaino o o
<185 2 1.1% 2 1.1%
normaali paino o o
18.5-24.9 167 88,4% 169 89,5%
ylipaino o o
25,0-29.9 19 10,1% 188 99.6%
lihavuus o o
30,0-34.9 0 0,0% 188 99,6%
vaikea lihavuus ’ 05% 189 100.1%
35,0-39,9 ’ ’
sairaalloinen o o
lihavuus > 40,0 0 0,0% 189 100,1%

Kuva 5.4. Painoindeksi.

Kumpikaan alipainoisista ei ole merkittavésti tai sairaalloisesti alipainoinen, joten
heidén painoindeksinsé on vélilla 17,0 — 18,4. On oleellista tietda luokan alaraja, jotta
histogrammi saadaan piirrettyé.

Histogrammin piirtdmisesséa tulee huomata, etté pylvéiden leveyksien suhde on sa-
ma kuin luokkavilien pituuksien suhde. Alipainoluokan vélin pituuden suhde ylipai-
noluokan vélin pituuteen on ég:gg%zgg = % Laskussa on huomioitu, etta lukua 18,45
suuremmat luvut pyoristyvéit lukuun 18,5 ja niin edelleen. Vastaavasti normaalin pai-
noluokan vilin pituuden suhde ylipainoluokan vélin pituuteen on % = %. Ali-
painoa kuvaava pylvés on siis kapeampi ja normaalia painoa kuvaava pylvés leveampi
kuin muut.

80%
70%
60%
50%
40%
30%-
20%
10% -

[l L
T T

ali- normaali ylipaino lihavuus sairaal-  vaikea
paino paino loinen lihavuus
lihavuus

Kuva 5.5. Painoindeksin suhteellinen frekvenssijakauma kuvattuna histogrammilla.
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Klassisen todennékoisyyden laskukaavat soveltuvat tilastollisten todennékoisyyk-
sien laskemiseen. Tilastollisessa todennékoisyydessa kiaytetddan pistetodennékoisyyk-
sien sijaan tilastotietojen avulla tehtyjéi ennusteita.

MAARITELMA 5.5. Tilastollisia todennéikoisyyksia arvioidaan valmiiden tilasto-
tietojen ja tarkoituksellisten toistokokeiden avulla:

__ tapahtuman esiintymiskertojen lukumééra

P(A) ~

kokeen toistojen lukuméara

ESIMERKKI 5.6. Todennékdoisyys p sille, ettd satunnaisesti valitulla 23 — 27 vuotta
vanhalla miehelld, joka asuu saarella eiké ole sukua prinsessalle, on ruskeat silmét on

ehdot téayttdvien ruskeasilméisten lukuméaéra 216 36
p~ - e — = = 550 = 0,15720524 .. .,
kaikkien ehdot tayttdvien lukuméaéra 1374 229

kun kaikkia ehdot tayttéavid miehid on 1374 ja heistd ruskeasilméisid on 216.
Satunnaisesti valitulla ehdot tayttavialla miehelld on siis noin 16% todennikoisyy-
delld ruskeat silmét.

- Néin olemme saaneet selville, ettd 23—27 -vuotiaita saarella asuvia normaalipainoisia
miehid, joilla on ruskeat silmét, lyhyet hiukset ja jotka eivét ole sukua prinsessalle, on 167.

- Mahtava juttu! Erik toteaa. - Paitsi ettd vield on vaatimuksia, joiden pitdisi néiden
kohdalla toteutua. Hieman keskimé&ariista dlykkdampi ja 5—20 cm Melinaa pidempi ja sitten
ne kaikki mukavuudet sun muut.

- Seuraavaksi voidaan selvittdd ndiden henkiliden &lykkyytta erdén dlykkyystestin avul-
la. Alykkyystesti antaa dlyarvoksi jonkin luvuista 1,2,...,10. Alyarvojen aritmeettisen kes-
kiarvon avulla saamme tietdd keskiméariisen dlykkyyden ja sen jalkeen saamme tietdd, ketka
ovat hieman keskimaaraistd alykkaampia.

5.2. Tunnusluvut

- Ennen aritmeettisen keskiarvon laskemista kerron sinulle hieman muistakin tunnuslu-
vuista, joita havaintoaineiston avulla voidaan laskea, William sanoo.

Pelkit frekvenssit eivit useinkaan anna riittdvan tarkkaa yleiskuvaa aineistosta,
mink& vuoksi havaintoaineistosta lasketaan erilaisia tunnuslukuja, joista yleisin on
aritmeettinen keskiarvo. Tunnusluvut jaetaan sijaintilukuihin ja hajontalukuihin. Si-
jaintiluvut kertovat muuttujan! arvojen sijainnista ja hajontaluvut kuvaavat muuttu-
jan arvojen jakautumista keskiarvon ympérille. Kdydédan ensin ldpi yleisimpié sijain-
tilukuja.

MAARITELMA 5.7. Moodi (Mo) eli tyyppiarvo on yleisin muuttujan arvo eli se
arvo, jolla on suurin frekvenssi.

Moodeja voi olla useampi kuin yksi. Luokitellun aineiston tapauksessa moodi ei
ole se luokka, jolla on suurin frekvenssi, vaan tdmén luokan luokkakeskus.

IT4ssi el puhuta satunnaismuuttujasta vaan tilastollisesta muuttujasta. Tilastollisen muuttujan
arvot madrdytyvit havaintoaineiston mukaan. Satunnaismuuttujien jakaumilla voidaan kuitenkin
monesti mallintaa tilastollisten muuttujien kiyttaytymisti.
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ESIMERKKI 5.8. Perusjoukon jasenistd 216 henkil6lld on ruskeat silmét, 734 hen-
kilolla siniset silmét, 309 henkilolla vihreédt silmét ja nédiden sekoituksia tai muita
véreja oli 115 henkil6lla. Moodi on "siniset silmét”, koska silld on suurin frekvenssi.

Mo(silmien véri) = "siniset silmét”

MAARITELMA 5.9. Mediaani (Md) on suuruusjérjestykseen laitetun aineiston kes-
kimméinen arvo. Jos havaintoja on parillinen mééra, mediaani on keskimmaéisten ha-
vaintojen keskiarvo, mikéli havainnoille voidaan laskea keskiarvo.

Kun aineisto laitetaan suuruusjirjestykseen, kunkin muuttujan arvon taytyy esiin-
tyé tdssé listassa niin monta kertaa, kuin mitd muuttujan arvon frekvenssi on.

Erityisesti suurilla aineistolla mediaani on kuitenkin helpompi selvittaa suhteelli-
sen summafrekvenssin avulla: mediaani on se arvo, jonka kohdalla summafrekvenssi
on ensimmaéisen kerran yli 50%. Luokitellun aineiston tapauksessa mediaaniluokka
etsitddn suhteellisen summafrekvenssin avulla, jolloin mediaanin arvo on mediaani-
luokan luokkakeskus.

ESIMERKKI 5.10. Ruskeasilmaéisistéd perusjoukon jésenistd 4 henkil6lld on kalju,
9 henkilolld siilitukka, 189 henkil6lld lyhyt tukka, 11 henkilolld keskipitké tukka ja 3
henkilolla pitkéat hiukset. Mediaani on "lyhyt tukka”, silld sen kohdalla suhteellinen
summafrekvenssi on ensimmaéisti kertaa yli 50% (kuva 5.3) eli

Md(hiusten pituus) = ”lyhyt tukka”.

ESIMERKKI 5.11. Ruskeasilméisisté, lyhyttukkaisista miehistd alipainoisia (pai-
noindeksi 17,0 — 18,4) on 2, normaalipainoisia (18,5 — 24,9) 167, ylipainoisia
(25,0 —29,9) 19, lihavia (30,0 — 34, 9) 0, vaikeasti lihavia (35,0 — 39,9) 1 ja sairaal-
loisesti lihavia (> 40,0) 0. Suurin frekvenssi on normaalipainoisten luokassa, jolloin

moodi on taméan luokan luokkakeskus:
18.45 + 24,95
Mo(painoindeksi) = % =21,7.

Mediaaniluokka on normaali paino, silld sen kohdalla suhteellinen summafrekvenssi
ylittdd 50%. Mediaaniarvo on témén luokan luokkakeskus eli

Md(painoindeksi) = 21, 7.

- Seuraavaksi pddsemmekin aritmeettiseen keskiarvoon. Se voidaan laskea jatkuville
muuttujille ja niille diskreeteille muuttujille, jotka voidaan laittaa suuruusjirjestykseen. V-
reille ei siis voida madrittdd mediaanin lisiksi my6skdan keskiarvoa. Aritmeettisen keskiar-
von avulla saadaan laskettua keskiméérainen dlyarvo, William kertoo.

MAARITELMA 5.12. Aritmeettinen keskiarvo Z on

Z?:l Li

n

T =
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Aritmeettinen keskiarvo voidaan laskea monesti helpommin frekvenssien avulla:

Y8 L

n Y
misséd z; on muuttujan arvo (tai luokitellun aineiston tapauksessa luokkakeskus), f;
on muuttujan arvon x; (tai luokkakeskusta x; vastaavan luokan) frekvenssi, n on ha-
vaintoyksikoiden lukumééré ja £ on muuttujan arvojen tai luokkien lukuméara.

T =

- Nyt padsemme siis selvittdm&in 23—27 -vuotiaiden miesten, jotka eivit ole prinsessalle
sukua, keskim#iriista dlyarvoa. Oletamme, etté silmien viri, hiusten pituus ja painoindeksi
eivit vaikuta adlykkyyteen. Téalldin nédiden aiemmat vaatimukset tdyttineiden dlyarvot ja-
kautuvat samalla tavoin kuin kaikkien perusjoukon henkildiden. Niiden 167 jéljelle jianeen
miehen dlyarvojen keskiarvo on siis kutakuinkin sama kuin kaikkien perusjoukon miesten
alyarvojen keskiarvo, William toteaa.

ESIMERKKI 5.13. Aiemmat vaatimukset on tayttinyt 167 miestd. Lukumé&aréat,
kuinka moni néistd sai mitékin dlyarvoa, on esitetty kuvassa 5.6.

alyarvo 1 2 3 | 4 5 6 7 8 9 | 10

henkiloiden | 5 | 5 | 16 |43 |52 (32| 9|4 |3 |0
lukuméara
Kuva 5.6. Alyarvo.
Alyarvojen z; = i, missd i = 1,2, ..., 10 keskiarvo Z saadaan laskettua henkilsiden
lukumaéérien eli frekvenssien f; avulla:
10
7= > i fimi
10
3 1+5-2+16-3+43-4+52-5+32-64+9-7T+4-8+3-9+0-10
B 10
807
= —— =4,83233532. ..
167 ’
~ 4, 8.

- Alyarvojen keskiarvo on siis lihes 5, William toteaa laskemisen jilkeen ja kysyy:
- Voitaisiinko mielestisi sanoa, ettd hieman keskimaadriistd dlykkddmpid ovat ne miehet,
joiden &lyarvo on 6 tai 77

- Kuulostaa hyvalta, Erik vastaa. Miehid on jaljelld vield 41.

HuoMmAuTUS 5.14. Useimmiten keskiarvo kuvaa aineistoa hyvin, mutta ei aina.
Jos aineistossa on muutama muita arvoja selvéisti suurempi tai pienempi arvo, ne
vaikuttavat huomattavasti keskiarvoon. Mediaaniin ne eivét vaikuta juuri lainkaan,
silla kun valitaan suuruusjérjestykseen laitetusta aineistosta keskimméinen arvo, ei
ole merkitystd onko viimeinen luku 100 vai 1000, kun muut luvut ovat lukujen 1 ja
10 valilla. Mediaani ei siis juuri reagoi poikkeaviin arvoihin.
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ESIMERKKI 5.15. Havaintoaineisto on: 2, 5, 3, 2, 2, 8, 8, 6, 3, 9, 7, 100, 4, 5.
Suuruusjarjestykseen laitettu aineisto on: 2, 2, 2, 3, 3,4, 5,5, 6, 7, 8, 8, 9, 100.

Télloin mediaani on
5+5 5
5=
ja keskiarvo puolestaan on

242 442 2- 1 164
3:-2+2-3+4+ 5:—46—1—7%— 8+9+100 64—11714285

Jos havaintoaineiston luku 100 korvattaisiin luvulla 1000, mediaani olisi edelleen 5,

mutta keskiarvo olisi % = 76.

Niissd tapauksissa mediaani kuvaa paremmin havaintoaineistoa.

- Olemme kiyneet nyt l&pi erilaisia sijaintilukuja, William sanoo ja jatkaa innostuneesti:
- Seuraavaksi kiydddn lapi yleisimpiad hajontalukuja. Yksinkertaisin hajontaluku on wvaih-
teluvdli, joka on muuttujan suurimman ja pienimmén arvon erotus, mutta se antaa niin
viahén informaatiota, ettei sitd useinkaan kdytetd. Yleisin hajontaluku on keskihajonta. Sen
médrittelemiseksi médritellidn ensin keskipoikkeama ja varianssi.

- Mitd hy6tya niistd hajontaluvuista oikein on? Erik ihmettelee.

- Ne kertovat, kuinka kaukana muuttujan arvot ovat niiden keskiarvosta.

MAARITELMA 5.16. Keskipoikkeama on lukujen z; poikkeamien x; — ¥ itseisar-
vojen keskiarvo:
n —
>ic |z — 7

n

MAARITELMA 5.17. Varianssi s> on poikkeamien nelididen keskiarvo:

o Do (@i— @2'

ST =
n
On hyvi huomata, etté varianssi s? = 0, jos ja vain jos muuttuja = on vakio, eli
r; = x; kaikilla ¢, 7 € {1,2,...,n}. Varianssin avulla saamme méériteltyd keskihajon-
nan.

MAARITELMA 5.18. Keskihajonta s tai s, on varianssin nelidjuuri:

n= \/ZL(% —7)°

Keskihajonta voidaan laskea myos frekvenssien f; avulla:

\/Z”fz i~

missd k on muuttujan x saamien arvojen (tai luokkien) lukumééré.

Jos keskihajonta on pieni, muuttujan arvot keskittyvét niiden keskiarvon ympé-
rille. Jos taas keskihajonta on suuri, muuttujan arvot voivat poiketa paljonkin kes-
kiarvostaan.
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ESIMERKKI 5.19. Alyarvojen keskihajonta, kun z = 8% (esimerkki 5.13) ja ilyar-

167
vot x; ja frekvenssit f; saadaan kuvasta 5.6, on

\/Z fz Ty — )
167

_ \/ — B2 +5(2 -2 +16(3 —55)2 4+ ... +3(9 — 531)2 4 0(10 — 55L)?
167
58000
_ 167
167
= 1,44210713. ...

- Alyarvoille laskettu keskihajonta kuvaa siti, kuinka kaukana yksittdisten ihmisten saa-
mat dlyarvot ovat dlyarvojen aritmeettisesta keskiarvosta, William selventdd. - Saamamme
keskihajonta s, = 1,4 on melko pieni luku. Se kertoo, ettd suurin osa ihmisten saamista
alyarvoista on ldhelld keskiarvoa. Kovin paljoa ei siis ole niitd, joiden &lyarvo olisi hyvin
matala tai korkea.

- Emmekos tiedd sen jo lukumédrien perusteella? Erik kysyy.

- Tottakai. Keskiarvon ja keskihajonnan eli kahden luvun avulla saamme kuitenkin vé-
litettyd hyvin kuvan muuttujasta 20 luvun sijaan. Jos muuttujan arvoja olisi vaikka 100
tai 1000, frekvenssitaulukosta olisi vaikea saada selvdd kuvaa muuttujan kiyttdytymisesta,
jolloin keskiarvon ja keskihajonnan antaman tiedon térkeys korostuu.

Jos tarkastellaan kokonaisaineiston sijaan otosta, jonka koko on n, lasketaan otos-
keskihajonta s,_1, joka antaa arvion koko perusjoukon keskihajonnalle. Se lasketaan
muuten samoin kuin keskihajonta, mutta jakajana on n — 1:

. \/z — oy
n—1 = .
n—1

On hyva huomata, ettd suurella otoskoolla n keskihajonta ja otoskeskihajonta ovat
likimain yhta suuret.

Kuten aiemmin todettiin, keskiarvo ei kuvaa aineistoa hyvin, jos aineistossa on
muutama muita arvoja selvésti suurempi tai pienempi arvo. Néissa tilanteissa myos-
kéddan keskihajonta ei kuvaa hyvin muuttujan arvojen jakautumista. Talloin voidaan
kayttad esimerkiksi kvartiileja. Kvartiilit jakavat havaintoaineiston neljaan yhtéa suu-
reen osaan®, jolloin jokaisessa osassa on 25% havaintoaineiston jésenisti.

Hajontaa kuvataan ilmoittamalla kvartiilivili (Qq,Q3), jolloin saadaan selville,
mille vélille osuu keskimmaéiset 50% muuttujan arvoista.

2Jos keskiarvona & kéytetddn otoskeskiarvoa, parempi arvio koko perusjoukon keskihajonnalle
saadaan jakamalla luvulla n — 1, mutta jos perusjoukon keskiarvo tunnetaan, voidaan keskihajonta
laskea otoksesta samoin kuin kokonaisaineistostakin eli jakamalla luvulla n.

3Sana kvartiili tulee latinan sanasta quartum, joka tarkoittaa neljétté.
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mediaani Q:

|

havainio- - | 25% 25% 25%

alakvartiili Qs ylakvartiili Qs
Kuva 5.7. Kvartiilit jakavat havaintoaineiston neljain osaan.

Kvartiilien sijaan muuttujan arvojen jakautumista voidaan kuvata myos esimer-
kiksi desiilien (havaintoaineisto on jaettu kymmeneen yhtd suureen osaan) tai persen-
tiilien (havaintoaineisto on jaettu sataan yhtd suureen osaan) avulla.? Niiden avulla
havaintoaineistosta saadaan tarkempaa tietoa.

- Entés ne muut ominaisuudet nyt sitten? Erik tiedustelee.

- Néahtavisti osa havaintoaineistostani puuttuu. Téssd oli kaikki, mitd voimme télle
péivélle tehd&, William pahoittelee. - Mutta haluaisitko, ettd selvittidisimme nyt uhkapeli-
ongelmasi, ettei se unohdu??

- Okei, se sopii hyvin.

Yleisnimitys niille kaikille on fraktiili.
®Ongelma on esitetty luvun 4 alussa.



LUKU 6

Satunnaismuuttujan odotusarvo ja keskihajonta

Keskiarvo ja keskihajonta kuvaavat tilastollisen muuttujan saamia arvoja. Satun-
naismuuttujan arvojen jakautumista kuvataan vastaavasti odotusarvon ja keskihajon-
nan avulla.

Keskiarvon ja odotusarvon erona on se, ettd keskiarvo lasketaan todellisesta ha-
vaintoaineistosta ja odotusarvo mééritetdan matemaattiselle mallille. Odotusarvo ker-
too, miké olisi tiettyd matemaattista mallia noudattavan kokeen keskiarvo, jos koetta
toistettaisiin ddarettoméan monta kertaa.

Diskreetin satunnaismuuttujan X arvojoukko on #érellinen, jos X saa arvoja
x1,T9,...,Ty, ja numeroituvasti ddreton, jos X saa arvoja xq,xs,.... Odotusarvo
lasketaan molemmissa tapauksissa samalla tavoin. Arvojoukon ollessa numeroituvasti
ddreton, odotusarvoa ei kuitenkaan valttamétta ole olemassa.

MAARITELMA 6.1. Diskreetin satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X) on
E(X) =) pxi,
i=1

misséd p; = P(X = ;) ja )., p; = 1. Odotusarvoa merkitédén usein kreikkalaisella
kirjaimella g (myy).

Jos  satunnaismuuttujan X  arvojoukko on numeroituvasti  Aéreton,
E(X) =32, pixz;. Mikéli summa el suppene, sanotaan, ettid odotusarvoa ei ole ole-
massa.

ESIMERKKI 6.2. Nopanheiton mallin odotusarvo p on

1 1 1 1 1 1 7 1
=—-14+--24+--34+-4+--5+4+--6===3-.
P T e e e e T2 T

Odotusarvo ei siis valttamétta ole sellainen arvo, jonka satunnaismuuttuja voi oikeas-

ti saada.

Nopanheitto on todellinen tilanne, mutta matemaattinen malli, jossa jokaisen al-
keistapauksen todennékoisyys on tdsmaélleen %, kuvaa hyvin nopanheittoa.

Kun nopanheitolle halutaan laskea saatujen silmélukujen keskiarvo, lasketaan to-
dellisten heittotulosten keskiarvo. Jos noppaa heitetédén esimerkiksi viisi kertaa, heit-
totulosten keskiarvo voi hyvin olla vaikka 2,2. Jos noppaa heitetdédn todella monta
kertaa (esimerkiksi miljardi kertaa), heittotulosten keskiarvo tulee suurten lukujen
lain mukaan olemaan léhelld odotusarvoa 3,5, mikéli nopanheitto todella "kayttéy-
tyy” mallin mukaan:

51



52 6. SATUNNAISMUUTTUJAN ODOTUSARVO JA KESKIHAJONTA

* LAUSE 6.3 (Kolmogorovin vahva suurten lukujen laki). Olkoot X, Xs, ..., X,
rigppumattomia samoin jakautuneita satunnaismuuttugia, joilla on olemassa sama
odotusarvo E(X;) = p. Tdalloin

1 n
—g Xp — i, kun n — oo
n

k=1

melkein varmasti. Jos . = oo, ylldoleva lauseke kasvaa kohti ddaretontd melkein var-
masti.

TODISTUS. Sivuutetaan. O

* HuoMAUuTUS 6.4. "Melkein varmasti” tarkoittaa, ettd suppeneminen tai ha-
jaantuminen tapahtuu lukuunottamatta poikkeusjoukkoa, jonka todennidkdéisyys on
0. (Vastaavasti jos f(x) = g(x) melkein varmasti, niin P({z | f(z) # g(z)}) =0.)

- Nyt olemmekin valmiit ratkaisemaan uhkapeliongelmasi.

ONGELMA 6.5. Kun kolikkoa heitetdéan ruudukolle, kolikko peittéaéd jonkin ruudu-
kon nelion kirjen todennékoisyydelld p = 7. Kannattaako kuninkaan pelata uhkape-
li&, jossa hén voittaa yhden lantin, jos kolikko peittédéd jonkin ruudukon nelion kérjen
ja haviaa nelja lanttia, jos kolikko ei peitd minkadn ruudukon nelion karkea?

Ratkaisu:

Jos pelissé kuninkaan tuloksen odotusarvo on suurempi kuin nolla, usean peliker-
ran jéilkeen kuningas jdé voitolle ja jos odotusarvo on pienempi kuin nolla, kuningas
jééa haviolle. Jos pelin odotusarvo on nolla, kuningas ei jaa voitolle eikéd héviolle.

Satunnaismuuttuja X kuvaa sitd, kuinka monta lanttia kuningas voittaa tai hé-
vidéd yhdella kolikonheitolla, joten se saa arvoja z; = 1 ja o = —4. Vastaavat piste-
todennékoisyydet ovat py = 7 japs =1 —p = 477”. Télloin satunnaismuuttujan X
odotusarvo on
4—7 o

(—4) = T 4 =—-0,073009183... < 0.

T
E(X>:p11‘1+p2$221'1+ 1

Kuninkaan ei siis kannata pelata pelid, silla hén jaa lopulta héviolle.

Jos kuningas hévidisi vain 3 lanttia, kun kolikko ei peitd mink&4an ruudukon nelién
kérkeé, kuninkaan kannattaisi pelata pelié, sillda odotusarvo olisi
s n 4—7
4 4

- Mahtavaa! Kiitos tiedosta. Nyt en turhaan tuhlaa rahojani tuohon peliin, Erik kiittelee.

+(=3) =7 — 3 =10,141592653 ... > 0.

- Ole hyvi vain. Mutta hei, nythin saammekin laskettua odotusarvon myos sille, kuinka
kauan lautan odottamiseen menee aikaa, William innostuu.
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MAARITELMA 6.6. Jatkuvan satunnaismuuttujan X, jonka tiheysfunktio on f,
odotusarvo E(X) on

[e.e]

BE(X) = / 2 f(z)dw

—00

mikéli integraali on itseisesti suppeneva eli [7_|z|f(2)dz < co. Muussa tapauksessa
sanotaan, ettd satunnaismuuttujalla X ei ole odotusarvoa.

ESIMERKKI 6.7. Lasketaan odotusarvo sille, kuinka kauan Erik ja Esme joutuvat
odottamaan lauttaa (esimerkin 4.8 oletuksin).
Satunnaismuuttujan 7' = "lautan odottamiseen kuluva aika” tiheysfunktio f(¢) on

{ o kun t € [0, 20],

20° :
0, muulloin.

ft) =
T#lloin odotusarvo E(T') on
E(T) = / tf(t)dt /t—dt / L Lo _g-10

Lautan odottamisajan odotusarvo on siis 10 minuuttia.

- Upea juttu, ndhddin taas ensi kerralla! Erik toteaa. - Muista ottaa havaintoaineistosi
mukaan!

Kotonaan William on edelleen taysin matematiikan pyorteissi, joten hin alkaa tehdi
merkintdji matikkapéivéikirjaansa.

* LAUSE 6.8. Jos satunnaismuuttujilla X ja'Y on odotusarvot E(X) ja E(Y),

(1) myds satunnaismuuttujalla c; X + oY on odotusarvo
E(ClX + CQY) = 01E<X) + CQE(Y)

(2) jos lisiksi X ja 'Y ovat rigppumattomia, niin satunnaismuuttujalla XY on
odotusarvo

E(XY) = E(X)BE(Y)
(3) jos satunnaismuuttujille X ja'Y on sama kertymdafunktio (eli sama jakauma),
mitd merkitain X ~Y, niin

E(X) = E(Y).

ToDISTUS. Sivuutetaan. O

Satunnaismuuttujan odotusarvo kertoo satunnaismuuttujan jakauman sijainnista,
aivan kuten keskiarvo kertoo tilastollisen muuttujan sijainnista. Satunnaismuuttujan
jakauman muotoa eli sitd, kuinka kaukana arvot ovat keskiarvosta, kuvataan usein
keskihajonnan avulla. Nimi on siis sama, jota kdytetdan tilastollisen muuttujan ja-
kauman muotoa kuvattaessa. Varianssi saadaan vastaavasti keskihajonnan nelioné.



54 6. SATUNNAISMUUTTUJAN ODOTUSARVO JA KESKIHAJONTA

MAARITELMA 6.9. Diskreetin satunnaismuuttujan X keskihajonta D(X) on

D(X) = Zpi(wi — p)?,

missé p on satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X). Keskihajontaa merkitaan usein
kreikkalaisella kirjaimella o (sigma).
Jos satunnaismuuttujan X arvojoukko on numeroituvasti ddreton ja sen odotusar-

vo on olemassa, D(X) = \/Zfilpz(xz — )2, jos summa suppenee.

7

ESIMERKKI 6.10. Nopanheiton mallin odotusarvo p on 3

keskihajonta on

(esimerkki 6.2) ja sen

6 2 6 2 2 2 2 9
5

— /22 = 1,70782512. ..
12 7

~ 1,7

Keskihajonta 1,7 on melko suuri verrattuna siihen, ettd odotusarvo on 3,5, ja et-
td pienin nopanheitossa saatava arvo on 1 ja suurin 6. Tamén perusteella voidaan
arvioida, ettd suurin osa nopanheitossa saatavista arvoista ei ole keskittynyt hyvin
ldhelle odotusarvoa, vaan melko suuri osa arvoista poikkeaa enemmaénkin odotusar-
vosta. Odotusarvon perusteella ei voida péételld, mikd on todennékoéinen heittotulos.

MAARITELMA 6.11. Jatkuvan satunnaismuuttujan X, jonka tiheysfunktio on f
ja jolle on olemassa odotusarvo pu, keskihajonta D(X) on

[e.9]

D(X) = / (x — w2 f(x)d,

—00

mikili integraali on suppeneva eli [*_(z — p)? f(x)dz < oo. Muussa tapauksessa sa-
notaan, ettd satunnaismuuttujalla X ei ole keskihajontaa.
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ESIMERKKI 6.12. Satunnaismuuttujan 7' = "lautan odottamiseen kuluva aika”
odotusarvo p on 10 (esimerkki 6.7) ja sen keskihajonta o on

o= / (t — w2 f(t)dt

\4L

20

= /(t—10)2~%dt

\'s
20

= |% /(t2 — 20t + 100)dt
0

_—

20
% / (4¢3 = 102 4 1001)
0

(%-203—10-202—{—100-20—0)

I
< =

ol"'

2

100 — 577350269 . .
8.

g

Q
ot

Keskihajonta on melko suuri, joten voidaan arvioida, ettd suurin osa satunnaismuut-
tujan 1" saamista arvoista ei ole kovinkaan ldhelld odotusarvoa. Odotusarvon perus-
teella ei voida padtelld, mikd on todennédkoinen lautan odottamiseen kuluva aika.

Satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi kuvaa niiden vilistd riippuvuutta: mitd
suurempi kovarianssi, sen suurempi riippuvuus.

* MAARITELMA 6.13. Olkoot X ja Y satunnaismuuttujia, joilla on odotusarvot
E(X) ja E(Y). Jos liséksi on olemassa satunnaismuuttujan XY odotusarvo E(XY),
niin satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi on

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

* HUOMAUTUS 6.14. Satunnaismuuttujan X kovarianssia itsensi kanssa kutsu-
taan satunnaismuuttujan X varianssiksi, jos odotusarvo E(X?) on olemassa. Lisiksi
erityisesti pétee

Var(X) = E([X — E(X)]"),!
silli lauseen 6.8 mojalla E([X — E(X)]?) = E(X? — 2XE(X) + (E(X))?
= E(X?) —2((E(X))?) + E(E(X))*) = E(X?) — (E(X))* = Cov(X, X) = Var(X).

Kovarianssi ei ole skaalattu suure. Jos halutaan vertailla eri satunnaismuuttujien
valilla havaittuja riippuvuuksia, kovarianssit tulee skaalata. Seuraavan méaaritelmén

tse asiassa varianssi médritelliin yleensa télla lausekkeella. Voidaan todistaa, ettéd se on yhte-
nevainen méaégritelmien 6.9 ja 6.11 kanssa.
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mukaan skaalaamalla saadaan korrelaatiokerroin, joka saa arvoja vélilla [—1,1]. Po-
sitiiviset luvut merkitsevit positiivista korrelaatiota ja negatiiviset luvut negatiivista
korrelaatiota. Jos korrelaatiokerroin on 0, satunnaismuuttujat ovat korreloimattomat.
Korrelaatiota késiteltiin Iyhyesti myos huomautuksessa 2.30.

* MAARITELMA 6.15. Olkoot X ja Y satunnaismuuttujia, joilla on varianssit.
Satunnaismuuttujien X ja Y korrelaatiokerroin Corr(X,Y’) on

Corr(X,Y) = { %’ Jos D(X)D(Y) # 0,
0, jos D(X)D(Y') = 0.

* HuUOMAUTUS 6.16. Jos Corr(X,Y) = 0, satunnaismuuttujat X ja Y ovat korre-
loimattomat. Satunnaismuuttujien riippumattomuudesta seuraa korreloimattomuus.
Korreloimattomuudesta ei voida kuitenkaan padtelld, ettd X ja Y ovat riippumat-
tomat: korrelaatiokerroin voi olla 0, vaikka satunnaismuuttujien X ja Y vélilld on
funktionaalinen riippuvuus. Esimerkiksi satunnaismuuttujien X ja Y vélilla on funk-
tionaalinen riippuvuus, kun Y = X2 ja X noudattaa normitettua normaalijakaumaa,
jota kisitelladn enemmén luvussa 7.2. Kuitenkin Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
= F(X?) — E(X)E(X?) = 0, silli satunnaismuuttujan X noudattaessa normaalija-
kaumaa F(X?) = F(X) =0, eli Corr(X,Y) = 0.

Tilastollisten muuttujien X ja Y positiivinen ja negatiivinen korrelaatio seké kor-
reloimattomuus voidaan péaatelld niiden muodostamasta kuvaajasta seuraavan esimer-
kin mukaisesti.

ESIMERKKI 6.17. William kerési 1374 miehen tiedot heidén pituudestaan, pai-
nostaan ja hiustensa pituudesta. Pituuden ja painon avulla hén sai laskettua heidédn
painoindeksinsi. Néiden tietojen perusteella hin teki kolme kuvaajaa (kuva 6.1).

0’
o™

painoindeksi
paino

hiusten pituus

hiusten pituus pituus pituus

Kuva 6.1

Kuvaajassa, jossa muuttujina ovat hiusten pituus ja painoindeksi, pisteet ovat mel-
ko tasaisesti jakautuneet koko alueelle. Tésta voidaan pédtelld, ettei ndiden muuttu-
jien vililla ole korrelaatiota.

Kuvaajassa, jossa muuttujina ovat pituus ja paino, pisteet nédyttdvit muodosta-
van nousevan suoran, vaikkakin melko levedn. Téstd voidaan padtelld, ettd néiden
muuttujien valilla on jonkinlainen positiivinen korrelaatio. Karkeasti voidaan sanoa,
ettd mitd pidempi mies, sen painavampi.

Kuvaajassa, jossa muuttujina ovat pituus ja hiusten pituus, pisteet nayttavit muo-
dostavan melko leveédn laskevan suoran. Téstéd voidaan péaatelld, ettd ndiden muut-
tujien vialilla on ylldttden jonkinlainen negatiivinen korrelaatio. Karkeasti voidaan
sanoa, ettd mitd pidempi mies, sen lyhyemmét hiukset.



LUKU 7
Jakaumia

Satunnaismuuttujan jakauma kuvaa sitd, kuinka todennédkoéisyysmassa jakautuu
satunnaismuuttujan arvojen kesken. Tieto satunnaismuuttujan jakaumasta saadaan
siis kertyméafunktiosta (tai tiheys- tai pistetodenndkoisyysfunktiosta). Odotusarvo ja
keskihajonta ovat satunnaismuuttujan jakauman ominaisuuksia.

On paljon tilanteita, joissa kdytettdvien satunnaismuuttujien kertyméfunktiot ovat
rakenteeltaan samanlaiset. Tietyn tyyppiset jakaumat onkin yleistetty ja nimetty.
Téassé luvussa késitellddn tasainen jakauma ja normaalijakauma esimerkkeiné jatku-
vista jakaumista. Diskreeteistd jakaumista esimerkkeind ovat geometrinen jakauma,
hypergeometrinen jakauma, binomijakauma ja Poisson-jakauma.

7.1. Tasainen jakauma

Erikin ja Esmen lautan odottamisaika (esimerkki 4.8) oli esimerkki tasaisesti ja-
kautuneesta satunnaismuuttujasta. Tasainen jakauma mééritelladn seuraavasti:

MAARITELMA 7.1. Satunnaismuuttuja X noudattaa tasaista jakaumaa valilla
la,b[, missi a,b € R jaa <b, eli X ~ Tas(a,b), jos silld on tiheysfunktio

1
flz) = { (b),_a’ Elunuﬁoier]f’ "
Tasaisen jakauman kertyméafunktio on
0, jos x < a,
F(z)=4¢ &= jos x €la, b],
1, jos x > b.

Erikin ja Esmen lautan odottamisajalle laskettiin odotusarvo ja keskihajonta (esi-
merkit 6.7 ja 6.12). Yleistdmalld ndmé& laskut vélille ]a, b] saadaan seuraava lause.

LAUSE 7.2. Kun satunnaismuuttuja X noudattaa tasaista jakaumaa el
X ~ Tas(a,b), sen odotusarvo on

B(X) = a+b
2
ja keskihajonta
b—a)?
12

57
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TobisTus. Odotusarvo E(X) on

oo b b
E(X)= /xf(x)dx:/xbiadx:/mﬁ
_7 1 2 1 ,  bV—a®  (b+a)(b—a)
"2 0h-a) " 20-a " T2 0b-a 2 -0—a
_a+tb
2

ja keskihajonta D(X) on

o

D(X) = /(x  B(X)) f(2)dx — /b <x _at b)2 : ! dr

\4L
T | G )

a

7.2. Normaalijakauma

William ja Erik yrittévit edelleen 16ytad Melinalle sopivaa miesta.

- Meilld on nyt siis 41 miesté, joilla on ruskeat silmét ja Lyhyt tukka, jotka ovat normaa-
lipainoisia ja joiden &lyarvo on hieman keskim#ariistad suurempi, Erik toteaa.

- Seuraavaksi voisimme sitten selvittdd ketkd n#istd ovat oikeanpituisia. Kuinka pitké
Melina on?

- Melina on 158 senttimetrid pitkd. Miehen tulee siis olla 163—178 senttimetrié pitka.

- Missés se havaintoaineistoni olikaan, William ihmettelee penkoessaan tavaroitaan. - No
nyt 16ytyi.

- Onko ketddn endd jaljelli? Erik kysyy pelokkaana. Hetken kuluttua William vastaa:
- Onpa hyvinkin! Vield 32 miestd jiljella.

- Niin monta, uskomatonta! Témaéan on pakko uhmata kaikkia todennédkéisyyksia! Erik
huudahtaa.

- Niinko luulet? Itse asiassa voimme selvittda kyseisen todennékoisyyden normaalijakau-
man avulla, silld pituus on likimain normaalijakautunut.

Normaalijakauma on erikoistapaus jatkuvasta todennékoisyysjakaumasta ja se on
tarked yleisyytensé vuoksi: tilastollisesti ollaan huomattu, ettd useat populaation yk-
sildiden ominaisuudet, esimerkiksi pituus ja paino, noudattavat likimain normaalija-
kaumaa. Normaalijakauman maérdaaviat sen odotusarvo pu ja keskihajonta o.
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Normaalijakauman tiheysfunktion kuvaajaa kutsutaan Gaussin kayrédksi. Kayra
on symmetrinen satunnaismuuttujan odotusarvon suhteen ja sen huippukohta on odo-
tusarvon kohdalla. Keskihajonta puolestaan méaaraa kayran jyrkkyyden: mitd suurem-
pi hajonta, sen loivempi kiyri. Satunnaismuuttujan arvoista 68% sijaitsee korkein-
taan keskihajonnan pééssi odotusarvosta (kuvan 7.1 pinkilld varjatty alue) ja noin
95% korkeintaan kahden keskihajonnan padssi odotusarvosta (kuvan 7.1 pilkullinen
alue).

u-20 u—-a 5] J+a p+2o

Kuva 7.1. Gaussin kéyra.

MAARITELMA 7.3. Jatkuva satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa
parametrein u ja o eli X ~ N(u,0?), jos sen tiheysfunktio on

1 T—p
flz) = e (5,
o\ 2m

LAUSE 7.4. Normaalisti jakautuneen satunnaismuuttujan kertymdfunktio on sen
tiheysfunktion madrdtty integraali (katso huomautus 4.7):

X X 1 f—
Flz) = / F(#)dt = / B gy
—0o0 —OOU 27T

Normaalijakauman kertyméfunktion arvoja on hankala laskea.! Normaalisti ja-
kautunut satunnaismuuttuja voidaan kuitenkin normittaa. Normaalijakautuneen sa-
tunnaismuuttujan X normitettu satunnaismuuttuja on Z = %, joka noudattaa
normitettua normaalijakaumaa N (0, 1). Témén jakauman kertyméfunktion arvoja on
taulukoitu (kuva 7.2), jolloin todennédkéisyydet saadaan laskettua riittdvén tarkasti.

N

SEURAUS 7.5. Normitetun normaalijakauman N (0, 1) tiheysfunktio ¢ saadaan si-
joittamalla yleisen normaalijakauman tiheysfunktion kaavaan p =0 ja o = 1:

1 1
w(ﬁ)zm“

Normitetun normaalijakauman N (0,1) kertymdafunktio ® on

B(z) = /_Oo olz)dr — \/%/_w et

1Kyseiset arvot on laskettava numeerisesti, silla lauseen 7.4 integraalia ei voida esittéa alkeis-
funktioiden avulla.
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.00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
.5000 [.5040 |.5080 |.5120 |.5160 |.5190 [.5239 |.5279 |.5319 |.5359
.5398 |.5438 |.5478 |.5517 |.5557 |.5596 |.5636 |.5675 |.5714 |.5753
5793 |.5832 |.5871 |.5910 |.5948 |.5987 |.6026 |.6064 |.6103 |[.6141
6179 [.6217 |.6255 |.6293 |.6331 |.6368 |.6406 |.6443 |.6480 |.6517
6554 .6591 |.6628 |.6664 |.6700 |.6736 |.6772 |.6808 |.6844 |.6879
6915 |.6950 |.6985 |.7019 |.7054 |.7088 |.7123 |.7157 |.7190 |.7224
L7257 7291 |.7324 7357 |.7389 |.7422 |.7454 |.7486 |.7157 |.7549
7580 7611 |.7642 |.7673 |.7704 |.7734 |.7764 |.7794 |.7823 |.7852
7881 |.7910 [.7939 [.7969 |.7995 |.8023 |.8051 |.8078 |.8106 |.8133
8159 |.8186 |.8212 |.8238 |[.8264 |.8289 |.8315 |.8340 |.8365 |.8389
1.0 |.8413 |.8438 |.8461 |.8485 |.8508 |.8513 [.8554 |.8577 |.8529 |.8621
1.1 |.8643 |.8665 |.8686 |.8708 |.8729 |.8749 |.8770 |.8790 |.8810 |.8830
1.2 |.8849 |.8869 |.8888 [.8907 [.8925 |.8944 [.8962 |.8980 |.8997 |.9015
1.3 1.9032 |.9049 |.9066 [.9082 |.9099 |.9115 |9131 |.9147 |9162 |.9177
1.4 .9192 |.9207 |.9222 |.9236 |.9215 |.9265 |.9279 |.9292 |.9306 |.9319
1.5 .9332 |.9345 |.9357 |.9370 |.9382 |.9394 [.9406 |.9418 |.9492 |.9441
1.6 |.9452 9463 |.9474 |.9484 |.9495 |.9505 |.9515 |.9525 |.9535 |.9545
1.7 .9554 |.9564 |.9573 |.9582 |.9591 |.9599 |.9608 |.9616 |.9625 |.9633
1.8 .9641 |.9649 19656 |.9664 |.9671 |.9678 |.9686 |.9693 |.9699 |.9706
1.9 9713 9719 |.9726 |.9732 [9738 |.9744 |9750 |.9756 |.9761 |.9767
2.0 .9772 |.9778 |.9783 |.9788 |.9793 |.9798 |.9803 |.9808 |.9812 |.9817
2.1 |.9821 |.9826 |.9830 |.9834 |.9838 |.9842 |.9846 |.9850 |.9854 |.9857
2.2 1.9861 |.9864 |.9868 |.9871 |.9875 |.9878 |.9881 |.9884 |.9887 |.9890
2.3 1.9893 [.9896 |.9898 |.9901 |.9904 [.9906 [.9909 |.9911 |.9913 |.9916
2.4 19918 |.9920 |.9922 |.9925 |.9927 |.9929 [.9931 |.9932 |.9934 |.9936
2.5 19938 [.9940 1.9941 [.9943 |.9945 |.9946 |.9948 |.9949 |.9951 |.9952
2.6 |.9953 [.9955 [.9956 |.9957 [.9959 |.9960 |.9961 |.9962 |.9963 |.9964
2.7 1.9965 |.9966 |.9967 |.9968 [.9969 |.9970 [.9971 |.9972 |.9973 |.9974
2.8 .9974 |.9975 19976 [.9977 |.9977 |.9978 |.9979 |.9979 |.9980 |.9981
2.9 |.9981 [.9982 [.9982 |.9983 [.9984 |.9984 |.9985 |.9985 |.9986 |.9986
3.0 .9987 [.9987 [.9987 |.9988 |.9988 [.9989 [.9989 [.9989 [.9990 |.9990
3.1 .9990 [.9991 |.9991 |.9991 |.9992 |.9992 [.9992 |.9992 1.9993 |.9993
3.2 19993 19993 1.9994 [.9994 |.9994 |.9994 [.9994 |.9995 |.9995 |.9995
3.3 1.9995 19995 1.9995 [.9996 |.9996 [.9996 [.9996 |.9996 |.9996 |.9997
3.4 1.9997 .9997 |.9997 |.9997 |.9997 |.9997 |.9997 |.9997 |.9997 |.9998

Ll Gla|nk|Liv =~

Kuva 7.2. Normitetun normaalijakauman kertyméfunktion arvoja
O (x). Esimerkissd 7.6 tarvittavat kertyméfunktion arvot 16ytyvéat tau-
lukon keltaisista ruuduista.
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- Nyt voimmekin selvittds, kuinka suuri osa saaren miehistd on 163 — 178 senttimetria
pitkid, William sanoo.

ESIMERKKI 7.6. Saarella asuvien téysi-ikdisten miesten pituus noudattaa normaa-
lijakaumaa odotusarvolla ;= 173 cm ja keskihajonnalla o = 5 cm. Milla todennékoi-
syydelld satunnaisesti valitun miehen pituus on valilla 163 — 178 cm?

Normitetaan satunnaismuuttujan arvot X; = 163 cm ja Xy = 178 cm:

X, — 163 — 173
o )
Xy — 178 — 173
Z2 — 2 'u — — 1
o 5)

Nyt haluttu todennédkdoisyys on

P(163 < X < 178) = P(X < 178) — P(X < 163)
A

(

(Z < Zy) — P(Z < Zy)
(1) = &(=2)

(1) = (1 = 2(2))

, 8413 — (1 —0,9772)

= 0, 8185.

- Voimme siis péaatelld, etta 81,85% saaren téysi-ikiisistd miehistd on 163 — 178 sentti-
metrié pitkid. Arviolta néaistd 41 jiljelld olevasta miehesté on siis 0,8185 - 41 ~ 34 sopivan
pituisia, mikali voidaan olettaa, ettd silmien véri, hiusten pituus, painoindeksi ja dlykkyys
eivit vaikuta pituuteen.

- Oho. 32 miesté olikin siis varsin todennikdistd, Erik yllattyy. - Tai itseasiassa toden-
nakoisempad olisi ollut vield pari miesta lisdd. Vield tulisi selvittdd, ketkd ndistd pitavat
lapsista.

7.3. * Geometrinen jakauma

Kun halutaan tietdd, milld todennékoisyydelld koetta on toistettava k kertaa en-
nen kuin haluttu tapahtuma A tapahtuu, kdytetdin geometrista jakaumaa.

Nimestdéan huolimatta geometrinen jakauma ei liity mitenkdén luvussa 4.1 esitel-
tyyn geometrisen todennékoisyyden késitteeseen.

MAARITELMA 7.7. Satunnaismuuttuja X on geometrisesti jakautunut paramet-
rina p eli X ~ Geom(p), kun sen arvojoukko on {0,1,2,...} ja

P(X = k) = pq",
missa ¢ = 1 — p.

ESIMERKKI 7.8. Olkoon tapahtuma A nopanheiton tapahtuma “heitetddn kuu-
tonen”, jolloin sen todennékéisyys on P(A) = p = 1. Olkoon satunnaismuuttuja
X = "heittojen lukumééra ennen tapahtuman A onnistumista”.

Lasketaan todennékdisyys sille, ettéd vasta neljannelld heitolla saadaan kuutonen:

1.,5
)(=

P(X =3) =pq* —(6 6

)* = 0,096450617 .
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Arvojen X € {0,1,...,9} todennikoisyydet on esitetty kuvassa 7.3. Lisdksi on hyva
huomata, ettéd todennékoisyydet ovat positiivisia kaikille arvoille X € N, esimerkiksi
P(X =30) = 0,00421272023.... ..

k 0 1 2 3 - 5 6 T 8 9

P(X=k) = pg*| 0,167 | 0,139 | 0,116 | 0,096 | 0,080 | 0,067 | 0,056 | 0,047 | 0,039 | 0,032

Kuva 7.3

LAUSE 7.9. Kun satunnaismuuttuja X noudattaa geometrista jakaumaa el
X ~ Geom(p), sen odotusarvo on

ja keskihajonta

TobisTUs. Maaritelméan 6.1 avulla saadaan, ettd geometrisesti jakautuneen sa-
tunnaismuuttujan odotusarvo on

E(X)=Y p(l—=pf-k=p> k(1-p)
k=1 k=1

Merkitéén S, = >, k(1 — p)*¥, jolloin E(X) = lim,_,00 S,
pSp = Sp — (1 —p)Sn
=(1-p)+2(1—p)*+3(1 —pP*+...+n(l—p)"
~(1=-p?=201-p°=301~-p)"—...—n(1-p)")
=(1-p+1=p*+1=p°+.. . +(1=p)" —n1-p"

n

=) (1=p)f=n1-p"

Nyt B(X) = lim, 00 > py (1 = p)*¥ — lim,, oo n(1 — p)" ™. Thssd

lim Y (1-p)f=> (1-p'=-1-p°+) (1-pf
k=1 k=1 k=0
1 1 1-—p
S U (P e
1—(1-p) P p

geometrisen sarjan summan kaavan avulla? ja

222020 ak = fla, jos |a| < 1.
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. ol oon o k=1
lim (1 —p)"™ = lim (1 —p)- D m (1—p)-*
_ 1
= lim

koo —(1 —p)~F - In(1 — p)

missé toiseksi viimeiseen yhtisuuruuteen on kiytetty 1’Hospitalin saénto&.® Nain ollen
E(X) = L=
p

Keskihajonnan todistus sivuutetaan. O

ESIMERKKI 7.10. Odotusarvo E(X) esimerkin 7.8 mukaiseen tilanteeseen on

ja keskihajonta

1-1
D(X) = 6 — /30 = 5,47722557... ~ 5,5.
(5)?

Jos siis toistettaisiin koetta "kuinka monesti pitdé heittdd noppaa ennen kuin saadaan
kuutonen” darettomén monta kertaa, kokeiden keskiarvo olisi 5.

021{P
®
0.15
.

0.1

0.05 [
O + + + + + I T T X
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

KuvaA 7.4. Esimerkin 7.8 mukaisen satunnaismuuttujan tiheysfunktio
vilille [0, 9].

3L’Hospitalin siénto: Jos limy_ o f(2) = lim,_,e0 g(z) = 00 ja jos on olemassa b siten, ettii
g'(x) # 0 kaikilla = €]b, oo, niin

lim
Tr—r 00

7)) ame g'(z)

f@) L f @)
)

Funktio g(k) = (1—p)~* on saatu derivoitua huomaamalla, ett# (1—p) =% = en(1-p) 7" = o=k In(1-p)
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7.4. * Hypergeometrinen jakauma

- Seuraava tehtdva on etsid tddltd havaintoaineistosta 1374 miehen joukosta néiden jil-
jelle jadneiden 32 miehen vastaukset, William ilmoittaa.

- No niin, se onkin helppoa, Erik vastaa.

- Helppoa, mutta hidasta. Se tieto tailtd 16ytyy, ettd néistd 1374 miehestd 1016 pitda
lapsista.

- Pystyyko sen tiedon perusteella arvioimaan, kuinka moni néistd 32 miehestd pitda
lapsista?

- Se voidaan ainakin laskea, milld todennikoéisyydelld heistd pitdd vaikka 20 miesta.

- Laske sind sitd vaan silld aikaa, kun mind etsin t#dltd havaintoaineistosta todellisen
lukeman, Erik ehdottaa.

ESIMERKKI 7.11. Tiedetdén, ettd 1374 miehestd 1016 pitéd lapsista. Milla toden-
nakoisyydelld 1374 miehen joukosta valituista 32 miehesta 20 pitaa lapsista?
Merkitaan kysyttyéd tapahtumaa Asg.

Ajatellaan, ettd miehelld on vain yksi ominaisuus: "pitdéd lapsista” tai "ei pidé
lapsista”. Tétd ominaisuutta ajatellen michet valitaan satunnaisesti perusjoukosta,
silld lapsista pitdminen ei riipu mitenkédin aiemmista ominaisuuksista (silmien véri,
hiusten pituus ja niin edelleen), vaikka todellisuudessa aiemmat ominaisuudet vaikut-
tivatkin 32 miehen otoksen valintaan.

32
Halutaan selvittdéd todennékoisyys sille tilanteelle, ettd 32 miehestd 20 pitda lap-
sista. Nama 20 lapsista pitdvad miestd voidaan valita kaikkien lapsista pitdvien mies-

1374 miehen joukosta voidaan poimia 32 miesté ( 1374 ) eri tavalla.

ten joukosta gé eri tavalla ja loput 12 miesta, jotka eivét pida lapsista, voidaan
. 1374 — 1016 .
valita ( 29 _ 90 > eri tavalla.

1016 ) < 1374 — 1016

Suotuisien tapahtumien lukumé&iréd on siis < 20 39 — 20 ), joten ta-

pahtuman A,y todennékoisyys on

1016 1374 — 1016
20 32 —20

1374
32
- Sain todennikoisyydeksi noin 5%, William toteaa laskujensa jilkeen. - Se on melko
iso todennékoisyys kun otetaan huomioon, etti talld todennikdisyydelld lapsista pitdvia on
tasmaélleen 20 eikd vahintadn 20.
- Niin joo. Totta. Sain tulokseksi 23 lapsista pitdvad miestd! Enda pitda toivoa, ettd joku
heisté tulee hyvin juttuun Melinan kanssa.
- Mahtavaa! Koska #skeisen laskelmani periaatteella kiyttdytyvit satunnaismuuttujat

ovat hypergeometrisesti jakautuneita, voimme maérittad odotusarvon sille, kuinka moni 32
miehestd pitaa lapsista.

P(Ay) = ( ) =0,052229414 . . .
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- Mutta mehén tieddmme jo todellisen tilanteen, Erik ihmettelee. - Mitéd hy6tyé siitd on?
- Than vaan mielenkiinnosta haluan selvittdd, kuinka kaukana todellinen tilanne on odo-
tusarvosta, William naureskelee.

Tiedetéddn, ettd perusjoukossa on N alkiota ja niistd K:lla on haluttu ominai-
suus. Kun halutaan tietdd, milla todennakoisyydelld perusjoukosta satunnaisesti va-
litun osajoukon n alkiosta k:lla on haluttu ominaisuus, kdytetddn hypergeometrista
jakaumaa.

MAARITELMA 7.12. Satunnaismuuttuja X on hypergeometrisesti jakautunut pa-
rametrein N, K ja n eli X ~ Hyperg(N, K, n), kun sen arvojoukko on {0,1,2,...,n}

;
g i) )

()

LAUSE 7.13. Kun satunnaismuuttuja X noudattaa hypergeometrista jakaumaa el
X ~ Hyperg(N, K,n), sen odotusarvo on

kun £ =0,1,2,...,n.

ja keskihajonta

N N (N—-1)
TobisTus. Sivuutetaan. 0
ESIMERKKI 7.14. Odotusarvo esimerkin 7.11 tilanteelle, jossa N = 1374,
K =1016 jan =32, on
1016
E(X)=232- (E7h 23,6622998 ... ~ 24.

- Odotusarvo ja todellinen lukema ovat kylld uskomattoman ldhelld toisiaan! William
huutaa innostuneena, mutta Erik ei kuule. Han suunnittelee jo suurta kosintapaivié, jossa
23 prinsessa Melinan toiveiden mukaista miestad voivat vuorollaan yrittdd tehdd vaikutuksen
Melinaan.

7.5. Binomijakauma

Seuraavana péivana kuningas ottaa asian ensimmaiisti kertaa puheeksi Melinan kanssa.

- Ai mité te olette tehneet? Melina huutaa Erikille tdmé&n kerrottua Williamin kanssa te-
kemistadn tutkimuksista. - Ja mikd ihmeen kosintapdivid? En mé voi pdattaa pienen kosinta-
puheen perusteella kenen kanssa haluan viettdd loppueldméni. Olette sitéd paitsi unohtaneet,
ettd hanen tulee olla my6s mukava, huomaavainen ja kohtelias. Ja ndmaikian ominaisuudet
eivét riitd, jos en tule hinen kanssaan toimeen.

- Tapaisit edes heidit, Erik pyytédéd. - Olemme tehneet kovan tyon ajatellen vain sinun
parastasi. Sinun puolestasi emme kuitenkaan voi arvioida heiddn luonteenlaatuaan.
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- Hyvi on, isd. Onpahan tekemistd ensi viikolle. Jos saan tavata kutakin heistd tunnin
ajan, saan selville keiden kanssa tulen toimeen ja keiden kanssa en.

Mythemmin samana paivanéd Erik kutsuu Williamin luokseen kahville ja kertoo Melinan
reaktioista.

- Mité jos olemmekin tehneet aivan turhaa tyota eikd kukaan heistd miellytd hinta? Erik
huokaisee. - Melina on niin tarkka niissé asioissa.

- No kai nyt joku sentddn on sopiva, William vastaa ja alkaa pohtia mahdollisia toden-
nakoisyyksia sille, kuinka monella miehelld on Melinalle sopiva luonteenlaatu.

ESIMERKKI 7.15. Oletetaan, ettd todennakoisyydelld p = 3% satunnaisesti valit-
tu mies on mukava, huomaavainen, kohtelias ja Melina tulee hyvin hénen kanssaan
toimeen. Melina tapaa 23 miestd. Milld todennékoisyydelld & henkil6llda on Melinalle
sopiva luonteenlaatu?

Voidaan ajatella, ettd kyseessd on koe, jonka onnistumistodennékoisyys on
p = 3% ja jota toistetaan 23 kertaa. Halutaan selvittaid, milld todennakoisyydelld
onnistutaan k kertaa.

Yksittiisen suotuisan sarjan todennikéisyys on pf(1 — p)"~* (k onnistumista ja

n — k epdonnistumista) ja erilaisia suotuisia sarjoja on Z
Kysytty todennikoisyys on siis P(X = k) = 2]5) (0,03)%(0,97)%3~*. Todenné-

koisyydet eri arvoille k£ on lueteltu kuvan 7.5 taulukossa.

k 0 1 2 3 4 5

P(%) |49,6306 | 35,3043 | 12,0107 | 2,6003 | 0,4021 | 0,0005

Kuva 7.5. Sopiva luonteenlaatu.

- No joo. Ei kannata tosiaan toivoa liikoja, William toteaa kuninkaalle. Jos oletetaan, etté
3% todennakoisyydella satunnaisesti valitulla miehelld on Melinalle sopiva luonteenlaatu,
niin noin 49, 6% todennékdsisyydelld yhdelldkdin 23 miehesta ei ole sopivaa luonteenlaatua.
Toisaalta tamé tarkoittaa myos sité, etta hieman yli 50% todennakoisyydelld ainakin yhdella
miehelld 23 miehestd on sopiva luonteenlaatu.

- Pitihén se arvata. Pian Melina muuttaa tdélta pois, ja mitd me Esmen kanssa sitten
teemme? Erik pohtii masentuneena.

- Al4 vield meneté toivoasi. Tuo 3% todennikdisyys on vain arvio. Todellisuudessa se
vol olla suurempikin. Lasken kuitenkin vield odotusarvon.

Kun halutaan tietda, milld todennékoisyydelld saadaan k& onnistumista, kun koet-
ta, jonka onnistumistodennakdisyys on p, toistetaan n kertaa, kdytetddn binomija-
kautunutta satunnaismuuttujaa.
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MAARITELMA 7.16. Satunnaismuuttuja X on binomijakautunut parametrein n ja
p eli X ~ Bin(n,p), jos sen arvojoukko on {0,1,2,3,...,n} ja

P(X =k) = (Z,) P "
missé p on onnistumisen todennékoisyys ja ¢ = 1—p epdonnistumisen todennakdisyys.

Todennékoisyytta kutsutaan binomitodennékoisyydeksi.

LAUSE 7.17. Kun satunnaismuuttuja X noudattaa binomijakaumaa parametrein
n ja p, sen odotusarvo ja keskihajonta ovat

E(X) =np ja D(X) = \/npq.
TobISTUS. Odotusarvoksi saadaan

:ZkP(X:k):Zk(Z)pk(l—p)”_k
—Z e F1—p*

" !
n: k k

B NSy LA

n—l _ e
—npz k)!pk H(1—p)*

= np.
Viimeinen yhtésuuruus saadaan siitd, ettd summassa
n n—1
(n—1)! k—1 —k (n—1)! k—1 —1—k
1—p)" "= 1 —p)"
2 G- Din—g? 1P Win—1—g? 1P
k=1 k=0
n—1

I
(]

( " v ! > P —p)tF

lasketaan yhteen kaikki binomijakauman Bin(n — 1, p) pistetodennékoisyydet.
Keskihajonnan todistus sivuutetaan. O

0

I
—

ESIMERKKI 7.18. Odotusarvo p esimerkin 7.15 mukaiselle tilanteelle, jossa
p=0,03 jan =23, on
1w=0,03-23 =0,69.

- Odotusarvo on 0,69. Ei siis ole lainkaan mahdotonta, ettd yksi sopiva mies sieltd 16ytyy!
Nyt minun on kuitenkin ldhdettdva kotiin, silld lupasin hoitaa siskoni lapsia tédnéd iltana,
William ilmoittaa.

- Suuret kiitokset kaikesta! Olen yhteydessd sinuun viimeistdsn sitten, kun prinsessa on
tavannut miehet, Erik lupaa.
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7.6. * Poisson-jakauma

Viikon kuluttua Williamin ja Erikin tapaamisesta Erik 1dhettdd Williamille tiedon siité,
ettd peréti kolme miestd olivat Melinan mielestd varteenotettavia vaihtoehtoja, ja ettd seu-
raava paiva olisi suuri kosintapéivi. Miehet saapuisivat kosimaan Melinaa kukin vuorollaan
ja Melina ilmoittaisi ratkaisunsa illalla kello kuuteen mennesséd. Ylldttden William tajuaa
harmistuvansa uutisesta, silld kuninkaanlinnassa vieraillessaan hén oli huomaamattaan kiin-
tynyt Melinaan.

Suuren kosintapdivin aamuna William herié koputukseen.

- Aiti sairastui yolld, Williamin siskontytir kertoo Williamin avattua oven. - Voisitko
pitdé kauppaa téndin auki hinen puolestaan?

- Onnistuuhan se, William lupaa.

Kaupassa Williamin mielessa pyorii vain Melina ja h&nen kosijansa. Kellon 1dhestyessa
viittd William on aivan hermostunut. Han alkaa pohtia, milld todennékoisyydelld kaupassa
ei kiy viiden ja kuuden vililla endd yhtdin asiakasta.

Kun tiedetaén odotusarvo A (lambda) sille, kuinka monta tapahtumaa sattuu tie-
tylld aikavililla ja halutaan tietdd, milld todennédkoisyydelld talld aikavililla sattuu k
tapahtumaa, kédytetdén Poisson-jakaumaa.

MAARITELMA 7.19. Satunnaismuuttuja X on Poisson-jakautunut parametrina \
eli X ~ Poisson()), kun sen arvojoukko on {0,1,2,...} ja

)\k

P X =k =e i

LAUSE 7.20. Kun satunnaismuuttuja X noudattaa Poisson-jakaumaa el
X ~ Poisson()\), sen odotusarvo on

ja keskihajonta

TODISTUS. Sivuutetaan. O

ESIMERKKI 7.21. Kaupassa kéy viimeisen tunnin aikana odotusarvoltaan 8 asia-
kasta. Milla todennékdoisyydelld viimeisen tunnin aikana kaupassa ei kdy yhtédan asia-
kasta?

Kysytty todennikéisyys on méaritelmén 7.19 mukaan

0

8
P(X=0)=¢". o = 0,0003354626 ...
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- Surkeaa, William toteaa itsekseen. - Kauppa suljetaan! Ei endd uusia asiakkaita! Wil-
liam alkaa huutaa. Viimeisistd asiakkaista selvittyddn hin lihtee juoksemaan kohti kunin-
kaanlinnaa. Vdhén ennen kuutta hén saapuu perille.

- Melinaaa! William huutaa pidstydén sisille. Kuningas Erikin suu loksahtaa auki hinen
saapuessaan huoneeseen.

- Mitéd sind taalld teet? Erik ihmettelee.

- Missd Melina on?

- Han on keskittynyt paitoksentekoon tulevan miehensi osalta. Miksi haluat tavata
hénet?

- Minulla on hinelle tirkedd asiaa.

- Ei se voi olla niin térkedd. Hanen on nyt tehtiva paatoksensa.

- Missd hén on? En ota mitdin palkkaa vastaan néisté palveluksistani, jos viet minut
hénen luoksensa. En vaivaa hanti kuin hetken.

- No hyvé on sitten. Mikéli se vain sopii hénelle.

Erik koputtaa Melinan huoneen oveen ja sanoo: - Williamilla on kuulemma téarkedé asiaa
sinulle. Otatko hinet vastaan?

- William? Melina ihmettelee. - Hyvi on.

William astuu huoneeseen ja sulkee oven perdssiaén.

- Rakas Melina. Teit minuun vaikutuksen, kun ensi kertaa kohtasimme. Kuitenkin vasta
eilen tajusin, kuinka térkedksi olet minulle todella tullut. Jarkytyin kuullessani, ettd tandan
sinut voi saada joku mies. Mies, joka en olekaan miné. Epdonnekseni minun on todettava,
ettd minulla on vain noin 70% mieheltd toivomistasi ominaisuuksista. Haluaisin kuitenkin
osoittaa sinulle paivittain 100-prosenttista rakkautta.

William astelee ldhemmés ja polvistuu Melinan eteen.

- Melina, tuletko vaimokseni?

- Melina! Erik huutaa oven takaa ennen kuin Melina ehtii vastata. - Kello on kuusi ja
kansa odottaa ulkona ratkaisuasi.

Melina hymyilee varovaisesti Williamille ja astuu sitten parvekkeelleen.

- Ténddn olen luvannut ilmoittaa teille tulevan mieheni, Melina aloittaa puheensa.
- Vihdoin olen ymmaéirtinyt sen, ettd ulkonaista olemusta tirkedmpédi on se, mitd ihmi-
sen sisélld on. Tuleva puolisoni on matemaatikko William.

William ei ole uskoa korviaan. My6s Erik ja Esme ovat hdmméstyksestd suunniltaan.
Melina saapuu parvekkeelta Williamin luokse ja tarttuu hinen kiddestdin kiinni. Yhdessa
he astuvat parvekkeelle ja suutelevat toisiaan kansan hurratessa.

Hiiden jilkeen he elivit elaménsd loppuun asti.
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LUKU 8
Ongelmia

My6hemmin matematiikan uudet suuret lupaukset, muiden muassa matemaatikko Wil-
liamin ja prinsessa Melinan jilkeldinen, matemaatikko Lennart, alkoivat 16yt&dd ongelmia
laskiessaan todenn#koisyyksia tietyille tapahtumille — tai pikemminkin laskiessaan tapah-
tumien geometrisia mittoja.

8.1. Banachin-Tarskin paradoksi

Avaruudessa R? yksikkopallo B = {(xy, 73, 23) € R® | \/2? + 23 + 22 < 1} voi-
daan jakaa viiteen osajoukkoon ja siirtojen ja kiertojen avulla koota uudestaan niin,
ettd saadaan kaksi yksikkopalloa. Téastéd voidaan péadtelld, ettéd ainakin yhden yksik-
képallon B osajoukon "tilavuus” muuttuu.

Geometrinen todennikoisyys sille, ettd yksikkopallosta satunnaisesti valittu piste
kuuluu osajoukkoon A C B, lasketaan osajoukon A ja yksikkopallon B tilavuuksien
suhteena. Koska ainakin toinen "tilavuuksista” muuttuu, geometrista mittaa, ja siten
myoskaan todenndkoisyytté, ei voida madrittad yksikésitteisesti joukolle A.

e

e L |
Kuva 8.1. Yhdestd yksikkopallosta saadaan kaksi yksikkopalloa.

Voisiko vastaavaa kokeilla kultapalloihin?

Kultaa!

Lisaa!
—> ’ ooo

Kuva 8.2. Helppo tapa rikastua?

71
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Samainen avaruuden R3 yksikkopallo B voidaan itseasiassa jakaa osajoukkoihin
ja koota uudestaan niin, ettd kootun pallon sédde onkin tuhatkertainen alkuperéiseen
palloon verrattuna.’

8.2. Vitali-joukot

Muodostetaan vélin [0, 1] osajoukko, jossa on yksi rationaaliluku ja kaikki sellai-
set irrationaaliluvut, ettd minkéédn kahden luvun erotus ei ole rationaaliluku. Kutsu-
taan téatd joukkoa Vitali-joukoksi. Kaikille Vitali-joukon V' alkioille u ja v pétee siis
v—u € R\ Q, kun u # v. Muodostetaan lisdd Vitali-joukkoja siirtden alkuperiisté
Vitali-joukkoa rationaaliluvuilla numeroituvan monta kertaa niin, ettd niiden yhdiste
peittdd vilin [0, 1].

Yritetddn nyt laskea Vitali-joukolle geometrinen mitta aivan kuten janalle voidaan
laskea pituus. Oletetaan siis, ettd tdméa mitta p vastaa geometrista havaintoa eli vélin
mitta on sen pituus. Lisdksi oletetaan, ettd mitta toteuttaa seuraavat luonnolliset
ominaisuudet: joukon mitta ei muutu, kun joukkoa siirretdén (siirtoinvarianttius) ja
jos A C B, niin joukon B mitta on suurempi tai yhtd suuri kuin joukon A mitta
(monotonisuus).

Vililla [—1, 1] on numeroituva méérd rationaalilukuja qq, go, . . ., joten myos siir-
rettyji joukkoja Vi = V+q ={v+q | v € Vg, € [-1,1]}, missd k = 1,2,.. .,
on numeroituva madra ja ndmé joukot ovat pistevieraita eli Vi, N'V; = 0, kun k # j.
Lisiksi [0,1] € Upe; Vi C [—1,2]. Téstd seuraa, ettd jos joukolle V) on mééritelty
mitta p(V), loogisesti sille tulee pated 1 < > 77, (Vi) < 3, silld p([0,1]) =1-0=1
jo ([ =1,2)) =2 — (~1) = 3

Koska V}, on joukon V siirto, niin luonnollisesti 1(Vy) = (V') eli niiden mitat ovat
yhtd suuret. Néin ollen 1 < Y772 pu(V) < 3. Tdmé on kuitenkin mahdotonta, silld
jos (V') =0, niin >~ u(V) = 0. Jos taas (V') on positiivinen luku, Y-, p(V') on
ddreton. Summa ei siis voi mitenkéén olla valilla [1, 3].

IBanachin-Tarskin paradoksin todistus perustuu valinta-aksioomaan.

VALINTA-AKSIOOMA 8.1. Jokaiselle epétyhjélle kokoelmalle F epétyhjid joukkoja Ay voidaan
muodostaa joukko, joka siséltdi tdsmiilleen yhden alkion jokaisesta joukosta Ay € F.

Todistuksen lapikdyminen ei kuitenkaan ole oleellista tdméan tutkielman kannalta. Lisétietoa
Banachin-Tarskin paradoksista 16ytyy muun muassa teoksesta [13].



LUKU 9

Lebesguen mitta

Edellisessa luvussa kohdattiin todennékoisyyden ongelmia, jotka liittyivét mittoi-
hin: erdén joukon "tilavuus” kaksinkertaistui sen osajoukkojen siirtojen ja kiertojen
jalkeen, ja reaaliakselilta 16ytyi osajoukko V' C [0, 1], jolle ei voida maarittdd mittaa
yksikésitteisesti. Jos mittaa ei voida madrittdd yksikésitteisesti, ei voida méaarittaa
vastaavaa geometrista todennikdoisyyttakadn. Johtuvatko ongelmat mitoista vai jou-
koista? Kuinka voitaisiin méaérittaéd yksikésitteisesti koko eli mitta tietylle joukolle?

Integraaliteoriaa kehittdessdin matemaatikko Lennart tuli keksineeksi ratkaisun néihin
kysymyksiin.!

9.1. Geometrinen mitta

Millainen mitan siis tulisi olla, jotta siitd puhuminen olisi mielekésta ja jotta se
ei olisi ristiriidassa arjen havaintojen kanssa? Geometrista havaintoa vastaava janan
pituus eli mitta avaruudessa R on kyseisen vélin [a,b], [a,b], |a,b] tai ]a, b, missé
a < b, paitepisteiden erotus b — a. Suorakulmion pinta-ala eli mitta avaruudessa R?
saadaan kertomalla suorakulmion sivujen pituudet kesken&én. Vastaavasti suorakul-
maisen sirmion tilavuus eli mitta avaruudessa R? saadaan kertomalla suorakulmaisen
sdrmion sivujen pituudet kesken#dén. Vilin késite ja sen geometrinen mitta voidaan
yleistaéd avaruuteen R™ seuraavan méaéritelméan mukaisesti.

MAARITELMA 9.1. Avaruuden R” véli I C R™ on n:n reaalilukuvéilin I, C R,
missd k = 1,2,...,n, karteesinen tulo
I=0L xIhx- - xI,={x=(x1,29,...,2,) € R" | 2, € I} kaikilla k = 1,2,... ,n}.
Viélin I C R™ geometrinen mitta g(I) on

g(I) = (b1 — a1)(ba — ag) - - - H (b — ax),

kun vélin [, pédatepisteet ovat ay ja by ja véli I on suljettu, avoin tai puoliavoin.

Tyhjén joukon geometrinen mitta g()) = 0. Surkastuneen vélin (ainakin yhdelle
k pétee I = {ax}) geometrinen mitta on myos 0 ja rajoittamattoman vélin (ainakin
yhdelle k pitee a; = —oo tai by = 00) geometrinen mitta on déreton.

Enta miten saadaan laskettua monimutkaisempien kuvioiden mittoja? Esimerkiksi
kolmion pinta-ala saadaan johdettua suorakulmion pinta-alasta taydentamalld kolmio
suorakulmioksi kuvan 9.2 mukaisesti ja huomaamalla, ettd kolmion pinta-ala on puolet
tdméan suorakulmion pinta-alasta.

ITodellisuudessa niin teki ranskalainen matemaatikko Henri Lebesgue, joka eli 1875-1941.
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| a l!l) a1 b1

Kuva 9.1. Avaruuden R vilin geometrinen mitta eli pituus on b — a
ja avaruuden R? viilin geometrinen mitta on (by — ay)(by — as).

Kuva 9.2. Kolmio on tdydennetty suorakulmioksi. Vihreén ja sinisen
alueen pinta-alat ovat yhtéd suuret samoin kuin violetin ja oranssin alu-
een. Tamé seuraa kuvassa olevista suorista kulmista, silla lavistajalla
halkaistun suorakulmion molemmat puolet ovat yhta suuret.

Kolmion pinta-ala lasketaan siis kertomalla kolmion kannan pituus korkeudella ja
jakamalla tdméa luvulla 2. Luonnollinen vaatimus mitalle on, ettei tulos saa riippua
siitéd, miten se lasketaan. Kolmion pinta-alan tulee siis olla sama, valittiin kolmion
kannaksi miké tahansa kolmion kolmesta sivusta.

Minké& tahansa nelikulmion pinta-ala puolestaan tulisi saada laskettua jakamal-
la nelikulmio kahdeksi kolmioksi ja laskemalla yhteen néiden kolmioiden pinta-alat.
Vastaavasti myos monimutkaisempien monikulmioiden pinta-ala tulisi saada laskettua
jakamalla monikulmio kolmioiksi ja laskemalla yhteen néiden kolmioiden pinta-alat.
Haluamme siis, ettd kuvion pinta-ala on summa niiden pistevieraiden (tai melkein
pistevieraiden) joukkojen pinta-aloista, joihin kuvio on jaettu. Melkein pistevierail-
la joukoilla tarkoitetaan tésséd joukkoja, joilla on joitakin yhteisié pisteitd, vaikkapa
yhteinen reuna, mutta yhteisten pisteiden muodostama joukko on nollamittainen.?
Esimerkiksi vilit [0, 1] ja [1, 2] ovat melkein pistevieraita.

hy k>

l-‘
o
. .
o
.
.

k1 K

Kuva 9.3. Kolmion pinta-ala A = kl;“ = k22h2 = %

2Joukko A on nollamittainen, jos se voidaan peittéi avoimilla viileilld I, missd k = 1,2,...,
siten, ettd vélien I geometristen mittojen summa on pienempi kuin miké tahansa ennalta valittu
e>0.
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KuvA 9.4. Monikulmioiden pinta-ala on yhta suuri kuin niiden kol-
mioiden pinta-alojen summa, joihin se on jaettu.

Ympyran ja muiden pyoreitd muotoja omaavien kuvioiden pinta-alan laskeminen
onkin vaikeampi tehtavia. Myos ndmaé kuviot voidaan tayttaa kolmioilla ja laskea néi-
den kolmioiden summa. Kolmioita tarvitaan kuitenkin &arettéméan monta, jotta koko
kuvio saadaan niilld tiytettys.>

Edella on huomattu, ettd geometrista havaintoa vastaavan mitan tulisi olla addi-
titvinen eli numeroituvan (tarvittaessa numeroituvasti darettomén) monen pistevie-
raan joukon Ay yhdisteen J;_, Ay, missé n voi olla oo, mitan tulisi olla joukkojen Ay
mittojen summa. Joukot Ay ovat pistevieraita, jos Ay N A; = 0, kun k # j. Liséksi
toivottavaa olisi, ettd mitta voitaisiin méarittaé kaikille joukoille ja ettéd joukon mitta
pysyy samana siirroissa ja kierroissa.

TOIVEET MITALLE 9.2. Jotta mitoista puhuminen olisi mielekésté, mitan p tulisi:

(1) vastata geometrista havaintoa (avaruuden R vélin mitta on sen pituus jne.)
sekd sdilyé siirroissa ja kierroissa,
(2) olla additiivinen: numeroituvan monelle pistevieraalle joukolle Ay

plJ A =D u(Ar)  ja
k=1 k=1
(3) olla mééritelty kaikille joukoille saaden arvoja vililld [0, oo] ja u(@) = 0.

Seuraavaksi yritetddn konstruoida téllainen mitta geometrisen mitan avulla.

9.2. Lebesguen ulkomitta

Geometrista mittaa (mééritelmé 9.1) voidaan kdyttad avaruuden R™ vilin mit-
taamiseen. Jotta voitaisiin mitata myo6s monimutkaisempia joukkoja, jotka eivat ole
viilejéi, konstruoidaan aluksi ulkomitta? ja kutsutaan sitd Lebesguen ulkomitaksi. Sen
tarkoituksena on antaa arvio joukon mitalle avoimien vélien pituuksien summan avul-
la, jolloin toive mitan additiivisuudesta ei valttdméatta toteudu.

3Pinta-alojen laskemiseen kehitetyt menetelmiit ovat olleet lihtékohtana mittateorialle.
4Nimitys ulkomitta johtuu siité, etté konstruointimme tuote ei vilttamiitti ole mitta.
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MAARITELMA 9.3. Lebesguen ulkomitta m* euklidisessa avaruudessa R" joukolle
A CR"on

m*(A) = inf{z g(I) | Iy C R™ avoin vali tai tyhja joukko, A C U I},
k=1 k=1

missi g([;) on vélin I geometrinen mitta.

Aiemmin péateltiin, ettd ympyrdn pinta-ala voidaan laskea tayttdmalld ympy-
rd darettoméan monella kolmiolla ja laskemalla niiden pinta-alat yhteen. Lebesguen
ulkomitan méédritelméssi kidytetddn vastaavaa ideaa: Peitetéddn joukko A avoimilla
vileilla I, Kayttamalla enemmaén, mutta pienempié véleji, saadaan vihennettya va-
lien paallekkéisyytta ja joukon A ulkopuolelle ulottuvia osia. Ndiden avoimien vélien
geometristen mittojen summasta otetaan suurin alaraja, miké on joukon A Lebes-
guen ulkomitta.

Lebesguen ulkomitta tayttad selvisti mitalle asetetun toiveen 9.2(3): se voidaan
méadrittdd kaikille joukoille, se saa arvoja vililld [0,00] ja m*()) = 0, koska
g(0) = 0. Enté toteutuvatko muut toiveet? Todetaan aluksi, ettd Lebesguen ulko-
mitta on ainakin monotoninen ja subadditiivinen:

LAUSE 9.4. Lebesquen ulkomitta m* on

1) monotoninen: jos A C B C R™, niin m*(A) < m*(B) ja
(1) j ; j
(2) subadditivvinen: jos A; C R™, missi j = 1,2, ..., niin

m (L 4) < 3w (4)

TobisTus. (1) Valitaan avoimet vélit [, C R™ siten, ettd ne peittavit joukon B
eli B C |, I. Samat avoimet vilit peittéviit tdlloin myods joukon A C B, joten

m*(B) = inf{z g(Iy) | Ir € R™ avoin vali tai tyhjé joukko, B C U I} >m*(A).
k=1 k=1
(2) Olkoot A; C R™, missd j = 1,2,.... Mikali m*(A;) = oo jollekin j, epdyhtélon
oikealle puolelle tulee co ja viite pétee.
Voidaan siis olettaa, ettd m*(A;) < oo kaikilla j. Tall6in kaikille € > 0 on olemassa
avoimet vélit I;, siten, ettd A; C (Ui, Lk ja

Zg gk) > A>+2_J

Summataan molemmat puolet yh kaikkien indeksien j ja saadaan

ZZQL<ZW

7=1 k=1
silld 727, o= = 1. Koska

]123

UACUU

j=1k=1
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ja U;’il Ui, Lj» on numeroituva yhdiste, voidaan soveltaa méaéritelméd 9.3 joukolle
Uj=, A4j, jolloin saadaan

SUVETED B STAES At
=1 =1 k=1 =
Koska tdmé on voimassa kaikille € > 0, viite patee. 0

Lebesguen ulkomitta on siis subadditiivinen, mutta entéd additiivinen? Maéritel-
ménséd mukaan joukon A Lebesguen ulkomitta on suurin alaraja joukon A peittédvien
avoimien vélien [, pituuksien summasta, ei minimi. N&in ollen valttamé&tta ei ole
olemassa sellaisia avoimia véleja [y, ettd m*(A) = > 7 g(I)), joten Lebesguen ul-
komitta ei ole additiivinen. Ei anneta asian kuitenkaan vield téssd vaiheessa hairité,
silld seuraavat lauseet osoittavat sen, ettd additiivisuus on halutuista ominaisuuksista
ainoa, jota Lebesguen ulkomitalla ei ole. Todetaan aluksi, ettd Lebesguen ulkomitta
vastaa geometrista havaintoa avaruuden R" véleille . Témén todistamiseen tarvi-
taan kuitenkin seuraavaa apulausetta.

APULAUSE 9.5. Jos vilit I, C R™ ovat melkein pistevieraita ja I = \J;_, Iy, niin
geometrinen mitta g(I) = >, _, g(Ix).
ToDISTUS. Loytyy teoksen [3] sivuilta 12-14 (Lemma 2.5 ja Proposition 2.6). O

LAUSE 9.6. Olkoon I C R™ wéli. Tdlloin m*(I) = g(I).

TobisTus. (la) Olkoon vili I suljettu ja rajoitettu eli I = [ag,bx], missa
ag,br € R, kaikilla £ =1,2,...,n.
Olkoon € > 0. Selvésti jokaiselle If = Jay — €, by + €[, missd k = 1,2, ..., n, pitee
I D Iy, joten I C I¢, missa [° = I] x I5 x ... x I;. Tésté seuraa, etté
m*(I) < g(I°) = [ [ (b — a; + 2).
k=1

Kun ¢ — 0, niin ylldolevan yhtélon oikea puoli lahestyy arvoa [[r—, (b; — a;) = g(I),
joten m*(I) < g(I).

Olkoon sitten I C U°° I;, missd I; on avoin vili avaruudessa R". Koska véli [
on suljettu ja rajoitettu, on Helne—Borehn lauseen nojalla’® olemassa #érellinen mésrs
avoimia vileja I; siten, ettd I C (J;_, I

Apulauseen 9.5 mukaan yhdisteen | J;_; I geometrinen mitta on Y, _, g(I), kun
vilit I, C R™ ovat melkein pistevieraita. Téassé viélit [; eivit kuitenkaan vélttamatta
ole melkein pistevieraita, vaan jotkut vilit voivat menna "péillekkéin”. Mahdolliset
paallekkaisyydet kuitenkin saavat aikaan vain sen, ettd yhtdsuuruuden sijaan pétee:

I) < ZQ(IJ)

SHeinen-Borelin lauseen mukaan jokaisella suljetun ja rajoitetun joukon A C R™ avoimella peit-
teelld on olemassa dérellinen osapeite.
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Selvésti patee myos
m

> a(l) <> (1),
j=1 j=1
ja nyt kun otetaan infimum yli kaikkien téllaisten vélikokoelmien, saadaan

o0 [e.e]
g(I) < inf{> g(I;) | I; C R" avoin vili , T C | J I;} = m*(I),
Jj=1 Jj=1
joten viite on todistettu suljetuille ja rajoitetuille véleille.

(1b) Oletetaan sitten, ettd vali [ = I x I X ... x I, on suljettu, mutta ei rajoitet-
tu. Talloin ainakin yksi komponenttivali on rajoittamaton. Toisin sanottuna ehdosta
r = (r1,%s,...,2,) € I seuraa, ettd ainakin yhdelle k = 1,2, ... n pétee zx, +m € I}
tai xr —m € I kaikilla m € N. Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd ainoastaan
ensimméinen komponenttivili on rajoittamaton (k = 1). Muut tilanteet saadaan vas-
taavanlaisella paattelylla.

Oletetaan siis, ettd kun @ = (1, 29,...,2,) € I, niin 21+ m € I tai zy —m € I
kaikille m € N. Nyt Lebesguen ulkomitan monotonisuuden nojalla

m*(I)=m*(I; x Iy x ... x 1) > m*([x1, 21 + m] X [y X I3 X ... x I,)
tai
m*(I) > m*([t; —m,x1] X [ x I3 X ... X I,).
Vilien [z, 21 +m] X Iy x I3 X ... X I, ja [xy — m,x1] X Iy x I3 x ... x I, jokainen
komponenttivali on rajoitettu, joten aiemmin todistetun nojalla
m*([x1, 21 +m] X [p x I3 X ... x 1)) = g([x1, 21 + m] X [y X I3 X ... X I,)
= (r1+m —x1)(by — az)(bs —az) -+ (b, — an)
=m(by — as)(bs — ag) -+ - (b, — ay,)
tai
m*([z1 —m,x1] X Is X I3 X ... x I,) = m(by — ag)(bs — az) -+ (by — ayn).

Koska tamé patee kaikilla m € N, niin m*(1) > oo eli m*(I) = oco. Mééritelmén 9.1
mukaan rajoittamattoman vélin geometrinen mitta on &ireton, joten m*(1) = g(I)
myos rajoittamattomille suljetuille valeille.

(2) Olkoon vili I avoin eli Iy = lay, bg[, missd ag, by, € R U {—00, 0}, kaikilla
k=1,2,...,n.

Lebesguen ulkomitan médritelméstéd 9.3 seuraa, ettd m*(I) < g(I), silla m*(I) on
infimum summasta Y .-, (1)), missi vilit I, ovat avoimia ja I C |J3o, Ix.

Olkoon a; < d; < b; < b; ja I suljettu joukko, joka muodostuu suljetuista va-
leisté I, = [ag, bx]. Monotonisuuden (lause 9.4(1)) ja suljetuille vileille kohdassa (1)
todistetun perusteella

m* (1) > m*(I) = (by — a1)(by — a2) - - (b — 1)
— (b1 — a1)(ba — ag) - - - (b, — an) = g(I),

kun l;j — bj ja a; — a;. Viite siis pétee avoimille vileille.
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(3) Lause voidaan todistaa myo6s mielivaltaiselle vilille I < R™. Talloin
Int/ C I C I, missé Int] on joukon I sisipisteiden joukko ja I on joukon I sulkeu-
ma.% Nyt geometrisen mitan mééritelméin 9.1, Lebesguen ulkomitan monotonisuuden
ja kohtien (1) ja (2) perusteella

g(I) = g(Intl) = m*(Intl) < m*(I) <m*(I) = g(I) = g(I).

Néin ollen mielivaltaiselle vilille pétee g(I) = m*(I). O
Edellisesta lauseesta seuraa, ettéd jokaiselle yhdesté pisteestd x € R™ koostuvalle

joukolle m*({z}) = 0. Lebesguen ulkomitan subadditiivisuudesta seuraa edelleen, et-

td numeroituvalle joukolle A = {x, xs, ...} pitee m*(A) = 0. Jokainen numeroituva

joukko on siis Lebesguen ulkomitan suhteen nollamittainen. Seuraavat lauseet osoit-

tavat, ettd Lebesguen ulkomitta todellakin séilyy seké siirroissa etta kierroissa.

LAUSE 9.7 (Siirtoinvarianssi). Olkoon S : R™ — R™ siirto, jolloin jollakin a € R™
on voimassa S(x) = x + a katkille x € R™. Tdlloin m*(S(A)) = m*(A) kaikille
ACR™

TobisTus. Avoimen vilin [, C R kuvajoukko S(I) on avoin véli ja sille patee
9(S(Ix)) = g(Lx).

Olkoon A C R™ ja A C U, Iy, missd vilit I, C R" ovat avoimia. Télléin
S(A) € Uz S(x) ja

m*(S(A)) <Y g(SUn) =Y g(I) < m"(A).

Myds kédnteiskuvaus S~1 on siirto, jolle S~'(x) = z — a, joten edellisen péittelyn
avulla saadaan

m*(A) =m"(S7(S(A4))) < m"(S(A4)).

Néin ollen m*(S(A)) = m*(A). O

LAUSE 9.8 (Kiertoinvarianssi). Olkoon K : R™ — R™ kierto, jolloin K(xy) =
jollekin xq ja |K(x) — K(y)| = |v —y| kaikilla z,y € R"™. Talloin m*(K(A)) = m*(A)
kaikille A C R™.

TODISTUS. Sivuutetaan. O

Nyt on siis saatu konstruoitua Lebesguen ulkomitta, joka toteuttaa muut mitalle
asetetut toiveet 9.2 paitsi additiivisuuden. Miten additiivisuus saataisiin voimaan?

Vitali-joukot osoittivat, ettd avaruudesta R 16ytyy osajoukko, jolle ei voida méaé-
rittdd pituutta yksikasitteisesti. Banachin-Tarskin paradoksi puolestaan osoitti, etté
siirto- ja kiertoinvarianttius ei toteudu kaikille joukoille: jos Banachin-Tarskin para-
doksin yksikkopallon B € R™ kaikille viidelle osajoukolle Ay olisi olemassa tilavuus-
mitta, osajoukkojen yhdisteen Uzzl Ay, tilavuus olisi v ja siirrettyjen ja kierrettyjen
osajoukkojen yhdisteen tilavuus 2v, jolloin mitan yksikésitteisyys ei toteudu.

Vitali-joukkojen ja Banachin-Tarskin paradoksin avulla ndhdéén, etté kaikille jou-
koille ei siis voida méarittaa yksikésitteisesti sellaista mittaa, joka toteuttaisi kaikki

- 6Vilin I sisdpisteiden joukko Int/ on suurin avoin joukko, joka sisiltyy joukkoon I ja sulkeuma
I on pienin suljettu joukko, joka sisdltééd joukon I. Erityisesti Int/ on avoin vali ja I suljettu véli.
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halutut toiveet. Niinpé Lebesguen ulkomitalle ei voida saada additiivisuutta voimaan.
Jostain mitalle toivotusta ominaisuudesta on siis luovuttava. Luonnollisinta on luopua
siitd toiveesta, ettd mitta voitaisiin madrittaa kaikille joukoille.

9.3. Lebesguen mitta

Kaikki mitalle aiemmin asetetut toiveet eivét siis voi tayttyd yhté aikaa. Halu-
taan kuitenkin mééritelld niin sanottu tavallinen ja luonnollinen, geometrista havain-
toa vastaava mitta, jolle additiivisuus on voimassa. Nimetdédn se Lebesguen mitaksi
ja merkitédan sita kirjaimella m.

Kuten aiemmin on todettu, Lebesguen mittaa konstruoitaessa on luovuttava siitéa
toiveesta, etté jokaisella joukolla olisi mitta. Toisin sanottuna kaikkia joukkoja ei voi-
da mitata talla Lebesgue-mitalla eli ne eivit ole Lebesgue-mitallisia. Luonnollista on
kuitenkin vaatia, ettéd jos joukko A C R™ on Lebesgue-mitallinen, myos sen komple-
mentti AY on Lebesgue-mitallinen. Vastaavasti jos joukot A ja B ovat Lebesgue-
mitallisia, tulisi myos joukkojen A\ B ja B\ A olla Lebesgue-mitallisia ja jos joukot
Ak, joita on numeroituva tai numeroituvasti dareton méari, ovat Lebesgue-mitallisia,
myd6s niiden yhdisteen ja leikkauksen tulisi olla Lebesgue-mitallisia.

TOIVEET LEBESGUE-MITALLISILLE JOUKOILLE 9.9.
Jos joukot A, B C R" ja A, C R™, missd k = 1,2,..., ovat Lebesgue-mitallisia,
niin talléin myos

(1) A% on Lebesgue-mitallinen,

M, A on Lebesgue-mitallinen ja
m(Upe; Ak) = D pe; m(Ag), mikéli joukot A, C R™ ovat liséksi pistevieraita
(additiivisuus).

)
) U, Ax on Lebesgue-mitallinen,
)
)

Mitka joukot sitten voisivat toteuttaa ndmé toiveet? Tarkastellaan aluksi Ca-
rathéodoryn ehdon tayttavia joukkoja.

MAARITELMA 9.10 (Carathéodoryn ehto). Joukko A C R™ toteuttaa Carathéo-
doryn ehdon, jos jokaiselle avaruuden R"™ mielivaltaiselle joukolle E pétee:

m*(E) =m*(ENA)+m*(E\ A).

E

Kuva 9.5. Carathéodoryn ehto toteutuu joukolle A, jos kaikille jou-
koille F pitee m*(E) = m*(ENA) +m*(E\ A).
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Carathéodoryn ehdon toteutumista tutkittaessa riittdd selvittdd péateekd
m*(E) > m*(ENA) +m*(E\ A) kaikille £ C R", silld aiemmin Lebesguen ul-
komitalle todistetun subadditiivisuuden nojalla m*(E) < m*(E N A) + m*(E \ A)
patee kaikille £ C R™.

Selvésti joukot EN A ja E '\ A ovat pistevieraita kaikille joukoille E (kuva 9.5).
Carathéodoryn ehto on siis erdénlainen #érellinen additiivisuusehto Lebesguen ul-
komitalle. Voisikohan olla mahdollista, ettd Carathéodoryn ehdon tayttavét joukot
tayttaisiviat Lebesgue-mitallisille joukoille asetetut toiveet?

Aletaan selvittda, ovatko Carathéodoryn ehdon tayttiavit joukot todella sellaisia
kuin niiden haluttaisiin olevan. Sité varten todistetaan ensin apulause.

APULAUSE 9.11. Joukko A C R" toteuttaa Carathéodoryn ehdon, jos ja vain jos
m*(SUT)=m"(S) +m*(T)
kaikilla S C A ja T C A°.

TobpisTus. Oletetaan ensin, ettd A toteuttaa Carathéodoryn ehdon. Tallin jo-
kainen joukko E C R™ voidaan jakaa osajoukkoihin S C A ja T C AC siten, ettd
E = SUT. Nyt oletuksen nojalla

m*(E)=m*(SUT)=m"(SUT)NA) +m*((SUT)\ A).
Koska AN(SUT)=SNA=Sja(SUT)\A=T\A=T, niin saadaan
m*(E) =m*(S) +m*(T).

Oletetaan sitten, ettd m*(SUT) = m*(S)+m*(T) pitee kaikilla S C AjaT C A°.

Oletuksen nojalla kaikille £ pétee
m*(E)=m"(ENA)U(E\A)=m"(ENA)+m"(E\A),
silli ENAC Aja E\ AcC A°. O

KuvA 9.6. Joukot S ja T valitaan siten, ettd S C A ja T C AY, kun
Carathéodoryn ehdon toteutumista tarkastellaan apulauseen 9.11 avul-
la.

TOIVEET LEBESGUE-MITALLISILLE JOUKOILLE 9.9(1) JA 9.9(2):

Huomataan, etta toive 9.9(1) on erikoistapaus toiveesta 9.9(2), missd B = R", silla
tillsin B\ A = AC. Oletetaan nyt, ettd joukot A ja B toteuttavat Carathéodoryn
ehdon ja selvitetddn apulauseen 9.11 avulla, toteuttaako joukko A\ B Carathéodoryn
ehdon.
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Olkoon S C A\ B jaT C (A\ B)°. Oletuksen mukaan joukko B toteuttaa
Carathéodoryn ehdon, joten kaikille avaruuden R" joukoille, erityisesti joukolle T,
patee m*(T) = m*(T'N B) + m*(T' \ B). Saadaan siis

m*(S) + m*(T) = m*(S) +m*(T N B) +m*(T \ B).

Oletuksen mukaan myos joukko A toteuttaa Carathéodoryn ehdon. Koska
SCA\B C AjaT\ B C (AU B)® C A%, niin voidaan hyédyntiis apulauset-
ta 9.11:

m*(S)+m (T NB)+m"(T\B)=m*(TNB)+m*(SU (T \ B)).

Nyt, koska joukko B toteuttaa Carathéodoryn ehdon ja TNB C B ja SU(T\B) C B¢,
apulauseen 9.11 avulla saadaan

m* (TNB)+m*(SU(T\B))=m*(TNB)U(SU(T\ B)))
=m*(SU(T'NB)U(T\ B))
=m"(SUT),

silaT=(TNB)U(T\ B).
Néin ollaan siis saatu m*(S) + m*(T) = m*(SUT) eli joukko A\ B toteuttaa
Carathéodoryn ehdon.

TOIVEET LEBESGUE-MITALLISILLE JOUKOILLE 9.9(3):

Oletetaan, ettd joukot Ay toteuttavat Carathéodoryn ehdon ja selvitetéén, toteut-
taako myos néiiden joukkojen yhdiste | J -, Ay Carathéodoryn ehdon.

OlkOOt Bl == Al, BQ == AQ \ Alv Bg == Ag \ (Al U Ag), Bn - An \ ( Z;i Ak), kun
k = 2,3,..., jolloin joukot By ovat pareittain pistevieraita ja |J;_, Ay = Up_, Bs.
Merkitédén lisiksi A = Uy, A = U, Be.

Merkitéaan S,, = UZ=1 By.. Todistetaan aluksi induktion avulla, ettd S, toteuttaa
Carathéodoryn ehdon kaikilla n ja lisiksi kaikille £ C R™ piitee

(9.1) im*(EmBk) +m*(E\ S,) < m*(E).

Kuva 9.7. Joukot B = Al, By = AQ \ Al, Bg = A3 \ (A1 U AQ) ja
B, = A, \ (A1 U A, UAg)
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Kun n =1, S; = By = A; toteuttaa Carathéodoryn ehdon ja liséiksi pétee
m*(ENBy)+m"(E\S)=m"(ENA)+m"(E\ A)
=m*(E) <m*(FE)
kaikilla £ C R™.

Induktio-oletuksen mukaan S,, toteuttaa Carathéodoryn ehdon ja epéyhtélon (9.1).
Oletuksen mukaan myos A, toteuttaa Carathéodoryn ehdon, joten aiemmin todis-
tetun nojalla myos B, 11 = A,11\ S, toteuttaa sen. Mééritelmastd 9.10 saadaan, ettéa
kaikille £ C R" pétee

m*(E) = m*(E N Byy1) + m*(E'\ Byy1)
=m"(EN Buy1) + m*((E\ Buy1) N Sp] U[(E\ Bysa) \ Sil).

Koska (E'\ Bny1) NS, C Sy ja (E\ Byi1)\ S, C S¢ ja induktio-oletuksen mukaan S,
toteuttaa Carathéodoryn ehdon, niin voidaan hyodyntééd apulausetta 9.11 ja saadaan
m*(E) = m*(E N Bpi1) + m*((E\ Baya) N.5n) +m*((E\ Bria) \ Sn)
=m*(EN Byy) +m (ENBY.,NS,) +m*(EN B, NSY)

=m*(EN Byy1) + m*(ENS,) +m*(EN S5,

missé viimeinen yhtdsuuruus seuraa siité, ettd S, C BY; ja B¢, ;NS¢ = S, . Tista
saadaan Lebesguen ulkomitan subadditiivisuuden nojalla

m*(EN Byy1) + m*(ENS,) +m*(ENSS.,)
>m*([EN By UENS,]) +m*(ENSS,))
— (BN Spar) +m* (BN SC,)
=m (EN Spy1) +m*(E\ Spyr),
joten joukko 5,11 toteuttaa Carathéodoryn ehdon.

Induktio-oletuksen mukaan epéayhtélo (9.1) toteutuu kaikille avaruuden R™ osajou-
koille, joten sovelletaan sité joukkoon £ N .S, .1:

m*(E N Sn+1> + m*(E \ Sn+1>

> S (B 0 Sut] N B) £ m* (B0 Sapa] \ S) £+ m* (B )

k=1

=> m*(ENBy) +m*(EN Bp1) + m*(E\ Sps1)
k=1
n+1

=> m(ENB) +m*(E\ S,p1)
k=1
Toiseksi viimeinen yhtdsuuruus seuraa siité, etta S, 11N By = (U;Lill B,)NBy, = By,
ja[ENS, ]\ Sp=ENS,1NSY=ENB,.
Niin on siis saatu, etti m*(E) > 375 m*(E N By) +m*(E\ Spi1) eli epiyhtils
(9.1) toteutuu kaikilla n.
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Nyt saadaan epayhtalosta (9.1)

m*(E) =Y m (ENBy) +m*(E\ S,) =Y m*(ENB) +m*(E\ A),

k=1 k=1

sild S, =Up_ B C Upey B = Aeli E\ AC E\ S,. Koska epiyhtilo (9.1) pétee
kaikilla n, niin ldhestyttiessad ddretontd saadaan Lebesguen ulkomitan subadditiivi-
suuden nojalla

(9.2) m*(E) =Y m*(ENBy) +m*(E\ A)

> m* (G(E N Bk)> +m*(E\ A)

k=1

=m*(En (| B) +m"(E\ A)
=m*(EN A;+ m*(E\ A).

Néin ollen joukkojen Ay yhdiste A toteuttaa Carathéodoryn ehdon.

TOIVEET LEBESGUE-MITALLISILLE JOUKOILLE 9.9(4):

Oletetaan, etté joukot Ay toteuttavat Carathéodoryn ehdon ja selvitetéén, toteut-
taako myos néiden joukkojen leikkaus (-, Aj Carathéodoryn ehdon.

Joukko (o2, Ax = (Ure; AY)“ De Morganin kaavojen nojalla. Aiemmin on todis-
tettu, ettd jos joukot Ay toteuttavat Carathéodoryn ehdon, myos niiden komplemen-
tit toteuttavat sen (toive 9.9(1)). Lisdksi on todistettu, ettd Carathéodoryn ehdon
tayttavien joukkojen yhdiste tayttada Carathéodoryn ehdon (toive 9.9(3)). Néin ollen
my0s Carathéodoryn ehdon téayttiavien joukkojen leikkaus toteuttaa Carathéodoryn

ehdon.

TOIVEET LEBESGUE-MITALLISILLE JOUKOILLE 9.9(5):

Oletetaan, ettd joukot A; ovat pistevieraita ja ettd ne toteuttavat Carathéodoryn
ehdon. Selvitetdin, onko Lebesguen ulkomitta m* joukoille A additiivinen eli pateeko
m* Uy Ak) = 225y m (Ag).

Koska epayhtidlo (9.2) pitee mielivaltaiselle joukolle F, valitaan nyt £ = A ja
saadaan

m*(A) =Y m (AN By) +m (A\ A).
k=1
Téassd AN By = By, koska By C U2 By = A ja A\ A = (. Néin ollen saadaan

m* (s By) = m*(A) > ) m*(By).

Carathéodoryn ehdon téayttavit joukot todella siis toteuttavat kaikki toiveet
Lebesgue-mitallisille joukoille 9.9, joten vihdoin voidaan méaritelld Lebesgue-mitalliset
joukot ja Lebesguen mitta seuraavasti:
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MAARITELMA 9.12. Joukko A C R"™ on Lebesgue-mitallinen, jos se toteuttaa
Carathéodoryn ehdon eli jos jokaiselle avaruuden R™ mielivaltaiselle joukolle E pétee
m*(E) =m*(ENA)+m*(E\ A).

Lebesgue-mitallisten joukkojen luokkaa merkitdin M = M(R™).

Lebesguen mitta on kuvaus m : M — [0, 00[, m(A) = m*(A).

Nyt voidaan méaaritelméan 9.12 ja edelli todistetun perusteella todeta, ettd Lebesgue-
mitalle pétee seuraavat ominaisuudet:

LAUSE 9.13.
Jos joukot A, B C R" ja Ay C R", missi k = 1,2,..., ovat Lebesque-mitallisia,
nun talloin myos
(1) niiden erotus A\ B on Lebesque-mitallinen ja erityisesti komplementti A¢
on Lebesgue-mitallinen,
(2) yhdiste | J;—, Ay, on Lebesgue-mitallinen,
(3) leikkaus (-, Ax on Lebesgue-mitallinen ja
(4) joukkojen Ay C R™, missi k =1,2,..., ollessa lisiksi pistevieraita, pdtee

Mitta, joka ollaan nyt saatu konstruoitua, toteuttaa mitalle asetetut toiveet Ca-
rathéodoryn ehdon téayttaville joukoille. Herédd kuitenkin kysymys siitéd, kuinka paljon
téallaisia joukkoja todella on ja ovatko esimerkiksi tavanomaiset vilit téallaisia. Onko
saatu tulos siis oikeasti hyddyllinen ja kayttokelpoinen?

9.4. Lebesgue-mitalliset joukot

Lebesgue-mitallisia joukkoja on itse asiassa todella paljon, esimerkiksi kaikki ava-
ruuden R”™ vélit ovat Lebesgue-mitallisia. Témén todistamiseen tarvitaan seuraavaa
aputulosta.

APULAUSE 9.14. Joukko A C R™ on Lebesque-mitallinen, jos ja vain jos jokaiselle
avoimelle vdlille I C R™ pdtee

m () =m*(INA) +m*(I\A).

Tobistus. Oletetaan ensin, ettd joukko A on Lebesgue-mitallinen. Lebesgue-
mitallisuuden méaaritelmésta 9.12 seuraa suoraan, ettd yhtélé toteutuu.

Oletetaan sitten, ettd m*(I) = m*(I N A) + m*(I \ A) jokaiselle avoimelle vilille
I C R™ ja halutaan osoittaa, ettd m*(E) = m*(E N A) + m*(E \ A) mielivaltaiselle
joukolle E C R".

Olkoon € > 0. Nyt on Lebesguen ulkomitan mééritelmén mukaan olemassa avoi-
met valit [, C R” siten, ettd E C Jpo; I ja D pey 9(Ix) < m*(E) +e¢.

Lebesguen ulkomitan subadditiivisuuden avulla saadaan

m*(E) =m*(ENA)U(E\ A)) <m*(ENA) +m*(E\ A).
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Koska E C gy Iy, niin (ENA) C (Upey I) NA) ja (E\A) € (Uiey In) \ 4),

jolloin Lebesguen ulkomitan monotonisuuden nojalla

m*(ENA)+m*(E\A) < m*((U Iy) N A) +m*((U L)\ A)

k=1 k=1
k=1 k=1

Subadditiivisuuden, oletuksen ja lauseen 9.6 nojalla

o

(U([kmA le\A <Z (N A) +m* (I \ A))

=S () = 3ol
< ﬂ;*(E) +e. )

Ollaan siis saatu m*(E) < m*(E) + . Koska tdméa pétee kaikille £ > 0, edelld olevat
epayhtalot ovatkin yhtdsuuruuksia. Erityisesti m*(E) = m*(ENA) + m*(E \ A) eli
viite pétee. U

Nyt voidaankin todistaa varsinainen tulos.

LAUSE 9.15. Jokainen vdli I C R™ on Lebesque-mitallinen.

TobpisTus. Apulauseen 9.14 mukaan riittda osoittaa, etté jokaiselle avoimelle vé-
lille J C R™ pétee

m*(J) =m*(J O L) +m*(J\ I).

Vali J = (JNI)U(J\ I), missd J NI on avaruuden R™ vili. Lisdksi voidaan va-
lita sisuksiltaan pistevieraat vilit J, C R™ siten, ettd J \ I = [J,_, Ji. Lebesguen
ulkomitan subadditiivisuuden, apulauseen 9.5 ja lauseen 9.6 nojalla

m*(J) <m*(JOI) +m*(J\ I)
e

<m*(JNI)+ Zm*(Jk)

— (N1 + > gl
=9(J)
=m*(J).

Viite siis pétee. 0
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Tastad lauseesta seuraa, ettd myos jokainen piste x € R™ on Lebesgue-mitallinen ja
siten my6s jokainen numeroituva joukko A = {x1, s, ... }. Ne ovat Lebesguen mitan
suhteen nollamittaisia, silld aiemmin ollaan todettu, ettd niiden Lebesguen ulkomitta
on 0.

Numeroituvien joukkojen lisdksi myos ylinumeroituva joukko voi olla nollamittai-
nen Lebesguen mitan suhteen. Téllainen on esimerkiksi Cantorin %—joukko.

ESIMERKKI 9.16. Olkoon I = [0,1] ja merkitddn I{ = |3, 2[. Nyt joukko
I\ I} = [0,3] U [3,1]. Jaetaan joukon I\ I{ komponentit kolmeen yhté suureen

osaan ja merkit#iin keskimmiisid avoimia vileji niistd I] ja I3. Jaetaan sitten joukon
I\ (IYU I} UI}) komponentit kolmeen yhti suureen osaan ja merkitééin keskimmaiisi
avoimia véilejd niistd I3, I2, I2 ja I7. Kun jatketaan niin, saadaan jono avoimia véleji
(I¥)ken, missd n = 1,2,3,...,2% Joukkoa I\ |, If sanotaan Cantorin 3-joukoksi.
Se on ylinumeroituva ja nollamittainen.”

{n-.—‘ AR A AW AW A AW AN A AW AW - r‘v}

0 1

_E_-‘..-.-.-...]_E ..... ..-..-3_

0 1/3 2/3 1

0 19 2/9 13 213 719 8/9 1

Kuva 9.8. Cantorin %—joukon konstruointi askel askeleelta.

Tarkastellaan seuraavaksi avoimia joukkoja.

Jokainen avoin joukko A C R™ voidaan esittdd muodossa A = J;—, Iy, kun yhdis-
teeseen kuuluu kaikki avaruuden R™ avoimet vélit I, C A, joille pétee, etté jokaisen
komponenttivilin péadtepiste on rationaaliluku.

Yhdiste on numeroituva, silla véilien I, komponenttivélien péatepisteet ovat ratio-
naalilukuja. Koska I, C A, niin |J;_, Iy C A. Toisaalta, koska A on avoin, jokaiselle
pisteelle x € A on olemassa avoin vali J C A siten, ettd x € J C A. On siis oltava
olemassa yhdisteen véli I, siten, ettd x € I, C J. Néin ollen A C UZO:1 1.

Jokainen avoin joukko A C R" voidaan siis esittdd avointen vélien I, C R"™ nume-
roituvana yhdisteené. Koska edellisen lauseen mukaan jokainen avaruuden R™ vili on
Lebesgue-mitallinen ja lauseen 9.13 mukaan Lebesgue-mitallisten joukkojen yhdiste
on Lebesgue-mitallinen, olemme todistaneet seuraavan lauseen.

"Cantorin L joukon ylinumeroituvuus ja nollamittaisuus todistetaan teoksessa [2] sivulta 23

3
eteenpdin.
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LAUSE 9.17. Jokainen avoin joukko A C R™ on Lebesgue-mitallinen.

Lauseen 9.13 mukaan jokaisen Lebesgue-mitallisen joukon komplementti on
Lebesgue-mitallinen. Téten myos suljetut joukot avointen joukkojen komplementtei-
na ovat Lebesgue-mitallisia. Edelleen avointen ja suljettujen joukkojen numeroitu-
vat yhdisteet ja leikkaukset ovat lauseen 9.13 nojalla Lebesgue-mitallisia. Nin ollen
olemme siis saaneet osoitettua, etté kaikki avaruuden R”™ niin sanotusti tavalliset jou-
kot (Borel-joukot) ovat Lebesgue-mitallisia. Avaruuden R™ Borel-joukoiksi kutsutaan
niitd joukkoja, jotka saadaan muodostettua avaruuden R™ avoimista véleistd nume-
roituvan monella joukko-operaatiolla.®

SEURAUS 9.18. Jokainen avaruuden R™ Borel-joukko on Lebesque-mitallinen.

Edellinen lause ja sen seuraus ovat oleellisia, silla niiden mukaan "tavallisia” jouk-
koja eli avaruuden R™ Borel-joukkoja voidaan mitata "tavallisesti” eli ne ovat Lebesgue-
mitallisia. Lebesgue-mitallisille joukoille pétevit seuraavat luonnolliset laskusaannot:

LAUSE 9.19. Lebesgue-mitallisille joukoille Ay, missi k =1,2,..., pdtee
(1) Jos Ay C Ay ja m(A;) < oo, niin
m(Ag \ Al) = m(Ag) — m(A1>
(2) Jos Ay C Ay C -+, niin
m<H Ap) = kh_}rgo m(Ag).
(3) Jos A1 D Ay D -+ jam(A,) < oo jollain n, niin

m(ﬂ Ag) = kh_}rgo m(Ayg).
k=1
ToDISTUS. Sivuutetaan. OJ

Borel-joukkojen liséksi on toki olemassa muitakin Lebesgue-mitallisia joukkoja.
Liséksi on hyva muistaa, etta kaikki joukot eivit suinkaan ole Lebesgue-mitallisia.

LAUSE 9.20. On olemassa joukko A C R, joka ei ole Lebesgue-mitallinen.

Tobistus. Luvussa 8 kuvattujen Vitali-joukkojen V' C R tapauksessa oletettiin,
ettd u(Vy) = p(V) eli ettd mitta on siirtoinvariantti. Témén aiheuttamasta risti-
riidasta voidaan padtelld, ettd Vitali-joukot eivét ole Lebesgue-mitallisia joukkoja,
eiviatkd nédin myoskddn Borel-joukkoja, silld Lebesguen mitan siirtoinvarianttius ei
toteudu. O

8Tismillinen médritelms Borel-joukoille annetaan myéhemmin (mééritelmé 10.6).



LUKU 10

Yleista mittateoriaa

Erddné lamavuotena matemaatikko Lennart joutui tyottomaéksi, joten hin pédatti lahted
Afrikkaan talonrakentajaksi. Paikallisten tySkavereiden kanssa tuli kuitenkin hieman ongel-
mia:

- Mink& kokoinen téstd seindstd on siis tarkoitus tulla? Lennart kysyi tyokaveriltaan
Chikalta.

- Kaksi sataa, Chika vastasi.

- Siis, kaksi sataa mita?

- Kaksi sataa.

- Mit4 siis tarkoitat? Kaksi sataa jalkaa pitkd vai korkea? Vai ettd pinta-ala on kaksisataa
nelidjalkaa?

- En ymmaérra mitd sind puhut.

My6hemmin Lennart ymmaérsi Chikan tarkoittaneen, ettd seind koostuisi kahdesta sa-
dasta tiilestd. Lennart, joka oli tottunut késittelemiin pituusmittoja ja pinta-alamittoja,
innostui ajatuksesta, ettd mitta voisi olla jotain muutakin, esimerkiksi afrikkalaisen kéytté-
mé lukumédrdmitta. Niin hén ryhtyi yleistdméin kehittdméinsi Lebesguen mittaa. Luon-
nollisestikaan mitan ei endd tarvinnut vastata geometrista havaintoa, vaan additiivisuus oli
ainoa ominaisuus, jonka Lennart mitalle halusi.!

Téhéan asti on tarkasteltu Lebesguen mittaa, joka on konstruoitu geometrisen mi-
tan ja Lebesguen ulkomitan avulla. Samalla on huomattu, etté kaikki joukot eivét ole
Lebesgue-mitallisia, vaan ainoastaan ne joukot, jotka tayttdvit Carathéodoryn eh-
don. Lebesguen mitta on mitta, joka toteuttaa mitalle asetetut toiveet 9.2(1) ja (2).
Mittateoriassa késitelladn muunkinlaisia mittoja, jolloin luovutaan toiveesta 9.2(1).
Téssé luvussa yleistetdan edellisen luvun padkohdat, mutta ei kuitenkaan syvennyté
enempéid mittateoriaan.

10.1. o-algebra

Lebesgue-mitalliset joukot méériteltiin sen perusteella, etté niille saatiin toteutu-
maan tietyt toiveet (9.9). Vastaavat luonnolliset toiveet halutaan saada toteutumaan
yleisestikin mitallisille joukoille. Myohemmin tullaan huomaamaan, ettd mitalliset
joukot muodostavat kokoelman, joka toteuttaa tietyt ehdot. Téllaista kokoelmaa kut-
sutaan o-algebraksi.

MAARITELMA 10.1. Kokoelma F perusjoukon €2 osajoukkoja on o-algebra, jos
(c1) Q € F,

(02) A € F,kun A € F ja

(03) Uy A € F, kun Ay € F kaikilla k =1,2,....

g perustu tositapahtumiin.

89
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Maaritelméssd el mainita kaikkia vastaavia toiveita kuin aiemmin, esimerkiksi
joukkojen Ay € F, missd k = 1,2, ..., leikkauksesta ei puhuta mitdan. Ehdot ovat
kuitenkin riittavit, silld seuraavassa lauseessa todistetaan, ettd o-algebran joukoille
toteutuvat myos muut haluamamme ominaisuudet.

LAUSE 10.2. Olkoon F o-algebra. Télloin
(1) 0 e F,
(2) jos A, B € F, niin myés AUB € F, ANB € F ja A\ B € F ja
(3) jos Ay € F, kun k =1,2,..., niin myos (e Ax € F.

TODISTUS.
(1) Koska ehdon (¢1) mukaan perusjoukko Q € F ja tyhji joukko ) = QF, niin
ehdon (02) mukaan mydos () € F.
(2) Valitaan A; = A, Ay = B ja A, = 0, kun k > 3. Téllsin AU B = (J;—, Ay,
missé jokainen A; € F. Niin ollen ehdon (¢3) mukaan AU B € F.

De Morganin laista ({;_, Ax)¢ = i, AY saadaan ANB = (A°UB°)C,
joten ehtojen (02) ja (03) perusteella AN B € F.

Joukkojen erotus A\ B = AN B on ehdon (02) perusteella kahden ko-
koelmaan F kuuluvan joukon leikkaus, joten edellisen todistuksen perusteella
A\ Be F.

(3) De Morganin laista ((,—, Ax)¢ = Ur, AY seuraa, etti

() Ar = (ﬂ Ak> = (U A,f) .
k=1 k=1 k=1
Ehtojen (02) ja (03) mukaan tdmé joukko kuuluu kokoelmaan F. O

Yleisesti siis jos joukot Ay, missd £ = 1,2,..., kuuluvat kokoelmaan F, joka
on o-algebra, tilloin kyseiseen o-algebraan kuuluvat myos ne joukot, jotka saadaan
joukoista A numeroituvan monella joukko-operaatiolla.

Millaisia joukkokokoelmia n&dméi o-algebrat oikein ovat? Usein ne ovat niin suuria
eli sisdltavét niin monta joukkoa, ettd niistd on vaikea antaa esimerkkeja. Joudum-
mekin tyytyméaan muutamaan hieman yksinkertaisempaan esimerkkiin.

ESIMERKKI 10.3.

(a) Kokoelma {0, 2} on joukon € suppein o-algebra.

(b) Perusjoukon 2 potenssijoukko P(2) = {A | A C Q}, joka siis siséltaa kaikki
perusjoukon €2 osajoukot, on joukon 2 laajin o-algebra.

(c) Kun B C Q, kokoelma {), B, B¢, Q} on o-algebra, mutta kokoelma {0, B, Q}
ei ole o-algebra, ellei joukko B ole ) tai €.

(d) Kun = N niin kokoelma {0, {1,3,5,...},{2,4,6,...}, Q} on o-algebra.

LAUSE 10.4. Mieliwaltaisen monen o-algebran Fj, leikkaus F = ﬂk;ez Fi, missa T
on indeksijoukko, on edelleen o-algebra.

TobisTus. Leikkaus F on o-algebra, jos ehdot (01)-(03) toteutuvat.
Koska () € Fy kaikille k € Z, niin () € F. Ehto (o1) siis toteutuu.
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Kun joukko A € F, joukko A kuuluu myos jokaiseen kokoelmaan JFj. Koska
jokainen Fj, on c-algebra, niin AY € F, kaikille & € Z. Niin ollen myos A € F,
joten ehto (¢2) toteutuu.

Jos joukot Aq, Ao, ... € F, kyseiset joukot A;, A, ... kuuluvat myos jokaiseen ko-
koelmaan Fj. T&lloin yhdiste Uj‘;l A; € Fj kaikilla k € Z, joten Uj’;l A; € F jaehto
(03) toteutuu. O

Avaruuden R™ avoimien joukkojen luokka ei ole o-algebra, silld yleensé avoimen
joukon komplementti ei ole avoin joukko ja néin ehto (02) ei toteudu. Vastaavasti
myoOskadn suljettujen joukkojen luokka ei ole o-algebra. Avaruuden R™ avoimet jou-
kot, joiden muodostamaa kokoelmaa merkitdan kirjaimella A, kuitenkin virittavat
o-algebran.

Pienin o-algebra, joka sisiltad kokoelman A, on leikkaus kaikista o-algebroista,
jotka siséltavit kokoelman A. Lauseessa 10.4 on todistettu, ettd mielivaltaisen mo-
nen o-algebran leikkaus on o-algebra, joten pienin kokoelman A sisiltava o-algebra
on todella o-algebra. Tatd pienintd kokoelman A sisdltivida o-algebraa kutsutaan
kokoelman A wvirittdmdksi o-algebraksi.

ESIMERKKI 10.5. Pienin joukon B sisiltiivi o-algebra on kokoelma {0, B, B¢, Q}.
Se on siis joukon B virittdmé o-algebra.

MAARITELMA 10.6. Euklidisen avaruuden R™ avoimien joukkojen virittdméaa o-
algebraa sanotaan Borelin o-algebraksi avaruudessa R" ja merkitdan B" = B(R").
Joukkoa A € B" sanotaan Borel-joukoksi.

Myos avaruuden R”™ suljettujen joukkojen kokoelma virittdd Borelin o-algebran.
Taméa seuraa siité, ettd avointen joukkojen virittdméan o-algebraan kuuluvat ehdon
(02) mukaan avointen joukkojen komplementit eli suljetut joukot.

Ehdoista (01)-(03) seuraa, ettd Borelin o-algebra sisdltdéd kaikki ne joukot, jotka
saadaan numeroituvan monella joukko-operaatiolla avaruuden R" suljetuista ja avoi-
mista joukoista. Borel-joukot ovatkin térkeita juuri niiden yleisyyden vuoksi. Ne ovat
Lebesgue-mitallisia ja niille voidaan todistaa paljon téirkeitd ominaisuuksia.?

10.2. Mitta

Lebesguen mittaa konstruoitaessa ldhdettiin liikkeelle geometrisesta mitasta g,
yleistd mittaa konstruoitaessa ldhdetdén usein liikkeelle yleisemmaéstéd esimitasta .
Erilaisista esimitoista saadaan konstruoitua erilaisia mittoja, joilla voidaan mitata
muitakin kuin avaruuden R" osajoukkoja.

Esimitta 7 on kuvaus 7 : K — [0, 00], jolle pétee 7(0)) = 0. Lihtojoukko K on
joukkokokoelma, joka siséltéé tyhjin joukon ) ja joukot Ej, missd k = 1,2, ..., siten,
ettd Q = U, Ek.

Esimitasta saadaan konstruoitua ulkomitta u* joukolle A C Q vastaavasti kuin
geometrisesta mitasta konstruoitiin Lebesguen ulkomitta:

p(A) =inf{d 7(E) | Exe K, AC | B
k=1 k=1

2Luvussa 9 on esitetty joitain ominaisuuksia, mutta paljon muitakin on.
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Yleisesti ulkomitta méadritellddn kuvauksena, joka kuvaa tyhjéan joukon nollaksi ja
joka on sekd monotoninen ettd subadditiivinen.

MAARITELMA 10.7. Kuvaus p* : P(Q2) — [0, 00] on ulkomitta joukossa €2, kun
seuraavat ehdot patevét:
(1) p (@) =0,
(2) Jos A C B C , niin p*(A) < p*(B),
(3) Numeroituvan monelle pistevieraalle joukolle Ay C €2, missd k = 1,2,...,
patee

pJ Ar) <D nl(Ap).

Lauseen 9.4 tapaan voidaan todistaa, etté esimitasta 7 konstruoitu ulkomitta p*
todella toteuttaa ulkomitan méaritelmén ehdot.

Lisdksi médritellaén, ettd joukko A C € on mitallinen ulkomitan p* suhteen, jos
Carathéodoryn ehto p*(E) = p*(ENA)+p*(E\ A) toteutuu jokaiselle joukolle £ C €.
Lause 9.13 saa myoskin vastineensa:

LAUSE 10.8. Oletetaan, ettd joukot A, B ja Ay, missd k = 1,2,..., ovat p*-
matallisia. Tdlloin

(1) erotus A\ B ja komplementti AC ovat p*-mitallisia,
(2) yhdiste |J;=, Ay, on p*-mitallinen,

(3) leikkaus o, Ax on p*-mitallinen ja
(4)

pdtee
W <U Ak) = ZN*(Ak)7
k=1 k=1

mikdli joukot Ay ovat pistevieraita.

TobpisTus. Kuten lauseen 9.13 todistus. O

SEURAUS 10.9. p*-mitallisten joukkojen kokoelma {A | A on p*-mitallinen} on
o-algebra.

TobisTus. Joukko © on p*-mitallinen eli 2 € {A | A on p*-mitallinen}, silld se
toteuttaa Carathéodoryn ehdon. Niin ollen ehto (01) toteutuu.

Lauseen 10.8(1) mukaan jos joukko A on p*-mitallinen, myos sen komplementti
A% on p*-mitallinen eli ehto (02) toteutuu.

Lauseen 10.8(2) mukaan jos joukot Ag, missd k = 1,2, ..., ovat p*-mitallisia, myos
yhdiste | J,-, Ax on p*-mitallinen eli ehto (03) toteutuu. O

Nyt mitta p voidaan mééritelld ulkomitan avulla - samaan tapaan kuin Lebesgue-
mitta madriteltiin Lebesgue-mitallisten joukkojen kokoelman M avulla - eli kuvauk-
sena p @ Fy — [0,00], pp = p*, missé F,+ on p*-mitallisten joukkojen kokoelma ja
siten g-algebra.
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MAARITELMA 10.10. Kuvaus p : F — [0, 00] on mitta joukossa €2, kun joukko F
on c-algebra joukossa () ja seuraavat ehdot pétevét:

(1) p(@) =0 ja

(2) numeroituvan monelle pistevieraalle joukolle Ay C F, missad k = 1,2,...,

p(lJ A =D (A,

MAARITELMA 10.11. Olkoon 2 epétyhjé joukko ja kokoelma F o-algebra joukos-
sa Q. Paria (Q, F) kutsutaan mitalliseksi avaruudeksi. Jos g on mitta joukossa (2,
kolmikkoa (€2, F, ) kutsutaan mitta-avaruudeksi.

Sanotaan, ettd mitta p on &érellinen, jos p(2) < oo. Nollamittaisella joukolla tar-
koitetaan joukkoa A € F, jolle u(A) = 0.

Mitan maéaéaritelméasta 10.10 saadaan mitta-avaruuksille muun muassa seuraavia

tarkeitd ominaisuuksia. Lebesguen mitalle vastaavia ominaisuuksia on esitetty lauseis-
sa 9.4, 9.13 ja 9.19(1).

LAUSE 10.12. Olkoon (2, F, ) mitta-avaruus ja joukot A, B ja Ay € F kaikilla
k=1,2,.... Tillsin

(1) jos ANB =10, niin u(AU B) = u(A) + u(B) (ddrellinen additiivisuus),
2) jos A C B, niin u(A) < pu(B) (monotonisuus),

3) jos A C B ja u(A) < oo, niin u(B\ A) = u(B) — u(A),

4) (AU B) + (AN B) = u(A) + u(B) (vahva additiivisuus) ja

5

(
E
(5) Uty Ak) < D02 w(Ay) (subadditiivisuus).

ToDISTUS.
(1) Olkoon A; = A, Ay = B ja Ay = 0, kun k = 3,4,.... Téallsin joukot Ay,
missd k£ = 1,2,..., ovat pistevieraita ja ne kuuluvat joukkoon F. Lisdksi

AU B =J;2, Ax ja mitan additiivisuuden (mééritelmé 10.10) nojalla

W(AUB) UAk = A
-—MM+#@%1M®+MM%H~
= 1(A) + u(B).

(2) Koska A C B ja A,B € F, niin joukko B = AU (B \ A) ja joukot A ja
B\ A kuuluvat kokoelmaan F. Liséksi A ja B\ A ovat pistevieraita eli niiden
leikkaus on tyhji joukko, silli B\ A = BN AY. Mééritelmén 10.10 mukaan

(10.1) u(B) = p(A) + (B 4) = (A).

(3) Koska p(A) < oo, niin yhtélosta (10.1) saadaan p(B) — u(A) = u(B\ A).
(4) Kaikille A, B € F on

AUB=(A\(ANB)U(ANB)U(B\ (AN B)),
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missé joukot (A\ (ANDB)),(ANB) ja (B\(ANDB)) ovat pistevieraita. Tamén
lauseen kohdan (1) perusteella

(AU B) = u(A\ (AN B)) + (AN B) + u(B\ (AN B)).
Kun lisdtddn tdhén puolittain u(A N B), saadaan

n(AUB) + (AN B)

= (AN (AN B)) + (AN B) + u(B\ (AN B)) + u(AN B)

— u(A) + u(B).

(5) Mééritellééin pistevieraat joukot B, € F siten, ettd By = A; ja
Ak\Uk LA kun k> 2.
Tallom kalkllle k: pitee By, C Ay, jaUp—y Br = Upe; Ak Néin ollen tdmén
lauseen kohdan (2) ja mitan additiivisuuden (mé&éritelméd 10.10) nojalla

M(UAk) UBk ZZMBk SZ
k=1 k=1 =1 k1
]

ESIMERKKI 10.13.
(a) Olkoon (€2, F) mitallinen avaruus ja olkoon = € € jokin kiinted alkio. T&ll6in

1, kun x € A,
MA){O, kun x ¢ A,

on mitta ja sitd kutsutaan Diracin d-mitaksi tai pisteeseen x keskittyneeksi Diracin
mitaksi p = 0.

(b) Olkoon (€2, F) mitallinen avaruus. Talloin

0, kun A = 0,
p(A) = #A, kun A on #érellinen joukko,
00, kun A on déreton joukko,

missd merkintd # A tarkoittaa joukon A alkioiden lukuméaréd, on mitta ja sita kut-
sutaan lukuméardmitaksi.

Tarkastellaan kokoelmaa B, joka toteuttaa ehdot (o1): Q € B ja (02): A® € B,
kun A € B. Seuraavan lauseen mukaan, jos kokoelmassa B on additiivinen kuvaus p,
jolle u() = 0, voimme laajentaa kuvauksen mitaksi kokoelmaan, jolle myos ehto (03)
pétee, eli kokoelman B virittdméaéin o-algebraan. Tietylléd lisdehdolla tdmé laajennus
on ainutlaatuinen.

Lause on erittédin oleellinen, silli additiivinen kuvaus g, jolle () = 0, on hel-
pompi madrittdd kokoelmaan, joka toteuttaa ehdot (o1) ja (02) kuin suoraan o-
algebraan. Kuvauksen p avulla konstruoitu mitta voidaan lauseen mukaan maarittaa
kaikille joukoille, jotka saadaan kokoelman B joukoista numeroituvan monella joukko-
operaatiolla, eli kaikille joukoille, joista yleensé ollaan kiinnostuneita.
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LAUSE 10.14 (Carathéodoryn lause). Olkoon p: B — [0, 00] additiivinen kokoel-
massa B, jolle pdtee ehdot (01), (02) ja u(0) = 0. Ulkomitan p*,

p(A) =inf{d " p(A) | A€ BLAC | Al
k=1 k=1

rajoittuma mitallisten joukkojen luokkaan on funktion p laajennus mitaksi kokoelman
B virittdamadn o-algebraan.

Lisdksi, jos p on ddrellinen, niin laajennus on ddrellinen ja jos B sisdltid kasvavan
jonon joukkoja Ay C Ay C -+, joille | Jpe; Ar = Q2 ja pu(Ax) < oo katkillek = 1,2,. ..,
laajennus on yksikdsitteinen.

TobIsTUS. Sivuutetaan. (Todistus 16ytyy teoksen [10] sivuilta 38-43.) O

10.3. Integraaliteoriaa

Reaalifunktioiden integroinnissa on pohjimmiltaan kyse pinta-alojen laskemisesta,
joten voidaan helposti paételld, etta integraaleilla voisi olla jotain tekemistd mittojen
kanssa.

Yleisesti kaytetyn Riemannin integraalin ongelmana on sen rajaavuus: kaikki funk-
tiot eivét ole Riemann-integroituvia. Lebesgue halusi ratkaista ongelman ja kehitti Le-
besguen integraalin, jolla saadaan samat tulokset Riemann-integroituville funktioille
kuin Riemannin integraalilla, mutta jota voidaan kédyttda joillekin sellaisillekin funk-
tioille, joille Riemannin integraalia ei voida mé&arittda. Riemannin integraalia lasket-
taessa jaetaan lahtojoukko osavileihin, kun taas Lebesguen integraalia laskettaessa
jako tehdéén arvojoukolle.

Ominaisuus, jota Riemann-integraalilla ei ole, on ettéd vélilld [a, b] pisteittdin sup-
penevalle jonolle Riemann-integroituvia funktioita f; péatee

b b

a
Kyseinen ominaisuus olisi kuitenkin erittdin hyodyllinen ja kayttokelpoinen integraa-
lilaskennassa. Lebesgue-integraali onkin kehitetty niin, ettd mikdli 0 < f; < fo < ...
tai mikéli on olemassa integroituva funktio g siten, etta | fi| < g, tAmé ominaisuus on
voimassa.>

Mitta voidaan maéritelld vain mitallisille joukoille, vastaavasti (Lebesguen) inte-
graali voidaan médritelld vain (Lebesgue-)mitallisille funktioille.

MAARITELMA 10.15.

(1) Olkoon joukko A C R™ Lebesgue-mitallinen. Funktio f : A —] — 0o, 00[ on
Lebesgue-mitallinen, jos jokaisella a € R alkukuva

fla,00)) = {z € A| f(2) > a}
on Lebesgue-mitallinen. Yhtéapitdvasti voidaan vaatia, ettd joku alkukuvista
fYa,0|), f71(] — 00,a]), f1(] — o0, a[) on Lebesgue-mitallinen.

3Funktion integroituvuus méiritelliin myshemmin (méritelms 10.16).
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(2) Olkoon (2, F) mitallinen avaruus ja A € F. Funktio f : A —] — 00, 00[ on
mitallinen, jos jokaisella a € R alkukuva

fHa,00)) ={z € A| f(z) > a} € F.

Yhtépitivisti voidaan vaatia, ettd f~!([a,00) € F, f~1(] — 00,a]) € F tai
fH] = o0a]) € F.

Lebesgue kehitti integraalin aluksi funktioille, jotka saavat vain &érellisen mon-
ta arvoa. Mielivaltaista funktiota f arvioidaan niilld niin kutsutuilla yksinkertaisilla
funktioilla g, jolloin mielivaltaisen funktion integraali saadaan néiden yksinkertaisten
funktioiden integraalien supremumina, kun g < f.

MAARITELMA 10.16. Olkoon (2, F, i) mitta-avaruus. Jos funktio f : Q — [0, oo
on (Lebesgue-)mitallinen, niin sen (Lebesguen) integraali on

/f dp = sup{/gd,u | g on yksinkertainen funktio ja g < f},

missd yksinkertaisella funktiolla tarkoitetaan mitallista funktiota, joka saa vain &#-
rellisen monta arvoa. Funktio on integroituva, jos ylld olevan integraalin arvo on
aarellinen. Muussa tapauksessa funktio ei ole integroituva.

Jos funktion f maalijoukko on | — 0o, 00], integraali saadaan laskettua huomaa-
malla, ettéd funktio f on erotus funktion positiiviosasta f* = max{f,0} ja negatiivio-
sasta f~ = max{—f, 0}, jotka saavat vain positiivisia arvoja. Mikéli funktion f seké
positiivi- ettd negatiiviosan integraalit ovat ddrettomié, funktion f integraalia ei voi-
da méaarittaa. Jos joko positiivi- tai negatiiviosa on ddreton, funktio ei ole integroituva.



LUKU 11

Todennikoisyysmitta

Hieman myohemmin matemaatikko Konstantin, joka oli hyvin perehtynyt Lennartin
luomaan mittateoriaan, 16ysi kisiinsd matemaatikko Williamin todennikdisyyslaskennasta
kirjoittaman teoksen. Hin huomasi, ettd todennékoisyys on itse asiassa mitta, ja loi toden-
nikoisyyslaskennalle kunnollisen matemaattisen pohjan mittateorian avulla.®

Todennékoisyys P on mitan erikoistapaus, jossa perusjoukon eli alkeistapausten
joukon €2 todennikdisyys on aina 1. Todennékoisyytta voidaankin kutsua myos toden-
nakoisyysmitaksi. Mitta-avaruutta (€2, F, P) kutsutaan todennékoisyysavaruudeksi ja
o-algebran F joukkoja tapahtumiksi.

MAARITELMA 11.1. Kuvaus P : F — [0,1], missd F on o-algebra, on todenné-
koisyys, jos:

(TN1) P(0) =0,

(TN2) P(2) =1 ja

(TN3) P(Ur— Ax) = >_po P(Ay), kun Ay, € F ja A, N A; = 0 kaikille &k # j.

Luvussa 2 lahdettiin liikkeelle diskreeteistd todennédkoisyyksistd. Huomautuksen
2.5 kanssa yhteneviinen méaéritelmé saadaan seuraavasti:

Olkoon 2 = {x1, zs, ...} numeroituva joukko ja olkoon (pg), missd k = 1,2,...,
jono reaalilukuja valilld [0, 1] siten, ettd Y . | p = 1. Télloin mitallisessa avaruudessa
(Q,P(22)) funktio P : P(Q2) — [0, 1],

P(A) = Z Pr;
k:xp€A

on diskreetti todennékoisyysmitta. Kolmikkoa (€2, P(€2), P) kutsutaan diskreetiksi to-
dennékoisyysavaruudeksi.

Madritelmén 11.1 ehdosta (TN3) saadaan pistevieraiden joukkojen Ay, missi
k = 1,2,...,n, yhdisteen todennikoéisyys, kun valitaan A, 1 = Apio = ... = 0,
silld P(0) = 0:

P([J A =P JA4) =D P(A) =D P(A).

Huomataan, ettd saatu yhtdld on sama kuin seurauksessa 2.16.

ITodellisuudessa venéliinen matemaatikko A. N. Kolmogorov (1903-1987) julkaisi todennikoi-
syyden aksioomat (mééritelmét 10.1 ja 11.1) vuonna 1933. Sitd ennen todennikoisyyslaskennalla ei
ollut kunnollista matemaattista pohjaa vaan todennikoisyyksid laskettiin samalla tavoin pédittele-
maélld kuin tdman kirjan luvuissa 2-7, kuitenkin hyvalld menestyksella.
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Luvussa 4 puhuttiin geometrisista todennédkoisyyksistd. Mittateoriaa tarvitaan
sielld, jotta voidaan tietdd, mitkd joukot ovat mitallisia eli mille joukoille voidaan
geometrinen mitta méarittda. Jos geometrista mittaa ei voida méaarittad jollekin jou-
kolle, ei voida mé&arittad geometrista todennédkoisyyttakéaan. Tésta meille oli esimerk-
kind Banachin-Tarskin paradoksi.

Luvussa 4 puhuttiin my6s jatkuvista satunnaismuuttujista ja luvussa 6 madritet-
tiin satunnaismuuttujan odotusarvo tiheysfunktion avulla. Nyt satunnaismuuttuja ja
sen odotusarvo médritellddn suoraan ilman tiheysfunktiota:

MAARITELMA 11.2. Perusjoukossa () méariteltyd mitallista funktiota X : Q@ — R
kutsutaan satunnaismuuttujaksi.
Satunnaismuuttujan X : {2 — R odotusarvo on sen Lebesguen integraali:

E(X) = / X(w)dP,
Q
missd P on todennékoisyys.

Satunnaismuuttuja X : 2 — R méaarda arvojoukkoonsa todennékoisyysmitan
Px : B — [0,1], Px(A) = P(X € A). Tétd todennékoisyysmittaa Py kutsutaan
satunnaismuuttujan X jakaumaksi. Jos Px on jatkuva Lebesguen mitan suhteen Bo-
relin joukkojen c-algebrassa?, niin on olemassa Lebesgue-mitallinen funktio f, joka
saa vain epinegatiivisia arvoja ja joka toteuttaa ehdon Px(B) = | 5 fdm, missi m
on Lebesguen mitta, kaikille avaruuden R Borelin joukoille.

Edella saatua funktiota f kutsutaan satunnaismuuttujan X tiheysfunktioksi. To-
dennékoisyys, ettd piste x kuuluu joukkoon B saadaan siis integroimalla epédnegatii-
vista, Lebesgue-mitallista funktiota f joukon B yli, aivan kuten luvussa 4 tehtiin. Ti-
heysfunktion avulla satunnaismuuttujan odotusarvon lauseke saadaan samaan muo-
toon kuin madritelméssa 6.6.

2Px on jatkuva Lebesguen mitan m suhteen, jos ehdosta m(E) = 0 seuraa, etti Px(E) = 0
kaikilla E € B.
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