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Tämän tutkielman tarkoituksena on tarkastella äärellisen väännön
kuvauksia euklidisissa avaruuksissa, erityisesti niiden diskreettisyyttä
ja avoimuutta. Äärellisen väännön kuvaukset ovat yleistys kvasisään-
nöllisistä kuvauksista, jotka molemmat määritellään käyttämällä vään-
töepäyhtälöä

|Df |n ≤ KJf ,

missä K on äärellinen vääntöfunktio, kvasisäännöllisille kuvauksille li-
säksi oleellisesti rajoitettu.

Kvasisäännöllisille eli rajoitetun väännön kuvauksille voimassa ole-
vat tulokset jatkuvuudesta, diskreettisyydestä ja avoimuudesta säilyvät
myös äärelliseen vääntöön siirryttäessä. Tähän tarvitaan kuitenkin joi-
tain oletuksia kuvauksen vääntöfunktiosta. Työssä konstruoidaan vas-
taesimerkkejä kuvauksista, joille nämä ominaisuudet eivät välttämättä
ole voimassa.

Tutkielman päätuloksina osoitetaan, että Sobolev-avaruuden W 1,n
loc

äärellisen väännön kuvauksella on olemassa jatkuva edustaja, joka on
vakio tai diskreetti ja avoin, kun oletetaan lisäksi K ∈ Ln−1+ε

loc . Tässä n
on avaruuden dimensio ja ε > 0 tai ε = 0 kun n = 2. Näiden tulosten
rinnalla todistetaan molempien väitteiden seuraavan vaihtoehtoisesti
myös siitä, että vääntöfunktio on eksponentiaalisesti integroituva.

Avainsanat: Äärellinen vääntö, jatkuvuus, diskreettisyys, avoimuus,
distributiivinen Jacobi, heikko monotonisuus, topologinen aste.
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Johdanto

Tutkielman aiheena ovat äärellisen väännön kuvaukset euklidisis-
sa avaruuksissa ja niiden topologiset ominaisuudet. Äärellisen väännön
kuvaukset muodostavat funktioavaruuden, joka on huomattava yleistys
klassisen funktioteorian tyypillisistä funktioluokista. Alkaen komplek-
sianalyysistä tutuista tason konformikuvauksista voidaan kuvausomi-
naisuuksien vaatimuksia keventämällä löytää uusia mielenkiintoisia,
monipuolisempia kuvauksia. Konformikuvaus kompleksitasossa tarkoit-
taa tavallisesti analyyttista injektiota, joka on erityisesti kulmat säi-
lyttävä homeomorfismi kuvajoukolleen. Kuuluisan Riemannin kuvaus-
lauseen mukaan jokainen kompleksitason yhdesti yhtenäinen alue, joka
ei ole koko taso, voidaan kuvata konformisesti yksikkökiekolle. Joukko-
jen ominaisuuksia voidaan näin tutkia niiden välisten kuvausten avulla,
sanotaan esimerkiksi että tason yksikkökiekko ja puolitaso ovat konfor-
misesti ekvivalentit.

Konformikuvaus korkeampiulotteisissa avaruuksissa Rn, missä n ≥
3, määritellään kulmat säilyttäväksi funktioksi. Tällöin voidaan osoit-
taa, että kuvaus säilyttää myös infinitesimaalisen pienet muodot. Liou-
villen lauseen mukaan tasoa korkeammissa ulottuvuuksissa nämä kon-
formikuvaukset ovat kuitenkin aina Möbius-kuvausten rajoittumia. Tä-
mä tarkoittaa käytännössä, että toisin kuin tasossa, on konformisuus
korkeammissa ulottuvuuksissa erittäin rajoittava vaatimus. Yleistys
konformisuudelle on niin sanottu kvasikonformisuuden käsite, jolla on
useita yhtäpitäviä määritelmiä. Nämä kuvaukset muodostavat selvästi
monipuolisemman funktioavaruuden, jolla on tärkeitä sovelluksia ma-
tematiikan eri aloilla sekä yleistyksiä myös euklidisia avaruuksia ab-
straktimpiin metrisiin avaruuksiin.

Analyyttinen lähestymistapa konformisuuden yleistämiseen on ku-
vauksen väännön eli dilataation tarkastelu. Alueen Ω ⊂ Rn diffeomor-
fisen konformikuvauksen f : Ω → f(Ω) differentiaalille pätee |Df |n =
Jf , missä |Df | on sen differentiaalin operaattorinormi ja Jf Jacobi
eli differentiaalin determinantti. Jos nyt melkein kaikkialla derivoitu-
valle kuvaukselle f̃ vaaditaan tässä yhtäsuuruuden sijaan epäyhtälö
|Df̃ |n ≤ KJf̃ jollain vakiolla K ≥ 1, sanotaan että kuvaus f̃ on K-
kvasisäännöllinen eli rajoitetun väännön kuvaus. Kvasikonformiset ku-
vaukset voidaan nyt määritellä homeomorfismeiksi, joilla on rajoitettu
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2 JOHDANTO

vääntö. Edellä kuvattu vääntöepäyhtälö merkitsee geometrisesti infini-
tesimaalisten muotojen rajoitettua vääntymistä tai vääristymistä, siinä
missä konformikuvaus säilyttää nämä muodot.

Rajoitettua vääntöä edelleen yleistämällä päästään vihdoin käsiksi
äärellisen väännön kuvauksiin: Oletetaan vakion K olemassaolon si-
jaan, että löytyy rajoittamaton funktio Kf : Ω→ [1,∞], jolle |Df |n ≤
KfJf . Äärellisyys merkitsee nyt sitä, että tämä vääntöfunktio saa ää-
rellisen arvon melkein kaikilla x ∈ Ω. Tutkielmassa tullaan tämän ole-
tuksen pohjalta todistamaan äärellisen väännön kuvauksen jatkuvuus,
diskreettisyys ja avoimuus kun vääntöfunktio Kf oletetaan riittävän
säännölliseksi. Lisäksi on tällaisen analyyttisen määritelmän mielek-
kyyden kannalta luonnollisesti oletettava kuvaukselta f jokin differen-
tioituvuutta muistuttava ominaisuus; riittävän yleinen pohja-avaruus
äärellisen väännön kuvauksille on Sobolev-funktioiden avaruus W 1,1

loc ,
minkä takia "differentiaali"voidaan käsittää myös kuvauksen yleistet-
tyjen derivaattojen muodostamaksi.

1800-luvulla kukoistanut klassinen kompleksianalyysiin painottu-
nut funktioteoria alkoi laajentua konformisuuden yleistystämisen suun-
taan 1900-luvun alkupuolella, kun vuonna 1928 saksalainen matemaa-
tikko Grötzsch esitteli aluksi tasossa kvasikonformisuuden käsitteen.
Nimen näille kuvauksille on hieman myöhemmin antanut suomalainen
Fields-mitalisti Lars Ahlfors, joka oli myös niiden merkittävimpiä var-
haisia tutkijoita. 1960-luvulla alkanut kvasisäännöllisten kuvausten tut-
kimus laajensi teoriaa edelleen homeomorfisuus-oletuksesta luopumal-
la. Näiden rajoitetun väännön kuvausten perustulos on Reshetnyakin
lause, jonka mukaan ne ovat aina jatkuvia ja lisäksi joko vakioita tai
diskreettejä ja avoimia. Seuraava askel on ollut väännön rajoittuneisuu-
desta luopuminen ja vastaavien tulosten saavuttaminen myös äärellisen
väännön kuvauksille.

Luvussa 1 käydään läpi teorian kannalta tärkeimpiä esitietoja ja
aputuloksia sekä selvyyden vuoksi myös joitain merkintöjä. Luku 2
muodostuu rajoitetun ja äärellisen väännön kuvausten täsmällisistä
määritelmistä euklidisissa avaruuksissa sekä lyhyestä muiden funktio-
avaruuksien, kuten kvasikonformikuvausten, esittelystä ja vertailusta.
Luvussa 3 todistetaan äärellisen väännön kuvausten jatkuvuus sekä dif-
ferentioituvuus melkein kaikkialla sen heikosta differentiaalista tai vaih-
toehtoisesti vääntöfunktiosta tehtävillä oletuksilla, minkä lisäksi tarkas-
tellaan myös todistuksessa tarvittavaa heikon monotonisuuden käsitet-
tä. Lopulta luvussa 4 muotoillaan ja todistetaan tutkielman päätulos,
äärellisen väännön kuvauksen diskreettisyys ja avoimuus vääntöfunk-
tion säännöllisyyden nojalla. Luvussa käsitellään myös todistuksessa
tarvittavaa topologisen asteen käsitettä. Tutkielma perustuu pääasias-
sa lähteeseen [HenK], varsinkin sen lukuihin 2 ja 3.



LUKU 1

Merkintöjä ja esitietoja

Tässä luvussa käydään läpi tutkielman aihealueen kannalta tär-
keimmät merkinnät sekä esitiedot ja aputulokset. Lukijalta oletetaan
tavallisimpien matematiikan syventävien kurssien tietojen hallinta, tär-
keimpänä mitta- ja integraaliteoria. Esitiedoissa kerrataan tältä pohjal-
ta lähinnä reaalianalyysin ja Sobolev-avaruuksien olennaisimmat mää-
ritelmät ja tulokset.

1.1. Merkinnät

Tutkielmassa pyritään noudattamaan nykykäyttöön vakiintuneita
merkintöjä. Seuraavassa listassa käydään läpi ne merkinnät, jotka liit-
tyvät olennaisesti käsiteltävään aihealueeseen ja ovat kirjallisuudessa
osin tulkinnanvaraisia:

Ω Alue avaruudessa Rn

cB = cB(x, r) Vakiolla c > 0 venytetty pallo cB(x, r) :=
B(x, cr)

A ⊂⊂ B Joukko A sisältyy kompaktisti joukkoon B,
eli A ⊂ B ja A on kompakti

spt f Funktion f : Ω → R kantaja, eli joukko
{x ∈ Ω : f(x) 6= 0}

f+, f− Reaaliarvoisen funktion f positiivi- ja nega-
tiiviosa, f±(x) := max{±f(x), 0}

C(Ω) Jatkuvat funktiot f : Ω→ R
CC(Ω) Jatkuvat funktiot f : Ω → R, joille spt f ⊂⊂

Ω (kompaktikantajaiset)
Ck(Ω) k-kertaa jatkuvasti derivoituvat funktiot

f : Ω→ R
C∞(Ω) ∩k∈NCk(Ω) (sileät funktiot)
C l
C(Ω) C l(Ω) ∩ CC(Ω), l =∞, 1, 2, . . .

C∞0 (Ω) Funktiot f : Ω→ R, jotka jatkettuna nollana
joukkoon Rn\Ω kuuluvat avaruuteen C∞(Rn)

|A|, |L|, |x| Tilanteesta riippuen joko joukon A ⊂ Rn

n-ulotteinen Lebesgue-mitta mn(A), lineaa-
rikuvauksen L operaattorinormi tai vektorin
x ∈ Rn euklidinen normi (itseisarvo)

χA Joukon A karakteristinen funktio
〈x, y〉 Vektoreiden x, y ∈ Rn sisätulo

∑
j xjyj

3



4 1. MERKINTÖJÄ JA ESITIETOJA

I Identtinen matriisi [e1, e2, . . . , en]
∂jf , ∇f Reaaliarvoisen funktion f (heikko) osittaisde-

rivaatta tai gradientti
Df , Jf Vektoriarvoisen funktion f (heikko) differen-

tiaali tai Jacobin determinantti
fA =

ffl
A
f Funktion f : Ω → R integraalikeskiarvo yli

joukon A ⊂ Ω,
ffl
A
f = |A|−1

´
A
f

(0 < |A| <∞)
H s

ε s-ulotteinen Hausdorffin ε-sisältö, s ≥ 0, ε >
0

H s s-ulotteinen Hausdorffin ulkomitta,
H s(A) = limε→0+ H s

ε (A)

Lisäksi tutkielmassa, etenkin esitiedoissa määritellään muita tär-
keitä käsitteitä ja näiden merkintöjä.

Varoitus: Tutkielmassa käytetään toistuvasti kirjainta C merkitse-
mään vakiota, jonka pelkkä olemassaolo on riittävää meneillään olevan
päättelyn kannalta. Erityisesti se voi todistuksen edetessä muuttaa ar-
voaan. Tavoitteena kuitenkin on, että tämä vakio on esitetyissä arviois-
sa ja yhtälöissä "riittävän suuri"; jos tarvitaan riittävän pientä posi-
tiivista vakiota pyritään kirjoittamaan 1

C
, ja tämän vakion arvo tulee

käsittää maksimiksi kaikista päättelyssä tarvittavista kiinteistä ylära-
joista. Vakion riippuvuutta mahdollisista parametreista kuten avaruu-
den Rn dimensiosta n merkitään C = C(n).

1.2. Reaalianalyysiä ja Sobolev-avaruuksia

Kappaleen tulokset ovat irrallisia poimintoja matematiikan syven-
täviltä erikoiskursseilta tutkielman tarpeisiin. Tulosten todistuksia ja
perusteellisempaa kehittelyä löytyy esimerkiksi lähteistä [Zi] (luvut 1-
2) ja [Ko] (luvut 2-4, 7).

Lause 1.2.1 (Peitelause). Olkoon B kokoelma suljettuja palloja
avaruudessa Rn siten, että näiden säteiden joukko on rajoitettu. Täl-
löin on olemassa (mahdollisesti äärellinen) jono

B1, B2, · · · ⊂ B

pistevieraita palloja siten, että⋃
B∈B

B ⊂
∞⋃
j=1

5Bj.

Lause 1.2.2 (Lebesgue’n differentiointilause). Olkoon u ∈ L1
loc(Ω).

Tällöin melkein kaikki pisteet x ∈ Ω ovat Lebesgue-pisteitä, eli

lim
r→0

1

|B(x, r)|

ˆ
B(x,r)

u(y)dy = u(x)

melkein kaikilla x.
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Määritelmä 1.2.3. Olkoon u ∈ L1
loc(Ω) ja α = (α1, . . . , αn) ∈

Nn. Tällöin kuvaus ∂αu ∈ L1
loc(Ω) on funktion u kertaluvun α heikko

(yleistetty) derivaatta, jos osittaisintegrointikaavaˆ
Ω

u∂αϕdx = (−1)|α|
ˆ

Ω

∂αuϕ dx

pätee kaikilla ϕ ∈ C∞C (Ω). Tässä

∂αϕ = ∂α1
1 · · · ∂αnn ϕ

ja |α| = α1 + α2 + · · ·+ αn.

Määritelmä 1.2.4. Kun p ∈ [1,∞] ja k ∈ N, määritellään Sobolev-
avaruus

W k,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) : on ∂αu ∈ Lp(Ω) kaikilla α ∈ Nn, |α| ≤ k}.

Tässä avaruudessa määritellään normi ‖ · ‖k,p kaavalla

‖u‖k,p =
∑
|α|≤k

‖∂αu‖p,

missä siis ∂0u = u.

Jatkossa käytetään tuttuja merkintöjä ∇u, Du ja Ju myös Sobolev-
funktioiden heikolle gradientille, differentiaalille ja Jacobin determi-
nantille. Nämä määritellään samoin kuin vastaavat operaattorit dif-
ferentioituvillekin kuvauksille. Tämän tavan taustalla on luonnollisesti
se, että esimerkiksi Fubinin lauseen ja tavallisen osittaisintegrointikaa-
van nojalla nähdään helposti f |K ∈ W k,∞(K) kaikilla f ∈ Ck(Ω) ja
K ⊂⊂ Ω.

Lause 1.2.5. Sobolev-avaruus W k,p(Ω) on Banach-avaruus, eli täy-
dellinen normiavaruus. Sileät funktiot ovat tiheässä Sobolev-avaruudessa,
eli kaikilla u ∈ W k,p(Ω) on olemassa jono ϕj ∈ C∞(Ω)∩W k,p(Ω) siten,
että

‖u− ϕj‖k,p → 0 kun j →∞.

Sobolev-avaruus voidaan määritellä edellä olevan lauseen nojalla
myös sileiden funktioiden täydentymänä normilla ‖ · ‖k,p. On helppo
todeta, että tässä normissa suppenevan sileiden funktioiden jonon ra-
ja kuuluu Sobolev-avaruuteen, ja näin saatu vaihtoehtoinen määritel-
mä tunnetaan yleisesti lauseena "H = W", missä H on kyseinen täy-
dentymänä saatava avaruus. Kun sileiden funktioiden vaaditaan ole-
van myös kompaktikantajaisia, saadaan näiden täydentymänä tärkeä
Sobolev-avaruuden aliavaruus:

Määritelmä 1.2.6. Sobolev-avaruudenW k,p(Ω) aliavaruusW k,p
0 (Ω)

on joukon C∞C (Ω) sulkeuma.
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Avaruus W k,p
0 (Ω) muodostuu siis niistä Sobolev-funktioista, joita

voidaan approksimoida kompaktikantajaisilla sileillä funktioilla. Intui-
tiivisesti niiden tulee hävitä joukon Ω reunalla avaruudessa Rn, mikä
on kuitenkin täsmällisesti väärin ilmaistu, sillä näitä kuvauksia ei ole
määritelty joukossa ∂Ω. Voidaan kuitenkin todistaa, että esimerkiksi
W k,p

0 (Rn) = W k,p(Rn).

Huomautus 1.2.7. MerkintäW k,p(Ω) tarkoittaa tässä, kuten myös
merkintä Lp(Ω), reaaliarvoisia kuvauksia Ω→ R jotka toteuttavat ky-
seisen avaruuden määrittelevän ehdon. Jatkossa käytetään myös mer-
kintääW k,p(Ω,Rn), millä tarkoitetaan vektoriarvoisten funktioiden Ω→
Rn avaruutta, jossa jokainen komponenttikuvaus kuuluu avaruuteen
W k,p(Ω). Sobolev-avaruuksien kohdalla käytetään myös alaviitettä loc,
joka tarkoittaa samaa kuin avaruuden Lp tapauksessa, eli kuulumista
avaruuteen W k,p(K) kaikilla kompakteilla K ⊂ Ω.

Määritelmä 1.2.8 (ACL). Funktio u : Ω → R on ACL (abso-
lutely continuous on lines), jos kaikilla j = 1, . . . , n ja mn−1-melkein
kaikilla koordinaateilla (x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn), joilla vastaava suo-
ra L leikkaa aluetta Ω, kuvaus t 7→ u(x1, . . . , xj−1, t, xj+1, . . . , xn) on
absoluuttisesti jatkuva kaikilla kompakteilla väleillä [a, b], joilla {x1}×
· · · {xj−1} × [a, b]× {xj+1} · · · {xn} ⊂ L ∩ Ω.

Lause 1.2.9 (ACL-karakterisaatio). Kuvaus u : Ω → Rn kuuluu
avaruuteen W 1,p(Ω) jos ja vain jos sillä on edustaja ũ, joka on ACL
siten, että ũ ja tavalliset osittaisderivaatat ∂jũ kuuluvat avaruuteen Lp,
sekä ∂ju = ∂jũ melkein kaikkialla.

Seuraavat käsitteet ja tulokset niin sanotuista konvoluutioapproksi-
maatioista ovat tarpeellisia muun muassa todistettaessa aiemmin mai-
nittua sileiden funktioiden tiheyttä Sobolev-avaruuksissa. Ne ovat myös
teknisiä apuvälineitä, joita tarvitaan myöhemmin edetessä kohti tut-
kielman päätuloksia.

Määritelmä 1.2.10 (Silottajaydin). Olkoon

J(x) :=

{
Ce
− 1

1−|x|2 , |x| < 1

0, |x| ≥ 1,

jolloin J ∈ C∞C (Rn), spt J = B(0, 1), J ≥ 0 ja
´
Rn J = 1 kun valitaan

vakio C = (
´
B(0,1)

e
− 1

1−|x|2 )−1. Määritellään lisäksi kaikilla ε > 0 yleinen
silottajaydin Jε(x) := ε−nJ(x

ε
), jolloin selvästi Jε ≥ 0 on sileä, spt Jε =

B(0, ε) ja myös se integroituu ykköseksi.

Määritelmä 1.2.11 (Silotus). Olkoon u ∈ L1
loc(Rn). Funktion u

silotus on konvoluutio

(Jε ∗ u)(x) :=

ˆ
Rn
Jε(x− y)u(y)dy,
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kun Jε on silottajaydin kuten yllä. Jatkossa funktion konvoluutioap-
proksimaatiolla tarkoitetaan tällaista silotusta, mikä seuraavan lauseen
mukaan on mielekäs nimitys.

Lause 1.2.12. (1) Funktiolle u ∈ L1
loc(Rn) silotus Jε ∗ u on

sileä funktio, ja kaikilla α ∈ Nn

∂α(Jε ∗ u) = (∂αJε) ∗ u.
(2) Jos u ∈ Lp(Rn), niin myös (Jε ∗ u) ∈ Lp(Rn),

‖Jε ∗ u‖p ≤ ‖u‖p ja ‖Jε ∗ u− u‖p → 0

kun ε→ 0. Erityisesti silotus suppenee funktioon u pisteittäin
melkein kaikkialla.

(3) Jos u on lisäksi jatkuva, niin silotus Jε ∗ u suppenee siihen
lokaalisti tasaisesti kun ε→ 0.

(4) Jos funktiolla u ∈ L1
loc(Ω) on (heikko) derivaatta ∂αu, niin

kaikilla ε ∈ (0, d(x, ∂Ω))

∂α(Jε ∗ u)(x) = (Jε ∗ ∂αu)(x).

Lause 1.2.13 (Ykkösen ositus). Olkoon U alueen Ω avoin peite.
Tällöin on olemassa kuvausperhe F sileitä, kompaktikantajaisia ja ei-
negatiivisia funktioita f siten, että

(1) kaikilla f ∈ F on U ∈ U jolle spt f ⊂ U ,
(2) jokaisella kompaktilla K ⊂ Ω on vain äärellisen monta ku-

vausta f ∈ F jolle spt f ∩K 6= ∅,
(3) kaikilla x ∈ Ω pätee

∑
f∈F f(x) = 1.

Seuraavat Sobolevin epäyhtälöt ovat Sobolev-avaruuksien perustyö-
kaluja, joita tarvitaan useaan otteeseen tässä tutkielmassa:

Lause 1.2.14 (Sobolevin upotuslause, p < n). Olkoon u ∈ W 1,p(Ω),
missä 1 ≤ p < n ja Ω ⊂ Rn. Tällöin

u ∈ Lp∗loc(Ω),

missä p∗ = np
n−p .

Lause 1.2.15 (Sobolevin upotuslause, p > n). Olkoon u ∈ W 1,p(Ω),
missä p > n ja Ω ⊂ Rn. Tällöin on olemassa jatkuva kuvaus v siten,
että kaikilla v = u melkein kaikkialla ja U ⊂⊂ Ω on olemassa vakio
C = C(p, n, U) jolle

|v(x)− v(y)| ≤ C|x− y|1−
n
p ‖∇u‖p

kaikilla x, y ∈ U .
Lause 1.2.16 (Poincaré’n epäyhtälö). Olkoon u ∈ W 1,1(B), missä

B = B(x0, r) ⊂ Rn on pallo. Jos |∇u| ∈ Lp(B) jollain p > 1, niin
myös u ∈ Lp(B) ja pätee epäyhtälöˆ

B

|u(x)− uB|pdx ≤ C(p, n)rp
ˆ
B

|∇u(x)|pdx,
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missä C = C(p, n) on luvuista p, n riippuva vakio.

Määritelmä 1.2.17. Lineaarikuvaukselle L : Rn → Rm ja sitä vas-
taavalle matriisille A määritellään operaattorinormi

|L| = |A| := sup{|Lx| : |x| ≤ 1} = max{|Lx| : |x| ≤ 1}.

Helposti nähdään, että matriisin operaattorinormi on vähintään yh-
tä suurta kuin mikä tahansa sen rivi- tai sarakevektorien normeista.
Tämä onnistuu kuvaamalla rivivektoria aj 6= 0 varten yksikkövektori
aj
|aj | , ja sarakevektoria bj varten yksinkertaisesti standardikantavektori
ej. Toisaalta operaattorinormi on aina korkeintaan yhtä suurta kuin
matriisin alkioista muodostetun Rnm-vektorin euklidinen normi.

Lemma 1.2.18 (Hadamardin matriisiepäyhtälö, [IM] 9.9). Olkoon
A (n × n)-matriisi, jonka sarakevektorit ovat a1, . . . an ∈ Rn. Tällöin
pätee epäyhtälö

| detA| ≤
n∏
j=1

|aj|.

Koska determinanteille on voimassa lisäksi detAᵀ = detA, pätee sama
myös rivivektoreille.

Tässä työssä kyseessä olevat lineaarikuvaukset ovat pääasiassa Sobolev-
avaruuden kuvausten (heikkoja) differentiaaleja, joiden operaattorinor-
mit ja determinantit esiintyvät äärellisen väännön kuvauksen määrit-
televässä epäyhtälössä, kuten seuraavassa luvussa tullaan näkemään.

Lemma 1.2.19 (Jensenin epäyhtälö). Olkoon E ⊂ Rn mitallinen
joukko jolle 0 < |E| < ∞ ja Φ: [0,∞) → [0,∞) konveksi funktio.
Tällöin kaikille ei-negatiivisille funktioille f ∈ L1(E) pätee

Φ
( 

E

f
)
≤
 
E

Φ ◦ f.

Lause 1.2.20 (McShane-Whitney). Olkoon A ⊂ Rn ja f : A→ Rm

L-Lipschitz-kuvaus, eli

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y| kaikilla x, y ∈ A.
Tällöin kuvauksella f on olemassa Lipschitz-jatkuva jatke F koko ava-
ruuteen Rn, jonka Lipschitz-vakio on

√
mL. Siis kaikilla x ∈ A F (x) =

f(x) ja

|F (x)− F (y)| ≤
√
mL|x− y| kaikilla x, y ∈ Rn.

Todistus. Olkoon ensin m = 1 ja f siis reaaliarvoinen kuvaus.
Tällöin saadaan jatkeelle F sama Lipschitz-vakio L: Määritellään

F (x) := inf
a∈A
{f(a) + L|x− a|}

kaikilla x ∈ Rn. Tällöin selvästi F |A = f , sillä jos x ∈ A, niin F (x) ≤
f(x) + L|x− x| = f(x), ja koska f on L-Lipschitz niin f(x) ≤ f(a) +
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L|x − a| kaikilla a ∈ A, mistä seuraa f(x) ≤ F (x) ottamalla infimum
yli joukon A.

Olkoot sitten x, y ∈ Rn. Jos F (x) ≥ F (y), niin

|F (x)− F (y)| = F (x)− F (y) = inf
a∈A
{f(a) + L|x− a|} − F (y)

≤ inf
a∈A
{f(a) + L|x− y|+ L|y − a|} − F (y)

= L|x− y|+ F (y)− F (y) = L|x− y|,

joten myös F on L-Lipschitz.
Jos m ≥ 2, niin erityisesti funktion f komponenttikuvaukset

f1, . . . , fm ovat myös L-Lipschitz-jatkuvia, ja siten jatkamalla jokainen
näistä reaaliarvoisista kuvauksista koko avaruuteen Lipschitz-kuvauksiksi
F1, . . . , Fm kuten edellä saadaan jatkeelle F = (F1, . . . , Fm)

|F (x)− F (y)| =
( m∑
j=1

|Fj(x)− Fj(y)|2
) 1

2

≤
(
mL2|x− y|2

) 1
2

=
√
mL|x− y|

kaikilla x, y ∈ Rn.
�

Edellisessä lauseessa esiintyvä luku
√
m ei ole välttämätön arvio jat-

keen Lipschitz-vakiolle, vaan myös vektoriarvoinen L-Lipschitz-kuvaus
voidaan jatkaa koko avaruuteen Lipschitz-kuvaukseksi, jolla on sama
Lipschitz-vakio L. Tämä onnistuu esimerkiksi käyttämällä edellisen
McShane-Whitney-jatkeen sijasta Kirszbraunin jatketta ([He1] 2.5).

Tunnetusti Lipschitz-kuvaukset Rn → Rm ovat melkein kaikkialla
differentioituvia, katso esim. [Ko] 7.7 ja 7.9. Siten seuraavan lauseen
kuvauksen Jacobi Jf on määritelty melkein kaikilla x ∈ Rn.

Lause 1.2.21 (Sard, [HenK] lause A.37). Olkoon f : Ω ⊂ Rn → Rn

Lipschitz-jatkuva kuvaus. Tällöin kun F on sen kriittisten pisteiden
joukko, eli

F := {x ∈ Ω : Jf (x) = 0},

niin |f(F )| = 0.

Lause 1.2.22 ([Ev] 2.2.1 (b)). Olkoon ϕ ∈ CC(Rn). Tällöin on
olemassa u ∈ C2(Rn) siten, että

∆u = ∂2
1u+ · · ·+ ∂2

nu = ϕ.
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1.3. Maksimaalifunktio ja Hausdorff-sisältö

Tässä kappaleessa määritellään kuvauksen u maksimaalifunktion
Mu käsite, sekä läpikäydään pääasiassa todistuksineen siihen liitty-
viä, huomattavan teknisiäkin aputuloksia. Maksimaalifunktio on erit-
täin hyödyllinen työkalu monella analyysin alalla, ja kappaleen tulok-
set voidaan usein muotoilla selvästi yleisempiinkin tilanteisiin. Täs-
sä tarkoituksena on kuitenkin saada käyttöön juuri tutkielman pää-
tulosten kannalta tarpeelliset ominaisuudet maksimaalifunktiolle sekä
{Mu > t}-tyyppisten joukkojen Hausdorff-sisällöille H s

∞. Tulokset pe-
rustuvat teoksiin [HenK] ja [HKM] sekä artikkelin [Ad] ratkaisevan
tärkeään arvioon.

Määritelmä 1.3.1. Olkoon Ω ⊂ Rn alue ja u ∈ L1
loc(Ω). Funktion

u (s, p)-maksimaalifunktio on

MΩ,s,pu(x) := sup
x∈B(y,r)⊂Ω

(
|B(y, r)|−s

ˆ
B(y,r)

|u(z)|pdz
) 1
p
.

Jos Ω = Rn, niin jätetään maksimaalifunktion merkinnässä tämä ala-
indeksi pois, samoin jos p = 1 tai s = 1. Erityisesti siis

Mu(x) = sup
x∈B(y,r)

 
B(y,r)

|u(z)|dz.

Huomautus 1.3.2. Joskus maksimaalifunktiolleMΩ käytetään vaih-
toehtoisesti keskistettyä (Hardy-Littlewood-)määritelmää

MC
Ω u(x) := sup

0<r<|d(x,∂Ω)|

 
B(x,r)

|u(z)|dz.

Jos Ω = Rn, nämä maksimaalifunktiot ovat verrannollisia, pätee

MCu(x) ≤Mu(x) ≤ 2nMCu(x).

Lisäksi Lebesgue’n differentiointilauseen nojalla MC
Ω u(x) ≥ |u(x)| mel-

kein kaikkialla, ja sama pätee tietenkin myös ei-keskitetylle maksimaa-
lifunktiolle.

Lemma 1.3.3. Olkoon u ∈ L1
loc(Ω). Kaikilla t > 0 pätee

|{MΩu > t}| ≤ 5n

t

ˆ
{MΩu>t}

|u|.

Todistus. Olkoon t > 0. Jos
´
{MΩu>t}

|u| =∞, väitteessä ei ole to-
distettavaa. Oletetaan siis integraali äärelliseksi. Määritelmän mukaan
kaikille x ∈ {MΩu > t} on olemassa pallo B ⊂ Ω, joka sisältää pisteen
x siten, että  

B

|u| > t,
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joten |B| < 1
t

´
B
|u|. Jos y ∈ B, kelpaa sama pallo selvästi osoittamaan

että myös MΩu(y) > t ja siten B ⊂ {MΩu > t}. Siten näille palloille

|B| < 1

t

ˆ
B

|u| ≤ 1

t

ˆ
{MΩu>t}

|u| <∞

ja myös näiden pallojen säteet ovat rajoitettuja, joten voidaan käyttää
peitelausetta 1.2.1. Siis näistä palloista B, jotka peittävät joukon
{MΩu > t}, löydetään jono B1, B2, . . . pistevieraita palloja jolle
{MΩu > t} ⊂

⋃
j 5Bj. Tällöin

|{MΩu > t}| ≤
∑
j

|5Bj| = 5n
∑
j

|Bj|

≤ 5n

t

∑
j

ˆ
Bj

|u| ≤ 5n

t

ˆ
{MΩu>t}

|u|. �

Lähes samalla päättelyllä kuin edellisen lemman todistuksessa saa-
daan vastaava arvio myös joukon {Ms,pu > t} s-sisällölle:

Lemma 1.3.4. Olkoon u ∈ Lp(Rn). Kaikilla t > 0 pätee

H s
∞({Ms,pu > t}) ≤ 10n

tp

ˆ
Rn
|u|p.

Lemma 1.3.5. Olkoon B = B(x0, R) ⊂ Rn pallo ja u ∈ W 1,1(3B)
kuvaus, jonka kaikki pisteet ovat Lebesgue-pisteitä. Määritellään kaikil-
la λ > 0

Fλ := {x ∈ B : M3B|∇u|(x) < λ}.
Tällöin on olemassa vakio C = C(n) > 0 jolle u|Fλ on Cλ-Lipschitz.
Lisäksi

λ|B \ Fλ| → 0 kun λ→∞.

Todistus. Olkoot x, y ∈ Fλ eri pisteitä ja r = |x − y|. Merki-
tään Bj = B(x, 2−jr) kun j ≥ 0 ja Bj = B(y, 2j+1r) kun j < 0, siis
x− ja y-keskisiä palloja joille limj→∞ uBj = u(x) ja vastaavasti u(y)
kun j → −∞. Tällöin voidaan näiden erotusta arvioida teleskooppi-
summaa, pallojen sisäkkäisyyksiä, yhtälöä |2B| = 2n|B| ja Poincaré’n
epäyhtälöä käyttäen

|u(x)− u(y)| ≤
∞∑
−∞

|uBj−1
− uBj |

≤
−1∑
−∞

1

|Bj−1|

ˆ
Bj−1

|u− uBj |+
∞∑
j=1

1

|Bj|

ˆ
Bj

|u− uBj−1
|

+ |uB0 − uB0∩B1|+ |uB1 − uB0∩B1|

≤
∞∑
−∞

C

|Bj|

ˆ
Bj

|u− uBj | ≤ 2C
∞∑
−∞

2−|j|r

 
Bj

|∇u|

≤ 8Crλ,
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sillä määritelmän nojalla kaikilla palloilla Bj on
ffl
Bj
|∇u| ≤ λ kun

x, y ∈ Fλ. Siten u todella on C(n)λ-Lipschitz joukossa Fλ, ja lisäksi
lemman 1.3 nojalla

λ|B \ Fλ| ≤ λ|{M3B|∇u| >
λ

2
}| ≤ 5n2

ˆ
{M3B |∇u|>λ

2
}
|∇u| → 0.

�

Lemma 1.3.6. Olkoon p > 1, λ > 0 ja u ∈ Lp(Ω). Tällöin jollain
vakiolla C = C(n, p) maksimaalifunktiolle pätee epäyhtälö

ˆ
{MΩu>λ}

(MΩu)p ≤ C

ˆ
{|u|>λ

2
}
|u|p.

Todistus. Käyttämällä Fubinia saadaan

ˆ
{MΩu>λ}

(MΩu)p =

ˆ
{MΩu>λ}

ˆ MΩu(x)

0

ptp−1dtdx

= p

ˆ ∞
0

tp−1

ˆ
{MΩu>max(λ,t)}

dxdt

= p

ˆ λ

0

tp−1

ˆ
{MΩu>λ}

dxdt+ p

ˆ ∞
λ

tp−1

ˆ
{MΩu>t}

dxdt

= λp|{MΩu > λ}|+ p

ˆ ∞
λ

tp−1|{MΩu > t}|dt.

Olkoon luvulle µ > 0

ũ(x) =

{
u(x), |u(x)| ≥ µ

2

0, |u(x)| < µ
2
.

Tällöin |u| ≤ |ũ| + µ
2
ja samoin MΩu ≤ MΩũ + µ

2
, joten lemman 1.3

nojalla saadaan

|{MΩu > µ}| ≤ |{MΩũ >
µ

2
}| ≤ 5n2

µ

ˆ
Ω

|ũ| = C

µ

ˆ
|u|>µ

2

|u|.
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Tällöin siisˆ
{MΩu>λ}

(MΩu)p

≤ Cλp−1

ˆ
{|u|>λ

2
}
|u(x)|dx+ C

ˆ ∞
λ

tp−2

ˆ
{|u|> t

2
}
|u(x)|dxdt

≤ C

ˆ
{|u|>λ

2
}
|u(x)|pdx+ C

ˆ ∞
λ

ˆ
{|u|> t

2
}
|v(x)|p−1dxdt

= C

ˆ
{|u|>λ

2
}
|u(x)|pdx+ C

ˆ
{|u|>λ

2
}
|u(x)|p−1

ˆ 2|u(x)|

λ

dtdx

≤ C

ˆ
{|u|>λ

2
}
|u(x)|pdx. �

Lemma 1.3.7. Olkoon u ∈ C∞C (B(x0, R)) ja p ∈ (n − 1, n], n ≥ 2.
Tällöin on olemassa vakio C = C(n, p) siten, että kaikilla x ∈ Rn

|u(x)| ≤ CR1−n
p

+ 1
pM1,p∇u(x).

Todistus. Voidaan olettaa x0 = 0. Kun x ∈ Rn on kiinteä, niin
kuvaus f(t) =

ffl
B(x,t)

u(y)dy on selvästi jatkuvasti differentioituva jou-
kossa (0,∞). Lebesgue’n differentiointilauseen nojalla f(0) = u(x) kun
t = 0 ja lisäksi f(t)→ 0 kun t→∞. Siten

´∞
0
f ′(t)dt = −u(x), mistä

muuttujanvaihdolla saadaan

u(x) = −
ˆ ∞

0

(
d

dt

 
B(0,1)

u(x+tz)dz)dt = −
ˆ ∞

0

 
B(0,1)

〈
∇u(x+tz), z

〉
dzdt.

Tästä saadaan suora arvio |u(x)| ≤
´∞

0

ffl
B(0,1)

|∇u(x+tz)|dzdt, ja edel-
leen muuttujanvaihdolla y = x+ tz pisteelle x ∈ B(0, R)

|u(x)| ≤
ˆ ∞

0

 
B(x,t)

|∇u(y)|dydt

≤
ˆ 3R

0

(  
B(x,t)

|∇u(y)|pdy
) 1
pdt+

ˆ ∞
3R

 
B(x,t)

|∇u(y)|dydt

≤ C

ˆ 3R

0

(
r1−nr−1

ˆ
B(x,t)

|∇u(y)|pdy
) 1
pdt+ C

ˆ
B(0,R)

|∇u(y)|dy
ˆ ∞

3R

r−ndr

≤ CM1,p∇u(x)

ˆ 3R

o

r
1−n
p dt+ CR1−n

ˆ
B(0,R)

|∇u(y)|dy

≤ CM1,p∇u(x)R
1−n+p

p + CR
(  

B(0,R)

|∇u(y)|pdy
) 1
p

≤ CM1,p∇u(x)R
1−n+p

p + CR
p−n+1

p
(
R−1

ˆ
B(0,R)

|∇u(y)|pdy
) 1
p

≤ CR1−n
p

+ 1
pM1,p∇u(x). �
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Lemma 1.3.8. Olkoon B = B(x0, R) ⊂ Rn pallo, n ≥ 2 ja u ∈
W 1,q

0 (B) jatkuva kuvaus, missä q ∈ (n − 1, n]. Tällöin on olemassa
vakio C = C(n, p) > 0 siten, että kaikilla t > 0

H 1
∞({x ∈ B : |u(x)| > t}) ≤ C

tq
Rp−n+1

ˆ
B

|∇u|q.

Todistus. Oletetaan ensin lisäksi että u on paitsi jatkuva, myös
sileä ja kompaktikantajainen pallossa B. Tällöin arvio saadaan helposti
lemmoista 1.3.4 ja 1.3.7: Kun |u(x)| > t, on jälkimmäisen nojalla

M1,p∇u(x) > CtR
n−1
p
−1.

Siten lemmaa 1.3.4 käyttämällä

H 1
∞({|u(x)| > t}) ≤H 1

∞({M1,p∇u(x) > CtR
n−1
p
−1}) < C

tq
Rp−n+1‖∇u‖qq.

Olkoon sitten u kuten oletuksessa ja (uj)j ∈ C∞C (B) jono jolle uj → u
avaruudessa W 1,q. Koska u on jatkuva, voidaan lisäksi olettaa, että
uj → u tasaisesti. Siten suurilla j pätee {|u(x)| > t} ⊂ {|uj(x)| > t

2
},

mistä väite seuraa rajalla ottamalla vakioon C mukaan luku 2q. �

Lemma 1.3.9 ([Ad] lause B). On olemassa vakio C > 0 siten, että
kaikilla ϕ ∈ C∞C (R2) ja t > 0 päteeˆ ∞

0

H 1
∞({x ∈ R2 : MCϕ(x) > t})dt ≤ C

ˆ
R2

|∇ϕ(x)|dx.

Lemma 1.3.10. Olkoon B = B(x0, R) ⊂ R2 ja u ∈ W 1,1
0 (B) jatkuva

kuvaus. On olemassa vakio C > 0 siten, että kaikilla t > 0

H 1
∞({x ∈ B : |u(x)| > t}) ≤ C

t

ˆ
B

|∇u|.

Todistus. Selvästi voidaan olettaa u ∈ C∞C (B) kuten lemman
1.3.8 todistuksessakin. Nyt lemmasta 1.3.9 saadaan

tH 1
∞({x ∈ B : |u(x)| > t})

≤ tH 1
∞({x ∈ R2 : MCu(x) > t})

≤
ˆ t

0

H 1
∞({x ∈ R2 : MCu(x) > s})ds

≤ C‖∇u‖1. �



LUKU 2

Funktioavaruuksia

Tässä luvussa määritellään tutkielmassa pääroolia näyttelevä ää-
rellisen väännön kuvausten luokka sekä muita hieman erilaisia funktio-
avaruuksia. Tutkielman aihe kuuluu geometrisen funktioteorian aluee-
seen, joka tarkastelee erityisesti näitä funktioavaruuksia, niiden ominai-
suuksia sekä pohjalla olevien avaruuksien geometriaa sopivia kuvauk-
sia käyttämällä. Kompleksianalyysistä tutut konformikuvaukset toteut-
tavat topologisten lisäksi myös hyödyllisiä geometrisia ominaisuuksia,
minkä takia niille on pyritty löytämään vähemmän rajoittavia yleistyk-
siä. Tällaisia funktioluokkia ovat muun muassa kvasikonformikuvauk-
set, sekä näitäkin yleisemmät rajoitetun ja äärellisen väännön kuvauk-
set. Luku perustuu hajanaisesti lähteisiin [HenK], [IM], [Vä], [Ri],
[HK] ja [He2]

2.1. Rajoitetun ja äärellisen väännön kuvaukset

Rajoitetun ja äärellisen väännön kuvaukset määritellään seuraavien
vääntöepäyhtälöiden avulla:

Määritelmä 2.1.1. Kuvaus f ∈ W 1,n
loc (Ω,Rn) on rajoitetun vään-

nön kuvaus tai K-kvasisäännöllinen, jos on olemassa vakioK ≥ 1 siten,
että vääntöepäyhtälö

|Df(x)|n ≤ KJf (x)

on voimassa melkein kaikilla x ∈ Ω.

Määritelmä 2.1.2. Olkoon f ∈ W 1,1
loc (Ω,Rn). Kuvaus f on äärel-

lisen väännön kuvaus, jos sen Jacobin determinantille Jf ∈ L1
loc(Ω) ja

on olemassa vääntöfunktio Kf : Ω→ [1,∞] siten, että Kf <∞ melkein
kaikkialla ja pätee vääntöepäyhtälö

|Df(x)|n ≤ Kf (x)Jf (x)

melkein kaikilla x ∈ Ω.

Huomautus 2.1.3. Rajoitetun ja äärellisen väännön määritelmis-
tä nähdään heti, että (heikon) Jacobin on oltava ei-negatiivista mel-
kein kaikkialla, sillä 0 ≤ |Df(x)|n ≤ Kf (x)Jf (x) melkein kaikilla x ∈
Ω. Tunnetusti determinantin ominaisuuksista seuraa, että esimerkiksi

15
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vaihtamalla kuvauksen kaksi komponenttikuvausta keskenään sen Jaco-
bin merkki muuttuu. Siten vääntöepäyhtälön toteuttavat vain "puo-
let"muuten samoin käyttäytyvistä kuvauksista, ja rajoitetun tai äärel-
lisen väännön kuvaukset ovat näistä täsmälleen niin sanotusti suunnan
säilyttävät (kappaleet 4.1, 4.2). Äärellisen väännön kuvaukselle f opti-
maalinen vääntöfunktio voidaan määritellä kaavalla

Kf (x) =

{
|Df(x)|n
Jf (x)

, Jf (x) > 0

1, Jf (x) = 0.

Hadamardin epäyhtälön 1.2.18 nojalla kaikilla x ∈ Ω pätee |Jf (x)| =
| detDf(x)| ≤ |Df(x)|n, minkä takia välttämättäKf ≥ 1. Sekä rajoite-
tun että äärellisen väännön kuvaukselle tulee erityisesti differentiaalin
Df olla nollakuvaus melkein kaikkialla joukossa {Jf = 0}.

Esimerkki 2.1.4. Lineaarikuvaus A : Rn → Rn on rajoitetun ja
äärellisen väännön kuvaus täsmälleen silloin, kun se on kääntyvä ja
suunnansäilyttävä, eli detA > 0, tai nollakuvaus. Sama pätee affiinil-
le lineaarikuvaukselle, sillä molempien differentiaali on joka pisteessä
kuvaus itse (siirtoa vaille). Siten ei-kääntyvän lineaarikuvauksen on ol-
tava nollakuvaus, tai muuten sen differentiaalin operaattorinormi on
positiivista ja vääntö siten kaikkialla ääretöntä.

Selvästi kvasisäännölliset kuvaukset ovat myös äärellisen väännön
kuvauksia, joille pätee erityisesti Kf = K ∈ L∞. Käydään läpi joitain
näiden kuvausten perustuloksia ilman todistusta: Olkoon f : Ω → Rn

K-kvasisäännöllinen.
(1) Kuvauksella f on lokaalisti 1

K
-Hölder-jatkuva edustaja.

(2) Jatkuva edustaja on joko vakio tai diskreetti ja avoin.
(3) Jatkuva edustaja toteuttaa Lusinin (N)-ehdon, eli jos A ⊂ Ω

on nollamittainen, niin myös sen kuva f(A) on. Lisäksi mikäli
f ei ole vakiokuvaus, myös jokaisen nollamittaisen B ⊂ Rn

alkukuva f−1(B) on nollamittainen. Tästä seuraa erityiseisti
Jf > 0 melkein kaikkialla.

Topologiset väitteet (1) ja (2) ovat voimassa myös äärellisen vään-
nön kuvauksille tietyillä oletuksilla. Tässä tutkielmassa todistetaan nä-
mä ominaisuudet, mikä riittää osoittamaan väitteet myös kaikille rajoi-
tetun väännön kuvauksille. Myös Lusinin (N)-ehto on voimassa kyllin
säännöllisille äärellisen väännön kuvauksille. Kun vääntöepäyhtälön K
on vakion sijaan funktio Ω → [1,∞], on tehtävä lisäoletuksia sen in-
tegroituvuudesta sekä mahdollisesti oletettava f ∈ W 1,n myös äärelli-
sen väännön tapauksessa. Seuraavissa luvuissa nähdään vastaesimerk-
kien avulla jatkuvuuden, diskreettisyyden ja avoimuuden todella vaa-
tivan yleiseltä W 1,1-kuvaukselta muutakin kuin pelkän äärellisen vään-
nön. Nämä esimerkit tulevat siten edellä mainitun nojalla olemaan ää-
rellisen, mutta rajoittamattoman väännön kuvauksia. Annetaan näiden
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käsitteiden helpottamiseksi jo tässä yksinkertaisempi esimerkki tällai-
sesta kuvauksesta:

Esimerkki 2.1.5. Olkoon f : R2 → R2 homeomorfismi

f(x, y) = (x3, y),

joka kuuluu sileänä funktiona selvästi avaruuteen W 1,2
loc (R2,R2). Sen

differentiaali pisteessä (x, y) ∈ R2 on

Df =

[
3x2 0
0 1

]
,

ja Jacobi Jf (x, y) = 3x2 ≥ 0, joka on selvästi lokaalisti integroituva.
Nyt |Df(x, y)| ≥ 1, eli vakiosta K ≥ 1 riippumatta vääntöepäyhtälö

1 ≤ |Df |2 ≤ KJf = 3Kx2

ei ole voimassa jossain y-akselin ympäristössä, tai vaihtoehtoisesti kun
|(x, y)| → ∞ sillä tällöin |Df |2 = 9x4. Siten määritelmän mukaan f
ei ole rajoitetun väännön kuvaus. Kuitenkin valitsemalla vääntöfunktio
Kf (x, y) = max{3x2, 1

3x2} nähdään, että |Df |2 ≤ KfJf , eli f on ää-
rellisen väännön kuvaus. Tällä määrittelyllä y-akselilla Kf = ∞, sillä
näissä pisteissä Jf = 0 ja |Df | > 0. Tämä on kuitenkin sallittua sillä
suorat ovatm2-nollamittaisia. Käytännössä f kuvaa tason pallot säteen
lähestyessä nollaa ellipseiksi, joiden korkeus ei muutu, mutta leveys jo-
ko kutistuu kun |x| < 1 tai laajenee kun |x| > 1. Selvästi tämä infi-
nitesimaalisten pallojen vääristyminen tai vääntö kasvaa rajatta, kun
lähestytään joko y-akselia tai x-koordinaatti kasvaa rajatta.

2.2. Muita funktioluokkia

Käydään vertailun vuoksi lyhyesti ja ilman todistuksia läpi myös
muita rajoitetun ja äärellisen väännön kuvauksiin läheisesti liittyviä
funktioavaruuksia. Yksi tärkeimpiä viimeisen sadan vuoden analyysin
tutkimuksessa on ollut kvasikonformisten funktioiden luokka:

Määritelmä 2.2.1. Homeomorfismi f ∈ W 1,n
loc (Ω, f(Ω)) on kvasi-

konforminen, jos se on K-kvasisäännöllinen jollain K ≥ 1.

Ylläoleva määritelmä kvasikonformikuvaukselle on analyyttinen muo-
toilu, muiden ollessa seuraavan lauseen metrinen ja geometrinen versio:

Lause 2.2.2 (Kvasikonformisuus, ks. esim. [Vä]). Homeomorfismil-
le f : Ω→ f(Ω) seuraavat ominaisuudet ovat yhtäpitäviä:

(1) Kuvaus f on kvasikonforminen.
(2) On olemassa vakio H ≥ 1 jolle

lim sup
r→0+

sup{|f(x)− f(y)| : |x− y| ≤ r}
inf{|f(x)− f(y)| : |x− y| ≥ r}

≤ H

kaikilla x ∈ Ω.
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(3) On olemassa vakio K ≥ 1 siten, että kaikilla alueen Ω käyrä-
perheillä Γ pätee

1

K
mod f(Γ) ≤ mod Γ ≤ K mod f(Γ),

missä mod Γ on infimum integraaleista
´
Rn η

n, kun η : Rn →
[0,∞] on Borel-kuvaus, jolle

´
β
ηds ≥ 1 jokaisella β ∈ Γ.

Huomautus 2.2.3. Edellinen lause näiden määritelmien ekviva-
lenttisuudesta on syvällinen tulos, sillä nämä ominaisuudet kertovat
monipuolisesti kvasikonformisen kuvauksen käyttäytymisestä. Esimer-
kiksi geometrisesta määritelmästä eli kohdasta (3) on selvää, että myös
kvasikonformisen kuvauksen käänteiskuvaus on kvasikonforminen. Met-
rinen määritelmä (2) taas tarkoittaa, että infinitesimaalisen pienet pal-
lot B ⊂ Ω kuvautuvat rajalla ellipseiksi f(B), joiden eksentrisyys (epä-
keskisyys) on rajoitettu vakiolla H ≥ 1. Vertailun vuoksi äärellisen
väännön kuvaukselle tämä eksentrisyys eli kyseisten ellipsien akselien
suhde ei välttämättä ole rajoitettua, vaan melkein kaikkialla äärellistä.

Kvasikonformisten kuvausten erikoistapauksia ovat seuraavan mää-
ritelmän kvasisymmetriset kuvaukset:

Määritelmä 2.2.4. Homeomorfismi f : Ω → f(Ω) on kvasisym-
metrinen, jos on olemassa vakio H ≥ 1 siten, että

sup{|f(x)− f(y)| : |x− y| ≤ r}
inf{|f(x)− f(y)| : |x− y| ≥ r}

≤ H

kaikilla x ∈ Ω ja kaikilla r > 0.

Selvästi kvasisymmetrinen kuvaus on myös kvasikonforminen. Tois-
ta suuntaa koskee syvällinen tulos, jonka mukaan myös jokainen kvasi-
konforminen kuvaus f : Rn → Rn on kvasisymmetrinen kaikilla n ≥ 2.
Tässä siis pallojen kuvien eksentrisyys on tasaisesti rajoitettua ilman
säteen viemistä nollaan, mikä on lähtökohtaisesti paljon vahvempi omi-
naisuus. Reaalilukusuoralla R tämä väite ei pidä paikkaansa:

Esimerkki 2.2.5. Olkoon g : R→ R homeomorfismi g(x) = ex+x.
Tällöin g on kvasikonforminen, sillä kun x ∈ R on mielivaltainen, niin

sup{|g(x)− g(y)| : |x− y| ≤ r}
inf{|g(x)− g(y)| : |x− y| ≥ r}

=
|ex + x− ex+r − x− r|
|ex + x− ex−r − x+ r|

=
ex(er − 1) + r

ex(1− e−r) + r
→ 1 kun r → 0 + .

Toisaalta jo pisteelle x = 0 saadaan
sup{|g(x)− g(y)| : |x− y| ≤ r}
inf{|g(x)− g(y)| : |x− y| ≥ r}

=
er + r − 1

1− e−r + r
→∞

kun säde r kasvaa äärettömiin, joten g ei määritelmän mukaan ole
kvasisymmetrinen.



LUKU 3

Jatkuvuus

Tunnetusti Sobolev-avaruuden W 1,p(Ω), Ω ⊂ Rn, kuvaukset ovat
edustajaa vaille jatkuvia, kun p > n. Vastaavasti kun p < n, on helppo
konstruoida funktio f ∈ W 1,p(Ω), jolla ei ole missään avoimessa joukos-
sa U ⊂ Ω rajoitettua edustajaa, eikä f siten voi olla jatkuva. Seuraa-
vassa esimerkissä nähdään, että oleellinen epäjatkuvuus on mahdollista
myös äärellisen väännön kuvaukselle, kun p < n. Sobolev-avaruudessa
W 1,n(Ω) on myös mahdollista konstruoida jokaisessa avoimessa joukos-
sa rajoittamaton ja siten epäjatkuva funktio, mutta osoittautuu, että
nyt oletus äärellisestä väännöstä riittää takaamaan jatkuvan edustajan
olemassaolon. Tässä luvussa todistetaan tämä vahva tulos. Samalla to-
distetaan myös yleisen äärellisen väännön kuvauksen jatkuvuus tilan-
teessa p = 1, kun vaihtoehtoisesti vaaditaan vääntöfunktiolta Kf eks-
ponentiaalinen integroituvuus, eli exp(λKf ) ∈ L1

loc(Ω) jollain λ > 0.
Luvun käsittely seuraa tiiviisti lähdettä [HenK] sekä osittain kirjaa
[Le] melkein kaikkialla differentioituvuuden osalta.

Lemma 3.0.6. Olkoon g : (0,∞) → (0,∞) aidosti monotoninen,
jatkuvasti derivoituva funktio. Tällöin kuvaukselle

f(x) =
x

|x|
g(|x|), x 6= 0

pätee

|Df(x)| = max{g(|x|)
|x|

, |g′(|x|)|} ja Jf (x) = g′(|x|)
(g(|x|)
|x|

)n−1

melkein kaikilla x.

Todistus. Selvästi f ∈ C1(Rn \ {0}). Riittää myös osoittaa tulos
vain puolisuoran {(t, 0, . . . , 0) : t > 0} pisteille, sillä avaruuden kier-
roille L pätee f ◦L = L ◦ f , eli mikä tahansa muu piste x 6= 0 saadaan
tälle puolisuoralle kierrolla L, joka säilyttää väitteen yhtälöt, sillä

|DLx| = |Lx| = 1, JL(x) = detL = 1.

Olkoon siis x = (x1, 0, . . . , 0), x1 > 0. Tällöin (|t| < x1)

∂1f1(x) = lim
t→0

g(x1 + t)− g(x1)

t
= g′(x1) = g′(|x|),

19
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ja kun j 6= 1 niin

∂jfj(x) = lim
t→0

t
|x1e1+tej |g(|x1e1 + tej|)− 0

t
=
g(x1)

|x1|
=
g(|x|)
|x|

,

∂1fj(x) = lim
t→0

0− 0

t
= 0.

Samoin selvästi ∂jfi(x) = 0 kaikilla j 6= i 6= 1. Komponenttikuvauksen
f1 muille osittaisderivaatoille saadaan myös

∂jf1(x) = lim
t→0

x1

|x1e1+tej |g(|x1e1 + tej|)− g(x1)

t

= lim
t→0

x1

|x1e1+tej | − 1

t
g(|x1e1 + tej|) + lim

t→0

g(|x1e1 + tej|)− g(x1)

t
= 0,

sillä käyttämällä l’Hospitalin sääntöä

lim
t→0

x1 − |x1e1 + tej|
t

= lim
t→0

−t√
x2

1 + t2
= 0,

ja siten yllä keskirivin ensimmäinen raja-arvo on 0, samoin myös toinen
käyttämällä ketjusääntöä kuvaukseen t 7→ g(|x1e1 + tej|). On siis saatu
laskettua

Df(x) = diag(g′(|x|), g(|x|)
|x|

, . . . ,
g(|x|)
|x|

),

joten väitteen yhtälöt seuraavat tästä operaattorinormin ja determi-
nantin määritelmiä vilkaisemalla. �

Edellistä lemmaa käyttämällä voidaan konstruoida esimerkkifunk-
tio avaruuteen W 1,p, p < n, joka on äärellisen väännön kuvaus ja oleel-
lisesti epäjatkuva:

Esimerkki 3.0.7. Olkoon f : B(0, 1)→ Rn, f(0) = 0 ja

f(x) =
x

|x|
(|x|+ 1), x 6= 0.

Tällöin f on samaa muotoa kuin edellisessä lemmassa, kun funktiona
g on t 7→ t+ 1. Nyt f(S(0, r)) = S(0, r + 1) kaikilla 0 < r < 1, ja f on
diffeomorfismi B(0, 1) \ {0} → B(0, 2) \B(0, 1). Lemman 3.0.6 nojalla

|Df(x)| = |x|+ 1

|x|
ja Jf (x) =

( |x|+ 1

|x|

)n−1

.

Sobolev-funktioiden ACL-karakterisaation mukaan f ∈ W 1,p(B(0, 1))
kun p < n, sillä selvästi tällöin |Df(x)| ∈ Lp(B(0, 1)) ja f on melkein
kaikkialla jatkuvasti derivoituva, siis erityisesti absoluuttisesti jatkuva
melkein kaikilla suorilla. Samoin Jf ∈ L1(B(0, 1)) ja Jf (x) > 0 melkein
kaikilla x, joten f on äärellisen väännön kuvaus. Se ei kuitenkaan ole
edes edustajaa vaille jatkuva, sillä jokaisessa origon ympäristössä on
jokin annulus, joka kuvautuu annulukseksi yksikkökiekon ympärille.
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Seuraavan määritelmän funktioavaruudet ovat Lp-avaruuksien laa-
jennuksia, jotka ovat tärkeässä roolissa tässä tutkielmassa ja sen todis-
tuksissa. Erityisesti eksponentiaalisesti integroituvan vääntöfunktion
omaavia kuvauksia voidaan tarkastella näiden avaruuksien kautta, mi-
kä osoittautuu myöhemmin riittävän yleiseksi keinoksi myös Sobolev-
avaruuden W 1,n-kuvausten käsittelyyn.

Määritelmä 3.0.8. Olkoon Ω ⊂ Rn avoin, 1 ≤ p < ∞ ja α ∈ R.
Määritellään Zygmund-avaruus

Lp logα L(Ω) := {f : Ω→ R :

ˆ
Ω

|f(x)|p logα(e+ |f(x)|)dx <∞}.

Vastaavasti kuin Lp-avaruuksille määritellään f ∈ Lp logα Lloc(Ω), jos
f ∈ Lp logα L(K) kaikilla kompakteilla K ⊂ Ω.

Huomautus 3.0.9. Tämän ja seuraavan luvun tuloksissa käytetään
erityisesti Zygmundin avaruuksia Ln log−1 L(Ω). Heti huomataan että
Lp(Ω) ⊂ Lp log−1 L(Ω) kaikilla p, silläˆ

Ω

|f(x)|p

log(e+ |f(x)|)
dx ≤

ˆ
Ω

|f(x)|p

log(e)
dx =

ˆ
Ω

|f(x)|pdx <∞

kaikilla f ∈ Lp(Ω). Toisaalta myös kaikilla q < p nähdään Lp log−1 Lloc ⊂
Lqloc, sillä kun K ⊂ Ω on kompakti ja f ∈ Lp log−1 L(K), niinˆ

K

|f |q =

ˆ
K

|f |p

log(e+ |f |)
· log(e+ |f |)
|f |p−q

<∞,

kun p− q > 0 eli log(e+|f |)
|f |p−q → 0 kun |f | → ∞ ja K on rajoitettu.

3.1. Distributiivinen Jacobi

Jatkuvuuden osoittamiseen tarvitaan seuraavaa distributiivisen Jaco-
bin käsitettä:

Määritelmä 3.1.1. Olkoon f ∈ W 1, n
2

n+1 (Ω,Rn). Määritellään di-
stributiivinen Jacobi (tai Jacobin determinantti) distribuutioksi

Jf (ϕ) := −
ˆ

Ω

f1(x)J(ϕ, f2, . . . , fn)(x)dx

kaikille ϕ ∈ C∞C (Ω).

Huomautus 3.1.2. Määritelmän integroituvuusasteella n2

n+1
distri-

butiivinen Jacobi on aina äärellistä kaikilla ϕ ∈ C∞C (Ω): Kun f ∈
W 1, n

2

n+1 (Ω,Rn), niin p = n2

n+1
< n ja Sobolevin upotuslauseen 1.2.14

nojalla

f1 ∈ Lp∗loc = L

n n2

n+1

n− n2
n+1

loc = Ln
2

loc.
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Tällöin Hadamardin epäyhtälöllä 1.2.18 ja Hölderöimällä saadaan

ˆ
Ω

|f1J(ϕ, f2, . . . , fn)| ≤ ‖f1‖n2‖|Df |n−1‖ n2

n2−1

sup
x∈Ω
|∇ϕ(x)| <∞,

sillä Lp-normit ovat kompaktin joukon spt ϕ yli ja (n− 1)n
2

n2 = n2

n+1
.

Distributiivinen Jacobi osoittautuu seuraavissa lemmoissa äärelli-
seksi myös kun p = n, sillä se yhtyy varsinaiseen Jacobiin Jf seuraa-
vassa mielessä:

Lemma 3.1.3. Olkoon Ω ⊂ Rn alue ja f ∈ C∞(Ω,Rn). Tällöin
kaikilla ϕ ∈ C∞C (Ω) pätee

Jf (ϕ) = −
ˆ

Ω

f1J(ϕ, f2, . . . , fn) =

ˆ
Ω

ϕJf .

Todistus. Todistus on suoraviivainen lasku, mutta determinantin
kehittäminen sekä tulofunktioiden osittaisderivaatat tuottavat siihen
huomattavan pitkiä lausekkeita. Todistetaan väite tapauksessa n = 2,
sillä jo tästä laskusta huomaa että korkeamman ulottuvuudenkin ta-
pauksessa yhtäsuuruus seuraa vastaavalla argumentilla. Kun siis f ∈
C∞(Ω,R2) ja ϕ ∈ C∞C (Ω), saadaan osittaisintegroimalla ja osittaisde-
rivoinnin järjestystä vaihtamalla

ˆ
Ω

Jfϕ =

ˆ
Ω

(∂1f1∂2f2 − ∂2f1∂1f2)ϕ

= −
ˆ

Ω

f1(∂1(∂2f2ϕ)− ∂2(∂1f2ϕ))

= −
ˆ

Ω

f1(∂12f2ϕ+ ∂2f2∂1ϕ− ∂21f2ϕ− ∂1f2∂2ϕ)

= −
ˆ

Ω

f1(∂2f2∂1ϕ− ∂1f2∂2ϕ)

= −
ˆ

Ω

f1J(ϕ, f2) �

Lemma 3.1.4. Olkoon Ω ⊂ Rn alue ja f ∈ W 1,n
loc (Ω,Rn). Tällöin

kaikilla ϕ ∈ C∞C (Ω) pätee

Jf (ϕ) = −
ˆ

Ω

f1J(ϕ, f2, . . . , fn) =

ˆ
Ω

ϕJf .

Todistus. Olkoon (f j) ∈ C∞(Ω,Rn) jono jolle f j → f avaruudes-
sa W 1,n. Haluttu yhtäsuuruus saadaan käyttämällä edellistä lemmaa
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tämän approksimoivan jonon funktioille eli lisäämällä nolla ja mene-
mällä rajalle:

|
ˆ

Ω

ϕJf +

ˆ
Ω

f1J(ϕ, f2, . . . , fn)|

≤
ˆ

Ω

|ϕ(Jf − Jfj) + f1J(ϕ, f2, . . . , fn)− f j1J(ϕ, f j2 , . . . , f
j
n)|

≤ (‖ϕ‖∞ + 1)

ˆ
spt ϕ
|Jf − Jfj |+ |f1J(ϕ, f2, . . . , fn)− f j1J(ϕ, f j2 , . . . , f

j
n)|.

(1)

Nämä integraalit suppenevat nollaan kun j →∞: Teleskooppisummaa

Jf − Jg =
n∑
i=1

J(f1, . . . , fi, gi+1, . . . , gn)− J(f1, . . . fi−1, gi, . . . gn)

=
n∑
i=1

J(f1, . . . , fi − gi, . . . , gn)

käyttämällä saadaan esimerkiksi

ˆ
sptϕ
|Jf − Jfj | ≤

ˆ
sptϕ

n∑
i=1

|J(f1, . . . , fi − f ji , . . . f jn)|

≤
n∑
i=1

C

ˆ
sptϕ
|Df |n−1|∇fi −∇f ji |

≤
n∑
i=1

‖|Df |n−1‖ n
n−1
‖∇fi −∇f ji ‖n → 0,

kun sptϕ on kompakti ja ‖f−f j‖1,n → 0. Samankaltainen determinan-
tin hajottaminen osoittaa myös arvion (1) toisen integraalin häviämisen
rajalla.

�

Äärellisen väännönW 1,n-kuvausten jatkuvuuden todistamisessa edel-
linen lemma on tärkeässä roolissa. Myös yleisten äärellisen väännön
kuvausten, joille vääntöfunktio Kf on eksponentiaalisesti integroituva,
jatkuvuuden todistaminen vaatii vastaavan tuloksen. Lauseessa 3.1.8
osoitetaan distributiivisen Jacobin yhtyminen tavalliseen myös näille
kuvauksille, mikä sitä paitsi riittää myös edellisen lemman väitteen to-
distukseksi kunhan kuvauksella f ∈ W 1,n

loc on lisäksi äärellinen vääntö.
Tämän todistamiseksi tarvitaan maksimaalifunktion 1.3.1 käsitettä ja
muutama aputulos:
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Lemma 3.1.5. Olkoon f ∈ W 1,n− 1
2 (Ω,Rn) ja B ⊂⊂ Ω avoin pallo.

Jos f1 ∈ W 1,∞
0 (B), niin ˆ

B

Jf = 0.

Todistus. Jos kuvaus f on sileä, seuraa tulos lemmasta 3.1.3, sillä
f1 voidaan jatkaa nollana pallon B ulkopuolelle, jolloin valitsemalla
testifunktio ϕ ∈ C∞C (Ω) siten, että ϕ(x) = 1 kaikilla x ∈ B saadaanˆ

B

Jf =

ˆ
B

ϕJf =

ˆ
Ω

ϕJf = −
ˆ

Ω

f1J(ϕ, f2, . . . , fn) = 0.

Yleisessä tapauksessa olkoon (f j) jono sileitä funktioita joille f j → f

avaruudessa W 1,n− 1
2 ja lisäksi

f j1 ∈ W
1,∞
0 (B) ja |∇f j1 | → |∇f1| avaruudessa L2n−1(B).

Ensimmäinen lisäehto on mahdollinen oletuksen f1 ∈ W 1,∞
0 (B) nojalla,

ja toinen käyttämällä Hölderin epäyhtälöä sillä |∇f j1 −∇f1| on samoin
oleellisesti rajoitettu pallossa B jaˆ

B

|∇f j1 −∇f1|2n−1 ≤
ˆ
B

|∇f j1 −∇f1|n−
1
2‖|∇f j1 −∇f1|n−

1
2‖∞ → 0.

Nyt käyttämällä teleskooppisummaa Jacobille, Hadamardin epäyhtälöä
ja edelleen tavallista (konjugaattiluvuille 2n−1 ja n− 1

2

n−1
) sekä yleistettyä

Hölderiä (konjugaattiluvuille 2n− 1,
n− 1

2

i−2
, n− 1

2
ja n− 1

2

n−i ) saadaan arvio

ˆ
B

Jf ≤
ˆ
B

|Jf − Jfj |

≤
n∑
i=1

ˆ
B

|J(f j1 , . . . , f
j
i−1, fi, . . . , fn)− J(f j, . . . , f

j
i , fi+1, . . . , fn)|

=
n∑
i=1

ˆ
B

|J(f j1 , . . . , f
j
i−1, fi − f

j
i , fi+1, . . . , fn|

≤
ˆ
B

|∇f1 −∇f j1 ||Df |n−1

+
n∑
i=2

ˆ
B

|∇f1||Df |i−2|∇fi −∇f ji ||Df j|n−i

≤ ‖|∇f1 −∇f j1 |‖2n−1‖|Df |n−1‖n− 1
2

n−1

+
n∑
i=2

‖|∇f1|‖2n−1‖|Df |i−2‖n− 1
2

i−2

‖|∇fi −∇f ji |‖n− 1
2
‖|Df j|n−i‖n− 1

2
n−i

→ 0 kun j →∞. �
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Lemma 3.1.6. Olkoon B = B(x0, 3R) ⊂ Rn ja u ∈ W 1,1(B) siten,
että

´
B(x0,R)

u = 0. Tällöin on olemassa vakio C = C(n,R) > 0 siten,
että kaikilla λ > 0 ja x ∈ B(x0, R) pätee: Jos

MBu(x) > λ, niin MB|∇u|(x) > Cλ.

Todistus. Olkoon x ∈ B(x0, R) ja x ∈ B0 ⊂ B pallo siten, että
MBu(x) ≤ 2|u|B0 . Valitaan äärellinen jono palloja B0, B1, . . . , Bn =
B(x0, R) seuraavasti: Kun B0 = B(y, r1), valitaan B1 = B(x, r1) ja
kun pallo Bj, j ≥ 1, on valittu, asetetaan Bj+1 = B(x, 2rj) niin kauan,
kun 2rj < 2R. Kun j ∈ N siten, että 2rj ≥ 2R, asetetaan Bj+1 =
B(x, 2R) ⊂ B ja lopuksi Bj+2 = Bn = B(x0, R).

Tällöin pallojen säteille pätee
∑n

j=0 ri ≤ 10R, vaikka olisikin jo
r1 ≥ 2R. Lisäksi peräkkäisten pallojen leikkaukselle on selvästi olemas-
sa dimensiosta n riippuva vakio C = C(n) > 0 siten, että

|Bj ∩Bj+1| ≥ C max(|Bj|, |Bj+1|).

Nyt voidaan arvioida käyttämällä teleskooppisummaa, sopivien pallo-
jen sisäkkäisyyttä, Poincaré’n epäyhtälöä ja tietoa uBn = 0

MBu(x) ≤ 2|u|B0 ≤ 2

 
B0

|u− uB0|+ 2|uB0|

≤ 2

 
B0

|u− uB0|+ 2
n−1∑
j=0

|uBj − uBj+1
|

≤ Cr1

 
B0

|∇u|+ 2|uB0 − uB0∩B1|+ 2|uB1 − uB0∩B1|

+ 2
n−2∑
j=1

1

|Bj|

ˆ
Bj

|u− uBj+1
|+ 1

|Bn|

ˆ
Bn

|u− uBn−1|

≤ Cr1

 
B0

|∇u|+ 2

|B0 ∩B1|

ˆ
B0∩B1

(|u− uB0|+ |u− uB1|)

+
n−2∑
j=1

C

|Bj+1|

ˆ
Bj+1

|u− uBj+1
|+ C

|Bn−1|

ˆ
Bn−1

|u− uBn−1|

≤ C

n−1∑
j=0

rj

 
Bj

|∇u|

≤ C(n,R)MB|∇u|(x),

sillä x ∈ Bj kaikilla j. Siis pallossa B(x0, R) funktio MB|∇u| on fun-
kiota 1

C
MBu suurempaa jollain vakiolla C > 0, mistä väite seuraa.

�
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Lemma 3.1.7. Olkoon B = B(x0, R) ⊂ Rn ja f ∈ W 1,1
loc (3B,Rn)

siten, että |Df | ∈ Ln log−1 L(3B). Olkoon myös ϕ ∈ C∞C (B) ja määri-
tellään

u := ϕ(f1 − (f1)B) : B → R.
Kun

Fλ := {x ∈ B : M3B|∇u|(x) < λ},
niin

lim inf
λ→∞

λ

ˆ
B\Fλ
|Df |n−1 = 0.

Todistus. Tulosäännön ja kolmioepäyhtälön nojalla

|∇u| ≤ |∇f1||ϕ|+ |∇ϕ||f1 − (f1)B|.
Nyt jos y ∈ B \ Fλ ja y ∈ By ⊂ 3B on pallo, niin (jatketaan u nollana
joukkoon 3B \B) saadaan 

By

|∇u| ≤
 
By

|∇f1||ϕ|+
 
By

|∇ϕ||f1 − (f1)B|

≤ CM3B|∇f1|(y) + CM3B|f1 − (f1)B|(y).

Ottamalla supremumin yli kaikkien tällaisten By nähdään että

λ ≤M3B|∇u|(y) ≤ CM3B|∇f1|(y) + CM3B|f1 − (f1)B|(y),

sillä keskitetylle maksimaalifuntioille on voimassa

M3B|∇u|(y) ≤ 2nMC
3B|∇u|(y).

Siis toisen yläpuolen summattavista on oltava vähintään λ
2
. Lemman

3.1.6 nojalla, kun nyt
´
B
f1 − (f1)B = 0, saadaan CM3B|Df |(y) ≥

CM3B|∇f1|(y) > λ. Siten

B \ Fλ ⊂ {x ∈ B : M3B|Df |(x) > Cλ}.
Nyt kaikilla ε ∈ (0, 1) pätee

λ

ˆ
B\Fλ
|Df |n−1 ≤ λ

ˆ
{M3B |Df |>Cλ}

|Df |n−1

≤ λ

ˆ
{M3B |Df |>Cλ}

(M3B|Df |)n−1

≤ C−ελ1−ε
ˆ
{M3B |Df |>Cλ}

(M3B|Df |)n−1+ε

≤ Cλ1−ε
ˆ
{|Df |>Cλ

2
}
|Df |n−1+ε,

missä viimeinen epäyhtälö saadaan käyttämällä lemmaa 1.3.6, sillä nyt
n > n − 1 + ε > 1 ja |Df | ∈ Ln−1+ε. Tälle arviolle saadaan alaraja-
arvoksi lim infλ→∞ = 0 käyttämällä seuraavaa apufunktiota: Olkoon

Φ(t) = tε−1 d

dt

t1−ε

log(e+ t)
, t ≥ 1
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jolloin Φ(t) > 0 riittävän suurilla t, ja lisäksiˆ ∞
1

Φ(t)dt =

ˆ ∞
1

tε−1 d

dt

t1−ε

log(e+ t)
dt

=

∞/
1

log−1(e+ t) + (1− ε)
ˆ ∞

1

dt

t log(e+ t)
=∞.

Oletuksen |Df | ∈ Ln log−1 L ja Fubinin lauseen nojalla nytˆ ∞
1

Φ(t)t1−ε
( ˆ
{|Df(x)|>t}

|Df(x)|n−1+εdx
)
dt

=

ˆ
{|Df(x)|>1}

|Df(x)|n−1+ε
( ˆ |Df(x)|

1

d

dt

t1−ε

log(e+ t)
dt
)
dx

≤
ˆ
{|Df |>1}

|Df |n

log(e+ |Df |)
dx <∞.

Nyt siitä että ylläolevassa integraalissa integrandi on (suurilla t)
ei-negatiivinen, on välttämättä seurattava

lim inf
t→∞

t1−ε
ˆ
{|Df |>t}

|Df |n−1+εdx = 0,

mistä aiemman arvion kanssa saadaan väitteen alaraja-arvon häviämi-
nen.

�

Lause 3.1.8. Olkoon f ∈ W 1,1
loc (Ω,Rn) siten, että

|Df | ∈ Ln log−1 Lloc(Ω) ja Jf ≥ 0 melkein kaikkialla. Tällöin

Jf ∈ L1
loc(Ω) ja Jf (ϕ) = −

ˆ
Ω

f1J(ϕ, f2, . . . , fn) =

ˆ
Ω

ϕJf

kaikilla ϕ ∈ C∞C (Ω).

Huomautus 3.1.9. Myöhemmin nähdään, että eksponentiaalises-
ti integroituvan vääntöfunktion Kf tilanteessa äärellisen väännön ku-
vauksen f (heikko) differentiaali |Df | toteuttaa lauseen 3.1.8 ehdon.
Kuten aiemmin mainittiin, ehto täyttyy myös välittömästi vahvemman
oletuksen f ∈ W 1,n tilanteessa, minkä nojalla lemma 3.1.4 on äärelli-
sen väännön kuvaukselle suora seuraus lauseesta 3.1.8. Äärellisen vään-
nön kuvaus toteuttaa lisäksi ehdon Jacobin ei-negatiivisuudesta, ja sitä
paitsi jo määritelmänsä mukaan sen Jacobi on lokaalisti integroituva.
Todistetaan tämä kuitenkin pelkästään lauseen 3.1.8 vaatimattomam-
pien oletusten pohjalta.

Todistus. Olkoon U ⊂ Ω kompakti. Liittämällä jokaiseen pistee-
seen x ∈ U pallo B(x, r) siten, että myös B(x, 6r) ⊂⊂ Ω saadaan jou-
kon U avoin peite, josta päästään tällaisten pallojen muodostamaan
äärelliseen osapeitteeseen. Jacobia koskevaa väitettä varten riittää siis
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todistaa, että
´

1
2
B
Jf < ∞, kun B = B(x0, R) on mielivaltainen pallo,

jolle 3B ⊂⊂ Ω.
Olkoon ϕ ∈ C∞C (B, [0,∞)) jolle ϕ(x) = 1 kaikilla x ∈ 1

2
B. Mää-

ritellään u = ϕ(f1 − (f1)B) kuten edellisessä lemmassa. Tällöin u ∈
W 1,1

0 (B), sillä Sobolev-funktiota f1 − (f1)B ∈ W 1,1(B) approksimoi-
vat sileät funktiot approksimoivat funktiolla ϕ kerrottuna funkiota u,
ja ovat kompaktikantajaisia sillä ϕ on. Olkoon nyt λ > 0 ja edellisen
lemman merkintää käyttäen

Fλ = {M3B|∇u| < λ}.
Nyt u on joukon Fλ Lebesgue-pisteisiin rajoitettuna Lipschitz-jatkuva
lemman 1.3.5 nojalla. Merkitään tätä joukkoa samalla nimellä, sillä
{x ∈ Fλ : x ei ole Lebesgue-piste} on nollamittainen ja siten voidaan
esimerkiksi edellisen lemman tulosta käyttää tälle pienemmällekin jou-
kolle. Olkoon sitten

ũλ :=

{
u(x), x ∈ Fλ
0, x /∈ B,

joka on myös Cλ-Lipschitz: Epäyhtälö |ũλ(x)− ũλ(y)| ≤ Cλ|x− y| on
selvä jos x, y /∈ B tai x, y ∈ Fλ. Olkoot sitten x ∈ Fλ ja y /∈ B sekä
r = d(x, ∂B) ≤ |x − y|. Valitaan lisäksi pallot Bj = B(x, 2−j+1r) kun
j ≥ 1. Kun joukosta Fλ poistettiin ei-Lebesgue-pisteet, voidaan jälleen
käyttää teleskooppisummaa ja Poincaré’n epäyhtälöä ja arvioida

|ũλ(x)− ũλ(y)| = |ũλ(x)| = |u(x)|

= |uB1 +
∞∑
j=1

(uBj+1
− uBj)| ≤ |uB1|+

∞∑
j=1

|uBj − uBj+1
|

≤ 1

|B1 \B|

ˆ
B1\B

|u− uB1|+
∞∑
j=1

2−jr
C

|Bj|

ˆ
Bj

|∇u|

≤ C

|B1|
r

ˆ
B1

|∇u|+
∞∑
j=1

2−jr
C

|Bj|

ˆ
Bj

|∇u| ≤ CrM3B|∇u|(x)

≤ Cλ|x− y|,
sillä u(x) = 0 kaikilla x ∈ B1 \ B (nollana jatkettuna), sekä selvästi
|B1 \B| ≥ |B1|

4n
. Koska ũλ on siis Lipschitz-jatkuva, voidaan se helposti

laajentaa sellaiseksi joukkoon B \ Fλ ja siis koko avaruuteen Rn.
Oletuksen |Df | ∈ Ln log−1 Lloc(Ω) seurauksena selvästi myös |Df | ∈

Ln−
1
2 (3B) ja siis Poincaré’n nojalla itseasiassa f ∈ W 1,n− 1

2 (3B). Kos-
ka ũλ on lisäksi Lipschitz-jatkuva koko avaruudessa, myös sille pä-
tee ũλ ∈ W 1,n− 1

2 (3B) ja erityisesti ũλ ∈ W 1,∞
0 (B). Siten kuvaukselle

(ũλ, f2, . . . , fn) on lemman 3.1.5 nojallaˆ
B

J(ũλ, f2, . . . , fn) = 0.
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Kun lisäksi ACL-karakterisaation perusteella |∇ũλ| ≤ Cλ, niin pätee

|
ˆ
Fλ

J(ũλ, f2, . . . , fn)| = |
ˆ
B\Fλ

J(ũλ, f2, . . . , fn)| ≤ Cλ

ˆ
B\Fλ
|Df |n−1.

Funktion ũλ määritelmän nojalla saadaan melkein kaikissa joukon Fλ
pisteissä tulosäännöllä

J(ũλ, f2, . . . , fn) = ϕJf + (f1 − (f1)B)J(ϕ, f2, . . . , fn).

Tällöin funktion ϕ valinnan ja edellisten nojallaˆ
Fλ∩ 1

2
B

Jf

≤
ˆ
Fλ

ϕJf =

ˆ
Fλ

J(ũλ, f2, . . . , fn)− (f1 − (f1)B)J(ϕ, f2, . . . , fn)

≤ |
ˆ
Fλ

J(ũλ, f2, . . . , fn)|+ |
ˆ
Fλ

(f1 − (f1)B)J(ϕ, f2, . . . , fn)|

≤ Cλ

ˆ
B\Fλ
|Df |n−1 +

ˆ
B

|(f1 − (f1)B)J(ϕ, f2, . . . , fn)|

Koska Fλ ⊂ Fλ′ kun λ ≤ λ′, saadaan tällöin lemman 3.1.7 nojallaˆ
1
2
B

Jf = lim inf
λ→∞

ˆ
Fλ∩ 1

2
B

Jf ≤
ˆ
B

|(f1 − (f1)B)J(ϕ, f2, . . . , fn)|.

Tämä integraali nähdään äärelliseksi, kun nyt oletuksen
|Df | ∈ Ln log−1 Lloc nojalla tiedetään f ∈ W 1, n

2

n+1 , joten käyttämällä
Hölderiä ja Sobolevin epäyhtälöä kuten huomautuksessa 3.1.2ˆ
B

|(f1−(f1)B)J(ϕ, f2, . . . , fn)| ≤ ‖f1−(f1)B‖n2‖C|Df |n−1‖ n2

n2−1

<∞,

sillä f1 ∈ Ln
2
(B) ja (n− 1) n2

n2−1
= n2

n+1
.

Todistetaan vielä, että distributiivinen Jacobi yhtyy varsinaiseen
Jacobiin. Olkoon siis ϕ ∈ C∞C (Ω) mielivaltainen testifunktio. Peittä-
mällä sen kompakti kantaja sptϕ samanlaisilla palloilla kuin todistuk-
sen alussa ja ottamalla tästä saatavalle äärelliselle osapeitteelle ykkösen
ositus ϕ1, . . . , ϕk, saadaan ϕ =

∑
j ϕjϕ. Tällöin jokaiselle ϕjϕ on edellä

määritelty pallo Bj jolle sptϕjϕ ⊂ Bj, joten riittää osoittaa väite tällai-
sille näissä palloissa kannatelluille testifunktioille. Nyt voidaan käyttää
samoja argumentteja kuin todistuksen alussa: Olkoon siis ϕ ∈ C∞C (B)
pallolle B jolle 3B ⊂⊂ Ω ilman muita rajoituksia ja samoin kuin edellä
u = ϕ(f1 − (f1)B) tässä pallossa. Aiempaa päättelyä seuraten saadaan
tälle kaikilla λ > 0 Lipschitz-jatke ũλ ∈ W 1,∞

0 (B) ja Jacobille sama
yhtälö

ϕJf = J(ũλ, f2, . . . , fn)− (f1 − (f1)B(J(ϕ, f2, . . . , fn)
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melkein kaikkialla joukossa Fλ. Tällöinˆ
B

ϕJf =

ˆ
B\Fλ

ϕJf +

ˆ
Fλ

ϕJf =

ˆ
B\Fλ

ϕJf

+

ˆ
Fλ

J(ũλ, f2, . . . , fn) (2)

+ (f1)B

ˆ
Fλ

J(ϕ, f2, . . . , fn)−
ˆ
Fλ

f1J(ϕ, f2, . . . , fn).

Lemman 3.1.5 nojalla
´
B
J(ϕ, f2, . . . , fn) = 0, joten käyttämällä domi-

noitua konvergenssia saadaan myös

(f1)B

ˆ
Fλ

J(ϕ, f2, . . . , fn) = C

ˆ
B

J(ϕ, f2, . . . , fn)χFλ → 0 kun λ→∞.

Samoin myös ensimmäinen yhtälön (2) oikean puolen integraaleista hä-
viää integraalin jatkuvuuden nojalla kun λ → ∞, sillä integrandi ϕJf
ei riipu luvusta λ ja |B \Fλ| → 0. Jäljellä ovat siis toinen ja neljäs ter-
mi, jonka integrandi on juuri haluttua muotoa. Näistä ensimmäinenkin
häviää rajankäynnissä: Lemman 3.1.5 nojalla´
B
J(ũλ, f2, . . . , fn) = 0, jotenˆ

Fλ

J(ũλ, f2, . . . , fn) = −
ˆ
B\Fλ

J(ũλ, f2, . . . , fn).

Koska |∇ũλ| ≤ Cλ, niin lemman 3.1.7 avulla saadaan

lim inf
λ→∞

|
ˆ
Fλ

J(ũλ, f2, . . . , fn) ≤ C lim inf
λ→∞

λ

ˆ
B\Fλ
|Df |n−1 = 0.

Nyt siis ottamalla yhtälössä (2) alaraja-arvo puolittain päästään eroon
muista oikean puolen termeistä paitsi viimeisestä ja saadaan dominoi-
dun konvergenssin avulla (muistetaan että f ∈ W 1, n

2

n+1 (B,Rn)) täsmäl-
leen ˆ

B

ϕJf = lim inf
λ→∞

(
−
ˆ
Fλ

f1J(ϕ, f2, . . . , fn)
)

= − lim sup
λ→∞

ˆ
Fλ

f1J(ϕ, f2, . . . , fn)

= − lim
λ→∞

ˆ
B

f1J(ϕ, f2, . . . , fn)χFλ

= −
ˆ
B

f1J(ϕ, f2, . . . , fn)

= Jf (ϕ). �

3.2. Heikko monotonisuus

Edellisen kappaleen lauseen 3.1.8 avulla todistetaan saman luo-
kan äärellisen väännön kuvausten toteuttavan ominaisuuden nimeltään
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heikko monotonisuus. Tavallisesti määritellään joukon Ω ⊂ Rn funktion
f : Ω→ Rm olevan monotoninen, jos sille pätee oscBf ≤ osc∂Bf kaikil-
la avoimilla palloilla (tai joukoilla) B ⊂⊂ Ω, missä oscAf = diam f(A).
Heikon monotonisuuden käsite on intuitiivisesti tämän käsitteen yleis-
tys. Se on olennainen työkalu todistettaessa äärellisen väännön kuvauk-
sen jatkuvuutta.

Määritelmä 3.2.1. Olkoon u ∈ W 1,p(Ω), missä p ∈ [1,∞). Funk-
tio u on p-heikosti monotoninen, jos aina pätee

(m− u)+ ∈ W 1,p
0 (B)⇒ u ≥ m melkein kaikilla x ∈ B,

(u−M)+ ∈ W 1,p
0 (B)⇒ u ≤M melkein kaikilla x ∈ B,

kun B ⊂⊂ Ω on mielivaltainen pallo ja m < M reaalilukuja.

Huomautus 3.2.2. Jos u on p-heikosti monotoninen ja lisäksi jat-
kuva, se on monotoninen. Olkoon nimittäin B ⊂⊂ Ω avoin pallo,
m = minx∈∂B u(x) ja M = maxx∈∂B u(x), jotka jatkuva kuvaus u saa-
vuttaa kompaktilla pallon reunalla. Tällöin kaikilla ε > 0 on reunan ∂B
ympäristö U jossam−ε < u < M+ε, jolloin (m−ε−u)+, (u−M−ε)+ ∈
W 1,p

0 (B) ja siten myös m− ε ≤ u ≤ M + ε melkein kaikkialla pallossa
B, eli oscBu ≤M −m+ 2ε = osc∂Bu+ 2ε.

Lause 3.2.3. Olkoon f : Ω → Rn äärellisen väännön kuvaus siten,
että |Df | ∈ Ln log−1 Lloc(Ω). Tällöin komponenttikuvaukset f1, . . . , fn
ovat p-heikosti monotonisia kaikilla p < n.

Todistus. Todistetaan väite ensimmäiselle komponenttikuvauk-
selle f1. Muille voidaan väite todistaa vastaavasti, jos muokataan sa-
malla edellisen kappaleen distributiivisen Jacobin määritelmää vastaa-
maan kyseistä komponenttikuvausta.

Olkoon m ∈ R ja B ⊂⊂ Ω avoin pallo. Oletetaan (m − f1)+ ∈
W 1,p

0 (B), jolloin on siis osoitettava, että f1(x) ≥ m melkein kaikilla
x ∈ B. Määritellään

v := (m− f1)+χB ja g := (−v, f2, . . . , fn).

Selvästi v ∈ W 1,p
loc (Ω) kaikilla p < n ja yhä |Dg| ∈ Ln log−1 Lloc(Ω).

Olkoon
Em := {x ∈ B : f1(x) < m},

jolloin Jg = χEmJf melkein kaikkialla. Olkoon ϕ ∈ C∞C (Ω, [0,∞)) siten,
että ϕ(x) = 1 kaikilla x ∈ B. Tällöin lauseen 3.1.8 nojallaˆ

B

Jg ≤
ˆ

Ω

ϕJg = −
ˆ

Ω

vJ(ϕ, f2, . . . , fn) = 0,

sillä Jg ≥ 0 melkein kaikkialla, v = 0 joukossa Bc ja ∇ϕ = 0 pallossa
B. On siis oltava Jg = 0 melkein kaikkialla pallossa B, eli tällöin myös
Jf = 0 melkein kaikkialla joukossa Em. Äärellisestä väännöstä seu-
raa, että samoin |Df | = 0 melkein kaikkialla joukossa Em, erityisesti
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∇f1(x) = 0 melkein kaikilla x, joilla f1(x) < m. Apufunktion v määri-
telmän mukaan myös ∇v = 0 tässä joukossa, joten se häviää melkein
kaikkialla pallossa B. Tällöin oletuksesta v = (m − f1)+ ∈ W 1,p

0 (B)
seuraa kuitenkin v = 0 melkein kaikkialla pallossa B, eli toisin sa-
noen f1 ≥ m. Vastaavalla päättelyllä voidaan todistaa myös implikaa-
tio (f1 −M)+ ∈ W 1,p

0 (B)⇒ f1 ≤M .
�

3.3. Jatkuva äärellisen väännön kuvaus

Edellisten lukujen käsitteiden ja tulosten avulla voidaan nyt muo-
toilla ja todistaa äärellisen väännön kuvauksille seuraavat jatkuvuus-
tulokset:

Lause 3.3.1. Olkoon f ∈ W 1,n
loc (Ω,Rn) äärellisen väännön kuvaus.

Tällöin sillä on olemassa jatkuva edustaja.

Lause 3.3.2. Olkoon f : Ω → Rn äärellisen väännön kuvaus. Jos
on olemassa λ > 0 siten, että exp(λKf ) ∈ L1

loc(Ω), niin funktiolla f on
olemassa jatkuva edustaja.

Lauseen 3.3.2 todistamiseksi voidaan käyttää edellisten kappaleiden
tuloksia, sillä oletuksesta exp(λKf ) ∈ L1

loc(Ω) seuraa
|Df | ∈ Ln log−1 Lloc(Ω) (avaruudessa W 1,n tämä nähdään välittömästi
määritelmästä):

Lemma 3.3.3. Olkoot a ≥ 1, b ≥ 0 ja λ > 0. Tällöin pätee epäyhtälö

ab ≤ exp(λa) +
2b

λ
log
(
e+

b

λ

)
.

Todistus. Koska kaikki termit ovat ei-negatiivisia, voidaan olettaa
että exp(λa) < ab. Jos x ≥ 0, niin x2 < ex, joten

λ2a2 ≤ exp(λa) < ab.

Nyt erityisesti λ2a < b⇒ ab < b2

λ2 , joten

exp(λa) <
b2

λ2
⇒ λa < 2 log(

b

λ
)⇒ ab <

2b

λ
log(e+

b

λ
).

�

Lemma 3.3.4. Olkoon f : Ω → Rn äärellisen väännön kuvaus. Jos
on λ > 0 siten, että exp(λKf ) ∈ L1

loc(Ω), niin |Df | ∈ Ln log−1 Lloc(Ω).

Todistus. Äärellisen väännön määrittelevästä epäyhtälöstä
|Df |n ≤ KfJf melkein kaikkialla, tiedoista Kf ≥ 1, e+ x

1
n ≥ (e+ x)

1
n

ja siitä että kuvaus

x 7→ x

log(e+ x
1
n )
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on kasvava saadaan arvio
|Df(x)|n

log(e+ |Df(x)|)
≤ Kf (x)Jf (x)

log(e+Kf (x)
1
nJf (x)

1
n )

≤ Kf (x)Jf (x)

log(e+ Jf (x)
1
n )

≤ nKf (x)Jf (x)

log(e+ Jf (x))
.

Olkoon sitten K ⊂ Ω kompakti. Lemman 3.3.3 nojalla, kun valitaan
luku λ kuten oletuksessa, a = Kf ja b =

Jf
log(e+Jf )

, saadaan
ˆ
K

|Df(x)|n

log(e+ |Df(x)|)
dx ≤

ˆ
K

nKf (x)Jf (x)

log(e+ Jf (x))
dx

≤ n

ˆ
K

exp(λKf (x))dx

+ 2n

ˆ
K

Jf (x)

λ log(e+ Jf (x))
log
(
e+

Jf (x)

λ log(e+ Jf (x))

)
dx.

Näistä ensimmäinen integraali on oletuksen mukaan äärellistä. Toista
integraalia varten merkitään

K1 := {x ∈ K : λ log(e+ Jf (x)) ≤ 1}

ja K2 = K \ K1. Tällöin joukon K1 pisteissä Jf (x) ≤ e
1
λ − e, joten

integrandi on rajoitettu, sillä aina λ log(e + Jf ) ≥ λ > 0. Siten tämä
integraali yli rajoitetun joukon K on äärellistä. Joukon K2 pisteissä on
olemassa vakio C > 0 siten, että

Jf (x)

λ log(e+ Jf (x))
log
(
e+

Jf (x)

λ log(e+ Jf (x))

)
≤ CJf (x),

joka on integroituva yli joukon K. Molemmat integraalit ovat siis ää-
rellisiä, joten |Df | ∈ Ln log−1 Lloc(Ω).

�

Nyt tiedetään lauseiden 3.3.1 ja 3.3.2 oletusten kuvausten differen-
tiaalien kuuluvan avaruuteen Ln log−1 Lloc. Edellisen kappaleen nojalla
niiden komponenttikuvaukset ovat tällöin lisäksi p-heikosti monotoni-
sia kaikille p < n. Seuraavan lemman mielessä tämä käsite kertoo myös
niiden varsinaisesta monotonisuudesta:

Lemma 3.3.5. Olkoon 1 ≤ p < ∞ ja u ∈ W 1,p(Ω) kuvaus, joka
on p-heikosti monotoninen jossain pallossa B(a,R) ⊂⊂ Ω. Valitaan
r ∈ (0, R).Tällöin kun (uj)j on jono kuvauksen u konvoluutioapprok-
simaatioita, joille siis uj → u avaruudessa W 1,p, x0, y0 ∈ B(a, r) ovat
kuvauksen u Lebesgue-pisteitä ja ε > 0, niin on olemassa indeksi N ∈ N
siten, että kaikille t ∈ (r, R) pätee

|uj(x0)− uj(y0)| ≤ oscS(a,t)uj + 2ε
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kun j > N .

Todistus. Väite seuraa, jos kaikilla t ∈ (r, R) ja riittävän suurilla
j pätee

uj(x0) ∈ ( min
x∈S(a,t)

uj(x)− ε, max
x∈S(a,t)

uj(x) + ε),

kun x0 ∈ B(a, r) on mielivaltainen kuvauksen u Lebesgue-piste. Teh-
dään vastaoletus: On olemassa jono (jk)k luonnollisia lukuja sekä jono
säteitä (tk)k ∈ (r, R) joille

ujk(x0) ≥ max
x∈S(a,tk)

ujk(x) + ε.

Siirtymällä osajonoon voidaan olettaa, että on t ∈ [r, R], jolle tk → t
kun k →∞ ja |t− tk| ≤ t

2
kaikilla k. Määritellään

vjk(x) := ujk(x)− ujk(x0) + ε.

Tällöin vjk(x) ≤ 0 kaikilla x ∈ S(a, tk), joten (vjk)
+ ∈ W 1,p

0 (B(a, tk)).
Skaalataan säde t säteeksi tk kuvauksilla sk(x) = (a+(x−a) tk

t
). Tällöin

määrittelemällä ṽjk(x) = vjk(sk(x)) saadaan (ṽjk)
+ ∈ W 1,p

0 (B(a, t)).
Nyt approksimaatioiden avulla voidaan käyttää kuvauksen u heikkoa
monotonisuutta: Selvästi vjk → u − u(x0) + ε avaruudessa W 1,p, sillä
x0 on Lebesgue-piste. Tällöin myös

‖ṽjk − u ◦ sk − u(x0) + ε‖1,p → 0.

Edelleen pätee
‖u− u ◦ sk‖1,p → 0,

sillä tämä on selvää sileille kuvauksille rajoitetussa pallossa, ja ap-
proksimoimalla seuraa myös Sobolev-kuvauksille. Nyt siis ṽjk → u −
u(x0) + ε avaruudessa W 1,p(B(a,R)), eli erityisesti (u− u(x0) + ε)+ ∈
W 1,p

0 (B(a, t)). Tällöin heikon monotonisuuden nojalla on oltava u ≤
u(x0)− ε melkein kaikkialla pallossa B(a, t), mikä on mahdotonta sillä
x0 valittiin Lebesgue-pisteeksi. �

Seuraava lause on versio Sobolevin upotuslauseesta 1.2.15, ja sitä
yhdessä edellisen lemman kanssa voidaan käyttää arvioimaan kuvauk-
sen oskillaatiota pallossa.

Lause 3.3.6. Olkoon u ∈ W 1,p(B(0, R)), missä p > n− 1. Tällöin
on olemassa kuvauksen u edustaja v ja vakio C = C(n, p) siten, että
melkein kaikilla t ∈ (0, R) pätee

oscS(0,t)v ≤ Ct
(  

S(0,t)

|∇u|p
) 1
p
.

Todistus. Olkoon (uj)j ∈ C∞(B(0, R)) jono sileitä funktioita joil-
le uj → u avaruudessaW 1,p. Koska S(0, t) on (n−1)-ulotteinen avaruus
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ja oletuksen mukaan p > n−1, voidaan käyttää Sobolevin upotuslauset-
ta tällä kompaktilla pallonpinnalla. Tämä on mahdollista esimerkiksi
käyttämällä bilipschitz-diffeomorfismia ϕ : Bn−1(0, π

2
)→ Sn−1

+ (0, 1),

ϕ(x) = (
x1

|x|
sin |x|, . . . , xn−1

|x|
sin |x|, cos |x|) ([MZ] 2.10)

sekä integraalin muuttujanvaihtoa. Näiden avulla päästään käyttämään
tuttua Sobolevin upotuslausetta 1.2.14 kuvaukselle uj ◦ ϕ, joka nyt on
määritelty (n− 1)-ulotteisella pallolla ja haluttu epäyhtälö seuraa ku-
vauksen ϕ ja sen käänteiskuvauksen Jacobin alideterminanttien rajoit-
tuneisuudesta. Siten kaikille näille uj ja kaikille t ∈ (0, R) saadaan

|uj(x)− uj(y)| ≤ C|x− y|1−
n−1
p

(
|S(0, t)|

 
S(0,t)

|∇uj|p
) 1
p

≤ Ct
p−n+1

p |S(0, t)|
1
p

( 
S(0,t)

|∇uj|p
) 1
p

= Ct
(  

S(0,t)

|∇uj|p
) 1
p (3)

kaikilla x, y ∈ S(0, t), joten ottamalla supremum näiden yli saadaan

oscS(0,t)uj ≤ Ct
( 

S(0,t)

|∇uj|p
) 1
p

kaikilla uj ja t. Nyt koska∇uj → ∇u avaruudessa Lp(B(0, R)), voidaan
käyttämällä muuttujanvaihtoa ja Fubinin lausetta integraaliin

´
B
sekä

osajonoon siirtymällä olettaa, ettäˆ
S(0,t)

|∇uj|p →
ˆ
S(0,t)

|∇u|p

melkein kaikilla t. Lisäksi tämä integraali on oletuksen nojalla melkein
kaikilla t äärellistä. Tällöin näillä t on jono (uj) epäyhtälön (3) perus-
teella yhtäjatkuva joukossa S(0, t). Lisäksi voidaan edelleen osajonoon
siirtymällä olettaa uj → u pisteittäin melkein kaikkialla, joten jonon
(uj)j on oltava myös tasaisesti rajoitettu. Siis Arzela-Ascolin lauseen
oletukset täyttyvät, ja jälleen osajonoon rajoittumalla nähdään, että
uj → v tasaisesti kompaktissa joukossa S(0, t) jollekin v, joka on sitä
paitsi kuvauksen u edustaja. Tälle edustajalle on selvästi mielivaltai-
sella ε > 0

oscS(0,t)v ≤ oscS(0,t)uj + 2ε ≤ Ct
(  

S(0,t)

|∇u|p
) 1
p

+ 3ε,

riittävän suurilla j, kun uj → v tasaisesti.
�

Lemma 3.3.7. Olkoon n − 1 < p ≤ n ja u ∈ W 1,p(Ω) kuvaus joka
on p-heikosti monotoninen joukossa B(a,R) ⊂⊂ Ω. Jos r ∈ (0, R),
niin on olemassa kuvauksen u edustaja v siten, että melkein kaikilla
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t ∈ (r, R) pätee

oscB(a,r)v ≤ Ct
( 

S(a,t)

|∇v|p
) 1
p
.

Todistus. Olkoon r ∈ (0, R) ja v(x) := lims→0

ffl
B(x,s)

u(y)dy ku-
vauksen u edustaja, jolle siis kaikki pisteet ovat nyt Lebesgue-pisteitä.
Tällöin kun (uj)j on jono sileitä funktioita joille uj → u avaruudessa
W 1,p, niin myös uj → v ja lemman 3.3.5 sekä lauseen 3.3.6 nojalla sillä
on osajono, jota merkitään yhä (uj)j, jolle

|uj(x)− uj(y)| ≤ Ct
(  

S(a,t)

|∇uj|p
) 1
p

+
1

j

kaikilla t ∈ (r, R) ja x, y ∈ B(a, r). Edelleen osajonoon rajoittumalla
pätee oletusta ‖uj − v‖1,p → 0 ja Fubinin lausetta käyttämällä melkein
kaikilla t ∈ (r, R) ˆ

S(a,t)

|∇uj −∇v|p → 0.

Näille säteille t saadaan aiemmasta epäyhtälöstä rajalla

|v(x)− v(y)| ≤ Ct
(  

S(a,t)

|∇v|p
) 1
p
,

mistä väite seuraa. �

Muistetaan, että funktio f on jatkuva pisteessä a täsmälleen sil-
loin, kun sen oskillaatio tämän pisteen lähellä saadaan mielivaltaisen
pieneksi pisteen ympäristöä pienentämällä, täsmällisesti siis

oscB(a,r)f = diam f(B(a, r))→ 0 kun r → 0.

Tämä nähdään helposti vertaamalla tätä ehtoa tuttuun jatkuvuuden
(ε, δ)-määritelmään.

Edellisen lemman avulla pystytään nyt arvioimaan kuvauksen edus-
tajan oskillaatiota palloissa, joissa se on heikosti monotoninen. Yhdessä
edellisen kappaleen tuloksen kanssa tästä saadaan kyseisen edustajan
jatkuvuus sillä oletuksella, että kuvauksen differentiaali kuuluu lisäksi
avaruuteen Ln log−1 L:

Lause 3.3.8. Olkoon f ∈ W 1,1
loc (Ω,Rn) kuvaus, jolle

|Df | ∈ Ln log−1 Lloc(Ω) ja komponenttikuvaukset f1, f2, . . . , fn ovat p-
heikosti monotonisia jollain p ∈ (n − 1, n). Tällöin sillä on jatkuva
edustaja.

Todistus. Toisia derivaattoja tarkastelemalla nähdään suoralla las-
kulla, että kuvaus

t 7→ tn

log(t)
, t > 1
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on suurilla t kasvava ja konveksi, samoin t 7→ t
n
p log−1(t

1
p ). Olkoon tä-

män johdattelemana ϕ ∈ C∞(0,∞) aidosti kasvava ja konveksi funktio
siten, että jollekin M > 0

ϕ(t) =
t
n
p

log(e+ t
1
p )
, kun t ≥M,

ja lisäksi määritellään Φ(t) := ϕ(tp), joka on siten myös selvästi kon-
veksi ja kasvava.

Olkoon a ∈ Ω mielivaltainen piste ja R > 0 siten, että B(a,R) ⊂⊂
Ω sekä r ∈ (0, R). Oletuksesta |Df | ∈ Ln log−1 Lloc(Ω) seuraa hel-
posti f ∈ W 1,p(B(a,R),Rn). Käytetään nyt lemmaa 3.3.7 kompo-
nenttikuvauksille, ja muistetaan faktat |(x1, . . . , xn)| ≤ C max |xj| sekä
|∇fj| ≤ |Df |. Tällöin apufunktion ϕ konveksisuuden ja kääntyvyyden
sekä Jensenin epäyhtälön 1.2.19 nojalla saadaan jollekin kuvauksen f
edustajalle f̂

diam f̂(B(a, r)) ≤ Ct
(
ϕ−1 ◦ ϕ

(  
S(a,t)

|Df |p
)) 1

p

≤ Ct
(
ϕ−1

(  
S(a,t)

ϕ(|Df |p)
)) 1

p

= Ct
(
ϕ−1

(  
S(a,t)

Φ(|Df |)
)) 1

p

melkein kaikilla t ∈ (r, R). Jaetaan tämä arvio puolittain luvulla Ct,
korotetaan puolittain potenssiin p jonka jälkeen kuvataan kasvavalla
funktiolla ϕ, ja saadaan arvio

Φ
(diam f̂(B(a, r))

Ct

)
≤
 
S(a,t)

Φ(|Df |).

Oikean puolen termistä päästään nyt integraaliin yli alkuperäisen pal-
lon, kun epäyhtälö kerrotaan puolittain pallonkuoren S(a, t) mitalla
ωn−1t

n−1, ja integroidaan muuttuja t välin (r, R) yli :

ωn−1

ˆ R

r

Φ
(diam f̂(B(a, r))

Ct

)
tn−1dt ≤

ˆ
B(a,R)\B(a,r)

Φ(|Df |)

≤
ˆ
B(a,R)

Φ(|Df |) ≤
ˆ
B(a,R)

Mn

log(e+M)
+

|Df |n

log(e+ |Df |)
<∞,

sillä |Df | ∈ Ln log−1 Lloc(Ω). Tämä yläraja on erityisesti voimassa kai-
killa r ∈ (0, R). Nyt koska diam f̂(B(a, r)) on kasvava säteen r suhteen
sekä ei-negatiivinen, on aina olemassa limr→0+ diam f̂(B(a, r)) ≥ 0.
Edustajan f̂ jatkuvuus seuraa, jos tämä raja on 0. Jos näin ei ole, eli

z := lim
r→0+

diam f̂(B(a, r)) > 0,
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erityisesti siis jokaisella r > 0 tämä halkaisija on vähintään z > 0, niin
jollain δ > 0 pätee funktion Φ valinnan nojalla

lim
r→0+

ωn−1

ˆ R

r

Φ
(diam f̂(B(a, r))

Ct

)
tn−1dt ≥ lim

r→0+
ωn−1

ˆ R

r

Φ
( z
Ct

)
tn−1dt

≥ lim
r→0+

ωn−1

ˆ δ

r

znC−nt−1

log(e+ z
Ct

)
dt ≥ C

ˆ δ

0

dt

t log(1
t
)

=∞.

Tämä on kuitenkin mahdotonta, sillä edellä saatu äärellinen yläraja´
B(a,R)

Φ(|Df |) on voimassa kaikilla säteillä r. Siten on oltava
limr→0+ diam f̂(B(a, r)) = 0, eli edustaja f̂ on jatkuva pisteessä a ∈ Ω
ja siten koko alueessa Ω.

�

Lauseiden 3.3.1 ja 3.3.2 todistus. Jos f ∈ W 1,n
loc (Ω,Rn) on ää-

rellisen väännön kuvaus, on sille erityisesti |Df | ∈ Ln log−1 Lloc(Ω,Rn)
ja siten lauseen 3.2.3 nojalla sen komponenttikuvaukset ovat p-heikosti
monotonisia kaikilla p < n. Lemman 3.3.4 nojalla myös äärellisen vään-
nön kuvaus, jolle exp(λKf ) ∈ L1

loc jollain λ > 0 toteuttaa ehdon
|Df | ∈ Ln log−1 Lloc(Ω,Rn). Molemmissa tapauksissa jatkuvan edus-
tajan olemassaolo seuraa siis suoraan lauseesta 3.3.8. �

3.4. Differentioituvuus melkein kaikkialla

Tunnetusti kun p > n on jokaisella Sobolev-funktiolla f ∈ W 1,p(Ω)
paitsi jatkuva edustaja, on tämä edustaja myös differentioituva melkein
kaikilla x ∈ Ω. Sama ei tietenkään päde kun p ≤ n, sillä nyt edes jat-
kuvuus ei ole välttämätöntä. Samoin kun näille yleisille jatkuvan edus-
tajan omaaville Sobolev-funktioille, myös lauseiden 3.3.1 ja 3.3.2 ta-
pauksessa saadaan kuvauksen jatkuvalle edustajalle differentioituvuus
melkein kaikkialla seuraavien tulosten avulla:

Lause 3.4.1 (Stepanov). Olkoon f : Ω→ Rm funktio, jolle

lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

<∞

melkein kaikilla x0 ∈ Ω. Tällöin f on differentioituva melkein kaikkial-
la.

Todistus. Epäyhtälöiden

max
1≤j≤m

|xj| ≤ |(x1, . . . , xm)| ≤
m∑
j=1

|xj|

nojalla erotusosamäärän yläraja-arvo on äärellistä melkein kaikkialla
myös jokaiselle komponenttikuvaukselle. Toisaalta jos jokainen näis-
tä on differentioituva jossain pisteessä, myös itse funktio f on tässä
pisteessä differentioituva. Siten voidaan olettaa, että m = 1 ja siis
f : Ω→ R.



3.4. DIFFERENTIOITUVUUS MELKEIN KAIKKIALLA 39

Olkoon (Bj)j jono palloja, joiden keskipisteet käyvät läpi kaikki alu-
een Ω rationaalipisteet ja säteet läpi kaikki positiiviset rationaaliluvut
siten, että f on lisäksi rajoitettu jokaisessa pallossa Bj. Määritellään
jokaisella j ∈ N funktiot gj, hj : Bj → R,

gj(x) = sup{g(x) : g : Bj → R on j-Lipschitz, ja g ≤ f},

hj(x) = inf{h(x) : h : Bj → R on j-Lipschitz, ja h ≥ f}.
Tällöin myös gj ja hj ovat j-Lipschitz-jatkuvia: Esimerkiksi jos x, y ∈
Bj siten, että gj(x) ≥ gj(y), niin kaikilla ε > 0 on j-Lipschitz kuvaus
g siten, että

g(x) ≥ gj(x)− ε,
jolloin Lipschitz-jatkuvuudesta seuraa välttämättä

gj(y) ≥ g(y) ≥ g(x)− j|x− y| ≥ gj(x)− ε− j|x− y|,

jolloin saadaan |gj(x) − gj(y)| ≤ j|x − y| + ε mielivaltaisella ε > 0,
vastaavasti myös funktiolle hj. Selvästi nämä kuvaukset määrittelevien
supremumin ja infimumin nojalla pätee myös gj ≤ f ≤ hj pallossa Bj.

Tunnetusti Lipschitz-jatkuvat kuvaukset ovat melkein kaikkialla dif-
ferentioituvia. Olkoon siis x0 ∈ Ω piste, jolle oletuksen mukainen yläraja-
arvo on äärellistä, ja jossa funktiot gj, hj ovat differentioituvia kaikilla
j, joilla x0 ∈ Bj. Tällaisia pisteitä ovat oletusten nojalla melkein kaikki
x ∈ Ω. Tällöin on olemassa r > 0 jaM > 0 siten, että kun x ∈ B(x0, r),
niin

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

≤M.

Nyt kun j ≥ M siten, että x0 ∈ Bj ⊂ B(x0, r), niin välttämättä
gj(x0) = hj(x0) = f(x0): Pallon Bj valinnan nojalla |f(x) − f(x0)| ≤
M |x − x0| ≤ j|x − x0| kaikilla sen pisteillä, joten esimerkiksi funktiot
x 7→ f(x0)± j|x−x0| ovat j-Lipschitzejä ja kelpaavat selvästi funktioi-
den gj, hj määritelmien testifunktioiksi.

Edelleen koska Sobolev-funktioille, joita gj ja hj ovat, pätee ∇gj =
∇hj joukossa {x : gj(x) = hj(x)}, niin voidaan nollamittainen joukko
ohittamalla olettaa lisäksi, että ∇gj(x0) = ∇hj(x0). Nyt näiden funk-
tioiden differentioituvuudesta pisteessä x0 ja arviosta gj ≤ f ≤ hj sekä
yhtäsuuruudesta pisteessä x0 saadaan

0 = lim
x→x0

gj(x)− gj(x0)−∇gj(x0)(x− x0)

|x− x0|

≤ lim inf
x→x0

f(x)− f(x0)−∇gj(x0)(x− x0)

|x− x0|

≤ lim sup
x→x0

f(x)− f(x0)−∇gj(x0)(x− x0)

|x− x0|

≤ lim
x→x0

hj(x)− h(x0)−∇hj(x0)(x− x0)

|x− x0|
= 0,
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mikä tarkoittaa differentioituvuuden määritelmän mukaan, että myös f
on differentioituva pisteessä x0 ja ∇f(x0) = ∇gj(x0) = ∇hj(x0). Tästä
seuraa myös vektoriarvoisen f : Ω→ Rm kuvauksen differentioituvuus.

�

Lause 3.4.2. Olkoon f ∈ W 1,p
loc (Ω,Rn), missä p > n − 1. Jos f on

jatkuva ja sen komponenttikuvaukset f1, . . . , fn lisäksi p-heikosti
monotonisia, niin f on differentioituva melkein kaikkialla alueessa Ω.

Todistus. Kuten huomautuksessa 3.2.2 todettiin, on f näillä ole-
tuksilla monotoninen varsinaisessa mielessä, eli

oscBf ≤ osc∂Bf kaikilla palloilla B ⊂⊂ Ω.

Valitaan nyt B = B(x0, r) jolle 2B ⊂⊂ Ω ja käytetään Sobolevin
epäyhtälöä pallonkuorella (lause 3.3.6), jonka mukaan melkein kaikilla
t ∈ (r, 2r) pätee

oscBf ≤ oscS(x0,r)f ≤ Ct1−
n−1
p

(ˆ
S(x0,t)

|Df |p
) 1
p
.

Valitaan tämän arvion toteuttava t, jolle lisäksiˆ
S(x0,t)

|Df |p ≤ 1

r

ˆ
2B\B

|Df |p,

joka on olemassa integraalin väliarvolauseen nojalla. Nyt saadaan tällä
säteellä t

oscBf ≤ Ct1−
n−1
p

(1

r

ˆ
2B\B

|Df |p
) 1
p ≤ C(2r)1−n−1

p r−
1
p

( ˆ
2B\B

|Df |p
) 1
p

≤ Cr1−n
p

(ˆ
2B\B

|Df |p
) 1
p

= Cr
( 1

rn

ˆ
2B\B

|Df |p
) 1
p
.

Tällöin kun oletetaan lisäksi että x0 on kuvauksen |Df |p Lebesgue-
piste, mikä on mahdollista melkein kaikilla x ∈ Ω, seuraa tästä

lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

≤ lim sup
r→0

oscB(x0,r)f

r

≤ lim sup
r→0

C
( 1

rn

ˆ
2B\B

|Df |p
) 1
p ≤ lim sup

r→0
C
( 1

|2B|

ˆ
2B

|Df |p
) 1
p
<∞,

mikä edellisen lauseen nojalla tarkoittaa, että f on differentioituva pis-
teessä x0.

�

Näiden huomattavan vahvojen lauseiden avulla saadaan erityisesti
käsiteltävien äärellisen väännön kuvausten differentioituvuus:

Seuraus 3.4.3. (1) Olkoon f ∈ W 1,n
loc (Ω,Rn) äärellisen vään-

nön kuvaus. Tällöin sen jatkuva edustaja on differentioituva
melkein kaikilla x ∈ Ω.
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(2) Olkoon f ∈ W 1,1
loc (Ω,Rn) äärellisen väännön kuvaus, jolle

exp(λKf ) ∈ L1
loc(Ω) jollain λ > 0. Tällöin sen jatkuva edustaja

on differentioituva melkein kaikilla x ∈ Ω.

Todistus. Väite seuraa helposti edellisestä lauseesta, sillä luvun
päätulosten mukaan näillä kuvauksilla on paitsi jatkuvat edustajat, niin
ne kuuluvat myös avaruuteen W 1,q

loc jollain q > n − 1. Lisäksi kompo-
nenttikuvaukset ovat heikosti monotonisia lauseen 3.2.3 nojalla.

�





LUKU 4

Diskreettisyys ja avoimuus

Tässä luvussa todistetaan työn päätulos, äärellisen väännön ku-
vauksen diskreettisyys ja avoimuus. Muistetaan, että funktio f : A→ B
on diskreetti, jos kaikilla b ∈ B joukko f−1(b) ⊂ A on diskreetti, eli
sen jokainen piste on erakkopiste. Vastaavasti f on avoin, jos jouk-
ko f(U) ⊂ B on avoin kaikilla avoimilla joukoilla U ⊂ A. Edellisessä
luvussa tarkasteltiin Sobolev-avaruuden W 1,n äärellisen väännön ku-
vauksen jatkuvuutta, ja nyt nähdään että tällainen kuvaus on vään-
nön Kf ollessa riittävän säännöllinen joko vakio tai sekä diskreetti että
avoin. Erityisesti oleellisesti rajoitettu vääntöfunktio, siis myös vakio,
on riittävän säännöllinen, minkä seurauksena todistus osoittaa samalla
kvasisäännöllisen ei-vakion kuvauksen diskreettisyyden ja avoimuuden.
Päätuloksen todistus mukailee lähdettä [HenK], joka perustuu artik-
kelin [OZ] menetelmään.

Seuraava esimerkki osoittaa, että nämä ominaisuudet eivät ole vält-
tämättömiä mielivaltaiselle äärellisen väännön kuvaukselle. Siten vään-
töfunktiostaKf todella on tehtävä oletuksia haluttujen ominaisuuksien
varmistamiseksi:

Esimerkki 4.0.4. Olkoon f : (−1, 1)2 → R2 jatkuva kuvaus
f(x) = f(x1, x2) = (x1, |x1|x2).

Selvästi f ei ole diskreetti, sillä f−1(0) = {0} × (−1, 1). Kun x1 6= 0,
on differentiaali

Df(x) =

[
1 0
±x2 |x1|

]
,

jonka operaattorinormi on joukossa (−1.1)2 korkeintaan
|(1, 0,±x2, |x1|)| ≤ 3. Selvästi f toteuttaa ACL-karakterisaation, ja on
neliöintegroituva kuten myös jokainen osittaisderivaatta ∂jfi, siis f ∈
W 1,2((−1, 1)2,R2). Edelleen Jacobin determinantti on Jf (x) = |x1| ≥
0. Siten kuvaus f on äärellisen väännön kuvaus, jonka vääntöfunktioksi
kelpaa

Kf (x) =
C

|x1|
.

Tämä vääntöfunktio on integroituva kaikilla potensseilla p < 1 = 2 −
1. Kuten tässä luvussa tullaan näkemään, riittäisi tässä tieto Kf ∈
L1 takaamaan sekä diskreettisyyden ja avoimuuden äärellisen väännön
kuvaukselle avaruudessaW 1,2(Ω ⊂ R2,R2). Esimerkki siis osoittaa, että
tästä integroituvuusasteesta ei voida ainakaan suoraan luopua.

43
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4.1. Topologinen aste

Diskreettisyyden ja avoimuuden todistuksessa keskeistä on kuvauk-
seen ja sen tiettyyn maalijoukon osajoukkoon liittyvä topologisen as-
teen käsite. Tässä kappaleessa tarkastellaan tämän käsitteen määritel-
mää jatkuville kuvauksille, minkä jälkeen tutkitaan sen ominaisuuk-
sia sopivissa Sobolevin avaruuksissa. Topologisen asteen intuitiivisena
ideana on tutkia annetun kuvauksen ja sen maalijoukon pisteen alkuku-
vien määrää suunnistus huomioiden määrittelyjoukkonsa osajoukoissa.
Aloitetaan yksinkertaisimmasta tapauksesta, jatkuvasti derivoituvista
funktioista:

Olkoon f ∈ C1(Ω,Rn), U ⊂⊂ Ω ja y ∈ Rn \ f(∂U). Nyt voidaan
määritellä kuvaukseen f liittyvä topologinen aste:

deg(y, f, U) =
∑

x∈U∩f−1(y)

sgn Jf (x),

mikäli Jf (x) 6= 0 kaikilla summan pisteillä x. Tämän määritelmän yleis-
tys jatkuville Sobolev-funktioille tulee olemaan oleellinen työkalu, jon-
ka kehittelyyn tarvitaan muutama aputulos. Kaavan summa korvataan
luonnollisesti integroinnilla yli joukon U , integrandina

ϕ(f(x))Jf (x),

missä ϕ on Diracin mitan approksimaatio pisteessä y. Tämä topologi-
sen asteen määrittely osoittautuu seuraavissa kohdissa toimivaksi, kun
ϕ on sileä funktio, jolle

y ∈ sptϕ ⊂ Rn \ f(∂U).

Lemma 4.1.1. Olkoon U ⊂ Rn rajoitettu ja avoin joukko ja f, g : U →
Rn Lipschitz-jatkuvia kuvauksia. Jos f = g reunalla ∂U , niin

ˆ
U

Jf (x)dx =

ˆ
U

Jg(x)dx.

Todistus. Jos h : U → Rn on mielivaltainen Lipschitz-kuvaus, jol-
le jokin komponenttikuvaus hj häviää reunalla ∂U , niin sen Jacobin in-
tegraali häviää: Käyttämällä lauseen 1.2.20 mukaista jatketta saadaan
Lipschitz-kuvaus H : Rn → Rn jolle H|U = h ja Hj = 0 joukossa Rn\U .
Jos B ⊂ Rn on lisäksi pallo joka sisältää rajoitetun joukon U , niin sel-
västi H ja sen osittaisderivaatat ovat tässä pallossa rajoitettuja ja si-
ten H ∈ W 1,∞(B,Rn). Edelleen Hj ∈ W 1,∞

0 (B), ja siten lemman 3.1.5
(jossa ensimmäinen komponenttikuvaus ei ole erikoisasemassa) nojalla
saadaan ˆ

B

JH(x)dx =

ˆ
U

JH(x)dx =

ˆ
U

Jh(x)dx = 0,
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sillä Hj ja siten myös JH häviää joukon U komplementissa. Nyt käyt-
tämällä teleskooppisummaa Jacobeille Jf ja Jg saadaan

ˆ
U

Jf − Jg

=
n∑
j=1

ˆ
U

J(g1, . . . , gj−1, fj, . . . , fn)− J(g1, . . . , gj, fj+1, . . . , fn)

=
n∑
j=1

ˆ
U

J(g1, . . . , gj−1, fj − gj, fj+1, . . . , fn)

= 0,

sillä viimeisen summan Jacobit ovat peräisin Lipschitz-kuvauksista, joi-
den j. komponenttikuvaus häviää reunalla ∂U .

�

Lemma 4.1.2. Olkoon U ⊂ Rn rajoitettu ja avoin joukko ja f, g : U →
Rn Lipschitz-jatkuvia kuvauksia. Jos f = g reunalla ∂U , niinˆ

U

ϕ(f(x))Jf (x)dx =

ˆ
U

ϕ(g(x))Jg(x)dx

kaikilla sileillä ϕ ∈ C∞(Rn).

Todistus. Olkoon ϕ ∈ C∞(Rn) ja ψ jatkuvasti derivoituva funktio

ψ(x) = ψ(x1, . . . , xn) :=

ˆ x1

0

ϕ(t, x2, . . . , xn)dt,

jolloin ∂1ψ = ϕ. Sen gradientti on rajoitettu kompaktissa joukossa U ,
joten kuvaukset

x 7→ (ψ ◦ f, f2, . . . , fn) ja x 7→ (ψ ◦ g, g2, . . . , gn)

ovat myös Lipschitz-jatkuvia. Edellisen lemman nojallaˆ
U

J(ψ ◦ f, f2, . . . , fn) =

ˆ
U

J(ψ ◦ g, g2, . . . , gn).

Ketjusäännöllä nämä Jacobit saadaan muotoon

J(ψ ◦ f, f2, . . . , fn) =
n∑
j=1

(∂jψ ◦ f)J(fj, f2, . . . , fn) = (ϕ ◦ f)Jf .

Sama pätee funktiolle g, ja näin ollen siisˆ
U

ϕ(f(x))Jf (x)dx =

ˆ
U

ϕ(g(x))Jg(x)dx.

�
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Lemma 4.1.3. Olkoon U ⊂ Rn rajoitettu ja avoin joukko ja f, g : U →
Rn Lipschitz-jatkuvia kuvauksia. Olkoon lisäksi E ⊂ Rn kompakti jouk-
ko siten, että kun x ∈ ∂U , niin

[f(x), g(x)] ∩ E = ∅,

eli E ei leikkaa janoja joiden päätepisteinä ovat reunan ∂U mielival-
taisen pisteen kuvat kuvauksissa f ja g. Tällöin kaikilla ϕ ∈ C∞(Rn)
joille sptϕ ⊂ E päteeˆ

U

ϕ(f(x)Jf (x)dx =

ˆ
U

ϕ(g(x))Jg(x)dx.

Todistus. Olkoon

F := {x ∈ U : [f(x), g(x)] ∩ E 6= ∅}.

Oletuksen nojalla F ⊂ U . F on myös kompakti, sillä se on suljettu:
Jos x /∈ F eli [f(x), g(x)] ∩ E = ∅, niin koska kyseinen jana ja joukko
E ovat kompakteja, on janalla putkimainen ympäristö, joka ei leikkaa
joukkoa E. Tällöin kuvausten f ja g Lipschitz-jatkuvuus takaa, että
jos |y− x| on pientä, niin jana [f(y), g(y)] pysyy tässä ympäristössä ja
siten myös y /∈ F , siis U \ F on avoin.

Kompaktiuden nojalla on olemassa Lipschitz-kuvaus

u : Rn → [0, 1], u|F = 1, u|Rn\U = 0.

Määritellään tämän avulla

h(x) := f(x) + u(x)(g(x)− f(x)), kun x ∈ U.

Tällöin myös h on Lipschitz-jatkuva, sillä tällaisten summat ovat, ja
jokainen funktioista f, g, u on rajoitettu kompaktissa U . Selvästi myös
h = f joukossa Rn \ U ja h = g joukossa F . Erityisesti f ja h yhtyvät
reunalla ∂U , joten edellisen lemman nojallaˆ

U

ϕ(f(x))Jf (x)dx =

ˆ
U

ϕ(h(x))Jh(x)dx

kaikilla sileillä ϕ. Jos nyt lisäksi sptϕ ⊂ E, niin ϕ(h(x)) 6= 0 vain niillä
x joilla h(x) ∈ E. Toisaalta koska 0 ≤ u(x) ≤ 1, on h(x) aina pisteiden
f(x) ja g(x) konveksikombinaatio ja siten janalla [f(x), g(x)]. Jos siis
ϕ(h(x)) 6= 0, niin x ∈ F . Samoin luonnollisesti jos ϕ(g(x)) 6= 0, niin on
oltava g(x) = 1g(x) + 0f(x) ∈ E eli x ∈ F . Tällöin saadaanˆ

U

ϕ(f(x))Jf (x)dx =

ˆ
F

ϕ(h(x))Jh(x)dx

=

ˆ
F

ϕ(g(x))Jg(x)dx =

ˆ
U

ϕ(g(x))Jg(x)dx,

sillä kun joukossa F pätee h = g, myös Jh = Jg melkein kaikilla x ∈ F .
�
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Lemma 4.1.4. Olkoon U ⊂ Rn rajoitettu ja avoin joukko ja f : U →
Rn Lipschitz-jatkuva kuvaus. Olkoon C joukon Rn \f(∂U) komponentti
ja ϕ ∈ C∞0 (C)∩L1(C). Tällöin on olemassa vakio a ∈ R, joka ei riipu
funktiosta ϕ siten, että

ˆ
U

ϕ(f(x))Jf (x)dx = a

ˆ
C

ϕ(y)dy.

Todistus. Jatketaan ϕ nollana koko avaruuteen Rn ja approksi-
moidaan tätä sileää L1-funktiota kasvavalla jonolla yksinkertaisia funk-
tioita. Voidaan myös olettaa että nämä muodostuvat karakteristisista
funktioista, joiden kantajat ovat kuutioita Q ⊂ C, joilla on rationaali-
set sivunpituudet. Tämän approksimaation perusteella riittää osoittaa
väite tällaiselle karakteristiselle funktiolle χQ integraalin lineaarisuuden
ja monotonisen konvergenssin nojalla.

Olkoon siis Q′ ⊂⊂ C mielivaltainen kuutio jonka sivunpituus on
rationaalinen. Merkitään annetulle rationaaliluvulle d > 0 x-keskistä
d-sivuista kuutiota Q(x, d) ja määritellään joukko

Q′d := {x ∈ C : Q(x, d) ⊂ Q′}.

Selvästi kun r > 0 on tarpeeksi pieni, niin Lipschitz-kuvauksille f ja
g = f + r pätee [f(x), g(x)] ∩ Q′ = ∅ kaikilla x ∈ ∂U , sillä joukkojen
Q′ ja ∂U etäisyys on positiivinen. Tällöin kun y, z ∈ Q′d joille |y −
z| < r, niin karakterististen funktioiden sileiden approksimaatioiden ja
edellisen lemman nojalla

ˆ
U

χQ(z,d)(f(x))Jf (x)dx

=

ˆ
U

χQ(z,d)(g(x))Jg(x)dx

=

ˆ
U

χQ(y,d)(f(x))Jf (x)dx.

Nyt siis ylläoleva integraali on kuution Q(z, d) keskipisteen z funktiona
vakiota sen ympäristössä B(z, r) ∩ Q′d kaikilla z ∈ Q′d, joten sen on
oltava vakiota koko joukossa Q′d. Olkoon tämä lukuun d ∈ Q liittyvä
vakio ad|Q(0, d)|, eli siis

ˆ
U

χQ(z,d)(f(x))Jf (x)dx = ad|Q(0, d)| = ad

ˆ
C

χQ(0,d)(x)dx

kaikilla z ∈ Q′d. Väite on siten todistettu, jos luku ad on sama kaikilla
d ∈ Q+. Jakamalla kuutio Q(z, d) sivuittain puoliksi 2n osaan d

2
-sivuisia
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kuutioita Qj saadaan

ad|Q(0, d)| =
ˆ
U

χQ(z,d)(f(x))Jf (x)dx

=
2n∑
j=1

ˆ
U

χQj(f(x))Jf (x)dx

= 2na d
2
|Q(0,

d

2
)|

= a d
2
|Q(0, d)|,

eli luvun d puolittaminen ei muuta lukua ad. Vastaavasti jakaminen
millä tahansa luonnollisella luvulla k ∈ N ei muuta tätä lukua. Lisäksi
rationaaliluku d ∈ Q+ valittiin mielivaltaisesti. Tästä seuraa että ad =
ad′ kaikilla d, d′ ∈ Q+, sillä on k, k′ ∈ N joille d = q

k
, d′ = q

k′
jollain

q ∈ Q.
�

Seuraus 4.1.5. Seuraavan määritelmän topologinen aste jatkuville
kuvauksille on hyvin määritelty.

Määritelmä 4.1.6. Olkoon f : Ω → Rn jatkuva kuvaus. Kun
U ⊂⊂ Ω on alue ja C joukon Rn \ f(∂U) komponentti, niin kuvauksen
f topologinen aste komponentissa C joukon U suhteen on raja-arvo

deg(C, f, U) := lim
j→∞

ˆ
U

ϕ(fj(x))Jfj(x)dx,

missä (fj)j on jono kuvauksen f tavallisia sileitä konvoluutioapproksi-
maatioita, ja ϕ ∈ C∞0 (C, [0,∞)) mielivaltainen testifunktio, jolle

´
C
ϕ =

1. Pisteille y ∈ C asetetaan lisäksi deg(y, f, U) = deg(C, f, U).

Todistus. Jokainen sileä konvoluutioapproksimaatio fj on lokaa-
listi Lipschitz-jatkuva, siis erityisesti Lipschitz rajoitettuna kompaktiin
joukkoon U ⊂ Ω. Tällöin kiinteällä indeksillä j on lemman 4.1.4 nojalla
integraali ˆ

U

ϕ(fj(x))Jfj(x)dx

riippumaton testifunktion ϕ ∈ C∞0 (C), jolle
´
C
ϕ = 1, valinnasta. Va-

litsemalla tämän nojalla kompaktikantajainen ϕ ∈ C∞C (C) saadaan
joukot sptϕ = E ja f(∂U) positiivisen etäisyyden päähän toisistaan.
Konvoluutioapproksimaatiot fj suppenevat joukossa Ω lokaalisti tasai-
sesti jatkuvaan kuvaukseen f . Tällöin reunan ∂U kompaktisuuden no-
jalla saadaan kaikilla x ∈ ∂U etäisyys |fj(x) − f(x)| mielivaltaisen
pieneksi suurilla j, erityisesti pienemmäksi kuin joukkojen f(∂U) ja
E etäisyys. Siten tällaisille konvoluutioille jana [fj(x), fi(x)] ei leikkaa
joukkoa E = sptϕ millään x ∈ ∂U , joten lemman 4.1.3 nojalla aiem-
pi integraali on vakiota kun j on riittävän suuri. Tällöin topologisen
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asteen deg(C, f, U) määrittelevä raja-arvo on siis olemassa, eikä riipu
testifunktion ϕ valinnasta.

�

Seuraavan lauseen mukaan topologisen asteen nimi on mielekäs.
Tästä saadaan myös yhteys pisteen alkukuvien lukumäärälle jatkuvas-
sa kuvauksessa.

Lause 4.1.7. Määritelmän 4.1.6 topologinen aste on kokonaisluku.

Todistus. Riittää osoittaa, että
´
U
ϕ(f)Jf on kokonaisluku kai-

killa sileillä funktioilla f ja testifunktioilla ϕ ∈ C∞0 (C), sillä määritel-
män mukaan deg(C, f, U) yleiselle jatkuvalle kuvaukselle f on raja-arvo
näistä integraaleista sileille konvoluutioapproksimaatioille, ja kokonais-
lukujonon raja-arvo on välttämättä kokonaisluku.

Olkoon siis f : Ω → Rn sileä. Muistetaan, että testifunktio ϕ voi-
daan valita vapaasti, sillä se ei vaikuta integraalin arvoon kunhan´
C
ϕ = 1. Väite on selvä, jos Jf = 0 joukossa f−1(C) ∩ U , sillä tällöin

myös määritelmän integraali häviää eli on kokonaisluku 0. Voidaan si-
ten olettaa, että on x0 ∈ f−1(C) ∩ U , jolle Jf (x0) 6= 0. Tällöin f on
pisteen x0 jossain ympäristössä diffeomorfismi, ja siten |f(U)∩C| > 0.
Koska lauseen 1.2.21 nojalla kriittisten pisteiden joukon

{x ∈ f−1(C) ∩ U : Jf (x) = 0}
kuva on nollamittainen, löydetään nyt

y ∈ f(U) ∩ C
jolle Jf (x) 6= 0 kaikilla alkukuvilla x ∈ f−1(y) ∩ U .

Näitä alkukuvia voi olla vain äärellinen määrä: Jos olisi ääretön jono
(xj)j ∈ U jolle f(xj) = y kaikilla j, olisi tällä jonolla kasautumispiste x
kompaktissa joukossa U . Selvästi jatkuvuuden nojalla olisi myös f(x) =
y, ja oletuksesta y ∈ C ∈ Rn \ f(∂U) seuraa että x ∈ U . Tämä on
kuitenkin mahdotonta, sillä tällöin olisi myös Jf (x) 6= 0 ja kuvauksen
tulisi käänteskuvauslauseen nojalla olla myös tässä pisteessä lokaalisti
diffeomorfismi, vaikka xj → x.

Merkitään alkukuvan äärellisyyden perusteella

{x1, . . . , xk} = f−1(y) ∩ U.
Olkoon nyt ϕ(z) := Jε(z − y), missä Jε on tavallinen silottajaydin,
jolloin pienellä ε > 0 testifunktio ϕ on erityisesti sileä, kompaktikanta-
jainen ja

´
C
ϕ = 1. Lisäksi kun ε on tarpeeksi pieni, niin f−1(sptϕ) =

f−1(B(y, ε)) muodostuu tasan k kappaleesta komponentteja V1, . . . , Vk,
joille siis xj ∈ Vj, mikä nähdään samalla päättelyllä kuin alkukuvajou-
kon äärellisyys. Tällöin pätee

ˆ
U

ϕ(f(x))Jf (x)dx =
k∑
j=1

ˆ
Vj

ϕ(f(x))Jf (x)dx.
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Pisteiden xj valinnan nojalla kuvaus f on lisäksi diffeomorfismi näissä
ympäristöissä Vj, kunhan valitaan riittävän pieni ε. Siten integraalin
muuttujanvaihdolla saadaan

ˆ
Vj

ϕ(f(x))Jf (x)dx =

{´
C
ϕ(y)dy = 1 jos Jf (xj) > 0

−
´
C
ϕ(y)dy = −1 jos Jf (xj) < 0,

mistä väite seuraa.
�

Huomautus 4.1.8. Topologiselle asteelle pätevät seuraavat omi-
naisuudet, jotka seuraavat edellisistä tuloksista:

(1) Jos f, g : Ω → Rn ovat jatkuvia ja U ⊂⊂ Ω alue siten, että
f = g reunalla ∂U , niin deg(C, f, U) = deg(C, g, U) joukon
Rn \ f(∂U) = Rn \ g(∂U) komponenteilla C.

(2) deg(C, f, U) = 0 kaikilla komponenteilla C ⊂ Rn \f(∂U) joille
C ∩ f(U) = ∅, sillä nyt kaikilla testifunktioilla ϕ ∈ C∞0 (C) on
selvästi ϕ(f(x)) = 0 kaikilla x ∈ U .

(3) Jos C ⊂ Rn \ f(∂U) on komponentti, jolle deg(C, f, U) 6= 0,
niin C ⊂ f(U). Tämä seuraa siitä, että f(U) on kompakti ja
C∩f(∂U) = ∅, joten jos olisi piste y ∈ C \f(U) niin erityisesti
y /∈ f(U), joten sen etäisyys tästä kompaktista joukosta olisi
positiivinen ja siten olisi r > 0 jolle B(y, r) ⊂ C\f(U). Tällöin
kuitenkin voitaisiin valita testifunktio ϕ, jonka kantaja olisi
tässä pallossa ja selvästi olisi deg(C, f, U) = 0 vastoin oletusta.

(4) Jos C ⊂ Rn \ f(∂U) on rajoittamaton komponentti, niin
deg(C, f, U) = 0. Tämä seuraa kohdan (2) päättelystä, sillä
f(U) ⊂ f(U), eli f(U) on erityisesti rajoitettu ja siten voidaan
valita ϕ, jolle sptϕ ∩ f(U) = ∅.

(5) Jos U ⊂ Rn on rajoitettu alue ja f : ∂U → Rn jatkuva ku-
vaus, niin voidaan määritellä joukon Rn \ f(∂U) komponen-
teille C topologinen aste deg(C, f, U) = deg(C,F, U), missä
F : Rn → Rn on jatkuva Tietzen jatke jolle F |∂U = f . Koh-
dan (1) nojalla tämä määrittely on yksikäsitteinen eli ei riipu
valitusta jatkeesta F .

(6) Topologinen aste ei muutu homotopiassa: OlkoonH : U×[0, 1]→
Rn on homotopia kuvauksesta f = H(·, 0) kuvaukseen g =
H(·, 1). Jos y /∈ H(∂U, [0, 1]), niin deg(y, f, U) = deg(y, g, U).
Väite seuraa lemmasta 4.1.3, sillä jatkuvia f, g voidaan ap-
proksimoida Lipschitz-kuvauksilla, joille aste on lemman no-
jalla sama.

4.2. Topologinen aste Sobolev-funktioille

Tietyissä Sobolev-avaruuksissa voidaan jatkuvan kuvauksen f to-
pologinen aste määrittää suoraan integraalina

´
ϕ(f)Jf :
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Lause 4.2.1. Olkoon f ∈ W 1,n
loc (Ω,Rn) jatkuva kuvaus. Tällöin mää-

ritelmän 4.1.6 topologinen aste saadaan suoraan integraalina

deg(C, f, U) =

ˆ
U

ϕ(f(x))Jf (x)dx,

missä U ⊂⊂ Rn on alue, C joukon Rn \ f(∂U) komponentti ja ϕ ∈
C∞0 (C) mielivaltainen ei-negatiivinen testifunktio, jolle

´
C
ϕ(y)dy = 1.

Todistus. Määritelmän mukaan

deg(C, f, U) = lim
j→∞

ˆ
U

ϕ(fj(x))Jfj(x)dx,

missä (fj)j on jono kuvauksen f konvoluutioapproksimaatioita. Näille
pätee lisäksi fj → f avaruudessa W 1,n(sptϕ,Rn) ja lisäksi lokaalisti
tasaisesti sillä f on jatkuva. Siten Jfj → Jf avaruudessa L1 ja ϕ(fj)→
ϕ(f) tasaisesti joukossa U , mistä seuraaˆ

U

ϕ(fj(x))Jfj(x)dx→
ˆ
U

ϕ(f(x))Jf (x)dx.

�

Seuraavassa lemmassa esiintyvät adjungoidun matriisin ja vektori-
kentän divergenssin käsitteet. Muistetaan, että (n× n)-neliömatriisille
A sen adjungoitu matriisi (tai liittomatriisi) adjA on matriisi, joka saa-
daan ottamalla transpoosi sen kofaktorimatriisista C. Kofaktorimatriisi
muodostuu matriisin A jokaista paikkaa vastaavista alideterminanteis-
ta, joista lisäksi otetaan vastaluku joka toisessa paikassa kuten deter-
minantin muodostamisessa. Täsmällisesti siis kofaktorimatriisin C pai-
kassa (i, j) oleva alkio on determinantti (n − 1) × (n − 1)-matriisista,
joka saadaan poistamalla matriisista A i. rivi ja j. sarake, kerrottuna
luvulla (−1)i+j. Adjungoidulle matriisille pätee erityisesti yhtälö

A adjA = adjAA = detA · I.

Jatkuvasti derivoituvan vektorikentän V : A ⊂ Rn → Rn divergenssi
divV on skalaarikenttä A→ R, joka pisteessä x ∈ A saa arvon

divV (x) = ∂1V1(x) + · · ·+ ∂nVn(x).

Lemma 4.2.2. Olkoon f ∈ W 1,1
loc (Ω,Rn) jatkuva äärellisen väännön

kuvaus siten, että |Df | ∈ Ln log−1 Lloc(Ω). Tällöin kaikille jatkuvasti
derivoituville vektorikentille V ∈ C1(f(Ω),Rn) päteeˆ

Ω

〈
adjDf(x)(V (f(x)),∇ϕ(x)

〉
dx = −

ˆ
Ω

divV (f(x))Jf (x)ϕ(x)dx

kaikilla ϕ ∈ C∞C (Ω).
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Todistus. Olkoon ϕ ∈ C∞C (Ω). Väitteen yhtälö on integraalin ja
derivoinnin lineaarisuuden nojalla lineaarinen kentän V suhteen, joten
voidaan olettaa V = (v, 0, . . . , 0). Määritellään apufunktio

g(x) := (v(f(x)), f2(x), . . . , fn(x)),

jolle pätee ketjusäännön nojalla

Jg(x) =
n∑
j=1

∂jv(f(x))J(fj, f2, . . . , fn) = ∂1v(f(x))Jf (x).

Jotta päästäisiin käyttämään ominaisuutta Jg ≥ 0, on komponenttiku-
vaus v vielä jaettava kahteen osaan: Olkoon v−(y) = y1 supy |∂1v(y)|,
ja v+ = v+ v−. Tällöin jälleen väitteen lineaarisuuteen vetoamalla voi-
daan olettaa ∂1v ≥ 0, sillä v = v+ − v−, joista ∂1v

+ ≥ 0 ja sama pätee
funktiolle v− merkkiä vaihtamalla.

Tällöin siis voidaan olettaa, että Jg ≥ 0, sillä f on äärellisen vään-
nön kuvaus, eli jo määritelmän perusteella Jf ≥ 0. Nyt koska |Dg| ≤
C|Df |, ovat lauseen 3.1.8 oletukset ovat voimassa, eli distributiiviselle
Jacobille pätee Jg = Jg. Adjungoidun matriisin määritelmästä seuraa
nyt ˆ

Ω

〈
adjDf(x)(V (f(x)),∇ϕ(x)

〉
dx

=

ˆ
Ω

v(f(x))
〈
adjDf(x)e1,∇ϕ(x)

〉
dx

=

ˆ
Ω

v(f(x))J(ϕ, f2, . . . , fn)dx

= −
ˆ

Ω

ϕ(x)Jg(x)dx

=

ˆ
Ω

ϕ(x)∂1v(f(x))Jf (x)dx

= −
ˆ

Ω

divV (f(x))Jf (x)ϕ(x)dx,

sillä vektori adjDf(x)e1 on yhtä kuin differentiaalin Df(x) kofaktori-
matriisin ensimmäinen rivi, joka muodostuu differentiaalin ensimmäis-
tä riviä vastaavista alideterminanteista vaihtuvalla merkillä. Tällöin
sen sisätulo gradientin ∇ϕ(x) kanssa on juuri Jacobi J(ϕ, f2, . . . , fn).

�

Edellisen lemman avulla saadaan topologinen aste määritettyä suo-
raan integraalina

´
ϕ(f)Jf myös tässä yleisemmässä Sobolev-avaruudessa:

Lause 4.2.3. Olkoon f ∈ W 1,1
loc (Ω,Rn) jatkuva äärellisen väännön

kuvaus siten, että |Df | ∈ Ln log−1 Lloc(Ω). Kun U ⊂⊂ Ω on alue ja C
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joukon Rn \ f(∂U) komponentti, niin topologiselle asteelle pätee

deg(C, f, U) =

ˆ
U

ϕ(f(x))Jf (x)dx

kaikilla ei-negatiivissa testifunktioilla ϕ ∈ C∞0 (C), joille
´
C
ϕ = 1.

Todistus. Aiemman nojalla topologinen aste ei riipu testifunktion
ϕ valinnasta, joten voidaan olettaa sptϕ ⊂⊂ C. Huomautuksen 4.1.8
kohdan (b) nojalla voidaan myös olettaa, että C ∩ f(U) 6= ∅, sillä
muuten yhtälön molemmat puolet häviävät. Olkoon u ∈ C2(Rn) siten,
että ∆u = div∇u = ϕ (lause 1.2.22). Olkoon myös ψ ∈ C∞C (U) siten,
että ψ = 1 joukon f−1(sptϕ)∩U ympäristössä. Tämä on mahdollista,
sillä selvästi f−1(sptϕ) ∩ U ⊂⊂ U , kun sptϕ ⊂⊂ C ⊂ Rn \ f(∂U).
Tällöin kun (fj)j on jono kuvauksen f konvoluutioapproksimaatioita,
saadaan näiden valintojen, edellisen lemman ja joukossa U tasaisen
sekä W 1,n−1-normissa suppenemisen fj → f nojalla lopulta

deg(C, f, U) = lim
j→∞

ˆ
U

ϕ(fj(x))Jfj(x)dx

= lim
j→∞

ˆ
U

ϕ(fj(x))Jfj(x)ψ(x)dx

= lim
j→∞

ˆ
U

∆u(fj(x))Jfj(x)ψ(x)dx

= lim
j→∞
−
ˆ
U

〈
adjDfj(x)∇u(fj(x)),∇ψ(x)

〉
dx

= −
ˆ
U

〈
adjDf(x)∇u(f(x)),∇ψ(x)

〉
dx

=

ˆ
U

∆u(f(x))Jf (x)ψ(x)dx

=

ˆ
U

ϕ(f(x))Jf (x)dx. �

Lause 4.2.4. Olkoon f ∈ W 1,1
loc (Ω,Rn) jatkuva äärellisen väännön

kuvaus siten, että |Df | ∈ Ln log−1 Lloc(Ω). Kun U ⊂⊂ Ω on alue ja C
joukon Rn \f(∂U) komponentti jolle C∩f(U) 6= ∅, niin deg(C, f, U) >
0.

Todistus. Osoitetaan ensin, että Jacobi Jf ei voi hävitä melkein
kaikilla z ∈ U , joille f(z) ∈ C: Valitaan y ∈ C ∩ f(U) ja merki-
tään V = f−1(C)∩U , joka on kuvauksen f jatkuvuuden nojalla avoin
joukko. Edelleen jatkuvuuden nojalla pätee f−1(y) ∩ U ⊂⊂ U , sillä
y /∈ f(∂U). Tällöin on olemassa piste x ∈ V , joka on joukon f−1(y)
reunalla. Avoimuuden nojalla on pallo B = B(x, r) ⊂ V , jossa pis-
teen x valinnan nojalla Jf > 0 positiivimittaisessa joukossa: Jos näin
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ei olisi, eli Jf = 0 melkein kaikkialla pallossa B, niin äärellisen vään-
nön takia myös |Df | = 0 melkein kaikkialla tässä pallossa, ja siten
f(B) = y. Tämä on kuitenkin mahdotonta, sillä tällöin x olisi joukon
f−1(y) sisäpiste. Siis Jf > 0 positiivimittaisessa joukon V osajoukossa.

Lauseiden 3.2.3 ja 3.4.2 nojalla oletuksista seuraa, että kuvaus f
on differentioituva melkein kaikilla x ∈ Ω. Tällöin voidaan valita piste
x0 ∈ V , jolle Jf (x0) > 0 ja f on differentioituva tässä pisteessä. Olkoon
y0 = f(x0) ∈ C ∩ f(U). Jacobin positiivisuus tarkoittaa erityisesti
jatkuvan lineaarikuvauksen z 7→ Df(x0)z kääntyvyyttä, ja siten

α = l(Df(x0)) := inf
|z|=1
|Df(x0)z| > 0.

Tällöin voidaan valita tarpeeksi pieni säde r ∈ (0, 1), jolle differentioi-
tuvuuden nojalla

|f(x0 + z)− f(x0)−Df(x0)z| < |z|α ≤ rα

kaikilla z ∈ B(0, r), erityisesti tämän pallon pinnalla.
Olkoon sitten H : B(0, r)× [0, 1]→ Rn homotopia

H(z, t) := (1− t)(f(x0 + z)− f(x0)) + tDf(x0)z.

Säteen r valinnan perusteella tiedetään, että kaikilla z ∈ Sn−1(0, r) ja
t ∈ [0, 1] pätee H(z, t) 6= 0. Tällöin huomautuksen 4.1.8 kohdan (6)
nojalla kuvaukselle f̂ : z 7→ f(x0 + z)− f(x0) pätee

deg(0, f̂ , B(0, r)) = deg(0, Df(x0), B(0, r)),

jonka avulla saadaan

deg(y, f, B(x0, r))

= deg(0, f̂ , B(0, r))

= deg(0, Df(x0), B(0, r))

=

ˆ
B(0,r)

ψ(Df(x0)z)JDf(x0)(z)dz

=

ˆ
Df(x0)(B(0,r))

ψ(y)dy = 1,

kun valitaan testifunktioksi ψ silottajaydin, jonka kantaja kuuluu jouk-
koon Df(x0)(B(0, r)). Olkoon ϕ ∈ C∞0 (C) testifunktio siten, että sen
kantaja kuuluu sekä joukon Rn \ f(∂B(x0, r)) että joukon Rn \ f(∂U)
y0-komponentteihin. Tällöin lauseesta 4.2.3 ja äärellisen väännön ku-
vauksen ominaisuudesta Jf ≥ 0 seuraa, että

deg(C, f, U) = deg(y, f, U) =

ˆ
U

ϕ(f(x))Jf (x)dx

≥
ˆ
B(x0,r)

ϕ(f(x))Jf (x)dx = deg(y, f, B(x0, r))

= 1 > 0. �
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Edellisen lauseen väite määrittelee niin sanotun suunnan säilyttä-
vän jatkuvan kuvauksen. Lauseen oletusten mukainen äärellisen vään-
nön kuvaus on tällainen, erityisesti siis edellisen ja tämän luvun päätu-
losten 3.3.1, 3.3.2, 4.3.1, 4.3.2 kuvaukset sekä välittömästi myös kaikki
kvasisäännölliset kuvaukset ovat suunnan säilyttäviä.

4.3. Diskreetti ja avoin äärellisen väännön kuvaus

Topologisen asteen käsitteen ja edellisissä kappaleissa sille todistet-
tujen ominaisuuksien avulla voidaan lopulta todistaa tutkielman pää-
tulokset. Jatkuva, ei-vakio äärellisen väännön kuvaus on diskreetti ja
avoin seuraavilla oletuksilla vääntöfunktion integroituvuudesta:

Lause 4.3.1. Olkoon f ∈ W 1,n
loc (Ω,Rn) jatkuva äärellisen väännön

kuvaus, jolle Kf ∈ Lploc(Ω) jollain p > n − 1, tai p = 1 kun n = 2.
Tällöin f on joko vakio, tai diskreetti ja avoin kuvaus.

Lause 4.3.2. Olkoon f ∈ W 1,1
loc (Ω,Rn) jatkuva äärellisen väännön

kuvaus, jolle exp(λKf ) ∈ L1
loc(Ω) jollain λ > 0. Tällöin f on joko

vakio, tai diskreetti ja avoin kuvaus.

Huomautus 4.3.3. Lauseissa 4.3.1 ja 4.3.2 oletus jatkuvuudesta
seuraa edellisen luvun tulosten mukaan muista oletuksista. Lauseiden
väitteet koskevat luonnollisesti tätä jatkuvaa edustajaa.

Seuraava lause yhdistää olennaisesti pisteen alkukuvan jatkuvassa
kuvauksessa sen diskreettisyyteen ja avoimuuteen. Tämän avulla pääs-
tään varsinaisesti käsiksi näihin ominaisuuksiin tarkastelemalla tätä al-
kukuvaa topologisen asteen käsitteen avulla.

Lause 4.3.4. Olkoon f : Ω → Rn jatkuva äärellisen väännön ku-
vaus, jolle |Df | ∈ Ln log−1 Lloc(Ω). Jos kaikilla y ∈ Rn pätee
H 1(f−1(y)) = 0, niin kuvaus f on diskreetti ja avoin.

Todistus. Osoitetaan ensin avoimuus: Olkoon V ⊂ Ω avoin jouk-
ko ja x ∈ V . Oletuksen nojalla H 1(f−1(f(x)) = 0, joten selvästi on
olemassa säde r > 0 siten, että

Sn−1(x, r) ∩ f−1(f(x)) = ∅ ja B(x, r) ⊂⊂ V.

Olkoon tämän nojalla C joukon Rn \ f(∂B(x, r)) komponentti, joka
sisältää pisteen f(x). Nyt lauseen 4.2.4 nojalla deg(C, f,B(x, r)) >
0, ja huomautuksen 4.1.8 kohdan (3) mukaan C ⊂ f(B(x, r)). Koska
C on erityisesti avoin joukko, todistaa tämä kuvajoukon f(V ) ja siis
kuvauksen f avoimuuden, sillä nyt jokaisella f(x) ∈ f(V ) on olemassa
tällainen avoin joukko C, jolle f(x) ∈ C ⊂ f(V ).

Tehdään diskreettisyyden todistamiseksi vastaoletus: On olemassa
piste y, jolle f−1(y) ei ole diskreetti joukko alueessa Ω. Tällöin sillä
on kasautumispiste x ∈ Ω, jonka jokaisessa ympäristössä on siis ääre-
tön määrä pisteeksi y kuvautuvia pisteitä. Oletuksen nojalla voidaan
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valitaan kuten edellä säde r > 0, jolle

Sn−1(x, r) ∩ f−1(y) = ∅ ja B(x, r) ⊂⊂ Ω.

Olkoon C taas joukon Rn \ f(∂B(x, r)) y-komponentti. Kun k :=
deg(C, f,B(x, r)), tiedetään lauseen 4.2.4 nojalla että tämä kokonais-
luku on positiivinen. Valitaan vastaoletuksen nojalla k + 1 eri pistettä
pallosta B(x, r), jotka kuvautuvat pisteeksi y. Edelleen yksiulotteisen
Hausdorff-mitan häviämisen nojalla voidaan näille pisteille valita pis-
tevieraat, palloon B(x, r) sisältyvät palloympäristöt B1, B2, . . . , Bk+1

siten, että y /∈ f(∂Bj) kaikilla j = 1, . . . , k+ 1. Kuvauksen f avoimuu-
den nojalla pisteen y sisältävä joukko

W := f(B1) ∩ f(B2) ∩ · · · ∩ f(Bk+1)

on avoin, ja siten voidaan valita testifunktio ϕ ∈ C∞0 (C ∩ W ) jolle´
C∩W ϕ = 1. Tällöin lauseiden 4.2.3 ja 4.2.4, pallojen Bj valinnan sekä
Jacobin ei-negatiivisuuden nojalla saadaan tästä

k = deg(C, f,B(x, r)) =

ˆ
B(x,r)

ϕ(f(x))Jf (x)dx

≥
k+1∑
j=1

ˆ
Bj

ϕ(f(x))Jf (x)dx =
k+1∑
j=1

deg(y, f, Bj) ≥ k + 1.

Tämä ristiriita osoittaa, että kuvaus f on välttämättä myös diskreetti.
�

Lemma 4.3.5. Olkoon f ∈ C∞(Ω,Rn) ja Ψ ∈ C1([0,∞)) jolle
Ψ(x) ≥ 0 kaikilla x ≥ 0 ja Ψ(0) = 0. Tällöin on olemassa dimen-
siosta n riippuva vakio C = C(n) siten, että kaikilla testifunktioilla
η ∈ C∞C (Ω, [0,∞)) pätee∣∣∣ˆ

Ω

ηn
(
nΨ(|f |2) + 2|f |2Ψ′(|f |2

)
Jf

∣∣∣
≤ C

ˆ
Ω

ηn−1|∇η||f |Ψ(|f |2)|Df |n−1.

Todistus. Olkoon j ∈ {1, 2, . . . , n}. Kun ϕ ∈ C∞C (Ω) on apufunk-
tio siten, että ϕ = 1 joukossa spt η, niin lemmaa 3.1.4 käyttämällä
saadaan distributiivisen Jacobin määritelmästäˆ

Ω

J(f1, . . . , fj−1, η
nΨ(|f |2)fj, fj+1, . . . , fn)(x)dx = 0,

ja tästä tulosäännöllä yhtälö

−
ˆ

Ω

nηn−1Ψ(|f |2)fjJ(f1, . . . , fj−1, η, fj+1, . . . , fn)

=

ˆ
Ω

ηn(Ψ(|f |2)Jf + fjJ(f1, . . . , fj−1,Ψ(|f |2), fj+1, . . . , fn).
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Ketjusäännön avulla nähdään

J(f1, . . . , fj−1,Ψ(|f |2), fj+1, . . . , fn)

=
n∑
k=1

2Ψ′(|f |2)fkJ(f1, . . . , fj−1, fk, fj+1, fn)

= 2Ψ′(|f |2)fjJf ,

ja siten edellisistä saadaan

−
ˆ

Ω

nηn−1Ψ(|f |2)fjJ(f1, . . . , fj−1, η, fj+1, . . . , fn)

=

ˆ
Ω

ηn(Ψ(|f |2) + 2Ψ′2(|f |2)f 2
j )Jf .

Nyt summaamalla kaikki indeksit j saadaan yhtälö

−
n∑
j=1

ˆ
Ω

nηn−1Ψ(|f |2)fjJ(f1, . . . , fj−1, η, fj+1, . . . , fn)

=

ˆ
Ω

ηn(nΨ(|f |2) + 2Ψ′2(|f |2)|f |2)Jf ,

joten arvioimalla Jacobin determinanttia pisteittäin komponenttien gra-
dienteilla saadaan väitteen epäyhtälö

|
ˆ

Ω

ηn(nΨ(|f |2) + 2Ψ′2(|f |2)|f |2)Jf |

≤
n∑
j=1

ˆ
Ω

|nηn−1Ψ(|f |2)fjJ(f1, . . . , fj−1, η, fj+1, . . . , fn)|

≤ n2

ˆ
Ω

ηn−1|∇η||f |Ψ(|f |2)|Df |n−1.

�

Nyt lauseen 4.3.4 ja edellisen lemman arvion avulla voidaan todis-
taa äärellisen väännön kuvauksen diskreettisyys ja avoimuus seuraavan
lauseen oletuksilla, jotka itseasiassa ovat kappaleen alussa esitettyjen
päätulosten oletuksia heikompia:

Lause 4.3.6. Olkoon f : Ω→ Rn jatkuva, ei-vakio äärellisen vään-
nön kuvaus, jolle |Df | ∈ Ln log−1 Lloc(Ω). Jos Kf ∈ Lploc(Ω) jollain
p > n − 1 kun n ≥ 3, tai Kf ∈ L1

loc(Ω) kun n = 2, niin kuvaus f on
diskreetti ja avoin.

Todistus. Olkoon p se kiinteä luku, jolle oletuksen mukaan Kf ∈
Lploc(Ω), p > n − 1 tai p = 1, kun n = 2. Lauseen 4.3.4 nojalla riittää
osoittaa, että H 1(f−1(y)) = 0 kaikilla y ∈ Rn. Käyttämällä siirret-
tyä kuvausta f − y mielivaltaiselle pisteelle y, riittää selvästi näyttää
H 1(f−1(0)) = 0.
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Olkoon

u(x) := log log
( 1

|f(x)|
)
,

kun 0 < |f(x)| ≤ 1
e
ja asetetaan muilla x lisäksi u(x) = 0. Selvästi

u ≥ 0, ja u(x) → ∞ kun f(x) → 0. Osoitetaan, että kun B on pallo
jolle 2B ⊂⊂ Ω, niin |∇u| ∈ Lq(B∩{f 6= 0}), missä q = np

p+1
. Jos n = 2,

niin q = 1 = n−1, ja muuten q ∈ (n−1, n). Olkoon U = 2B∩{f 6= 0}.
Jatkuvana kuvauksena f on lokaalisti rajoitettu ja siksi voidaan lisäksi
olettaa, että |f | ≤ 1

e
pallossa 2B. Nyt suoralla laskulla ketjusääntöä

käyttämällä saadaan

|∇u| = | − Dfᵀf

|f |3 log(|f |−1)(|f |−1)
| ≤ |Df |
|f | log(1/|f |)

joukossa {f 6= 0}, mistä vääntöepäyhtälöä |Df |n ≤ KfJf ja Hölderin
epäyhtälöä käyttämällä arvioidaan

ˆ
U

|∇u|q ≤
ˆ
U

|Df |q

|f |q logq(1/|f |)
≤
ˆ
U

J
q
n
f K

q
n
f

|f |q logq(1/|f |)

≤
(ˆ

U

Jf
|f |n logn(1/|f |)

) q
n
(ˆ

U

K
1

n/q−1

f

)n/q−1
n/q

=
(

2n
ˆ
U

Jf
|f |n logn(|f |−2)

) p
p+1
( ˆ

U

Kp
f

)n−q
n
.

Koska U ⊂⊂ Ω, on integraali
´
U
Kp
f oletuksen nojalla äärellistä. Riittää

siis löytää yläraja ensimmäiselle integraalilleˆ
U

Jf (x)

|f(x)|n logn(|f(x)|−2)
dx.

Oletetaan, että f on sileä funktio, jolloin saadaan tämä integraali ra-
joitettua, minkä jälkeen voidaan approksimoida alkuperäistä f ∈ W 1,1

ja löytää siten myös tässä tapauksessa yläraja:
Käytetään lemmaa 4.3.5, jota varten valitaan ε > 0 ja lemmassa

esiintyvä apufunktio

Ψ(t) :=
1

2tn/2

ˆ t

0

ϕε(s)

s logn(1/s)
ds, missä ϕε(s) :=

1

1 + ε21/s
.

Kun t > 0, on

Ψ′(t) =
ϕε(t)

2tn/2t logn(1/t)
− n

2tn/2t

ˆ t

0

ϕε(s)

s logn(1/s)
ds,

ja siten

nΨ(t) + 2tΨ′(t) =
ϕε(t)

tn/2 logn(1/t)
.
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Tällöin lemman 4.3.5 arvion mukaan testifunktiolle η ∈ C∞C (2B, [0,∞))
pätee

ˆ
2B

ηnJf
(
nΨ(|f |2) + 2|f |2Ψ′(|f |2)

)
=

ˆ
2B

ηn
Jfϕε(|f |2)

|f |n logn(|f |−2)

≤ C

ˆ
2B

ηn−1|∇η||f |Ψ(|f |2)|Df |n−1

= C

ˆ
2B

(
ηn−1|∇η| |Df |

n−1

|f |n−1

( ˆ |f |2
0

ϕε(s)

s logn(1/s)
ds

))
.

Selvästi kuvaus ϕε on kasvava ja ϕε(s) ≤ 1 kaikilla s > 0, joten
ˆ

2B

ηn
Jfϕε(|f |2)

|f |n logn(|f |−2)

≤ C

ˆ
2B

(
ηn−1|∇η| |Df |

n−1

|f |n−1
ϕε(|f |2)

(ˆ |f |2
0

ds

s logn(1/s)

))

≤ C

ˆ
2B

(
ηn−1|∇η| |Df |

n−1

|f |n−1
ϕε(|f |2)

n−1
n

1

logn−1(|f |−2)

)
,

kun
´
x−1 log−n(x−1) = (n− 1) log−(n−1)(x−1). Tässä arviossa termit

ϕε(|f(x)|2)

|f(x)|n logn(|f(x)|−2)
ja

(
ϕε(|f(x)|2)

)n−1
n

|f(x)|n−1 logn−1(|f(x)|−2)

ovat lisäksi rajoitettuja kuvauksesta f riippumatta. Alkuperäistä ku-
vausta f koskevasta oletuksesta |Df | ∈ Ln log−1 L seuraa lisäksi, että
f ∈ W 1,m kaikilla 1 ≤ m < n, joten sitä voidaan approksimoida sileillä
funktioilla myös näissä avaruuksissa. Siten jos (fj)j ∈ C∞(Ω,Rn) on
jono jolle fj → f avaruudessa W 1,n− 1

2 , niin erityisesti |Dfj| → |Df |
normissa || · ||n−1,2B ja lisäksi Jfj → Jf normissa || · ||1,2B kuten esi-
merkiksi lemmassa 3.1.5. Edellisten nojalla ylläoleva arvio pätee siten
myös alkuperäiselle f .

Nyt käyttämällä uudestaan vääntöepäyhtälöä ja Hölderiä saadaan
estimaatti

ˆ
2B

ηn
Jfϕε(|f |2)

|f |n logn(|f |−2)

≤ C

ˆ
2B

(
ηn−1|∇η|(JfKf )

n−1
n

|f |n−1
ϕε(|f |2)

n−1
n

1

logn−1(|f |−2)

)

≤ C
(ˆ

2B

ηn
Jfϕε(|f |2)

|f |n logn(|f |−2)

)n−1
n
(ˆ

2B

|∇η|nKn−1
f

) 1
n
,
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eli potenssiin n korottamalla ja jakamalla ensimmäisen integraalin po-
tenssilla ˆ

2B

ηn
Jfϕε(|f |2)

|f |n logn(|f |−2)
≤ C

ˆ
2B

|∇η|nKn−1
f .

Ottamalla raja-arvo tästä kun ε → 0, saadaan monotonisen konver-
genssin lauseen nojallaˆ

U

ηn
Jf

|f |n logn(|f |−2)
≤ C

ˆ
2B

|∇η|nKn−1
f ,

sillä nyt ϕε → 1. Valitsemalla testifunktio η ∈ C∞C (2B, [0,∞)), jolle
η = 1 pallossa B, seuraa tästä nytˆ

U∩B
|∇u|q ≤ C

( ˆ
2B

|∇η|nKn−1
f

) p
p+1
(ˆ

2B

Kp
f

)n−q
n
<∞.

Olkoon nyt ϕ ∈ C∞C (B, [0, 2]), jolle ϕ| 1
2
B = 2, ja kaikilla k ∈ N

uk(x) := ϕ(x) min
(

log log(
1

|f(x)|
), k
)
,

jolloin tiedosta ∇u ∈ Lq(U ∩ B) seuraa uk ∈ W 1,q
0 (B). Lisäksi kaikilla

k on tasaisesti
||∇uk||q,B ≤ ||∇u||q,U∩B ≤ C

ja uk on selvästi jatkuva, joten lemmojen 1.3.8 ja 1.3.10 nojalla saadaan

H 1
∞(f−1(0) ∩ 1

2
B) ≤H 1

∞(x ∈ B : uk(x) > k) ≤ C

kq
→ 0.

Tällöin myös H 1(f−1(0)∩ 1
2
B) = 0, sillä Hausdorffin mitalle H s(A) =

0 täsmälleen kun H s
∞(A) = 0. Tästä seuraa selvästi H 1(f−1(0)) = 0,

ja väite on todistettu.
�

Lauseiden 4.3.1 ja 4.3.2 todistus. Muistetaan huomautus 3.0.9
ja lemma 3.3.4, joiden mukaan oletuksesta f ∈ W 1,n

loc tai siitä että
vääntöfunktio Kf on eksponentiaalisesti integroituva seuraa |Df | ∈
Ln log−1 Lloc. Toisaalta jos aKf ∈ L1

loc jollain a > 1, niin Kf ∈ Lploc kai-
killa p ∈ [1,∞). Siten nämä lauseet seuraavat suoraan lauseesta 4.3.6.

�

Huomautus 4.3.7. (1) Diskreettisyyden ja avoimuuden kan-
nalta rajatapaus Kf ∈ Ln−1 kun n ≥ 3 äärettömän väännön
kuvaukselle f ∈ W 1,n on osittain ratkaisematta; on mahdollis-
ta konstruoida vastaesimerkki, ei-vakio ja ei-diskreetti äärelli-
sen väännön Lipschitz-kuvaus f siten, että Kf ∈ Ln−1, n ≥ 3.
Kysymys kuvauksen avoimuudesta on kuitenkin yhä avoin. Ta-
vallisimmat todistukset näille ominaisuuksille takaavat yleen-
sä molempien voimassaolon, ja siten mahdollisen avoimuuden
näyttäminen vaatisi erilaisen lähestymistavan diskreettisyyden
epäonnistuessa.



4.3. DISKREETTI JA AVOIN ÄÄRELLISEN VÄÄNNÖN KUVAUS 61

(2) Tapausten Kf ∈ Ln−1 ja Kf ∈ Ln−1+ε välissä olevien Zyg-
mundin avaruuksien asetelmassa kysymys diskreettisyydestä
ja avoimuudesta on myös avoin: Jos Kf ∈ Ln−1 logα L, niin ää-
rellisen väännön ei-vakio kuvaus f ∈ W 1,n, n ≥ 3, on diskreetti
ja avoin kaikilla α > n(n−2). Jos α < n−2, niin ominaisuudet
eivät välttämättä ole voimassa. Tilanteessa α ∈ [n−2, n(n−2)]
kysymys on vielä ratkaisematta.

(3) Oletetaan lauseen 4.3.1 kuvaus f lisäksi homeomorfismiksi alu-
een Ω reunan lähellä, tai vaihtoehtoisesti että pisteen alkuku-
vien määrä on tasaisesti rajoitettu. Tällöin voidaan osoittaa,
että kuvaus f on välttämättä vakio tai diskreetti ja avoin myös
rajatapauksessa Kf ∈ Ln−1 kun n ≥ 3.

(4) Jatkuvuuden, diskreettisyyden ja avoimuuden nojalla riittäi-
si lauseen 4.3.1 kuvauksen lokaalia homeomorfisuutta varten
osoittaa, että pisteen alkukuvia on vain yksi jossain pienessä
mielivaltaisen pisteen ympäristössä; Jos on kompakti joukko
K ⊂ Ω siten, että f−1(f(x))∩K = {x} kaikilla x ∈ K, niin täl-
löin f |K on bijektio ja siis homeomorfismi. Itse asiassa voidaan
osoittaa, että lauseen oletukset täyttävälle ei-vakiolle kuvauk-
selle on pisteen alkukuvien määrä lokaalisti rajoitettu: Kaikilla
kompakteilla K ⊂ Ω on mK ∈ N, jolle card f−1(f(x)) ∩K ≤
mK kaikilla x ∈ K. Lokaalin homeomorfisuuden kannalta erit-
täin mielenkiintoinen kysymys on, millä lisäoletuksilla kuvauk-
sesta f tai sen differentiaalista Df voitaisiin osoittaa tässä
mK = 1.
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