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Jokainen on varmasti pyoraillessdan miettinyt kahden eri reitin vililla. Kulkeako
lyhyempéé reittid vai vahan pidempéa reittié, jossa kuitenkin on enemmén alamakia?
Kummalla reitilld olisin kotona nopeammin? Nopeinta reittid miettivit myods mate-
maatikot 1600-luvulla. Tarinan mukaan, kun kuningatar Dido matkasi Afrikkaan noin
900 eKr. ostamaan lisédd maata, lupasi maan kuningas Jarbas kuningattarelle niin suu-
ren maa-alan kuin tdmaé pystyisi rajaamaan hirédn nahan avulla. Neuvokas kuningatar
halusi tietenkin vallata itselleen mahdollisimman suuren alan, leikkeli nahan pitkéaksi
suikaleeksi ja rajasi ympyrian kaaren muotoisen alueen [7].

Tamén tyyppisid ongelmia voidaan mallintaa ja ratkaista matemaattisesti vari-
aatiolaskennan avulla. Variaatiolaskennan ongelmissa etsitdén siis tietylle suureelle
pieninté tai suurinta arvoa tiettyjen reunaehtojen toteutuessa. Variaatiolaskennassa,
tatd suuretta mallinnetaan integraalin avulla. Etsitdan siis tietyt ehdot toteuttavaa
kéyrdd yp, jolle on voimassa reunaehdot yo(z1) = y1 ja yo(x2) = y2 ja joka minimoi
tai maksimoi muotoa

x2

1) = [ Pl
x1

olevan integraalin. Yleensa integraalille etsitddn nimenomaan pienintd arvoa.

Kun variaatiolaskennan ongelma on muotoiltu sanallisesti, on se muotoiltava myos
tasmélliseen matemaattiseen muotoon. Mitd haluamme minimoida, mikéd on tdmén
minimoitavan integraalin lauseke? Téaytyyko ratkaisukayrén olla jatkuva funktio ja
derivoituva? Mitéd ehtoja ratkaisukéyrén tdaytyy toteuttaa? Kun integroitava lauseke
on muodostettu, pitda etsiad kayrid, jolla tdmé integraali saa pienimmén arvonsa.

Tamén kayran etsimiseen yhden tarkeén tyokalun antaa niin sanottu Eulerin diffe-
rentiaaliyhtdld. Yhtilo antaa ratkaisuehdokkaat, jotka ovat C2?-funktiota eli jatkuvia
ja joiden ensimmaéinen ja toinen derivaatta on olemassa ja hyvin mééritelty. Kun nor-
maalille funktiolle f : R — R etsitddn pienintd tai suurinta arvoa, ldhdetdéan ratkai-
sua etsimédn funktion derivaatan nollakohtien avulla. Vastaavan ehdon antaa Eulerin
differentiaaliyht#lo. Samoin kuin funktion derivaatan nollakohta xg ei aina anna funk-
tion pieninté arvoa, ei aina Eulerin differentiaaliyhtilollikddn ratkaistu funktio yo(z)
ole integraalin minimoija.

Se, antaako ratkaisuehdokas todella pienimmé&n mahdollisen arvon integraalille
taytyy tarkastella erikseen. Yhden ratkaisun télle antaa funktion konveksisuustarkas-
telu. Funktion ollessa konveksi, Eulerin differentiaaliyhtélo antaa todella integraalin
minimoivan funktion ja sen liséksi ratkaisu on yksikésitteinen. Konveksisuustarkas-
telukaan ei anna kuitenkaan ratkaisua kaikissa ongelmissa, silld useimmat variaatio-
laskennan ongelmat eivét ole konvekseja. Ratkaisun olemassaolo ja yksikésitteisyys
onkin tarkasteltava tapauskohtaisesti.

Variaatiolaskennan ongelmista tunnetuimpia ovat niin sanottu brachistochronen
ongelma ja pienimmén pyordhdyspinta-alan ongelma. Brachistocronen ongelmassa
etsitdan reittid, jota pitkin kappale kulkee mahdollisimman lyhyessd ajassa kahden
ennalta annettujen reunapisteiden kautta. Ongelman esitti matemaattisessa muodos-
sa ja ratkaisi ensimmaéisen kerran Johann Bernoulli vuonna 1696 vaikka jo vuonna
1638 Galileo esitti ratkaisun olevan osa ympyréikaarta [7]. Kyseisen reitin ja ratkaisun
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ongelmalle antaa kuitenkin sykloidi. Brachistochronen ongelman ratkaiseminen johti
Eulerin differentiaaliyhtdlén muodostamiseen ja antoi néin sysdyksen myos muiden
variaatiolaskennan ongelmien ratkaisemiselle [1].

Pienimmén pyodrdhdyspinnan ongelmassa etsitdén kahden valitun reunapisteen
kautta kulkevaa kayrad, jonka pyorahtéaessé x-akselin ympéri syntyva pyorahdyspinta-
ala olisi mahdollisimman pieni. Ongelman késittely ei ole aivan niin suoraviivainen
kuin brachistochronen ongelmassa silla kyseiselle ongelmalle ei ole aina mahdollista
méadrittdaa ratkaisua. Eulerin differentiaaliyhtéld antaa ratkaisuehdokkaaksi ketjukay-
rdn, jonka synnyttdméd pyordhdyspintaa kutsutaan katenoidiksi. Kahden annetun
reunapisteen kautta ei kuitenkaan ole aina mahdollista méaarittaa ketjukayrad, joten
tiettyjen ehtojen toteutuessa ongelman ratkaisu ei olekaan ketjukéyra. Téassé tapauk-
sessa ratkaisun antaa ns. Goldschmidtin kayra, jonka muodostama pyordhdyspin-
ta koostuu kahdesta kiekosta ja niiden véliin jadvéstd janasta. Goldschidtin kdyrin
antama ratkaisu on tietylld tapaa erikoisratkaisu, johon ei usein kiinnitetd huomio-
ta. Pienimmén pyordhdyspinnan ongelma antaa esimerkin tapauksesta, jossa Eulerin
differentiaaliyhtélo ei kaikissa tapauksissa annakaan ongelman ratkaisua.

Variaatiolaskennalla on sovelluksia myos esimerkiksi fysiikassa. Sen avulla voidaan
mallintaa luontoa, perustella miksi saippuakuplat ovat pyoreitd tai miksi valo tait-
tuu veteen saapuessa. Monet kdytdnnon ongelmat koskevat asioiden minimoisista tai
maksimoimista ja ndiden ratkaisemisessa variaatiolaskenta on suuressa osassa.
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LUKU 1

Johdanto

Monet kédytdannon ongelmat koskevat asioiden minimoimista tai maksimoimista.
Kaupat haluavat maksimoida voittonsa ja minimoida kulunsa. Ajoreitit suunnitel-
laan mahdollisimman nopeiksi tai etsitdan lyhinta reittid méardnpadhan. Samaa mi-
nimointia noudattaa myos luonto. Fysiikasta tutun Fermat'n periaatteen mukaisesti
valo pyrkii valitsemaan kahden pisteen kautta kulkevan nopeimman reitin. Saippua-
kuplat muodostavat pienimmén pinta-alan. Tamén tyyppisten ongelmien matemaat-
tiseen mallintamiseen ja ratkaisemiseen liittyvaa teoriaa kutsutaan variaatiolasken-
naksi.

1.1. Ongelman muotoilu

Variaatiolaskentaa on helpoin ldhestyé esimerkin kautta. Alustetaan nyt yhté va-
riaatiolaskennan tunnetuimmista ongelmista, jota kasitellidn myds myohemmin esi-
merkeissa 1dpi tyon ja tarkemmin Kappaleessa 5.

ESIMERKKI 1.1. Olkoon y : [z1, z5] — RT kéyri, joka kulkee pisteiden A = (z1,y1)
ja B = (z2,y2) kautta. Funkion y kuvaajan pyoriahtidessd z-akselin ympéri, syntyy
pyorahdyspinta, jonka pinta-ala saadaan laskettua tuttuna lausekkeena

(1.1) I(y) =27 /I2 y/1+ y2de.

1

v, A=(xy, )

B=(xy v,)

4

Kuva 1.1. Esimerkki kdayrasta y(z) ja siitd syntyvdstd pyorahdyspinnasta

Kuvassa 1.1 on esimerkkiné eréis kiyra y(z), joka kulkee pisteiden A = (x1, 1) ja
B = (z3,y2) kautta. Télle kayralle siis y(z1) = y1 ja y(z2) = y2 ja kdyrdn pyorah-
tdessd x-akselin ympéri muodostuu pyordhdyspinta, jonka pinta-ala voidaan laskea

1



2 1. JOHDANTO

integraalin (1.1) avulla. Jotta pyordhdyspinta ja integraali olisivat hyvin méériteltyja,
halutaan kayrén y kulkevan kokonaan x-akselin yldpuolella.

Pisteiden A ja B kautta voidaan ma#rittdd monenlaisia jatkuvia kayrid ja naiden
kédyrien pyorahtdessd r-akselin ympéri syntyy monenlaisia pyordhdyspintoja. Tésta
saadaan variaatiolaskennan ongelma kun mietitéddn, onko mahdollista 16ytaa kayraa,
joka pyordhtédessddn x-akselin ympéri muodostaakin pienimmén mahdollisen pinta-
alan. Télle kdyrille yo integraali (1.1) saa pienimmén mahdollisen arvonsa eli I(yg) <
I(y) kaikille y, jotka toteuttavat funktiolle asetetut ehdot.

Kun merkitdéan ylli olevassa esimerkissd F'(x,y,y’) = 2wy/1 + y'?, saadaan inte-
graali (1.1) muotoon

x2
(12 1) = [ Pl
xr1

Useat variaatiolaskennan ongelmat ovat yleisesti tdtad muotoa. Integraalin sisilla oleva
funktio F' on yleensid muuttujista x,y ja 1’ riippuva funktio. Erikoistapauksia tastd
kisitelladn tarkemmin Luvussa 3. Jotta integraali I olisi hyvin mé&éritelty, taytyy
funktion y olla jatkuva ja funktion y derivaatan vy’ on oltava méiéaritelty eli toisin
ilmaistuna y € C'. Mikili nimi ehdot eivit toteudu, ei integraali I(y) ole hyvin
médritelty.

Minimointiongelman ratkaisu yo on se funktio, jolla integraali (1.2) saa késitel-
tavéstd ongelmasta riippuen pienimmén tai suurimman arvonsa. Funktion yg tdytyy
olla C'-funktio ja lisiksi sen tdytyy toteuttaa annetut reunaehdot yo(x;) = yi ja
Yo(za) = yo. Usein kiytdnnon sovelluksissa haetaan nimenomaan integraalin mini-
moivaa funktiota. Ongelmat, joissa etsitdén maksimia saadaan palautettua minimin
etsimiseen késitteleméalld integraalia —I(y). Jatkossa késitellddn vain ongelmia, joissa
integraalille haetaan pienintd mahdollista arvoa.

Tyossé esitellidin muutamia variaatiolaskennan ongelmia. Naistéd tdrkeimpia ovat
kappaleissa 4 ja 5 esitellyt brachistochronen ongelma ja pienimmén pyérahdyspinnan
ongelma. Kappaleessa 4 tarkeimpind ldhteind on kdytetty teoksia [1] ja [3] ja pienim-
mén pyorahdyspinnan ongelman késittelyssd apuna on pédasiassa kédytetty ldhteitéa
[3] ja [2]. Kappaleessa 6 kidydéédn ldpi esimerkki, jossa variaatiolaskentaa hyodynne-
tadn fysiikan Snellin lain johtamiseen tdrkeimmén ldhteen ollessa [6].

2. Ratkaisun etsiminen ja olemassaolo

Kuinka kyseistd integraalin (1.2) minimoivaa funktiota y, lahdetdén etsiméén?
Ongelmalla on yhtélédisyyksié reaalifunktion minimin méaérittdmisen kanssa. Kun jat-
kuvasti derivoituvalle funktiolle f : R — R ldhdetédén etsiméin minimiarvoa, aloi-
tetaan tarkastelemalla funktion derivaattaa. Jos funktio f saa pisteessd xy pienim-
mén arvonsa, sen derivaatta téssd pisteessd havida eli f/(xy) = 0. Kuitenkaan vaikka
f'(xg) = 0 niin x, ei valttamatta ole funktion f minimikohta, vaan kyseessé voi olla
my0s maksimi tai esimerkiksi satulapiste. Voi myos olla, ettei funktiolla f ole mini-
mid ollenkaan. Se, onko kyseessd minimi vai maksimi varmistetaan tarkastelemalla
funktion toista derivaattaa.

Variaatiolaskennan ongelmissa perusidea on samankaltainen. Voimme maérittasa
funktiolle y, vastaavanlaiset ehdon, jonka funktion taytyy toteuttaa minimoidakseen
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ongelmassa tarkastellun integraalin. Kuten normaalin minimointiongelman tapauk-
sessa, tamé ehto ei kuitenkaan takaa, etté l6ydetty funktio valttamétta on se funktio,
joka todella minimoi integraalin I(y). Ehto ei myoskddn takaa, ettéd integraalille on
loydettavissé pienin mahdollinen arvo.

Lahdetéddn tarkastelemaan miké tdméa ehto on. Seuraavassa tarkastelussa padlah-
teend on kiytetty teosta [5]. Oletetaan, ettd yo on minimointiongelman ratkaisu ja
Cl-funktio. Midritellifin nyt funktio h(z) = yo + en(z), jollekin parametrille € ja
mielivaltaiselle funktiolle 1, jolle pdtee n(x1) = 0 = n(x2) ja jonka ensimméinen ja
toinen derivaatta ovat jatkuvia integrointivililld. Termid en(x) kutsutaan funktion 7
variaatioksi.

Talloin

h(z1) = yolw1) + en(z1) = yo(z1) = 11 ja
h(za) = yo(w2) +en(a2) = yo(r2) = y2,

joten funktio h toteuttaa reunaehdot. Tamén lisdksi funktio A on jatkuva, silld g
sekd n ovat jatkuvia ja funktion derivaatta h'(z) = y(z)+en'(x) on hyvin méiritetty.
Funktio h on siis C'- funktio ja téiten integraali I(h) on hyvin mééritelty.

Kiinnitetdéan funktiot yo ja n, jolloin integraalista 1.2 tulee muuttujan ¢ maaraama
funktio

T2

I(yo +en) = / F(z,yo +en,§ + en)dz = G(e) .
x1

Koska oletettiin funktion yy antavan integraalin 1.2 minimiarvon, saadaan ylldolevasta

integraalista minimi kun e = 0 silla t&lloin

I(yo) = I(yo + €n)|e=o = G(0) .

Kuten normaalin minimointiongelman tapauksessa, jotta yo minimoisi integraalin [
on sen toteutettava vélttdméaton ehto I'(yy) = 0 eli toisin sanoen

G'(0) =0

Vastaava pédttely toimii myos mikéli etsimme integraalille maksimia. Integraalifunk-
tio I(y) tdytyy olla vihintidin C'-funktio, jotta derivaatta I’(y) on hyvin midritelty.

Pééttely ei takaa minimoivan funktion olemassaoloa, mutta ehdosta G'(0) = 0
seuraa variaatiolaskennan ongelmien ratkaisemiseen hyoddyllinen lause. Téahén lausee-
seen tutustutaan tarkemmin seuraavassa luvussa, jossa esiteltdva Eulerin differenti-
aaliyhtélo on tarked tyokalu ratkaisufunktion etsimisessd. Luvussa 2 padldhteinéd on
kiytetty teoksia [1] seké [2].

Luku 3 on tarkoitettu kidytannon laskuja helpottamaan ja esittelee edelld mainitun
Eulerin differentiaaliyhtélon yksinkertaistuksia koskien tietyn tyyppisid ongelmia. Lu-
vussa ei siis esitelld varsinaisesti mitdan uutta teoriaa vaan luku on puhtaasti laskujen
ja esimerkkien tarkastelua nopeuttamaan. Tulokset voi helposti johtaa itsekin Eulerin
differentiaaliyht&lon avulla. Luvussa on kidytetty pddasiallisina 1dhteini teoksia [1] ja
[2].

Eulerin differentiaaliyhtélo ei anna tyokaluja ratkaisun olemassaolon tai yksikésit-
teisyyden tarkasteluun, vaan ndihin on kéytettdva muita keinoja. Yksi tapa esitetddn
Luvussa 2. Luvussa esitellyn lauseen mukaan, integroitavan funktion ollessa konvek-
si, on Eulerin differentiaaliyhtélon avulla saatu ratkaisuehdokas todella integraalin
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minimoiva funktio. Jos konveksit funktiot eivét ole ennestdédn tuttuja, on tyossi tar-
vittavaa teoriaa késitelty tarkemmin my6s tyon lopussa Liitteessd A. Konveksisuuteen
liittyvén teorian ja lauseiden ldhteind on kéytetty teoksia [2] ja [8]. Mikéli funktio
ei ole konveksi, on osoitettava muulla tavalla, ettd saatu ratkaisu todella minimoi in-
tegraalin. Tamaé tarkastelu on suoritettu tyossé jokaisen esimerkin kohdalla erikseen.
Brachistochronen ongelman kohdalla tarkastelussa ldhteené on kéytetty [3] ja [9]. Pie-
nimméan pyoérahdyspinnan ongelmassa ratkaisun olemassaolon tarkastelussa ldhteené
on toiminut [4] seké [3]. Mikéli ndiden ongelmien ratkaisujen tarkempi ldpikayminen
kiinnostaa, on néissd teoksissa ongelmaan paneuduttu yksityiskohtaisemmin kuin se
tdssé tyossa oli mahdollista ja jarkevaa.



LUKU 2

Eulerin differentiaaliyhtilo

Seuraava lause on keskeisessé osassa variaatiolaskennan ongelmia ratkaistaessa ja
vastaa integraalin ensimméisen derivaatan hévidmistd. Lauseessa esiintyvaa differen-
tiaaliyhtdlod kutsutaan myos nimelld Euler-Lagrangen yhtdlo ja se on hyoddyllinen
tyokalu etsittéiessd integraalin minimoivaa funktiota.

Huomaa, etté jatkossa esiintyvat merkinnét

aF aF(nyhy/) /
_————— = —F

tarkoittavat samaa asiaa.

LAUSE 2.1. Olkoon F = F(x,y,y') € C?([x1, 12] x RxR) jayy € C?([x1, 23)), jolle
yo(x1) = y1 sekd yo(x2) = yo. Jos funktio yg on integraalin I(y) = fff F(z,y,y)dx
minimoija, sen on toteutettava Eulerin differentiaaliyhtlo

or d [/OF
2.1 CAMNEC Y ()
21) oy dx(@f) v

kaikille = € [x1, 4]

Tobistus. Olkoon I(y) = [ F(x,y,y')dz. Oletetaan, ettéd yo minimoi tiaméin
integraalin. Méaaritetdan nyt integraali

€2
2.2 G(O) = I+ en) = [ Flavyo -+ en. v+ o),
1

jossa € € Rjan € C'([x1, zo]) on funktio, joka toteuttaa ehdot n(z1) = 0 ja n(zz) = 0.

Funktio h(x) = yo + en on jatkuva funktio, silld yo ja n ovat jatkuvia. Lisdksi
funktion h ensimmaéinen derivaatta h'(z) = y{(x) + en/(x) on méiritelty ja h on néin
ollen C'*-funktio. Funktio h toteuttaa myos reunachdot h(xy) = y; ja h(zy) = ys silld
h(z1) = yo(z1) + en(z1) = yo(z1) = y1 ja h(z2) = yo(22) + en(z2) = yo(z2) = v2.
Integraali I(h) = I(yo + €n) = G(¢) on siis hyvin méiritelty.

Koska funktion yq oletetaan olevan minimoija, pétee

I(yo) < I(yo +e€n),

kaikille € € R.
Huomataan, ettd G(0) = I(yo+0-n) = I(yo), joten ylldoleva voidaan esittdd myos
muodossa

G(0) < G(e)
kaikille € € R ja edelleen

, d
G0) = I+ en)] _y =0

5
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Derivoidaan lauseke (2.2), jolloin saadaan
d [

G'(e) = X/, F(x,yo + en, yo + en)dx

@2 d
=/ dF(rryo+enyo+€77)d

1

)
= (0 + 77a (z,y0 + €n, yo +en') + n’a—y,F(w, Yo + €en,yo + 677')) dx

0
=/ <nayF(xyo+enyo+en)+n8, (x7yo+6n,y6+6n’)>dx-

Téssd 4 f;f F(x,yo+en,y,+en)de = f;f LF(z, yo+en, yh + en')dx seuraa Leibniz'n
sddannosti, silld I € C?, joten %F(w, Yo+ €n, yy+en') on olemassa ja jatkuva alueessa
[x1, x2] X R. Lasketaan edelleen derivaatan arvo kun e =0

/ 2 a / 8 !
G'(0) = / (na—yF(rc,yo,yé) +na—y,F(x,yo,yo)) dz

229 , x2 a
(23) = / na_yF<$7y07yO)dx+/ 8 / (CC yanO)dx =0.

1 1

Kiytetdin nyt osittaisintegrointikaavaa fab fqg = / fg— f; f'g jalkimmiiseen inte-
graaliin kun f = F(x Yo, Y) ja g =1

g 2 dq 0
/ ng,F(fv Yo, Yo dx—/n acyo,yé)—/I1 (ay F(z, yo7yo)>77dx.

1

Termi d ( By = F(x, o, y0)> on hyvin médritelty, silld funktion F oletetaan olevan C*-

funktlo ja yo € C?. Koska n(x;) = 0 = n(zs), niin sijoitus hividi ja integraali (2.3)
saadaan lopulta muotoon

2 a , z2 d a
/x Ua—yF(a:,yo,yo)dx — /m @ (8 - (a: ymyo)) ndr=0.

1 1

Nyt edelleen yhtilo (2.3) voidaan muokata muotoon

S , = d (9

/zl na—yF(:r,yo,yo)dw—/m (ay F(x, ymyo))ndl‘
S G o d (0

:/xl ﬁ{a—yF(ﬂf,yo,yg) (a, (z, yo,yo)ﬂdx:O.

Merkitdén nyt L(yg) = 2 35 F (T 90, Y0) — (%F (x, yo, yé)), jolloin integraali saadaan
lyhennettyé ja yksmkertalstettua muotoon
2
/ nL(yo)dx = 0.
x1

Nyt Lause 2.1 on todistettu, mikdli L(yp) = 0. Todistetaan tdmé erikseen seuraavan
tuloksen avulla.
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LEMMA 2.1. Jos jatkuvalle funktiolle C(x) pdtee

/ @) C()de = 0

1

kaikille funktioille n, joille n(xy) = n(x3) = 0, seki n(x) € C([x1,22]), nitn C(z) =0
kaikille x € [x1, 2]

TobIisTus. Oletetaan, ettd jossain pisteessd & valilld [z1, z5] funktio C(x) ei saa-
kaan arvoa nolla vaan on positiivinen. Téssé pisteessé siis C'(z) > 0. Koska C(z) on
jatkuva, voidaan méérittaa edelleen vali (a,b), siten ettd funktio C'(x) on edelleen
positiivinen eli C(x) > 0 kaikille z € (a,b). Nyt siis pitee 1 < a < T < b < z9.
Maaéritelladan funktio n siten, etté

[ (z—a)b—2) kina<z<b
n(w) = { 0 muulloin.

Télloin lauseessa funktiolle 7 esitellyt oletukset ovat voimassa eli

n(z1) = n(z2) =0

kun z € (a,b) jan(x) = 0 muulloin. Derivaattan/(z) = 2(z—a)(b—z)*—2(x—a)?*(b—2x)
on hyvin mééritelty ja jatkuva silla

n(a) = 2(a—a)b—a)®—2(a—a)?0b—a)=0ja

n(b) = 2(b—a)b—b)?—-2(b—a)*b—>b)=0.
Liséiksi n(z) = (z — a)*(b — x)? on jatkuva vililli [a,b] ja kohdissa v = a jax = b
pitee n(a) = (a —a)*(b — a)? = 0 jand) = (b —a)*(b — b)* = 0, joten n(z) € C* ja
taten ndin madritelty funktio n kiy tarkasteltavaksi funktioksi.

Koska nyt oletettiin, ettd funktio C'(x) on positiivinen valilld [a, b] ja lisdksi koska
funktio n méariteltiin positiiviseksi valilla [a, b] ja nollaksi muulloin niin saadaan

[ e = [ owca [ bn(x)C(x)da: + [Ca@ctn > o.

T T a
g NS
" Vv vV
=0

>0 =0

Téama on ristiriita, silld oletuksen mukaan f;f n(x)C(x)dx = 0 kaikille sopiville funk-
tioille 7. Siispé funktio C'(z) ei voi olla positiivinen missdin pisteessi valilla [z, x].
Samanlaisella paattelylld funktio C'(z) ei myoskadn voi olla negatiivinen. Siispé kai-
kille z € [z, x9] pétee C(z) = 0. O

HuomauTUus 2.2.

(1) Huomaa, ettei Lause 2.1 ota kantaa minimoivan funktion olemassaoloon. Jos
Yo minimoi integraalin I(y), sen on toteutettava FEulerin differentiaaliyhté-
16, mutta kaikki Eulerin differentiaaliyhtélon toteuttavat funktiot eivit aina
minimoi integraalia [(y). Differentiaaliyhtélon toteuttava funktio ei valtta-
métté siis ole aina integraalin &driarvopiste.

(2) Eulerin differentiaaliyhtilé vaatii ratkaisun y, olevan C*-funktio. Kaikissa
variaatiolaskennan ongelmissa halutun integraalin minimoivat funktiot ei-
viit kuitenkaan ole C2-funktioita. Eulerin differentiaaliyhtdlén avulla on siis
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mahdollista 16yt## vain ratkaisut, jotka ovat C?-funktioita eiki differentiaa-
liyhtdlo sovellu ratkaisun tarkistamiseen ellei ratkaisuehdokas tayta lauseen
vaatimia oletuksia.

ESIMERKKI 2.3. Yksi yksinkertaisimpia variaatiolaskennan ongelmia on lyhimmén
kidyrdn etsiminen kahden pisteen vilille. Etsitddn siis pisteitd A = (x1,11) ja B =
(x2,y2) yhdistavaa kiayrad y, jolle y(x1) = 11 ja y(xz) = yo. Kéyran pituus saadaan
tuttuna integraalina

(2.4) I(y) = / V1+y2ds.

Minimointiongelman ratkaisun antaa siis kyré y, joka minimoi tdmén integraalin.

Integroitava funktio on nyt muotoa F(x,y,vy') = /1 +y? € C?*([z1, 2] x R x R).
Oletetaan, ettd ongelmalla on ratkaisu ja ettd tamé ratkaisu toteuttaa Lauseessa 2.1
esitetyt oletukset eli minimoiva kiyré y on C%-funktio. Tillin sen on toteutettava
Eulerin differentiaaliyhtilo (2.1). Lasketaan nyt Eulerin differentiaaliyht&loon tarvit-
tavat osittaisderivaatat

or
oy
silld funktio F' ei riipu muuttujasta y, seka

oF 0 1 Y
e (1) = (1) V2 = — L

Eulerin differentiaaliyhtélo on siis muotoa

4 (oFy
de \oy' )

/

Y

Vityg

missé ¢ on vakio. Mahdollisen ratkaisun on siis toteutettava tdmé yhtalo.

0,

eli toisin sanoen

Kuten useampaan kertaan on muistuteltu, Eulerin differentiaaliyhtélon avulla saa-
tu funktio ei vélttamattd anna integraalin minimoivaa funktiota. On kuitenkin mah-
dollista asettaa integroitavalle funktiolle F lisdehtoja, joiden avulla voimme varmistaa
Eulerin differentiaaliyhtéalolla saamamme funktion todella variaatiolaskennan ongel-
man ratkaisuksi.

Seuraavissa lauseissa kédytetdan hyddyksi funktion konveksisuutta. Mikali konvek-
sit funktiot eivét ole tuttuja, on tyon lopussa Liitteessd A késitelty lyhyesti tarvittavaa
teoriaa.

LAUSE 2.4. Jos yo toteuttaa Eulerin differentiaaliyhtalon (2.1) ja jos (y,y') —
F(x,y,y") on konveksi kaikille x € [x1, x2] niin tdlldin yo minimoi integraalin (1.2).

TobisTus. Olkoon yy Eulerin differentiaaliyhtilon ratkaisu, jolle yo(z1) = 31 ja
Yo(za) = yo. Koska oletuksen nojalla (y,y") — F(x,y,y’) on konveksi kaikilla z €
[1, x2] niin voimme kdyttad Lausetta A.1 termeille y ja yo. Merkitddn selvennyksen
vuoksi f = F(l’, E ')7 = (yvy,) = (tlatQ) ja S = (y07y6) = (31752)7 jOHOin t,S € R2'
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Nyt siis esimerkiksi f(¢) = F(z,y,y’). Funktion konveksisuudesta saatava epayhtilo
on nyt muotoa

@) = f(s)+(Vf(s)-(t—s))

_ af(s) af(s)
= f(S) + a—tl(tl — $1> + (%2 (tg — 82)
eli toisin sanoen
aF(xa?/ano) aF(xvyan{))

F(x7y,y/) > F(xvyOJyg]) +

Kun integroidaan yhtélo puolittain saadaan

T2 X2
/ F(z,y,y)dz > / F(z,v0,yy)da

J7 , x1
=I(y) =I(yo)
*2 (OF (x,v0,Y}) OF (z,v0,%0) , ,
2.5 —— e (y — W~ ) | de.
(25) o [ (Pt o)+ TR — ) )

Tarkastellaan ylldolevan lausekkeen viimeistéd integraalia termeittéin

/ (—aF(I’ 0r0) ), _ ) 1 PEE V0, 36) yé)) dz

y oy’
[ OF(z,y0, ) /’2 OF (z,90,%0) , ,
(2.6) = /x Iy (y — yo)dz + 5 oy (v —yo)de.

b
Kaytetadn jalkimmaéiseen integraaliin osittaisintegrointikaavaa fab fg = /a fg— fab f'g

OF (z,y0,9h) -
kun f = 2500 o of = (yf —yf)

2

2 aF('rvymy(l)) ! ! _ aF(xay()?yé))
/z 8—y’(y —yp)dr = /a—y,(y—yo)dx

w2 d aF(l';yan())
/:v1 dx( oy (y —yo)da .

Nyt koska yo(z1) = y1 = y(z1) ja yo(r2) = y2 = y(x2) niin erotuksille on voimassa

y(x1) —yo(z1) = 1 — 1 = 0 ja y(za) — yo(z2) = y2 — y2 = 0 joten ylldolevassa
integraalissa sijoitus hévidd ja integraali saadaan muotoon

2 OF(x,90,40) , 1 g /“ d (OF(x,y0, )
/xl oy (v —yp)do = — @ o (y — yo)dz.

Sijoitetaan tamé& saatu tulos takaisin yht&loon (2.6) ja yhdistetddn saman integraalin

1

alle
/ 3F(xézo,yo)<y_yo) do + / 3F(xéslo7yo)<y/_ y)de
- " aF(m,yg,y{)) " d aF($7y0ay6)
= /I1 8—y(y Yo)dz /gc1 dr (?—y’ (y — yo)dx

_ w2 aF(I7y07y6> . i aF(%?/ané) .
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Nyt voimme kayttad Eulerin differentiaaliyhtéloé, jonka nojalla

or _d (or
oy  dx \ 9y

T2 é?F(x,yo,y(’)) B d 8F(x,y0,y6) _
/m ( By dr oy (y — yo)dz

- i 8F('T7y07y6) 8F('T7y07y6) _

Lopulta edellisen nojalla yhtélostd (2.5) viimeisen rivin termit havidvit ja yhtdlo
saadaan yksinkertaistettua muotoon

I(y) = I(yo).

Tama pétee konveksisuuden nojalla kaikille y, joten néin ollen 4 todellakin minimoi
integraalin /(y) kuten véitettiin ja lause on todistettu. O

eli

LAUSE 2.5. Olkoon (y,y') — F(z,y,y') aidosti konveksi kaikille x € [x1,x5].
Jos tdlloin integraalilla (1.2) on olemassa reunaehdot yo(z1) = y1 ja yo(x2) = yo
toteuttava minimoija yo € C? niin se on yksikdsitteinen.

TobisTus. Oletetaan, ettéd integraalilla onkin kaksi minimoijaa v ja v, jotka to-
teuttavat reunaehdot u(x1) = y1 = v(x1) ja u(xz) = yo = v(xz). Olkoon integraalin [
minimiarvo m, jolloin siis I(u) = m = I(v). Osoitetaan, ettd oletus johtaa ristiriitaan
ja valttdmaéatta ndiden minimoijien on oltava samat eli u = v.

Madritelldadn uusi funktio ) )
w = 2u + 2v,
joka toteuttaa myds reunachdot w(z1) = tu(z1) + v(z1) = yi ja w(zz) = su(zs) +
%v(:@) = 1. Témai funktio on myos C%-funktio, silld v ja v ovat C%-funktioita ja néin
ollen integraali /(w) on hyvin mééritelty.
Koska (y,y') = F(z,y,y") on konveksi, niin Maéritelmén A.1 avulla saadaan kun

f=F(x,-,), A=1/2, 1 = (u,u') ja x9 = (v,0')

2f@) + (1=3) flwa) = fGGor+ (1= 3) )
tF(z,u,u) 4+ 3 F(z,0,0) > F(z,ju+ v, 30 + 1) = F(z,w,u').

Integroidaan yllédoleva epéayhtéld puolittain

1 X2 X2 xro
3 (/ F(x,u,u)dx —|—/ F(a:,v,v’)dx) > / F(z,w,w")dz
X1

xr1 X1

I(u)+31(v) > I(w).

(2.7) 5
Koska I(u) = m = I(v) saadaan yhtilo (2.7) edelleen muotoon
sm+im=m>I(w).

Koska m on integraalin minimiarvo, patee I(w) > m ja néin ylldoleva yhtdlo saadaan
muotoon m > m. Tastéd seuraa valttamétta, ettd m = m.
Yhtélo (2.7) saadaankin muotoon

%I(u) + %](v) = I(w)
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1 ) i) )
3 </ F(z,u,u)dx +/ F(x,v,v')dx) = / F(x,w,w")dz
1

1 1

eli

(2.8)/ (AF(z,u, ) + 3F(z,0,0) — F(z,w,w))dz = 0.

1
Funktio F' oli oletuksen nojalla aidosti konveksi kun z; # x4, jolloin

1 1
§F(l‘, u,u') + §F(x,v,v') — F(z,w,w') > 0.

Koska integroitava funktio on positiivista, pitdisi myos integraalin (2.8) olla positii-
vista. Integraali (2.8) saakin arvon nolla vain kun u = v silld téll6in

2
/ (AF(z,u, ) + $F(z,0,0) — F(z, du+ v, 30/ + 1v')) do
1

x2
- / (%F(‘Z‘? u7 u/) + %F(I‘7 U, ul) — F’((ZE7 %u + %u7 %u/ + %u/)) dq;
z1

- /JE2 (F(z,u,u) — F(z,u,u’))dz = 0.

xr1

Koska integraali (2.8) ei voi toteutua kun u # v pdddymme ristiriitaan. Nain ollen
u=v. 0

ESIMERKKI 2.6. Jatketaan lyhimmén k&yrédn etsimisen parissa. Esimerkissd 2.3
talle ongelmalle muodostettiin Eulerin differentiaaliyhtdlo. Tarkastellaan nyt onko
integroitava funktio konveksi eli minimoiko Eulerin differentiaaliyhtélon avulla lopulta
saatava tulos todellakin integraalin (2.4).

Integraali oli siis muotoa

Z2
I(y) :/ V14 y?de

eli tutkittava funktio on F(z,y,y’) = \/1 + y’2. Funktion konveksisuuden tarkastele-
miseksi on Lauseen A.2 nojalla laskettava F”(y'). Esimerkissa 2.3 saatiin

/
F/(y/) — y

josta edelleen

0 Y 1
F'ly) = = («/ =) = 1L+ P+ (5 (1L +y?) 7 2)
oy’ 1+y? 2
1 y/2 B 1 _I_ y/2 _ y/2 B 1

0.

Vit Gy @+P7 - (7

Funktio on siis aidosti konveksi, joten Lauseiden 2.4 ja 2.5 nojalla ratkaisu, joka
toteuttaa Eulerin differentiaaliyhtdlon, minimoi todella integraalin (2.4) ja ratkaisu
on liséksi yksikésitteinen.
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2.1. DuBois-Reymondin yhtilo

DuBois-Reymondin yhtéalon nimelld tunnettu yhtalo on yksi tapa esittdd Eulerin
differentiaaliyht&lo. Tamé yhtélo on hyodyllinen erityisesti niissé sovelluksissa, joissa
integroitava funktio F' ei riipu muuttujasta x.

LAUSE 2.2. Olkoon F = F(z,y,y’) € C*([x1, 2] xRxR) ja I(y) f F(z,y,y")dx.
Olkoon y tdmén integraalin minimoiva funktio. T&lloin pétee seuraava yhtalo

d 0 0
2. Z(F Ny LR N =ZLrF /
(2.9) dz( (z,9,9") Yoy, (w,y,y)) e G
jokaiselle x € [x1, z5].

TopisTus. Kaikille y € C?([z1,xs]) voidaan ylliolevassa lauseessa vasemmalla
esiintyvéa derivaatta kirjoittaa auki summan ja tulon derivoimissdantéjen avulla muo-
toon

d 0
. F AN /_F /
dx( (z,9,9) Y5y, (r,y,y))

d 0 d [0
2.1 = —F N—y'—F N—y— | =—F N
(2.10) o E @) —y oy (@.9.9) =y (ay' (x,y,y)>
Kirjoitetaan funktion derivaatta auki osittaisderivaattojen avulla eli
d 0 0 0
_F / — _F / /_F / //_F / .
W (z,y.9) pe (l',y,y)eray (z,y,9") +y oy (z,y.9)

Hyodyntéen téta tietoa, voimme muokata lauseketta (2.10) edelleen
%F(w‘, vy + y'a%F(fv, y.y) + y”a%F(:v, vy
—y ;,F(fv,y,y) y dd (88, (z ,y,y’))
= %F(%y,y’) +y'a%F(:v,y,y’) - y’% (aa/ (@, 9,y ))

0 (0 d (o ,
= .l @y y) +y (ayF(Iyy) (@ ,F(fc,y,y)))

Nyt Lauseen 2.1 mukaisesti y toteuttaa myos Eulerin differentiaaliyhtédlon, jonka mu-

kaan
OF _d (oF
oy dx \oy )’
Siispé voimme muokata edelleen alkuperaistd yhtaloa
0 0 d [0
_F / / _F / o _F /
ol @y ) +y (ay (@9,9) — & (ag/ (w,y,y)))
0 0 0
= —F ! "| ==F ") — =—F !
gL @y ) +y (ay (z,9,9) a5 (x,y,y)>

9 ,
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Eli
i(mxmwy@»—wwf%wyunmm)zﬁfuyw
dz ’ ’ oy ’ ox 77
joten viite on todistettu. U

ESIMERKKI 2.7. Lasketaan Esimerkin 2.3 funktiolle differentiaaliyht&ld myos DuBois-
Reymondin yhtdlon (2.9) avulla. Integroitava funktio oli muotoa F(x,y,y') = /1 + y2.
Koska tamaé ei riipu muuttujasta = on %F (x,y,y") = 0 ja DuBois-Reymondin yht&lo
(2.9) on muotoa

d / / 0 / .
= (P v o)) =0

eli
/ / a / .
F(,Clﬁ,y,y) -y a_y,F('T7yay) = vakio.
Verrattuna Eulerin differentiaaliyhtéloon, nyt laskettavana on vain yksi osittaisderi-
vaatta. Tamé laskettiin jo Esimerkin 2.3 yhteydessa

oF Y

oy 1+y?
DuBois-Reymondin yhtalon avulla differentiaaliyhtélé saadaan muotoon

/

Y

L+ y? =y ——
1+y/2

= vakio,

joka voidaan edelleen sieventdéd muotoon

_1+y/2_y/2

;Y _ 1
Vise T Vise  Viee

Akkiseltéidn timé ei niytd samalta tulokselta kuin Esimerkissd 2.3 saatu tulos

= vakio.

1_|_y/2_

/

—y =

Y14 oleva yhtalo voidaan kuitenkin muokata haluttuun muotoon.

/

v,
/1+y/2
y/2 _ )
1+y/2 = ¢
12
1—yky’2 - ol
-1
1+ gy = -
1
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missd v 1 — ¢ = vakio. Molemmat yhtélot antavat siis saman tuloksen, mutta useis-
sa tapauksissa DuBois-Reynoldin yhtalod kidyttamalla padsee vahemmalléd tyolla. Si-
td kannattaakin hyodyntdéd varsinkin ongelmissa, joissa integroitava funktio ei riipu

muuttujasta x.



LUKU 3

Eulerin differentiaaliyhtédlon erikoistapauksia

Yleisessé ongelmassa integroitava funktio F' riippuu kolmesta muuttujasta; x, y ja
y'. Tarkastellaan nyt muutamaa erikoistapausta, joissa funktio F' Ei riipukaan kaikista
néistd muuttujista. Télloin Eulerin differentiaaliyhtélod saadaan yksinkertaistettua ja
néin saatuja tuloksia voidaan hyodyntéé suoraan variaatiolaskennan ongelmia lasket-
taessa. Kasittelyssid ovat vain ne tapaukset, jotka ovat variaatiolaskennan ongelmien
kannalta relevantteja.

3.1. Tapaus F(z,y,y") = F(v')

Kun integroitava funktio F' riippuu pelkéastiaan funktiosta ¢/, niin Eulerin differen-
tiaaliyhtdlo (2.1) saadaan muotoon

d (ory
de \ oy )

dF
ay = ©

silla OF' /0y = 0. Toisin sanoen
(3.1)

missd ¢ on vakio. Tadmé& huomattiin jo Esimerkin 2.3 yhteydessd ja pitee yleisesti
kaikille funktiolle F', jotka eivét riipu muuttujista x ja y.

Koska nyt F' on ainoastaan muuttujan y’ médrdamé funktio, saadaan yhtalo (3.1)
edelleen ratkaistua muotoon 1y = ¢;. Tésséd ¢; on edelleen vakio ja riippuu funktiosta
F. Esimerkiksi jos F(y') = 2y on F'(y') = 4y ja yhtélosté (3.1) saadaan 3 = ¢/4 =
1, missé ¢ = ¢/4.

ESIMERKKI 3.1. Ratkaistaan vihdoin Esimerkeissa 2.3, 2.6 ja 2.7 aloitettu lyhim-
mén kdyran ongelma loppuun. Etsitdén siis pisteitd A = (x1,y1) ja B = (22, y2),
x1 # xo yhdistavaa kayréda y, joka minimoi integraalin

(3.2) I(y) = / VIt yde.

Esimerkissd 2.7 DuBois-Reymondin yht&lolla ratkaistu differentiaaliyhtlo saatiin muo-
toon

1
Vit o

missé ¢ on vakio. Samaan yhtdloon paddyttéisiin lausekkeen (3.1) avulla.

15
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Ratkaistaan tdmé nyt muotoon 3’ = ¢;.

Yy =ceV1+y?

y/? — 62(1 +y/2>

y/2 — C2 4 C2y/2
y/2(1 _ 62) _ 62
C2
3.3 =4+
(3.3) 4 1—¢?

Y1l4 olevassa lausekkeessa etumerkki méadraytyy pisteiden A ja B sijainnin mukaan.
Kun y; < yo niin ratkaisufunktion téytyy olla kasvava ja téten derivaatan on ol-
tava positiivista. Vastaavasti jos yo < y; on ratkaisufunktio vahenevi ja derivaatta
negatiivista.

Yhtéls (3.3) on hyvin mééritelty kun 1 — ¢* > 0 eli —1 < ¢ < 1. Kun merki-
tddn £/ % = ¢; saadaan tdmé differentiaaliyhtélo (3.3) ratkaistua integroimalla
yksinkertaisesti muotoon

Yy =cx+co.
Kuten olettaa saattoi, kyseessé on suoran yhtélo, jossa ¢; on suoran kulmakerroin ja
suora on joko nouseva tai laskeva riippuen pisteiden A ja B valinnasta.

Reunaehtojen y(x1) = 11 ja y(za2) = y2 avulla voidaan ratkaista viela vakiot ¢ ja
co yhtéloparin

y(r1) =1z +ca =y
Y(r2) = 129 + o = 1o
avulla. Kun ratkaistaan ylemmésté co = y; — 121 ja sijoitetaan se alempaan, saadaan

C1T2 + Y1 — C1T1 = Yo
Y2
To2 —T1 .

C1

Taméa osaméird on hyvin mééritelty, koska oletuksen nojalla z1 # 5. Tamén avulla
voidaan ratkaista edelleen

Y2 — U1
Co = Y1 — Iy .
To — X1
Nain ollen
Y2 — Y1 Y2 — Y1 Y2 — Y1
(34) y=ar+c= T+ — ry = (z — 1) +u1-
To — T1 To — T To — T

Ratkaisu on siis pisteiden A = (x1,41) ja B = (22, 2) kautta kulkeva suoran yhtalo.
Koska Esimerkissd 2.6 todettiin, ettd funktio F' on aidosti konveksi, saatu funktio
(3.4) todella minimoi integraalin (3.2) ja on nédin minimointiongelman ratkaisu ja
ratkaisu on sen liséksi yksikésitteinen.

Tapauksessa y; = yo ratkaisuna on vakiofunktio y(x) = w, silld se toteuttaa
reunaehdot y(z1) = y1 = y2 = y(x2). Liséksi se minimoi integraalin (3.2), koska

[(yl):/ V14 03de = 2y — 1y
Tl
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on pienin mahdollinen integraalin arvo, silléi kaikille muille funktioille y, integroitavalle

funktiolle pétee /1 + y? > 1, jolloin I(y m V1 y2dx > f ldx = 29 — 4.
3.2. Tapaus F(z,y,y') = F(z,y)

Kun funktio F' ei riipu argumentista y, Eulerin differentiaaliyhtlo (2.1) saa muo-

don
4 (ory
de \oy )
eli
oF
oy

Téstd voidaan edelleen ratkaista iy’ muuttujan z suhteen eli muotoon 3’ = f(x,c) ja
lopullinen ratkaisu saadaan integroimalla.

3.3. Tapaus F(z,y,y) = F(y,y)

Kun F' riippuu vain muuttujista y ja y’ on sen osittaisderivaatta muuttujan x
suhteen nolla. Kédyttden hyodyksi tiaté tietoa, sekéd vaihtoehtoista Eulerin yhtéloa eli
DuBoisson-Reymondin yhtélod (2.2), saadaan yhtélo

d oF
— (F= -
dx( yay)

OF
F—yla—y,:C

eli

kun z € (xq, x2).

ESIMERKKI 3.2. Esimerkissd 1.1 alustettiin variaatiolaskennan ongelmaa, jossa
etsitdan kidyrad, jonka muodostama pyordhdyspinta-ala on pienin. Muodostetaan nyt
Eulerin differentiaaliyhtilo ongelmalle.

Pyoriahdyskappaleen pieninté pinta-alaa etsittdessd minimoitava integraali on muo-
toa

(3.5) I(y) —27r/ yy/1+y2da .

Nyt siis F'(y,y') = y+/1 + y'? eiki siis riipu muuttujasta x. Koska haemme integraalin
minimié, ei vakiotermi 27 vaikuta tulokseen ja voimme jéttad sen huomiotta. Eulerin
yhtélé on muotoa

oF
!
F — y 8_y’ = C.
Lasketaan tarvittava osittaisderivaatta
oF 0 1 y'y
- = 1+/2>: ._1+/2—1/2.2/:—.
o7~ oy (y y yr5(1+y%) y T
Yhtalo on siis muotoa
/2
Wity?— 22— =,

Ve

missa ¢ on vakio.
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Téassé luvussa esiteltyjé tuloksia hyodyntdmaélla on variaatiolaskennan ongelmien
késittely aavistuksen nopeampaa. Oikean Eulerin differentiaaliyht&lén muoto valitaan
aina tapauskohtaisesti ja se riippuu integroitavasta funktiosta. Seuraavissa kappaleissa
esiteltdvien variaatiolaskennan ongelmien tarkastelussa hyodynnetéddn tédmén luvun
tuloksia.



LUKU 4

Brachistocrone

Yksi ensimmaéisid ja ehka tdrkeimpié variaatiolaskennan ongelmia on niin sanottu
brachistocronen ongelma, joka antoi alkusyséyksen variaatiolaskennalle. Nimi juontaa
juurensa kreikan kielesté tarkoittaen lyhinté aikaa. Ongelman esitti ensimmaéisen ker-
ran vuonna 1638 Galileo ja ratkaisi ja muotoili matemaattisessa muodossaan Johann
Bernoulli 1696. Brachistocronen ongelmassa etsitddn kahden pisteen vililla kulkevaa
kayrad, jota pitkin gravitaatiokentassd kulkeva kappale kulkee mahdollisimman no-
peasti. Esimerkisséd 3.1 todettiin, ettd kahden pisteen vililla lyhimmén reitin antaa
ndiden pisteiden kautta kulkeva suora, mutta nopein reitti ei olekaan suora. Galileo
esitti virheellisesti kdyrdn olevan osa ympyrikaarta, mutta oikean ratkaisun ongel-
maan 16ysi John Bernoulli vuonna 1697 ja hénen jédlkeenséd monet muut matemaati-
kot. Kuvassa 4.1 on muutama ehdotus mahdollisesta reitista.

P

I\,\1 ._',"1 )

Suora

Sykloidi

Paraabeli

Kuva 4.1. Mitd reittia kappale kulkee alkupisteesti loppupisteeseen
mahdollisimman lyhyessd ajassa?

4.1. Minimointiongelman muotoileminen ja Eulerin differentiaaliyhtilo

Kiinnitetdin (x,y)-tasoon kaksi pistettda A = (z1,91) ja B = (z9,y2) ja valitaan
pisteet siten, ettéd piste B sijaitsee pisteen A alapuolella eli z1 < xo sekd yo < ;.
Olkoon néité pisteitd yhdistava kdyrd y : [z, x2] — R, jolle lisdksi pétee y(x1) = y1
ja y(ze) = yo. Tarkoitus on siis 16ytdd ndméa ehdot toteuttavista kayristd se, jota
pitkin ilman kitkaa liukumaan asetettu m-massainen, pyored kappale kulkee gravi-
taatiokentéssd pisteestd A pisteeseen B mahdollisimman lyhyessi ajassa. Kappaleen
oletetaan lahtevin levosta pisteestd A ja gravitaation ajatellaan vaikuttavan negatii-
visen y-akselin suuntaan.

19
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Olkoon kiayrédn pituus s, jolloin tietylld ajanhetkelld ¢ kappaleen nopeus on v =
ds/dt. Kappaleen kokonaisaika 7' saadaan siis integraalina

o 2 q
T:/ dt:/ il
T T v

Kéyrdn ds pituus on /1 + y2dx jolloin lopulta saadaan

T2 1 12
(4.1) T—/ Ak oM
Tl

Koska nopeus v on kappaleen paikan funktio, taytyy meiddan méa#rittad vield nopeu-
delle lauseke v(y). Koska kappale liikkkuu kitkattomasti, systeemin kokonaisenergia
séilyy. Olkoon P(t) ja K(t) systeemin potentiaali- ja kineettinen energia ajanhet-
kelld t ja asetetaan ¢t = 0 pisteessd A. Energian séilymislain mukaan ajanhetkelld ¢
systeemin kokonaisenergia on yhtéd suuri kuin alkutilanteessa eli kappaleen ldhtiessé
pisteestd A jolloin siis

(4.2) P(t)+ K(t) = P(0) + K(0).

Potentiaalienergian yleinen lauseke tietylla ajanhetkelli on P(t) = mgh, missd h
on kappaleen korkeus ajanhetkelld t. Korkeus h voidaan maérittdda kappaleen y-
koordinaatin perusteella ajanhetkelld ¢. Kineettinen energia saadaan vastaavasti lausek-
keena K (t) = %mvg, missd v on kappaleen nopeus ajanhetkelld t. Lauseke (4.2) saa-
daan siis muotoon

1 2 1 2
mgy + §mv = mgy + §mv0
1
(4.3) mgy + 5mv* = mgy: ,

koska vy = 0 kun kappale ldhtee liikkeelle levosta. Ratkaistaan lausekkeesta (4.3)

etsitty v ja saadaan
v=129(n —y).

Sijoitetaan tdmé aikaisemmin ajalle 7" saatuun lausekkeeseen (4.1)

2 1 + 12
(4.4) 7= XYY g4
29(y1 — y)
Integroitava funktio on hyvin méaéritelty kun y(x) < y;. Nimittdja saa arvon nolla
kun y(z) = y; miké toteutuu ainakin padtepisteessé x;. Voidaan kuitenkin osoittaa
[1], ettd kaavan (4.4) integraali on ep#oleellisena integraalina hyvin mééritelty.

Etsitddn siis funktiota y, joka minimoi integraalin (4.4). Eulerin differentiaaliyh-
talo on nyt Luvun 3.3 nojalla muotoa

or _
yay/_ .

Lasketaan jélleen tarvittava osittaisderivaatta

OF 0 <\/1+y’2) y

F =

o W\ Vu-v) Vu—ug/I+y2
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Yhtalo on siis muotoa

V1+y? Yy
P =C
VI =Yy — g1+ y?

4.2. Differentiaaliyhtédlon ratkaiseminen

Lahdetdaan muokkaamaan yhtédlod hieman yksinkertaisempaan muotoon

— = C
NN e N
1+y/2_y/2
= C
Vi =i/
1
= C

Vi —yy/1+y?
oy —yV1i+y? = 1
Gy —y)(1+y?) = 1.

Ratkaistaan tdma yhtdalé muuttujan y’ suhteen

1
1_,_ y/2 — -
Ay —y)
1
12
yo = 5—— 1
Ay1 —y)
y/2 _ 1 - CZ(Z/I — y)
Ay —y)
1— 2(un —
(4.5) y = + M
A(y1 —y)
Merkitisin u = ¢%(y; — y) ja suoritetaan muuttujanvaihto. Nyt siis u'(x) = —c*y/ ()

eli v/'(x)/y'(x) = du/dy = —c?. Sijoitetaan yht#loon (4.5) dy = —du/c* jolloin se
saadaan muotoon

d 1—
——g = =+ udsc

c U

d 1-—

—Z = 4+ udx.

c U

Ylléoleva differentiaaliyhtilo on separoituva ja se voidaan kirjoittaa muodossa 3y’ =

g(z)h(u), missé g(z) = ® ja h(u) = £4/E=% ovat jatkuvia. Ratkaisu saadaan siis

[Eoy e

(uw)
du = /02d$+cl
u

(4.6) + / \/T

jélleen muodossa
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Oikeanpuoleinen integraali saadaan helposti ratkaistua
(4.7) /CQdI ‘e =cr+c.

Vasemmanpuoleisen integraalin ratkaisemiseksi suoritetaan jéalleen muuttujanvaihto
u = sin? 0, jolloin du = 2sin @ cos 8d. Siispé integraali on muotoa

.2
j:/ Y du = j:/ L,92281r10(3080 do
— U 1 —sin“6

2
_ /251n9 sin’ @ cos? 6 40

1 —sin20

-2
_ /28 sin? (1 — sin? 0) 40
1 —sin?0

(4.8) = /ZSmH\sm@\ de

Koska 0 € [0, 27] on ylld olevassa integraalissa

5in 0] sin 0 kun 6 € [0, 7]
SYT= Y —sing  kun 6 € [r, 27].

Integraali (4.8) saa siis kummassakin tapauksessa positiivisen arvoja kun otetaan
huomioon lausekkeen edessé oleva +-merkki ja saadaan muotoon

(49) /2811126 de fr— /(1 — COS 29) d@ — 9 . SlIlQQ

Kun nyt sijoitetaan saadut tulokset (4.7) ja (4.9) yhtéloon (4.6), saadaan se lopulta
muotoon

Co .

sin 20
2
20 —sin 20 + 2¢5 = 272z + 2¢; .

0 —

s = Ax+celi

Ratkaistaan tdmé muuttujan x suhteen

20 — sin 20 + 2¢y — 2¢4 1 .
T = 50 = @(29 — sin 26) +
Selkeyden vuoksi merkitadn lopussa olevaa vakiota yksinkertaisesti kirjaimella C' jol-

loin yll& oleva lauseke saadaan muotoon

2 —C1
cz

1
T=55 — (20 —sin20) + C'.

Koska nyt médriteltiin u = ¢*(y; — y), niin téstd saadaan ratkaistua funktiolle y
lauseke muuttujan u avulla lausuttuna
u
Yy=4h — 2
ja edelleen koska u = sin® § saadaan

.2

0 1/2 —1/2cos26 1

Sl =y1—/ /2 cos =y — 55 (1 —cos20).
¢

Yy=uy— 2 2
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Siispé
x = r(20 —sin20)+C,
(4.10) y = yi—1r(1—cos20),

missd r = 1/2¢?. Kyseinen parametriesitys antaa sykloidin. Sykloidi on ympyrén pyo-
riessd ympyran kehépisteen piirtdméa kéyrd, kuten kuvassa 4.2. Yhtalossd (4.10) r

Kuva 4.2. Sykloid:

antaa ympyran sédteen ja 6 kyseisen pisteen koordinaatin kulman avulla ilmaistuna.
Brachistochronen ongelman tapauksessa, sykloidi on peilattu z-akselin suhteen ja nos-
tettu y-akselilla alkamaan kohdasta y(x) = yi, jolloin reitti on ilman koordinaatistoa
Kuvan 4.3 kaltainen.

A

Kuva 4.3. Nopeimman reitin pisteestd A pisteeseen B antaa sykloidi

4.3. Minimointiongelman ratkaisu

Variaatiolaskennan ongelmissa etsimme kiyrad y(x), joka minimoi halutun ongel-
man. Nyt Eulerin differentiaaliyhtélé antoi kuitenkin meille ratkaisuehdokkaan para-
metriesitys muodossa. Sykloidi voitaisiin kuitenkin esittdd myos muodossa x = z(y),
mutta sykloidin tapauksessa parametriesitys antaa tutumman ja selkeimmaén esityk-
sen. Téssé tapauksessa parametriesitys ei tuota siis ongelmaa.

Léhdetadn nyt tarkastelemaan onko sykloidi todella ongelman ratkaisu. Ensim-
méinen tyokalu on tarkastella funktion konveksisuus. Voidaan kuitenkin osoittaa, etta

funktio F(y,y') = FV;F_Z/; ei ole konveksi [9]. Ongelmalla on siitd huolimatta olemassa
yksikésitteinen ratkaisu.

Jotta sykloidi todella olisi brachistochronen ongelman ratkaisu, on loydettéava
sykloidi, joka toteuttaa annetut reunaehdot. On siis tarkasteltava onko olemassa
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sykloidia, joka toteuttaa ehdot y(x1) = w1 ja y(xs) = yo. Téssd tapauksessa etsi-
taan siis vakioita 6y, 05, C' ja r siten ettd yhtalot

xr1 = 7r(26) —sin26;) +C
y1 = 1y —r(l —cos26y)

xg = 1(205 —sin26y) + C
y2 = y1 —r(l —cos26y),

toteutuvat.

Kahden ylimmén yhtélon avulla saadaan helposti ratkaistua 6, = 0 ja x; = C.
Sen jilkeen 0y ja r ratkeavat, mutta eivit niin suoraviivaisesti. Yhtaloryhmélle on
kuitenkin olemassa yksikésitteinen ratkaisu (6y, 02, C, ), joista yhdenlaiset osoitukset
voi loytad teoksista [1] ja[3]. Pisteiden A ja B kautta on siis mahdollista méérit-
taa sykloidi pisteiden valinnasta riippumatta. Minimointiongelmalle on siis olemassa
yksikésitteinen ratkaisu, jonka antaa muotoa (4.10) oleva sykloidi [9].



LUKU 5
Pyoriahdyskappaleen pienin pinta-ala

Pyoridhdyskappaleen pienimmén pinta-alan etsiminen on historiallisesti yksi en-
simmaéisid variaatiolaskennan ongelmia, jonka ensimmaéisen kerran esitti Lagrange
vuonna 1762. Ongelmaa voidaan havainnoillistaa esimerkiksi saippuakuplia tarkas-
telemalla, silld kahden saippuakuplatelineen vilille muodostuva saippuapinta muo-
dostaa pienimmén pyordhdyspinnan kuten Kuvassa 5.1. Vaikka ongelma on muotoi-
lultaan yksinkertainen, ei sen ratkaisu olekaan niin yksinkertainen ja selvé. Pyorih-
dyskappaleen pienimmén pinta-alan ongelma antaa esimerkin, jossa FEulerin differen-
tiaaliyhtalolla saatu ratkaisuehdokas ei annakaan aina minimointiongelman ratkaisua.

Kuva 5.1. Katenoidi saippuakuplan avulla

5.1. Minimointiongelman muotoileminen ja Eulerin differentiaaliyhtilo

Palataan pyordahdyskappaleen pienimmén pinta-alan maarittamiseen, jota on kési-
telty aikaisemmin l&pi tyon. Kuten Esimerkissé 3.2 méaériteltiin, etsitédin siis kiyraa v,
joka pyorahtdessdan x-akselin ympéari muodostaa pienimmén mahdollisen pinta-alan
eli minimoi integraalin

I(y) = 27?/ yv/1+y?de

ja lisdksi toteuttaa ehdot y(x1) = y1 ja y(za) = yo. Jotta integraali olisi jarkeva
oletetaan liséksi, ettd kdyrd y kulkee kokonaan z-akselin yldpuolella.

25
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Samassa esimerkissd Eulerin differentiaaliyhtéloksi saatiin

y y/2

Vit

missé ¢ on vakio. Kun ¢ = 0 tdmé yhtélo sievenee muotoon y(z) = 0, joka on téssé ta-
pauksessa differentiaaliyhtédlon ainoa ratkaisu. Tamé ei kuitenkaan toteuta annettuja
reunachtoja, joten voidaan olettaa, ettd ¢ # 0.

Y 1+y/2_

5.2. Differentiaaliyhtilon ratkaiseminen

Lahdetaan ratkaisemaan kyseistéd yhtalod muuttujan ¢’ suhteen

y y/2

N

y(1+y?) —yy”

Yy 1+y/2_

Vel
Y
=c

/1+y/2
y=cy1+y?
y* =1 +y?)

y?

o /2
6—2_1+y
dy y?
s YL A
y dz c?

Téama differentiaaliyhtdlé on myos separoituva ja se on muotoa 3y’ = g(x)h(y), missi

g(x) = 1ja h(y) = i\/g—j — 1 ovat jatkuvia funktiota ja ratkaisu saadaan jalleen
integraaliyht&losta

Yy
d
/—y:/ldx—i-cl.
+./2 1

Oikean puoleinen integraali saadaan helposti integroitua muotoon

/1dx—|—01:x—|—cl,

missd c; on vakio. Suoritetaan vasemmanpuoleiseen integraaliin muuttujanvaihto ja
merkitddn y = ccosht, jolloin dy = csinhtd¢. Télloin integraali saadaan muotoon

/ dy B / csinh tdt B / csinh tdt
+./L 1 4,/ Ceosh®t g ++/cosh?t — 1
csinh tdt csinh tdt
/ +V/sinh? ¢ +sinht / ¢ are
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Kun nédmé yhdistetdén ja lisdksi muistetaan, ettd y = ccosht, josta saadaan t =
cosh™!(y/c), niin saadaan lopulta lauseke

+ccosh™t (%) +co=x+c.

Téstéd voidaan ratkaista y

(5.1) M@:cw%($l%>,

C

missé c3 = ¢; — ¢y on edelleen vakio. Koska hyperboliselle kosinille cosh(z) = cosh(—x)
voidaan lauseke kirjoittaa yksinkertaisesti muodossa

(5.2) M@:cw%(z+%>.

c

Taméa on ketjukédyran yhtalo.

Kuva 5.2. Ketjukdyrd luonnossa

Ketjukédyra on ratkaisu myos raskaan ketjun ongelmaan, jossa etsitddn, mihin
muotoon asettuu molemmista péaistddn kiinteisiin pisteisiin asetettu ketju gravitaa-
tiokentéasséa. Talloin minimoitava suure on ketjun potentiaalienergia. Ketjukédyran pyo-
rahtéessi x-akselin ympéri syntyvad pyorahdyspintaa kutsutaan katenoidiksi. Kuvas-
sa 5.3 on yksi esimerkki katenoidista.

5.3. Minimointiongelman ratkaisu

Eulerin differentiaaliyhtdlé on antanut meille ratkaisuehdokkaaksi ketjukayran
(5.2). Tarkastellaan nyt antaako ketjukédyrd todella ratkaisun ongelmalle.

Aloitetaan tutkimalla onko funktio konveksi. Nyt F(z,y,9) = y/1 + v’> on kah-
den muuttujan y ja ¢y’ maardama funktio. Muodostetaan Lauseen A.3 mukaisesti funk-
tiolle F' Hessen matriisin determinantti 0,0, F - 0,05 F — 0,0-F? ja tarkistetaan muut
tarvittavat ehdot funktion konveksisuudelle.

Lasketaan tarvittavat osittaisderivaatat

oF oF
= — = 2 = — = >
81F ay AV 1+ Yy 8181F ayay 0 = 0
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Kuva 5.3. Esimerkki katenoidista

ja

o0 _ W  gap- OF Y

AW \1+y?

jos y > 0 ja viela

= > ()
ay/ay/ (1 +y/2>3/2 -

oF Y
0105 F = = )
e Yoy’ V14 y?
Siispé,
y/2 y/2
@181F . (9262F — 8182F2 =0- = < 0,

1+y/2 _1+y/2

jos ¢y # 0. Funktio F ei siis ole konveksi, joten on tarkistettava toisella tavalla onko
saatu funktio todella ongelman ratkaisu.

Ollakseen minimointiongelman ratkaisun, tdytyy funktion (5.2) myos toteuttaa
ehdot y(x1) = 1 ja y(zs) = ys eli kulkea pisteiden A = (z1,y1) ja B = (29, y2) kaut-
ta. Toisin kuin brachistochronen ongelmassa sykloidin tapauksessa, kahden valitun
pisteen kautta ei ole aina mahdollista mééarittad ketjukdyrdd. Néin ollen ketjukéy-
rin olemassaolo ja sitd kautta minimointiongelman ratkaisu riippuu pisteiden A ja B
valinnasta.

Osoitetaan nyt, ettei kahden pisteen kautta voida aina méarittda ketjukéyraa.
Kiinnitetdén piste A = (0,1) ja tarkastellaan tdmé&n pisteen ja pisteen B = (x2, )
kautta kulkevia ketjukéyrid. Pisteen A valinta niin helpottaa mychempéaé tarkaste-
lua eikd muuta olennaisesti ongelmaa, sillé jokainen ketjukdyrd voidaan aina siirtaé
alkamaan pisteestd (0,1). Kun haluamme osoittaa, ettei kahden pisteen viilille voida
aina méaarittaa ketjukdyrad ei ketjukdyran sijainnilla ole olennaisesti merkitysta.
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Kun alkupiste on valittu, voidaan ldhted muokkaaman yhtéloa (5.2) kun tiedam-
me, ettd ratkaisukdyran on nyt toteutettava ehdot y(0) = 1 seké y(x2) = yo. Yhtélossa
esiintyvét vakiot ¢ ja c3 riippuvat alku- ja loppupisteen valinnasta. Tavoitteenamme
on yksinkertaistaa yhtdlo muotoon y(z,«), missid « riipppuu vakioista ¢ ja cz. Té-
ma vakio méaarad sen, kulkeeko ketjukédyrd molempien valittujen pisteiden kautta eli
tietylld tapaa identifioi ketjukayréin.

Ehdosta y(0) = 1 saadaan
y(0) = ccosh (0 +C3)

c
ccosh(c—3> = 1

c

1
cosha’

C —=

missd a = c¢3/c. Koska hyperbolinen kosini on aidosti positiivinen funktio, on yht&lo
hyvin mééritelty. Sijoitetaan tdméa yhtéloon (5.2), joka saadaan nyt muotoon

1
ylx) = cosh <I —i; CS)

cosh

cosh (cosh a(z + ¢3))
cosh a '

Koska haluamme yhtélon muotoon y(x,«), sijoitetaan ylla olevaan yhtdloon vield

c3 = cae = ——a;, jolloin se yksinkertaistuu muotoon
cosh «

cosh (cosha(z + ——a))

cosh

y(r) = cosh o

cosh (z cosh a + )

(5:3) y(z,0) = cosh o

Pisteen A = (0,1) kautta kulkevat ketjukdyrdt ovat siis muotoa (5.3). Koska
ketjukdyrdn halutaan kulkevan myos pisteen B = (zs,99) kautta, saadaan ehdosta
y(r2) = Yo

cosh (23 cosh a + «)

y(we) = cosh o

cosh (25 cosh a + )

cosh o —

Tamé yhtdlo antaa siis pisteiden A ja B kautta kulkevat ketjukayrat. Téhan asti
kaikki nayttda vield hyvaltd, mutta kun ldhdemme tarkastelemaan tarkemmin yll&
olevaa yht#lod, huomaammekin, ettei yhtlo ole voimassa kaikille pisteen B = (2, y)
valinnoille. Alla olevassa tarkastelussa hyodynnetdin muun muassa kolmioepéyhtiloa
sekd epayhtalod cosh z > |x|

cosh (x9 cosh a + «) x9 cosh a + a
Y2 = ‘ = |T2 + ‘
cosh o cosh cosh
> fral — | 2| = faa] — 1
Ta| — = |xg| — :
= cosh « 21 Jcosh o
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Yllaolevalle termille etsitdén siis karkeaa alarajaa, joka on voimassa kaikille vakioille a
ja sitéd kautta kaikille pisteiden A ja B kautta kulkeville ketjukéyrille. Tamé 16ydetaéan
kun etsitéin lausekkeen —%— suurin arvo. TAmé saadaan derivaatan

|cosh ¢
d o _|cosha — asinh o
da \ |cosha|) cosh? o
nollakohtana eli lausekkeen |cosha — asinha| = 0 ratkaisuna. Télla yhtalolla on
ratkaisut oy ~ £1,1996. Toisin sanoen
S
|cosha|  |cosh |
Eli
|« |l ||
> _ _ _
v2 2 |l |cosh o il |cosh ay| 22| | sinh avg |
1
~ —0,6628.
el |sinh avg| 2] =0,
Epéayhtilo
(5.4) Y2 = |w2| —0,6628

on voimassa kaikilla vakion « arvoilla ja pétee siis kaikille pistepareille (xq, ). Jos
valitaan piste B = (x2,yo) siten, ettd

(5.5) 0 <y < |aa| — 0,6628
ei ehtoa y(x2) = ys olevaa ketjukayrdd voida méarittad eikd ndin ollen minimointion-

gelman ratkaisu voi olla ketjukayra.

A:(;{1 -y*]:'

Kuva 5.4. Goldschmidt’n kdyrd

Kun ketjukayréda ei ole olemassa, voidaanko pienintd pyordhdyspinta-alaa méaé-
rittdd ollenkaan? Niissd tapauksissa ratkaisun antaa ns. Goldschmidtin kayré, josta
yksi esimerkki Kuvassa 5.4. Goldschmidtin pyoérahdyspinta koostuu kahdesta kiekos-
ta ja niiden véliin jaavéasti janasta. Eulerin differentiaaliyhtélé antaa ratkaisuksi vain
C2-funktiot, joihin Goldschmidtin kdyré ei kuulu. Mikali tarkastelussa pysytddn C2-
funktioiden parissa, voidaan siis todeta, ettd mikili ratkaisu ylipdatdan on olemassa
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on se ketjukéyrd ja tiettyjen ehtojen (5.5) toteutuessa minimointiongelmalla ei ole
ratkaisuna C2-funktiota.

Tietyilla pisteilla Eulerin differentiaaliyhtélolla saatua ratkaisuehdokasta ei saada-
kaan siis toteuttamaan rajachtoja y(z1) = ys ja y(z2) = y2 eli ketjukéyra ei kuljekaan
pisteiden A ja B kautta. Mikéli ratkaisuksi sallittujen funktioiden joukkoa laajenne-
taan, ratkaisun antaa téssé tapauksessa aiemmin esitelty Goldscmidtin kéyré.

B=(1.2, 1.67)

cosh (z cosh (—0.1) — 0.1)
cosh (—0.1)

0.5 -
~ cosh (x cosh(—2) —2)
fla) = cosh (—2)
0
0 02 0.4 06 08 1 12 14 16

KuvaA 5.5. Kaksi ketjukdyrdd pisteiden A ja B kautta

Kahden pisteen kautta voi kuitenkin olla mahdollista ma&rittaa kulkemaan pis-
teiden sijainnista riippuen myos yksi tai maksimissaan kaksi eri ketjukéayrad, jotka
molemmat toteuttavat Eulerin differentiaaliyhtélon. Kuvassa 5.5 on esimerkkind kak-
si ketjukdyraa pisteiden A = (0,1) ja B = (1.2,1.67) kautta. Huomaa, etté pisteelle
B ehto (5.4) toteutuu silld 1,67 > |1,2] — 0,6628 = 0, 5372.

Vaikka ketjukéyrid olisikin olemassa yksi tai kaksi, ei néistd ketjukayrista yksi-
kddn anna valttamattd minimointiongelman ratkaisua. Ketjukdyrédn olemassaoloa ja
minimointiongelman ratkaisua voidaan ldhted késitteleméédn niin sanotun verhokay-
ridn avulla. Verhokédyra on kéyra, jota tdssd tapauksessa jokainen pisteen A kautta
kulkeva ketjukayréd sivuaa yhdessd pisteessd kuten kuvassa 5.6. Verhokéyréan avulla
ilmaistuna pisteiden A ja B kautta kulkevia ketjukéyrié ei ole yhtédén pisteen B sijai-
tessa verhokéyran alapuolella, yksi kun piste B on verhokéyrilla ja kaksi kun piste B
on verhokayrén yldpuolella. Minimointiongelman ratkaisu voidaan siis ilmaista myos
pisteen B sijaintina verhokéyradn nahden. Minimointiongelman ratkaisun antaa

e Goldschmidtin kdyrd kun piste B sijaitsee verhokédyréin alapuolella tai ver-
hokéayralla

e Goldschmidtin kdyra tai ketjukéyrista se, joka ei sivua verhokéyraé kun piste
B sijaitsee verhokéyréan ylapuolella. Ratkaisu on muodostuneista pyérahdys-
pinnoista pienempi.
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Kuva 5.6. Yhden kayrdiperheen verhokdyrd V

ESIMERKKI 5.1. Kuvassa 5.5 olevien kéyrien f ja g maardavat pyordhdyspinta-
alat ovat I(f) ~ 12,51 ja I(g) ~ 11, 08. Niistd pienemmén pinta-alan antaa siis ylem-
pana kulkeva kayra g, silla kédyristd alempana kulkeva sivuaisi verhokéyriaa. Goldsch-
midt’n kdyrdn antama pinta-ala téssd tapauksessa on 27w -1 + 27 - 1,67 ~ 16,78
joten néille pisteille, pienimmén pinta-alan ja minimointiongelman ratkaisun antaisi
ketjukayra g.



LUKU 6

Snellin laki

Fysiikasta tunnetun Fermat'n periaatteen mukaan, valo kulkee kahden pisteen vé-
lilla matkan, johon kuluu vahiten aikaa. Tdméa variaatiolaskennan ongelma, jossa kah-
den pisteen vililld etsitdéan reittid, jonka kulkemiseen kuluu véhiten aikaa, poikkeaa
hieman aiemmin esitellyistd ongelmista. Ongelmaa ei varsinaisesti ratkaista loppuun
asti vaan variaatiolaskennan avulla voidaan johtaa geometrisen optiikan taittumis- ja
heijastumislait. Ongelman muotoilu on hyvin samankaltainen kuin brachistochronen
ongelmassa, mutta nyt gravitaatiovoimaa ei oteta huomioon.

6.1. Minimointiongelman muotoileminen ja Eulerin differentiaaliyhtilo

Kiinnitetdan pisteet A = (x1,y1) ja B = (22, y2), joiden kautta valo kulkee (z,y)-
tasossa. Fermat'n periaatteen mukaisesti, valon kulkee pisteestd A pisteeseen B reitin
y joka minimoi tdmén reitin kulkemiseen kaytetyn ajan T'(y).

Lahdetadn méaarittamasan ajalle T" minimoitavaa integraalia. Kun valo kulkee vé-
liaineessa, jonka taitekerroin on n(y), sen nopeus on v = C/n, missid C' on valon
nopeus tyhjiossid. Kun hyodynnetddn tiata, seki yleistd ajan lauseketta T = s/v, mis-
sé s on valon kulkema matka, saadaan pisteesti A pisteeseen B reittid y kuluva aika
ilmaistua integraalina

T(y) = %/I n(y)v'1+y=dt.

Haetaan siis reittid y, joka minimoi tdmé&n ajan ja jolle patee y(z1) = y; seka y(x2) =
y2. Koska integraalille haetaan minimoijaa, edessé oleva vakiotermi 1/C' ei vaikuta
tulokseen ja se voidaan jattédd laskuissa huomioimatta.

Koska integroitava funktio ei riipu muuttujasta z, on Eulerin differentiaaliyht&lo
nyt Luvun 3.3 nojalla muotoa

9,
F —y —F = vakio
dy

missi F' = n(y)y/1 + y?2 eli
nVIT 7 = o' (n6) VT 7)
— )T+ — Y
_ )

=

)
),
Vit

33
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Taitekertoimelle n saadaan siis Eulerin differentiaaliyhtélon avulla lauseke

(6.1) n(y) = cv/' 1+ 92,
missé ¢ on vakio.

6.2. Differentiaaliyhtilon ratkaiseminen

Kasittelyd helpottaakseemme, voimme asettaa, ettd valonséde ldhtee pisteestd
A = (0,0), jolloin y(0) = 0. Olkoon lisdksi tdhén pisteeseen piirretyn tangentin suun-
takulma ¢y €] —m/2, /2] kuten Kuvassa 6.1. Talloin 3/(0) = tan ¢g ja taitekertoimelle

-

¥

Kuva 6.1.

n saadaan yhtélon (6.1) mukaisesti

n@(0) = /T WO = /I 1 tan? gy — ey |1+ S0

cos? ¢g

cos? ¢ + sin” ¢y [ 1 1
cos? ¢y cos? ¢g oS ¢p

Kun kéytetddn merkintdd n(y(0)) = n(0) = ny niin vakion arvoksi saadaan ¢ =
N1 COS Q.

Olkoon vastaavasti pisteessi B = (xg, y) suuntakulma ¢o. Nyt tan ¢y = ¢/(z2) ja
taitekertoimelle saadaan

1

COS (2
eli ¢ = n(y(z2)) cos ¢g, jossa edelleen voidaan merkitd n(y(za)) = no.
Siispé

n(y(z2)) = c

N9 COS g = N COS Py.
Kun nyt méiritellddn kulma 0 = 7/2 — ¢ ja hyodynnetéén lisdksi tietoa sin(f) =
sin(m/2 — ¢) = cos ¢ niin ylli oleva yht#lo saadaan lopulta Snellin lakina tunnettuun
muotoon

(6.2) ng sin Oy = ng sin Gp.
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y
B=(x;.¥5)
8
n; X
n, (0.0)
e2
A=(x4.¥4)
Kuva 6.2.

Kun valo kulkee kahden eri materiaalia olevan raja-pinnan lépi, voidaan valita,
ettd tAmaé eri aineita erottava raja-pinta on z-akseli ja aineilla taitekertoimet n; ja ns
ja niitd vastaavat taitekulmat #; ja 6, kuten Kuvassa 6.2. Ongelma voidaan t&lloin
erottaa kahteen osaan ja tarkastella erikseen pisteestda A = (x1,y;) pisteeseen (0,0)
kulkevaa valonsiddetté ja vastaavasti pisteesti (0,0) pisteeseen B = (z3,y2) kulkevaa
sadettd. Molemmissa tapauksissa valon kulkema reitti on suora taitekertoimien n; ja
no ollessa vakioita, mutta kuten Kuvassa 6.2, eri taitekertoimista johtuen, valonsédde
taittuu ylittdessdéan rajapinnan.

Télloin yhtalo (6.2) saadaan edelleen Snellin lakina paremmin tunnettuun muo-
toon

nq sin 01 = N3 sin 92.
Variaatiolaskennan ongelman ja teorian avulla saatiin siis tulokseksi fysiikassa kéy-
tetty tulos, vaikka minimoivaa funktiota ei varsinaisesti ratkaistukaan.

6.3. Minimointiongelman ratkaisu

Integroitava funktio on muotoa F(x,y,y’) = n(y)y/1+ y?. Kun taitekerroin n
on vakio, on integroitava funktio samaa muotoa kuin Esimerkissd 2.3 esitellyssi ly-
himmaén reitin ongelmassa. N&in ollen, taitekertoimen ollessa vakio, sen sijaan, etté
minimoitaisiin aikaa, voidaankin minimoida reitin pituutta. Esimerkissd 2.6 todet-
tiin samaa muotoa olevan funktion olevan konveksi, joten myos téssd esimerkissé
funktion konveksisuuden nojalla, Eulerin differentiaaliyhtélolla saatu ratkaisu tulee
olemaan ongelman ratkaisu. Tésséd tapauksessa ratkaisun antoi siis néiden pisteiden
kautta kulkeva suora kun tarkastellaan ongelmaa kahdessa osassa kuten Kuvassa 6.2.






LIITE A

Konvekseista funktioista

Tyossé on kisitelty paikoitellen konvekseja funktiota. Mikali ndmé eivét ole en-
nestdan tuttuja, kdydadn téssa ldpi oleellisimmat tulokset.

MAARITELMA A.1l.

(1) Joukko S C R™ on konveksi jos kaikille z1, 2o € S ja A € [0,1], Az + (1 —
A)xzy € S eli toisin sanoen kaikki pisteitd x; ja zo yhdistdvit janan pisteet
kuuluvat joukkoon S.

Kuva A.1. Otikealla ei-konveksi, vasemalla konveksi joukko

GMOHIMNIG)

fA HNXD)

X, -i.".x1 +{1-A)x,

Kuva A.2. Konveksi funktio

37
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(2) Olkoon S C R™ konveksi joukko. Télloin funktio f : S — R on konveksi jos
kaikille 21, x5 € S ja A € [0, 1] pétee seuraava epiyhtilo

(A1) fOxr 4+ (1= ANwz) < Af(21) + (1= ) f(22).

Jos epayhtdlossd kiaytetddn merkkid < sanotaan funktion f olevan aidosti
konveksi.

Kuvassa A.2 on esimerkki yhdestd konveksista funktiosta. Jos funktion konvek-
sisuutta tarkastellaan vidhemmé&n matemaattisesti, kyse on siitd, ettd piirrettéesséa
kahden mielivaltaisesti valitun funktion pisteen vilille suora, funktion kuvaaja kulkee
kokonaisuudessaan aina suoran alapuolella.

LAUSE A.2. Funktio f € C?, jolle f : S — R, missd S C R on konveksi jos ja
vain jos
f'(x) =0
kaikille x € S. Funktio on aidosti konveksi, mikdli yhtdasuuruus ei ole voimassa.

Muistutellaan seuraavaa lausetta varten mieleen seuraava merkinta. Olkoon S C
R™ avoin joukko ja f: S — R, f € C(R"). Funktion f gradientti pisteessi x € S on

_(9f 9of of n
Vf(zx) = (0$1’3x2’m’8xn) € R".
LAUSE A.3. Olkoon f:R™ — R ja f € CY(R).
(1) Funktio f on konveksi jos ja vain jos kaikille x1, x5 € R™ pdtee
fla) = fla) + (Vf(22) - (21 — 32))

(2) Jos f € C*(R) niin f on konveksi jos ja vain jos Hessen matriisi H = </ f
on positivisesti semidefiniitti.

Kun f on kahden muuttujan funktio f(y;,%2) niin Hessen matriisi C*-funktiolle

f on muotoa
o [00f B0
D01 0202 f
Nyt f on konveksi jos ja vain jos
’ Ao f 0oaf

o o
Ooihf Dodof | = OO OaDaf = 0102f" 2 0,

010.f >0
ja

oo f > 0.
Tésséd on kdytetty lyhennettyd merkintaa
of

0,0; f = .
i = By,
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