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Tassa tutkielmassa tutustutaan approksimointiteoriaan, joka on yksi analyysin
osa-alue. Sen tavoitteena on tutkia, kuinka monimutkaista funktiota voidaan arvioida
yksinkertaisemmilla ja helpommin késiteltéavilla funktioilla. Arvioiminen tarkoittaa
arvioimista tasaisen suppenemisen mielessé. Tasainen suppeneminen on valittu, koska
monet hyodylliset ominaisuudet, kuten jatkuvuus ja derivoituvuus, sdilyvit tasaisessa
suppenemisessa.

Approksimointiteoria sai alkunsa, kun ranskalainen matemaatikko Fourier tutki
vardhtelyn ja ldmmon johtumista. Han kehitteli Fourier-sarjat, joiden avulla pys-
tytddn esittdmédn jaksollinen funktio helpommin hahmotettavien trigonometristen
funktioiden avulla d#rettoménéd summana. Aluksi luultiin, ettd Fourier-sarjat sup-
penevat tasaisesti kohti alkuperdistd funktiota. Myohemmin paljastui, ettd Fourier-
sarjat eivit valttamaétta suppene edes pisteittédin ja tdmén jalkeen ymmérrettiin, etta
Fourier-sarjojen suppenemisen teoria on hyvin monimutkaista. Témén tiedon valossa
unkarilainen matemaatikko Leopold Fejer keksi sovelluksen Fourier-sarjoista, Cesaron
summan. Téssé tutkielmassa todistetaan, ettd Cesaron summa suppenee tasaisesti ja
pisteittidin kohti alkuperdista funktiota.

Yksi syy siihen, miksi Fourier-sarjat eivit suppene kaikkialla, on jatkuvien, ei-
misséddn derivoituvien funktioiden olemassaolo. Tutkielmassa tutustutaan saksalaisen
matemaatikon Karl Weierstrassin konstruktioon jatkuvista, ei-missédéan derivoituvis-
ta funktioista. Jatkuvat, ei-missédéin derivoituvat funktiot sijaitsevat hyvin "tiheésti”
kaikkien jatkuvien funktioiden joukossa, vastaavasti kuin rationaaliluvut reaalilukujen
joukossa. Tutkielmassa esitelty Fourier-sarjojen pisteittédisen suppenemisen todistus
vaatii alkuperiiselta funktiolta tiukan, derivoituvuutta muistuttavan oletuksen.

Lisdksi tutkielmassa todistetaan approksimointiteorian merkittdvimpiin tuloksiin
kuuluvat Weierstrassin lause ja Stonen yleistys téstd lauseesta. Weierstrassin lause sa-
noo, etté jatkuvia funktioita voidaan arvioida polynomeilla. Stone yleisti tamén siten,
ettd tietyin oletuksin algebran A tasainen sulkeuma B muodostuu kaikista reaalisista
jatkuvista funktioista. Tasaisella sulkeumalla B tarkoitetaan niiden kaikkien funktioi-
den joukkoa, jotka ovat joukon A alkioiden tasaisesti suppenevien jonojen raja-arvoja.
Toisin sanoen Stonen yleistyksessé eritelldén ne polynomien ominaisuudet, jotka te-
kevit Weierstrassin lauseen mahdolliseksi. Tutkielmassa muotoillaan myos toinen eri-
tyistapaus Stonen yleistyksesti. Sen mukaan jatkuvia 2m-periodisia funktioita voidaan
arvioida trigonometrisilla polynomeilla. Kaikki tutkielmassa todistetut tulokset ovat
hyodyllisia matematiikan sovelluksissa, silld niiden avulla monimutkaisia funktioita
voidaan arvioida helpommin késiteltavilla funktioilla.

Avainsanat: approksimointi, Cesaron summa, Dirichlet’n ydin, Fejerin ydin, Fourier-
sarja, tasainen sulkeuma, tasainen suppeneminen
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Johdanto

Tamén tutkielman tarkoituksena on tutustua approksimointiteoriaan tiettyjen,
hyvin kayttokelpoisten tulosten avulla. Approksimointiteoria on yksi analyysin osa-
alue, jonka tutkimuskohteena on, kuinka monimutkaisia funktioita voidaan arvioi-
da yksinkertaisemmilla ja helpommin késiteltavilla funktioilla. Approksimointiteo-
rian koulukunta on saanut alkunsa 1800-luvulla, kuten useat muutkin analyysin eri
alat. Miksi 1800-luvun matemaatikot tulivat keksineeksi approksimointiteorian? En-
simmaéinen syy approksimointiteorian syntyyn oli teoria Fourier-sarjoista. Namaé sarjat
nimettiin kehittelijansd Jean-Baptiste Joseph Fourier'n mukaan ja niiden tarkoituk-
sena on esittdéd jaksollinen funktio trigonometristen funktioiden avulla darettoména
summana. Siis jokin monimutkainen jaksollinen funktio esitetdén yksinkertaisempien,
helpommin késiteltdvien trigonometristen funktioiden avulla.

Fourier'n rinnalla toinen merkittédva henkilo approksimointiteorian tutkimuksessa
oli saksalainen matemaatikko Karl Weierstrass. Weierstrassin tunnetuimmat tulokset
ovat todistus jatkuvista, ei-missédén derivoituvista funktioista, Lause 1.25, seké tieto,
ettd jatkuvia funktioita voidaan arvioida polynomeilla, Lause 2.1, ja trigonometrisil-
14 polynomeilla, Lause 2.17. Namé& tulokset esitellddn tutkielman ensimméisessé ja
toisessa luvussa. Weierstrassin approksimointiteoria sai aikaan lukuisia yleistyksi4,
joista tunnetuimpia ovat téssd tutkielmassa késitelty Stonen yleistys Weierstrassin
lauseesta, Lause 2.12, sekd Bohman-Korovkinin lause. Bohman-Korovkinin lausetta
ei késitelld tutkielmassa, mutta se 16ytyy lahdeteoksesta [7, Theorem 4.2, s. 12].

Tassd tutkielmassa esiteltdvia padtuloksia ovat toisessa luvussa esiintyvit Weier-
strassin approksimaatiolause ja Stonen yleistys tésta lauseesta. Weierstrassin lauseen
mukaan jatkuvia funktioita voidaan arvioida polynomeilla siten, ettd ndmé polyno-
mit suppenevat tasaisesti kohti alkuperéista funktiota. Tamén lauseen merkitys on jo
intuitiivisesti tarked, silla polynomit ovat helposti hahmotettavia funktioita ja niiden
kayttaytymistd on helppo tutkia. Weierstrassin lauseen todistuksen jalkeen luvussa
kaksi kdydéaan lapi tiettyja ominaisuuksia, joiden pohjalta voidaan lopulta muotoilla
ja todistaa Stonen yleistys Weierstrassin lauseesta. Tamé yleistys sanoo, ettéd tie-
tyin oletuksin algebran A tasainen sulkeuma B koostuu kaikista reaalisista jatkuvis-
ta funktioista. Lopulta huomataan, ettd Weierstrassin lause onkin yksi erityistapaus
Stonen yleistyksesté. Useat toisen luvun tuloksista ovat suoraan yleistettavissia myos
kompleksiarvoisille funktioille ja niiden todistuksia ei kidydé erikseen lapi samankal-
taisuuden vuoksi. Stonen yleistystd ei voida kuitenkaan siirtdi suoraan kompleksiar-
voisille funktioille. Jotta lause saadaan toimimaan myos kompleksialgebralle, taytyy
algebran A olla itse-adjungoitu. Toisen luvun lopussa esitelldan vield yksi erityista-
paus Stonen yleistyksestd. Téamén lauseen mukaan jatkuvia, 27-periodisia funktioi-
ta voidaan arvioida trigonometrisilld polynomeilla vastaavaan tapaan, kuin tehtiin
Weierstrassin lauseessa.



JOHDANTO 2

Tutkielman kolmannessa luvussa jatketaan 2m-periodisten funktioiden arviointia
joillakin yksinkertaisemmilla funktioilla. Luvussa ldhdetédéan liikenteeseen johtamalla
kompleksinen versio Fourier-sarjoista, jonka jédlkeen tutustutaan Fourier-sarjojen sup-
penemisen teoriaan. Huomataan, ettd Fourier-sarjojen suppenemisen tutkiminen on
erittdin haasteellista. Tutkielmassa todistetaan tulos, jonka mukaan tietyin tdsmal-
lisin oletuksin Fourier-sarja suppenee pisteittain kohti alkuperéistd funktiota. Koska
Fourier-sarjojen suppenemisen tutkiminen osoittautuu haasteelliseksi, mégritellaan
Fourier-sarjojen avulla Fejerin ydin ja edelleen Fourier-sarjojen Cesaron summa. Té&-
mén ytimen avulla voidaan todistaa Fejerin lause, joka osoittaa kétevésti Cesaron
summan tasaisen ja pisteittdisen suppenemisen kohti alkuperiistéa funktiota. Kuiten-
kin liikaa riemastumatta taytyy todeta, ettd Fejerin lauseen tulosta ei voida yleistaé
Fourier-sarjoille.

Jotta lukujen kaksi ja kolme tulokset ovat esitettédvissa ja todistettavissa, taytyy
tutkielma aloittaa yleishyodyllisilla méaritelmilld ja aputuloksilla. Ensimméisen lu-
vun médritelmét ja tulokset ovatkin paépiirteisséddn tuttuja analyysin perustuloksia,
mutta niiden esitteleminen auttaa lukijaa hahmottamaan tutkielman lopussa olevien
tulosten todistukset. Selked aloitus tutkielmalle on pisteittédisen ja tasaisen suppene-
misen méaaritelmét sekd muutama téarked testi, joiden avulla funktiojonon ja funktio-
sarjan tasaista suppenemista voi tutkia. Témén jialkeen tutustutaan tasaisen suppene-
misen luomiin mahdollisuuksiin funktiojonon ominaisuuksien siirtymisesté rajafunk-
tioon. Tutkielman tulosten valossa térkeind ominaisuuksina nousevat jatkuvuuden ja
derivoituvuuden séilyminen tasaisessa suppenemisessa. Liséksi ensimmaéisessé luvussa
tutustutaan Weierstrassin funktioiden avulla jatkuviin, ei-missédén derivoituviin funk-
tioihin. Tdmé&n todistuksen historiallinen painoarvo on suuri ja siksi onkin mielekésté
tutustua yksityiskohtaisesti todistukseen. Ensimmaéisen luvun lopussa néaytetédén, et-
ta tietyin oletuksin yhtédjatkuvalla funktiojonolla on olemassa tasaisesti suppeneva
0sajono.

Tutkielman lukijalta edellytetdédn analyysin perustulosten hallintaa. Néin tutkiel-
maan tutustuminen on mielekésté ja antoisaa. Tiettyja abstrakteja tuloksia on kon-
kretisoitu esimerkein, jotta niiden siséltdé avautuisi lukijalle entistd paremmin. Tut-
kielman péaldhteens on kaytetty Walter Rudinin teosta Principles of Mathematical
Analysis [9]. Tarkempi kuvaus tutkielmassa kiytetyisté ldhteista on kirjoitettu kunkin
luvun alkuun.



LUKU 1

Tasainen suppeneminen

Ensimmaisen luvussa esitelladn tutkielman padtulosten kannalta oleellisia méaa-
ritelmid ja aputuloksia. Ne tuntuvat aluksi hieman toisistaan riippumattomilta ja
irrallisilta, mutta tutkielman edetessd lukuihin kaksi ja kolme huomataan, kuinka
hyodyllisia ja kédyttokelpoisia ensimmaéisen luvun aputulokset ovat. Aluksi maéritte-
lyissé tutkitaan yhden reaalimuuttujan reaaliarvoisia funktioita. Tutkielman edetessé
saatetaan joutua tilanteeseen, jossa mééarittelyalue on mielekésté laajentaa komplek-
silukujen joukkoon.

Ensimmaéisen luvun padldhteend on kiytetty teosta [9, s. 143-158] ja lisiksi apuna
on kéytetty lahteitéd [3] ja [8].

1.1. Suppenemisen méiiritelméi

Téassé kappaleessa méadritellain pisteittdinen ja tasainen suppeneminen funktiojo-
noille ja -sarjoille seké todistetaan muutama hyodyllinen tulos, kuten Cauchyn kri-
teerio, Lause 1.5.

MAARITELMA 1.1. Olkoon joukko F C R, E # (). Kun jokaiselle luvulle n € Z, on
annettuna funktio f,, : £ — R, niin talloin jono ()5, = (f1, f2, ... ) on funktiojono.

MAARITELMA 1.2. Funktiojono (f,)52, suppenee pisteittiin joukossa FE, jos jo-
kaiselle € F lukujono (f,(x))2, suppenee. Raja-arvo

f(x) = lim f,(z),
n—oo
missd © € F, madrittelee funktion f : £ — R.

Pisteittdinen suppeneminen ei ole erityisen vahva tai kdyttokelpoinen méaritelma.
Siispé otetaan kiyttoon pisteittdistd suppenemista vahvempi ehto, tasainen suppene-
minen, joka mahdollistaa kédyttokelpoisia tuloksia.

MAARITELMA 1.3. Funktiojono (f,,)22, suppenee tasaisestijoukossa E kohti funk-
tiota f, jos kaikilla € > 0 on olemassa kokonaisluku NV siten, ettd kaikilla n > N

(1.1) | fo(z) = f(2) [< €
kaikille x € E.

Tasaisessa suppenemisessa luku N ei saa riippua muuttujasta z. Geometrisesti
tami tarkoittaa sitéd, ettd kaikilla n > N kuvaajat y = f,(z) ovat kuvaajien y =
f(z) £ e vilissé, kaikilla z € FE. Havainnollistetaan tilannetta vield kuvan avulla,
Kuva 1.1.
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Kuva 1.1. Tasainen suppeneminen vililla [a,b].

On selkedd, ettd kaikille tasaisesti suppeneville funktiojonoille patee myos pisteit-
tdinen suppeneminen. Kuitenkaan pisteittdin suppenevat funktiojonot eivét valtta-
méittd suppene tasaisesti. Tamé nikyy seuraavassa esimerkissa.

ESIMERKKI 1.4. Olkoon funktiojono f, : (0,1) = R, n=1,2,3,..., siten, ettd

fo(z) = 2"
Nyt
f(x) = lim_ f,(z) = lim 2" =0,
kaikilla = € (0,1). Siis funktiojono f, suppenee pisteittdin kohti funktiota f(z) = 0.

Jotta funktiojono suppenisi tasaisesti, sen tédytyisi supeta kohti samaa funktiota kuin
pisteittiisessd suppenemisessa. Néin ei kuitenkaan ole, silla

sup |fu(z) — f(z)| = sup |2" —0|=1"=1
z€(0,1) z€(0,1)

jokaisella n € N. Siis funktiojono f,, ei suppene tasaisesti.

Muotoillaan seuraavaksi tasainen Cauchyn kriteerio, joka kertoo, etté tasaisesti
suppenevan funktiojonon termit saadaan mielivaltaisen ldhelle toisiaan, kunhan ollaan
tarpeeksi "kaukana” jonossa. Talloin siis funktiojono suppenee tasaisesti kohti jotain
funktiota, josta ei tarvitse kuitenkaan olla mitddan tarkempaa tietoa.

LAUSE 1.5. Olkoot f, : E — R funktioita. Tdlloin funktiojono (f,)32, suppenee
tasaisesti joukossa E, jos ja vain jos jokaisella € > 0 on olemassa kokonaisluku N € N
siten, ettd

|fu(z) — fin(2)| < € kaikilla n,m > N ja kaikilla z € E.
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TobpisTUS. Oletetaan, ettéd funktiojono (f,,)°, suppenee tasaisesti joukossa E ja
olkoon f rajafunktio. Télloin on olemassa kokonaisluku N siten, etté kaikilla n > N
ja x € I pitee |fu(r) — f(x)] < §. Télléin

(@) = fo(@)| < |fulz) = f(@)] +[f(2) = fm(2)| <€,

josn,m > N jax € FE.

Toiseen suuntaan todistettaessa oletetaan, ettd funktiojono toteuttaa tasaisen
Cauchyn ehdon. Télloin jokaisella luvulla z lukujono f,(z) on Cauchy-jono ja si-
ten suppenee kohti reaalilukua f(z). Néin saadaan rajafunktioehdokas f : E — R. Se

on jonon f, tasainen raja: Olkoon € > 0 ja valitaan tasaisen Cauchyn ehdon antama
luku N, jolle

(@) — f()] < % kaikilla n, m > N ja kaikilla = € E.

Kun z € F, voidaan valita luku m, € N, jolle m, > N ja

(@) = fm, ()] < 5.
Talléin
Fa(@) = F@)] < 1fal@) = fon (@) + [, (@) = f@) < 5+ 5 =€
Erityisesti
|fulz) — f(z)] <€ kaikilla x € E,
kunhan n > N. Siis jono f, suppenee tasaisesti joukossa E kohti funktiota f. 0

Tasaisesti suppenevan jonon funktiot tulevat kauttaaltaan ldhelle rajafunktiota.
Télloin jonon funktioiden ominaisuudet heijastuvat myos rajafunktioon paremmin
kuin pisteittiisessd suppenemisessa. Esimerkiksi jatkuvuus séilyy tasaisessa suppene-
misessa. Téastd mychemmin liséé.

Todistetaan seuraavaksi Weierstrassin M-testi, jonka avulla voidaan tutkia, sup-
peneeko jokin funktiojono todella tasaisesti kohti funktiota f.

LAUSE 1.6. Olkoon lim f,(x) = f(x) ja asetetaan M, = sup|f.(x) — f(x)]|.
n—00 A

Tdlloin funktiojono f, lihestyy funktiota f tasaisesti joukossa E, jos ja vain jos luku
M, lihestyy nollaa, kun n ldhestyy ddretontd.

TobisTtus. Olkoon € > 0. Koska funktiojono f, suppenee tasaisesti kohti funk-

tiota f joukossa E, on méiritelmén nojalla olemassa N siten, etté |f,(z) — f(z)| < €
kaikilla x € F, kun n > N.
Tutkitaan arvon M, kayttaytymistd nollassa, eli

[Mr, = O = |sup | fa(z) = f(z)]] < €

kun n > N. Siis M,, — 0, kun n — oc.
Toiseen suuntaan todistettaessa oletetaan, ettd M, — 0, kun n — oo. Téll6in
|M,,—0] = |sup |fu(x)— f(2)]|| <€, eliitseisarvon |f,(x)— f(z)] tdytyy olla pienempaa
z€E

kuin € kaikilla x € E ja kaikilla n > N, jotta oletus on voimassa. Siis f,, — f tasaisesti
joukossa F. U
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ESIMERKKI 1.7. Olkoon funktiojono f, : [0, 1] — R siten, ettd

nx2

ful®) = 1+nx

Téallsin f,,(0) = 0 kaikilla n € N ja liséksi

nx?

li n =1
Jim fo(z) = lim

£E2

= lim 5
n—oo = 4+
n

=% —r=f(),

T

kun x # 0. Kun tutkitaan erotuksen itseisarvoa, saadaan
na? nz? —r — na? T
o) = F@)] = 1T =] = [P
kaikilla « € [0, 1]. Olkoon nyt

sup |fu(x) = f(2)] = M,

z€[0,1]

ja lisiiksi M, < L. Téllsin
1
lim M, < lim — =0.
n—00 n—oo M,

Siis Lauseen 1.6 nojalla funktiojono f,, ldhestyy tasaisesti funktiota f.

Kuten alussa todettiin, tdssa kappaleessa mééaritelldan funktiojonojen lisdksi myos
funktiosarjat ja esitelldén niiden suppenemisen tarkasteluun kayttokelpoinen tulos.

Madéritelladan ensiksi funktiosarja ja sen pisteittdinen ja tasainen suppeneminen jou-
kossa F.

MAARITELMA 1.8. Olkoon f, : F — R, missd n € N. Muodollista summaa

an:fl+f2+---
n=1

sanotaan funktiosarjakst.

MAARITELMA 1.9. Funktiosarja suppenee pisteittdin joukossa E, jos sarjat

> fal@)

k
suppenevat jokaisella z € F. Toisin sanoen, kun osasumma Sy, := Z fn, niin jokaiselle

n=1
z € E lukujonolla (Sk(x))52; on &érellinen raja-arvo.
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o0
MAARITELMA 1.10. Funktiosarja Z fn suppenee tasaisesti joukossa E, jos osa-

n=1
summien S, missd Sy on muotoa

jono suppenee tasaisesti joukossa E. Toisin sanoen on olemassa funktio f : £ — R,
jolle kaikilla € > 0 on olemassa N € N siten, etté

|Se(x) — flz)] <€
kaikilla x € F, kunhan £ > N.

Tasaisen suppenemisen Cauchyn kriteerio, Lause 1.5, voidaan laajentaa myds
funktiosarjoille. Tehddéan tdmé seuraavassa lauseessa.
LAUSE 1.11. Funktiosarja Z fn suppenee tasaisesti joukossa E kohti jotain funk-

n=1
tiota f : E — R, jos ja vain jos jokaisella € > 0 on olemassa kokonaisluku N € N
siten, etta

k
sup| 37 fule)| = sup|Si(a) — S(e)| <

el nem-+1
kun k > m > N kaikilla x € E.

TobisTus. Vastaavaan tapaan kuin Lauseen 1.5 todistus. Todistuksen voi lukea

lahteestd [3, Lause 5.4]. O
o0

ESIMERKKI 1.12. Osoitetaan, ettd funktiosarja Zx" suppenee tasaisesti jokai-
n=0

sella suljetulla valilla [0, 7], missd 0 < r < 1.

Valitaan n > m. T4lloin
n

sup x’

z€[0,r]

= sup |a" + 2" + 2" 4 42"

j=m z€[0,r]

= sup |[2"(1+z+2>+ -+ 2" ™)
z€[0,r]

< m_1 ‘
sup
1—=x

z€[0,r]

T

geometrisen sarjan perusteella

,,,.m
< .
1—r

rm

Olkoon € > 0. Koska 0 < r < 1, niin {— — 0, kun m — oo. Siksi voidaan valita

1—
kokonaisluku NN siten, etta

TN

1—1r

< €.
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Talloin edellisestd yhtiloketjusta seuraa kaikilla n > m > N ja kaikilla z € [0, r],

etta
m

|z™ + 2™ "] < < €.

—r
Siispd Cauchyn kriteerion nojalla sarja suppenee tasaisesti jokaisella vélilla [0, 7],
missd 0 < r < 1.

Funktiosarjoille voidaan muotoilla M-testi vastaavaan tapaan kuin funktiojonoil-
le. Tamén testin avulla voidaan tutkia funktiosarjojen suppenemista kitevéasti. Seu-
raavan lauseen mukaan funktiosarja suppenee tasaisesti, jos funktioiden itseisarvojen
supremumin muodostama lukusarja suppenee.

LAUSE 1.13. Olkoon funktiojono (f,)32, mddritelty joukossa E ja olkoon
| fa(2)| < My,

kunx € E jan =1,2.... Talloin funktiosarja Z fn suppenee tasaisesti joukossa F,

n=1

70s sarja Z M,, suppenee.
n=1
TobisTus. Jos sarja y -, M, suppenee, niin kaikilla e > 0 pétee kolmioepéyh-
talon ja oletuksen nojalla

‘ijfz(l‘)‘ < i!fl(x)\ < iMl <e,

kaikilla x € E kunhan m ja n ovat tarpeeksi suuria. Téalloin Cauchyn kriteerion nojalla

o
funktiosarja Z fn suppenee tasaisesti joukossa F. O

n=1

1.2. Tasainen suppeneminen ja jatkuvuus

Funktiojonoja tutkittaessa mielenkiintoinen kysymys on, siirtyviatko tietyt omi-
naisuudet funktiojonosta (f,,) suoraan rajafunktioon f. Téllaisia ominaisuuksia ovat
esimerkiksi jatkuvuus, derivoituvuus ja integroituvuus. Integroituvuuden tutkiminen
ei ole taméan tutkielman tulosten kannalta oleellista. Siispéa tutkitaan ainoastaan jat-
kuvuutta ja seuraavassa kappaleessa derivoituvuutta.

Aloitetaan méérittelemélld metriikka eli etdisyysfunktio, joka ilmaisee joukon pis-
teiden viélisen etdisyyden. Tamén avulla voidaan méaritelld jatkon kannalta olennai-
nen avaruus, metrinen avaruus sekd supremum-normi.

MAARITELMA 1.14. Olkoon X epétyhja joukko. Funktio d : X x X — R on
metriikka, jos kaikille p, g € X pétee seuraavat ominaisuudet

(1) d(p,q) > 0, jos p # q ja d(p,q) =0, jos p=q
(2) d(p,q) = d(q,p)
(3) d(p,q) < d(p,r) + d(r,q), kaikille r € X.

Tilloin sanotaan, ettd pari (X, d) on metrinen avaruus.
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MAARITELMA 1.15. Olkoon joukko X metrinen avaruus. Merkinnalld T (X) tar-
koitetaan kaikkia reaaliarvoisia, jatkuvia ja rajoitettuja funktioita joukossa X. Siis
YT(X)={f:X — R: f on jatkuva ja rajoitettu}

Madritellddn liséksi funktion f € Y(X) supremum-normi

If1] = sup [ f ()]
zeX

HuomAuTUS 1.16. Funktion rajoittuneisuus on tarpeeton oletus, jos joukko X on
kompakti.

ESIMERKKI 1.17. Osoitetaan, ettéa pari (Y(X),d(f,g)), missa d(f,q9) = ||f — ¢l,
on metrinen avaruus. Néin on, silld funktioille f, g, h € T(X) pétee Mééritelméan 1.14
kolme ehtoa:

(1) dlf,9) = If = gll = sup |f(2) = g(=)| > 0, jos f # g ja
d(f.9) =0 f=gyg
(@) dlf.9)=If = gll = sup|f(x) = g(z)| = sup |g(x) — f(x)
=llg = fll = d(g, f)
(8)  dif.9) =Ilf =gl =suwp|f(z) = glx)] < sup |f(z) = h(z)l
+sup |A(z) = g(z)| = [If = Al + [[h = gl

= d(f, h) +d(h, g).

Téll6in voidaan sanoa, ettd pari (Y(X),d(f, g)), missd d(f, g) = ||f — g||, on metrinen
avaruus.

Nyt Lause 1.6 voidaan muotoilla uudestaan hyodyntéden metrisen avaruuden méé-
ritelméé: Funktiojono (f,,)%2; suppenee kohti funktiota f joukon Y(X) metriikassa,
jos ja vain jos f, ldhestyy funktiota f tasaisesti joukossa X.

Joskus joukon Y (X) suljettuja osajoukkoja kutsutaan tasaisesti suljetuiksi ja vas-
taavasti joukon B C YT(X) sulkeumaa kutsutaan tasaiseksi sulkeumaks.

Muotoillaan seuraavaksi lause, joka sallii rajankdynnin jérjestyksen vaihtamisen
tasaisessa suppenemisessa.

LAUSE 1.18. Oletetaan, ettd f, — f tasaisesti joukossa E, joka on metrinen
avaruus. Olkoon piste x joukon E kasautumispiste ja olkoon lim fult) = By. Tdlloin
—z

jono (B,)22, suppenee ja
lim f(¢) = lim B,.

t—x n—oo
Toisin sanoen

lim lim f,(¢t) = lim lim f,(¢).

t—x n—o0 n—oo t—x

TobisTus. Olkoon € > 0. Koska funktiojono (f,,)22, suppenee tasaisesti, on ole-
massa luku N siten, etté kaikille n,m > N sekéd t € E pétee

(1.2) [fu(t) = fm(t)] < €.
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Oletetaan, ettd piste ¢ ldhestyy pistettd x. Talloin saadaan yhtélo (1.2) oletuksen
nojalla muotoon
’Bn - Bm| S €,
kun n,m > N ja téllin jono (B,)>2, on Cauchy jono ja siten suppeneva jono.
Merkitadn lim B, = B.
n—oo
Koska tarkoituksena on todistaa, etté lim f(t) = lim B,, niin arvioidaan itseisar-
—T n—oo
voa | f(t) — B|. Talloin
|f<t> - B| < |f(t) - fn(t)| + |fn(t) - Bn| + |Bn - B|

Kiinnitetaan luku n, jolla patee, etta

[f(£) = fu(B)] <

)

Wl ™

kaikilla ¢t € E' ja siten, ettd
B, — B < =
3

Koska luku n on kiinnitetty, voidaan valita luvun x ympéristé V', missd V' = B(z, §)
niin, etta
€
|fn(t> - Bn‘ < g:
jost € VNE jat # x. Siis, kun luvut ¢ ja x ovat riittdvén ldhelld toisiaan, kiinnitetylld
luvulla n saadaan itseisarvo |f,,(t) — B,| tarpeeksi pieneksi.

Yhdistamélla ndamé epdyhtilot nahdédén, ettd |f(t) — Bl < ¢, kunhant € VN E
ja t # x. Siis véite on todistettu. O

Lopulta voidaan muotoilla tdsmiéllisesti lause, joka siirtdéa funktiojonon (f,,) jat-
kuvuusominaisuuden rajafunktioon f.

LAUSE 1.19. Jos funktiojono (fn)s, koostuu jatkuvista funktioista joukossa E ja
jos fn — f tasaisesti joukossa E, niin tdlloin funktio f on jatkuva joukossa E.

ToDISTUS. Tulos seuraa suoraan Lauseesta 1.18. O

Lauseen 1.19 tulkitseminen péinvastaiseen suuntaan ei ole mahdollista. Toisin sa-
noen, jatkuvien funktioiden jono saattaa supeta kohti jatkuvaa funktiota, vaikka sup-
peneminen ei olisi tasaista. Seuraavassa esimerkissd havainnollistetaan tilannetta.

ESIMERKKI 1.20. Olkoon funktiojono f,(z) = #ﬂ, missd x € (0,1) ja luku n on
kokonaisluku. Liséksi funktio f,, on jatkuva mééarittelyjoukossaan. Télloin

lim f,(z) = lim —— =0,

eli funktiojono (f,,) suppenee pisteittiain kohti jatkuvaa funktiota f(z) = 0. Suppene-
minen ei kuitenkaan ole tasaista, silla

1
nr+ 1

sup |fu(2) = f(@)] = sup -1

z€(0,1) z€(0,1)

Téaytyy siis hieman muuttaa ja tdsmentdd Lauseen 1.19 oletuksia, jotta saadaan
lopulta tésmallisesti todistettua lause, joka vahvistaa myo0s pédinvastaisen pééttelyn.
Todistetaan ensin hyoédyllinen aputulos.
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LEMMA 1.21. Jos (K;) on kompaktien osajoukkojen kokoelma metrisessd avaruu-
dessa X siten, ettd kokoelman (K;) jokaisen ddrellisen osakokoelman leikkaus on epd-
tyhjd, nuin tdlloin NK; on epdtyhjd.

Tobistus. Kiinnitetdén kokoelman (K;) joukko K ja olkoon Gy = K. Lisédksi
oletetaan, ettd yksikddn joukon K piste ei kuulu jokaiseen K;. Télloin kokoelma
G; muodostaa joukon K; avoimen peitteen. Toisin sanoen jokainen joukon K piste
kuuluu johonkin kokoelman G, jidseneen.

Koska joukko K7 on kompakti, eli sen jokaisella avoimella peitteelld on déarellinen
osapeite, niin talloin on olemassa darellinen mééra indekseja tq, . . . t, siten, ettd Ky C
Gy, U---UGy,. Néin on, silld jokainen joukon K piste kuuluu johonkin kokoelman
G jaseneen. Tamén seurauksena kuitenkin leikkaus

KinKy,Nn---NK,,
on tyhja, jolloin saadaan ristiriita oletuksen kanssa ja véite on todistettu. U

LAUSE 1.22. Olkoon K kompakti joukko ja seuraavat kolme ehtoa ovat voimassa.

(1) Funktiojono ()2, koostuu jatkuvista funktioista joukossa K.
(2) Funktiojono (f,)2, suppenee pisteittiin kohti jatkuvaa funktiota joukossa K .
(3) fulz) > foi1(x) kaikillex € K jan=1,2,3....

Tdalloin f,, ldhestyy funktiota f tasaisesti joukossa K.

Tobistus. Olkoon funktio g, muotoa ¢, = f, — f. Talléin g, on jatkuva, g,
lahestyy nollaa pisteittéin ja g, > g,+1. Taytyy siis osoittaa, ettd funktio g, ldhestyy
nollaa tasaisesti joukossa K.

Olkoon € > 0 ja olkoon K, niiden pisteiden z joukko, joille pétee g,(z) > €. Siis
K,, on muotoa

K, ={z:gn(z) > e} = g, ([e, 0]).
Nyt, koska ¢, on jatkuva, niin K, on suljetun joukon [¢, 00| alkukuvana jatkuvas-
sa kuvauksessa suljettu ja télloin K, on kompaktin joukon suljettuna osajoukkona
kompakti.

Koska g,(z) > gni1(x), on K,, D K. Valitaan piste z € K. Koska g,(z) — 0,
huomataan, ettd = ¢ K, jos n on tarpeeksi suuri. Télloin x ¢ NK,, eli toisin sanoen
joukkojen K, leikkaus on tyhji. Télloin Lemman 1.21 nojalla Ky on tyhja jollakin
N. Lopulta saadaan muodostettua paattelyketju 0 < g,(z) < € kaikille z € K ja
kaikille n > N. Nyt viite on todistettu. 0

1.3. Tasainen suppeneminen ja derivoituvuus

Lahdetéadn tutkimaan tasaisen suppenemisen ja derivoituvuuden yhteyttd esimer-
kin avulla, joka paljastaa tarpeen uusien tulosten muotoilulle.

ESIMERKKI 1.23. Olkoon funktiojono f,, muotoa
_ sin(nx)

() i

missd muuttuja x on reaalinen ja n luonnollinen luku. Huomataan, etta

f(z) = lim f,(z) = lim sin(nz)
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Derivoidaan seké rajafunktio ettd funktiojono ja saadaan, ettd f'(z) =0 ja

fal@) = v/ncos(nz)

kaikilla € R. Tutkitaan derivaattajonon f; raja-arvoa ja huomataan, ettd esimer-

kiksi, kun z =0
£2(0) = V/n,

joka lahestyy dédretontd, kun n ldhestyy ddretonté. Siispa f)(x) ei suppene kohti funk-
tiota f'(xz) = 0.

Huomataan, ettd vaikka f,, — f tasaisesti ja lisdksi funktiojono f, ja funktio f
ovat derivoituvia, niin tésté ei seuraa suoraan, etté derivaattajono f/ suppenisi kohti
derivaattafunktiota f’. Siispd on hyodyllistd muotoilla lause, jonka mukaan funktio-
jonon f, derivaattajono suppenee kohti funktion f derivaattaa, jos jono f, ldhestyy
funktiota f.

LAUSE 1.24. Olkoon funktiojonon (f,) funktiot derivoituvia vililld [a,b]. Oletetaan
lisiksi, ettd jollakin luvulla xg, joka kuuluu vdlille [a,b], jono (f.(zo)) suppenee. Jos
derivaattajono (f) suppenee tasaisesti vililli |a,b], niin funktiojono (f,) suppenee
tasaisesti vdlilli [a, b] kohti funktiota f ja

lim f)(z) = f'(x) a<xz<bh.
n—oo
Tobistus. Olkoon € > 0. Valitaan luku N siten, ettd luvuille n,m > N pitee
epayhtalot
€
|fn(l‘0) - fm(x0)| < 5
ja
1. () = f )] <
(13) 140) = Fl®) < 5

Differentiaalilaskennan véliarvolauseen nojalla tiedetéddn, ettd jos funktio f on
jatkuva suljetulla vélilla [a,b] ja derivoituva avoimella valilla (a,b), niin talloin on
olemassa luku z € (a, b) siten, ettd

£(0) = f(a)] < (b—a)lf'(2)].

Kun tata tietoa sovelletaan funktioon f, — f,. = g, saadaan arvio

|9n(2) = gn(t)] = [fn(2) = fn(2) = (ful(t) = fim(2))]
= [fn(@) = fin(2) = fu(t) + fm ()]
(1.4) <o - t\m < %

kaikille luvuille x,t € [a, b], jos luvut n,m > N. Nyt hyodyntdmalla edellistd arviota
saadaan itseisarvoepayhtiléo muotoon

|fu(@) = fa(@)| < [ful@) = fa(@) = fal@o) + fin(@o)| + [ful@0) = fim(20)]|
S g + % = €,

kun a < z < b ja n,m > N. Siis funktiojono (f,) suppenee tasaisesti vélilla [a, b]
Cauchyn kriteerion nojalla.

kaikilla a <t <b.
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Todistetaan seuraavaksi viitteen toinen kohta, eli lim f)(z) = f'(x). Valitaan
n—oo
piste x vélilta [a, b] ja médritelladn funktiojono ¢, ja funktio ¢ seuraavasti:

L) - L) I(t) - /()

t—x t—=x

(1.5) On(t) , o) =
kaikilla a <t < b, t # x. Talloin derivaatan méaritelméan nojalla

. Y,

lim 6,(t) = f,(2).
Samoin kuin ensimmaéisen kohdan todistuksessa, saadaan itseisarvoepayhtald yhtéalon
(1.4) nojalla muotoon

60(8) — on(t)] = | 2D = In(@) _ Fn®) = fm(2)

t—x t—x
_ |fa(t) = fulx) = fin(t) + fin(2)]
|t — x|
2ty
I ]
«_
—2(b—a)’

jolloin funktiojono (¢,) suppenee tasaisesti, kun ¢ # z. Koska funktiojono (f,) sup-
penee kohti funktiota f, voidaan funktion ¢, raja-arvo mééritelld tarkasti. Siis
n(t) — fn t) —
i ou(t) = 1 D0 = Hle) _ fO @)

n—oo n—oo t — X t — X
eli funktio (¢, (t)) suppenee tasaisesti kohti funktiota ¢(t), kun a <t <bjat # z.
Lopuksi hyodynnetdédn Lauseen 1.18 tulosta, jonka nojalla rajankdynnin jérjestys-
td voidaan vaihtaa seké kahta edellistd raja-arvoméadrittelyéd. Talloin saadaan

f'(2) = lim ¢(t) = lim( lim o, ()

—T N—00

= lim lim ¢, (%) Lause 1.18

n—oo t—x

— 3 /

Talloin lauseen jalkimméinenkin osa on saatu todistettua. 0

Tarkastellaan seuraavaksi funktioita, jotka ovat kaikkialla jatkuvia, mutta eivét
missdén pisteessa derivoituvia. Téta ilmiota tutkivat useat analyysiin perehtyneet ma-
temaatikot 1700- ja 1800-luvuilla. Saksalainen matemaatikko Karl Weierstrass (1815-
1897) julkaisi ensimméisend jatkuvan, ei-missddn derivoituvan funktion konstruktion
vuonna 1872. Tama4 oli merkittava 16ydos matematiikan historiassa, silld aikaisemmin
useat matemaatikot olettivat, ettd kaikki jatkuvat funktiot ovat myos jossakin pistees-
sddn derivoituvia. Ranskalainen matemaatikko Hermite kuvasi kirjeessdin vuonna
1893 tunnettaan, kun hén kohtasi jatkuvat, ei-misséén derivoituvat funktiot: "I turn
away with fear and horror from the lamentable plague of continuous functions which
do not have derivatives..”. Myohemmin myo6s muut matemaatikot tutkivat ja kehitte-
livat jatkuvia funktioita, jotka eivit ole missddn derivoituvia ja nykyédén tunnetaan
useita eri rakenteita niille funktioille. [8, s. 1-9.]
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Seuraavaksi esitellddn ja todistetaan Weierstrassin kehittama jatkuva, ei-missédén
derivoituva funktio. Todistuksessa tarvitaan edelld esiteltyja tietoja funktiosarjojen
tasaisesta suppenemisesta ja jatkuvuuden siilymisesta.

LAUSE 1.25. Olkoon funktio f muotoa
(1.6) f(x) = an cos(a"zm),
n=0

missi b € (0,1), a on pariton kokonaisluku ja ndiden lukujen tulolle pdtee ab >
1+ (37/2). Tamd funktio on jatkuva, mutta ei-missdidn derivoituva.

TobpisTus. Aloitetaan tutkimalla funktion f jatkuvuutta. Geometrisen sarjan
o0
1
ominaisuuksista tiedetiin, ettd E bt = % < 00, kun b € (0,1). Liséksi huo-

.. n:()
mataan, etta

sup |b" cos(a"xm)| < b".
z€R

Kun néiden tietojen pohjalta hytdynnetddn Weierstrassin M-testid, Lausetta 1.13,

huomataan, etti Z b" cos(a"xm) suppenee tasaisesti. Nyt funktion f jatkuvuus seu-
n=0
raa Lauseesta 1.19, kun liséksi tiedetéén, ettd jatkuvien funktioiden summa on jat-

kuva.

Jotta voidaan todistaa, ettd funktio f ei ole missédén derivoituva, tarvitaan hieman
lisdtietoja. Olkoon x € R. Olkoon «,,, kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla m, ldhin
lukua a™x oleva kokonaisluku. Olkoon z,, = a™x — ay,, jolloin |x,,| < % Maaritelladn
kaksi jonoa (y,,) ja (zm,) siten, etta

a, — 1 a, +1
Ym = ooy Zm = "
a a
Talloin
Oy — 1 a"r — o, +1
x—ym:aj— =
a™ a™
T + Oy — O, + 1 1+ 2z,
a™ a™

ja vastaavasti z,, —x = > (. Naiden tietojen valossa huomataan, etti

Ym < T < 2z, ja lisdksi

. Loy, —1 .o ad"r—x, —1
lim g, = lim = lim —— =2
m—00 m—oo  q™ m—00 am

sekd, lim z,, = x.
m—ro0
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Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta derivaatan méaaritelméan avulla:

f(z) ancos a"xm) — cos(a" Yy, )
xr — ym s T — Ym
<, cos(axm) — cos(a™y,,T)
(1.7)
Z% L= Ym
cos(a"™xm) — cos(a™ My, )
1.8 prm .
(18) Z p——
=0
Kun n € {0,1,...,m — 1}, voidaan véliarvolauseen avulla osamiira yhtialosta
(1.7) arvioida muotoon
cos(a™zm) — cos(a™y,) — rsine,,

T = Ynm
jollekin luvulle ¢, € (a"y,,m, a"xm). Lisdksi huomataan, etta

m—

‘ < Z (ab)"m|sin ¢, |

‘ Z - cos(a™zm) — cos(a™y,)

x —_—
n=0 Ym n=0

B (U et )
ab—l ab—1

n=0

Tutkitaan seuraavaksi summan (1.8) kdyttaytymista. Muistetaan, ettd a on pari-
ton kokonaisluku ja «,, kokonaisluku ja liséksi, ettd cos(nm) = 1, kun n on parillinen

ja cos(nm) = —1, kun n on pariton. Néiden tietojen valossa voidaan kirjoittaa seu-
raavaa:
Oy — 1
cos(a" My, m) = cos(a"amn;—mﬂ) = cos(a"m(ay, — 1)) = (=1)*~ 1,
Liséiksi muistetaan, ettd x—y,, = 2= ja huomataan, ettd (—1)*m(—1)*» = (—1)2*m =

1. Nyt summaa voidaan muokata edelleen ja saadaan

f:bn+m cos(a™™xm) — cos(a" Ty, )
n—=0 T = Ym
= Z b"bm1 (cos(a™™xm) — (—1)*1)
n=0

=L (=1)%m cos(a™™am) 4 1
= (=)o (ab)™ § b .
SISy e

Tutkitaan tilannetta, kun n = 0. Koska |z, 7| < 7, niin cos(z,,m) > 0. Néita tietoja
ja kosinin jaksollisuutta hyddyntéden saadaan

(=1)*m cos(a™zm) + 1 = (—=1)* cos((zp + am)m) + 1
= cos(x,m)+1> 1.
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Lisdksi luvun z,,, méairittelystd seuraa, etti |z,,| < %, jolloin

1< +1<3
- <, < -
2~ 2

Yhdistamaélld namaé tiedot, voidaan summaa arvioida kitevésti

i B (—=1)*m cos(a™™Maxm) + 1 S cos(zy,m) + 1 S 2
n=0 T + 1 N Ty + 1 o 3

Talloin koko summalle saadaan arvioksi
(—1)on i bn+mcos(a
n=0

Nyt alkuperédinen osaméira saadaan muotoon

f@) = fgm) __{ab)"

T — Ym "ab—1

) — cos(a Ty, T

T — Ym

) > (C1)m(ab)

Wl o

+ 0 (=1)"" (ab)™

[GVRI

em(—=1)* 2

= N (—=1)"(ab)™ =

(-1 ety [T 2
jollekin €,,, My, joille |€,] < 1, 1, > 1 ja ];—m < 1. Oletuksen ab > 1 + 23X nojalla
saadaan

(1.9) 2> T
’ 37 ab—1

Tutkitaan ylla olevan osamédran sulkulauseketta

[em(—l)am T 2].

_|_
Dm ab—1 3
Huomataan, ettd jos sen molemmat termit ovat positiivisia, myos sulkulauseke on po-

sitiivinen. Tutkitaan tilannetta, jossa ensimméinen termi on negatiivinen. Nyt huo-
mataan, ettd pienimmillaan

€m(=1)* 7 T
>
Nm  ab—1 ab—1

jolloin yhtélon (1.9) nojalla

em(—1)% 2]
| >0.
[ Nm  ab—1 * 3
Nyt raja-arvoksi saadaan

_1>amf<x) B f(ym)

lim (

m—o0 T — UYm
, em(—1)* w 2
— 1 _1 Qm m _1 am b m|: — | = N
lim (=1)%" 1, (=1)% (ab) o173~
eli on todistettu, ettd funktiolla f ei ole derivaattaa missdéan pisteessé x. O

Kuvasta 1.2 huomataan, ettd kyseinen jatkuva, Weierstrassin funktion osasumma
f(z) on voimakkaasti "sahaava” jo hyvin pienelld summauksella. Kun summausta
kasvatetaan, sahaus lisdéntyy entisestdéin ja lopulta funktion jokainen piste on sen
karkipiste. Talloin on saatu muodostettua jatkuva, ei-missdén derivoituva funktio.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

0 001 002 po3 004 005
X

Kuva 1.2. Weierstrassin funktion osasumma valilld [0, 1], kun f on

3
muotoa f(x) = ZO, 9" cos(7"mx).
n=0

1.4. Yhtijatkuvuus ja tasaisesti suppeneva osajono

Olkoon jono (p,)r, ja méédritelladn positiivisten kokonaislukujen jono (ng)2,
siten, ettd ny < ny < ng... Talléin jonoa (p,,)5, kutsutaan jonon p, osajonoksi.
Tatda maaritelmasd hyodyntamalla saadaan tulos, jonka mukaan kaikki rajoitetut jonot
joukossa R¥ sisiltéiviit suppenevan osajonon [9, Theorem 3.6]. Olisi kiyttokelpoista
pystyé laajentamaan tulos myos funktiojonojen tapaukseen. Tété varten muotoillaan
kaksi méaaritelmaé.

MAARITELMA 1.26. Olkoon funktiojono (f,,)5, méadritelty joukossa E. Sanotaan,
ettd funktiojono (f,)°2, on pisteittdin rajoitettu joukossa E, jos jono (f,(x))>2; on
rajoitettu kaikilla x € E. Niin on, jos on olemassa &érellisarvoinen funktio ¢ joukossa
E siten, etté

|fn(2)] < @(2) kaikilla z € Ejan=1,2,3....

Lisdksi sanotaan, ettéd funktiojono (f,,)5, on tasaisesti rajoitettu joukossa F, jos
on olemassa luku M siten, etté

|fn(z)] < M kaikilla z € Ejan=1,2,3....

Nyt, jos (fn)22; on pisteittédin rajoitettu joukossa E ja joukko E; on joukon E
numeroituva osajoukko, on aina mahdollista 16ytaa osajono (f,, ) siten, ettd (f,, (z))
suppenee kaikilla z € E;. Tama tulee perustelluksi Lauseen 1.29 todistuksessa.

Edellinen méaaritelmé nostaa esiin kysymyksen, onko jokaisella rajoitetulla jonolla
tasaisesti suppeneva osajono. Seuraava esimerkki nayttéa, ettd ilman tiettyja oletuksia
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(katso Lause 1.31) néin ei ole, vaikka alkuperdinen jono olisi tasaisesti rajoitettu
kompaktissa joukossa.

ESIMERKKI 1.27. Olkoon

fn<x) =

2
missd 0 <z < 1.

22 4+ (1 — nx)?’

Talloin |f,(z)] < 1, joten funktiojono f,, on tasaisesti rajoitettu valilla [0, 1]. Lisaksi
lim f,(z) =0 jokaisella z € [0, 1], mutta
n—oo

1
W) =it

n

Siispd mikddn osajono ei suppene tasaisesti vélilld [0, 1].

Maéaritelladn seuraavaksi yhtajatkuvuuden késite.

MAARITELMA 1.28. Olkoon reaalisten funktioiden f perhe F maéiéritelty joukossa
E, joka on metrisessd avaruudessa X. Sanotaan, ettd F on yhtdjatkuva joukossa E,
jos kaikille € > 0 on olemassa § > 0 siten, etté

[f(z) = fly)| <e

aina, kun d(z,y) < d, z,y € E ja f € F. Téssé d tarkoittaa joukon X metriikkaa.
Kaikki yhtédjatkuvan perheen alkiot ovat myds tasaisesti jatkuvia. Esimerkin 1.27
funktiojono ei ole yhtéjatkuva.
Seuraavaksi tutkitaan suppenevan osajonon valintaprosessia.

LAUSE 1.29. Jos (f,) on pisteittdin rajoitettu reaalisten funktioiden jono nume-
roituvassa joukossa E, niin tdlloin funktiojonolla (f,) on osajono (f,,) siten, etti
(fn.(x)) suppenee kaikissa pisteissi x € E.

TobisTus. Olkoon (z;)2, joukon F pisteitd, jotka voidaan jérjestdd jonoksi, kos-
ka joukko E on numeroituva. Koska (f,(z1)) on rajoitettu, niin on olemassa osajono
(fix) siten, ettd jono (f1x(x1)) suppenee, kun k — oo.

Olkoon nyt jonot Si,Ss, 53, ..., jotka merkitddn seuraavasti:

St fir he fiz o fiaee
Sot far for foz fou...
Sy f3,1 f3,2 f3,3 f3,4 cee

Nailla jonoilla on seuraavat ominaisuudet

(1) S, on jonon S,,_; osajono, kun n =2,3,4,....

(2) Jono (fx(xn)) suppenee, kun k — oo.

(3) Jarjestys, jossa funktiot esiintyvit, on sama jokaisessa jonossa. Jos valitaan
jonosta Sy funktio foo niin kohdan (1) perusteella foo € S;. Edelleen, jos
valitaan jonosta Ss funktio fs3, niin kohdan (1) perusteella f33 € Sy C 5.
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Kun kuljetaan edellé olevassa taulukossa alaspéin diagonaalia pitkin, saadaan seu-
raavanlainen jono:

S f1,1 f2,2 f3,3 f4,4-~-

Kohdan (3) nojalla jono S on jonon S,, osajono, kunn = 1,2,3,... eli samat ominai-
suudet patevit. Télloin kohdan (2) nojalla diagonaalijono (f,,(x;)) suppenee, kun
n — oo kaikilla x; € E. Siispa alkuperdinen véite on todistettu. O

Seuraavaksi muotoillaan lauseet, jotka nayttavat, ettd yhtdjatkuvuudella ja jat-
kuvien funktioiden jonon tasaisella suppenemisella on selva yhteys.

LAUSE 1.30. Jos joukko K on kompakti metrinen avaruus, funktio f, € Y(K),
missi n = 1,2,3,... ja jos funktiojono (f,) suppenee tasaisesti joukossa K, niin
talloin jono (f,) on yhtdjatkuva joukossa K.

TobisTtus. Taytyy siis osoittaa, ettd kaikilla € > 0 on olemassa & > 0 siten, ettd
|fu(x) — fu(y)] < € aina, kun d(x,y) < ¢ kaikilla z,y € K.

Olkoon € > 0. Koska funktiojono (f,,) suppenee tasaisesti, Mééritelmén 1.15 no-
jalla on olemassa kokonaisluku NV siten, ettd

sg}rglfn(x) —In@)| = fo = fnll <e

kaikilla n > N. Koska jatkuvat funktiot ovat tasaisesti jatkuvia kompaktissa joukossa,
niin on olemassa 0 > 0 siten, ettd

|fi(z) = fi(y)] <&,

jos 1 <i < Njad(z,y) <.
Kun n > N ja d(z,y) < 4, niin talléin

[fu(@) = fa@)| < |fulz) = fn(0)] + [fn(@) = fn ()] + v () = Fuy)] < 3e.

Siis haluttu véite pétee. O

LAUSE 1.31. Jos K on kompakti, f, € T(K), misscn =1,2,3,... ja jos funktio-
jono (fn) on pisteittdin rajoitettu ja yhtdjatkuva, niin talloin funktiojono (fy,)
(1) on tasaisesti rajoitettu joukossa K ja
(2) sisdltdd tasaisesti suppenevan osajonon.

TobisTus. Todistetaan ensin kohta (1). Olkoon € > 0 ja valitaan § > 0 Mé&éritel-
mén 1.28 nojalla siten, ettd

[fu(@) = fuly)| <€

kaikilla n kunhan etdisyys d(z,y) < .

Koska joukko K on kompakti, on olemassa &darellinen méaard pisteitd pq,...,p,
joukossa K siten, ettd jokaista pistettd x € K vastaa tédta lahimpénd oleva piste p;,
siten, ettd d(x, pl) < ¢§. Koska funktiojono (f,) on pisteittdin rajoitettu, on kaikilla
i = 1,...,r olemassa M,; < oo siten, ettd |f,(p;)| < M; kaikilla n € N. Jos M =
max(Ml, ..., M,), niin yhtdjatkuvuuden nojalla

kaikilla z € K. T&lloin kohta (1) on todistettu.
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Todistetaan seuraavaksi kohta (2). Olkoon FE joukon K numeroituva tiheé osajouk-
ko. Lause 1.29 néayttdd, ettd funktiojonolla (f,) on osajono (f,,) siten, etta (f,,(z))
suppenee kaikilla z € E.

Olkoon nyt f,, = g;. Télloin voidaan todistaa, ettd funktiojono (g;) suppenee
tasaisesti joukossa K.

Olkoon € > 0 ja valitaan § > 0 samoin kuin todistuksen alussa. Olkoon V'(z, )
kaikkien pisteiden y € K joukko, missd d(z,y) < d. Koska joukko F on tihed joukossa

K ja joukko K on kompakti, niin on olemassa dérellinen méaéra pisteitd xq,..., T,
joukossa E siten, etté
(1.10) K CV(xy,0)U---UV(xp,0).

Koska funktiojono (g;(z)) suppenee kaikilla z € E, niin on olemassa kokonaisluku N
siten, etta

(1.11) |9i(x5) — g;(5)] <,
kunhan i,5 > N jal < s <m.

Jos z € K, tiedon (1.10) nojalla huomataan, ettd myos x € V(x,,0) jollakin s ja
talloin

|9i(x) — gi(ws)| <€
kaikilla 7. Jos i, j > N, epayhtélosta (1.11) seuraa, ettd
19:(z) = g;(2)] < lgi(x) — giws)| + |gi(ws) — gi(@s)| + |g;(2s) — g5 (@)] < 3e.

Siis véite on todistettu. g



LUKU 2

Funktion approksimointi

Toisessa luvussa todistetaan kaksi tyon kannalta olennaista tulosta: Weierstras-
sin approksimaatiolause ja kappaleen lopussa Stonen yleistys Weierstrassin lauseel-
le. Weierstrassin lause sanoo, ettd jatkuvia funktioita voidaan arvioida polynomeil-
la. Tamé on hyvin kéyttokelpoista, silld polynomit ovat yksinkertaisia funktioita ja
niiden kayttdytymistd on helppo tutkia ja ennustaa. Liséksi luvussa otetaan kéyt-
toon ensimmaista kertaa kompleksiarvoiset funktiot. Suurin osa luvun tuloksista on
suoraan yleistettavissd kompleksiarvoisille funktioille. Naita tuloksia ei todisteta erik-
seen reaali- ja kompleksiarvoisille funktioille, silla todistukset ovat ldhes samanlaisia.
Kuitenkin osa tuloksista vaatii lisdoletuksia, jotta kompleksiarvoiset funktiot voidaan
ottaa huomioon. Luvun lihteind on kiytetty teoksia [9, s. 159-171] ja [5, s. 52-55].

2.1. Weierstrassin lause
Siirrytddn suoraan Weierstrassin lauseen muotoiluun ja todistamiseen.

LAUSE 2.1. (Weierstrassin lause). Jos funktio f on jatkuva ja reaalinen suljetulla
valilli [a,b], on olemassa polynomit P,, n =1,2 3, ..., siten, ettd

Tim P (x) = /(x)

tasaisesti valilla [a,b]. Jos funktio f on kompleksiarvoinen, polynomi P, on myds
kompleksiarvoinen.

Tobistus. Olkoon funktio i : [0,1] — [a,b] siten, ettd h(zx) = a + z(b — a). Kun
tarkastellaan yhdistettyé funktiota foh : [0,1] — R huomataan, ettd tdmé funktio on
kahden jatkuvan funktion yhdisteené jatkuva. Télloin voidaan olettaa, ettd lauseessa
tarkasteltavan funktion f méérittelyvéli on [0, 1].

Tarkastellaan seuraavaa funktiota,

g9(x) = f(x) = f(0) — z[f(1) = f(0)],

missd 0 < z < 1. Téssd g(0) = g(1) = 0. Jos funktio g voidaan saada polyno-
mien tasaisen suppenemisen raja-arvoksi, eli jos lim,,_, P, (z) = g(z), niin funktion
g madritelmén nojalla sama pétee myos funktiolle f, koska erotus f — g on polynomi-
funktio. T#lloin voidaan tutkia funktiota f, jolle patee f(0) = f(1) = 0. Jos funktio f
ei toteuta téatd ehtoa, otetaan kayttoon funktio g ja nédin saadaan huomioitua kaikki
tapaukset. Maaritelladan f(xz) = 0, kun 2 ei kuulu vélille [0, 1]. Talloin funktio f on
tasaisesti jatkuva kaikkialla.
Olkoon Q,,(z) = ¢,(1 — x*)", missd ¢, on valittu siten, ettd

(2.1) /_11 On(x)dz = 1.
21
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Tarvitaan hieman lisétietoa luvun ¢, suuruudesta. Nyt

1 1
/(l—xg)"d:v:2/(1—x2)"dx
-1 0
22/ﬁ(1—x2)”d:1:
0

.
> 2 / (1 — nz?) dz Bernoullin epayhtdlon nojalla
0

N 1

= 2|V (z — Zna®)
0 3
4 1

J— > _

3vn = /n’

jolloin yhtélon (2.1) nojalla ¢, < /n. Télloin kaikille 6 > 0 pétee
(2.2) Qn(x) < V/n(1 =%,

kun ¢ < |z| <1 ja tdlloin @, — 0.
Todistetaan Weierstrassin M-testin avulla, Lause 1.6, ettd @), — 0 tasaisesti,
kunhan 6 < |z| < 1. Merkitddn

sup |@Q, — 0| < v/n(l — 6%)" =: M,,.

Koska 0 < 1 —¢% < 1, niin t&lléin voidaan kirjoittaa 1 — §* = 1, missi b > 1.
Télloin tutkittava raja-arvo saadaan muotoon

(2.3) lim M, = Tim V(1 — %) = lim Y2
n—00 Nn—00 n—oo HN
Olkoon k(z) = ‘b/—f Tutkitaan tdmén funktion raja-arvoa I’'Hospitalin saantod
kayttden, kun x lahestyy ddretonta. Talloin saadaan
. L VT 1 B
(24) Jim k(z) = Hm 5o = lim o —

Huomataan, ettd raja-arvo on 0, vaikka d&retontéd ldhestyttéisiin vain luonnollisten
lukujen kautta. Siispd yhdistdmalla yhtélot (2.3) ja (2.4) huomataan, ettd @, — 0
tasaisesti, kunhan ¢ < |z| < 1.

Olkoon nyt polynomi P, muotoa

Po(z) = /1f(x+t)Qn(t) it

kaikilla 0 < = < 1. Muistetaan, ettd funktio f(z) on mééaritelty, kun = € [0,1] ja
muualla se saa arvon nolla seka f(0) = f(1) = 0. Siis termi f(x 4 t) # 0 vain silloin,
kun 0 < x +t = u < 1. Nyt integroitaessa muuttujan ¢ suhteen, saadaan integroin-
tirajoiksi —z < t < 1 — 2. Néiden tietojen nojalla voidaan tehdd muuttujanvaihto
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polynomin P, integraaliin ja saadaan seuraavaa

1-x
P,(x) = / flz+6)Qu(t)dt merkitddn v = x + ¢
1
= / f(u)Qn(u — x) du merkitddn u =t
0

= /01 f)Qn(t — ) dt.

Samoin huomataan, ettd yhtélon viimeinen integraali on polynomi, jonka muuttujana
on x. Tasté lisdd Esimerkissa 2.2. Siis P, on polynomi, joka on reaalinen, jos funktio
f on reaalinen.
Olkoon nyt € > 0 ja valitaan § > 0 siten, ettd
€

5~ @) < 5

kun |y —x| < 6. Olkoon M = sup |f(x)|. Kayttamalld yhtéloita (2.1) ja (2.2) ja tietoa,
ettd Qn(x) > 0 huomataan, etta

Pao) = F@)l = | [ [+ 0) = rlQute)
S/Jﬂx+w—ﬂ@WAﬂﬁ
5 5
:3/1u@+w—ﬂwwawﬁ+/;um+w—ﬂwwawﬁ
+1/|fu+w>—fuﬂ@awdt
)
_5 k) 1
§2M/ Qn(t)dtJr%/ Qn(t)dtJrZM/ Qu(t) dt
-1 —6 é

< 2M+/n(1 —52)”(/jdt+/61 dt) +§

< 4M/n(1 — 82)" + g <e

kaikille 0 < x < 1 ja kunhan n on tarpeeksi suuri. Nain on saatu todistettua vaite. [

Tutkitaan yksinkertaisen esimerkkifunktion avulla Weierstrassin lauseen ideaa.

ESIMERKKI 2.2. Olkoon funktio f : [0,1] — R siten, ettd f(z) = /z(x — 1).
Nyt f(0) = 0 = f(1) ja funktio f on tasaisesti jatkuva kaikkialla. Tutkitaan funk-
tion f maéadrddmia polynomeja P,, kun n = 1,3,5,30 ja piirretdéan niistd kuvaaja.
Muodostetaan aluksi yleinen kaava polynomeille P, ja saadaan

Po) = [ 1OQu =)
_ /1 Vit = Den(1 = (t — 2)?)" dt.
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0.2 T T

-05 =

‘06 1 | 1 |

Kuva 2.1. Weierstrassin lauseen sovellus funktiolle f(z) = /z(x — 1)
valilli [0, 1].

Polynomin ),, méaaritelmén ja yhtélon (2.1) nojalla kertoimeksi ¢, saadaan
1
f_ll(l — ) dz’

Cp =

josta integroimalla saadaan halutut kertoimet. Télloin polynomiksi P;(x) saadaan
tietokoneohjelma Maximalla laskettuna

842 — T2x — 64
- 420 '
Siis huomataan, ettd polynomin muuttujana on z, niin kuin Lauseen 2.1 todistuksessa
todettiin.
Vastaavaan tapaan lasketaan Maximalla polynomit Ps, P5 ja Psg. Piirretddn Maxi-
malla samaan kuvaan kaikki neljd polynomia ja alkuperédinen funktio f. Kuvasta 2.1
huomataan, ettd polynomit todella lahestyvét funktiota f vélilla [0, 1].

Pl(x):/o \/{s(t—1>%<1—(t—x)2)dt

Jotta voidaan lopulta todistaa Stonen yleistys Weierstrassin lauseesta, Lause 2.12,
taytyy Weierstrassin Lauseesta 2.1 todistaa seuraava erityistapaus.

SEURAUS 2.3. Kaikilla suljetuilla vdleilld [—a,a] on reaalisten polynomien jono
P, siten, etti P,(0) =0 ja edelleen, ettd

lim P, (2) = [z]

tasaisesti vdlilli [—a, a].
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TobisTus. Lauseen 2.1 nojalla on olemassa reaalisten polynomien jono (P}), joka
suppenee tasaisesti vililla [—a, a] kohti funktiota |x|. Siis patee, ettd P*(0) — 0, kun
n — oo. Télloin polynomeille P,, jotka ovat muotoa

Fu(x) = By (x) = F;(0),

pétee halutut ominaisuudet ja véite on todistettu. U

2.2. Stonen yleistys Weierstrassin lauseesta

Seuraavaksi eritellidn ne polynomien ominaisuudet, jotka tekevit Weierstrassin
lauseen mahdolliseksi.

MAARITELMA 2.4. Kompleksisten funktioiden A perhetti, joka on mééritelty jou-
kossa E, sanotaan algebraksi, jos kaikilla f, g € A pétee seuraavat kolme ehtoa

(1) f+ge A

(2) fge A
(3) ¢f € A kaikilla kompleksisilla vakioilla c.

Toisin sanoen, jos A on suljettu yhteenlaskun, kertolaskun ja vakiolla kertomisen
suhteen, se on algebra. Sama mééritelmé péatee myos reaalisessa tapauksessa. Télloin
kohdassa (3) vakio ¢ on reaalinen.

Esimerkin 1.17 jdlkeen mainittiin tasainen sulkeuma ja tasaisesti suljettu joukko.
Madritelldidn samat ominaisuudet algebran A avulla.

MAARITELMA 2.5. Jos perheelle A pitee, ettd f € A aina, kun f, € A ja f,
suppenee tasaisesti kohti funktiota f joukossa E, niin télloin A on tasaisesti suljettu.
Olkoon B niiden kaikkien funktioiden joukko, jotka ovat joukon A alkioiden ta-
saisesti suppenevien jonojen raja-arvoja. Talloin B on perheen A tasainen sulkeuma.

ESIMERKKI 2.6. Olkoon P kaikkien polynomien joukko. Osoitetaan, ettd tama
joukko on algebra, eli sille pitee Méaritelmén 2.4 ehdot. Olkoon funktiot f ja g
muotoa

f(x) =apnx" + -+ a1x + ag
ja
() = bpa™ + -+ by F b -+ by + by,
missd m > n, m,n € N. Siis f,g € P. Nyt
(1) kahden polynomin summa on polynomifunktio, siis f(z) + g(x) € P,

(2) kahden polynomin tulo on polynomifunktio, f(z)g(z) € P

(3) sekéd polynomi vakiolla kerrottuna on edelleen polynomifunktio, cf(z) € P,
missé ¢ € R.

Télloin kaikkien polynomien joukko P on algebra.

LAUSE 2.7. Olkoon A algebra, joka muodostuu rajoitetuista funktioista. Olkoon B
joukon A tasainen sulkeuma. Tdlloin B on tasaisesti suljettu algebra.
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TobisTus. Jos f € B ja g € B, niin on olemassa tasaisesti suppenevat jonot (f;,)
ja (gn) siten, ettd f, = f, g = g ja fu, gn € A. Till6in

[ fn = fIl <€ ja lgn — gll <,
kunhan n on riittdvan suuri. Nyt siis rajoitetuille funktioille pétee, etté
o lfatgn— (DN <Nfa = flI+ 90— gll <26 eli fu+gn — f+g tasaisesti.

(lgnll+If1Ne = (M + N)e, silli g,, ja f ovat rajoitettuja. Nyt siis fog, — fg

tasaisesti.
o |lcfu—cfll = lelllfa—Ffll < |cle, elicf, — cf tasaisesti, kun ¢ on mielivaltainen
vakio.
Koska f + g, fg,cf € B, niin B on algebra. Liséksi B on tasaisesti suljettu. O

MAARITELMA 2.8. Olkoon A funktioperhe joukossa E. T&lloin sanotaan, ettd A
on separoituva joukossa F, jos kaikilla erillisilla pistepareilla x1, 2o € E on olemassa
funktio f € A siten, ettd f(z1) # f(x2).

Jos jokaisella x € E on olemassa jokin funktio g € A siten, ettd g(x) # 0, sano-
taan, ettd A ei ole nolla missidn joukon E pisteessd.

Tutkitaan, pateviatké Maadritelmén 2.8 ominaisuudet Esimerkin 2.6 polynomial-
gebralle P.

ESIMERKKI 2.9. Olkoon x1,2z5 € R erilliset pisteet. Olkoon polynomi f muotoa
f(x) = x — xy. Talloin f(z1) = 0 ja f(z2) = w9 — 21 # 0, joten kaikkien polynomien
algebra P on separoituva.

Lisdksi jokaisella # € R on olemassa polynomi f € P siten, ettd f(z) # 0. Nyt
jos © # x1, niin f(x) # 0 aina. Jos = 1, niin voidaan valita toinen funktio polyno-
mialgebrasta, esimerkiksi g(z) = x — x5, jolle pétee g(x) # 0. T&llin P ei ole nolla
missddn joukon R pisteessa.

Esimerkki algebrasta, joka ei ole separoituva on kaikkien niiden polynomien jouk-
ko, esimerkiksi valilld [—1, 1], jonka funktioille pdtee f(—x) = f(z) kaikille x € R.
Seuraava lause kisittelee téta asiaa.

LAUSE 2.10. Olkoon A funktioiden algebra joukossa E. Lisiksi oletetaan, ettd A
on separoituva ja se ei ole nolla missddn joukon E pisteessi. Olkoon xq,xy erillisid
joukon E pisteitd ja ci,cy vakioita. Tdlloin algebra A sisdltid funktion f, jolle

f(x1) = ¢, f(x2) = co

TobisTus. Oletuksen nojalla algebrassa A on funktiot g, h ja k siten, ettd

g(@1) # g(xz2),  Ma) #0  ja  k(az) #0.

Olkoon liséiksi funktiot u ja v muotoa

u = gk — g(x1)k, v = gh — g(x2)h.
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Talloin u,v € A, u(xy) = v(xe) = 0, u(x2) # 0 ja v(xy) # 0. Siispa funktiolle f, joka
on muotoa

f . c1v Cou
v(z1)  u(r2)’
patee
_av(r) | cu(ry)
T R R
ja
_av(zy)  cou(x)
f(f]:Q) - 'U(SU1> ’U,(,’L‘2> = Ca.
Talloin funktio f tdyttdd halutut ehdot ja vaite on todistettu. U

HuomauTus 2.11. Edellinen Lause 2.10 pétee myos kompleksiarvoisten funktioi-
den algebralle A. Talloin erilliset pisteet z1,2o € C ja vakiot ¢; ja ¢ ovat muotoa
c1 = a1 +1by ja co = as + ibs. Nyt kompleksialgebralle pétee vastaavat oletukset kuin
edelléd reaalisessa tapauksessa ja todistus etenee samalla tavalla.

Lopulta on saatu koottua kaikki tarvittava materiaali, jotta voidaan muotoilla
Stonen yleistys Weierstrassin lauseesta. Tamaé yleistys sanoo, ettd algebran A tasainen
sulkeuma B koostuu kaikista jatkuvista funktioista kompaktissa joukossa K.

LAUSE 2.12. (Stonen yleistys Weierstrassin lauseesta). Olkoon A reaalisten jatku-
vien funktioiden algebra kompaktissa joukossa K. Jos algebra A on separoituva jou-
kossa K ja jos se ei ole nolla missddn joukon K pisteessd, niin tdalloin algebran A
tasainen sulkeuma B koostuu kaikista reaalisista jatkuvista funktioista joukossa K.

TobisTus. Jaetaan todistus neljdén pienempéédn ja helpommin hahmotettavaan
osaan. Ensimmaéisessd vaiheessa todistetaan seuraava viite: Jos funktio f € B, niin
myos | f| € B.

Olkoon

a=sup|f(x)]=[f] wekK

ja olkoon € > 0. Seurauksen 2.3 nojalla on olemassa reaaliluvut ¢y, cs, ... siten, ettd

| > e —wll| <.
i=1

kun —a < y < a. Koska B on algebra, niin Mééritelmén 2.4 nojalla funktio

g = Zcz- f* kuuluu myos joukkoon B. Tilléin sijoittamalla muuttujan y paikalle

i=1
funktio f(z), saadaan epéyhtilo
lg(x) = [f(2)]]| <e,

kaikilla x € K. Lisdksi, koska B on tasaisesti suljettu, voidaan todeta, etti |f| € B.
Toisessa vaiheessa todistetaan véite, jonka mukaan joukkoon B kuuluvien funk-
tioiden f ja g maksimi ja minimi kuuluvat myos joukkoon B. Siis, jos f,g € B, niin
talloin myos max(f, g) € B jamin(f, g) € B. Téssd maksimilla tarkoitetaan funktiota
h siten, ettd
o= { 1) o 2 o
g(z)  jos f(z) < g(x)
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ja minimi min(f, g) € B voidaan méiritella vastaavasti.
Toisen vaiheen todistus seuraa suoraan ensimméisen vaiheen tuloksesta, kun ha-
vaitaan, etta

+ I
max(f,g) = 19 ¢ 1f — 9
2 2
ja
: f+g 1f—y
Koska joukko B on algebra, péitee f — g € B ja ensimmaéisen vaiheen nojalla myos
|f—gl€B.
Tulos voidaan laajentaa my6s mihin tahansa &aérelliseen funktiojoukkoon. Esi-
merkiksi, jos fi,...,f, € B, niin talloin myos max(fi,..., f,) € B ja vastaavasti

min(fi,..., fn) € B.

Muotoillaan seuraavaksi todistuksen kolmas vaite: Olkoon x € K. Olkoon f reaa-
linen funktio, joka on jatkuva joukossa K ja olkoon € > 0. Tall6in on olemassa funktio
gz € B siten, ettd g,(z) = f(z) ja

g:(t) > f(t) — € kaikilla t € K.
Koska joukko B on joukon A tasainen sulkeuma, niin patee A C B. Liséksi al-

gebralle A pétee Lauseen 2.10 viite. Talloin siis kaikille y € K voidaan 16ytaé funktio
h, € B siten, ettd

(2.5) hy(z) = f(z),  hy(y) = fly)-

Funktion h, jatkuvuuden nojalla on olemassa avoin joukko J,, joka siséltéé pisteen
y siten, ettd

hy(t) > f(t) — e,
kaikilla ¢ € J,,.

Koska joukko K on kompakti, on olemassa &érellinen méara pisteitd yi,...,yn
siten, etta
(2.6) KcJ,U---Ud,.

Liséksi olkoon
Gy = max(hy,, ..., hy,).

Toisen vaiheen, tiedon g, € B ja yhteyksien (2.5) ja (2.6) nojalla huomataan, ettéa
funktiolle g, pétee tarvittavat ominaisuudet.

Todistuksen neljannessé ja viimeisesséd vaiheessa késitelldan viitetta, jonka avul-
la lopulta myo6s alkuperédinen véite saadaan todistettua. Olkoon reaalinen funktio f
jatkuva joukossa K ja olkoon ¢ > 0. T&lloin on olemassa funktio h € B siten, etté

h(z) = f(z)] <e,
kaikilla x € K. Koska joukko B on tasaisesti suljettu, niin tamé véite on yhtapitava
alkuperéisen vaitteen kanssa.
Tarkastellaan aluksi funktiota g,, kaikilla x € K, joka on muotoiltu samoin kuin
tdmén todistuksen kolmannessa vaiheessa. Jatkuvalle funktiolle g, on olemassa avoin
joukko V., joka sisdltda pisteen x siten, etté

(2.7) g:(t) < f(t)+€  kaikilla t € V.
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Koska joukko K on kompakti, on olemassa &arellinen méara pisteitd zq,...,x,
siten, etta
(2.8) KcV,u---uV, .

Olkoon nyt A = min(gy,, - - - , gz, )- Talloin todistuksen toisen vaiheen nojalla pétee

h € B ja lisdksi pétee, kuten aikaisemmin, ettéd
h(t) > f(t) — ¢ kaikilla t € K.
Télloin aikaisempien yhtéloiden (2.7) ja (2.8) nojalla pétee liséksi, etta
h(t) < f(t)+€e  kaikillat € K.
Nyt siis f(t) —e < h(t) < f(t) + €, eli viite on todistettu. O

Mietitédan seuraavaksi, mitéd yhteistd Weierstrassin lauseella ja Stonen yleistykselld
todella on.

ESIMERKKI 2.13. Olkoon P = {p : [a,b] — R : p on polynomi} kaikkien polyno-
mien joukko. Esimerkkien 2.6 ja 2.9 nojalla Lauseen 2.12 oletukset péatevit joukolle
P. Télloin Lause 2.12 sanoo, ettd joukon P tasainen sulkeuma B koostuu kaikista
reaalisista jatkuvista funktioista vélilld [a, b]. Siis

B={f:a,b — R: f on jatkuva vililla [a,b]}.

Monet tdmén luvun lauseista voidaan yleistdd suoraan kompleksiarvoisille funk-
tioille. Néin ei kuitenkaan péde Lauseen 2.12 tapauksessa. Jotta lause saataisiin toi-
mimaan my6s kompleksiarvoisilla funktioilla, jopa kompleksialgebralle, taytyy maé-
ritelld uusi ominaisuus algebralle A.

MAARITELMA 2.14. Sanotaan, ettd A on itse-adjungoitu, jos kaikille funktioille
f € A my6s sen kompleksikonjugaatti f € A. Funktion f kompleksikonjugaatti méa-

ritellddn seuraavasti: f(x) = f(x).

Nyt Lause 2.12 voidaan laajentaa myos kompleksiarvoisille funktioille, kuten seu-
raavasta todistuksesta ndhdéan.

LAUSE 2.15. (Kompleksinen versio Stone-Weierstrassin lauseesta). Olkoon K kom-
pakti joukko ja A kompleksiarvoisten jatkuvien funktioiden algebra joukossa K. Ol-
koon A itse-adjungoitu, separoituva, eikd se ole nolla missddn joukon K pisteessd.
Tdllgin algebran A tasainen sulkeuma B muodostuu kaikista kompleksiarvoisista jat-
kuvista funktioista joukossa K. Toisin sanoen A on tihed joukossa YT (K).

TobisTus. Todistetaan ensin, ettd kaikkien algebraan A kuuluvien reaaliarvois-
ten funktioiden joukko on algebra ja etta sille patee edellé olevat oletukset. Merkitaan
Ar ={f € A: f on reaaliarvoinen}. Nyt Ag on algebra.

Jos x1,x9 € K siten, ettd x; # w9, niin téalloin Huomautuksen 2.11 nojalla on
olemassa funktio f € A siten, ettd f(x1) = 0 ja f(z2) = 1. Olkoon nyt g = f+ f € A,
jolloin funktio g on reaaliarvoinen. Funktion g méaritelmén nojalla

g(z1) = fla1) + f@)) =0+0=0  seki  g(z2) = f(x2) + f(22) = 2.

Nyt siis Ag on separoituva.
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Liséiksi halutaan 16ytdd g € Ag, jolle g(x) ei ole nolla, kun z € K. Oletuksen
nojalla on olemassa f € A, jolle f(z) ei ole nolla. Valitaan g = f - f, joka algebran
madritelmén mukaan kuuluu algebraan A. Koska nyt g on reaaliarvoinen, niin se
kuuluu myos algebraan Apg ja lisiksi g(z) ei ole nolla, kun = € K.

Olkoon nyt ¢ € K kompleksiarvoinen jatkuva funktio siten, ettd ¢ = u + iv,
missd u ja v ovat reaaliarvoisia ja jatkuvia. Talloin funktioita u ja v voidaan arvioida
tasaisesti algebran Apg jisenilld siten, ettd olkoon h,j € Ag joille

|lu—nh|| <e  sekid lv—Jll <e.
T&lloin huomataan, ettéa
lu+iv = (h+ )| < llu—hll +[leflllv =5l <2,

silld ||i]| = 1. Siis kompleksiarvoista funktiota u+iv voidaan arvioida tasaisesti, jolloin
viite pétee.
O

Luvun loppuun todistetaan hieman muokattu versio Lauseesta 2.1. Maéritellaan
ensiksi trigonometriset polynomit sarjakehitelmén avulla. Tatd méadritelméa hyodyn-
netddn myos seuraavassa luvussa, kun johdetaan funktion Fourier-sarjakehitelmaé.

MAARITELMA 2.16. Trigonometriset polynomit voidaan kirjoittaa dérellisend sum-
mana seuraavasti:

N
(2.9) flz) =ao+ Z(an cosnx + by, sinnx),

n=1
missd muuttuja x on reaalinen ja luvut ag,...,ay ja by, ..., by ovat kompleksisia.

Muokattu versio Weierstrassin lauseesta sanoo, etté jos f on jatkuva, 2m-periodinen
funktio, niin sitd voidaan arvioida tasaisesti trigonometriselld polynomilla.

LAuse 2.17. (Erés Stone-Weierstrassin yleistys). Jos funktio f on jatkuva, 27-
periodinen ja olkoon € > 0, niin tdlléin on olemassa trigonometrinen polynomi t
siten, ettd

t(z) — f(@)] <,
katkilla pisteilld x.
TobisTus. Jos samastetaan luvut = ja x + 27, voidaan tarkastella 2m-periodisia

funktioita joukossa R, kuten funktioita yksikkoympyréassa 1. Todistetaan lause hyo-
dyntéden Lausetta 2.12. Téytyy siis osoittaa, ettd trigonometristen polynomien joukko

T ={t:T — R :t on trigonometrinen polynomi}

on algebra ja ettd se on separoituva, eikéd saa arvoa nolla missédéan joukon 7T pisteessé.
Talloin Stonen yleistyksen nojalla viite pétee.
Olkoon trigonometriset polynomit ¢,p € T siten, etti
N
t(x) = ap + Z(an cosnx + by, sinnx)

n=1
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ja
N
p(x) =co+ Z(Cn cosnz + d, sinnx).
n=1
Naille patee:
(1)
N N
t(x) +p(z) =ay + Z(an cosnx + b, sinnzx) + ¢y + Z(Cn cosnz + d, sinnx)
n=1 n=1
N
= (ap + co) + Z((an + ¢,) cosnx + (b, +dy,)sinnx) € T.
n=1

(2) Vastaavasti t(z)p(x) € T, kun hyddynnetdén trigonometristen funktioiden
ominaisuuksia sin x cos y 4 cos z sin y = sin(z +1y) ja cosx cosy+sinxsiny =

cos(r — y).

(3) Luonnollisesti myos d - t(x) € T, missé d € C.
Siis 7 on algebra. Todistetaan liséiksi, ettéd algebra 7 on separoituva, eiké se saa arvoa
nolla missdan joukon 7' pisteessa.

Olkoon T = [—7, 7] ja x,y € T siten, ettd x < y. Tutkitaan trigonometristen
polynomien separoituvuutta kolmessa eri tilanteessa.

(1) Jos z < 0 < y ja valitaan ¢(z) = sin z, niin télloin ¢(z) < 0 < t(y) ja funktio
t separoi pisteet x ja y.

(2) Jos 0 < & < y, niin t(x) = t(y) vain silloin, kun y = 7 — z. Talloin, jos
valitaan p(z) = cosz, niin p(y) = p(m — ) = —p(x) kosinin ominaisuuksien
nojalla. Siis on loydetty funktio, joka separoi pisteet z ja y.

(3) Jos z < y < 0, niin vastaavasti, kuin kohdassa (2) t(z) = t(y) vain silloin, kun
y = —m — z. Jos nyt valitaan p(x) = cosz, niin p(y) = p(—7 — z) = —p(z).
Taas ollaan 16ydetty funktio, joka separoi pisteet x ja y.

Liséksi jokaisella « € T on olemassa trigonometrinen polynomi ¢t € 7T siten, etti
t(z) # 0. Jos & # mn, niin t(z) = sinx # 0 aina, kun n € Z. Jos = 7n, niin valitaan
esimerkiksi trigonometrinen polynomi p(z) = cosz, jolle p(mn) # 0 aina. T&lléin T
ei ole nolla missédén joukon 7' pisteessa.

Nyt on néytetty, ettd Lauseen 2.12 oletukset patevit. Talloin saman lauseen no-
jalla trigonometristen polynomien algebran tasainen sulkeuma koostuu kaikista reaa-
lisista jatkuvista funktioista joukossa 7', joten viite on todistettu. O

Seuraava mielenkiintoinen jatkotutkimuksen aihe olisi todistaa Lauseet 2.1 ja 2.17
yhtéapitaviksi. Todistus on pitké ja veisi tutkielmaa eri suuntaan kuin on tarkoitus.
Siksi sitéd ei késitella tassd tutkielmassa. Todistus ja mielenkiintoisia kommentteja
16ytyy muun muassa ldhteistéd [7, Theorem 2.1 ja 2.2] ja [8, luku 4].

Seuraavassa luvussa tutustutaan lisdd 2m-periodisten funktioiden arviointiin ja
merkittava kysymys on, suppenevatko tietyt funktiosarjat tasaisesti tai pisteittdin tai
voidaanko niiden suppenemisesta sanoa mitdan.



LUKU 3

2m-periodisten funktioiden approksimointi

Kuten johdannossa todettiin, approksimointiteoria on saanut alkunsa Fourier-
sarjojen teorian myo6ta. Tamén vuoksi on mielekéastéd tutustua Fourier-sarjojen avulla
jaksollisten funktioiden arviointiin. Kolmannessa luvussa tutkitaan, kuinka jaksolli-
sia funktioita voidaan arvioida yksinkertaisemmilla funktioilla, erityisesti, kuinka 27-
periodisia funktioita arvioidaan. 2m-periodisia funktioita ovat esimerkiksi sini-, kosini-
ja tangenttifunktiot. Luvun paétuloksina esitellddn Fourier-sarjojen pisteittdinen sup-
peneminen tietyin rajoituksin ja Fourier-sarjoista johdetun Cesaron summan tasainen
ja pisteittdinen suppeneminen. Kaikki téssd luvussa késiteltdavat funktiot ovat 27-
periodisia ja Riemann-integroituvia valilli [—m, 7|, joten téta tietoa ei mainita endéd
jatkossa erikseen.

Fourier-sarjat ovat paljon tutkittu aihe ja n&iden sarjojen ominaisuuksista voi-
si kirjoittaa helposti oman tutkielmansa. Tédhén tutkielmaan on valikoitu tiettyjé,
kokonaisuuden kannalta hyodyllisid ja mielenkiintoisia tuloksia. Luvun ldhteind on
kiytetty teoksia [1], [2, luku 8], [6, luku 10], [9, s. 185-199] ja [10, luku 10 |.

3.1. Fourier-sarjoista ja niiden suppenemisesta

Fourier-sarjat on nimetty ranskalaisen matemaatikon ja fyysikon Jean-Baptiste
Joseph Fourierin mukaan (1768-1830). Sarjojen tarkoituksena on esittdé jaksollinen
funktio trigonometristen funktioiden avulla &arettéména summana. Tarve Fourier-
sarjoille sai alkunsa fysikaalisten ongelmien yhteydessé, erityisesti varahtelyn ja lam-
mon johtumisen tutkimisessa.

Léhdetddn muokkaamaan Méaaritelméé 2.16 tavoitteena saada muodostettua komplek-
sinen versio téstd madritelmasta. Muistetaan kompleksilukujen ominaisuuksista, etté
e = cosx + isinx ja lisiksi sinifunktion parittomuuden ja kosinifunktion parillisuu-
den nojalla ™™ = cos x — i sin . T#lloin huomataan, etti

eiw + e—iw ) ) eia: _ e—m
COSX = ————— seké, smyr = ———
2 21

Muokataan yhtaloa (2.9) sijoittamalla edelliset lausekkeet kosinin ja sinin paikalle
ja huomioimalla, etti i> = —1. Tilloin saadaan

32
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N

6zn:p + 67’”’7,1 el’l’LI‘ _ 67l7l$

a, — byt gina an, + b,

2

finz)

Og
M2:+ 3
iM=1

[\

(3.1) =co+ Y (c,e™ 4 cre ).

Tutkitaan seuraavaksi eksponenttifunktion integraalia:

1 s
— ldx =1 kunn =0
1 T 2m -
— e dr =
2 ). 1 = .
, et =0 kun n = +1,£2,...
2min |l —x

N
Hajotetaan summa (3.1) osiin ja tutkitaan erikseen funktioita g(z) = cheim
n=1

N
ja h(x) = qu—mm' Kerrotaan ensin funktio g funktiolla e="™* missi m on koko-

n=1
naisluku ja saadaan

N N
e—zmxg(l,) — Z Cneznx —imx Z c e(n—m)zx
n=1 n=1
s s N
- —imT (1) do = / Z cne(n—m)m dx
- T on=1
™ N s
PN e~ g (2) dz = ch/ e(n—m)iz 1.
- n=1 -
& / e M g(z) dx = ¢ - 2T,
jos m on jokin luvuista 1,2..., N. Kun edellinen yhtilo jaetaan puolittain luvulla 27,

saadaan luvuille ¢,, yhtalo
1 /7
Cm = 5 B
Tehdaan vastaava operaatio myds funktiolle h, ainoana erona edelliseen kerrotaan
tata funktiolla ™. Télloin saadaan
1 [m

:% »

g(x)e™ ™ dz.

Cm

h(z)e™ dz,
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jos m on jokin luvuista 1,2, ..., N. Nyt seké c¢,, ettd ¢,, on méadritelty kaikille 1 < m <
N. Jos |m| > N, molemmat intergaalit ovat nolla eksponenttifunktion integraalin
nojalla.

Nyt jos merkitddn, ettd c¢_,, = ¢,,, niin funktio f saadaan muotoon

N N N
B2 f@) =+ o@) +h@) =+ 3 e + 3 e e = 3 e
n=1 n=1 n=—N

Lisdksi huomataan, etté edellinen yhtdlo (3.2) on dédrettémén summan

(3.3) i €™

kertalukua N oleva osasumma.
Nyt lukua

(3.4) Cm = % /: f(z)e ™ du,

missd m € Z, kutsutaan funktion f Fourier-kertoimeksi. Lisdksi sarjaa (3.3), joka on
médritelty ndiden kertoimien avulla kutsutaan funktion f Fourier-sarjaksi.

Usein kéytetddn merkintdd ” ~ 7 kuvaamaan sitd, ettd jokin sarja on funktion
f Fourier-sarja. Tamé merkintd ei ota lainkaan kantaa siihen, suppeneeko sarja tai
méaarittaako kyseinen sarja tédsméllisesti funktion f. Lasketaan seuraavassa esimer-
kissé Fourier-sarjaesitys konkreettiselle funktiolle ja tutkitaan saadun Fourier-sarjan
suppenemista.

ESIMERKKI 3.1. Olkoon f : [—m,m] — R siten, ettd f(x) = 1 kun = > 0 ja
f(z) =0, kun = < 0. Lasketaan ensin Fourier-kerroin c¢,,:

Cp = % /_: f(z)e ™ dx = %(/_i f(x)e ™ dx + /07r f(z)e ™ dx)
1 [7 1

e—mm dr = — (e—i'mr _ e—in-O)

T o 0 2min
7 )
- (1= —inm
27TTL ( € )7
kun n = +1,+£2,.... Kun n = 0, kerroin ¢, on muotoa
1 [7 i) [ 1
= — —wr d = — d = —.
Co 27T/ﬁf(x)e z= o i z=g
Talloin funktion f Fourier-sarjaksi saadaan
s . s i ‘ .
~ . mT __ . 1 — e~ pine
@)~ Y e = 3 e

Tutkitaan Fourier-sarjan suppenemista pisteessd x = 0. T&ll6in huomataan, etté

k . k .
. 1 —inmT\ __ 71: 1 ? —inm _1
fim 3 g o=l (G4 3 —gn-e) =5 £ 10
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Siis pisteessd x = 0 Fourier-sarja suppenee kohti lukua %, joten ei voida sanoa, etta
Fourier-sarja suppenisi kohti alkuperiista funktiota kaikkialla.

Huomataan, ettd Fourier-sarjat eivét suppene tasaisesti. Jotta lopulta voidaan to-
distaa jonkinlainen tulos Fourier-sarjojen suppenemiselle, tdytyy ensin esitella tiettyja
hyodyllisid mééritelmié ja aputuloksia.

Merkitddn seuraavaksi yhtdlossd (3.2) méaéritelty funktion f Fourier-sarjan kerta-
lukua N oleva osasumma siten, etté

(3.5) sw(@) = sn(fio) =D cpe™.

Myohemmin huomataan, ettd tdmén osasumman avulla voidaan tietyin tédsmaéllisin
ehdoin todistaa Fourier-sarjojen pisteittdinen suppeneminen. Liséksi méaaritelladn Pe-
ter Gustav Lejeune-Dirichlet’'n (1805-1859) mukaan nimetty Dirichlet’n ydin Dy(z)
siten, etta

N
(3.6) Dy(x) := Z e,
n=—N
Muotoillaan ja todistetaan kaksi suhteellisen laskennallista aputulosta, jotka hel-
pottavat tdméan kappaleen paatuloksen, Lauseen 3.5 todistamisessa.

LEMMA 3.2. Dirichlet’n ytimelle pdtee seuraava hyvin mddritelty yhtdsuuruus:

sin((N + 3)z)
Y TG

Tobpistus. Muokataan Dirichletin ytimen mééritelmaé, jotta padstadn kaytté-
médn geometrisen sarjan ominaisuuksia seké tietoa, ettd e* = cos(nz) + i sin(nz).

Talloin
N 2N
DN(ZE) _ Z einT _ e—zNat Z(ezm)n
n=—N n=0

B _iNx<1 . ei(2N+1)z>
=e _—
1—e”

e~ Nz _ ei(NJrl)z
= . lavennetaan luvulla e
1—¢ew
e—i:c(N-i-l/Q) _ 6i:I:(N-i—l/Q)

—iz/2

o—iz/2 _ pix/2
cos[(N +1/2)z] — isin[(N + 1/2)x] — cos[(N + 1/2)z] — isin[(N + 1/2)z]
cos(z/2) —isin(x/2) — cos(x/2) — isin(x/2)
sin((N +1/2)x)
sin(z/2)
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kun z # 0. Tutkitaan vield tilannetta, kun x = 0. Dirichlet'n ytimen mééritelmén

nojalla
N N

Dy(0)= ) ™= > 1=2N+1
n=—N n=—N
Téalloin saman taytyisi pated myos viitteen yhtasuuruudelle. Tutkitaan raja-arvoa
I’Hospitalin sdénnoén avulla ja saadaan

L sin((N - g)) (N 4 1/2) cos(N +1/2)a)
=0 sin(z/2) 2—0 1/2cos(x/2)

joten huomataan, ettd viite patee myos, kun x = 0. Talléin viite on todistettu. [

= 2N +1,

LEMMA 3.3. Funktion f Fourier-sarjan osasummalle pdtee

BT sw(fin) = o / CF0) Dy 1) dt = o / " fle— O)Dx(t) dt.

Lisdkst on taysin merkityksetontd, minkd vdalin yli integrointi tehdddn, kunhan vdilin
pituus on tdsmdlleen 2.

TODISTUS.
N N 1 -
sw(fiz) =3 o™ =3 g(/ flt)e ™ dt) e
—-N -N -r

1 (7 N
- in(x—t)
o /_ ) )Y e dt
—N
1 s
= o / f(t)Dn(xz —t)dt merkitddn v = x — ¢
™ J_r
1 T+
= o / f(z —u)Dy(u) du merkitdin u = t
™ r—T

- = /_: o — ) Dy (t) dt

Liséksi, koska tarkastellaan ainoastaan 2m-periodisia funktioita, niin ei ole vélié,
minkd 27-mittaisen vilin yli integrointi tehd&an. U

Seuraavaksi pohditaan Fourier-sarjojen suppenemisen mahdollisuuksia. Vuonna
1876 saksalainen matemaatikko Paul du Bois-Reymond esitti vastaesimerkin, josta
ilmeni, ettd jatkuvien funktioiden Fourier-sarjat eivét valttamatta suppene missédén.
Tamén jalkeen matemaatikkojen yhteisdé ymmaérsi, ettd Fourier-sarjojen suppenemi-
sen teoria on hyvin monimutkaista. [4, luku 19,

Téassé tutkielmassa esitelldédn yksi tapa tutkia Fourier-sarjojen pisteittéista sup-
penemista. Jotta todistaminen on mahdollista, tdytyy funktiolle f asettaa voimakas
ehto, jonka huomataan olevan suhteellisen ldhelld derivoituvuutta. Todistetaan tdmé
véite Lauseessa 3.5. Ensin taytyy kuitenkin todistaa Riemann-Lebesguen lemma, jota
hytdynnetain Fourier-sarjojen pisteittdisen suppenemisen todistamisessa.

LEMMA 3.4. Olkoon funktio f rajoitettu ja Riemann integroituva vdililli [a,b].
Talloin
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b
(1) lim [ f(z)sin(nz)dx =0

o
(2) lim f(x) cos(nz) dx = 0.

n—oo a

TobisTus. Aloitetaan todistamalla véitteen kohta (1). Oletetaan ensin, ettd f on
vakio M. Talloin

) /abf(:p) sin ne dm‘ - |M|’ /absin(nx) d;c(

| cos(na) — cos(nb)|

= [M|

2M
< ‘—‘—)O, kun n — oo.
n

Talloin viite pétee, kun funktio f on vakio.
Tutkitaan seuraavaksi tilannetta, kun f ei ole vakiofunktio. Olkoon vélin [a, b]
jako P = {xzg, x1, ...,z }. Madritelldan luvut U(f, P) ja L(f, P) siten, ettéd

k

U(f, P) =Y Mi(w; — ;1)

=1

ja
k
L(f,P) =Y mi(x; — zi1),
=1

missd M; on funktion f arvojen supremum valilli [x;, z;_1] ja vastaavasti m; on arvo-
jen infimum. Olkoon ¢ > 0. Téll6in Riemannin ehdon nojalla jako P voidaan valita

siten, ettd
€

U(f,P) = L(f.P) < 5.

Olkoon m porrasfunktio, joka vastaa lukua m; valilla |x;_;, z;|. Valitaan luku NV siten,
etta

€
m(x)sin(nx) dx = m; sin(nx) dr < —,
[ sintoa)ae =3 [ msinto) o < 5

jos n > N. Tamé on mahdollista, silld m; on vakio ja k£ on kiinnitetty ja d&rellinen.
Télloin kolmioepéayhtalon nojalla kaikille n > N pétee

b b b
’/ f(z)sin(nx) dx‘ < ‘/ m(z) sin(nx) daj‘ +‘/ [f(z) — m(z)]sin(nzx) dzx
b
< §+/ M () — m(z)| dz,
missd M vastaa lukua M; valilla |x;_q, z;]. Koska M(x) — m(x) >0 ja

b
/ M(z) — m(z)de = U(f, P) — L(f, P) < %
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niin t&alléin
b
‘ / f(z) sin(nx) dx‘ <€,
a

kun n > N, ja néin viitteen kohta (1) on todistettu.
b
Vastaavaan tapaan voidaan todistaa, ettd lim [ f(x)cos(nx)dz = 0. O
n—oo
a

Nyt ollaan valmiita todistamaan lause, jonka mukaan Fourier-sarjat suppenevat
pisteittéin tietyin oletuksin.

LAUSE 3.5. Jos jollekin luvulle x on olemassa luvut 6 > 0 ja M < oo siten, ettd
(3.8) o +t) — F@)] < Ml
kaikille luvuille t € (—6,0), niin tdlldin
lim sy(f;z) = f(x).

N—oo

TobisTus. Maéritellddn aluksi funktio g seuraavasti,

% kun 0 < [t| <7

g(t) =
0 kun t = 0.

Aikaisemman maéritelmén nojalla

1 [ 1

1 — /”

= — Z e dz
2 iy v

= 1.

Télloin edellisen integraalin, funktion g mééritelmén, kaavan (3.7) ja sinifunktion
ominaisuuksien nojalla saadaan, etté

sw(fia) = f@) = 5 [ #e = 0Dx(0)de - (2
1o sin(N + 1/2)¢

=57 | le®sin@/2) + () —p i) Mt ()
o= _:: olt)sin(N + S)rdi + 5 _: sin((f/)Q) (N + )t — 1)
L _’; gft)sin (N + 2t + (o) (= _: D(t)dt) - f(z)
- % _:: g(t)sin (N + %)tdt
ks .

g(t)cosE sin]\ftdt—i-i g(t)sinE cos Ntdt.
2 2

T or o 2 J_,
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Nyt oletuksen (3.8) ja funktion g mééritelmén nojalla voidaan kirjoittaa seuraa-

C fe-D—fl@) 2 i
g(t) cos ot 2. ; St cos 5.

Témé funktio on rajoitettu, silld g(t) on oletuksen nojalla rajoitettu ja lisdksi tie-

sinz
detédén, ettd lin% —— =1 ja ettéd kosinifunktio on aina rajoitettu. Sama pédttely
T—r T

voidaan tehdd myos funktiolle g(t) sin%. Téalloin Riemann-Lebesguen Lemman 3.4
nojalla yhtdlon (3.9) integraalit ldhestyvét nollaa, kun N ldhestyy ddretonta. Nyt
alkuperdinen véite on todistettu. (l

SEURAUS 3.6. Jos funktiolle f pdtee f(x) = 0 kaikille luvuille x jossakin avoimessa
osassa J, niin tdlldin A}im sn(f;z) =0 kaikilla x € J.
— 00

Luvussa 1 todistettiin, ettd on olemassa jatkuvia, ei-missédéin derivoituvia funk-
tioita, Lause 1.25. Ndmaé funktiot ovat itseasiassa paljon "yleisempid” kuin jatkuvat,
derivoituvat funktiot. Siksi voidaan todeta, ettd Fourier-sarjojen suppenemisen to-
distaminen kaikille funktioille ei ole kovin yksinkertaista. Monista teoksista 16ytyy
paljon eri ldhestymistapoja Fourier-sarjojen suppenemisen tutkimiseen. Todistukset
ovat pitkid ja niistd voisi kirjoittaa oman tutkielmansa, joten aiheeseen ei ole mie-
lekésta tassd tutkielmassa perehtya enempééd. Lisdtietoa 10ytyy esimerkiksi ldhteesta
[6, luku 10].

Kuitenkin ldhelle Fourier-sarjoja paédstaan ottamalla seuraavassa kappaleessa kayt-
toon Fourier-sarjoista johdettu Cesaron summa, jolle pisteittdisen ja tasaisen suppene-
misen todistaminen on yksinkertaisempaa. Taytyy kuitenkin painottaa, ettd Cesaron
summalle todistettuja tuloksia ei voida laajentaa koskemaan Fourier-sarjoja.

3.2. Fejerin lause

Mééritelladn funktion f kertalukua N olevan Fourier-sarjan osasumman sy (f;x)
avulla Fourier-sarjojen Cesaron summa on(f;x) seuraavasti

so(f;2) +s1(f;0) + -+ sn(f;7)

3.10 [T) = .

(3.10) ol f5) L

Liséksi méaaritelladn Dirichlet’n ytimen avulla Fejerin ydin Ky siten, etta
;N

3.11 K = — D, (x).

(3.11) (o) = 5 2 Dalo

Fejerin ytimen avulla voidaan tdméan kappaleen lopussa muotoilla Fejerin lause,
jonka mukaan Fourier-sarjojen Cesaron summa oy(f;x) suppenee tasaisesti kohti
funktiota f(z) suljetulla valilla [—m, 7], kunhan funktio f on jatkuva ja 27-periodinen.
Tamén lauseen muotoili unkarilainen matemaatikko Leopold Fejer. Ennen Fejerin
lauseen todistamista huomataan, ettd Fejerin ytimet ovat ei-negatiivisia ja liséksi
Ky — 0, kun N — oo, Lemma 3.7. Edellisessi kappaleessa mééaritetylla Dirichlet’'n
ytimell& ei ole néitd ominaisuuksia, jonka vuoksi tdmén kappaleen tulokset eivét ole
yleistettédvissd Fourier-sarjoille. Tamé seikka korostaa edelleen sitd, miksi Fourier-
sarjojen suppenemisen teoria on haasteellista.

Todistetaan seuraavaksi Fejerin lauseen todistukseen tarvittavat aputulokset.
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LEMMA 3.7. Olkoon Dirichlet’n ydin Dy mddritelty kuten yhtdlossd (3.6) ja Fe-
jerin ydin Ky kaavan (3.11) mukainen. Tdlloin Fejerin ydin voi saada muodon

1 1—cos((N+1)z)

K =
n(z) N+1 1 —rcosz
ja lisdkst
1 ™
(2) %/ﬂKN(I)dx:l
1 2
K < ] < <
(3) N(x)_N—i—ll—cosé jos0<d<|z|<m

Tobistus. Kayttamalla yhtaloa

1

(3.12) 1= cos§ = 2sin’ (50)

ja Dirichlet'n ytimen mééaritelméd Dy (z) = W, huomataan, ettid Ky(z) ker-
2

rottuna puolittain yhtalolla (3.12) saadaan seuraavaa:

N
1 1 1
(]. — COS .T)KN(LU) = N——H_ nEZO 2sin §$ Sin(n + 5).1'

Liséksi tiedetdéan trigonometristen funktioiden ominaisuuksista, etté

sinasin f = %(cos(a — B) — cos(a + ),

jolloin #skeistéd yhtédlod voidaan muokata sopivasti ja saadaan

(1 —cosz)Kn(x) = N;%—l Z 2%(005 ((n+ %)x - %x) — cos ((n + %)x + %x))

N
1
=— Z cos(nz) — cos(n + 1)z
N+1 —~
1
=Nl (COSO —cosx + cosx — cos(2x) + . ..
+ cos(Nz) — cos(N + 1)z)
1
- N—+1(1 — cos(N + 1)z).

Tutkitaan vield, ettd Ky(x) on hyvin mééritelty myos pisteessi © = 0. Fejerin
ytimen mééritelmén (3.11) ja Lemman 3.2 nojalla saadaan

1 N

=511
n=0

N
1 1
n=0

silld induktiolla voidaan todistaa, ettd (1 4+ 3+ -+ 4+ (2N + 1)) = (N + 1)% Télléin
vastaavasti kuin Lemman 3.2 todistuksessa, taytyy tutkia raja-arvon kdyttaytymisté
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nollassa. Kaytetadn 'Hospitalin sdéantoa kahdesti ja huomataan, ettéa

1 1 —cos((N +1)x)

mlg(lJN—Fl 1 —cosx +h

joten viite on hyvin maéritelty.

Todistetaan seuraavaksi kohdat (1), (2) ja (3).

(1) Funktion K positiivisuus seuraa suoraan edelld todistetusta kaavasta, kun
liséiksi muistetaan, ettd cosz € [—1, 1].

1 T
(2) Lauseen 3.5 todistuksessa nédytetaan, etté 2—/ Dy (z)dx = 1. Talloin
™ —Tr

1 (7 1 1 &
— K - [ — E D
2m /_7r n(z) du 2m /_7r N+1 o n(w) dv

1 il/wp()d
TNv1&om ) N

eli viite on todistettu.
(3) Koska edelleen tiedetddn, ettd kosinifunktion arvojoukko on valilla [—1, 1] ja
ettd se on vihenevé vililld « € [0, 7], niin tdlloin

1 1 —cos(N + 1)z < 1 2

Ky(x) = :
~ (@) N+1 1 —cosx “ N+11—cosd’

kunhan 0 < § < |z| < 7. O

HuomauTus 3.8. Yhtélon (3.12) nojalla huomataan, ettd edellisessé todistuksessa
saatu lauseke funktiolle Ky voidaan kirjoittaa myds muotoon

Kl )_ 1 (Siﬂ(%@)2
NAT N +1 sin%x )

LEMMA 3.9. Fourier-sarjojen Cesaron summalle, yhtild (3.10), on voimassa

ox(fin) = 5= [ 1o - Kx( e

TobDISTUS. Muistetaan aikaisemmista tiedoista, etté

w@@z%[ﬂwﬂ%@ﬁ
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Hyoddyntamaélla téata tietoa sekd Lemman 3.7 ensimmaéisté tulosta, saadaan

so(f;2) +s1(f;0) 4+ -+ sn(f;2)

on(f;x) = o
N+1 / f@=1)Do(t) dt+—/ flx =)Dy (t) dt + ..
+ o /_ f(z — t)Dx(t)dt)
o / fla Ni1ni:0D"(t)dt}
= % _Wf(x — ) Ky(t) dt,
jolloin viiite on todistettu. -

Nyt voidaan muotoilla ja todistaa Fejerin lause.

LAUSE 3.10. (Fejerin lause). Jos funktio f on jatkuva ja 27-periodinen, niin tdlloin
on(f;x) — f(z) tasaisesti vililla [—m, 7.

TobisTus. Téytyy siis todistaa, ettd |on(f;2) — f(z)| < e. Kéytetddn todistuk-
sessa apuna Lemmasta 3.7 saatuja tuloksia.

Olkoon € > 0. Koska funktio f on tasaisesti jatkuva, niin on olemassa ¢ > 0 siten,

etta
€

[f(z—1) = fz)] <5

2
kaikilla [t| < § ja x € [—7, 7]
Nyt erotus voidaan kirjoittaa muotoon

owfio) = @) =[5 [ fla = ORx(t)de - f(x)\

_ /fx—tKN( £ dt — f /KN )d
27T

- % NICEURNOING dt(
<o [ 1f@=0) - f@lrx
0
= o [0 - @0 as o [ 15 -0 - @0

ro / (1)~ S K

Kayttamaélla vastaavaa padttelyketjua kuin Lauseen 2.1 todistuksen loppuosas-
sa, saadaan naytettya, ettd erotus on hyvin pientd. Funktion f jatkuvuuden nojalla

huomataan, etti
/ K N dt < -

=5 [ e =0 f@lKn0d

l\')lm
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Lisdksi merkitdin M = sup|f(z)| kaikilla luvuilla z € [—m, 7]. Nyt Lemman 3.7
kohdan (3) nojalla huomataan, etta

b= ([ V-0~ rwimswas [ -0 - i)

1 2
<2M . dt dt
- N+1 1—cosd 2r / +/

1 2
=2M —
N+1 "1 —cosé 7T(7T

Tilloin jokaisella € [—7, 7] on voimassa
lon(fi2) = f(@)| S i+ 1> <,

kunhan N on tarpeeksi suuri. Néin viite on todistettu. O

Todistetaan liséksi pisteittdinen versio edellisestéd Fejerin lauseesta. Tamén lauseen

mukaan Cesaron summa oy/(f; ) suppenee pisteittdin, vaikka funktiolla f olisi epa-
jatkuvuuskohta.

LAUSE 3.11. Jos funktio f on 2m-periodinen ja f : R — R sekd lim f(t) = f(x+)

t—azt
etti lim f(t) = f(z—) ovat olemassa jollakin luvulla x, niin tdlloin
t—x—

Jim on(f;2) = S[F() + fa-)]

Tobistus. Tutkitaan erotuksen itseisarvoa hieman vastaavaan tapaan kuin Lauseen
1 ™
3.10 todistuksessa. Koska Ky () on parillinen ja o Ky(t)dt = 1, niin t&lloin
™ —Tr
I I

— Ky(t)dt = —
. n(t)

1
) N(t)dt = 5 T#lloin erotus saadaan muotoon
m

o ) = 5L (e4) + Fa-)]

:‘ﬁ f(x—t)KN()dt—fx+ / Ky(t)dt — f(z— / Kn(t dt‘
= \% / (= 1) = FE) Ky () di + 5 / (f(e =) = flz=)Kn(t) dt
<o [ W=t = sanRsdes o [0 - ekl

Olkoon € > 0. Nyt, koska funktiolla f on olemassa toispuoleiset raja-arvot, on
olemassa ¢ > 0 siten, etté

€
|f(x —1t) — flz+)] < 27
kun -0 <t <0 ja

€

fe =t = fe-)l < 5,
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kun 0 < ¢t < 0 ja x € [—m,7]. Olkoon lisdksi M = sup |f(z)|. Hajotetaan edelld
muodostetut integraalit ja arvioidaan niitd Lemman 3.7 kohdan (3) nojalla ja saadaan

1 [0 1 [
L =) = flen) En(r) dt + = / @ —t) — fle—)Kn(t) dt
27T - 27T 0
1 [ 1 [T 1 [0 1 /°
= e — S R —
2 J_. 2 Js 2 J_s 2m J,
1 2 1 =0 4 € €
< oM - -—( dt dt) I
- N+1 1—cosd 27 /_,r +/5 +2+2
< €,

kunhan N on tarpeeksi suuri. Télloin pisteittdinen versio Fejerin lauseesta on todis-
tettu. O

Verrataan &skeistd Lausetta 3.11 luvun alkupuoliskolla esiteltyyn Esimerkkiin 3.1.
Esimerkissa nayttaisi kdyvén juuri edelld todistetun lauseen mukaisesti, eli epédjatku-
vuuskohdassa sarja suppenee kohti toispuoleisten raja-arvojen keskiarvoa.

Huomataan, ettd tasainen ja pisteittdinen suppeneminen Fourier-sarjoista johde-
tulle Cesaron summalle toimivat hyvin. Koska Fejerin ytimelld on sellaisia ominai-
suuksia, kuten Ky (z) > 0, joita Dirichlet’'n ytimella ei ole, ei niitd suppenemistulok-
sia voida yleistdd suoraan Fourier-sarjoille. Halutessaan lukija voi jatkaa aiheen ké-
sittelyd pohtimalla liséé Fourier-sarjojen suppenemisen mahdollisuuksia hyodyntéaen
esimerkiksi ldhdeteoksia [6, luku 10] tai [7].
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