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Tamén tutkielman tarkoituksena on tutustua erilaisiin Poisson-prosesseihin, joi-
ta kidytetddn muun muassa vakuutusmatematiikassa, jonotusteoriassa, rahoitukses-
sa sekd kun mallinnetaan aikaa, kunnes jotakin tapahtuu. Tutkielmassa tutustutaan
Poisson-prosessien téarkeimpiin jakauman tunnuslukuihin ja ominaisuuksiin todistuk-
sineen sekd esimerkkien muodossa ndhdédéan mita hyotyd ominaisuuksista kaytannosséa
on.

Ensimmaisené tutustutaan homogeeniseen ja epdhomogeeniseen Poisson-prosessiin
seké niiden ominaisuuksiin. Esimerkeissé lasketaan eri kdytdnnon ongelmia ja lisak-
si lasketaan tunnettu odottamiseen liittyva paradoksi, joka tunnetaan muun muassa
nimell& liftarin paradoksi ja josta tésséd kidytetddn nimeé odottajan paradoksi.

Toisena tutustutaan painotettuun Poisson-prosessiin ja sen ominaisuuksiin. Huo-
mataan myos, ettd silld on osittain samoja ominaisuuksia kuin epdhomogeenisella
Poisson-prosessilla, mutta erojakin on. Lisdksi tutustutaan millaisissa tilanteissa kan-
nattaisi kayyttad painotettua prosessia tavallisen epdhomogeenisen prosessin sijaan.

Viimeisené tutustutaan yhdistettyyn painotettuun Poisson-prosessiin seki sen eri-
koistapaukseen Cramér-Lundbergin malliin ja ndiden ominaisuuksiin. Erityisesti Cramér-
Lundbergin malli on paljon kéytetty riskiteoriassa ja sitéd soveltaen lasketaan lopuksi
palovakuutusvahinkoesimerkki, jonka aineisto on simuloitu.

Avainsanoja: Poisson-prosessi, homogeeninen Poisson-prosessi, odottajan para-
doksi, painotettu Poisson-prosessi, yhdistetty painotettu Poisson-prosessi, Cramér-
Lundbergin malli
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Johdanto

Tamén tutkielman tarkoituksena on tutustua Poisson-prosessiin, painotettuun
Poisson-prosessiin ja yhdistettyyn painotettuun Poisson-prossessiin sekéd nédiden tér-
keimpiin ominaisuuksiin. Poisson-prosesseilla on paljon sovelluksia muun muassa jono-
tusteoriassa, vakuutusmatematiikassa, rahoituksessa sekd mallinnettaessa aikaa, kun-
nes jotakin tapahtuu. Lukujen lopussa lasketaan esimerkkejé, joissa nahdadn mitéa
hy6tya Poisson-prosessien eri ominaisuuksista on kdytannossa.

Lukijan oletetaan osaavan todennédkoisyysteorian perusteet, mutta ensimmaéaisessé
luvussa kerrataan lyhyesti tarkeimmét téassa kdytettavat méadritelmat. Toisessa luvus-
sa kasitellddn homogeenista ja epdhomogeenista Poisson-prosessia ja sen ominaisuuk-
sia. Luvun lopussa on kdytdnnon esimerkkeji eri ominaisuuksiin liittyen ja esimerkki-
né ratkaistaan myos odottajan paradoksi, joka tunnetaan myos muun muassa liftarin
paradoksina.

Kolmannessa luvussa tutustutaan painotettuun Poisson-prosessiin ja sen ominai-
suuksiin seké lisdksi verrataan niité ei-painotettuun prosessiin. Tutustutaan myos mil-
laisissa tilanteissa kannattaisi kdyttdd painotettua prosessia tavallisen ei-painotetun
prosessin sijaan. Luvun lopussa on kaksi esimerkkié.

Viimeisessd luvussa késitellddn yhdistettyd painotettua Poisson-prosessia ja tu-
tustutaan sen erikoistapaukseen, riskiteoriassa paljon kdytettyyn Cramér-Lundbergin
malliin. Cramér-Lundbergin mallia soveltaen lasketaan lopuksi palovakuutusvahin-
koesimerkki, jonka aineisto on simuloitu.

Tutkielmassa esitetyt tulokset todistetaan yhté todistuksessa tarvittavaa aputu-
losta lukuunottamatta. Tutkielma pohjautuu pédosin Mikoschin kirjaan Non-life in-
surance mathematics [3] ja Seppéldn riskiteoria-kurssin luentomuistiinpanoihin [7].






LUKU 1
Kertausta

Palautetaan aluksi mieliin muutamia todennékdéisyysteorian peruskésitteitd ennen
varsinaisiin Poisson-prosesseihin siirtymista.

Mallinnettavan tilanteen otosavaruudelle kiytetdin merkintaé €2. Otosavaruuden
tapahtumien muodostamalle sigma-algebralle kéiytetdin merkintad F ja joukkofunk-
tiota P : F — [0, 1] sanotaan todennikoisyysmitaksi tai lyhyesti todenndkoisyydeksi.
Kolmikko (€2, F,P) muodostaa todennékoisyysavaruuden.

Jos funktio M : Q@ — R on F-mitallinen, eli M *(B) ={w e Q: M(w) € B} € F
kaikilla B € B(R), missd B on Borellin sigma-algebra, niin funktion M sanotaan
olevan satunnaismuuttuja. Erityisesti siis satunnaismuuttuja on funktio. Jos kahden
satunnaismuuttujan X ja Y kertyméfunktiot ovat samat, eli P(X < z) = P(Y < z)

kaikilla x, niin niiden sanotaan olevan jakaumaltaan samat ja sitd merkitdan X Ly,

Jos satunnaismuuttuja M saa vain kokonaislukuarvoja ja sen pistetodennékoi-
syysfunktio on P(M = k) = e~ /1\71:7 k = 0,1,2,..., niin sen sanotaan noudattavan
Poisson-jakaumaa parametrilla A > 0, merkitdén M ~ Pois()). Jos satunnaismuut-
tuja M = 0 melkein varmasti (m.v.) eli P(M = 0) = 1, niin t&lloin sen sanotaan
noudattavan Poisson-jakaumaa parametrilla 0. Poisson-satunnaismuuttujalla on se
harvinainen ominaisuus, ettd sen odotusarvo ja varianssi ovat yhtdsuuret ja tdméa
arvo on Poisson-parametri; jos M ~ Pois()\), niin EM =\ = Var M.

Jos satunnaismuuttuja X saa arvon a € R m.v. eli P(X = a) = 1, niin sa-
tunnaismuuttujan sanotaan olevan degeneroitunut. Talloin X ei itseasiassa ole endé
satunnainen. Jos satunnaismuuttuja ei ole vakioarvoinen, niin sen sanotaan olevan
ei-degeneroitunut.

Poisson-jakauman liséiksi toinen jatkossa tarvittava jakauma on eksponenttijakau-
ma, joka on jatkuva toisin kuin Poisson-jakauma. Jos satunnaismuuttuja € noudattaa
eksponenttijakaumaa parametrilla A > 0, merkitdén ¢ ~ Exzp()\), niin talloin sen ti-
heysfunktio on f.(z) = Ae™? ja kertyméfunktio F.(z) = P(e < z) = 1 — e~ kaikilla
x> 0.

Satunnaismuuttujien N : © x [0,00) — R kokoelmaa sanotaan stokastiseksi pro-
sessiksi ja sitd merkitdin N = (N (t))ic0,00). Stokastinen prosessi (N (t))ic[o,00) OD
mitallinen, jos funktio N : Q x [0,00) — R, (w,t) = N(w,t) on mitallinen sigma-
algebrojen F ® B([0,00)) ja B(R) suhteen eli {(w,t) : N(w,t) € A} € F ® B([0,0))
kaikilla A € B(R). Funktiota ¢ — N(w,t) sanotaan prosessin N poluksi kiinnitetyn
muuttujan w suhteen.






LUKU 2

Poisson-prosessi

Téassé luvussa késitelladn homogeenista ja epahomogeenista Poisson-prosessia se-
k& niiden ominaisuuksia. Ennen Poisson-prosessin méérittelemisté otetaan kayttoon
véalin kuvautumiseen liittyva merkinta ja lisdksi keskiarvofunktion késite, joita mo-
lempia tarvitaan jatkossa.

MERKINTA. Mille tahansa funktiolle f, joka on mééritelty joukossa [0,00), voi-
daan kéyttdd merkintdd f(s,t] = f(t) — f(s), kun 0 < s < ¢ < 0.

Jatkossa kédytetdan molempia merkintojé ja kdytettava merkinté valitaan tilanteen
mukaan.

MAARITELMA 2.1. Funktio p : [0,00) — [0,00) on keskiarvofunktio, jos silli on
seuraavat ominaisuudet:
(1) n(0)=0
(2) u(s) < u(t) kaikilla 0 < s <t
(3) p on oikealta jatkuva.

Maaritelladn sitten Poisson-prosessi:

MAARITELMA 2.2. Stokastinen prosessi N = (N(t))ic0,00) 01 Poisson-prosessi,
jos se tayttida seuraavat ehdot:

(1) N(0) =0 m.v., eli prosessi alkaa nollasta.

(2) Prosessilla N on riippumattomat lisiykset, eli jos 0 =tg <t; < -+ < tp,
nun N(tn) — N(tn_l), N(tn_l) — N(tn_z), e ,N(tl) — N(to) ovat
ritppumattomia.

(3) On olemassa keskiarvofunktio p siten, ettd

t _ m
P(N(t) — N(s) = m) = e~ r-niep Wil = 1(5))
m)!
kaikilla m = 0,1,2,... jat >0 kun 0 < s <t, eli
N(t) — N(s) ~ Pois(u(t) - u(s)).
(4) Prosessin N polut ovat oikealta jatkuvia ja niilla on vasemmanpuoleiset
raja-arvot.

Jos N on Poisson-prosessi, jolle N(t) = m, niin sanotaan, ettd hetkeen ¢t mennessé
on tullut m saapumista.
HuomAuTUs 2.3. Poisson-prosessin erikoistapauksia:

(1) Poisson-prosessia sanotaan homogeeniseksi, jos u(t) = At jollakin A > 0.
(2) Homogeenisen Poisson-prosessin lisdykset ovat riippumattomuuden liséiksi
stationaarisia, eli milld tahansa 0 < s < ¢,

N(t) = N(s) £ N(t — s) — N(0) ~ Pois(A(t — s))
5



6 2. POISSON-PROSESSI

eli siis Poisson-parametri riippuu vain vélin pituudesta, ei sen sijainnista.

TODISTUS.

P(N(t) — N(s) = m) = ¢~ =) W
_ (-0 AL = 8) = A-O)"
- m!

= P(N(t — s) — N(0) = m).

(3) Homogeenista Poisson-prosessia sanotaan standardiksi, jos A = 1.

Seuraavassa lauseessa tutkitaan epdhomogeenisen ja standardin homogeenisen Pois-
son-prosessin yhteytti. Lauseen avulla voidaan helposti vaihtaa epdhomogeenisesta
Poisson-prosessista standardiin homogeeniseen Poisson-prosessiin ja toisin péin. So-
velluksissa on usein hyodyllistd voida vaihtaa epdhomogeeninen prosessi teoreetti-
sesti helpommin késiteltdvidn standardiin homogeeniseen prosessiin. Ennen lauseen
muotoilua méaaritellidn mitéa tarkoittaa, ettd prosesseilla on samat aérellisulotteiset
jakaumat:

MAARITELMA 2.4. Olkoot X = (X(t))icio,00) J& Y = (Y (t))ic[0,00) Stokastisia pro-
sesseja todenndkdisyysavaruudessa (Q, F,P). Prosesseilla X ja Y sanotaan olevan

samat ddrellisulotteiset jakaumat, merkitidan X 2 Y, jos
P((X(t1), ... X(tn) € A) =P((Y(t1), ..., Y(tn)) € A)
kaikilla n € N, kaikilla 0 < t; <ty < ... < t, < 00 ja kaikilla A € B(R"™).

LAUSE 2.5. Jos  on epdhomogeenisen Poisson-prosessin N keskiarvofunktio ja N
on standardi homogeeninen Poisson-prosessi, niin

(1) (N())ieio.0) = (N (1(t))epo,oo)-

(2) Jos p on jatkuva, kasvava ja lim . pu(t) = oo, niin
_ d /5
(N(p™H(0)))eefo,00) = (N(£) )ecpo,eo)-

TobisTus. (1) Osoitetaan, ettd prosesseilla on sama pistetodennékdisyys-
funktio, jolloin prosessit ovat jakaumaltaan samat:

P(N(t) — N(s) = m) = e~ 0-ut LD — 7(8))7”

— B(N(u(t)) - N(u(s)) = m).
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Lisdksi, kun A C {0,1,2,...} eli A = {ay,as,as,...}, niin

P(N(t) € A) =Y P(N(t) = ay)

=Y P(N(u(t) = ar)

— P(N(u(t)) € A).

(2) Funktion p oletuksista seuraa, ettd silld on olemassa kaanteisfunktio. Nyt
vastaavasti kuin kohdassa (1), saadaan

PIN(u1 (1)) — N(u-1(s)) = m] = e~ @0=nte n) B ) = G (5)))"

m!
_ -9 (t—s)"
m!
= P(N(t) — N(s) =m)
ja
P(N(t) € A) =) P(N(t) = a)
=Y P(N(t) = N(0) = ax)
=Y PN (u'(t)) = N(7'(0)) = ax)

O

MAARITELMA 2.6. Olkoon p epdhomogeenisen Poisson-prosessin N keskiarvo-
funktio. Jos p on absoluuttisesti jatkuva, eli milld tahansa s < t lisdys u(t) — pu(s)
voidaan esittdd muodossa

)~ ) = [ A

jollakin ei-negatitvisella ja mitallisella funktiolla X, niin tdlloin funktion A sanotaan
olevan prosessin N intensiteettifunktio.
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Erityisesti ylldolevasta méaaritelmésta saadaan, ettéd jos prosessilla on intensiteet-
tifunktio, niin g on jatkuva funktio, ei pelkéstéddn oikealta jatkuva. Lisdksi homo-
geeniselle Poisson-prosessille saadaan intensiteettifunktioksi A = A(y), silld télloin
pu(t) — u(s) = Mt —As = [ \dy.

Jos prosessin N intensiteettifunktio A ei ole vakio, niin aika "nopeutuu” kun A > 1,
eli prosessin saapumiset tulevat tiheimmin. Vastaavasti, jos A < 1 niin aika "hidas-
tuu” ja saapumisia tulee harvemmin. Vakuutussovelluksissa ei-vakio intensiteetti A
voi viitata kausivaihteluun tai trendiin.

Osoitetaan seuraavaksi kaksi aputulosta, joita tarvitaan homogeenisen Poisson-
prosessin toisenlaisen méaritelmén todistuksessa.

LEMMA 2.7. Olkoon (g;);_, jono riippumattomasti samoin jakautuneita satunnais-
muuttugia siten, etti e; ~ Exp(\) kaikilla i =1,...,n. Kun > 0, niin

(M)

Pley+...+e,<z)=1—€ o

M1

k=0

TobisTus. Todistetaan vaite induktiolla:
Osoitetaan ensin, ettd viite pétee, kun n = 1:

P(ey <x) = / e Midy; =1 —e .
0

Induktio-oletuksena oletetaan, ettd viite P(e+...4+€,-1 < x) = 1—e S~ A,":,)

pétee. Osoitetaan lopuksi véitteen pitdvan paikkansa kun summassa on n kappaletta
termeja:

51+ _’_gngl‘

—TY2
/ / / e M \e= =1 e dyy dys...dy,
—Yn Y2
:/ e Mn {/ .. / e M=t Ne™ M dyy dys...dyp_1 | dyn
0 0 0

:/ )\e_/\y" <]P)(€1 + Enoq S xr — yn)>dyn
0

T n—2 . k
:/ Ae”Mn (1 e M) dy, (induktio-oletus)
0 .

k=0

T n—2 )\k T
:/ e M dy )\e’)‘zz F/ (z — yn)" dyn,

0 k=0

n—2
AT (= )R
-1 — Az A -z
‘ ‘ ; Kl / . k1



2. POISSON-PROSESSI 9
n— k:+1

=1 —e" :c_ )\cc§
kO

k

—1_ e_mz(m) ‘

k=0

O

LEMMA 2.8. Olkoon (&;);_, jono riippumattomasti samoin jakautuneita satunnais-
muuttugia siten, ettd ; ~ Exp(X\) kaikilla i = 1,...,n ja olkoon T,, = &1 + ... + &,.
Talloin

b yn—l
IP’(a <T, < b) = / )\nei)\ymdy.

ToDpISTUS. Lemman 2.7. nojalla P(T), < z) = 1 — e Y /71 , =: I, (x).
Funktion T,, kertyméfunktiota derivoimalla saadaan sen tlheysfunktlo

S § ol k—1
Fj/ﬂn ('I) = >\e_)\x Z M _ 6—)\z Z M

k! k!
k=0 k=1
n—1 n—1
= e ™ ( )
k-l
k=0 k=1
n—1 n—2
e (S0
B k! k!
k=0 k=0
— )\6_)@( )

(n— 1).
Kertyméafunktion arvo jollakin vililld saadaan integroimalla tiheysfunktiota yli kysei-
sen vélin eli saadaan siis

b yn—l
P(CL < Tn S b) = / )\ne_kym dy
U

Muotoillaan seuraavaksi homogeeniselle Poisson-prosessille toinen esitystapa, jota
voi joissakin tapauksissa olla helpompi kaytda kuin Madritelméa 2.2. Lausessa 2.11.
osoitetaan, ettd Misritelmin 2.9. prosessi N (t) todella vastaa homogeenista Poisson-
prosessia.

MAARITELMA 2.9. Olkoon (g;);_, jono riippumattomasti samoin jakautuneita sa-
tunnaismuuttujia siten, etti e; ~ Exp(\) kaikilla i = 1,...,n. Mddritelliin T, =
e1+...+e,,n>1, ja

N(t) = #{i > 1,T; < t},t > 0.
(

LEMMA 2.10. Olkoon N
jJat > 0 patee, ettd

t) kuten Madritelmdssa 2.8. Talloin kaikillen = 0,1,2, . ..

P({w e Q: N(t,w)=n}) = e—AtM

n!



10 2. POISSON-PROSESSI
eli N(t) ~ Pois(\t).
ToDISTUS. Prosessin N mééritelmén nojalla

{weQ: Ntw)=n}={weQ:#{i>1:Tj(w) <t} =n}
={weQ: T,(w) <t<Th1(w)}
—{weQ:T,(w) <t} \{weQ: Th(w) <t}

Koska T;, < T, 41, niin {w € Q : T4 (w) <t} C{w € Q: T,(w) < t}. Nyt Lemman
2.7. nojalla saadaan, ettd

n—1 n
BNV Ak 1+ e*/\tz (A

k! k!
k=0 k=0
Y
n!
U
LAUSE 2.11. (1) Mddritelman 2.9. prosessi (N(t))te[om) on homogeeninen

Poisson-prosessi intensiteetilld A > 0.
(2) Mikd tahansa homogeeninen Poisson-prosessi intensiteetilla A > 0 voidaan
esittid muodossa

Ny =#{i> 1T, <t}, t>0,

missi 1, =1+ ...+, n>1 ja (61-)2.:1 on jono rippumattomasti samoin
jakautuneita satunnaismuuttugia siten, etti €; ~ Exp(\) kaikilla i = 1,...,n.

TobisTus. (1) Tarkastetaan Médritelmén 2.2. ehdot (1)-(4):

(1) Lemman 2.7. nojalla P(e; <7') = 1 — e jolloin P(e; > n™') = e
kaikilla n > 1. Kun n — oo, niin P(e; > 0) > P(e; > n™!) — 1, joten

N(t,w) = 0 kaikilla t < T} (w) = €1(w). Koska 1 > 0 melkein varmasti, niin
N(0,w) = 0 melkein varmasti eli kohta (1) pétee.

(2) Osoitetaan lisdysten riippumattomuus suoraan laskemalla vain yhdelle lisdyk-
selle, jolla todistuksen metodi tulee selville. Erilainen todistus, jossa riippu-
mattomuus todistetaan mielivaltaisen monelle liséykselle, 16tyy esimerkiksi
Resnickin kirjasta [5]. Osoitetaan nyt, jos 0 < s < ¢, niin

P(N(s) =I,N(t)— N(s) = m) = IP’(N(S) = I)P(N(t) — N(s) = m),

kun [, m > 0. Jaetaan todistus neljaén eri tapaukseen ja kaytetdén lyhyyden
vuoksi merkint6jid {w: t < Tj(w)} =: (t <T)) ja{w:t <gw)}=:(t <g).
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Tapaus [ =m = 0:
]P’(N(s) —0,N(t) — N(s) = o) —P(N(s) =0, N(t) = o)
s < Tl,t < Tl)

'@'ﬁ
—~

_ e—)\se—)\(t—s)

- ]P’(N(s) - O)P(N(t —5) = o).

Koska nyt

daan
2 D P(N(s) =1, N(t) = N(s) =m) = > P(N(s) = 1) P(N(t) — N(s) = m)

joten viite pétee kun [ = m = 0.
Tapaus [ > 1 jam = 0:

P(N(s) =1, N(t) — N(s) =0) = P(N(s) =, N(t) =)
:IF’(TZ<3<T1+1, Tz<t<Tz+1)
=P Tl<s t<Tl+51+1)

—1
/ / Ne —*y m—y — e Mdzxdy,

missd ulompi integraali seuraa Lemmasta 2.8. ja sisempi integraali saadaan
suoraan eksponenttifunktion tiheysfunktiona, koska T; ja ;.1 ovat riippu-
mattomia. Integraalit laskemalla saadaan edelleen
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IF’(N(S) =1, N(t)— N(s) = 0) = /05 e_)‘y%e_

B S )\()\y)l—l
o At
— /0 -1 dy

—\t ()‘S)l
ST

t—y) dy

I
o
|

Viite seuraa yhtdlon 2.1 nojalla.
Tapaus [ =0,m > 1:

P(N(s) =0, N(t) — N(s) = m)
—P(N(s) = 0, N(t) = m)
=P(Ty=0<s<Ty=¢1, Ty <t <Tp+cms1)

=P(s<e1<00,0< T, <t, t—T, < emy1 < 00)

t—xq
/ / / 1'3 h2($2) h1<l’1)dl’3 dl‘g dl’l,
t—x1—x2

missé kaikilla x; > 0,7 = 1,2, 3, hy ja hs ovat eksponenttifunktion tiheysfunk-
tioita ja tiheysfunktio hy seuraa Lemmasta 2.8., koska 1, T}, ja €,41 ovat
riippumattomia. Jos z; < 0, niin h;(z;) = 0 kaikilla ¢ = 1,2, 3. Nyt saadaan

N—
2>
=
\/
2>
—_—
VA
~—
I
3
~—

8

)\ m—2
e A3 \e AR & e M dxs das day
—)\(t T1—12) e —A\T2 (sz)m_Z
(m—2)!

—X1—x2 (

e M day dxy

8
Nc\

]P’(N(s
= 7)\t —ap))"!

[
[
/ o

—At At —s))™
m!

e (e D=9

)\diCl

m!

—P(N(s) = 0)P(N(t — s) = m).

Yhtélon (2.1) nojalla viite pétee téssikin tapauksessa.
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Tapaus [, m > 1:
P(N(s)=1, N(t) = N(s) =m) =P(N(s) =1, N{t) =m +1)
= ]P)<Tl <s<Tyr, Tiym <t < Tl+m+1)-
Merkitsemalla
1) =: f1

Tim=T+ec4 =+ f

Tiom =T 41 +epo+ . Feum= N+ fot+ fs
Tiimyr =T +e+ o eym +egmp = fi+ fo+ fas+ fa

saadaan satunnaismuuttujien fq, fo, f3 ja f4 riippumattomuuden nojalla edel-
leen, etta

P(N(s) =1, N(t) — N(s) =m)
=P(N(s) =1, N(t) =m +1)
=P(fi<s<fi+fo, i+ ot fs<t<fit+fot+ fs+[1)
:P(nglgs,s—f1<f2<oo,

0< fs<t—fi— fo,t = fr— fo— f3 < fa < )

§ [ t—x1—xz2 00
—/ / / / hy(x4)hs(x3)ho(z2)hi(21)dasdrgdasday,
0 Js—z1 J0 t—21—2o—3

missd h; on satunnaismuuttujan f; tiheysfunktio kaikilla ¢ = 1, 2, 3, 4, missé

/\e_)‘xl—()gi)ll)_ll kun i =1

)\e—)\;m ku]fl 1=2
hi(x;) = \e—Aea “(””3)2)' kun i = 3
/\efMM kun i = 47

kun x; > 0 ja h;j(z;) = 0 kun z; < 0. Téssé funktiot hs ja hy saadaan taas
suoraan eksponenttifunktion tiheysfunktioina ja funktiot h; ja hs seuraavat
jélleen Lemmasta 2.8. Laskemalla integraalit vaiheittain sisimmaésta aloittaen
ja huomioiden ehdot 0 < x3 < t — a7 — 29 ja 0 < 29 < t — 1, saadaan
sisimmésté integraalista

/ h4($4) dl’4 = 67A(t7x1*932*m3)‘
t

—T1—T2—T3

Funktioiden hs ja hy tulon integraaliksi saadaan

t—x1—x2 )
/ / hy(zs) dxy hy(zs) ds
0 t—xr1—xo—x3

e At ) 1 xgnﬂ A
— —At—z1—z2—23)ym—-1_"3 = _—Ar3
= /(; e A (m — 2)| (& 1[0715,;51)(.1'2) d.’L'g

(t — 1 — l‘g)mfl

—)\(t—:cl—zg)/\m—l
(m—1)!

=€

Liot—a1)(22),
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ja toisiksi uloimmasta integraalista

t—x1—x2
/ / / IL’4) dl’4 hg(l’g) dIg hg(l’g) d.TQ
t—x1—x2—173

t _
:/ N —At—z1—2x2) A 1( (55'1 f;) ﬂ[o,t—xl)(x2))\6_)\x 1[073)($1)d$2
s—x - .
s)™

At—ap) (T —
— Ame A 1)—( - Ljo,6)(71)-

Lopulta koko alkuperéiseksi intregraaliksi saadaan

P(N(s) =1, N(t — m)

t—x1—x2
/ / / / flf4)d$4h3(l’3)d$3h2(ZEQ)dIL‘th(ZEl)de‘l
t—x1—x2—I3

-1
_ / M= At—z1) (t—s)" A\l ! e g,
0 m! (-1

=P(N(s) = )P(N(t) — N(s) =m)  (yhtils (2.1)).
Mééritelmén 2.2. kohta (2) on nyt todistettu.

(3) Seuraa Lemmasta 2.10. ja yhtdlostéd (2.1)
(4) Seuraa konstruktiosta, silla {N(t) =n} ={T, <t < Th1}.

(2) Viitteen mukaan &1, ¢s,...,&, ovat riippumattomia ja e; ~ Exp(\) kaikilla
i=1,...,n. Merkitddn A, = {e1 > t1,...,e, > t,}, t; > 0, jolloin pitéisi olla

(2.2) P(A,) = e Ximti p> 1,

Todistetaan yhtdlo (2.2.) induktiolla:
Jos n=1, niin véite patee, silla

]P)(Al) = ]P(él > tl) = P(N(tl) = 0) = €_>\t,

missé kohta (%) seuraa Lemmasta 2.10. Oletaan sitten induktio-oletuksena, ettd viite
P(A,—1) = e AT patee. Osoitetaan vield, ettd viite patee myos joukolle A,,.
Muotoillaan ensin tarkasteltavaa todennékoisyyttd hieman toisenlaiseksi:

P<An) - P<An*178n > tn) = P(Anfl) ]P)(gn > tn‘Anfl)'
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Kirjoitetaan sitten joukko A, _; toisella tavalla kiyttéen tietoa ¢; = T; — T;_1:
Anr={e1>t1,...,6n1 >t}
={Th—To>t1,...., T 1 —Tp o >t, 1}
={N(Ty, To+t1] =0,...,N(T\,—2, Ty,—2 + t,,—1] = 0},
koska T; > T;_; +t;. Kirjoitetaan myos joukko €, > ¢, muodossa N (T,,_1,T,,—1+t,] =
0, jolloin saadaan
P(e, > t,|An_1)
=P(N(Tp-1,Th—1+ 1) =0|N(To, To+t1] =0,... ,N(T\,—2, Ty,—2 + t,,—1] = 0)
=P (N(T,-1,Ty—1 +t,] =0) (liséysten riippumattomuus)

=P (N(t,) =0) (lisélysten stationaarisuus)
_>\t'n
=e

Yhdistamélla edelliset, saadaan

n—1 t

P(A,) = P(Ap_1) Ple, > tp|Ap_q) = e A Ximi i g2 — g7 A2t

2.1. Tunnuslukuja

Esitetdan seuraavaksi Poisson-prosessin jakauman sijaintiin ja muotoon liittyvia
tunnuslukuja. Lause todistetaan luvussa kolme.

LAUSE 2.12. Olkoon N Poisson-prosessi keskiarvofunktiolla y. Talldin prosessille
N pitee

(1) Odotusarvo EN (t
(2) Varianssi Var N(
(3) Vinous v, (N(t)) =
4)

(4) Huipukkuus v, (N(t)) = —&.

TobisTtus. Katso Lauseen 3.2. todistus ja Huomautus 3.3. U

) = ult
t:/lﬁ(

Vinousluku mittaa jakauman vinoutta suhteessa symmetriseen jakaumaan, jolle
vinous on 0. Koska Poisson-prosessille N on y,(N(t)) = p(t)~/2 > 0, niin sanotaan,
ettd prosessi on oikealle vino. Suuri osa arvoista on siis pienempéé kuin keskiarvo.
Vastaavasti, jos vinous olisi negatiivinen, niin prosessi olisi vasemmalle vino ja suuri

osa arvoista olisi suurempaa kuin keskiarvo.

o L . E[(X-EX)*] . . .
Téassd kéytetty huipukkuusluku v,(X) = ~War 3 mittaa jakauman hui-

pukkutta suhteessa normaalijakaumaan, jolle huipukkuus on 0. Huipukkuuden voisi

_ 4
méiritelld myds kaavalla Y, (X) = %, jolloin normaalijakauman huipukkuus

olisi 3. Juuri tésté tulee huipukkuuden kaavassa esiintyva termi —3. Jos huipukkuus-
luku on positiivinen kuten Poisson-prosessilla, niin prosessi on normaalijakaumaa te-
ravahuippuisempi ja vastaavasti jos huipukkuus olisi negatiivinen, niin jakauma olisi
laakeampi kuin normaalijakauma.
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2.2. Ominaisuuksia
Seuraavaksi kiydadn lapi joitakin Poisson-prosessin tarkeimpid ominaisuuksia. Lu-

vun lopussa on esimerkkejé, joissa néitd padstddn hyodyntamaan.

LAUSE 2.13. (Summautuvuus)
Olkoon prosessit N; riippumattomia Poisson-prosesseja, joilla vastaavat keskiarvo-
funktiot ovat p; kaikilla j = 1,2,...,n ja merkitddn M(t) = > 7_, N;(t). Tdlloin M(t)
on Poisson-prosessi keskiarvofunktiolla Y77 ju;(t).

TobisTUus. Katso Lauseen 3.6. todistus. O

Seuraavaksi osoitettava Markov-ominaisuus tarkoittaa, ettd saapumisten luku-
médra seuraavalla hetkelld riippuu vain téstd hetkestd, ei aikaisemmista saapumi-
sista.

LAUSE 2.14. (Markov-ominaisuus)

Olkoon N Poisson-prosessi. Tdlloin mille tahansa jonolle (t;)1,, jolle 0 =ty < t; <

. < tn, ja ei-vihenevdlle luonnollisten lukujen jonolle (ki)' ,, k; > 0 kaikilla © =
1,2,....,n jan > 2 pdtee

P(N(tn) = /{Zn|N(t1) - 1{51, ceey N(tn_l) = kn—l) = P(N(tn) == knlN(tn—1> == kn—l)-
TODISTUS. (1) Osoitetaan ensin, etté
]P(N(tn) = kn|N(t1) = kla ) N<tn—1) = kn—l) = ]P)(N(tn) - N(tn—l) = kn - kn—1>~

Tehd&dan tama suoraan laskemalla:

=
—
=
~
3
—
I
5
s
=
~
—
~—
I
T
—
=
~
3
L
~—
I
T
3
L
~—

)
Gy B(N(t) = N(to) = ky — Koy ooy N(t2) = N(t1) = b — k1)

) — N(to) = k1 — ko, N(tw1) — N(tn2) = Fon 1 — Fon2)
G B(N(t1) — N(to) = by — ko), oo P((N(tn) — N{ta_1) = ki — kn_1)
= BIN(L) — N(o) = k1 — ko). P(N (b 1) — Nt 2) = Fin 1 — k)
= ]P)(N(tn - N<tn—l) = kn — kn—l)a

missé (i) seuraa ehdollisen odotusarvon laskukaavasta , (ii) tiedosta 0 =
N(0) = N(to) = ko ja (ii1) Poisson-prosessin lisdysten riippumattomuudesta.
(2) Osoitetaan sitten, etté
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Tehdéddn tdmé kdyttamalld samoja ominaisuuksia kuin kohdassa (1):
P(N(t,) = kn|N(tn-1) = kn—1)
) BV () = kuy N(tas) = kn)
B P(N(t,_1) = kn_1)
@) P(N(tp—1) — N(to) = kn—1 — ko, N(tn) — N(tn—1) = kpn — kn_1)
B P(N (tn_1) — N(ty) = kn_1 — ko)
i) P(N (tn—1) — N(to) = kn—1 — ko) P(N (tn) — N(tn-1) = kn — kn_1)
B P(N(t,_1) — N(to) = kn_1 — ko)
=P(N(t,) = N(tn-1) = kn — kn_1).
Viite seuraa yhdistdmélla kohdat (1) ja (2). O

Viimeinen téssd kaytdva tirked Poisson-prosessin ominaisuus on jérjestystun-
nuslukuominaisuus. Jérjestetylld otoksella tarkoitetaan yksinkertaisesti sité, ettd ha-
vainnot on jérjestetty suuruusjiarjestykseen pienimmasta alkaen. Jérjestettyjéa otoksia
kiytetddn paljon parametrittomissa malleissa, mutta niitd kidytetddn myds Poisson-
prosessien yhteydessd, jos esimerkiksi halutaan laskea saapumishetkien ehdollinen
jakauma, kun niiden lukumééra tiedetdén. Ennen jarjestystunnuslukuominaisuuden
tarkkaa muotoilua ja todistusta osoitetaan siind tarvittava aputulos, joka koskee
jarjestetyn otoksen yhteistiheysfunktiota seké kerrataan tarvittava Radon-Nikodym-
lause.

LAUSE 2.15. (Radon-Nikodym)
Olkoon (2, F,P) todenndkdisyysavaruus ja p avaruuden (2, F) merkkimitta, joka on
absoluuttisesti jatkuva todenndkoisyysmitan P suhteen. Tdalloin on olemassa mitalli-
nen L : Q — R siten, etti [,|L]dP < oo ja

u(A) = / LdP kaikilla A € F.
A

Mitallinen kuvaus L on yksikdsitteinen siind mielessd, ettd jos L ja L' ovat molemmat
Radon-Nikodym -lauseen toteuttavia satunnaismuuttujia, niin P(L # L") = 0.

Tobistus. Katso esimerkiksi [2], luku 7. O

LEMMA 2.16. (Jdrjestetyn otoksen yhteistiheysfunktio)
Jos riippumattomasti samoin jakautuneilla satunnaismuuttujilla X; on sama tiheys-
funktio f, niin tdlloin nivden yhteistiheysfunktio on
fX(l),...,X<n) (x17 L) xn) = n' H f(xz)]l{x1<<mn}
i=1
HuoMAUTUS 2.17. Jérjestetyn otoksen mééritelmén nojalla vektorin (X, ... X(n))
kantaja on joukossa

Co={(z1,..;zp) 21 < ... <x,} CR,

ja tdmén vuoksi tiheysfunktio fx, . x, katoaa joukon C), ulkopuolella. Koska sa-
tunnaismuuttujien X; tiheysfunktion olemassaolosta seuraa, ettd riippumattomasti
samoin jakautuneen otoksen Xj, ..., X,, komponentit ovat erisuuria melkein varmasti,
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niin joukon €, madritelméssa olevat epayhtélot < voitaisiin korvata aidoilla epéyh-
taloilla <.

Todistetaan sitten Lemma 2.16:

TobisTus. Osoitetaan ensin, ettd riippumattomasti samoin jakautuneet satun-
naismuuttujat, joilla on olemassa yhteistiheysfunktio, ovat erisuuria. Kun merkitain

O = {X0y, ... X} = {X; # X; kaikilla 1 < i < j < n},

niin viite saadaan muotoon P(Q) = 1, joka on yhtépitévi viitteen P(QF) = 0 kanssa.
Koska viitteet ovat yhtépitdvid, niin riittdd osoittaa vain toinen. Osoitetaan véite
joukolle Q°:

P(Q°) = < U {(xi= X}> Y PXi=X;)=0.

1<i<j<n 1<i<j<n

Tamé seuraa suoraan siité, etta kaikilla ¢ # j on
P(X; = X;) = E[P(X; = X;|X;)] = / P(Xi=y)f(y)dy =0,
R
koska P(X f{ y f(2)dz=0.

Osmtetaan 81tten varsinainen Lemman véite. Kéytetddn joukon {1,...,n} jirjes-
tysten m joukolle merkintéé II,. Kiinnitetdén sitten arvot x; < ... < x,. Talloin

(2.3) P(X(y < 21, ooy Xiny < ) = ( A >

well,
missé
Ar = {Xniy = Xapi = 1,0} N QO { Xy < 71, ooy Xy < T}
Yhtdlo (2.3) tarkoittaa, ettéd jarjestetty otos X1y < ... < X(y) olisi voinut tulla mista

tahansa jérjestetystd otoksesta Xy < ... < Xy kun T G IT,,. Tasséa kuitenkin
kédytetddn myos tietoa, ettd kaikki muuttujat X; ovat erisuuria, jolloin itseasiassa
vain yksi joukon A, jérjestyksistéd kelpaa. Koska joukot A, ovat erillisid, saadaan

P ( U A,,) =) P(4).
TI'GHn 7T€Hn
Edelleen, koska muuttujat X; ovat riippumattomasti samoin jakautuneita, niin

P(Aw) = ]P)((Xﬁ(l), ooy X (n) ) eC,N (OO {L‘l] X oo X (—OO,In])
= ]P((X(l),... X(n ) eC,N (OO 1‘1] X - X (—o()’:pn])

/ / TWi) Ly <oocyny AYn - - - dyr.
- 0 =1
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Nyt, koska joukon {1, ...,n} alkiot voidaan jarjestaé n! eri tavalla, on joukossa II,, n!
alkiota, joten saadaan

P(Xq) <21, Xy < )

T Tn n
= / e / n! H f(yi)]l{y1<---<yn} dyp - .. dy;.
- - =1

Radon-Nikodym -lauseen ja Huomautuksen 2.17 nojalla haluttu tiheysfunktio saa-
daan edellisen integraalin integrandina. Radon-Nikodym -lauseen nojalla integrandi
on melkein varmasti yksikésitteinen vektorin (X (1) -r X (n)) tiheysfunktio. 0

Olkoon N Poisson-prosessi keskiarvofunktiolla . Télloin jarjestystunnuslukuomi-
naisuus tarkoittaa, etta jos tiedetéaén aikavélilla (0, u(t)) tulevan n saapumista pro-
sessin N mukaisesti, niin saapumisia voidaan simuloida ottamalla n riippumatonta
arvoa jakaumasta, jonka tiheysfunktio on A(z)/u(t), 0 < z < t, ja asettamalla ndmé
arvot suuruusjérjestykseen.

LAUSE 2.18. (Jarjestystunnuslukuominaisuus)
Olkoon N Poisson-prosessi, jolla on jatkuva ja melkein kaikkialla posititvinen inten-
siteettifunktio X\, ja saapumishetket 0 < Ty < Ty < ... m.v.. Olkoon lisdksi satunnais-
muuttujat X1, ..., X,, riippumattomasti samoin jakautuneita siten, ettd tiheysfunktio
kaikilla X;, © = 1,2,...,n, on A(z)/u(t), 0 < z < t. Tdlloin vektorin (11, ...,T,)
ehdollinen jakauma annetulla N(t) = n on jdrjestetyn otoksen (X, ..., X)) yhteis-
tiheysfunktio eli
(Th, o, TN () = 1) £ (X1y, 0y X)) -

Toisin sanoen siis vasemman puolen vektorin ehdollinen tiheysfunktio on

(2. Frov @1,z N =) = o [T Ao

missd 0 < xq < ... < x, <t.
TobisTus. Osoitetaan, ettd raja-arvo
P (T} hyl, ..., T, ns Tn + hy|[N(t) =
(25) hm ( 1 e (Il’xl + 1]7 Y E (.’,U Y + ]| ( ) n)
hilO hi...h,

i=1,...,n

on olemassa ja se on muuttujien z; jatkuva funktio. Téaysin vastaavasti osoitettaisiin
samanlainen viite véleille (z; — h;, ;] ja saataisiin sama raja-funktio. Koska todistus
on sama, niin tehddin se vain véleille (z;, z; + h;]. Raja-arvo voidaan tulkita tiheys-
funktiona saapumisaikojen (771, ...,7,,) ehdolliselle todennékaisyysjakaumalle ehdolla
{N(t) = n}.

Koska 0 < 21 < ... < x, < t, niin muuttujat h; voidaan valita niin pieniksi, etta
véleistd (x;,z; + h;] C [0,¢], kun i = 1, ..., n, tulee erillisid. T&lloin saadaan suoraan
seuraava yhtalo:

{Th € (x1,21 + ], ..., T, € (T, + hy), N(t) = n}

:{N(O,xl] == O, N(ZEI, T+ hl] = 17 N(C(]l + ]’Ll, 1’2] = 0,
N($2,$2 + hQ] = 1, ceey N(.Tn,l + hnfl, Z’n] = 0,
N(:En,xn + hn] =1, N<xn + hmt] = 0}
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Otetaan seuraavaksi molemmilta puolilta todennékoisyydet ja kdytetdén yhtélon oi-
kealle puolelle Poisson-prosessin N riippumattomien lisdysten ominaisuutta. Saadaan

P(T) € (z1,21 4+ h],...,Tn € (Tp, s + hy], N(t) = n)
=P(N(0,21] = 0) P(N (21,21 + h1] = 1) P(N (21 + hy, x2) = 0)
P(N(z9, 20+ ho] =1) ... P(N(2y_1 + hp_1,2,] = 0)
P(N(zy, zy + hy) = 1) P(N (2, + hyp, t] = 0)
— e H(@1) [M(xlu 1 + hq] e—u(m,wﬁhﬂ] e~ @1+h1,22]

[N(wm Ta + hol 67“(”32’:”2%2}] .. e MEn—thn1,en]

(120, 2 + B e—u(xmxn-‘rhn]] o~ H(@nthn ]

=e "D p(xy, w1 + b (T, T+ B

(2.6)

Lasketaan sitten raja-arvo (2.5) kdyttden ehdollisen todennékoisyyden kaavaa ja tie-
toa P(N(t) = n) = et 2L

P(Ty € (x1,21 + hi], ..., Ty, € (xp, xp + hy]|[N(t) = n)
hi...h,
CP(Ty e (2, 20+ M), ., Ty € (T, T + ], N(T) = 1)
hy...h,P(N(t) =n)
_eplzn ot . T, T+ P (yhtils (2.6))
hi...hy, e~ 1) %

n! u(zy, x + byl (@, Ty + hy)

OR > . W
n!
— —— Nx1) ... A(zy), kun h; L 0jai=1,...,n.
pt)"
Téama on haluttu yhtélo (2.4). Todistuksen viimeinen vaihe seuraa Mééritelmésta 2.6.
ja intensiteettifunktion A jatkuvuudesta, jolloin u/(z;) = A(z). O

SEURAUS 2.19. (Jarjestystunnuslukuominaisuus homogeeniselle Poisson-prosessille)
Olkoon N homogeeninen Poisson-prosessi intensiteetilla A > 0. Tdlloin Lauseen 2.18.
mukaan saapumisten T; ehdollinen yhteistiheysfunktio on

= kun 0 <z < ... < x, <.
Tobistus. Koska N on homogeeninen Poisson-prosessi, niin sen intensiteetti-

funktio on A = A(x;) kaikilla i = 1,2, ..., n ja keskiarvofunktio u(t) = At. Nyt Lauseen
2.18. nojalla saadaan

fro. (21, x| N(t) = n) = — H)\:—' kin0 <z < ... <z, <t

4

Erityisesti Seurauksesta 2.19. saadaan, ettd homogeenisen Poisson-prosessin jér-
jestystunnuslukuominaisuus ei riipu intensiteetista .



2.3. ESIMERKKEJA 21

2.3. Esimerkkeja

ESIMERKKI 2.20. ([4] Ongelma 5.1.7.) Jarjestelméén tulee héirivitd homogeenisen
Poisson-prosessin N mukaisesti. Oletetaan etté jarjestelmé selviéé jokaisesta hairiosté
muista hairidistéd riippumatta todennékoisyydelld « eli todennékoisyys, etté jarjestel-
mé selvidd k kappaleesta hiirisitd on of. Miké on todennikdisyys etti jéirjestelms
toimii hetkelld ¢7?

Ratkaisu:

Jarjestelmd selvidd, jos yhtddn hiiriota ei ole tullut tai se on selviytynyt kaikista
héirioistd. Todennékoisyys, ettd yhtdan héiriota ei ole tullut on

At)?
P(N(t) =0) = e‘At% =M,
Odotusarvo saapuneiden hiirididen lukuméérille ja ettd jarjestelmé on selviytynyt
kaikista on

o0 [o¢] k‘
D kP(N(t) =k)ak =)k e—M% of
k=0 k=0 ’

Xt G (O&‘t)k
=e¢ kz: k o
=0

> )\t)k_l
= alte™™M Z (X
—~ (k—1)!

=1 (aXt)k
= alte™™M Z —(&k' )
k=0 )

— a)\te_)‘t eoz)\t

= aAte”.
Todennikoisyydeksi, etti jirjestelmé toimii hetkelld ¢ saadaan siis e + ate®.

ESIMERKKI 2.21. ([4] Tehtdava 5.1.6) Viestejd saapuu asiakaspalveluun homogee-
nisen Poisson-prosessin mukaisesti, keskiarvoisesti kuusi viestiéd tunnissa.

(1) Miké on todennékéisyys, ettd aamupéivalld klo 8-12 ei saavu yhtdéan viestia?
(2) Mikd on aamun ensimmaéisen viestin saapumisen jakauma?

Ratkaisu:

(1) Viestien saapuminen N; noudattaa siis homogeenista Poisson-prosessia para-
metrilla 6 joka tunti. Koska aikavéililld 8-12 on nelja tuntia, niin talla valilla
viestien saapumisen eli prosessin N, parametriksi saadaan Lauseen 2.13. no-
jalla 4 - 6 = 24. Todenn&kéisyys, ettd aamupdaivilld ei saavu yhtédén viestid
on siis

0
P(N([8,12]) = 0) = P(N,(4) = 0) = 4<24T4> _ i),

(2) Lauseen 2.11. nojalla homogeeninen Poisson-prosessi voidaan esittdéd muo-
dossa N(t) = #{i > 1,T; < t}, kunt > 0, T, = €1 + ... + €y, €1, €9, ... ovat
riippumattomia ja e1, &9, ... ~ Exp(6). Koska tiheysfunktio méarittdd jakau-
man yksikésitteisesti, niin lasketaan se kayttdmélla prosessille ylld olevaa



22 2. POISSON-PROSESSI

muotoilua:
P(N(t)=1)=P(T} <t)=P(e; <1t),

misséd yhtédloketjun oikea puoli noudattaa eksponenttijakaumaa parametril-
la 6 Lauseen 2.11. mukaan ja siten aamun ensimmaéisen viestin saapumisen
jakauma on eksponenttijakauma parametrilla 6.

Seuraavassa esimerkissd tutustutaan erdéseen tunnettuun homogeeniseen Poisson-
prosessiin liittyvaian paradoksiin. Paradoksi tunnetaan muun muassa liftarin paradok-
sina ja englannin kielisissd teoksissa nimelld the inspection paradox. Koska liftarin
tilanteessa ei voi tietdd padsekd hén seuraavan ohiajavan auton kyytiin, niin tédssé
versiossa autot on vaihdettu linja-autoiksi.

ESIMERKKI 2.22. (Odottajan paradoksi)

Linja-autoja kulkee pysdkin ohi homogeenisen Poisson-prosessin mukaisesti ja
linja-autojen keskimédrdinen viliaika on 10 minuuttia. Henkilo tulee pysikille sa-
tunnaisella ajanhetkellé.

(1) Milloin edellinen linja-auto meni ohi?
(2) Miké on henkilon keskiméérdinen odotusaika seuraavan auton saapumiseen?
Viisi minuuttia?

Ratkaisu:

Lauseen 2.11. nojalla linja-autojen saapumisten véaliset ajat ¢, = 1,,—T1,_1,n > 1,
ja Ty = 0, muodostavat jonon riippumattomasti samoin eksponentiaalisesti jakautu-
neita satunnaismuuttujia, joille E¢,, = 10 = Tll(V eli €, ~ Exp(1/10). Merkitaan,
ettd henkilo tulee pysikille hetkelld ¢. T&lloin edellinen linja-auto meni ohi hetkell&
TNy ja seuraava auto menee pysikin ohi hetkelld Ty(y)41. Halutaan siis vastaukset
seuraaviin kysymyksiin:

(1) Miké on muuttujan B(t) =t — Ty jakauma, eli miké on aikavalin (T, t]
pituus, siis kuinka kauan sitten edellinen auto meni ohi?

(2) Miké on muuttujan F'(t) = T)+1—t jakauma, eli miké on aikavélin (t, Ty +1]
pituus, siis kuinka kauan pysékilla taytyy odottaa seuraavaa autoa?
Suuretta B(t) kiytetddn usein viitattaessa edellisestéd tapahtumasta kuluneeseen ai-

kaan ja F(t) kun viitataan aikaan, joka kuluu ennen seuraavaa tapahtumaa.

Intuitiivisesti, koska ajanhetki ¢ on jossakin kahden auton saapumisajan valissa
ja koska autojen saapumisten véliset ajat ovat riippumattomasti samoin eksponen-
tiaalisesti jakautuneita, niin voisi ehki odottaa ettd P(B(t) < z;) < 1 — e~ kun
x1 <t ja vastaavasti P(F(t) < x5) < 1 —e 2, kun z, > 0. Témi ei kuitenkaan pidi
paikkaansa, kuten seuraavaksi huomataan laskemalla yhteiskertyméfunktio

GB(t),F(t)(x17$2) = P(B(t) S Z1, F(t) S 1‘2), kun T1,T2 Z O

Koska muuttujan B(t) mééritelmén nojalla B(t) < t m.v., niin kisitelldén ta-
paukset x; < t ja x; > t erikseen. Aloitetaan tapauksesta 1 < t ja x5 > 0. Kirjoite-
taan ensin joukot {B(t) < 21} ja {F(t) < 25} toisella tavalla, kun huomioidaan ehto
Tywy <t <Tn@+1:

{B(t) <ai}={t—Tnw <a1} ={t —x1 <Tnw <t} ={N(t —z1,t] > 1},
{F(t) S ZL‘Q} = {TN(t)+1 —1 S ZL’Q} = {t < TN(t)+1 S t -+ ZL‘Q} = {N(t,t + ZEQ] Z 1}
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Koska homogeenisen Poisson-prosessin lisdykset ovat riippumattomia ja stationaari-
sia, niin saadaan

Gpuyre) (T, 22) =P(N(t —21,t] > 1, N(t,t + x5] > 1)
(N(t —xq,t] > 1) P(N(t, t + 29) > 1)
(N(z1) 2 1) P(N(x2) > 1)
= [1 =P(N(z1) = 0)] [1 = PN(z2) = 0)]
= (1 — e‘ml) (1 — e_)‘“”") .
Tapaukselle 21 > ¢ ja 25 > 0 joukko {F(t) < x5} on sama kuin edelld, koska sen ehto

ei ole muuttunut. Koska tiedetéén, ettd B(t) < t m.v., niin nyt P(B(t) < x1) = 1.
Yhdistamélla tapaukset z; <t ja 1 > t saadaan

Gr.re(@n,w2) = [(1=€77) T y(@n) + Loy ()] (1 —€77).

Koska B(t) ja F(t) ovat riippumattomia, niin yhteiskertyméfunktiosta nihdéén, etté
satunnaismuuttuja B(t) noudattaa katkaistua eksponenttijakaumaa, jossa katkaisu on
hetkella t, eli

P(B(t)<m)=1—e™ 2;<t, ja P(B(t)=t)=e".

=P
=P

Satunnaismuuttuja F'(t) noudattaa samaa jakaumaa kuin Poisson-prosessin N saa-
pumisten viliset ajat ; eli F'(t) ~ Exp(\). Téma ominaisuus liittyy ldheisesti ekspo-
nenttijakauman muistittomuuteen ja liséiksi Poisson-prosessin lisdysten riippumatto-
muuteen.

Nyt voidaan vastata esitettyihin kysymyksiin:

(1) Edellisesté linja-autosta kulunut aika on odotusarvoisesti

t
EB(t) = / e dr + te™M
0

' t
= —/ ze M 4 / e Mdy + te™ M
0 0

1 o e—At
A
10 — 10e~ %10

A=1/10

eli edellisesté autosta kulunut aika riippuu siité, milloin odottaja on saapunut
pysékille.
(2) Seuraavan linja-auton saapumiseen on odotusarvoisesti

EF(t) = 1/110 = 10 minuuttia,
koska F(t) noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla 1/10. Eksponentti-
jakauman muistittomuudesta seuraa, ettéd aika seuraavan linja-auton saapu-
miseen on samalla tavalla eksponenttijakautunut riippumatta siitd, paljonko
aikaa edellisestd autosta on kulunut ja erityisesti se ei riipu henkilon saa-
pumisajasta. Siten pysékilla olevan henkilén odotusajan odotusarvo on 10
minuuttia, ei suinkaan viisi minuuttia.
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ESIMERKKI 2.23. Pankkiin tulee aamupéivélla asiakkaita homogeenisen Poisson-
prosessin mukaisesti keskimédrin 4 asiakasta 15 minuutissa. Valilla 9:00-9:15 asiak-
kaita tuli 7, seuraavan vartin aikana 3 ja seuraavan 4. Mikéd on todennékoisyys, etté
vililla 9:45-10:00 asiakkaita tulee enemmén kuin 5, kun asiakkaiden saapumiset vélilla
9:00-9:45 tunnetaan?

Ratkaisu:

Merkitaén kellonaikoja siten, ettd 9:00=: ¢y, 9:15=: t1, ... , 10:00=: t4. Saadaan

P (N(tg, t4] > 5|N(t0, tl] = 7, N(tl, tg] = 3, N(tz, tg] = 4)
=P (N (t3,t4] > 5|N(to,t3] = 4) (Markov-ominaisuus)
:]P)(N(tg, t4] > 5) ]P)(N(tg, tg] = 4)
P(N(to,t3] = 4)
=1 —P(N(t3,t4] <5),
missa P(N (t3,t4] = k) ~ Pois(4). Kysytyksi todenndkoisyydeksi saadaan siten

5 44k’
1-> e o7 ~ 0,215,
k=0

Jarjestystunnuslukuominaisuuden soveltamiseen palataan painotettujen Poisson-
prosessien esimerkkien yhteydessé luvussa kolme.




LUKU 3

Painotettu Poisson-prosessi

Téasséd luvussa madritelladn painotettu Poisson-prosessi ja verrataan sen ominai-
suuksia edellisessé luvussa esitetyn ei-painotetun Poisson-prosessin ominaisuuksiin.

MAXRITELMA 3.1. Olkoon N standardi homogeeninen Poisson-prosessi ja [T
[0,00) — [0,00) Poisson-prosessin N keskiarvofunktio. Olkoon 6 > 0 m.v. ei-degene-
roitunut satunnaismuuttuja, joka on ritppumaton prosessista N. Tdlloin prosessia

N(t) = N(Op(t),  t>0,
kutsutaan painotetuksi Poisson-prosessiksi painotusmuuttujalla 6.

Jos painotetun Poisson-prosessin N painotusmuuttuja @ on kiinnitetty, eli § = &
jollakin vakiolla &, niin prosessi N on tavallinen ei-painotettu Poisson-prosessi pa-
rametrilla £u(t). Liséksi, jos havaitaan vain yksi painotetun Poisson-prosessin polku
N(O(w)pu(t),w), niin sité ei pystyisi erottamaan ei-painotetun Poisson-prosessin, jon-
ka keskiarvofunktio on 0(w)u, polusta. Kun polkuja on useita, esimerkiksi 10, niin
talloin huomataan ero polkujen vaihtelun suuruudessa.

Vakuutusten yhteydesséd painotettua Poisson-prosessia kéaytetdédn korvausvaati-
musten lukumééran prosessina, jos ei uskota yhden tietyn Poisson-prosessin mallinta-
van saapumisten lukumééarid hyvin. Ajatellaan esimerkiksi autovakuutusten korvaus-
vaatimusten lukumé&éran prosessia kokoelmana itsenéisid polkuja, jotka vastaavat eri
henkil6ité, jotka ovat ottaneet autovakuutuksen. Télloin satunnaismuuttujan 6 voisi
ajatella vastaavan eri henkildiden ominaisuuksia, kuten esimerkiksi ajotaitoa, ajoko-
kemusta ja ikéd, jotka vaikuttavat korvausvaatimusten todennékoisyyteen.

Miten painotusmuuttuja sitten valitaan? Painotusmuuttujan jakauman tulee poh-
jautua aiempiin havaintoihin (tai odotuksiin) tapahtumasta, kun huomioidaan mys
ympéristotekijat. Seuraavat kolme tapaa ovat yleisesti painotusmuuttujan valinnassa
kiytettyja tekniikoita ([1]):

(1) Painotusmuuttuja 6 on analyyttisessd muodossa. Kéyténnossi painotusmuut-
tujasta on usein vain vahén tietoa, jolloin tiheysfunktion voi joutua méaritta-
médn vain vaihtelun perusteella. Jos funktion oikeellisuudelle saa tukea vas-
taavanlaisesta aiemmasta tapauksesta, niin analyyttistd muotoa kannattaa
kayttdd. Painotusmuuttujan jakaumana kéytetddn usein Gamma-jakaumaa
tai negatiivista binomijakaumaa.

(2) Painotusmuuttuja on taulukkomuodossa. Arvojoukko jactaan sopivan mittai-
siin véleihin ja jokaiselle vilille annetaan oma painotusmuuttuja. Ajatellaan
esimerkiksi kesdn metsépaloja, joihin vaikuttaa séé; jos kesd on hyvin kui-
va, niin metsépaloja on enemmén kuin normaalisti ja sadekeséné paloja on

25
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vihemmén. Painotusmuuttujan taulukko voisi olla esimerkiksi ([1]):

Sagtyyppi Painotusmuuttuja 6
Erittdin kuiva 3,00
Kuiva 1,75
Normaali 0,80
Sateinen 0,60
Erittdin sateinen 0,30

Menetelméa voidaan kéayttad, jos tilastollista tietoa on runsaasti.

(3) Painotusmuuttuja saadaan momenttimenetelmélla. Tarkkaa painotusmuut-
tujan funktiota ei tiedetd, mutta tarkeimmét tunnusluvut, erityisesti kes-
kiarvo, keskihajonta ja vinous, tunnetaan. Tunnusluvut saadaan nimittéin
laskettua suoraan empiirisestd aineistosta, vaikka aineistoa olisi vain niukas-
ti. Néin ollen tarkkaa tiheysfunktiota ei tarvita.

Palataan viel edell olleeseen autovakuutustilanteeseen. Vakuutusyhtiolld on ole-
massa korvaustilastot usean kymmenen vuoden ajalta, joista voi selvittéa keille ylei-
simmin sattuu korvausvaatimukseen johtavia tilanteita. Voisi siis ajatella menetelméan
2 sopivan painotusmuuttujan jakauman valintaan. Téssa tapauksessa voisi my0os aja-
tella nuorilla, vasta ajokortin saaneilla olevan paljon suurempi aineistosta laskettu
painotusmuuttuja kuin yli 15 vuotta ajaneilla henkilGill&.

3.1. Tunnuslukuja

Lasketaan seuraavaksi painotetulle Poisson-prosessille vastaavat tunnusluvut kuin
ei-painotetulle. Todistetaan ne momentit generoivan funktion avulla, joka mé#éritel-
ldén satunnaismuuttujalle X olevan

mx(z) = E [e*¥] .
Samalla saadaan todistettua ei-painotetun Poisson-prosessin tunnuslukujen kaavat.

LAUSE 3.2. Olkoon N painotettu Poisson-prosessi keskiarvofunktiolla p ja paino-
tusmuuttujalla 0. Talloin prosessille N pdtee
(1) odotusarvo EN(t) = u(t)E6
(2) wvarianssi Var N(t) = EN(t) + u(t)*Var
(3) vinous

,yl (N(t)) _ Var N<t) - ]EN(t)3 + 2#(92‘;%(5):;2#@)3 (E(QS) _3E0 Var 9)

(4) huipukkuus
Y, (N(t)) = <IEN(t) + u(t)? [TE(6*) — 4(E0)?] + u(t)® [6E(6”) — 12E0E(6%) + 6(E6)?]
+ () [E(0") — ABOR(6°) + 6(E0)*E(6%) — 3(E0)"] )

: <Va7“ N(t)>2 - 3.
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TobisTus. Merkitdén painotusmuuttujan 6 kertyméafunktiota P(0 < &) = Fy(€).
Prosessin N ehdollinen todennékoisyys ehdolla 8§ = ¢ saadaan suoraan Poisson-
jakauman avulla ja se on

Prosessin N pistetodennéikoisyys ilman ehtoa § = £ saadaan integroimalla kaikkien
muuttujan ¢ mahdollisten arvojen yli eli

P(N(t) = k) = /0 e—tult “%” dFy(©).

Néiden tietojen avulla lasketaan nyt prosessin N momentit generoiva funktio my ).
Sen avulla saadaan osoitettua kohdat (1)-(4), silld momentit generoivalle funktiolle
patee

m¥(0) = EX”.
Momentit generoivaksi funktioksi saadaan

m(2) = E [*N0] = E [E [e70]0]]

g |30 ekt Ol >>]

k!
=0

. o) —Gut)z 69:“ ]

- ) [ —0u(t) 9#( Je }
= / eSO d By (€) (odotusarvo muuttujan £ suhteen)
0

—E [eh(z)H]
= mg(h(2)),

missé h(z) = p(t) (e* —1). Prosessin N momentit generoiva funktio pisteessd z on
siis sama kuin muuttujan § momentit generoiva funktio pisteessé h(z). Huomataan
vield, ettd funktiolle h pétee

R (z) = p(t)e* = ¥ (2)  kaikilla k = 1,2
ja lisiksi h(0) = 0 ja h*®)(0) = u(t). Osoitetaan sitten lauseen kohdat (1)-(4):

(1) Muuttujan odotusarvo saadaan siis laskemalla sen momentit generoivan funk-
tion derivaatta pisteessd 0. Prosessin N momentit generoivan funktion deri-
vaataksi saadaan

miy ) (2) = B (2)mp(h(z)) = u(t)e*my(h(z))

ja sijoittamalla z = 0 saadaan odotusarvoksi

EN (1) = iy (0) = u(t)m}(0) = (t)ES.
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(2) Varianssin osoittamiseksi lasketaan ensin EN (¢). Momentit generoivan funk-
tion toiseksi derivaataksi saadaan

My (2) = B (2)my(h(2)) + B (2)*mg (h(2)).
Sijoittamalla taas z = 0 saadaan
EN (1)* = miy ) (0) = p(t)mp(0) + pu(t)*my(0) = u(t)E + p(t)’E (6%)
jolloin varianssiksi tulee
Var N(t) = EN(t)? — (EN (1))
= u(t)EO + pu(t)°E (6%) — u(t)* (E6)*
—EN(t) + u(t)? (B(6?) — (E0))
=EN(t) + u(t)* Var 6.
(3) Prosessin N vinous saadaan laskettua kaavalla
N(t) —EN()\*
V. (N () = (W)
B E[N(t)* — 3N(t)*EN(t) + 3N (¢)(EN(t))* — (EN(2))?]
B (Var N(t))*/2
E(N(t)?) — 3EN(t) Var N(t) — (EN(t))3
(Var N(t))*/> '

Tamén laskemiseksi kiytetidin jélleen ensiksi kaavaa EN(t)3 = mgg)(t)(O).
Kolmanneksi derivaataksi saadaan

My (2) =h® (2)mp(h(2)) + B (2)0" (2)my (h(2))
+ 21 (2) R (2)miy (h(2)) + K (2)°mS (h(2))
=1 (2)mpy(h(2)) + 3 (2)h" (2)mg (h(2)) + B (2)*m{” (h(2))

ja odotusarvoksi

= pu(t)miy(0) + 3u(t)?miy(0) + pu(t)*mf” (0)
= (u(1)EA + 3u(t)*E(62) + (1) E(6?).

Vinouden laskukaavan osoittaja saadaan nyt muotoon

E[N(t)%] — 3EN(t) Var N(t) — (EN(t))?
=u(t)EG + 3u(t)’E(6°) + u(t)°E(6°)

= 3u()EO(u()E + u(t)* Var 0) — (u(t)EO)
=u()EO + 3u(t)*(E(0%) — (EO)?) + u(t)*(E(6*) — 3EO Var 0 — (EO)?)
=EN(t) + pu(t)*Var 0 + 2u(t)*Var 0 — (EN(t))* + u(t)*(E(0*) — 3EOV ar 6),
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jolloin vinoudeksi saadaan

1N ) = (Var N(t))""*

(4) Prosessin N huipukkuus saadaan kaavalla

E [(N(t) - IEN(t)>4]

TN =—"ro or  °

= (E[N (t)] — 4E[N (t)']EN(t) + 6E[N (£)*](EN(t))*

—4EN()EN() + EN0)) (Var M) -3,

Lasketaan prosessin N momentit generoivan funktion neljds derivaatta,

migly (2) =h D (2)my(h(2)) + B ()0 (2)miy (h(2)) + 31" (2)*mi(h(2))
o+ 30(2) [ (2)mi (h(=)) + B ()" (2)ml? ((2))]
+ 3K (2)2h" (2)my) (h(2)) + B (2)'mg” (h(2))
ja sijoitetaan z = 0
E[N(1)'] =miyy,)(0)
=(t)EO + p(t)*E(6%) + 3pu(t)E(6)
+3u(t) [u(OE(6?) + u(t)E(6°)] + 3u(t)*B(6%) + p(t) E(9")
=()EO + Tp(t)B(6%) + 6u(t)*E(60%) + p(t) E(6").

Huipukkuuden kaavan osoittajaksi saadaan nyt

E[N(t)Y] — 4E[N(t)*|EN (t) + 6E[N (t)?)(EN(t))* — 4EN (t)(EN(¢))* + (EN(t))*

=u(t)EO + Tu(t)’E(6%) + 61(t)°’E(0°) + p(t)'E(G")
—4u(t ) [1(H)EO + 3u(t)*E(0?) + u(t )3E(93)}
+ 64(t)*(EO)? [1(t)EO + (t)"E(6%)] — 4u(t)*(EO)* + (1) (EO)*
—n(t)EO + u( )? [TE(6%) — 4(E6)*] + pu(t)® [6E(6%) — 12E0E(6°) + 6(E0)%]
+ u(t)* [E(6Y) — 4EGE(6*) + 6(E0)*E(6%) — 3(E)"]

jolloin huipukkuus on

Var N(t) 4+ 2u(t)?*Var 0 — (EN(¢))® + u(t)*(E(6%) — 3EOV ar 0)

29

Y, (N(t) = (EN(t) + u(t)? [TE(6%) — 4(E0)?] + pu(t)® [6E(6%) — 12E0E(6%) + 6(E6)?]

+ () [E(6Y) — 4EOE(6°) + 6(E0)*E(62) — 3(E0)*] )

-2

. (Var N(t)) -3.
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U

HUOMAUTUS 3.3. Sijoittamalla edellisessé lauseessa = 1 saadaan tunnusluvut

ei-painotetulle Poisson-prosessille NV, jonka keskiarvofunktio on pu(t):

(1) Odotusarvo EN (t) = pu(t).

(2) Varianssi Var N(t) = EN(t).

(3) Vinous

N Var N(t) — EN(t)3 + pu(t)? 1

71 (N(t)) - 3 = s
Var N(t)*/» (1)

(4) Huipukkuus

_EN(t) +3u(t)* a_ 1
 Var N(t)? pult)

7 (Vo)

3.2. Ominaisuuksia

Painotettu Poisson-prosessi N perii joitakin ominaisuuksia ei-painotetulta Poisson-
prosessilta. Painotetut prosessit summautuvat samoin kuin ei-painotetut, Markov-
ominaisuus pétee ja myos jarjestystunnuslukuominaisuus pétee edelleen. Kaikki ei-
painotetun Poisson-prosessin ominaisuudet eivit kuitenkaan periydy, vaan joitakin
hyvid ominaisuuksia menetetéén. Painotuksen myota prosessin lisdykset eivét ole enédé
riippumattomia, prosessin jakauma ei noudata Poisson-jakaumaa ja kuten edelld las-
kettiin, odotusarvo ja varianssi eivit enédd ole samat. Painotetun Poisson-prosessin
ominaisuutta Var N(t) > EN(t) kaikilla ¢ > 0, sanotaan ylihajonnaksi ja se on yksi
tarkeimmisté painotetun ja ei-painotetun Poisson prosessin eroista yhdessé jakauman
kanssa.

Osoitetaan ensin, ettéd painotetun Poisson-prosessin jakauma ei ole Poisson-jakauma
ja ettd sen lisdykset ovat riippuvia.

LAUSE 3.4. Olkoon N painotettu Poisson-prosessi keskiarvofunktiolla p ja paino-
tusmuuttujalla 6 > 0 m.v.. Tdlloin prosessin N jakauma ei yleisesti noudata Poisson-
jakaumaa.

TobisTus. Merkitddn satunnaismuuttujan 6 kertyméfunktiota Fy(&). Lauseen
3.2. todistuksen alussa saatiin

P(N(t) = k) = /0 ) e‘@“)(g“,i—f))k dFy(¢),

josta ndhdéan, ettei kyseessé ole Poisson-jakauman pistetodennéikoisyysfunktio. [

LAUSE 3.5. (Rippuvat lisiykset)
Olkoon N painotettu Poisson-prosessi keskiarvofunktiolla p ja painotusmuuttujalla 6,
ja 0=ty <ty <---<t,. Tdlloin lisdykset N(t,) — N(tn-1), N(tn-1) — N(tn—2),...,
N(t1) — N(ty) ovat riippuvia.

TobisTus. Olkoon 0 < s < t ja 0 < z < y siten, ettd vilit (s,t] ja (x,y] ovat
erillisid ja olkoon @ ei-vakio. Jos lisdykset N (s,t) ja N(x,y) olisivat riippumattomia,
niin talloin olisi

E[N(s,t) N(z,y)] —EN(s,t) EN(z,y) = 0.
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Lauseen 3.2. nojalla tiedetdén, ettda EN(s,t) = p(s,t)E0 ja EN(z,y) = u(x,y)E0.
Lasketaan E [N (s,t) N(z,y)]:

E[N(s,t), N(z,y)] = E[E[N(s, ), N(z,y)|0]]
=E[E[N(s,t)|0] E[N(z,y)|d]] (ehdollinen riippumattomuus)
Elu(s, )0 p(z, y)0]
= p(s, t)p(z, y)E[0].

Nyt saadaan siis
E[N(s,t), N(z,y)] —EN(s,t) EN(z,y) = p(s, t)(x, y) (E[6”] — [EO]*) > 0,

koska oletuksen mukaan 6 ei ole vakio, joten Var 6 = E[6?] — [Ef]*> > 0.
U

Osoitetaan sitten painotettujen Poisson-prosessien summautuvuus. Sama todistus

osoittaa myos ei-painotettujen Poisson-prosessien summautuvuuden, kun sijoitetaan
0=1.

LAUSE 3.6. (Summautuvuus)
Olkoon p; painotetun Poisson prosessin N; keskiarvofunktio ja 0; painotusmuuttuja.
Lisdksi prosessit N; ovat riippumattomia kaikilla j = 1,2, ...,n ja merkitidin M(t) =
>y Nj(t). Talloin M(t) on painotettu Poisson-prosessi parametrilla Y77 0;11;(t).

Tobistus. Todistetaan viite kdyttaméallda momentit generoivaa funktiota. Lauseen
3.2. todistuksessa laskettiin momentit generoiva funktio yhdelle painotetulle Poisson-
prosessille ja funktioksi saatiin

my, ) (z) = E[62Nj(t)] =E [e(ez_l)ejﬂj(t)} '

Lasketaan sitten momentit generoiva funktio prosessille M(t):
myw(z) =E [ezM(t)] -k [ez 2= Nj(t)} — HE |:6ZNj(t):| _ HE [6(62—1)9juj(t)]
j=1
_F [e<e2—1>z;?:10juj<t>] ,

josta ndhd&én, ettd M (t) on painotettu Poisson-prosessi parametrilla Z?Zl 6,1 (t).

HuomaAuTuUs 3.7. Jos Lauseen 3.6. tilanteessa kaikilla painotetuilla Poisson-pro-
sesseilla [V; olisi sama painotusmuuttuja 6 ja prosessit olisivat riippumattomia ehdolla
0, niin télloin M (t) olisi painotettu Poisson-prosessi keskiarvofunktiolla )7, 11;(t) ja
painotusmuuttujalla 6.

LAUSE 3.8. (Markov-ominaisuus)
Olkoon N painotettu Poisson-prosessi. Tdlloin mille tahansa jonolle (t;)1,, jolle 0 =
to < t1 < ... < tn, ja ei-vihenevdlle luonnollisten lukujen jonolle (k;)?_y, k; > 0
kaikilla v = 1,2,...,n jan > 2 pdtee

P(N(t,) = k| N(t1) = krs ooy N(tp_1) = kn_y) = B(N(t) = k| N(tn_1) = kn_1).
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TobisTus. Merkitddn taas painotusmuuttujan 6 kertyméfunktiota Fy(¢). Téll6in
P(N(tn) =kn | N(t1) = k1, ... N(tn-1) = kn-1)

:/OOOIP’(N(tn) =kn | N(t1) = k1, ... N(tao1) = k1,0 = &) dFp(€)

—
=

2 /0 TB(N () = k| N(tas) = ka1, 0 = £) dF(E)

=P(N(t,) = kn | N(tn-1) = kn-1),

missi (%) seuraa ei-painotetun Poisson-prosessin Markov-ominaisuudesta, koska eh-
dollistettuna painotusmuuttujalla 6 prosessi NV vastaa ei-painotettua Poisson-prosessia.

U

LAUSE 3.9. (Jarjestystunnuslukuominaisuus)
Olkoon N painotettu Poisson-prosessi, jolla on jatkuva ja melkein kaikkialla positiivi-
nen intensiteettifunktio \, ja saapumishetket 0 <17 < Ty < ... m.v.. Olkoon liséiksi sa-
tunnaismuuttujat Xy, ..., X, rigppumattomasti samoin jakautuneita siten, ettd tiheys-
funktio kaikilla X;, i =1,2,....,n, on XN(z)/u(t), 0 < x < t. Talloin vektorin (11, ..., T,,)
ehdollinen jakauma annetulla N(t) =n on jdrjestetyn otoksen (Xqy, ..., X)) yhteis-
tiheysfunktio eli
(Thy oo, ToN(8) = 1) £ (X1, oo X)) -

Toisin sanoen siis vasemman puolen vektorin ehdollinen tiheysfunktio on

(3.1) Fryom (@1, e 2 N(t) = 1) = (uzlt!»" HA(@),

missa 0 < 1 < ... < x, <t.

Tobistus. Olkoon 0 < 77 < ... < x,, < tja h; > 0 kaikilla ¢ = 1, ..., n siten, ettd
vélit (z;, z; + hy) ja (21, Tip1 + higq] ovat erillisid kaikilla ¢ = 1,...,n — 1. Todistus
olisi tdysin vastaavanlainen véleille (z; — h;, x;], joten riittdd osoittaa viite vileille
(x;, x; + h;)]. Lasketaan viitteen vasemman puolen ehdollinen todennikoisyys:

P(Ty € (z1, 21 + ha], ..., Ty € (@, 2 + hy]|N(t) = 1)

=E[1{1,e(e1,014h1], Tn @ zntha]} | N (T) = 7]

:/OOIP’(Tl € (x1, @1 + hal, ..., Ty € (T, n + ] [N(t) = 1,0 = &) dP(§)
0

@ [ nl Cu(r, o+ hy] (T, T+ Dy
B o T e N
(ol p(xn e+ (e, 2 g
‘/o GO T e )
_ n! op(zy, e+ b (@, T, 4 by
(k)™ hy o hon
n!

—Az1) - ATn), kun h; 10,7 =1,...,n,



3.3. ESIMERKKEJA 33

missé raja-arvo seuraa taas Médritelmésta 2.5. ja intensiteettifunktion A jatkuvuudes-
ta, jolloin u'(z;) = A(x;). Kohta (%) seuraa Lauseen 2.17. todistuksen lopusta, koska
ehdollistettuna muuttujalla 6 prosessi vastaa ei-painotettua Poisson-prosessia. U

Jarjestystunnuslukuominaisuus on siis tdysin sama painotetulle ja ei-painotetulle
Poisson-prosessille.

3.3. Esimerkkeji

ESIMERKKI 3.10. Luvun alussa oli esimerkkind kesdn metsdpalojen lukumééa-
rd. Oletetaan, ettd kesdn metsdpalojen lukuméird noudattaa painotettua Poisson-
prosessia N keskiarvofunktiolla i ja painotusmuuttujalla 6. Oletetaan kullekkin saé-
tyypille satunnaismuuttujan 6 arvo ja todennékoisyys alla olevan taulukon mukaisesti:

Sasatyyppi Painotusmuuttuja 6 | Todennékoisyys p
Erittdin kuiva 3,00 0,05
Kuiva 1,75 0,22
Normaali 0,80 0,40
Sateinen 0,60 0,25
Erittdin sateinen 0,30 0,08

Montako metsédpaloa on kesédn odotusarvo?
Ratkaisu:
Lauseen 3.2. nojalla

EN(t) = u(t)E6
= u(t)(3-0,05+1,75-0,22+0,80- 0,40 + 0,60 - 0,25+ 0,30 - 0, 08)
= 1,029 pu(t)

Téssé painotetun Poisson-prosessin odotusarvo on siis n. 3% suurempi kuin vastaavan
painottamattoman Poisson-prosessin.

Toinen esimerkki mukailee Resnickin kirjan [5] esimerkkid 4.49 ja Rossin kirjan [6]
viidennen luvun esimerkkié 64.

ESIMERKKI 3.11. Asiakkaiden saapuminen linja-autoasemalle noudattaa painotet-
tua homogeenista Poisson-prosessia N keskiarvofunktiolla A\ ja painotusmuuttujalla
0. Edellinen linja-auto ldhti hetkelld 0 ja seuraava ldhtee hetkella t. Miké on kaikkien
niiden asiakkaiden odotettu kokonaisodotusaika, jotka saapuvat aikavalilla (0,¢)?

Ratkaisu:

Jarjestystunnuslukuominaisuuden nojalla (Lause 3.9.) annetulla N(t) = n jokai-
nen saapuminen 7;, ¢ = 1,...,n, noudattaa tasajakaumaa vélilla (0,t): koska N on
painotettu homogeeninen Poisson-prosessi, niin Lauseen 3.9. muuttujien X; tiheys-
funktio saadaan muotoon

AMz) A 1

wt) Mt

joka on tasajakauman tiheysfunktio vélilla (0, 7).
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Merkitadan muuttujalla Y kaikkien niiden asiakkaiden yhteenlaskettua odotusai-
kaa, jotka saapuvat vélilla (0,¢). Odotetuksi kokonaisodotusajaksi saadaan nyt

EY =E[E[Y|N(t)]] Yg [N(t)/o t; i ds] =" {N(t)%} = %E[N(t)] = %)\EQ,

missé (%) seuraa siité, ettd saapumisia on N (t) kappaletta ja kun saapumisaika on s,
niin odotusaika on t — s.



LUKU 4

Yhdistetty painotettu Poisson-prosessi

Edella esitellyisséd Poisson-prosesseissa oltiin kiinnostuneita vain saapumisten lu-
kumé&iran jakaumasta, esimerkiksi kuinka monta korvausvaatimusta tulee vakuutus-
yhtitlle hetkeen ¢ mennesséd. Vakuutusyhtion tapauksessa kiinnostuksen kohteena olisi
korvausvaatimusten lukumééran liséksi vaatimusten suuruus eli kuinka paljon vakuu-
tusyhtio kaikkiaan joutuu maksamaan korvauksia. Tatd kokonaismédrdad mallinne-
taan satunnaissummalla, misséd sekd summattavat ettd summattavien lukuméérd on
satunnainen.

MAARITELMA 4.1. Olkoon N painotettu Poisson-prosessi keskiarvofunktiolla p
ja painotusmuuttujalla 6 ja olkoon satunnaismuuttujat X; riippumattomasti samoin
jakautuneita kaikkilla i siten, ettd jono (X;) on riippumaton prosessista N. Madritel-
ladn prosessi S(t) siten, ettd

N(t)

St) =Y Xi,  kunt>0.
=1

Tdlloin prosessi S(t) on yhdistetty painotettu Poisson-prosessi.

Y14 olevassa mééritelméssa prosessi N (t) siis kuvaa kuinka monta saapumista
hetkeen ¢ mennessé on tullut ja (X;) kuvaa niiden suuruutta. Muuttujien (X;) riip-
pumattomuus, myos prosessista IV, tarkoittaa, ettéd edellisten saapumisten suuruus ei
vaikuta seuraavan saapumisen suuruuteen ja toisaalta myoskadn saapumisten luku-
madra ei vaikuta saapumisten suuruuteen.

Osoitetaan seuraavaksi kolme ominaisuutta yhdistetylle painotetulle Poisson-pro-
sessille S. Huomataan, ettd ndmé prosessin S ominaisuudet ovat samat kuin Maéri-
telmén 2.2. ehdot (1), (2) ja (4) eli ehdot, jotka méérittelevét ei-painotetun Poisson-
prosessin.

LAUSE 4.2. Yhdistetylle painotetulle Poisson-prosessille S pitee
(1) S(0)=0 m.v..

(2) Prosessilla S on riippumattomat lisiykset.
(3) Prosessi S on oikealta jatkuva ja silla on vasemman puoleiset raja-arvot.

TODISTUS. (1) Koska N on Poisson prosessi, niin N(0) = 0 melkein varmas-
ti, jolloin S(0) = 320, X; = 0 m.v..

35
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(2) Olkoon 0 < r < t.
N()

P(S(r) =1,S(t) - S(r) =m) =P Zx_z Z X, =

=P ZTXi:l P Z X, =
=1

N(r)+1
~ B(S(r) = DP(S(0) - S(r) = m),

koska muuttujat X; ovat riippumattomasti samoin jakautuneita ja lisdksi NV
ja (X;) ovat riippumattomia.

(3) Osoitetaan ensin, etté prosessi S on oikealta jatkuva:

N(#)

]P’(limS(t):S(r)):]P’ lim Y X; = ZX =1,

tlr tir

koska prosessi N on oikealta jatkuva.
Osoitetaan vield, etté prosessilla S on vasemman puoleiset raja-arvot:

N(t)

P (3 th(t)) =P (I1m> X, | =P (3 th(t)) =1,
t1r t1r P tr

koska prosessilla N on vasemman puoleiset raja-arvot.
O

Lasketaan prosessille S' jakauman tunnusluvuista odotusarvo ja varianssi kaytta-
malld momentit generoivaa funktiota.

LAUSE 4.3. Yhdistetyn painotetun Poisson-prosessin S(t) = Zi]i(f) X; odotusarvo
on ES(t) = EN(t) EX; ja varianssi var S(t) = (EXy)?var N(t) + EN(t) var X;.

ToDISTUS. Prosessin S momentit generoiva funktio ehdolla N(¢) = &k on

k
s (1N () = B) = B[O IN(0) = K] = B [er5¥] S TR ] = m (1)
jolloin

r) = ZIP(N(t) = k) mgq (r|N(t) = k) = E [ms (r|N(t))] = E [my, (T)N(t)}

*

—E [eN(t)log(mxl(r))} — My (1Og(mX1 (T))) (:) me (M(t)(elog[mxl(r)] _ 1))

= mg(p(t)(mx, (r) — 1)),
missé kohta (%) saadaan Lauseen 3.2. todistuksesta, jossa laskettiin painotetun Poisson-

prosessin N momentit generoiva funktio.
Derivoimalla momentit generoivaa funktiota saadaan

Mgy (1) = mp (u(t)[mx, (r) — 1]) u(t)m’, (r),
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ja siten odotusarvo on
ES(t) = mlg)(0) = my (u(t)[mx, (0) — 1]) u(t) m’, (0)
= my(0) u(t) miy, (0)
=E0u(t) EX; =EN(t) EX;.

Varianssin osoittamiseksi lasketaan ensin momentit generoivan funktion toinen
derivaatta

M (r) = my (u(t)[mx, (r) — 1)) (ut)yml, ()" + mp () [m, (r) = 1) pt)m’, (1),
jolloin
ES(t)? = m,(0) = mg(0)u(t)*m'y, (0)% 4 my(0) u(t)m’, (0)
= E0°u(t)*(EX,)* + E0u(t)EXT.
Varianssiksi saadaan siis
var(S(t)) = ES(t)* — (ES(t))?
= E6%u(t)*(EX1)* 4+ Ebu(t

(HEXT — (EX1)*(EN(t))*
EX,)?var 0 + Eu(t)EX?

= (u(t)

= (u(t)EX,)*var 0 + EN () EX] + (EX,)’EN(¢) — (EX;)*EN(t)
= (EX1)*(u(t)*var 6 + EN(t)) + EN(t) (EXT — (EX1)?)

= (EX,)?var N(t) + EN(t) var X,.

4.1. Cramér-Lundbergin malli

Cramér-Lundbergin malli on yhdistetyn painotetun Poisson-prosessin erikoista-
paus, jossa saapumiset tulevat homogeenisen Poisson-prosessin mukaisesti. Malli on
tarkeéssd osassa vakuutusmatematiikassa; se on riskiteoriassa yksi suosituimmista
ja hyodyllisimmistd malleista. Yksinkertaisuudestaan huolimatta malli kuvaa kiytéan-
nossé havaittavien vakuutuskorvausvaatimusten kokonaisméérén prosessin valttamat-
tomid ominaisuuksia hyvin.

CRAMER-LUNDBERGIN MALLI. Olkoon S(t) = Zf\i (f) X; yhdistetty Poisson-prosessi.
Prosessi S on Cramér-Lundbergin mallin mukainen, jos

(1) korvausvaatimukset tulevat homogeenisen Poisson-prosessin
N(t)=#{i >1:T, <t},t >0 saapumishetkilla 0 < T} < Tp <

(2) hetkelld T; saapuva korvausvaatimus on suuruudeltaan X;. Korvausvaati-
musten suuruudet X, Xs, ... ovat riippumattomasti samoin jakautuneita ja
X; > 0 kaikilla ¢ = 1,2, ....

(3) saapumishetket (7;)°, ja vaatimusten suuruudet (X;)5°, ovat keskenéén riip-
pumattomia eli N ja (X;) ovat riippumattomia.

Seuraavassa Lauseessa osoitetaan, ettd Cramér-Lundbergin mallissa prosessin S
lisdykset ovat stationaarisia. Aivan kuten Lauseen 4.2. yhteydessid huomattiin pro-
sessilla S olevan samoja ominaisuuksia kuin ei-painotetulla Poisson-prosessilla, niin
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seuraava Lause 4.4. osoittaa, ettd Cramér-Lundbergin mallin mukaisella prosessilla
on sama ominaisuus kuin homogeenisella Poisson-prosessilla (Huomautus 2.3.(2)).

LAUSE 4.4. Cramér-Lundbergin mallin prosessille S pdtee Lauseen 4.2. lisdkst,
ettd prosessin S lisdykset ovat stationaariset.

TobDISTUS. Pitéa siis osoitaa, etté

P(S(t) — S(r) < z) = P(S(t — ) — S(0) < 2)

N(t) N(r) N(t—r)
& P ZXi—ZXigz = ingz
=1 =1 =1
N N(t) N(H)-N(r)
MR Y xo<z| =P Y xi<:
i=N(r)+1 i=1

Osoitetaan tdmé laskemalla vasemman puoleinen todennikoisyys:

N(#)
Pl Y Xi<z
i=N(r)+1
(o SN q
:ZZ]P (N(r) =k,N(t)=q, Z X; < z>
k=1 q=k i=k+1
0o 00 q
OSSR = BN = N = KB [ 3 X < 2IN() = kb, N(1) = q>
k=1 q=k i=k+1
o 00 q—k
- P(N(r) =k)P(N(t) = q|N(r) =k)P [ > X; < z>
k=1 gq=k i=1
CSINee) q—k
=3 ) P(N(r) =k)P(N(t) = qIN(r) = k)P | Y X; < 2[N(r) =k, N(t) = q)
k=1 q=k i=1
N(t)—N(r)
=P Xi<z|,
=1
missé kohta (%) seuraa ehdollisen todennikoisyyden médritelmésté. U

Cramér-Lundbergin mallissa odotusarvo ja varianssi saadaan yksinkertaisempaan
muotoon kuin yleisessé yhdistetyssé painotetussa Poisson-prosessissa, koska homogee-
niselle Poisson-prosessille odotusarvo ja varianssi ovat samat. Seuraavassa Lauseessa
4.5. ndmé4 on laskettu.

LAUSE 4.5. Cramér-Lundbergin mallissa odotusarvo on ES(t) = MEX; ja va-
rianssi var S(t) = MEX?.

Tobistus. Koska N on homogeeninen Poisson-prosessi parametrilla A, niin EN (¢) =
At = var N(t), jolloin odotusarvo seuraa Lauseesta 4.3. Saman lauseen nojalla
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var S(t) = (EX,)?var N(t) + EN(t) var X,
= (EX))’M +EX2Mt — (EX,)2 )t
= MEX?.

U

Luvuissa 2 ja 3 ei-painotetulle ja painotetulle Poisson-prosessille osoitettiin sum-
mautuvuusominaisuudet (Lauseet 2.13. ja 3.6). Kun yhdistetyssd Poisson-prosessissa
S saapumiset noudattavat homogeenista Poisson-prosessia, niin silloin myos proses-
sien S summalle saadaan laskettua jakauma.

LAUSE 4.6. Olkoot Si(t) = vaz’“l(t) XZ-(k), k = 1,...,n, Cramér-Lundbergin mal-
lin mukaisia riippumattomia yhdistettyji Poisson-prosesseja, eli Ng(t) on homogee-
ninen Poisson-prosessi parametrilla Mgt ja (Xi(k))izl on jono riuppumattomasti sa-
moin jakautuneita satunnaismuuttujia (risppumattomia myds prosessista Ny, ) kaikilla
k=1,..,n. Tdlloin S(t) == ,_, Sk(t) on yhdistetty Poisson-prosessi ja se voidaan
kirjoittaa muodossa

missi N (t) on homogeeninen Poisson-prosessi parametrilla Ant := >~} _; Mgt ja (Y))i>1
on jono riippumattomasti samoin jakautuneita satunnaismuuttujia (riippumattomia
myds prosessista N) ja

ot

Vi) £ 3 1gwenX®, PUW =k = 25
k=1

ja lisiksi J on rigppumaton jonosta (Xl(k))zzl.

TobisTus. Osoitetaan, ettd prosessin S ja summan Zl]\; Y, momentit generoivat
funktiot ovat samat.
Lauseen 4.3. todistuksessa laskettiin prosessin Sy momentit generoivaksi funktioksi

mg,1)(1) = mg <uk(t) (mec)(r) — 1)) .

Koska nyt Ng(t) on homogeeninen Poisson-prosessi, niin ju(t) = \xt ja koska 6 = 1,
niin my(r) = €”, joten saadaan

mg, 1) (r) = exp ()\kt(mec) (r) — 1)> ,
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ja néin ollen prosessin S momentit generoivaksi funktioksi saadaan

msu(r) =E [¢V] =E [ RS t)} HE [+ O] = T]E [mas,o(r)]
k=1

k=1
= exp (Z )\kt(mx<k)(r) - 1))
k=1
Lasketaan sitten prosessin T'(t) := Zfi(f) Y;(t) momentit generoiva funktio. Vas-

taavasti kuin prosessille Sj, saadaan

mpe)(r) = exp (Ant(my, (r) — 1)) .

Koska satunnaismuuttujalle Y; saadaan momentit generoivaksi funktioksi

my,(r) =E [V =E Jexp ( ZE{J@) wXi >]
=E ZGXF’ (7’ > 1{J(t>=k}X1(k)> 1{J<t>=l}]
Li=1 k=1

n

@
= > B[ 100

=1

n

At
= > myolr )Alt
=1

=

niin

mpe (r) = exp | Ant (Z mX<z) /\nt 1))
= exp Z my I\t — Ant)
= exp Z )\lt(mez)(T) — 1)) .
=1

Koska prosessien S ja T" momentit generoivat funktiot ovat samat, niin prosessit
ovat jakaumaltaan samat. U

4.2. Esimerkkeji

ESIMERKKI 4.7. ([5] tehtévé 4.48) Moottoriajoneuvoja saapuu tietullille homo-
geenisen Poisson-prosessin mukaisesti keskiarvoisesti 2 ajoneuvoa minuutissa. Kuskit
maksavat tullia 1, 2 tai 5 euroa riippuen siité, mihin kolmesta painoluokasta ajoneuvo
kuuluu. Oletetaan painoluokkien 1, 2 ja 3 todennékoisyyksiksi 1/2, 1/3 ja 1/6 téssé
jéarjestyksessé.
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(1) Mikéd on annetun tunnin tullimaksujen odotusarvo ja varianssi?

(2) Mikd on todennikoisyys, ettd tdsmilleen 3 euroa keritdén joka minuutti
kolmen perdkkéisen minuutin ajan?

(3) Mikd on todennikoisyys, ettd kahden 5 euroa maksavan ajoneuvon vili on
yli 10 minuuttia?

Ratkaisu:
Merkitéaéin kerdttyjen tullimaksujen kokonaissummaa S(t) = Zf.i(f) X;, missd N
on saapumisten lukumééré ja X; ajoneuvon ¢ maksaman tullimaksun suuruus.

(1) Koska ajoneuvoja saapuu tietullille joka minuutti homogeenisen Poisson-
prosessin, jonka parametri on 2, mukaisesti, niin tunnissa ajoneuvoja saa-
puu homogeenisen Poisson-prosessin mukaisesti odotusarvoisesti 60-2 = 120.
Koska saapumisprosessi on homogeeninen Poisson-prosessi, voidaan kayttia
Cramér-Lundbergin mallia ja saadaan

1

1 1
ES(t) = 120 - EX = 120 - (1 3 +2'§+5'6) = 240e/tunti

ja

1 1 1
Var S(t) = 120 - EX} = 120 - (1'§+22'§+52'6) = 720,

eli tunnissa kerdtyn summan suuruus on keskiméérin /720 = 27 euron pa&s-
sé odotusarvosta.

(2) Halutaan siis laskea todennékéisyys
P(S(tk) — S(tr-1) = 3, S(tes1) — S(tx) = 3, S(tps2) — S(tpi1) = 3).

Koska prosessin N lisdykset ovat riippumattomia ja stationaarisia, sa-
tunnaismuuttujat X; ovat riippumattomasti samoin jakautuneita ja lisdksi
S(0) = 0 m.v., niin ylld oleva todenn#koisyys voidaan kirjoittaa muotoon

P(S(tk) = S(te-1) = 3) P(S(ts1) — S(tr) = 3) P(S(tr2) — S(tet1) = 3)
= P(S(1) = 3)°.

Kolme euroa voidaan kerété siten, ettd tulee joko kolme painoluokan yksi
autoa tai tulee kaksi autoa, joista toinen kuuluu painoluokkaan yksi ja toi-
nen painoluokkaan kaksi. Taméan tapahtuman todennakoisyydeksi minuutin
aikana saadaan

1\* 11
P(N=3)- (=) +P(N=2)-2-= -
(v =3)-(5) +POV =225
3! 8 21 3
5
72_
= e 67

jolloin kysytyksi todennékoisyydeksi saadaan (6_2 . %)3 ~ 0,0014.
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(3) Koska ajoneuvojen saapumiset noudattavat homogeenista Poisson-prosessia,
niin vain vélin pituudella on vélié, ei sen sijainnilla. Voidaan siis olettaa, etté
hetkelld t, tullista meni ajoneuvo, joka maksoi tullia 5 euroa. Kysytéaédn to-
dennékoisyytté, ettd seuraavan 10 minuutin aikana ei tule toista painoluokan
3 ajoneuvoa. Todennédkoisyys, ettd saapuva auto ei kuulu painoluokkaan 3
on 5/6 ja 10 minuutin aikavalilla Poisson-prosessin parametri on 10 - 2 = 20,
joten kysytyksi todennédkdoisyydeksi saadaan

= 5\ & 20%
_ _ —20 —-20
E IP’(N-/{:)~<6> —E e k‘() E
k=0 k=0
=720 23 = 71073 & ), 036.

Viimeisessé esimerkissa sovitetaan simuloituun palovahinkoaineistoon painotettu
Poisson-prosessi ja verrataan aineistosta laskettuja tunnuslukuja teoreettisiin jakau-
masta tuleviin tunnuslukuihin. Liséksi lasketaan kuinka todennékéisesti vakuutus-
yhtio joutuu yhden kesén aikana maksamaan korvauksia enemmén kuin 1,2 kertaa
odotetun verran. Esimerkissi korvausvaatimusten suuruuksien oletetaan noudattavan
log-normaalia jakaumaa, joten ennen esimerkkiin siirtymisté esitetdéin log-normaalin
jakauman tiheysfunktio seké lasketaan sille odotusarvo ja varianssi.

ProprosITIO 4.8. Olkoon satunnaismuuttuja X log-normaalisti jakautunut para-
metreilla 1 ja o*, merkitiin X ~ logN(u,0?), ja sen tiheysfunktio on

o) e (222,

x\2mo 202
T 1.2 . . . 2 2
Tdélloin odotusarvo EX = #7279 ja varianssi var X = e (e" — 1>

TobpIsTUS. Lasketaan ensin odotusarvo:

00 1 _ 2
EX:/ T exp <_M) i
T 27r0 202

) (y—mp)? )
e d
/ 2mo Xp( 202 Ty

/ y? =2y + p® —y20% — (u+0°)* + (u+0°)?
— exp | — dy
210 202

_ (n+0%)? = /°° 1 (y— (u+0%)°
= exp ( =  Tors exp = dy

(++) o' + 20+ i — i
=" exp -1
202

1.2
:e’u'+§o—,

missé kohta (*) seuraa muuttujanvaihdosta y = logz ja kohta (xx) seuraa siité, etté
integroitavana on normaalijakauman tiheysfunktio odotusarvolla y+ 02 ja varianssilla
o? ja tiheysfunktion integraali yli méirittelyjoukkonsa on aina 1.
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Varianssin laskemiseksi lasketaan ensin E(X?):

o] 1'2
E(X?) = / exp (—
0o TV2mo

(logz — 1)
202

@ [~ 1 (y — p)?
_/ 5 exp (y 552 +

) i
i

exp | —
/ 2no p<

Y2 —2yp+ p® —dyo® — (p+20%)* + (p+ 202)2) dy

202

:exp((u_l_Q;T —u)/ ((y—(p;+202))2) "
o? Voro o?

(x%) (u + 4po?® + 4ot
=" exp
202

2
— 62,u+20' ,

integraalista. Varianssiksi saadaan siis

var X = E(X?) — (EX)? =

u>‘1

missé kohta (%) seuraa taas muuttujanvaihdosta y = log  ja kohta (xx

2u+20

. e2,u+0'2

) tiheysfunktion

= 277 (77 — 1),

t

ESIMERKKI 4.9. Oletetaan, ettd yhden kesédn aikana tulipaloista aiheutuvien va-

hinkojen viliset ajat jakaantuvat seuraavasti:

Osuus aurinkoisena kesidni (%)

Aika péivissd | Osuus sateisena kesani (%)
1 0,20
2 0,60
3 2,51
4 5,52
5 9,04
6 12,25
7 13,55
8 14,26
9 13,05
10 9,74
11 7,73
12 5,12
13 3,01
14 2,00
15 0,90

9,73

17,21
22,75
18,34
16,19
7.89

4,92

1,64

1,22

0,10

0

0
0
0
0

Oletetaan liséksi, ettd korvausvaatimusten (X;) suuruudet noudattavat log-nor-
maalia jakaumaa odotusarvolla = 0,71 ja keskihajonnalla o = 1,72, kun kaikki
vaatimukset on jaettu luvulla 100 000 laskujen selkeyttamiseksi. Yksittédisen korvaus-
vaatimuksen odotusarvo on siis 71000 euroa. Keskihajontaan aineiston lineaarinen
muunnos ei vaikuta. Oletetaan vield, ettd aurinkoinen ja sateinen kesi ovat yhté to-

dennéakoisia.
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Miten aineistosta lasketut saapumisten keskiarvo ja varianssi eroavat teoreet-
tisesta odotusarvosta ja varianssista?

Mika on todennékdisyys, ettéd yhden kesén korvausvaatimusten kokonaissum-
ma on suurempaa kuin sen 1,2 kertainen odotusarvo?

Ratkaisu:

(1)

varN (t)

Aineistosta laskemalla aurinkoisen kesédn keskiarvoksi saadaan 3,74 péaivia
ja varianssiksi 3,25. Sateiselle kesille saadaan keskiarvoksi 8,07 péivad ja
varianssiksi 7,34. Vaikka aineistossa on alihajontaa, sitd ei kuitenkaan ole
niin paljoa, ettd alihajonta haittaisi Poisson-jakaumaoletusta.

Kaytetdan aineistosta laskettuja keskiarvoja Poisson-prosessin paramet-
reina eri kesille ja merkitddn Ay = 3,74 ja Ag = §8,07. Kun aineistot yhdis-
tetddn, niin yhdistetty aineisto noudattaa painotettua Poisson-prosessia N
painotusmuuttujalla #, kun valitaan ensin prosessin N keskiarvofunktioksi
p(t) = A4, ja asetetaan sitten

=1 jos keséd on aurinkoinen
0= Ag . B .
Os = 5= jos kesé on sateinen.

Lauseen 3.2 nojalla prosessin IV teoreettinen odotusarvo yhdelle kesille

on
EN(t) = p(t)EO = X4(0,5-04 4+ 0,5 - 0s)
=0,5-244+0,5-Ag ~ 5,905

ja varianssi
=EN(t) + pu(t)*vard = M\EO + \4varf
=24(0,504 4 0,505) +2%(0,56% +0,50% — (0,504 +0,5065)°)
=0,5(M+As + A5+ AL —0,5)0% — 0,505 — Aads)
=0,5(3,74+8,07+3,74* +8,07° — 0,5-3,74* — 0,5-8,07* — 3,74 - 8,07)
~ 10, 592.
Aineistosta laskettu keskiarvo on pyoristettynd 5,905, joka on sama kuin

teoreettinen odotusarvo. Aineistosta laskettu varianssi taas on 9,996, joka
on hieman pienempi kuin teoreettinen varianssi, mutta lahelld sekin.
Korvausvaatimusten kokonaissumman S(t) = Zﬁ\;(f) X, odotusarvoksi yhdel-
le kesille saadaan Lauseen 4.3. nojalla

ES(t) = EN(t)EX, = 5,91 ™+ /217 — 52 76,

eli alkuperéiseen yksikkoon palautettuna noin 5, 3 miljoonaa euroa.
Mallinnetaan todennékoisyytta P (S(T") > 1,2 - E[S(T")]) simuloimalla. Si-
muloimalla R-ohjelmalla 1 000 000 arvoa muuttujalle S(7"), saadaan kysy-
tyksi todennikoisyydeksi noin 24%.
Vakuutusyhtion korvausvaateet yhdeltd kesilta ovat siis 24% todenna-
koisyydella enemmaén kuin 1,2 kertainen odotusarvo. Téstd seuraa, ettd va-
kuutusyhtion on toimintakykyisenéd pysyédkseen kerdttiavé vakuutusmaksuja
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enemmén kuin mité se keskiméérin maksaa korvauksia, vaikka tarkoituksena
ei edes olisi tehdé voittoa.

Alla olevassa kuvassa on vield piirrettyna kokonaissumman S tiheysfunk-
tio. Kayrélle piirretty pallo merkitsee odotusarvoa ja tahti on 1,2 kertainen
odotusarvo.

0.030
!

Tiheys
0.015
|

0.000

| | | | |
0 100 200 300 400

Kokonaissumma S

Kuva 4.1. Kokonaissumman S tiheysfunktio.
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