Viidennen asteen yhtélon ratkaisukaavan olemassaolon
mahdottomuus Galois'n teorian pohjalta

Teppo Lahti

Matematiikan pro gradu

Jyvaskylan yliopisto
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kevit 2014






i

Tiivistelma Teppo Lahti, Viidennen asteen yhtdalon ratkaisukaavan olemassaolon
mahdottomuus Galois’n teorian pohjalta. matematiikan pro gradu -tutkielma, 78 si-
vua, Jyvéaskyldn yliopisto, Matematiikan ja tilastotieteen laitos, kevit 2014.

Tasséa tutkielmassa on tarkoituksena todistaa, ettei viidennen asteen yhtélélle ole ole-
massa ratkaisukaavaa. Todistus tehddin Galois'n teorian pohjalta. Keskeisené késit-
teend Galois’n teoriassa on kuntalaajennus, joka mééritelliian kahden kunnan vélise-
nd monomorfismina. Kuntalaajennuksia voidaan luokitella useilla eri tavoilla, joista
keskeisimmét ovat yksinkertainen, algebrallinen ja normaali kuntalaajennus. Lineaa-
rialgebran avulla voidaan kuntalaajennukselle méaritella myos aste.

Sanotaan, ettd renkaan K [x] polynomi p hajoaa kunnassa L, jos p voidaan kirjoittaa
muodossa p = k(z — aq) -+ (z — ay,), missd k, o, ...,q, € L. Pienintd mahdollista
kuntaa, jossa p hajoaa, kutsutaan polynomin p hajotuskunnaksi.

Galois’'n teoriassa keskeinen rooli on Galois'n ryhmilla. Luonnollisen kuntalaajen-
nuksen K < L Galois'n ryhmé I'(K, L) méérittellddn ryhméksi automorfismeja
f: L — L, joille pitee f(k) = k kaikilla k € K. Jokaiselle Galois'n ryhmén I'(K, L)
aliryhmélle H voidaan maéaritelld kiintopistekunta: se on kunta, jonka muodostavat
ne kunnan L alkiot x, joille pitee h(z) = x kaikilla h € H.

Kéayttden apuna lineaarialgebraa voidaan todistaa Galois'n ryhmié ja kiintopistekun-
tia koskevat viisi Galois'n lausetta. Néista tarkeimpid on ensimméinen Galois'n lause,
jonka mukaan Galois'n ryhmén I'( K, L) alkioiden lukumééra on sama kuin kuntalaa-
jennuksen K — L aste.

Tutkielman lopussa maéritelladn juurin ratkeavuus juurilaajennusten avulla. Galois'n
viidettd lausetta kayttamaélla voidaan osoittaa, ettéd rationaalikertoiminen polynomi
p € Q[x], jonka hajotuskunta on ¥, on ratkaistavissa juurin, vain jos Galois'n ryhmé
['(Q, X) on ratkeava.

Koska symmetrinen ryhmé Sj ei ole ratkeva, taytyy 16ytda polynomi, jonka Galois'n
ryhmé on isomorfinen ryhmén S kanssa. Ensimméisen Galois’'n lauseen avulla voi-
daan todistaa, ettd jos rationaalikertoimisella polynomilla ¢, jonka aste p on alkulu-
ku, on tdsmaélleen p — 2 reaalista nollakohtaa, niin sen Galois'n ryhmé on isomorfinen
symmetrisen ryhmén S, kanssa. Tamén lemman avulla on helppo 16ytéé polynomeja,
jotka eivét ole ratkaistavissa juurin.

Avainsanat: Galois’'n teoria, Galois’n ryhmé, kuntalaajennus, polynomi, ratkaisukaa-
va.
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Johdanto

Toisen asteen yhtéldlle on tunnnettu ratkaisukaava jo vahintdédn 3 600 vuotta
[12, s. xviii]. Muinaiset babylonialaiset tarvitsivat ratkaisukaavaa pinta-alaan liit-
tyvissad kdytdnnon ongelmissa. Heille kuitenkin riitti, ettd kaava toimi kadytdnnossé,;
mitddn matemaattisia perusteluja kaavalle ei tuolta ajalta ole l6ydetty. Babylonia-
laiset osasivat ratkaista myoOs joitakin kdytdnnon ongelmissa esiintyvid kolmannen
asteen yhtéloitd palauttamalla niitéd toisen asteen yhtéloiksi. [2, s. 62- 606]

Keskiajalla arabit ja persialaiset pitivéit polynomiyhtaloitéa tédrkeind monien kaytén-
non ongelmien ratkaisemisessa, kuten perinnon jakamisessa, oikeudenkaynnissé, kau-
pankdynnissi ja maanmittauksessa [2, s. 328]. Arabimatemaatikko al-Kashi osasikin
1400-luvulla ratkaista riittavalla tarkkuudella kaikki kdytdnnon ongelmista kumpua-
vat kolmannen asteen yhtalot [2, s. 407]. Se ei silti hillinnyt antiikin kreikkalaista
eksaktia matematiikkaa ihailevia renesanssiajan matemaatikoita. Monet italialaiset
tiedemiehet etsivit 1500-luvulla korkeamman asteen yhtéldille samantapaista ratkai-
sukaavaa kuin toisen asteen yhtéloille.

Ensimmaéisenéd kolmannen asteen yhtdlon ratkaisukaavan keksi luultavasti Bolognan
yliopiston matematiikan professori Scipione del Ferro. Hieman my6hemmin ratkai-
sukaavan keksi itsenéisesti myos Niccolo Fontana, joka tunnetaan paremmin nimell&
Tartaglia (suomeksi "Ankyttéjda”). Tartaglia paljasti salaisuutensa lidkiri Gerolamo
Cardanolle, joka ensimméisend julkaisi sen 1545 kirjassaan Ars Magna. Teos sisélsi
my0s neljannen asteen yhtélon ratkaisukaavan, jonka oli keksinyt Cardanon oppilas
Lodovico Ferrari. 2, s. 399-402]

Kolmannen ja neljinnen asteen yhtéloiden ratkaisukaavojen keksimisen jélkeen seu-
raava askel oli luonnollisesti korkeamman asteen yhtéloiden ratkaisukaavojen keksi-
minen. Matemaatikot 16ivétkin viidennen asteen yhtélon kanssa paédtinsa seindén yli
kahdensadan vuoden ajan. Viidennen asteen yhtélon ratkaisukaavasta tuli niin mer-
kittdva ongelma, ettd se voidaan rinnastaa antiikin Kreikan klassisiin ongelmiin. Ku-
ten kreikkalaisten klassiset ongelmat, myos viidennen asteen yhtélon ratkaisuyritykset
veivit epdonnistumisistaan huolimatta matematiikkaa eteenpéin. [12, s. xx-xxi]

Epdilykset koko ratkaisukaavan olemassaolosta heréisivéit viimeistddn 1770-luvulla.
Silloin ranskalainen Joseph-Louis Lagrange osoitti, ettd tietyin varsin yleisin meto-
dein — joilla kolmannen ja neljannen asteen yhtélo saadaan ratkaistuksi — ei viiden-
nen asteen yhtélo ainakaan ratkea. Tyossddan Lagrange tutki yhtédloiden ratkeavuutta
niiden juurten permutaatioiden avulla. [12; s. xxi

Italialainen Paolo Ruffini uskoi vuonna 1799 todistaneensa viimein, ettei viidennen
asteen yhtélolle ollut olemassa ratkaisukaavaa. Ruffinin todistus oli kuitenkin niin
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JOHDANTO 2

pitkéd ja monimutkainen, ettei kukaan pystynyt tarkastamaan sen pétevyyttd ennen
Ruffinin kuolemaa. Myohemmin selvisi, ettd todistuksessa oli todella aukko: Ruffini ei
ollut todistanut véitettdan siitd, ettd jokaisen polynomin ratkaisukaavassa esiintyvé
juurilauseke voidaan ilmaista rationaalifunktiona polynomin nollakohtien avulla. [12,
s. xxi]

Nuori norjalainen Niels Henrik Abel ajatteli 1820-luvulla myos ratkaisseensa viiden-
nen asteen yhtalon ongelman. Hén kuvitteli ensin 16yténeensa viimeinkin ratkaisukaa-
van, kunnes ymmaérsi asian olevankin péainvastoin: Abel todisti 1824 ensimméisena,
ettei viidennen asteen yhtélolle ole olemassa ratkaisukaavaa. Abel ei tuntenut Ruffinin
tyotd, mutta hinen todistuksessaan oli paljon yhtéldisyyksid Ruffinin todistukseen.
Abel onnistui my6s todistamaan véitteen, jota Ruffini ei huomannut todistaa. [2, s.
732]

Vaikka Abelin todistus olikin yhté pientd virhettd lukuun ottamatta pateva, siind oli
yksi suuri heikkous: Abelin todistus kertoi vain, ettei ole olemassa yhté ratkaisukaa-
vaa, jolla kaikki viidennen asteen yhtdlot saataisiin ratkaistua. Sen avulla ei voitu
padtelld, oliko jollain tietylld viidennen asteen yhtélolld ratkaisukaava. Itse asiassa
Abelin todistuksesta huolimatta jokaiselle viidennen asteen yhtéalolle saattoi edelleen
olla olemassa oma erityinen ratkaisukaavansa. [12, s. xxiii]

Nuori ranskalainen Evariste Galois (syntynyt 1811) oli erittéiin kiinnostunut seké Abe-
lin ettd Lagrangen ratkaisukaavoja kisittelevista toistd. Niiden innoittamina Galois
laati omaperéisen ja kekselidén teorian, joka elegantilla tavalla kiersi Ruffinin ja Abe-
lin todistusten ongelmat. Galois'n teorian avulla voitiin viimein 16ytaéd konkreettisia
viidennen asteen yhtéloité, joilla ei ole ratkaisukaavaa. Téstd huolimatta hén ei saa-
nut eldminsé aikana minkd#nlaista tunnustusta tyostdan. Galois kylld lahetti tyonsa
Pariisin Akatemiaan kahdesti. Toisella kerralla kyse oli matematiikkakilpailusta. Tuo-
maristo — todennékoisesti kilpailun aikana kuollut Adrien-Marie Legendre — hukkasi
hénen tyonsi eiké sitd koskaan 16ydetty. [12, s. xxiii-xxvii

Galois’'n eldmé oli muutenkin tdynna vaikeuksia. Hanen isédnsé teki itsemurhan 1828.
Samana vuonna hén pyrki opiskelemaan Ecole Polytechniqueen, jossa monet tuon
ajan kuuluisista matemaatikoista olivat opiskelleet. Matemaattisista lahjoistaan huo-
limatta Galois ei saanut opiskelupaikkaa. Todennékdisesti héinen matemaattinen tieté-
myksensa oli liian suppeaa. Galois oli myos aktiivinen Ranskan monarkian vastustaja
ja joutui poliittisen toimintansa vuoksi vankilaan. [12, s. xxiii-xvi]

Galois menehtyi vuonna 1832 vain 20-vuotiaana kaksintaistelussa. Tragedian syisté
kaydéadn yha keskustelua. Galois’n kirjoittamien kirjeiden mukaan siihen liittyi aina-
kin pettymys rakkaudessa. [11]

Tamén tutkielman tarkoituksena on esittdd ratkaisu yhteen matematiikan historian
innoittavimmista ongelmista. Tarkoituksena on Galois'n teoriaa kiyttden osoittaa,
ettei viidennen tai sitd korkeamman asteen yhtéldille ole olemassa ratkaisukaavaa.
Tutkielman ymmértamiseksi lukijan tulee hallita perusteet algebrasta (esimerkiksi
[4], [8] tai [9] ) seké lineaarialgebrasta (esimerkiksi [7] tai [10]). Myos analyysisté ja
kompleksianalyysistd saatavia tietoja esiintyy tdsséd tutkielmassa muutama.
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Tutkielma seuraa p#dosin Ian Stewartin kirjaa Galois Theory [12]. Ensimmaéisessi
Toisessa luvussa kéasitelladn kuntalaajennuksia, jotka méaéritellain monomorfismeiksi
kunnalta kunnalle. Syy kuntalaajennusten esittelyyn liittyy polynomien nollakohtiin.
Esimerkiksi rationaalikertoimisen polynomin 2% —2 nollakohdat eiviit ole kunnassa Q.
Kunta Q voidaan kuitenkin laajentaa kuntalaajennuksella kunnaksi L, jossa kaikki
nollakohdat ovat. Sanotaan, ettd tilléin polynomi z? — 2 hajoaa kunnassa L. Poly-
nomien hajoamista késitellddn luvussa 3. Siind myos todistetaan, ettei jaottomilla
polynomeilla ole moninkertaisia nollakohtia kompleksilukujen joukossa.

Vasta neljdnnessa luvussa pédstddn kasittelemédn Galois'n keksiméd merkittavaa ja
omalaatuista ideaa, Galois'n ryhméé. Galois itse mééritteli ryhmén polynomin nolla-
kohtien tiettyind permutaatioina. Téssé tutkielmassa sama asia mééaritelladn kuiten-
kin modernin matematiikan kielelld: jokaista kuntalaajennusta vastaa ryhmé auto-
morfismeja, jotka kiinnittavat ldhtokunnan alkiot. Tdmé& ryhmén ominaisuudet ker-
tovat myos, miksei kaikille polynomeille ole olemassa ratkaisukaavaa. Neljannen luvun
merkittdvimmat tulokset ovat viisi Galois’'n lausetta. Niiden todistamiseksi tarvitaan
jonkin verran lineaarialgebraa.

Galois'n ryhmien ominaisuuksien selvittdmiseksi viidennessa luvussa késitelldén ryh-
méteoriaa. Keskeisia késitteitd luvussa ovat permutaatiot ja symmetriset ryhmaét seké
normaalit aliryhmét. Kun tdma kaikki on kayty ldpi, voidaan kuudennessa luvussa
viimein méaritelld ratkaisukaava ja todistaa, ettei viidennen asteen yhtélolle sellaista
ole.



LUKU 1

Polynomit

1.1. Polynomit

Taméi tutkielma késittelee kunnan C alikuntia. Jokainen taméan tutkielman kunta
sisaltéaa talloin rationaalilukujen kunnan Q alikuntanaan.

MAARITELMA 1.1. Renkaan R polynomi p on jono (a,)nen, missi a, € R kaikille

n sekid a, # 0 vain ddrellisen monelle alkiolle a,. Talloin dédrettémén pitkd nolla-

ketju voidaan jattdd polynomin lopusta kirjoittamatta, jolloin péadytddn muotoon

p = (ag,as,...,a,) ja a, =0, kun n > m. Polynomista kdytetdin myos merkintoja
p(z) = ap+ a1z + - + aza”

seké
p(z) = Z apx®.
k=0

Jos p = (ap), ap # 0, niin sanotaan, etta p on vakiopolynomi.

MAARITELMA 1.2. Renkaan R Polynomille méaritelldan yhteenlasku asettamalla

n max{m,n}

(1.1) Zakxk—l—zm:bkmk: > (ag+b)a"
k=0

k=0 k=0

ja kertolasku asettamalla

n m n+m
(1.2) Zakajk . Zbkxk = Z ( Z a; - bj):vk,
k=0 k=0

k=0 Ni+j=k

kun ag,...,a, € Rjabg,...,b, € R.

Kun renkaan R polynomit varustetaan niiden yhteenlaskulla ja kertolaskulla saadaan
rengas, jota kutsutaan polynomirenkaaksi ja merkitaan R[X]. Renkaan nolla-alkio on
nollapolynomi (0) ja ykkosalkio vakiopolynomi (1).

Kun a € R, niin kuvaus f : R — R[z],a — (ap) on monomorfismi. T&ll6in rengas R on
isomorfinen polynomirenkaan R[z] vakiopolynomeista koostuvan alirenkaan kanssa.
Tamén isomorfisuuden ansiosta voidaan tulkita rengas R renkaan R[z] alirenkaaksi eli
R C R[z]. Niin voidaan tulkita jokainen a € R renkaan R[x] vakiopolynomiksi.
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1.1. POLYNOMIT 5

MAARITELMA 1.3. Olkoon R rengas ja ar € R kaikilla £ € N. Olkoon lisdksi
p € Rlz],p = agp+ -+ + a,X™. Polynomin p asteesta kiytetdéin merkintdd dp ja
se madritelladn nollasta eroaville polynomeille seuraavasti:

Op = max {k : ar # 0}.

Jos p = 0, niin asetetaan dp = —oo.

HuoMAUTUS 1.4. Suoraan médritelméstd 1.3 sekd mééritelmén 1.2 kohdasta (1.1)
ndhdéaén, ettd kun p, ¢ € R[z], niin pétee

d(p + q) < max {dp, dq}.

Yhtasuuruus ei téssd todellakaan ole valttdméaton, silla polynomit p ja g voivat so-
pivasti kumota toistensa alkioita. Samoin yhtéd suoraviivaisesti méaritelmasta 1.3 ja
mééritelméin 1.2 kohdasta (1.2) ndhdédén, ettd

d(pq) < dp + 0q.

Maéritelméssa 1.1 polynomi méériteltiin jonoksi alkioita. Sen merkinnoissa esiintyva
+ ei siis ole yhteenlaskun symboli. Maaritelméssa 1.2 polynomien yhteen- ja ker-
tolasku kuitenkin méériteltiin sellaisiksi, ettd polynomi kayttaytyy kuten tavallinen
yhteenlasku. Tamaé selventdd sitéd, mink& vuoksi + esiintyy polynomin merkinnéssa.

Ei kuitenkaan pidé ajatella, ettd polynomin merkinnéssa esiintyva x olisi jokin muut-
tuja tai z* tarkoittaisi potenssia, jossa k toimii eksponenttina. Sen sijaan k ilmaisee,
missé kohdalla jonoa alkio sijaitsee. Esimerkiksi merkintd az? tarkoittaa polynomin
tapauksessa vain sitd, ettd polynomijonon kolmas alkio on a. N&in ollen polynomi
ei ole myoskéddan kuvaus, vaan pelkké jono. Jokaiselle polynomille voidaan kuitenkin
médritelld sen merkintdd vastaava kuvaus seuraavasti.

MAARITELMA 1.5. Olkoon R rengas ja p € R[z| polynomi. Télloin polynomia
p = (ao, - . .,a,) vastaava polynomikuvaus on kuvaus p : R — R, jolle

p= Y
k=0
kaikilla z € R.

HuomAuTUs 1.6. Jokaisella polynomilla on selvisti yksikésitteinen polynomikuvaus.
Kééanteinen ei kuitenkaan vélttdmatta pade. Voi siis olla polynomit p ja g, joille p # ¢,
mutta p = ¢. Taméan vuoksi yleisesséd tapauksessa on térkedd erotella polynomi ja
sitéd vastaava polynomikuvaus toisistaan. Tietyssé erikoistapauksessa ndmé voidaan
kuitenkin samaistaa. Témén sanoo kuitenkin vasta lause 1.23.

MAARITELMA 1.7. Jos K C C on kunta ja p(z) € K[z] sen polynomi, niin polynomin
p(z) = ap + @z + -+ + ayz™, a, # 0, johtava kerroin, on luku a,. Sanotaan, etta
polynomi p on perusmuotoinen, jos sen johtava kerroin a, = 1.
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1.2. Polynomin tekijit

Polynomille maéritellaén tekijéat vastaavalla tavalla kuin kokonaisluvuillekin: annetun
polynomin p tekijit ovat ne polynomit, joita kertomalla saadaan polynomi p. Kun
puhutaan jaollisesta polynomista, tarkoitetaan kuitenkin sellaista polynomia, jonka
tekijat eivit ole vakiopolynomeja.

MAARITELMA 1.8. Olkoon R rengas ja p,q € R[x] nollasta eroavia polynomeja. Jos
p = q-r jollekin polynomille nollasta eroavalle polynomille € R|x], niin ¢ on polyno-
min p tekiji renkaassa R[x] eli ¢ jakaa polynomin p renkaassa R|x|. Tasta kiytetdan
my6s merkintdd ¢ | p. Mikéli ¢ ei jaa polynomia p, voidaan kayttdd merkintdd g 1 p.

MAARITELMA 1.9. Olkoon R rengas. Sen nollasta eroava polynomi p € R[x] on
jaollinen renkaassa R[z], jos se voidaan ilmaista muodossa

p=qr,

missé ¢, € R[z] ovat polynomeja, joille pitee 1 < dg < pja 1l < Jr < p. Jos
polynomia p ei voida ilmaista téssd muodossa, sanotaan, etté se on jaoton.

Maaéritelmissa 1.8 ja 1.9 on oleellista, missd renkaassa polynomin p oletetaan olevan
jaollinen. Esimerkiksi polynomi p = x? + 1 ei ole jaollinen renkaassa Q[z]. Téstd
huolimatta se on jaollinen renkaassa Clz|, silld p = (z +14) - (x — i), missé z + i € C[z]
jax —i e Clz].

MAARITELMA 1.10. Olkoon K kunta ja olkoot p,q € K|[z]| polynomeja. Polynomien
p ja q suurin yhteinen tekijd on polynomi r € K{z|, jolle pétee r | pjar | gsekd s | r
kaikille polynomeille s € K[z], joille s | p ja s | g.

HuomAuTUsS 1.11. Suurin yhteinen tekijé ei nimestéddn huolimatta ole yksikasittei-
nen. Jos nimittdin d € K[z| on polynomien p ja ¢ suurin yhteinen tekiji, niin myos
polynomi kd kaikilla & € K \ 0 on polynomien p ja ¢ suurin yhteinen tekija. Ei ole
myoskaan selvid, ettd kaikilla polynomeilla olisi suurin yhteinen tekija. Tamé saa-
daan todistettua etsimélld suurin yhteinen tekijé polynomien Eukleideen algoritmilla
(ks. [6, Theorem 4.1]).

Seuraava lause sanoo, ettd kuten kokonaisluvutkin, jokainen nollasta eroava polynomi
voidaan jakaa jaottomiin tekijoihin.

LAUSE 1.12. Olkoon K kunta. Tdlldin sen jokainen polynomi p € Klz| voidaan il-
maista tulona

P=kqiq2" " Gn,

missi k € K on vakio ja qu,...,q, € Klx],n € N, ovat renkaassa K[z| jaottomia
polynomeja, joille pitee Oq; > 1 kaikilla i =1, ..., n.

TobisTus. Todistetaan viite induktiolla polynomin p asteen suhteen. Jos dp = 0,
niin p = k, jolloin véite pétee, kun n = 0. Oletetaan siis, ettd viite pétee jollain
Op = | > 1. Tarkastellaan ensiksi tapausta dp = m > [, kun p on jaoton. T&ll6in
voidaan valita k = 1 ja ¢ = p, jolloin viite patee. Tarkastellaan sitten tapausta
Op = m > [, kun p on jaollinen. T&ll6in p on muotoa p = riry jollain polynomeilla



1.2. POLYNOMIN TEKIJAT 7

r1,1m9 € Klz], joille pitee 1 < dr; < mjal < dry < m . Nyt voidaan kiyttaa induktio-
oletusta. Sen mukaan r; = ki sekd 1y = kogo, missd ki, ky € K ja q1,q2 € K|[z| ovat
jaottomia ei-vakioita polynomeja. T&lloin p on muotoa p = k1kaq192q. U

Liséksi lauseen 1.12 mukainen esitys on jokaisella nollasta eroavalla polynomilla yk-
sikdsitteinen. Ennen tdmén todistamista tarvitaan kuitenkin vield yksi lemma.

LEMMA 1.13. Olkoon K kunta, p € Klx] renkaassa Klz] jaoton polynomi ja olkoot
q,r € K[x] polynomeja. Jos p jakaa polynomin q - r, niin p jakaa polynomin q tai p
jakaa polynomin r.

TobisTus. Jos p jakaa polynomin ¢, niin véite pétee. Oletetaan siis, ettéd p ei jaa
polynomia ¢. Olkoon d € K|[z] polynomien p ja ¢ suurin yhteinen tekija. Télloin d | p,
mutta koska p on jaoton, tdytyy olla d = k tai d = kp jollain k € K \ {0}.

Oletetaan ensin, ettd d = kp. Koska d | ¢, niin kp | ¢, jolloin myds p|g. TAm& on
kuitenkin vastoin oletusta.

Oletetaan siis, ettd d = k. Koska d on polynomien p ja g suurin yhteinen tekija, niin
huomautuksen 1.14 perusteella myos k'd, ¥’ € K \ {0} on polynomien p ja g suurin
yhteinen tekiji. Talloin polynomien suurin yhteinen tekiji on myos k='d = k~'k = 1.
Nyt voidaan kdyttdd Bézout’n lausetta (katso todistus kokonaisluvuille esimerkiksi
kirjasta [1, Chapter 2] — todistus polynomeille etenee vastaavasti). Sen mukaan on
olemassa polynomit ¢,u € K|[z] siten, etti

(1.3) tp 4+ uq = 1.
Kertomalla yhtélo (1.3) polynomilla r saadaan
(1.4) rtp + ruq = 1.
Oletuksen nojalla p jakaa polynomin r¢, jolloin on olemassa polynomi v € K|[z], jolle
patee
(1.5) pv = rq.
Sijoittamalla yht&lo (1.5) yht&loon (1.4) saadaan
rtp +upv =1
eli
p(rt + uv) =,
jolloin p|r. 0

LAUSE 1.14. Olkoon K kunta ja p € Kl[z] polynomi, jolle pitee Op > 1. Tidlldin
polynomi p on muotoa

P =kqiq2" " Gn,

missd k € K on yksikdisitteinen ja qi,...,q, € Klz| ovat jirjestysti vaille yksikd-
sitteiset renkaassa Klx| jaottomat ja perusmuotoiset polynomit, joille pitee Og; > 1,
1=1,...,n.
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TobisTus. Polynomin jaottomien tekijoiden olemassaolo on jo todistettu, joten
jéaljelle jaa yksikasitteisyyden todistaminen. Taytyy siis osoittaa, ettd jos

(1.6) p=kqiga- . Gn

ja

(1.7) p=FKriry.. .1,

niin £ = k', n = m ja polynomit ¢;,7 = 1,...,n, ovat samat kuin polynomit
rj, j = 1,...,m. Todistetaan viite induktiolla luvun n suhteen. Jos n = 1, niin

(1.8) p=kq =Kkri...rm.

Yhtélosta (1.8) ja polynomin tekijin méaaritelméstd 1.8 seuraa, ettd kqy | K'ry ... 7.
Tulkitaan vakio k' vakiopolynomiksi, jolloin soveltamalla lemmaa 1.13 m kertaa pe-
rikkédin saadaan selville, ettd kq; | k' tai kg | r; jollain ¢ = 1,...m. Koska ¢ ei
ole vakio, niin tapaus kq; | ¥’ on mahdoton. Siten kg, | r;. Tekijoiden jérjestyksen
ei tarvitse olla yksikésitteinen, joten koska r; on jaoton, niin jérjestysta tarvittaessa
vaihtamalla voidaan olettaa, ettd kq; = k'ry jollain ' € Klz]. Silloin ¢, = kK~ 'k'ry.
Toisaalta r1 ja ¢ ovat perusmuotoisia, joten on oltava k=&’ = 1. T&lloin péatee k = £/,
jolloin m =1 ja edelleen yhtélon (1.8) perusteella g; = ;. Alkuaskel siis pétee.

Tarkastellaan edelleen muotoa (1.7) olevaa polynomia. Oletetaan seuraavaksi, etté
s € N,s > 1 ja jollain s patee s = m ja k = k’. Oletetaan lisiksi, ettd polynomit
¢i, ¢ = 1,...,s, ovat samat kuin polynomit ¢; = r;,j = 1,...,m. Tarkastellaan
seuraavaksi tilannetta
(1.9) p=Fkq... qsGepr = K'r1 .. T
Yhtélosta (1.9) seuraa, etté

Gs+1 | 71 T,
jolloin soveltamalla jilleen lemmaa 1.13 saadaan

Gsy1 | i
jollain ¢ = 1,...,m + 1. Tarvittaessa merkint6ja vaihtamalla voidaan olettaa, etta
Gs+1 | Tmy1- Koska kaikki polynomit r; ja ¢; ovat jaottomia, niin
(1.10) Qs+1 = hrpmi
jollain h € K \ {0}. Yhdistdmalla yhtalot (1.10) ja (1.9) saadaan
(1.11) p=kaqi qsGsi1 = KT TG T
Induktio-oletuksen nojalla jokaista polynomia ¢;,7 = 1,...,s, ovat samat kuin po-

lynomit r;,7 = 1,...,m ja s = m. Yhtaloistad (1.11) ja (1.10) ndhd&én, ettd myos
Tes1 = (s11. Koska yksikddn polynomi 7; ei ole vakio, niin téytyy olla &k = h™'k’ ja
s+ 1=m+ 1, joten viite on todistettu. (I

Nyt on osoitettu, ettéd jokaisella polynomilla on yksikésitteinen tekijéesitys. Seuraava
askel on etsid vélineitéd, joilla saadaan selville, onko annettu polynomi jaoton vai
jaollinen. Keinoja on useita, mutta tédssd tutkielmassa esitellddn Eisensteinin ehto.
Siihen tarvitaan kuitenkin vield kaksi lemmaa.
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LEMMA 1.15. Olkoot q(z),r(x) € Z[x] polynomeja. Olkoon lisiksi p alkuluku, joka
jakaa tulon qr renkaassa Z|x|. Tdlldin p jakaa polynomin q tai polynomin r renkaassa

Zx].

TobisTus. Olkoon

q=0ay+ar+ -+ a,z"
ja

r=po+ x4+ B
Tehdédéan vastaviite ja oletetaan, ettd p ei jaa polynomia ¢ eikéd polynomia r. T&ll6in
p ei jaa myoskéddn kaikkia polynomien ¢ ja r kertoimia. Siten on olemassa pienimmét
sellaiset luvut ¢ ja j, joille péatee p 1 a; ja p 1 §;. Alkuluku p jakaa kuitenkin tulon ¢r
ja silloin p jakaa myos kaikki tulon kertoimet. Erityisesti p jakaa termin 2**7 kertoimen
eli luvun

(1.12) aoBiv; + a1 Bipjo1 + - F B -+ iy Bo.

Nyt p jakaa esityksen 1.12 kaikki muut termit, mutta ei valttdméttd termid o;f3;.
Tamaé seuraa siitd, miten ¢ ja j on valittu. Toisaalta p jakaa koko esityksen 1.12, joten
taytyy pited p | a;0;. Aikaisemmin valittiin kuitenkin ¢ ja j siten, ettd p 1 a; ja
p t B. Koska p on alkuluku, syntyy ristiriita. O

LEMMA 1.16 (Gaussin lemma). Olkoon q € Z[z] jaoton polynomi renkaassa Z[z].
Tdlloin g on myds jaoton renkaassa Q[x].

TobisTus. Tehdédédn vastavéite ja oletetaan, ettéd ¢ on jaoton renkaassa Z[x], mut-
ta jaollinen renkaassa Q[x]. Talloin g = rs, missd r,s € Q[x] sekd 0 < Ir,s < Jq.
Olkoon

r=ap+or+-+opa"
ja

s=L0o+ frx+ -+ Bpa™
joillain n,m € N, m,n > 1. Koska r ja s ovat rationaalikertoimisia, niin o;; = Z—Z’ joillain
a; € Z ja by € Z\ {0} sekd f; = & joillain ¢; € Z ja d; € Z '\ {0}. Jos polynomi r
kerrotaan kokonaisluvulla k, = by - - - b,,, saadaan kokonaislukukertoiminen polynomi.
Samoin kay, jos s kerrotaan luvulla kg = dj - - - d,,,. Kerrotaan siis polynomi p luvulla
k = kykq, jolloin saadaan

(1.13) k- q=rasg,

missé 7y ja se ovat kokonaislukukertoimisia polynomeja. Koska d(k-q) = dq, Ory = Or
ja 0sy = Os, niin pitee 0 < Ory < d(k-q) ja 0 < dsy < d(k - q). Siten k- ¢ on jaollinen
renkaassa Z[x]. Nyt paddytddn ristiriitaan, jos voidaan osoittaa, ettd k - ¢ on jaoton
polynomi renkaassa Z[z|. Tamaé ei ole kuitenkaan itsestaén selvid, silla Z ei ole kunta.

Osoitetaan seuraavaksi induktiolla, ettd k - ¢ on jaoton polynomi renkaassa Z[z| eli
yhtalo (1.13) ei voi pdted. Luvulla k& on nyt alkulukuesitys & = p; ---p;. Tehdédén
induktio alkulukujen lukumééréan [ suhteen. Olkoon ensiksi [ = 1, eli k£ on alkuluku.
Nyt lemman 1.15 nojalla £ = p; jakaa polynomin ry tai polynomin s, renkaassa
Z[z]. Tarvittaessa merkintoja vaihtamalla voidaan olettaa, ettd p; jakaa polynomin
ro. T&ll6in p1g = pir3se jollekin renkaan Z[x] polynomille r3, jonka aste on sama
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kuin polynomeilla r ja ry. Siten g = r3ss eli ¢ on jaollinen renkaassa Z[x]. Tdmé on
kuitenkin vastoin oletusta.

Oletetaan sitten, ettd polynomi p; - - - p; - ¢ on jaoton renkaassa Z[z]. Osoitetaan, etta
talloin py - - - pryq - ¢ eli polynomi py1p; - - - pr - q on jaoton renkaassa Z[x]. T4ma seuraa
kuitenkin valittomaésti alkuaskeleesta, silld p;; on alkuluku ja p; ---p; - ¢ induktio-
oletuksen nojalla jaoton polynomi renkaassa Z[z]. Néin on todistettu induktiolla, etté
k-q on jaoton renkaassa Z[z|. Tamé on kuitenkin ristiriita yhtalon (1.13) kanssa, joten
g on jaoton renkaassa Q|x]. O

LAUSE 1.17 (Eisensteinin ehto). Olkoon p(z) € Z[x] polynomi muotoa
p(x) =ap+ a1z + -+ aza”,

missd a; € Z kaikilla i = 1,...,n, sekin € N,n > 1. Tdlloin p on jaoton polynoms
renkaassa Qlx], jos on olemassa alkuluku t, jolle pdtee

(1) t)(am
(2) t|a;,i=0,...,n—1,

(3) t* 1 ao.

Tobistus. Tehdéén vastaviite ja oletetaan, ettd kun vaitteen ehdot (1)-(3) pé-
tevit, niin p on jaollinen polynomi renkaassa Q[z]. T&lloin lemman 1.16 nojalla p on
jaollinen renkaassa Z|[x]. Siten on olemassa polynomit ¢,r € Z|x], joille patee p = qr
ja dq,0r > 1. Olkoot polynomit muotoa

g=by+ -+ bpa™
ja

T:CO+--'+Ckl‘k,
kun b;,c; € Z kaikilla i = 1,...,m jaj =1,...,k. Nyt k,m > 1 jam+k = n.
Polynomien tulon mééritelméan perusteella ay = bycy. Koska ¢ on liséksi alkuluku,
niin ehdon (2) perusteella ¢ | by tai ¢ | co. Jos ¢ | by ja t | co, niin jollain Iy, 1y € Z\ {0}
pitee by = I1t ja cg = Iot, jolloin ay = bycy = t?l1l,. TAmi on puolestaan vastoin
ehtoa (3). Tarvittaessa merkintoja vaihtamalla voidaan olettaa, ettd ¢ | by ja t 1 co.
Jos t | b; kaikilla ¢ = 0,...,m, niin ¢ | (byck) eli t | a,, mikd on vastoin ehtoa (1).
Olkoon s € N;1 < s < m, pienin luku, jolle pétee ¢ { bs. Tarkastellaan nyt termid a,.
Polynomin tulon mé&éaritelman nojalla sille pétee

(114) g = boCs + blcs_l + 4 bSCO~

Téssd on huomattava, ettd voi olla ¢; = 0, jollekin j = 1,...,s, jos pétee s > k.
Koska m + k =n ja k > 1, niin m < n. Talloin my6s s < n, jolloin ehdon (2) nojalla

(1.15) t] as.

Koska s on pienin luku, jolle pdtee t { b;, niin ¢t | b;c; kaikilla i = 1,...,5s — 1 ja
j=0,...,s— 1. Télléin ehdon (1.15) ja yhtélon (1.14) nojalla tdytyy péated t | bsco.
Koska t 1 b, niin tdytyy olla ¢ | ¢g, mikd on vastoin oletusta. O
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1.3. Polynomin nollakohdat

MAARITELMA 1.18. Olkoon R rengas ja p(z) € R[X] polynomi. Polynomin p nolla-
kohta on alkio a € R, jolle pétee p(a) = 0.

LAUSE 1.19. Olkoon K C C kunta. Luku o« € K on polynomin p € K|z| nollakohta,
jos ja vain jos polynomi (x — «) jakaa polynomin p renkaassa K|x].

TobisTus. Oletetaan ensiksi, ettd polynomi x — « jakaa polynomin p. Télloin
p = (x — a)q jollekin polynomille ¢ € K[x]. Talloin

pla) = (a — a)q(a) = 0.
Todistetaan sitten toinen suunta. Oletetaan, ettd p(a) = 0 jollekin polynomille

p € Klz]. Talloin polynomien jakoyhtdlon (ks. [12, Theorem 2.8]) perusteella on
olemassa sellaiset polynomit ¢,r € K[z], joille pétee

(1.16) p=(—a)g+r

ja Or < 0(x — a) = 1. Talloin r on vakiopolynomi eli » € K. Polynomikuvaukselle p
saadaan nyt

pla) = (@ —a)q(a) +r=0.
Télloin taytyy olla r = 0, jolloin yhtélon (1.16) perusteella (z — «) | p. O

Edellisen lauseen valossa méaritelladn polynomin moninkertaiset nollakohdat seuraa-
vasti.

MAARITELMA 1.20. Olkoon K C C kunta. Alkio o € K on polynomin p yksinkertai-
nen nollakohta, jos (x — a) | p, mutta (x — «)? { p. Alkio o on polynomin p € K|z]
m-kertainen nollakohta, jos (x — a)™ | p, mutta (x —a)™ ™ { p. Jos @ on polynomin p
m-kertainen nollakohta ja m > 2, sanotaan, ettd a on polynomin p moninkertainen
nollakohta.

Vield ei kuitenkaan tiedetéd, voidaanko jokainen polynomi esittdd tulona muotoa
(x — @) olevista polynomeista, silld ei tiedeté, onko jokaisella polynomilla nollakohtia.
Tamén ongelman ratkaisee seuraavaksi esiteltévé algebran peruslause, jota tullaan
kayttamadan téssd tutkielmassa useaan otteeseen. Sité ei kuitenkaan todisteta.

LAUSE 1.21 (Algebran peruslause). Olkoon p(z) renkaan Clx] mielivaltainen polyno-
mi, jolle patee Op > 1. Talloin polynomilla p on vahintddn yksi nollakohta o € C.

Algebran peruslauseen todisti ensimméisené onnistuneesti Carl Friedrich Gauss 1799
vaitoskirjassaan. Myohemmin Gauss paranteli vield todistustaan vield kolmeen ot-
teeseen. [12, Chapter 2] Modernisoitu versio erddstd Gaussin tasotopologiaan perus-
tuvasta todistuksesta on esitetty esimerkiksi kirjassa [5]. Algebran peruslauseen voi
todistaa helposti myos kompleksianalyysin avulla (ks. esimerkiksi [5, Chapter 5]).
Seka Gaussin todistuksen ettd kompleksianalyysissé esitettdavén todistuksen heikkou-
det ovat siiné, etteivit ne ole puhtaan algebrallisia, vaan niihin tarvitaan paljon al-
gebran ulkopuolista matematiikkaa, kuten kompleksianalyysié. Toisaalta algebran pe-
ruslauseelle ei edes ole olemassa puhtaan algebrallista todistusta johtuen siitd, etté
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reaaliluvut méaritellidn topologisten késitteiden avulla. Algebran peruslauseelle on
kuitenkin olemassa todistus, jossa kiytetddn vain yksinkertaista reaalilukujen analyy-
sid sekd Galois'n teoriaa. Téllainen on esimerkiksi Stewartin kirjan lopussa esitetty
todistus [12, Chapter 23].

HuomAauTus 1.22. Kéyttamalla algebran peruslausetta sekéd lausetta 1.19 saadaan
selville polynomin nollakohtien tédsméllinen lukumééra: polynomilla on muotoa (z—a)
olevia tekijoita tdsmélleen asteensa verran. Téssé on tosin huomioitava, ettd osa nol-
lakohdista voi olla samoja eli polynomilla voi olla mé&ritelmén 1.20 mukaisia monin-
kertaisia nollakohtia.

Tamén kappaleen lopuksi palataan vield huomautuksessa 1.6 esitettyyn ongelmaan
siitd, milloin jokaista polynomifunktiota vastaa yksikésitteinen polynomi. Seuraava
lause osoittaa, ettd néin on silloin, kun polynomi kuuluu kuntaan, jossa on dédrettéman
monta alkiota.

LAUSE 1.23. Olkoon K ddreton kunta sekd p,q € K|x] polynomeja. Jos tilloin p = g,
nin p =q.

TobisTtus. Tehdéddn vastaviite ja oletetaan, ettd p # ¢. Méadritellddn sitten po-
lynomi r = p — ¢. Nyt oletuksen mukaan r # 0. Olkoon Or = n. Koska p = @, niin
p(a) — q(a) = 0 kaikilla o € K. Talloin myos r(«) = 0 kaikilla « ja siten polynomi
Te; = (r—a;) on polynomin r tekijé kaikilla ; € K. Koska K on déreton kunta, sithen

kuuluu alkiot ay,aq, ..., a,, joita on n + 1 kappaletta. Télloin polynomi r saadaan
muotoon
(1.17) r=@—a)(z—o) - (x—ay)-s,

missé s € K[z] on nollasta eroava polynomi. Polynomin r aste riippuu nyt polynomin
s asteesta, mutta kiayttamélla huomautusta 1.5 ja yhtalod (1.17) saadaan polynomin
r asteesta tieto

Or>0(x—ap)--0(x—a,) =n+1.
Polynomin r aste on kuitenkin n, joten ajaudutaan ristiriitaan.

U

Koska téssé tutkielmassa jokainen kunta sisdltda kunnan @, niin jokainen kaytettava
kunta on &dareton. Télloin lause 1.23 on aina voimassa. Niinpé kunnista puhuttaessa
kéytetadn polynomikuvauksesta samaa merkintéda p kuin sitd vastaavalle polynomille.



LUKU 2

Kuntalaajennukset

2.1. Kuntalaajennukset

MAARITELMA 2.1. Olkoot K ja L kuntia. N&diden kuntien vélinen kuntalaajennus on
monomorfismi ¢ : K — L. Télloin kunta K on pienempi kunta ja kunta L suurempi.

MAARITELMA 2.2. Olkoon i : K — L kuntalaajennus. Jos K C L, niin kuvaus ¢
on luonnollinen kuntalaajennus. Talloin kuvauksesta ¢ kidytetddn merkintdda K —
L. Téasséd tutkielmassa oletetaan, ettdi N C Z C Q C R C C, vaikka lukualueita
konstruoidessa huomataaan, ettei kyse ole tarkalleen ottaen inkluusioista. Néin ollen
téassa tutkielmassa kuntien Q, R ja C viliset kuntalaajennukset ovat myos luonnollisia
kuntalaajennuksia.

Tamaé tutkielma rajoittuu késitteleméin lahinné luonnollisia kuntalaajennuksia. Suu-
rin osa tutkielmassa esiintyvistd tuloksista voidaan kuitenkin pienelld lisdvaivalla
yleistaéd koskemaan kaikkia kuntalaajennuksia.

MAARITELMA 2.3. Olkoot K ja L kuntia seké f : K — L monomorfismi. Maéritelldén
kuvaus f : K[z] — L[z] siten, ettd

f(ko +kiw + -+ kpa™) = fko) + f(k)z + -+ f(kn)2"
kun k’o,k’l,..‘,]{?nEK.

Méaritelmén 2.3 ideana on laajentaa kuntalaajennuksen késite myos polynomiren-
kaille. Tarkoituksena siis on, ettd jokaista kuntalaajennusta f vastaa kuvaus f , joka
kuntalaajennuksen f pienempéé ja suurempaa kuntaa vastaavien polynomirenkaiden
véilinen kuvaus. Tdmén vuoksi on téarkeédd, ettd kuvaus f kayttaytyy kuten kuntalaa-
jennus, minké sanoo seuraava lause.

LAUSE 2.4. Kuvaus f on monomorfismi. Lisdksi jos f on isomorfismi, niin myds f
on isomorfismi.

Tobistus. Todistetaan ensiksi, ettd f on homomorfismi. Kaikilla by, . .., b, € K
patee

~

flag+ -+ apa™ +by+ - + byz™)
= flao) + -+~ + flan)z" + f(bo) + -+ + f(am)z™
= flaog+ -+ anz™) + fbo + - - - + bpz™).

13
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Toisaalta polynomien tulon méaritelmén mukaan

2.1) f( ka wa ): (in(;b)xk)

Kaytetaan kuvauksen f mééaritelméd, jolloin saadaan

22) f (f<2 ) - %f R

Koska f on homomorfismi, niin pétee

(2:3) Z F( D abi)at =2 (2 Jan b))t

Kayttamélla ensin polynomien tulon mééritelméé ja seuraavaksi kuvauksen f mééri-
telméd saadaan

n+m n m
(2.4 S fla)f(by)e —f<Zakxk>f<Zbkxk),
k=0 i+j=Fk k=0 k=0
jolloin kohdista (2.1)-(2.4) seuraa, etté f on homomorfismi. Monomorfismiksi osoit-
tamiseen vaaditaan, ettd f on injektio. Olkoon siis ay,...,a,, € K. Oletetaan, ettd
(2.5) flag+ -+ anz™) = flah+ - +d. z™).
Tama yhtépitdvad sen kanssa, etté
(2.6) flao) + -+ + flan)x" = f(ap) + -+ + f(ap,)z™
Tarvittaessa merkintoja vaihtamalla voidaan olettaa, ettd n < m. Koska jokainen
2,1 =0,...,n esiintyy kummallakin puolilla tisméilleen kerran, on oltava
(2.7) flai) = f(aj)
kaikilla ¢ = 0, ..., n seké
(2.8) a; =0, kun i > m.
Yhtéloista (2.6), (2.7) ja (2.8) seuraa, etté
(2.9) ap+ - +a 2" =ay+ - +a,x™

ja koska (2.9) on yhtépitivid yhtdlon (2.5) kanssa, niin f on injektio.

Oletetaan seuraavaksi, ettd f on isomorfismi. Talloin f on surjektio eli f(K) = L.
Talloin jokainen b € L voidaan ilmoittaa muodossa

(2.10) b= f(a;),
missé a; € K. Olkoon seuraavaksi p € K[z] mielivaltainen polynomi. Se on muotoa
(2.11) p="by+ -+ bya",

missé b; € L. Télloin yhdistamalld yhtéalot (2.10) ja (2.11) saadaan
(2.12) p = flao) + -+ flan)z",
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missi a; € K. Nyt voidaan kiyttid kuvauksen f médritelmad, jolloin yhtdlo (2.12)
on yhtépitdvaa sen kanssa, etté

(2.13) p= flag+ -+ a,z").

Koska yhtilst (2.13) ja (2.11) ovat siis yhtépitivid, niin L{z] C f(K[z]) ja koska
selvésti f(K[z]) C L[z], niin f(Kz]) = L[z]. Siten f on surjektio ja koska f on
monomorfismi, niin se on bijektiivinen homomorfismi eli isomorfismi. U

Jatkossa merkintas f ei endd kaytetd. Sen sijaan, koska myds f on monomorfismi,
kaytetdan merkintda f = f. Té&lloin samaistetaan toisiinsa kuntalaajennus f : K — L
sekii sité vastaava polynomirenkaiden vilinen monomorfismi f : K[z] — L[z]. Tamé
ei aiheuta sekaannusta, silli f(k) = f(k) kaikilla k € K.

Seuraavaksi on tarkoituksena luokitella kuntalaajennuksia niiden ominaisuuksien pe-
rusteella ottamalla kiayttoon joukko madritelmia.

MAARITELMA 2.5. Olkoon A C C joukko. Joukon A wvirittimd kunta on leikkaus
kaikista niistd kunnan C alikunnista, jotka siséltavit joukon A.

MAARITELMA 2.6. Olkoot K C L C C kuntia, K — L kuntalaajennus ja
A C L joukko. Talloin lzittamdlld joukko A kuntaan K saadaan kunta, jonka vi-
rittédéd joukko K U A. Liittamélld saadusta kunnasta kiytetdén merkintdd K(A). Jos
A=A{w,...,a,}, niin kdytetaan merkintdd K(A) = K(aq,...,ap).

MAARITELMA 2.7. Olkoot K C L C C kuntia. Kuntalaajennus K — L on yksinker-
tainen, jos L = K(«) jollekin v € L.

MAARITELMA 2.8. Olkoon K C C kunta ja olkoon o € C. Sanotaan, ettd luku
a on algebrallinen kunnan K suhteen, jos on olemassa nollasta poikkeava polynomi
p(z) € K[x], jolle patee p(a) = 0. Jos téllaista polynomia ei ole, « on transkendentti
kunnan K suhteen. Jos a € C on algebrallinen kunnan Q suhteen, sanotaan lyhyesti,
ettd a on algebrallinen.

MAARITELMA 2.9. Olkoot K C L C C kuntia. Kuntalaajennus K < L on algebral-
linen, jos jokainen kunnan L alkio on algebrallinen kunnan K suhteen. Jos kunnassa
L on kunnan K suhteen transkendentti alkio, sanotaan, ettd kuntalaajennus K < L
on transkendentti.

MAARITELMA 2.10. Olkoot f : K — K’ ja g : L — L’ kuntalaajennuksia. Niiden
kuntalaajennusten vdlinen ismorfismi on kuvauspari (¢,7), missd ¢ : K — L ja
~v: K’ — L’ ovat isomorfismeja, joille péatee

kaikilla k € K. Kuntalaajennukset g ja f ovat isomorfiset, jos on olemassa niiden vé-
linen isomorfismi.
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Maaritelméas 2.10 voidaan kuvallisesti havainnollistaa seuraavalla kaaviolla:

K1 K

o |

L——1I'
g

Jos kuntalaajennukset f ja g ovat isomorfiset, niin kaavio kommutoi. Toisin sanoen jos
kuljetaan kunnasta K kuntaan L’ kunnan L kautta, pdadytdin samaan kuvaukseen
kuin kulkemalla kunnan K’ kautta. Puhuttaessa luonnollisista kuntalaajennuksista
voidaan samastaa kunta K sen kuvajoukkoon f(K), jolloin f(K) = K ja g(L) = L.
Tilloin kuvaajan kommutoimiseksi riittdéd todeta, ettd v|x = ¢.

Méaritelméa 2.10 herattad kysymyksen, milloin kaksi kuntalaajennusta ovat isomorfi-
set. Ovatko esimerkiksi yksinkertaiset kuntalaajennukset K — K(«) ja K — K(f)
aina isomorfiset? Jos a ja [ ovat transkendentteja kunnan K suhteen, niin néin todel-
lakin on, mutta algebrallisessa tapauksessa viite ei pade. Kuitenkin viidennen asteen
yhtélon nollakohtien etsimisessé juuri algebralliset kuntalaajennukset ovat kiintoisia.
Tarvitaan hieman lisdehtoja, jotta yksinkertaiset algebralliset kuntalaajennukset voi-
daan osoittaa isomorfisiksi. Sitd ennen on kuitenkin perehdyttéava tarkemmin yksin-
kertaisiin algebrallisiin kuntalaajennuksiin.

2.2. Minimaalipolynomit

MAARITELMA 2.11. Olkoon K — L kuntalaajennus ja olkoon o € L algebrallinen
kunnan K suhteen. Alkion a minimaalipolynomi on pienintd mahdollista astetta oleva
perusmuotoinen polynomi m(x) € K|[z], jolle patee m(«) = 0.

LAUSE 2.12. Olkoon K — L kuntalaajennus ja o € L algebrallinen kunnan K suh-
teen. Luvulla o on minimaalipolynomi p(z) € K[z| ja se on yksikasitteinen.

Tobistus. Osoitetaan ensiksi, ettd minimaalipolynomi on olemassa. Koska « on
algebrallinen kunnan K suhteen, niin on olemassa polynomi ¢(z) € K|[z]\ {0}, jolle
patee g(a) = 0. Olkoon polynomin ¢ aste n ja sen johtava kerroin a, € K. Koska
q # 0, niin a, # 0. Télldin on olemassa a,' € K. Nyt polynomi r = a;'q on
perusmuotoinen ja sille péatee

r(a) = a,'qla) = 0.

On siis olemassa vahintddn yksi polynomi, joka on perusmuotoinen ja jolle pitee
p(a) = 0. Siten nédiden kaikkien polynomien joukosta voidaan valita myos pieninté
astetta oleva téllainen polynomi.

Todistetaan seuravaaksi minimaalipolynomin yksikésitteisyys. Olkoot p ja ¢ alkion
a € L minimaalipolynomeja. Koska minimaalipoynomi on pienintd mahdollista astet-
ta oleva polynomi m, jolle m(«) = 0, niin dp = dq. Koska p ja ¢ ovat perusmuotoisia,
niin taytyy olla

(2.14) d(p—q) < Odp = 0q.
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Jos p — ¢ = 0, niin p = ¢ ja viite on todistettu. Voidaan siis olettaa, ettd p # ¢
eli p — ¢ # 0. Talloin jos polynomi p — g on astetta k, niin silld on johtava kerroin
ar € K\ {0}. Koska K on kunta, niin myds a;' € K \ {0}, jolloin on olemassa
perusmuotoinen polynomi r = a; ' (p—q). Sen asteelle pitee yhtilon (2.14) perusteella

(2.15) Or=0(p—q) < dp = 0q.
Liséksi polynomille r pétee
(2.16) r(a) = a; ' (pla) — g(a)) = a;' - 0=0.

Yhtéaloiden (2.15) ja (2.16) nojalla polynomit p ja ¢ eivét voi olla alkion « mini-
maalipolynomeja, miké on ristiriidassa oletuksen kanssa. Nin ollen tapaus p # ¢ on
mahdoton ja siten p = q. O

LAUSE 2.13. Olkoon K C C kunta ja o € C algebrallinen kunnan K suhteen. Tdlloin
luvun o minimaalipolynomi m(x) € K|x] on jaoton polynomi renkaassa Klx].

Tobistus. Tehdéddn vastaviite ja oletetaan, ettd luvun o € K minimaalipolyno-
mi m ei ole jaoton. T&ll6in se on muotoa m = pg, missi p, g € K[z] ovat polynomeja.
Polynomien asteille patee 1 < dp < dm ja 1 < dq¢ < Om. Olkoon a polynomin p joh-
tava kerroin ja b polynomin ¢ johtava kerroin. Koska K on kunta, niin a=!,b7! € K.
Nyt pétee

a 'p(a)btq(a) = a b 'm(a) =0,

joten a'p(a) = 0 tai b~'q(a) = 0. Nyt sekii a~'p ettd b~'q ovat perusmuotoisia
polynomeja, joiden aste on pienempi kuin polynomin m aste. Témé tarkoittaa kui-
tenkin sité, ettei m voi olla luvun a minimaalipolynomi. Syntynyt ristiriita todistaa
véitteen. U

LEMMA 2.14. Olkoon K C C kunta ja o € C algebrallinen kunnan K suhteen. Olkoon
lisiksi p(z) € K[x] polynomi, jonka nollakohta on a. Tdlloin luvun o minimaalipoly-
nomi m(x) € Klz| jakaa polynomin p renkaassa K|x].

TobisTus. Olkoon p(x) € K[x] polynomi, jolle p(c) = 0. Polynomien jakoyht&lon
mukaan on olemassa polynomit ¢(z) € K[z] ja r(x) € K|z] siten, etté

(2.17) p=mq+r
ja
(2.18) or < Om.

Jos r = 0, niin polynomi m jakaa polynomin p. Oletetaan siis, ettd r # 0. Olkoon po-
lynomin r aste n ja a, € K\{0} polynomin r johtava kerroin. Nyt myés a,,* € K\{0},
joten polynomi a'r € K[z] ja on perusmuotoinen. Koska p(a) = 0 ja m(a) = 0, niin
taytyy olla () = 0, yhtélon (2.17) mukaan. Kohdan (2.18) ja minimaalipolynomin
médritelmén perusteella tasta seuraa, ettei m ei voi olla luvun a minimaalipolynomi.
Ajaudutaan ristiriitaan, joten taytyy olla r = 0, jolloin véite pétee. U

LAUSE 2.15. Olkoon K — L kuntalaajennus ja L C C. Jos a € L on algebrallinen
kunnan K suhteen ja p perusmuotoinen ja renkaassa K|x] jaoton polynomi, jolle pdtee
p(a) =0, niin p on luvun o minimaalipolynomi.
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TobisTtus. Olkoon m luvun o minimaalipolynomi. Télloin lemmasta 2.14 seuraa,
ettd m jakaa polynomin p. Koska m ei ole vakio ja p on jaoton, niin tdmaé tilanne on
mahdollista vain, jos p = mk jollain vakiolla k € K. Seké p ettd m ovat kuitenkin
perusmuotoisia, joten on oltava k = 1, ja siten p = m. U

Lauseessa 2.12 todistettiin, etté kaikilla algebrallisilla luvuilla on minimaalipolynomi.
Seuraavaksi lauseessa 2.16 todistetaan, ettd myos kddnteinen viite pétee: jokainen
jaoton ja perusmuotoinen vakiosta poikkeava polynomi on jonkin luvun minimaalipo-
lynomi.

LAUSE 2.16. Olkoon K C C kunta ja p(x) € K[x] mikd tahansa vakiosta poikkeava,
jaoton ja perusmuotoinen polynomi. Tdlloin on olemassa kunnan K suhteen algebral-
linen luku o € C, jonka minimaalipolynomsi p on.

TobisTus. Koska p ei ole vakiopolynomi, silld on algebran peruslauseen nojalla
vahintdan yksi nollakohta o € C. Télloin luku a € C on algebrallinen kunnan K
suhteen. Koska p on perusmuotoinen ja vakio, niin lauseesta 2.15 seuraa, etté p on
luvun o minimaalipolynomi. 0

2.3. Yksinkertaiset algebralliset kuntalaajennukset

LEMMA 2.17. Olkoon K C C kunta ja olkoon a € C. Olkoon lisiksi K — K(«)
kuntalaajennus. Tdlloin jokainen alkio y € K(«) voidaan ilmoittaa muodossa

y=qla)-r(a)™,

missa q,r € K[z] ja r(a) # 0.

TobisTus. Olkoon
L ={q(a)r(a)™" : q,r € K[z],r(a) # 0}.
Koska ¢, € K[z], K C K(a) ja a € K(«), niin L C K(«).
Osoitetaan seuraavaksi, ettd L on kunta. Koska L C K(«), niin assosiatiivisuus,
kommutatiivisuus ja distributiivisuus ovat selvid. Jos ¢, g2, 71,72 € L, niin
qi(@)ri(a) ™" + ga(@)ra(a)™
=ri(a) " ra(e) (@ (@)rz(e) + g2(a)ri(a))
=(q1r2 + gor) (@) (rira(a)) ™t € L,
joten L on yhteenlaskun suhteen suljettu. Liséksi
qi(a)ri(e)™ - ga(a)ra(a)
=(q1g2)(a)(rira(@)) ™! € L,

joten L on myos kertolaskun suhteen suljettu. Joukossa L jokaisella alkiolla on vasta-
alkio, silla

-1

—q(a)r(a)™ = (=g)(@)r(a)™" € L.
Myos kddnteisalkiot ovat joukossa L, silld kun g(a) # 0

(gla)r(e)™) " = r(a)g(a)™.
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Néin ollen L on kunnan K(«) alikunta.

Jos k € K on mielivaltainen, niin valitsemalla » = 1 ja ¢ = k huomataan, ettd k € L.
Siten K C L. Toisaalta jos valitaan r = 1 ja ¢ = z, niin saadaan a € L. Taytyy siis
olla KU{a} C L. Maaritelmista 2.6 ja 2.5 ndhd&én kuitenkin, ettd pienin mahdollinen
kunta, joka siséltdéd joukon K ja alkion o on kunta K («). Niinpé on oltava K(«) C L
ja edelleen K («) = L, miké todistaa viitteen. O

LEMMA 2.18. Olkoon K C C kunta ja K — K(«) yksinkertainen algebrallinen kun-
talaajennus. Olkoon lisikst m luvun o € C minimaalipolynomi kunnan K suhteen.
Talloin kaikille y € K(«) on olemassa yksikasitteinen polynomi p(x) € Klz|, jolle
p(a) =y ja Op < Om.

TobpisTuSs. Lemman 2.17 mukaan

(2.19) y = qla)r(a)™

joillekin polynomeille ¢,r € KJz|, missd r(a) # 0. Koska m(a) = 0 ja toisaalta
r(a) # 0, niin m ei voi jakaa polynomia r. Koska m on minimaalipolynomina lauseen
2.13 mukaan jaoton, niin polynomien m ja r suurin yhteinen tekija on vakiopolynomi
1. Siten Bézout’n lauseen mukaan on olemassa polynomit a,b € K|z, joille patee

(2.20) am + br = 1.

Koska m(a) = 0, niin yhtéalosta (2.20) seuraa, etté
b(a)r(a) = 1.

Tamé on yhtédpitdvad sen kanssa, etté

(2.21) r(a)™! = b(a).

Nyt sijoittamalla yhtdlo (2.21) yht&loon (2.19) saadaan

(2.22) y = q(@)b(e) = (gb)().

Polynomien jakoyhtdlon nojalla on olemassa sellaiset polynomit ¢,p € Klz|, joille
patee

(2.23) gb = cm + p.
ja
(2.24) Op < Om.

Yhdistdamalla yhtalot (2.22) ja (2.23) saadaan
y = c(a)m(a) + p(a),

ja koska m(a) = 0, niin

(2.25) P

Yhtéloiden (2.25) ja (2.24) nojalla etsitty polynomi p on 16ydetty. Osoitetaan vieli,
ettd se on yksikésitteinen. Olkoot polynomit py,py € K|z], joille y = pi(a) = po(av)
sekd dp; < Om ja Opy < Om. Koska pi(a) = pa(a), niin py(a) — pa(a) = 0, jolloin
(p1 — p2)(a) = 0. Jos p; — pa # 0, niin tarvittaessa kertomalla polynomi p; — po
sen johtavan kertoimen ké#nteisluvulla voidaan olettaa sen olevan perusmuotoinen.
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Koska 0(p; — p2) < Om, niin m ei voi olla tdlléin luvun o minimaalipolynomi. On siis
oltava p; = ps. O

Nyt kyetddn todistamaan tdmén kappaleen padtulos, joka kertoo, milloin yksinker-
taiset algebralliset kuntalaajennukset ovat isomorfiset.

LAUSE 2.19. Olkoot K C C ja L C C kuntia ja f : K — L isomorfismi. Olkoot
lisiksi K — K(a) ja L — L(B) yksinkertaisia algebrallisia kuntalaajennuksia. Ol-
koot alkioiden o ja [ minimaalipolynomit m, € Klz| ja mg € Llx], joille pdtee
mg = f(me). Tdlloin on olemassa isomorfismi g : K(a) — L(B), jolle pitee g|x = f

ja g(a) = B.

ToDISTUS. Lauseesta voidaan esittidd seuraavanlainen kaavio:
K — K(a)
fj |
L —— L(B)

Taytyy siis 16ytda kuvaus g ja saada kaavio kommutoimaan. Lemman 2.18 nojalla
voidaan jokaiselle y € K («) valita yksikésitteinen polynomi p, € K|[z|. Sille pétee

(2.26) y = py(a)
ja dp, < Om,. Maaritelladn kuvaus g : K (o) — L(f) asettamalla kaikille y € K ()
(2.27) 9(y) = f(py)(B) € L(B).

Koska lemman 2.18 mukaan valittu polynomi p, on yksikésitteinen, g on todellakin
kuvaus. Taytyy osoittaa, ettd se on isomorfismi. Aloitetaan tdmé osoittamalla, etté
¢ on homomorfismi eli jos a,b € K («), niin

(2.28) g(a+1b) = g(a) + g(b)

ja

(2.29) g(ab) = g(a)g(b).

Jos a,b € K(«), niin yhtélon (2.26) mukaan pétee

(2.30) a+b=ps(a)+pa) = (pa + p)(a).

Lisdksi koska dp, < 0m,, kaikilla y € K(«), niin 9(p, + pp) < Om,. Siten voidaan
kiyttdd kuvauksen g méadritelméd (2.27), jolloin yhtélostéd (2.30) saadaan

(2.31) g(a+b) = f(pa +pb)(B).

Télloin koska f on homomorfismi ja yhtdlo (2.31) pétee, niin

gla+0b) = f(pa+pu)(B) = f(pa)(B) + f(ps)(B) = gla) + g(b),

miké toteuttaa vaatimuksen (2.28). Tarkastellaan seuraavaksi kertolaskua. Luvulla
ab € K(«) on esitys

ab = pap().
T#llsin g(ab) on muotoa

g(ab) = f(pab)(P)-
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Téytyy siis osoittaa, ettd g(ab) = g(a)g(b) eli

(2.32) f(a)(B) = [ (pa)(B) S (po) (B)-
Koska f on homomorfismi, niin véite (2.32) tulee muotoon
(233) f(pab) (/8) = f(papb) (ﬁ)

Tarkastellaan seuraavaksi polynomia p,py, — pap. Sille pétee

Palb(0) — pap(a) = pa(@)pp(a) — pap(a) = ab — ab = 0.

Talloin lemman 2.14 mukaan luvun o minimaalipolynomi m, jakaa polynomin
PaDb — Pap- Toisin sanoen on olemassa polynomi ¢ € K|[x], jolle pitee

(2.34) PaPb = Pab = Mad-
Koska f on homomorfismi, saadaan yhtdlo (2.34) muotoon
(2.35) F®aps)(B) = [ (Pas)(B) = f(ma)(5)f(q)(B)-

Polynomi f(m,) on oletuksen nojalla polynomin luvun # minimaalipolynomi, jolloin
pétee f(mq)(5) = 0. Talloin yhtalostd (2.35) seuraa, etté

f(papb)<ﬁ) o f(pal;)(ﬁ) = 07
miké on véite (2.29) uudelleen muotoiltuna. Siten g on homomorfismi.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd g on isomorfismi konstruoimalla sille kdénteiskuvaus.
Olkoon z € L(f). Lemman 2.18 mukaan alkiolla z € L(/3) on esitys

(2.36) 2z =p,(B), Op, < Omg

Koska f on isomorfismi, silli on k#dénteiskuvaus, jolloin voidaan méaritelld kuvaus
h: L(B) — K(«) seuraavasti:

(2.37) h(z) = [~ (p:)(a).

Jotta saataisiin todistetuksi, etté h todella on kuvauksen g kddnteiskuvaus, niin taytyy
osoittaa, etta

(2.38) ho g = IK(a)
ja

Jos y € K(«), niin
9(y) = f(py)(B)-

Kuvaukset h ja g voidaan yhdistdd vain, jos g(z) on muotoa (2.36). Taytyy siis
osoittaa, ettd df(p,) < Omg. Koska f homomorfismina siilyttédd polynomin asteen,
niin riittd osoittaa, ettd dp, < dmg. Koska mg = f(m,) ja f siilyttdd asteen, niin
Omg = dm,. Toisaalta lemman 2.18 perusteella dp, < Om,, joten g(z) on muotoa
(2.36). Néin ollen yhdistetty kuvaus saadan kéyttdmalld kuvauksen h mééritelmaa
(2.37):
h((g(y)) = ' f(py)(@) = py().
)

)
Koska y = p,(a), niin ho g(y) = x, mikéd todistaa viitteen (2.38).
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Viite (2.39) eli tapaus g o h késitelldén taysin vastaavasti. Madritelménsd mukaan

h(z) = fH(p:)(a)

ja se on muotoa (2.26), silld dp, < Om,. Siten

gh(z) = f/ 7 (p=)(B) = 2,
miké todistaa véitteen (2.39).

On siis osoitettu, ettd g on isomorfismi. Osoitetaan seuraavaksi, ettd g(a) = f. Jos
a € K, niin luvun « minimaalipolynomi on selvisti polynomi x — « € K{[z|. Lemman
2.18 mukainen yksikésitteinen esitys sille on p,(a), missd p, = « on vakiopolynomi.
Télloin saadaan

(2.40) 9(@) = f(pa)(B) = f().

Koska f(mg) on luvun 8 minimaalipolynomi, niin 5 on polynomin f(m,) nollakohta.
Toisaalta koska m, = = — «, niin

(2.41) f(ma) =z — f(a).

T#lla yhtélon (2.41) polynomilla voi olla vain yksi nollakohta. Koska f(m,) on luvun
£ minimaalipolynomi, niin tdmé& nollakohta on (. Toisaalta myos f(«) on tdmé ainoa
nollakohta eli f(a) = . Téastd saadaan yhtélod (2.40) kayttamalld

g(a) = B.

Oletetaan sitten, ettd a ¢ K. Pdtee Om, > 1, silld m, on minimaalipolynomi. Liséksi
jos olisi dm, = 1, niin pétisi « € K, mikd on mahdotonta. Voidaan siis olettaa, etti
Ome > 2. Tallsin luvulla o € K (a) on esitys a = p, (), missi p, = = ja Ops, < Om,.

Koska f on homomorfismi, sille patee

(2.42) fle)=f1-z2+0)=f1)-z+ f0)=1-2+0=z.

Nyt voidaan kdyttad kuvauksen g méadritelmad (2.27) ja yhtélod (2.42), jolloin saadaan
g9(@) = f(pa)(B) = f(x)(B) = =(B) = B,

joten myos télloin véite pétee.

Jaljelle jaa vield osoittaa, ettd g|x = f. On siis todistettava, ettd

(2.13) 9(k) = (R

kaikilla £ € K. Nyt luvulla £ € K(«) on lemman 2.18 mukaan esitys k = pg(a).
Vakiopolynomi p, = k toteuttaa tdmén vaatimuksen. Lisdksi Op, = 0 < dm,,, joten
pr = k on todella lemman 2.18 mukainen yksikésitteinen esitys. Voidaan siis kayttaa
kuvauksen g méaéritelméé, jolloin saadaan

g(k) = f(pe)(B) = f(k),
miké todistaa vaitteen (2.43). O
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2.4. Kuntalaajennuksen aste

LAUSE 2.20. Olkoot K C L C C kuntia ja olkoon K — L kuntalaajennus. Tdlldin
jJoukko L varustettuna operaatioilla

(u,v) = u+v (u,v € L),
(A, u) = Au (Ae K,uel)

on K-vektoriavaruus.

Tobistus. Koska K C L C C ja kompleksiluvut toteuttavat vektoriavaruudelle
médratyt aksioomat, on viite selvé. 0

MAARITELMA 2.21. Jos K < L on kuntalaajennus, niin kuntalaajennuksen as-
te [ — L] on K-vektoriavaruuden L dimensio. Jos K-vektoriavaruudella L on
adrellinen kanta, sanotaan, ettd kuntalaajennus K < L on ddrellisasteinen. Jos
K-vektoriavaruudella L ei ole &arellistd kantaa, sanotaan, ettd se on ddretonastei-
nen ja merkitdin [K — L] = co.

LAUSE 2.22 (Ketjusdénto kuntalaajennuksen asteille). Olkoot K ¢ L ¢ M C C
kuntia. Jos kuntalaajennukset K — L ja L — M ovat ddrellisasteisia, niin

[K — M| = [K < L|[L — M].

Tobistus. Olkoon {z1,...,z,} C L K-vektoriavaruuden L kanta. Olkoon lisdk-
si {y1,...,ym} C M L-vektoriavaruuden M kanta. Viitteen todistamiseksi riittdé
loytad K-vektoriavaruudelle M kanta, jossa on tédsmélleen nm alkiota. Téllainen on
kanta

A={zyy;i=1,...,n,5=1,...,m}.
Todistetaan ensiksi, ettd kanta A virittad K-vektoriavaruuden M. Olkoon tété varten

z € M. Koska {y1,...,ym} on L-vektoriavaruuden M kanta, niin on olemassa sellaiset
p; € L,j=1,...,n, joille patee

(2.44) 2=y
j=1

Toisaalta koska {x1,...,x,} on K-vektoriavaruuden L kanta, niin kaikille p; € L,
Jj =1,...,m on olemassa sellaiset \;; € K, ettd
(2.45) pi =Y Aijti.

i=1

Yhdistamaélla yhtélot (2.44) ja (2.45) saadaan
=3 S,
i=1 j=1

miké osoittaa, ettd A virittdd K-vektoriavaruuden M. Taytyy viela osoittaa, etté
kannan A alkiot ovat K-lineaarisesti riippumattomia. Oletetaan téita varten, etté
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kij € K ja

(2.46) DY ki, = 0.

i=1 j=1

Jarjestelemélla summaa (2.46) uudelleen saadaan

(2.47) Em: (ik]l‘> y; =0,

1

n

Koska {y1,...,ym} on L-lineaarisesti riippumaton joukko ja > k;x; € L kaikilla

i=1
j =1,...,m, niin yhtdlon (2.47) perusteella

i=1
Toisaalta {x1,...,x,} on K-lineaarisesti riippumaton ja k;; € K kaikillai=1,...,n.
Talloin yhtélosta (2.48) ndhdéén, ettd tdytyy olla k;; = 0 kaikilla ¢ = 1,...,n ja
j=1,...,m. Siten joukon A alkiot ovat lineaarisesti riippumattomia. U

LAuse 2.23. Olkoot K C L ¢ M C C kuntia. Jos kuntalaajennus K — L tai L — M
on adretonasteinen, niin

[K — M| = oo.

TobisTus. Oletetaan ensiksi, ettd [K — L] = oo. Télloin K-vektoriavaruudella
L on déreton kanta {x; }ier. Koska K C L C M, niin {x;};c; on K-lineaarisesti riippu-
maton myos K-vektoriavaruudessa M. Talloin K-vektoriavaruuden M kannan taytyy
olla ddreton. Oletetaan sitten, ettd [K < L] = oo, jolloin L-vektoriavaruudella M
on olemassa adreton kanta {y;};e;. Koska K C L, niin {y,};e; on K-lineaarisesti
riippumaton K-vektoriavaruudessa M, jolloin sen kanta on ddretén. Molemmissa ta-
pauksissa siis [K — M] = oc. O

LAUSE 2.24. Olkoon K C C kunta ja o € C algebrallinen kunnan K suhteen sekd
olkoon K — K («) yksinkertainen kuntalaajennus. Tdlloin

[K — K(a)] = 0m,

missd m on luvun o minimaalipolynoms.

TobisTus. Olkoon
A={1,a,0% ..., 0"},

missd n = Om. Riittdd osoittaa, ettd A on K-vektoriavaruuden K («) kanta. Sité
varten osoitetaan ensiksi, ettd A on K-lineaarisesti riippumaton. Oletetaan siis, ettd
Aoy -y o1 € K ja

(2.49) > Ao’ =0.
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Méaritelladn seuraavaksi polynomi

n—1
(2.50) ply) =D Ay
i=0
Sille pétee

n—1
pla) = Z A,
1=0

jolloin yhtélosta (2.49) seuraa, ettd p(a) = 0. Yhtélostd (2.50) ndhdaén, ettd poly-
nomin p aste on korkeintaan n — 1 < n. Jos olisi p # 0, niin p voitaisiin tarvittaessa
kertoa sen johtavan kertoimen kéédnteisluvulla, jolloin se olisi perusmuotoinen. Néin
ollen m ei voi olla luvun a minimaalipolynomi, ellei ole p = 0. Tésté kuitenkin seuraa,
ettd \; = 0 kaikilla ¢ = 0,...,n — 1, mika todistaa lineaarisen riippumattomuuden.

Vield jaé osoitettavaksi, ettd A virittdd K-vektoriavaruuden K («). Toisin sanoen jos
y € K(a), niin taytyy 10ytaa kertoimet Ao, ..., A\,_1 € K, joille

n—1
(2.51) y = Z ot
i=0
Lemman 2.18 perusteella on olemassa polynomi p € K|z|, jolle pétee
(2.52) pla) =y
seké
dp < n = 0m.

Télloin p voidaan kirjoittaa muodossa
n—1
(2.53) p= Z a;x’,
=0
missé a; € K kaikilla i = 1,...,n — 1. Yhtaloista (2.52) ja (2.53) seuraa, etti

(2.54) Y= a;a’.

@
I
o

Nyt yhtaloon (2.54) voidaan valita A; = a; € K, jolloin pdddytddn muotoon (2.51).
Viite on siis todistettu. U

LAUSE 2.25. Olkoot K C L C C kuntia. Kuntalaajennus K — L on ddrellisasteinen,
jos ja vain jos se on on olemassa kunnan K suhteen algebralliset luvut oy, ..., g,
joille pitee L = K(ay,...,q4). Lisiksi jos L = K(oy,...,a5) ja aq,...,as ovat
algebrallisia kunnan K suhteen, niin K — L on algebrallinen.

TobisTus. Osoitetaan ensiksi, ettd jos kuntalaajennus K < L on dérellisastei-

nen, niin se on algebrallinen ja on olemassa luvut ay,...,a,, joille pitee
L = K(aq,...,as). Koska K < L on &dérellisasteinen, niin K-vektoriavaruuden L
kanta on muotoa {a,...,as}, jolloin L = K(ay, ..., as).

Osoitetaan vield, ettd jokainen y € L on algebrallinen kunnan K suhteen. Olkoon
n = [K < L], jolloin K-vektoriavaruuden L kannassa on n alkiota. Olkoon liséksi
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A={l,y,...,y"}. Nyt joukossa A on n+ 1 > n alkiota, jolloin A on K-lineaarisesti
riippuva. Téll6in on olemassa alkiot ko, ..., k, € K, joille pétee

=0

ja k; # 0 jollain ¢ = 0, ..., n. Nyt voidaan valita renkaan K[z] polynomi

p(z) = Z kix'.
i=0

Yhtdlon (2.55) perusteella polynomin p nollakohta on y, joten y on algebrallinen
kunnan K suhteen.

Todistetaan seuraavaksi viitteen toinen suunta. Olkoon K — L kuntalaajennus ja
olkoon L = K(ay,...,qs), missi aq,...,a, ovat algebrallisia kunnan K suhteen.
Kéytetdén induktiota luvun s suhteen. Jos s = 1, niin L = K(«;). Koska a; on
algebrallinen kunnan K suhteen, niin lauseen 2.24 mukaan

[K — L] = 8m1,

missd my on luvun oy minimaalipolynomi. Kuntalaajennus K < L on t&lloin dérel-
lisasteinen.

Oletetaan seuraavaksi, ettd véite pitee, kun s =r € Nyr > 1eli L = K(ay,...,q;).
Olkoon talloin [K < L] = [. Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta s = r + 1. Téllin
L=K(ay,...,Q,q1), MiSSa a1, ..., q,, a,.41 ovat algebrallisia kunnan K suhteen.
Télloin myos a,41 on algebrallinen kunnan K (o, . .., «,) suhteen. Siten lauseen 2.24
nojalla

(256) [K(al,...,ar) — K(Oél,...,OéT+1)] :8mr+1,

missd m,41 € K(aq,...,q.)[x] on luvun «,;; minimaalipolynomi. Koska nyt pétee
K(oq,...,ap) C K(aq,...,q.41), niin voidaan kiyttad ketjusddntod eli lausetta 2.22.
Sen ja yhtdlon (2.56) mukaan

(2.57)

(K — K(ag,...,aqm41)] = [K — K(aq,...,o0)][K (g, ..., o) = K(aq, ..., 0041)]
=[K — K(aq,...,a.)] - Omy41.
Induktio-oletuksen mukaan [K — K(aq,...,q,.)] = [, jolloin yhtélo (2.57) saadaan
muotoon
(K — K(ag, ..., )] =1-0my4q
Koska [ - 0m,+1 € N\ {0}, niin kuntalaajennus K — K(a,...,a,41) on &dérellisas-
teinen. Siten edelld todistetun nojalla K < L on myo6s algebrallinen. U



LUKU 3

Polynomien hajoaminen

3.1. Hajotuskunnat

MAARITELMA 3.1. Olkoon K C C kunta ja p(x) € K[x] polynomi. Polynomi p(z) hajoaa
kunnassa K, jos se voidaan esittdd muodossa

p(x) = k(z —a1) - (x — an),
missa k,aq,...,a, € K.

MAARITELMA 3.2. Olkoon K C C kunta ja p(z) € Klz] polynomi kunnassa K.
Kuntaa ¥ C C sanotaan polynomin p(x) hajotuskunnaksi kunnan K suhteen, jos

(1) K C %,
(2) p(x) hajoaa kunnassa ¥ ja
(3) jos K C ¥ C ¥ ja p(z) hajoaa kunnassa >’ niin ¥ = 3.

LAUSE 3.3. Olkoon K C C kunta ja p(x) renkaan Klz| vakiosta eroava polynomi.
Tdlloin polynomille p on olemassa yksikdsitteinen hajotuskunta ¥ kunnan K suhteen:
Lisdkst K — X on ddrellisasteinen.

TobpisTus. Polynomi p hajoaa algebran peruslauseen mukaan kunnassa C. Ol-
koon sen nollakohdat oy,...,0, € C. Nyt voidaan valita ¥ = K (o4, ...,0,), jolloin
p hajoaa kunnassa . Koska oy, ..., 0, ovat tdsmélleen polynomin p nollakohdat, ei
p(x) € K[z] voi hajota missddn kunnassa L C 3, ellei ole L = ¥. Siten ¥ on po-
lynomin p hajotuskunta. Kuntalaajennus K < ¥ on lisdksi aérellisasteinen lauseen
2.25 mukaan, silla alkioita o4, ..., 0, on darellinen ma&ré ja ne ovat kaikki algebral-
lisia. U

LEMMA 3.4. Olkoot K C L C C kuntia ja p(x) € K|x] polynomi, jolle p = qr joillekin
polynomeille q,r € K[x]. Tdlloin p hajoaa kunnassa L, jos ja vain jos polynomit q ja
r hajoavat kunnassa L.

TobisTus. Oletetaan ensiksi, ettd polynomit ¢ ja r hajoavat kunnassa L. Olkoon
g=(r—a1) - (x—a,)jar=(x—01) - (x— By), missd ay,...,a,,n € N\ {0},
ovat polynomin ¢ nollakohdat ja (i,...,Bn,m € N\ {0} polynomin r nollakoh-
dat. Télloin oy, 8; € L kaikilla 7,= 1,...,n ja j = 1,...,m. Lauseen 1.19 nojalla
p=(x—ay) - (x—a,)(x—p51) -+ (x—Pp). Lauseen 1.19 mukaan oy, . .., a, B1, - - -, B
ovat tdsmélleen polynomin p nollakohdat ja koska ne ovat kunnassa L, niin p hajoaa
kunnassa L.

27
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Oletetaan sitten, ettd p hajoaa kunnassa L. Télloin kaikki polynomin p nollakohdat
ovat kunnassa L. Riittdd osoittaa, ettd kaikki polynomin ¢ nollakohdat ovat myos
polynomin p nollakohtia, jolloin ¢ hajoaa kunnassa L. Tehd&dén vastavéite ja oletetaan,
ettd a € C on polynomin ¢ nollakohta, muttei polynomin p nollakohta. Télloin lauseen
1.19 nojalla ¢ = (z — a)ry jollekin polynomille r; € K[z|. Koska ¢ jakaa polynomin p,
niin p = qro = (x — a)ryr jollekin polynomille ro € K|[x]. TAlloin lauseen 1.19 nojalla
a on polynomin p nollakohta, mikd on mahdotonta. 0

LEMMA 3.5. Olkoot K C C, K’ C C ja L C C kuntia. Olkoon ndiden vdlilld isomor-
fismi f: K — K'. Olkoon lisiksi p(x) € K|x] vakiosta eroava polynomi ja olkoon sen
hajotuskunta ¥. Jos K' — L on sellainen kuntalaajennus, ettd polynomi f(p) hajoaa
kunnassa L, niin tdllgin on olemassa monomorfismi g : 3 — L siten, ettd glx = f.

ToDISTUS. Viitetta voidaan havainnollistaa kaaviona:
K—X

|
K'—~1

Taytyy siis 16ytad isomorfismi g seké saada kaavio kommutoimaan. Konstruoidaan g
kayttdmalld induktiota asteen dp suhteen. Jos Op = 1, niin p on muotoa

p = a1T + aop,
missd a; € K \ {0} ja agp € K. Polynomi p saadaan muokattua muotoon

p=ay(z — (—ai'ap)).

1 1

Koska a7 € K ja siten myos —a™ "oy € K, niin polynomi p hajoaa kunnassa K.
Siten K on polynomin p hajotuskunta kunnan K suhteen. Téll6in hajotuskunnan
yksikésitteisyydesta seuraa, ettd K = X. Koska on olemassa isomorfismi [ : K — K’
ja kuntalaajennus K’ < L on monomorfismi, niin yhdistamélld namé kaksi kuvausta
saadaan monomorfismi g : ¥ — L, jolle pétee g|x = f.

Oletetaan seuraavaksi, ettd viite pétee kaikille Op = k, kun 1 < k < n jan € N.
Tarkastellaan sitten tapausta dp = n. Koska p hajoaa kunnassa ¥, niin p on muotoa

plz)=k(x—ai)...(z — an),
missd «; € X kaikilla ¢ = 1,...,n. Olkoon m(x) alkion «; minimaalipolynomi ren-
kaassa K|[z]. Nyt polynomi m jakaa polynomin p lemman 2.14 nojalla. Koska liséksi
f on isomorfismi, niin f(m) jakaa polynomin f(p). Koska f(p) hajoaa kunnassa L,
niin lemman 3.4 perusteella my6s f(m) hajoaa kunnassa L. T&llin f(m) voidaan
kirjoittaa muodossa

Fm) = (@—B1)...(z — ),
missd f; € L kaikilla ¢ = 1,...,[, kun [ € N. Minimaalipolynomi on méaéritelménsé
perusteella jaoton, joten f(m) on jaoton polynomi renkaassa K'[z]. Sen tdytyy lauseen
2.15 perusteella olla alkion (; minimaalipolynomi renkaassa K'[z]. T&lloin lauseen
2.19 mukaan on olemassa isomorfismi

g1: K(a1) = K'(By),
jolle pétee g1|x = f ja gi(ov) = fi.
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Tarkastellaan seuraavaksi renkaan K (aq)[z] polynomia

P

(x — o)
Koska a; € K(aq) on polynomin p nollakohta, niin lauseen 1.19 nojalla (x —ay ) jakaa
polynomin p renkaassa K (aq)[z]. Talloin ¢ on todella K (aq)-kertoiminen polynomi.
Polynomin ¢ hajotuskunta kunnan K («;) suhteen on

K(a)(ag,...,an) = K(ag,...,ap) = 2.

Tamén lisdksi dg < Jdp, joten voidaan kidyttdd induktio-oletusta. Sen nojalla on ole-
massa monomorfismi g : ¥ — L siten, ettd g|x,) = ¢1. Koska kuitenkin pitee
g1k = [ ja K C K(aq), niin g|x = f, jolloin etsitty monomorfismi g on 16ydetty. [

LAUSE 3.6. Olkoot K € ¥ C C ja K' C ¥ C C kuntia ja olkoon f : K — K’
isomorfismi. Jos X on polynomin p € K|x| hajotuskunta kunnan K suhteen ja %'
on polynomin f(p) € K'[z] hajotuskunta kunnan K' suhteen, niin kuntalaajennuk-
set K — X ja K' — X' ovat isomorfisia. Toisin sanoen on olemassa isomorfismi
g: X — X siten, elti glx = f.

ToDISTUS. Viitetta vastaava kaavio on seuraava:

K——X

o
K —Y

Lemman 3.5 mukaan on olemassa monomorfismi g : ¥ — ¥’ siten, ettd g|x = f.
Kuvauksen g osoittaminen isomorfismiksi vaatii kuitenkin vield, ettd g on surjektio eli
g(2) = ¥'. Koska g on monomorfismi, f isomorfismi ja S on polynomin p hajotuskunta
kunnan K suhteen, niin kunta ¢g(X) on polynomin f(p) hajotuskunta kunnan K’
suhteen. Koska g(¥) C X', niin hajotuskunnan mééritelméstia seuraa suoraan, etta
g(X) =¥, jolloin g on surjektio. O

3.2. Normaalit kuntalaajennukset

MAARITELMA 3.7. Olkoot K C L C C kuntia. Kuntalaajennus K — L on normaa-
li, jos jokainen renkaan K[z] jaoton polynomi p, jolla on vihintéén yksi nollakohta
kunnassa L, hajoaa kunnassa L.

LAUSE 3.8. Olkoot K C L C C kuntia. Kuntalaajennus K — L on normaali ja
dadrellisasteinen, jos ja vain jos L on jonkin polynomin p € K[x] hajotuskunta.

TobisTtus. Todistetaan ensiksi, ettd jos K < L on normaali ja darellisasteinen,
niin L on jonkin polynomin hajotuskunta. Koska K < L on &érellisasteinen, niin
lauseen 2.25 mukaan L = K(ay, ..., q,), missi alkiot «; ovat algebrallisia kunnan K
suhteen. Olkoon m; alkion a;; minimaalipolynomi. Méaéritelléén seuraavaksi polynomi
p siten, etta

p =y,
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jolloin p € K|[z]. Jokainen polynomi m;,j = 1,...,n on lauseen 2.13 nojalla jaoton
renkaassa K [x| ja lisdksi jokaisella polynomilla m; on nollakohta «; € L. Koska kun-
talaajennus K < L on normaali, niin polynomi m; hajoaa kunnassa L. Koska p on
madritelty polynomien m; tulona, niin soveltamalla lemmaa 3.4 j —1 kertaa ndhdéén,
ettd myos p hajoaa kunnassa L. Olkoot (31, ..., Bx € L polynomin p nollakohdat. Po-
lynomien m; nollakohdat ovat my&s polynomin p nollakohtia, joten

(31) L:K(al,...,an)CK(51,...,5k).

Koska p hajoaa kunnassa L, niin K(f1,...,0;) C L, jolloin ehdosta (3.1) seuraa,
ettd K(oy,...,an) = K(B1,...,Bk). Kunta K(f, ..., Sk) on kuitenkin polynomin p
hajotuskunta, joten L on polynomin p hajotuskunta.

Toinen suunta on vaikeampi osoittaa todeksi, mutta se on jatkon kannalta hyvin
tarked tieto. Oletetaan, ettd L on hajotuskunta jollekin polynomille p. Jos polynomin
p nollakohdat ovat aq,...,a,, niin L = K(aq,...,q,), jolloin lauseen 2.25 mukaan
kuntalaajennus K — L on &érellisasteinen.

Oletaan seuraavaksi, ettd ¢ € K[z] on mielivaltainen jaoton polynomi, jolla on vi-
hintddn yksi nollakohta kunnassa L. Taytyy siis osoittaa, ettd ¢ hajoaa kunnassa
L. Olkoon ¥ polynomin pg hajotuskunta. T&lloin on oltava L C X. Koska pg ha-
joaa kunnassa >, niin lemman 3.4 nojalla ¢ hajoaa kunnassa . Olkoot polynomin
g nollakohdat f3y,...,0, € X, missd r € N\ {0}. Talloin jollain ¢ = 1,...,r pétee
B; € L. Jos polynomilla g ei ole enempéé nollakohtia kunnassa ¥ eli » = 1, niin ¢
hajoaa kunnassa L ja viite on todistettu. Voidaan siis olettaa, ettd polynomilla ¢
on myos jokin toinen nollakohta kunnassa Y. Olkoon tdmé mielivaltainen nollakoh-
taBj € X, 5=1,...,7j # i. Koska ¢ on jaoton polynomi, niin se on lauseen 2.15
nojalla alkioiden f; ja §; minimaalipolynomi renkaassa K [z].

Osoitetaan seuraavaksi, etté
(3.2) [L = L(5:)] = [L = L(B;)].
Nyt K, K(5;), K(5;), L(8:), L(B;) ja ¥ ovat kaikki kuntia, joille péatee
(3.3) K C K(p;) C L(B;) C X.
Koska liséiksi L C L(f;), niin voidaan soveltaa lausetta 2.22, jolloin pétee
(3.4) [K — L(5:)] = [K = L][L — L(5)].
Edelleen voidaan ehdon (3.3) perusteella soveltaa lausetta 2.22, jolloin péatee myos
(3.5) [K = L(B)] = [K — K(B)][K(B:) = L(B)].
Yhdistdmalla yhtélot (3.4) ja (3.5) saadaan
[K = L|[L = L(B)] = [K = K(B)][K(8;) — L(B)],

miké on yhtapitdvaéd sen kanssa, ettd

K = K(B)|[K(Bi) = L(Bi)]
[K — L]

(3.6) Lo L(8)] = ]

Koska pétee myos
K € K(B)) C L(3) C
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sekd L C L(f3;), saadaan vastaavasti kuin edelld yhtalo
(K — K(B)][K(5;) = L(5))]
(K — L] '
Koska alkioilla 3; ja (; on sama minimaalipolynomi ¢, ovat kuntalaajennukset
K — K(B;) ja K — K(p;) lauseen 2.19 nojalla isomorfiset. T&lloin pétee
(3.8) (K = K(f)] = [K = K(5))]

ja K(B;) ja K(f;) ovat isomorfiset. Lisiksi kunta L on polynomin p hajotuskunta
kunnan K suhteen, joten kunta L(/3;) on polynomin p hajotuskunta kunnan K(f;)
suhteen. Vastaavasti kunta L(f;) on polynomin p hajotuskunta kunnan K(3;) suh-
teen. Néin ollen lauseen 3.6 oletukset péatevét, mistd seuraa, ettd kuntalaajennukset
K(8;) — L(5;) ja K(B;) — L(B;) ovat isomorfiset. Talloin myds niiden aste on sama
eli

(3.9) [K(8:) = L(Bi)] = [K(B;) = L(5;)]-
Sijoittamalla yhtalot (3.8) ja (3.9) yhtéloon (3.6) saadaan
K — K(B)IEB;) = L(B)]

(3.7) (L — L(B;)] =

(3.10) Lo L(8)] = |

(K — L]
Sijoittamalla yht&lo (3.11) yhtéloon (3.7) saadaan viite (3.2):
(3.11) (L= L(B)] = [L = L(B;)).

Koska §; € L, niin [L — L(B;)] = 1. Yhtélosta (3.11) kuitenkin seuraa, ettd myos
[L — L(B;)] =1eli B; € L. Koska ; on polynomin ¢ mielivaltainen nollakohta, niin
polynomin ¢ kaikille nollakohdille pétee f1,..., 3, € L. Siten g hajoaa kunnassa L eli
K — L on normaali. O

3.3. Separoituvat polynomit

Seuraavaksi palataan polynomin moninkertaisten nollakohtien mééritelméan 1.20.
Tarkoituksena on selvittdéd, milloin polynomilla voi olla moninkertaisia nollakohtia.
Tamén kappaleen lopussa selvidé, etté tarkasteltaessa kompleksilukujen alikuntia yh-
dellikaén jaottomalla polynomilla ei ole moninkertaisia nollakohtia.

MAARITELMA 3.9. Olkoon K C C kunta ja ¥ polynomin p hajotuskunta. T&lloin
kunnan K jaoton polynomi p on separoituva, jos sen nollakohdat ovat erilliset eli se
voidaan ilmoittaa muodossa

p(x) = k(z = 01) -+~ (x = on),

missd k € K ja o; € ¥ kaikilla 1 = 1,2,...,n seké kaikille 72, j = 1,2,...,n pitee
0; # 0, aina, kun ¢ # j.

MAARITELMA 3.10. Olkoon K C C kunta ja olkoon
px) =ay+ax+ -+ a,a” € K[z
polynomi. Polynomin p formaali derivaatta on polynomi

Dp = ay + 2asx + .. .na,2" ' € K[zl
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HuomAauTus 3.11. Jos K = R, niin polynomin p formaali derivaatta vastaa ana-
lyysisséd kéaytettavad polynomin derivointisddntod. Formaali derivaatta eroaa kuiten-
kin analyysisséd kdytettavista derivaatasta siind, ettd se on madritelty missé tahansa
kunnassa — ei siis pelkédstddn reaalilukujen tai kompleksilukujen joukossa. Liséksi
formaalin derivaatan méaritelmé on puhtaan algebrallinen eli siiné ei kdytetd raja-
arvon késitettd lainkaan. Néin ollen ei ole mielekésta ajatella polynomin p formaalia
derivaattaa esimerkiksi polynomin p muutosnopeutena.

Monet analyysistéd tutut derivaatan ominaisuudet pétevit kuitenkin myos formaalille
derivaatalle. Suoraan formaalin derivaatan mééaritelmésti seuraa, etté jos p ja q ovat
polynomeja, niin

(3.12) D(p+q) = D(p) + D(q).
Liséksi yhta helposti ndhdéén, ettd jos A € K, niin
(3.13) D(\p) = AM(Dq).

Tulon derivointisianto formaalille derivaatalle vaatii kuitenkin tarkemman peruste-
lun.

LEMMA 3.12. Olkoon K C C kunta ja olkoot p € Klx] ja q € Klx] polynomeja.
Télloin
D(pq) = (Dp)gq + p(Dq).

TopisTus. Olkoon p = Y a;z' ja ¢ = Y. bz’ kunnan K|x] polynomeja. Tilléin

=0 i=0
n—1 m—1
Dp = > (k+1)ag12* ja Dg = > (i+1)b 2t Kéyttaméilld polynomien kertolaskun
k=0 i=0

maaritelmii saadaan

p(Dq)+(Dp)q = mi_l (Z arbis1 k(i+1— k;)) 7' +m§:—1 (; b (k+ 1)ak+1)xi.

i=0 k=0 i=0
Tama on yhtépitdvad sen kanssa, etté

(3.14) p(Dq) + (Dp)q = 2 (Z agbiy1 k(i +1—Fk)+ Z bi—(k + 1)ak+1)$i.

=0 N\ k=0 k=0
Muuttamalla jalkimméisen summan indeksid saadaan yhtilo (3.14) muotoon

n+m—1 % i+1
p(Dq) + (Dp)g = Z (Z agbiv1-k(i+1—k) + Z bi_k;_i,_lk:a/k;) .
k=0 k=0

i=0
Taméa puolestaan on yhtépitavad sen kanssa, etta

n+m i+1 .
(3.15) o)+ (D9 = Y (4 DY aberia' ).

i=0 k=0
Kayttamaélla formaalin derivaatan méaritelméaé ja polynomien tulon méaéritelméas seu-
raa yhtilosta (3.15), etté
p(Dq) + (Dp)g = D(pq).
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Néiden derivointisddntéjen avulla todistetaan seuraava kédteva lemma.

LEMMA 3.13. Olkoon K C C kunta ja olkoon p(x) € K[x] vakiosta eroava polynomi.
Olkoon lisiksi 3 polynomin p hajotuskunta. Polynomilla p on moninkertainen nolla-
kohta kunnassa X, jos ja vain jos polynomeilla p ja Dp on yhteinen vakiosta eroava
tekija renkaassa K|x|.

TobisTus. Osoitetaan ensiksi, ettd jos polynomilla p on vahintdéan yksi monin-
kertainen nollakohta joukossa ¥, niin silld on yhteinen tekija formaalin derivaattansa
kanssa. Olkoon témé# moninkertainen nollakohta o € ¥. Téllsin p = (z — a)?q, missi
q € K[z] on polynomi. Formaalin derivaatan mééritelmésta ja lemmasta 3.12 saadaan

Dp =2(x — a)q + (z — a)*Dgq
= (z—)(2¢ + (z — @) Dq).
Polynomeilla p ja Dp on siis yhteinen vakiosta poikkeava tekija (r — ) € K|[x].
Oletetaan seuraavaksi, ettd on olemassa vakiosta poikkeava polynomi ¢ € K|x], jolle
q | pjaq | Dp. Koska p hajoaa kunnassa >, niin lemman 3.4 perusteella ¢ hajoaa

kunnassa . Télloin on olemassa a € 3, jolle g(a) = 0. Koska ¢ | p, niin myos
p(a) = 0. Siten lauseen 1.19 mukaan

(3.16) p=(z—a)y

jollekin nollasta eroavalle polynomille p’ € 3[x]. Télloin lemman 3.12 nojalla
(3.17) Dp=D((x —a))p' + (x —a)Dp' =p + (x — a)Dp.

Koska oletuksen mukaan ¢ | Dp ja ¢(«) = 0, niin myos

(3.18) Dp(a) = 0.

Lisaksi yhtalon (3.17) perusteella

(3.19) Dp(a) = p'(a) + (o — ) Dp" = p'(ev),

jolloin yhtélsiden (3.18) ja (3.19) nojalla p’(a) = 0. Siten lauseen 1.19 nojalla (z — «)
jakaa polynomin p’ renkaassa Y[x] eli p’ = (x — «)p” jollekin polynomille p” € X[z].
Sijoittamalla tdma tieto yhtéloon (3.16) saadaan

p= (I _ a)Qp”,

miké todistaa véitteen. O

LAUSE 3.14. Olkoon K C C kunta. Tdlloin jokainen nollasta eroava renkaassa K[z]
jaoton polynomi p € K[z] on separoituva.

Tobistus. Tehdddn vastaviite ja oletetaan, ettd p ei ole separoituva. Lemma
3.13 antaa tiedon, ettd polynomilla p(z) on yhteinen vakiosta poikkeava tekija for-
maalin derivaattansa Dp kanssa renkaassa K |[z]. Koska polynomi p on kuitenkin jao-
ton, taytyy tdmaén tekijan olla k - p, missd k € K. Koska dp > dDp, niin tdmé on
mahdotonta. U



LUKU 4

Galois’n ryhmét

4.1. Galois’n ryhmit ja kiintopistekunnat

MAARITELMA 4.1. Olkoot K ja L kuntia siten, ettdi K C L C C. Kunnan L
K-automorfismi on isomorfismi f : L — L, jolle pétee

f(k) =k kaikilla k € K.

HuomauTus 4.2. Olkoot K ja L kuntia, joille pitee K C L C C. Kunnan L
K-automorfismit muodostavat selvésti ryhmén laskutoimituksenaan kuvausten yh-
distdminen.

MAARITELMA 4.3. Olkoot K ja L kuntia ja K C L C C. Kuntalaajennuksen
K — L Galois’n ryhmd I'(K, L) on kunnan L K-automorfismien muodostama ryhma
laskutoimituksenaan kuvausten yhdistdminen.

MAARITELMA 4.4. Olkoon K < L kuntalaajennus ja I'(K, L) sen Galois'n ryhmé.
Olkoon liséiksi H C T'(K, L) Galois'n ryhmén aliryhmé&. Aliryhmén H kiintopistekunta
on joukko

fix(H) ={x € L: h(z) =z kaikille h € H} C L.

LAUSE 4.5. Galois’n ryhmdn I'(K, L) aliryhmdn H kiintopistekunta fix(H) on kunnan
L alikunta, joka sisdltad kunnan K.

Tobistus. Olkoon h € H. Ainakin K C fix(H), silld h(k) = k kaikille h € H ja
k € K. Olkoot seuraavaksi x,y € fix(H). Talloin kaikille h € H pétee

hz+y)="h(x)+h(y) =x+y
ja
h(zy) = h(z)h(y) = zy,

joten z +y € fix(H) ja zy € fix(H). Télloin fix(H) on suljettu yhteen- ja kertolaskun
suhteen. Lisdksi kakille h € H

h(—z) = —h(z) = —x,
joten —x € fix(H). Kun x # 0, niin kaikille h € H

M) = ha) ™ = a7,
jolloin myés x~! € fix(H).

Koska assosiatiivisuus, kommutatiivisuus ja distributiivisuus ovat selvii, niin fix(H)
on kunta. Télloin viite pétee. O

34
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LAUSE 4.6. Olkoon K C L C C kuntia. Tédlloin pdtee
K c fix(T'(K, L)).

Tobistus. Olkoon k € K ja f € T'(K, L). Talloin f(k) = k, joten kiintopiste-
kunnan mééritelmén perusteella k € fix(I'(K, L)), miké todistaa véitteen. O

LAUSE 4.7. Olkoot K C L C C kuntia ja olkoon H Galois'n ryhmdn U'(K, L) aliryh-
mda. Tdlloin

H c T(fix(H), L).

Tobistus. Olkoon h € H. Taytyy osoittaa, ettd h € I'(fix(H), L). Koska h € H ja
H on ryhmén I'(K, L) aliryhmé, niin A on isomorfismi L — L. Edelleen koska h € H,
niin kiintopistekunnan fix(H) mééritelmén perusteella h(z) = = kaikilla z € fix(H).
T#lloin siis h on isomorfismi L — L, jolle pétee h(z) = x kaikilla x € fix(H). Tdméa
on yhtépitaviai sen kanssa, ettd h € I'(fix(H), L). O

4.2. Lineaarialgebraa

Jotta saataisiin enemmén tietoa kiintopistekunnista, on kidytava ensiksi ldpi hieman
lineaarialgebraa. Téta varten oletetaan, ettd K C L C C ovat kuntia ja méaaritellaan
joukko

F(K,L)y={f: K — L|f on kuvaus }.
Joukosta F(K, L) saadaan L-vektoriavaruus asettamalla kaikille f, g € F(K, L)

(f +9)(@) = f(z) + g(z)
kaikilla x € K seka
(Af)(z) = Af(z)
kaikilla x € K ja A € L.

LEMMA 4.8 (Dedekindin lemma). Olkoon K C L C C kuntia. Tdlloin mikd tahansa
homomorfismien f : K — L joukko on lineaarisesti risppumaton L-vektoriavaruudessa

F(K,L).

Tobistus. Olkoon S C F(K, L) erillisten homomorfismien f : K — L joukko.
Tehdaén vastavéite ja oletetaan, ettd S on lineaarisesti riippuva. Télloin jollekin lu-

vulle n > 1 on olemassa erilliset homomorfismit fi,..., f, seka alkiot \y,... A\, € L,
joille patee
(4.1) Mfi(x)+ -+ A fo(x) =0

kaikille # € K. Lisdksi yhtdlossd (4.1) A; # 0 jollain j = 1,...,n. Tarvittaessa
numerointia vaihtamalla voidaan olettaa, ettd A\, # 0. Téaytyy olla n > 2, sillda muuten
pétisi A\ f1(x) = 0. Télloin f; olisi nollakuvaus. Se on kuitenkin mahdotonta, silld
nollakuvaus ei ole kuntahomomorfismi. Nyt esityksessi (4.1) n voidaan valita siten,
ettd se on mahdollisimman pieni.

Koska homomorfismit f; ja f, ovat erilliset, on olemassa sellainen y € K, jolle pétee

(4.2) fi(y) # faly).
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Koska K on kunta, niin yx € K kaikille z € K. Télloin yhtélon (4.1) nojalla pétee

kaikille z € K. Koska f on homomorfismi, tdmé& merkitsee sité, ettéa

kaikille € K. Kertomalla yht&lo (4.1) termilld f;(y) saadaan

(4.4) Mfi(@) fily) + -+ Aafal@) fi(y) = 0
kaikille x € K. Vahentdmalld yhtélo (4.3) yhtélosta (4.4) saadaan

(4.5) A (fily) = o) fol@) + -+ + A fi(y) = faly)) fulz) =0

kaikille x € K. Yhtélon (4.2) perusteella pétee fi(y) — fu(y) # 0. Koska myos
A # 0, niin A\, (fi(y) — fa(y)) # 0. Siten yhtéls (4.5) on muotoa (4.1). Yhtalos-
sé (4.5) on yhteenlaskettavia termejd n — 1 kappaletta. Yhtélossa (4.1) n valittiin
kuitenkin mahdollisimman pieneksi. Syntynyt ristiriita osoittaa, ettei yhtdlo (4.1) voi
pited, kun \; # 0 vahintdén yhdella ¢t = 1,... n. O

LEMMA 4.9. Olkoon K C C kunta ja a;; € K kaikillai =1,...,m jaj=1,..., n.
Jos m < n, niin yhtaléryhmadalld

1121 + A2 + - + ATy = 0

a91T1 + a99%9 + - - - + Aonly — 0

Am1T1 + Qpale + - - - + QppTy = 0

on olemassa nollasta eroava ratkaisu (xq,...,x,) # (0,...,0).

TobisTus. Lauseen todistus kuuluu lineaarialgebran alkeisiin. Katso esimerkiksi
[7, Theorem 4.2]. O

LEMMA 4.10. Olkoon G ryhmd ja g € G kiinted. Talloin kuvaus f : G — G, f(x) = gx
on bijektio kaikilla x € G.

TopisTus. Todistetaan, ettd kuvaus h : G — G,h(z) = g 'z on kuvauksen
[ kisnteiskuvaus. Ensinniikin pitee f(h(z)) = f(g7'x) = g9~ 'z = x. Vastaavasti
h(f(x)) = h(gx) = x, joten f ja h ovat todella toistensa kddnteiskuvaukset. Siten f
on bijektio. 0

Seuraavaksi saadaan térked lause, jonka vuoksi koko lineaarialgebran tarkastelu teh-
tiin.
LAUSE 4.11. Olkoon K C L C C kuntia ja H Galois'n ryhmdn I'(K, L) ddrellinen
aliryhmd. Tdlloin pdtee

[fix(H) — L] = #H.
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TobisTtus. Olkoon H = {hy,...,h,} ja #H = n € N\ {0}. Tehddén vasta-
véite ja oletetaan, ettd [fix(H) — L| # n. Télloin joko [fix(H) — L] < n tai
[fix(H) — L] > n.

Oletetaan ensiksi, ettéd [fix(H) < L] < n. Suoraan kuntalaajennuksen asteen médri-
telmésta saadaan, etté fix(H )-vektoriavaruudessa L on kanta {xy, ..., x,,}. Oletuksen
perusteella m < n. Lemman 4.9 nojalla yhtaloryhmaélle

yrhi(x1) + -+ yuho(z1) =

0
y1hi(ze) + -+ + yphp(xe) =0
(4.6)

on olemassa ratkaisu {y1,...,y,} # {0,...,0}.

Oletetaan seuraavaksi, ettd x € L on mielivaltainen. Télloin on olemassa sellaiset
ALy -y A € fix(H), joille pétee

=1

Télloin kayttaméalla ensin yhtdlod (4.7), sitten tietoa siité, ettd hy on fix(H)-automorfismi
kaikilla k, seké lopuksi kédyttdmalla yhtdlod (4.6) saadaan yhtalo

yrhi(z) + -+ + yuhn(x) = y1ha (Z /\ixi) +-F ynhn(z )\ﬂi)
1=1 i=1

Xi(yrha (i) + -+ + ynho(2:)

Il
.MS

1

1

I
NE

(4.8) A0 =0.

1

.
I

Koska vektori (y;,...,y,) € L™ ei ole nollavektori ja x € L on mielivaltainen, niin
yhtalon (4.8) perusteella joukko {hi,...,h,} on L-lineaarisesti riippuva. Tama on
kuitenkin vastoin lemmaa 4.8, joten téssé tapauksessa ajaudutaan ristiriitaan.

Otetaan seuraavaksi tapaus [fix(H) < L] > n kasittelyyn. Koska [fix(H) < L] > 0,
niin voidaan valita alkiot x1, ..., z,1 € L siten, ettd joukko {z1,...,x,.1} on lineaa-
risesti riippumaton fix(H )-vektoriavaruudessa L. Tarkastellaan sitten yht&loryhméa

yihi(z1) + -+ Ynr1hi(xpe1) =0
tho(z1) + -+ Ynprho(2pia) =0

(4.9)
ylhn(ml) +oeee yn+1hn(ﬂfn+1) = 0.

Lemman 4.9 nojalla yhtaloryhmalld (4.9) on ratkaisu (y1, ..., Yns1) # (0,...,0). Kai-
kista yhtdloryhmén (4.9) ratkaisuista valitaan tarkasteltavaksi se, jossa on eniten
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nollia. Tarvittaessa numerointia vaihtamalla voidaan olettaa, ettd yq,...,y. # 0 ja
Yri1s- -+ Yne1 = 0 jollekin r € N. Nyt yhtéaloryhma (4.9) tulee muotoon
ylhl(xl) +oee yrhl('rr) =0

y1h2($1) +oe At yth(xr) =0
(4.10)

Yrho(z1) + -+ yrhy(z,) = 0.

Olkoon h € H mielivaltainen. Télloin yhtéloryhméan (4.10) ratkaisu (y1,...,%,) on
my6s yhtaloryhmén
h(yi)h o hy(z1) + -+ h(y.)h o hy(z,) =0
0

h(yi)h o ho(xy) + -+ + h(y,)h o ha(z,) =
(4.11)

h(yi)h o hy(z1) + -+ 4+ h(yr)h o hy(x,) =0

ratkaisu. Lemman 4.10 perusteella alkiot h o h; kdyvét ldpi kaikki alkiot h;, € H

tasmélleen kerran. Siten H = {hy,...,h,} = {hohy,...,h o h,}. TAmén vuoksi

yhtaloryhmé (4.11) voidaan muokata muotoon
h(y)ha(z1) + -+ By, )l ()
h(yi)ha(x1) + - + h(yr) ha (/)

0
0

(4.12)

Kerrotaan seuraavaksi yhtaloryhmé (4.12) termilld 3, jolloin saadaan yhtaloryhméa

h(y1)y1hi(x1) + - - - + h(y,)y1he(z,) =0
h(y1)yrho(z1) + - - - + h(yr)yrho(z,) =0

(4.13)
h(y) ) yihn(z1) + - - - + h(y )y hn(z,) = 0.

Yhtéaloryhmalld (4.13) on sama ratkaisu (y1, . . ., y,) kuin yhtaloryhmaélla (4.10). Ker-
tomalla sitten yhtalo (4.10) termilld h(y;) saadaan yhtalo

yrha(z)h(y) + - + yrha(z,)h(y1) = 0

yrha(z1)h(y1) + -+ + yrho(zr)h(y1) = 0

(4.14)

Yihn(z)h(y1) + - + yrha(2,)h(y1) = 0,

jonka ratkaisu (yi, . ..,y,) edelleen toteuttaa. Koska tdméa ratkaisu toteuttaa seké yh-
taloryhmén (4.13) ettéd (4.14), toteuttaa se myos yhtéloryhmén, joka on saatu véhen-
tamaélld yhtdaloryhmét (4.13) ja (4.14) toisistaan. Vahentdmalld yhtéloryhma (4.14)
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yhtaloryhmésta (4.13) ja ottamalla sopivat yhteiset tekijéat saadaan yhtaloryhméa

(hi(x2) (y2h(y1) — yih(y2)) + -+ + ha(zy) (yeh(y1) — yih(y,)) =0

ha() (Y2l (y1) — yih(ya2)) + - - + hal2,) (y-h(v1) — yih(y,)) =0
(4.15)

(@) (Y2l (y1) — 9ah(y2)) + - - + () (yrh (1) — yih(yr)) =0,

Vertaamalla yhtaloryhmié (4.10) ja (4.15) huomataan, ettd yhtaloryhmén (4.15) kus-
sakin yht&lossd on vihemmén termejé kuin yhtaloryhmén (4.10) yhtéloissa. Néin ollen
yhtaloryhmélla (4.15) on ratkaisu, jossa on enemmén nollia kuin yhtéloryhmén (4.10)
ratkaisussa. Ratkaisu (yi,...,¥,) on kuitenkin valittu siten, ettd siind on mahdolli-
simman paljon nollia. Néin ollen yhtaloryhmélld (4.15) ei voi olla nollasta poikkeavia
ratkaisuja. Taytyy siis olla y;h(y1) —y1h(y;) = 0 kaikilla j = 2, ..., 7. Témaé tarkoittaa
sité, etta
yih(y1) = y1h(y;)

kaikilla j = 2,...,7. Koska y; # 0 ja h(y1) # 0, niin tésti seuraa, ettd
yiyr - = h(y;)h(y)) ™! kaikilla j = 2,...,r. Lisiksi h on homomorfismi, joten edel-
leen pétee

(4.16) yiyr = by )

kaikilla 5 = 2,...,r. Koska h € H on mielivaltainen, niin kiintopistekunnan mé&éri-
telmén ja yhtdlon (4.16) nojalla

(4.17) yiyr € fix(H)

kaikilla 7. Tarkastellaan nyt yhtéaloryhmén (4.10) ensimmaista yhtéalod. Kertomalla se
termilld y; ! saadaan yht&lo

(418) hl(ﬁl) + Z hl(xj)yjyfl =0.
=2
Kéyttden yhtalod (4.16) voidaan yhtélod (4.18) voidaan muokata muotoon

(4.19) hy(z1) + Z hy(2)h (g0 t) = o (351 + ijyjyfl) = 0.

j=2 j=2

Koska hy € H on monomorfismi, niin yhtilon (4.19) mukaan

(4.20) -z + Z zy;97 " = 0.

=2

Yhtélon (4.20) termin x; kertoimelle pétee 1 € fix(H), silld fix(H) on kunnan C ali-
kunta. Myds jokaisen termin x;,j = 2,...,n, kertoimelle piitee y;y; ' € fix(H) yhtélon
(4.17) mukaan. Talloin yhtalosté (4.20) seuraa, etté joukko {z1, ..., x,} on lineaarises-
ti riippuva fix(H )-vektoriavaruudessa L. Edelld kuitenkin oletettiin, etta {xy,..., z,}

on lineaarisesti riippumaton fix(H)-vektoriavaruudessa L. Niin ollen myos tapaus
[fix(H) < L] > n on mahdoton. Siten on oltava [fix(H) < L] = n. O
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4.3. K-monomorfismit

MAARITELMA 4.12. Olkoot K, M ja L kuntia siten, ettd K C M C L C C. Sanotaan,
ettd kuvaus f on K-monomorfismi kunnalta M kuntaan L, jos f on monomorfismi
f: M — L, jolle pétee

f(k) = k kaikilla k € K.

LAUSE 4.13. Olkoon K — L normaali ddrellisasteinen kuntalaajennus ja olkoon M
kunta siten, ettd K C M C L. Olkoon 7 : M — L mielivaltainen K-monomorfisma.
Tdlloin on olemassa K -automorfismio : L — L siten, ettd rajoittumakuvaus o|y = 7.

TobisTUus. Koska K < L on darellisasteinen ja normaali, niin lauseen 3.8 mukaan
L on nyt hajotuskunta jollekin polynomille p € K[z] C M[x] kunnan K suhteen.
Koska K C M, niin L on hajotuskunta polynomille p my6s kunnan M suhteen.
Tavoitteena on siis 16ytaa kuvaus o sekéd saada seuraava kaavio kommutoimaan:

M ——-1L

(M) —— L

Koska K-monomorfismille 7 : M — 7(M) pétee 7|x = Ik ja p € K[z], niin 7(p) = p.
Koska lisiksi 7(K) C 7(M) sekd L on polynomin p hajotuskunta kunnan K = 7(K)
suhteen, niin L on myos polynomin 7(p) = p hajotuskunta kunnan 7(A/) suhteen.

Koska L on polynomin p hajotuskunta sekd kunnan M ettd kunnan 7(M) suhteen
sekd on olemassa isomorfismi 7 kuntien M ja 7(M) vililld, voidaan kayttaa lausetta
3.6. Télloin on olemassa isomorfismi o : L — L siten, ettd oy = 7. Koska K C M,
niin 0| = 7| = Ig. Siten 0 : L — L on K-automorfismi. O

LAUSE 4.14. Olkoot K C L C C kuntia ja olkoon K — L normaali ja ddrellisasteinen
kuntalaajennus. Olkoon lisiksi p jaoton renkaan Klx| polynomi, jolla on nollakohdat
a ja B kunnassa L. Tdlloin on olemassa kunnan K-automorfismi o : L — L siten,
etti o(a) = .

TobisTtus. Koska p on jaoton polynomi, on p lukujen « ja S minimaalipolynomi.
Tilloin lauseesta 2.19 seuraa, ettd on olemassa isomorfismi 7 : K(a) — K(f3) siten,
ettd 7| = Ik ja 7(a) = B. Koska K < L on normaali ja dérellisasteinen kunta-
laajennus, lauseen 4.13 nojalla on olemassa K-automorfismi o : L — L siten, ettéd
0lk(a) = 7. Téllin K-automorfismille o pétee o(a) = 3. O

4.4. Normaalisulkeumat

Jos topologiassa joukko ei ole suljettu, voidaan siitd ottaa sulkeuma. T&ll6in joukkoon
lisdtdan tasmaéalleen niin monta pistettd, etta siitd tulee suljettu. Kuntalaajennuksille
puhutaan normaalisulkeumasta, joka muistuttaa topologista sulkeumaa: jos luonnol-
linen kuntalaajennus K < L ei ole normaali, voidaan kuntaa L kasvattaa tdsmélleen
sen verran, ettd laajennus on normaali. Normaalisulkeuma mééaritellddn vain adarelli-
sasteisille kuntalaajennuksille.
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MAARITELMA 4.15. Olkoot K C L C C kuntia ja K — L &éarellisasteinen kuntalaa-
jennus. Télloin laajennuksen K < L normaalisulkeuma on kunta N jolle pétee

(1) LCN
(2) K < N on normaali kuntalaajennus,

(3) Jos L ¢ M C N jollekin kunnalle M siten, ettdi K — M on normaali
kuntalaajennus, niin M = N.

HuomAuTUs 4.16. Jos K < L on déarellisasteinen ja normaali kuntalaajennus, niin
sen normaalisulkeuma on méaaritelman 4.15 mukaan L.

LAUSE 4.17. Olkoon K — L ddrellisasteinen kuntalaajennus. Talloin on olemassa
yksikdsitteinen kuntalaajennuksen K — L normaalisulkeuma N. Lisiksi kuntalaajen-
nus K — N on ddrellisasteinen.

TobisTus. Osoitetaan ensiksi, ettd normaalisulkeuma on aina olemassa. Kos-
ka laajennus K < L on &érellisasteinen, niin K-vektoriavaruudella L on kanta
{1,...,2,}. Alkiot x; ovat lauseen 2.25 nojalla algebrallisia kunnan K suhteen kai-
killa ¢ = 1,...,n. Olkoon m; alkion z; minimaalipolynomi. Mééritelldén seuraavaksi
kunnan L polynomi

(4.21) D= MmiMmg---My.

Olkoon N polynomin p hajotuskunta kuntalaajennuksen L < N suhteen. Téll6in
méadritelmén 4.15 ehto (1) péatee kunnalle N. Todistetaan seuraavaksi, ettd N on
polynomin p hajotuskunta kuntalaajennuksen K < N suhteen. Ainakin p hajoaa
kunnassa N. Téaytyy kuitenkin osoittaa, ettei p voi hajota missdéan kunnassa M, jolle
K C M C N ja M # N. Tehdaén vastaviite ja oletetaan, ettd p hajoaa kunnassa
M. Talloin p = k(x —aq) -+ (r — ay), missi k € M ja o; € M kaikillai =1,...,s.
Koska jokainen z; on polynomin m; nollakohta, niin polynomin p méaéritelmésta (4.21)
seuraa, ettéd jokainen x; on polynomin p nollakohta. Tall6in

(4.22) {z1,...,x,} C{oa,...,as} C M.

Koska {z1,...,z,} on K-vektoriavaruuden L kanta, niin yhtalosta (4.22) seuraa, etté
L C M. Toisaalta tiedetédén, ettd N on polynomin p hajotuskunta kuntalaajennuksen
L — N suhteen. Tamé tarkoittaa, ettd jos p hajoaa kunnassa M’, jolle L C M’ C N,
niin M’ = N. Voidaan valita M = M’, jolloin M = N. Témé on kuitenkin ristiriita.

On siis osoitettu, ettd N on polynomin p hajotuskunta kuntalaajennuksen K — N
suhteen. Lauseen 3.8 mukaan K — N on télloin dérellisasteinen ja normaali. Tama
riittis todistamaan ehdon (2). Todistetaan vield, etti ehto (3) on voimassa. Olkoon M
kunta, jolle pitee L € M C N ja K < M on normaali. Koska kaikilla polynomeilla
m; on vahintddn yksi nollakohta x; € L C M , niin m; hajoaa kunnassa M. Tallsin
soveltamalla lemmaa 3.4 n — 1 kertaa perdkkidin nidhdédan, ettd p hajoaa kunnassa
M. Koska N on kuitenkin polynomin p hajotuskunta kuntalaajennuksen K < N
suhteen, niin M = N.

Osoitetaan seuraavaksi normaalisulkeuman yksikésitteisyys. Olkoon sitd varten laa-
jennuksella K — L kaksi normaalisulkeumaa N ja N’. Olkoon lisiksi ¥ kohdassa
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(4.21) maaritellyn polynomin p hajotuskunta kunnan K suhteen. Jokaisella polyno-
milla m;,2 = 1,...,n on viahintdén yksi nollakohta kunnassa L ja siten my6s kunnissa
N ja N’. Talloin jokainen m; hajoaa kunnissa N ja N’, jolloin lemman 3.4 nojalla
p hajoaa kunnissa N ja N’. Télloin ¥ C N ja X C N'. Koska K < ¥ on lauseen
3.8 nojalla normaali kuntalaajennus, niin normaalisulkeuman mééritelméan perusteella
Y>=N=N" O

LEMMA 4.18. Olkoot K ¢ L ¢ N ¢ M C C kuntia. Olkoon lisiksi K — L

adrellisasteinen kuntalaajennus ja N sen normaalisulkeuma. Tdlloin mielivaltaiselle
K-monomorfismille T : L — M pdtee (L) C N.

TobisTus. Olkoon o € L mielivaltainen. Taytyy osoittaa, ettd 7(«) € N. Lauseen
2.25 nojalla « on algebrallinen kunnan K suhteen. Olkoon m alkion a minimaalipo-
lynomi kuntalaajennuksen K < L suhteen. Minimaalipolynomin mééritelmén perus-
teella m(a) = 0. Koska 7 on homomorfismi, niin myos 7(m(«)) = 0. Liséksi koska
7 on K-monomorfismi ja m € K|z], niin 7(m) = m. Talléin 7(m(a)) = m(r(a)) eli
my6s 7(«) on polynomin m nollakohta. Nyt polynomilla m on ainakin yksi nollakoh-
ta o € L C N. Koska laajennus K <— N on normaali, tdytyy polynomin m jokaisen
nollakohdan kuulua kuntaan N. Néin ollen 7(a) € N. O

LEMMA 4.19. Olkoot K C L C C kuntia ja K — L ddrellisasteinen kuntalaajennus.
Tdlloin seuraavat vditteet ovat yhtdpitavid.

(1) K — L on normaali kuntalaajennus

(2) On olemassa sellainen kunta N, jolle L C N, K < N on ddrellisasteinen
ja normaali sekd jokainen K-monomorfismi 7 : L — N on K-automorfismi
L— L.

(3) Jokaiselle kunnalle M, jolle pitee L C M, jokainen K-monomorfismi
7:L — M on myos K-automorfismi L — L.

TobisTus. Aloitetaan todistamalla, ettd viitteestd (1) seuraa véite (3). Koska
K — L on normaali kuntalaajennus, sen normaalisulkeuma huomautuksen 4.16 pe-
rusteella on L. Nyt lemmasta 4.18 saadaan, ettd 7(L) C L. Koska 7 on K-lineaarinen
injektio ja se on maédritelty &arellisulotteisessa K-vektoriavaruudessa L, taytyy
K-vektoriavaruudella 7(L) olla sama dimensio kuin K-vektoriavaruudella L. Tésté
seuraa, ettd 7(L) = L, ja koska K C L, niin 7 on K-automorfismi kunnassa L.

Todistetaan seuraavaksi, ettd véitteestd (3) seuraa viite (2). Lauseen 4.17 nojalla
kuntalaajennuksella K — L on olemassa normaalisulkeuma N siten, ettd K < N on
aarellisasteinen. Télloin oletusten nojalla jokainen K-monomorfismi 7 : L < N on
kunnan L K-automorfismi.

Todistetaan vield, ettd viitteestd (2) seuraa viite (1). Olkoon p € K|[z] jaoton po-
lynomi, jolla on vahintddn yksi nollakohta o € L. Taytyy osoittaa, ettd p hajoaa
kunnassa L. Olkoon myos [ € N polynomin p nollakohta. Koska K < N on nor-
maali kuntalaajennus ja o € L C N, niin p hajoaa kunnassa N. Nyt voidaan kayttas
lausetta 4.14, jonka mukaan on olemassa K-automorfismi 7 : N — N, jolle pétee
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7(a) = p. Nyt rajoittumakuvaus 7|, : L — N on K-monomorfismi, jolloin se on
oletuksen nojalla my6s K-automorfismi L — L. Télloin koska a € L, niin pétee

BZT‘L(O‘) ET‘L<L) = L.

Siten polynomin p mielivaltainen nollakohta § € N kuuluu kuntaan L. Siten, koska
p hajoaa kunnassa NN, niin p hajoaa myos kunnassa L. Tamaé todistaa lopulta, etta
véitteet (1)-(3) ovat yhtépitavét. O

LEMMA 4.20. Olkoot K C L C N C C kuntia ja olkoon K — L ddrellisasteinen
kuntalaajennus, jonka aste on n. Olkoon lisiksi K — N normaali kuntalaajennus.
Tdlloin on tdsmdlleen n erillistd K-monomorfismia kunnalta L kuntaan N.

Tobistus. Todistetaan véite induktiolla kuntalaajennuksen K < L asteen suh-
teen. Jos [K — L] =1, niin K = L, jolloin ainoa K-monomorfismi kunnalta L kun-
nalle N on identtinen kuvaus /. Néin ollen K-monomorfismeja on tésmaélleen yksi,
jolloin viite pétee.

Oletetaan seuraavaksi, ettd viite pétee kaikille [ — L] = k, kun 1 < k < n.
Osoitetaan, ettéd viite patee télloin myos luvulle n. Olkoon o € L\ K. Koska K < L
on ddrellisasteinen, niin lauseen 2.25 nojalla K < L on algebrallinen. Télloin alkiolla
« on minimaalipolynomi m, jolle pétee lauseen 2.24 mukaan

(4.23) om =K < K(a)]=r>1.

Nyt polynomi m on lauseen 2.13 perusteella jaoton renkaassa K[z] ja silla on lisdk-
si vahintddn yksi nollakohta « joukossa K(a) C L C N. Télloin silld on vihintédén
yksi nollakohta myos kunnassa N. Koska laajennus K < N on normaali, niin m
hajoaa kunnassa N. Algebran peruslauseen mukaan polynomilla m on Om = r kap-
paletta nollakohtia. Olkoot ndmé& nollakohdat «s,...,a,. Tarvittaessa numerointia
vaihtamalla voidaan olettaa, ettd a = a;. Koska N C C, niin lauseen 3.14 nojalla
nollakohdat ovat erillisid eli a; # o, kuné,7 =1,...,7 ja i # j.

Koska kuntalaajennus K < N on normaali, niin /N on lauseen 3.8 nojalla jonkin po-
lynomin ¢ € K[z] hajotuskunta. Nyt ¢ € K(«)[z], joten N on myos K («)-kertoimisen
polynomin hajotuskunta. Siten lauseen 3.8 mukaan K (a) < N on normaali.

Merkitddn seuraavaksi s = [K(«) — L]. Koska [K < L] = n, niin lauseen 2.22 ja
yhtélon (4.23) perusteella saadaan

(4.24) s=[K(a)— L] = ; <n.

Koska s < n ja K(a) — N on normaali, niin voidaan soveltaa induktio-oletusta.
Té&ll6in on olemassa tdsmaélleen s kappaletta erillisid K («)-monomorfismeja. Olkoot

naméa 7y, ..., Ts. Lauseen 4.14 mukaan on olemassa r kappaletta erillisid kunnan N
K-automorfismeja 74, ..., 7., joille patee

(4.25) (o) = oy

kaikille 7 = 1,...,r. Tarkastellaan seuraavaksi yhdistettyd kuvausta
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Kuvauksia ¢;; on r - s kappaletta, silld ne ovat toisistaan erilliset. Todistetaan té-
mé seuraavaksi osoittamalla, ettd jos ¢;; = ¢p, niin ¢ = k ja j = (. Ensinnékin jos
Gij = ¢, niin @5 () = o). Kéyttamalla kuvauksen ¢ méaritelméé saadaan yhté-
16

T, om;(a) = 13, o m(c).
Muistaen, ettd m; ja m ovat K (a)-automorfismeja saadaan yhtélo muotoon
(4.27) 7i(a) = ().
Yhdistdmalla tieto yhtdlo (4.25) yhtdloon (4.27) sekéd valintaan o = «; saadaan
a; = ay, jolloin
(4.28) 1= k.
Toisaalta kuvauksen ¢ madritelmésta seuraa, etté

(4.29) T =T, 0y

7

Sijoittamalla yhtéloon (4.29) yhtélo (4.28) seké oletus ¢;; = ¢p saadaan yhtilo
(4.30) T =T ' © P
Toisaalta ¢y = 71, 0 m;, jolloin yhtélo (4.30) tulee muotoon 7; = m;. Siten my6s

(4.31) j=1

Yhtélot (4.28) ja (4.30) osoittavat, ettd kuvauksia ¢;; on tdsmilleen r - s kappa-
letta. Koska yhtélon (4.24) perusteella rs = n, niin riittdd osoittaa, ettd jokainen
K-monomorfismi kunnalta L kunnalle N on muotoa (4.26).

Olkoon tité varten p : L < N mielivaltainen K-monomorfismi. Koska o on polyno-
min m € K[z] nollakohta kunnassa L ja p on K-monomorfismi, niin p(«) on polyno-
min m = p(m) nollakohta kunnassa N eli p(a) = «; jollekin i = 1,... r. Kuvaus 7
on K-automorfismi kunnassa N ja kuvaus p : L — N on K-monomorfismi. T&lloin
yhdistetty kuvaus

(4.32) T=1"ltop
on K (a)-monomorfismi joukolta L joukolle N, jos 7|k ) = I. Nyt
(4.33) m(a) =7 opla) =1 ().

Yhtélon (4.25) ja valinnan o = «y perusteella yhtdlostd (4.33) seuraa, ettd m(a) =
a. Koska liséksi 7| = I, niin 7 on K(«)-monomorfismi kunnalta K kunnalle N.
K («)-monomorfismeja L — N on tasan s kappaletta ja ne ovat nimeltdéan my, ..., 7,
joten m = 7, jollekin j = 1,...,s. Yhdistamaéllad tdmé yht&loon (4.32) saadaan

eli
p =T 0T = ¢,

mikd on muotoa (4.26). Tamé todistaa véitteen. O
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LAUSE 4.21 (Ensimméinen Galois'n lause). Olkoon K — L normaali ja ddrellisastei-
nen kuntalaajennus. Talloin laajennuksen K — L Galois’n ryhmdn I'(K, L) kertaluku
on laajennuksen K — L aste eli

4T (K, L) = [K < L],

TobisTus. Lauseen 4.20 perusteella on olemassa tasmélleen [K < L] kappalet-
ta erillisida K-monomorfismeja kunnalta L kunnalle L. Edelleen lemman 4.19 nojalla
jokainen téllainen K-monomorfismi kunnalta L kunnalle L on my6s K-automorfismi
kunnassa L. Téten on olemassa tdsmélleen [K < L] erillistd K-automorfismia kun-
nassa L. Namd K-automorfismit ovat ryhmén I'(K, L) alkiot, joten viite pitee. [

LAuse 4.22. Olkoot K C L C C kuntia seki K — L normaali ja ddrellisasteinen
kuntalaajennus. Tdlloin pdtee

fix(T(K, L)) = K

Tobistus. Koska K < L on normaali ja dérellisasteinen kuntalaajennus, niin
ensimmaéisen Galois'n lauseen 4.21 mukaan

(4.34) #I(K,L) = [K < LJ.
Toisaalta lauseen 4.11 mukaan
(4.35) [fix(I'(K, L)) — L] = #I'(K, L).

Yhdistamalla yhtéalot (4.34) ja (4.35) saadaan selville, ettd
fix(D(K, L)) — L] = [K < L.

Lauseen 4.6 perusteella tiedetédén, ettd K C fix(I'(K, L)). Talloin kayttamalla lausetta
2.22 saadaan yhtélo

(4.36) [fix(D(K, L)) — L] = [K — L] = [K — fix(D(K, L))] - [fix(D(K, L)) — L.

Yhtélo (4.36) ei voi kuitenkaan pited, ellei ole [K — fix(I'(K, L))] = 1. Silloin on
oltava K = fix(I'(K, L)). O

Lause 4.22 pitee myos kddntden. Todistetaan tdmé seuraavaksi.

LAUSE 4.23. Olkoot K C L C C kuntia ja olkoon K — L ddrellisasteinen kuntalaa-
jennus. Jos

fix(D(K, L)) = K,

nuin kuntalaajennus K — L on normaali.

TobisTus. Osoitetaan, ettd on olemassa kunta N, jolle L C N sekd K — N
on adrellisasteinen ja normaali ja jokainen K-monorfismi 7 : L. — N on kunnan L
K-automorfismi. Koska K < L on déarellisasteinen, niin ensimmaisen Galois'n lauseen
4.21 mukaan Galois'n ryhmé I'( K, L) on &érellinen. Nyt voidaan kdyttaa lausetta 4.11.
Sen ja oletuksen fix(I'(K, L)) = K mukaan

(4.37) [K — L] =[fix(T'(K,L)) — L] = #I(K,L) =n
jollain n € N.
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Olkoon N kuntalaajennuksen K < L normaalisulkeuma. Lauseen 4.17 perusteella
K — N on &arellisasteinen. Olkoon 7 K-monomorfismi L. — N. Jokainen ryhmén
['(K, L) alkio méaarittelee kunnan L K-automorfismin, joita on yhtélon (4.37) nojalla
yhteensi n kappaletta. Koska L C N, niin jokainen ryhmén I'( K, L) alkio méérittelee
my6s K-monomorfismin ; : L — N,i =1,...,n. Josolisi 7 # 7; kaikilla: =1, ... n,
niin KA-monomorfismeja L — N olisi vihintddan n 4+ 1 kappaletta. Tamé& on ristirii-
dassa lemman 4.20 kanssa, jonka mukaan niitd on tasan [K < L] = n kappaletta.
Siten on oltava 7 = m; jollain 7 eli mielivaltainen K-monomorfismi 7 : L — N on
K-automorfismi L — L. Néin ollen lemman 4.19 mukaan K < L on normaali. 0

4.5. Galois’n lauseet

Edellisessa kappaleessa todistettiin ensimmaéinen Galois’n lause eli lause 4.21. Galois’n
mukaan on nimetty myos nelji muuta Galois'n ryhmié ja kiintopistekuntia koskevaa
lausetta, jotka todistetaan tédssd kappaleessa. Néitd lauseita varten tarvitaan ensin
muutama merkinta.

Olkoot K C L C C kuntia. Mééritellaan joukot
F ={M|M on kunnan L alikunta ja K C M}

sekd
G ={H| H on ryhmén I'(K, L) aliryhmé}.
Maéaritelladn lisdksi kuvaus @ : F — G,
O(M)=T(M,L)
kaikille M € F seké kuvaus ¥ : G — F,
U(H) = fix(H)
kaikille H € G. Lauseet 4.6 ja 4.7 varmistavat, ettd kuvaukset on mééritelty jarkevésti.

LAUSE 4.24 (Toinen Galois'n lause). Olkoon K C L C C kuntia ja K — L ddrelli-
sasteinen ja normaali. Tdlloin kuvaukset ® : F — G ja ¥V : G — F owat toistensa
kadnteiskuvauksia.

TobisTus. Todistetaan ensiksi, etté
Vod=]r.

Olkoon M € F mielivaltainen kunta. Koska kuntalaajennus K < L on &érellisastei-
nen ja K C M C L, niin lauseen 2.23 perusteella M — L on &arellisasteinen. Liséksi

lauseen 3.8 mukaan L on jonkin polynomin p € K[x] hajotuskunta. Olkoot as, ..., a,
polynomin p nollakohdat kunnassa L. Talloin

(4.38) L=K(ay,...,ap).

Polynomin p hajotuskunta kunnan M suhteen on puolestaan M (ay, ..., a,). Seuraa-

vaksi osoitetaan, ettd L = M(«q,...,a,). Koska K C M, niin yhtdlon (4.38) nojalla
L C M(ay,..., o). Lisiksi M(aq,...,a,) C L,silla M C Ljaay,...,a, € L. Siten
L = M(ay,...,ay,), jolloin lauseen 3.8 perusteella M < L on normaali.
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Lauseen 4.22 mukaiset oletukset ovat nyt voimassa. Sen perusteella
M = fix(T'(M, L)).
Tama on yhtépitdavad sen kanssa, etté
U(R(M)) = M,
mikéd todistaa véitteen ensimmaéisen osan.

Todistetaan seuraavaksi, ettéi

(4.39) QoW =g
Olkoon siis H € G ryhmé. Todistuksen ensimmaéisen osan perusteella pétee
(4.40) U(P(V(H))) =V(H).

Koska K < L on airellisasteinen kuntalaajennus, niin ensimmaéisen Galois’n lauseen
4.21 nojalla ryhmé I'(K, L) on &érellinen. Koska H € G, niin H C I'(K, L), jolloin H
on ddrellinen. Talloin voidaan kayttdaa lausetta 4.11, jonka mukaan

(4.41) (W(H) — L] = #H.
Yhdistamalla yhtalot (4.40) ja (4.42) saadaan
(4.42) [(U(P(V(H))) — L] = #H.

Tarkastellaan seuraavaksi ryhmad ®(W(H)). Se on myos ddrellinen ryhmé, silla
O(V(H)) C I'(K,L). Néin ollen voidaan kayttdd toisen kerran lausetta 4.11. Tal-
16in saadaan

(4.43) (W((W(H))) = L] = #P(V(H)).

Yhtéaloiden (4.42) ja (4.43) perusteella on oltava #®(W(H)) = #H. Toisaalta, koska
lauseen 4.7 mukaan

H C ®(V(H)),
niin on oltava
®(VU(H))=H.
Tamé on yhtépitavad viitteen (4.39) kanssa. O

LAUSE 4.25 (Kolmas Galois'n lause). Olkoot K € M C L C C kuntia ja olkoon
K < L normaali ja ddrellisasteinen kuntalaajennus. Tdlloin [M — L] = #I'(M, L)
ja
#I'(K, L)
K—M|=——-=
| | #I'(M, L)

Tobistus. Téasmaélleen samoin kuin lauseessa 4.24 ndhdéén, ettd kuntalaajennus
M — L on #éarellisasteinen ja normaali. Talloin ensimméisestd Galois’n lauseesta 4.21
seuraa, etta

(4.44) M — L] = #I'(M, L).
Kayttamélla yhtalod (4.44) saadaan toinen todistettava viite muotoon
(4.45) [K — M]-[M — L] = [K — LJ.

Yhtilo (4.45) seuraa suoraan lauseesta 2.22. O
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LEMMA 4.26. Olkoot K C M C L C C kuntia, K — L normaali ja ddrellisasteinen
kuntalaajennus sekd f: L — L K-automorfismi. Tdlloin pdtee

O(f(M))={forof|Te@(M)}

Tobistus. Todistetaan ensiksi, ettéa
(4.46) {forof'|T€®(M)} CO(f(M)).
Valitaan mielivaltaiset 7 € ®(M) ja x € f(M). Nyt on olemassa m € M, jolle pétee
f(m) = x. Muistaen, ettd 7 on M-automorfismi, saadaan
(4.47) forof Ha)=for(m)=f(m)=uz.

Koska 7, f ja f~! ovat kunnan L automorfismeja, niin myos foro f~! on kunnan L au-
tomorfismi. T&ll6in yht#lén (4.47) mukaan forof~! on kunnan L f(M)-automorfismi.
Siten foro f~' € T(f(M), L), jolloin viite (4.46) seuraa.

Todistetaan seuraavaksi, etta
(4.48) O(f(M)) C{foroft|redM))}
T#té varten muokataan joukko ®(f(M)) muotoon

(449)  o(f(M)) ={r|r e @(f(M)}={fof oTofof[reD(f(M))}
Kiéyttamilli jo todistettua inkluusiota (4.46) K-automorfismille f~! ja kunnalle f(M),
K C f(M),saadaan

(4.50) {fTToroflTe@(f(M))} C (f7(f(M))) = 2(M).
Lopulta yhdistamalla yhtalot (4.49) ja (4.50) saadaan yhtélo
O(f(M)) C{fooofoec (M)}

miké todistaa viitteen (4.48). Koska seké (4.46) ettéd (4.48) pétevit, on viite todis-
tettu. U

Seuraava lause antaa yhteyden normaalin kuntalaajennuksen ja normaalin aliryhmén
vilille.

LAUSE 4.27 (Neljdas Galois'n lause). Olkoot K € M C L C C kuntia ja K — L
normaali ja ddarellisasteinen kuntalaajennus. Kuntalaajennus K — M on normaa-
li ja ddrellisasteinen, jos ja vain jos ryhmd U'(M, L) on ryhmdn T'(K, L) normaali
aliryhmd.

TobisTus. Oletetaan ensiksi, ettd kuntalaajennus K < L on normaali. Koska
K C M, niin I'(M, L) on suoraan Galois'n ryhmén mééritelmén mukaan ryhmén
['(K, L) aliryhmé. Taytyy siis osoittaa, ettd se on normaali. Olkoon f € I'(K,L).
T#lléin f on kunnan L K-automorfismi ja f|y : M — L K-monomorfismi. Oletuksen
ja lemman 4.19 kohdan (1) = (3) mukaan f|y; on kunnan M K-automorfismi. Siten
pétee f(M) = M. Mielivaltaiselle g € I'(M, L) on voimassa lemman 4.26 ja kuvauksen
® maéiritelmén perusteella

(4.51) Fogof~ € B(f(M))=T(f(M),L).
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Koska f(M) = M, niin yhtélo (4.51) tarkoittaa sité, ettd
fogoftel(M,L).

Téama osoittaa, ettd I'(M, L) on ryhmén ['(K, L) normaali aliryhmaé.
Oletetaan sitten, ettd ['(M,L) on ryhmén I'(K,L) normaali aliryhmé. Olkoon
o : M — L mielivaltainen K-monomorfismi. Osoitetaan, ettd o on kunnan M
K-automorfismi. Koska K < L on &érellisasteinen ja normaali, voidaan kiyttad
lausetta 4.13. Sen mukaan on olemassa kunnan L K-automorfismi 7, jolle pétee
Tl = 0. Koska 7 € I'(K, L) ja I'(M,L) on ryhmén ['(K, L) normaali aliryhma,
niin
(4.52) {ropor ' |pe (M, L)} =T(M,L)=d(M).
Kayttamalla lemmaa 4.26 ja yhtdlod (4.52) saadaan

O(r(M)) = (M).

Toisen Galois’'n lauseen 4.24 mukaan ® on bijektio ja siten injektio. T&lloin pitee
7(M) = M. Téllsin kuitenkin o(M) = M, jolloin ¢ on kunnan M K-automorfismi.
Lemman 4.19 nojalla K < M on normaali kuntalaajennus. U

LAUSE 4.28 (Viides Galois'n lause). Olkoot K C M C L C C kuntia ja K — L sekd
K — M darellisasteisia ja normaaleja kuntalaajennuksia. Tdlloin

D(K, M) = (K, L)/T(M,L).

TobIsTUS. Jotta véite olisi jarkevi, taytyy tekijaryhmén I'(K, L)/T'(M, L) olla
olemassa. Tamén sanoo neljas Galois'n lause.

Madritelladn seuraavaksi kuvaus Z : I'(K, L) — ['(K, M) asettamalla Z(7) = 7|y
kaikille 7 € T'(K, L). Koska 7 on K-automorfismi L — L ja M C L, niin 7|y on
K-monomorfismi M — L. Téll6in lemman 4.19 mukaan 7|5, on myds K-automorfismi
M — M. Siten 7|y = Z(7) € I'(K, M), jolloin = on ainakin kuvaus. Liséksi se on
selvésti homomorfismi.

Lauseen 4.13 nojalla jokaiselle o € I'(K, M) on olemassa sellainen 7 € I'(K, L), jolle
pétee 7|y = 0. Kuvaus = on siis surjektio eli

(4.53) im(Z) = D(K, M).

Ryhmén I'( K, M) neutraalialkio on Iy;. Jos Z(7) = I, niin kuvauksen = mééritelman
perusteella 7 € I'(M, L). Jos taas 7 € I'(M, L), niin Z(7) = Ij,. Siten kuvauksen =
ytimelle pétee

(4.54) ker(Z) =T'(M, L).
Nyt ryhméteorian peruslausetta seké yhtéloitd (4.53) ja (4.54) kdyttamélla saadaan
D(K, M) = im(2) = T(K, L)/ ker(2) = T(K, L)/T(M, I),

miké todistaa viitteen. O



LUKU 5

Ryhmaéteoriaa

Jotta Galois’n ryhmisté saataisiin merkittavada apua polynomiyhtéloiden ratkeavuuk-
sien selvittdmiseen, taytyy ensiksi tutkia hieman ryhméteoriaa. Olennaisimmat kasit-
teet Galois’n ryhmien kannalta ovat tédsséd luvussa esiteltdvit ratkeavat ja yksinker-
taiset ryhmaét.

5.1. Symmetriset ja alternoivat ryhmit

MAARITELMA 5.1. Bijektiosta f : {1,2...,n} — {1,2,...,n} kiytetddn nimed
n-permutaatio tai yleisemmin vain permutaatio.

MAARITELMA 5.2. Kun kuvausten yhdistdminen toimii laskutoimituksena, sanotaan
n-permutaatioiden muodostamaa ryhméaa symmetriseksi ryhmdaksi ja siitd kaytetaan
merkintdd S,,. Symmetrisen ryhmén neutraalialkiosta eli identtisesté kuvauksesta kéy-
tetddn merkintaa (1).

MAARITELMA 5.3. Olkoon 2 < k < n ja olkoot aj,as,...,ar € {1,2,...,n} sekd
a; # aj, kun i # j. Permutaatio f € S on k-sykli, jos se tayttda seuraavat ehdot:

(1) f(a;) = @41 kaikilla i =1,2,...,k —1
(2) flar) = ay
(3) f(b)=b,kun b e {1,2,...,n}\{ay,as,...,ax}.

Jos permutaatio toteuttaa ehdot (1)-(3), siitd kéytetaan merkintédé (ajasq...ax). Sa-
notaan, ettd syklit (ajas . ..ax) ja (biby...by,) ovat erilliset, jos

{CLlCLQ Ce ak} N {blbg R bm} = (Z)

HuomaAuTUs 5.4. Erilliset syklit ovat siind mielessd mielenkiintoisia, ettd — toisin
kuin syklit yleensd — ne kommutoivat. Toinen niiden téarkeé piirre on, etté jokainen
permutaatio voidaan esittdd erillisten syklien tulona. Jokainen permutaatio voidaan
esittdd myos 2-syklien tulona, mutta télloin kaikki syklit eivét ole valttamétta toisis-
taan erillisid. Myoskééan esitys ei ole talloin yksikésitteinen. Kuitenkin jos permutaa-
tio voidaan esittdd parillisen monen 2-syklin tulona, sitd ei voida esittdé parittoman
monen 2-syklin tulona. Tdmé& johtaa seuraavaan méaritelméan.

MAARITELMA 5.5. Permutaatiota, joka voidaan esittdé parillisen monen 2-syklin tu-
lona, kutsutaan parilliseksi permutaatioksi. Vastaavasti muita permutaatioita kut-
sutaan parittomiksi permutaatioiksi. Parillisten permutaatioiden joukkoa kutsutaan
alternoivaksi ryhmdksi ja merkitadn A,,.

50
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HuomAUTUS 5.6. Symmetrisen ryhmén §,, alkioiden lukuméérd on n!. Alternoiva
ryhmé A, on symmetrisen ryhmén §,, aliryhmé. Alternoiva ryhmé A, siséltda tés-
mélleen puolet symmetrisen ryhmén S, alkioista, ja siten #A,, = %n!. Liséksi jokainen
k-sykli on parillinen permutaatio, jos ja vain jos k on pariton.

LEMMA 5.7. Olkoonn > 2 jaa € {1,2,...,n} kiinted. Talloin kaikki 2-syklit muotoa
(ar),r € {1,2,...,n} virittdvdt symmetrisen ryhmdn S,.

TobpISTUS. Symmetrisen ryhmén S, jokainen alkio voidaan esittédé 2-syklien tulo-
na. T#lloin riitta4 osoittaa, etté jos (be) € S,, on mielivaltainen 2-sykli, niin se voidaan
esittad tulona muotoa (ar) olevista alkioista.

Jos a # b ja a # ¢, ndhdaén alkioiden kuvautumisia tarkastelemalla, ettd
(ab)(ac)(ab) = (be).

Koska (ab) ja (bc) ovat muotoa (ar), niin télloin viite pétee. Osoitettavaksi jaa viela
tapaukset, joissa b = a tai ¢ = a. Jos b = a, niin (bc) = (ac), jolloin véite seuraa. Jos
taas ¢ = a, niin (bc) = (ba) = (ab), silld 2-syklien tapauksessa alkioiden keskiniiselld
jarjestykselld ei ole vélid. Jélleen pddadytaan haluttuun muoton (ar), joten véite pétee
myo0s néissa poikkeustapauksissa. U

LEMMA 5.8. Olkoonn >3 jaa € {1,2,...,n} kiinted. Talloin kaikki 3-syklit muotoa
(ars),r,s € {1,2,...,n}, virittivit alternoivan ryhmdn A,.

TobisTtus. Olkoon f € A, mielivaltainen. Téytyy osoittaa, ettd f voidaan esittda
tulona alkioista, jotka ovat muotoa (ars). Jos f = (1), niin kaikille r ja s pétee
(ars)® = (1) = f, joten ainakin permutaatio (1) voidaan esittéé 3-syklien tulona.

Tarkastellaan sitten tapausta, jossa f # (1). Lemman 5.7 nojalla f voidaan esittdé
muodossa
f=(ar))(ary) ... (ary,),

missd r; € {1,2,...,n} \ {a}. Koska f € A,, niin 2-sykleji (ar;) on parillinen
madrd, joten f voidaan jakaa peréttéisiin 2-syklien pareihin. Koska lisiksi kuvaus-
ten yhdistdminen on assosiatiivinen laskutoimitus, voidaan jokaista paria tarkastel-
la erikseen. Jos siis voidaan osoittaa, ettd mielivaltainen perédkkéisten 2-syklien pari
(arj)(arjs1),7 € {1,2,...,m—1}, voidaan esittdd tulona 3-sykleisté, niin silloin myos
f voidaan esittda tulona 3-sykleista.

Jos r; = rj11, niin (ar;)(arj11) = (1). Koska oletettin, ettd f # (1), niin ei voi olla
r;j = rj;1 kaikille pareille r; ja ;1 ;. Koska neutraalialkiolla kertominen ei muuta per-

mutaatiota f, rajaudutaan tarkastelemaan tilanteita r; # 7,41. Télloin eri alkioiden
kuvautumisia tarkastelemalla havaitaan, etta

(ar;)(arj1) = (arjary),
joten jokainen pari voidaan esittédéd 3-syklien tulona. U

LEMMA 5.9. Olkoon n > 3 ja olkoot a,b € {1,2,...,n} kiinteitd siten, etti a # b.
Talloin kaikki 3-syklit muotoa (abt),t € {1,2,...,n} virittdvdt alternoivan ryhmdn
A,.
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TobisTus. Lemman 5.8 mukaan permutaatio f € A, voidaan esittdd tulona
3-sykleista (ars), missd a € {1,2,...,n} on kiinted. Nyt osoitetaan, ettd jokainen
tallainen 3-sykli (ars) voidaan esittdd tulona 3-sykleisté (abt), missd t € {1,2,...n}.
Jos r = b, niin sykli (ars) = (abs) on haluttua muotoa. Jos taas s = b, niin

(ars) = (arb) = (abr)?,
jolloin (ars) on my6s haluttua muotoa.

Oletetaan siis, ettd r # b ja s £ b. Télloin eri alkioiden kuvautumisia tarkastelemalla
saadaan

(ars) = (abs)*(abr)(abs).
Koska (abs) ja (abr) ovat molemmat etsittyd muotoa, niin (ars) ja siten f voidaan
esittdd tulona 3-sykleista (abt). O

LAUSE 5.10. Olkoon o € S, \ {(1)} permutaatio. Jos p on alkuluku ja o? = (1), niin
o on p-sykli.

TobisTus. Téytyy siis osoittaa, ettd o = (ay .. .ap), missé {aq,...,a,} = {1,...,p}.
Permutaatio o # (1) voidaan esittédé erillisten syklien tulona, jolloin

o= (ay...a,)T

jollekin n = 2,...,p ja jollekin syklista (a;...a,) erilliselle permutaatiolle 7 € S,,.
Koska erilliset permutaatiot kommutoivat ja o? = (1), niin

(5.1) of = (ay...a,)P7? = (1).

Permutaatiot (aj...a,) ja 7 ovat erilliset, jolloin 7(a;) = a; kaikilla ¢ = 1,...,n ja

(ay...a,)(j) = j kaikilla j € {1,...,p}\{a1,...,a,}. Silloin yhtélo (5.1) ei voi pétea,
ellei ole

(5.2) (ay...an)? = (1)
ja
™ = (1).
Syklin (a; ... a,) kertaluku on n. Toisaalta yhtélon (5.2) perusteella syklin (a; ... a,)

kertaluku n jakaa luvun p. Koska p on kuitenkin alkuluku ja n > 2, niin n = p, jolloin
o=(ay...ap). O

LEMMA 5.11. Olkoon p alkuluku. Tdlloin mielivaltainen p-sykli ja 2-sykli virittdvdt
symmetrisen ryhmdn Sp,.

Tobistus. Olkoon (ab) mielivaltainen 2-sykli ja x = (ajas . .. a,) mielivaltainen
p-sykli sekd H C S, néiden virittdméa ryhmaé. Téytyy osoittaa, ettd H = S,. Koska
lemman 5.7 mukaan 2-syklit (ar) virittdavét koko symmetrisen ryhmén, riittaa osoit-
taa, etta

(5.3) (as) e H
kaikilla s € {1,2,...,p} \ {a,b}. Nyt kaikille m = 1,2,...,p — 1 pétee
(k™) = (&)™ = ()™ = (1).
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Talloin lauseesta 5.10 seuraa, ettd ™ on p-sykli. Koska lisdksi péitee
a,b € {1,2,...,p} = {a1,a2,...,a,} ja a # b eli a ja b ovat myos p-syklin alkioi-

ta, niin voidaan valita m € {1,2,...,p — 1} siten, ettd
(5.4) kK™ = (abs1S2 - - Sp_a),
missé {s1, S2,...5,-2} € {1,2,...,p} \ {a,b} eli alkiot s; ovat niitd permutaation x

alkioita, jotka eivét ole alkioita a ja b.
Koska x € H, niin k™ € H. Koska myts (ab) € H, niin talléin myos
(5.5) k" (ab)k™™ € H.

Kéyttden permutaation ™ médritelméd (5.4) ja tarkastelemalla eri alkioiden kuvau-
tumisia saadaan

(5.6) K™ (ab)k™™ = (bsy),
joten yhtéloistéa (5.5) ja (5.6) seuraa, etté
(57) (bSl) € H.

Siten myos £ (bs;)k~™ € H ja syklien tuloksi saadaan
(5.8) K™ (bs1)k™™ = (s152) € H.
Vastaavasti voidaan jatkaa, jolloin voidaan induktiivisesti padtelld, etta
(5.9) (sisir1) € H kaikilla i € {1,2,...,p— 3}.
Koska yhtélon (5.7) nojalla (bs;) € H, niin saadaan
(ab)(bs1)(ab) = (asy) € H.

Seuraavaksi tarkastelemalla eri alkioiden kuvautumisia ja kéyttdmailld ehtoa (5.9)
saadaan

(ab)(s1s2)(ab) = (asq) € H.
Yhtélon (5.9) nojalla tdtakin voidaan jatkaa induktiivisesti ja todeta, etté
(5.10) (as;) € H kaikilla i € {1,2,...,p — 2}.
Yhtélo (5.10) on yhtépitéva yhtalon (5.3) kanssa, joten H = S,,. O

5.2. Ratkeavat ryhmét

Seuraavaksi médriteldan ryhmille ominaisuus, jota kutsutaan ratkeavuudeksi. Ratkea-
vuus muistuttaa kommutatiivisuutta, mutta on paljon 16ysempi ominaisuus: kaikki
kommutatiiviset ryhmét ovat ratkeavia. Késitteen nimityksen perusteella voi olettaa,
ettd ratkeavuudella on paljonkin tekemisté ratkaisukaavan kanssa. Syy siihen, miksi
tdmé& ominaisuus nimetdén juuri ratkeavuudeksi paljastuu vasta luvussa 6.

Téassa luvussa otetaan kayttoon muutamia standardimerkintja. Jos H ja G ovat
ryhmid ja H on ryhmén G aliryhmé, niin merkitddin H < G. Jos lisdksi H on ryhmén
G normaali aliryhmé, merkitdén H < G. Jos H; < G ja Hy < G, niin kiytetdan
merkintaa H1H2 = {hlhz ’ hl € H1 ja h2 S HQ}
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MAARITELMA 5.12. Ryhmé& G on ratkeava, jos on olemassa sellainen &érellinen ryh-
mien jono

{e}=GoCcG,C...CcG,=0G,
jolle patee

(1) G; < Giyq kaikillai =0,...,n—1,
(2) Gi41/G; on kommutatiivinen ryhmé kaikilla ¢ = 0,...,n — 1.

HuomauTus 5.13. Edellisen mééritelmén ehdosta (1) ei seuraa, ettd G; < G, kun
1 <n-—1

ESIMERKKI 5.14. Kommutatiivinen ryhmé on aina ratkeava. Voidaan nimittéin valita
ketjuksi Gp = {e} C G, jolloin Gu<1G ja tekijaryhmé G /Gy on myos kommutatiivinen.
Symmetrinen ryhméa S, on kaksialkioisena ryhménd kommutatiivinen, joten se on
ratkeava ryhma.

ESIMERKKI 5.15. Symmetriset ryhmét So, S3 ja Sy ovat ratkeavia. Symmetrinen ryh-
mé Sy on kaksialkioisena ryhménd kommutatiivinen ja siten esimerkin 5.14 nojal-
la ratkeava. Symmetrinen ryhmé S3 on ratkeava, silld voidaan valita jono ryhmii
Go < G; < G missé Gy = {e},G = S3 ja G permutaation (123) € Sz virittdma
syklinen ryhmaé. Liséksi G1/Gy ja G/G; ovat kommutatiivisia ryhmia.

Ryhmaélle S; voidaan puolestaan muodostaa jono Hg < Hy <1 Hy < Hjs, missi
Hy = {e}, Hy = {(12)(34), (13)(24), (14)(23)}, Hy = A4 ja H3 = S,. Sen sijaan sym-
metrinen ryhmé Sy ei ole ratkeava. Téma voidaan todistaa vasta myohemmin.

Otetaan seuraavaksi tekijaryhmén merkinnén rinnalle toinen vaihtoehtoinen merkinté

% := G/ H, jotta perdkkiisten tekijiryhmien esittdminen olisi selkeampéa.
LEMMA 5.16. Olkoot G, H ja A ryhmid. Talloin jos H <G ja A < G, niin pdtee
A HA
HNA H°

Tobistus. Koska H < G niin selvisti H N A <1 A ja H << HA. Siten ﬁ ja %A
ovat hyvin méariteltyja tekijaryhmia. Merkitdédn tekijaryhmén alkioita

A
DA
kun a € A, ja
HA
(]2 € o
kun x € HA. Maéritelladn seuraavaksi kuvaus
A HA
L Hra” w
asettamalla

f([a]1) = [a]2 kaikille a € A.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd kuvaus f on hyvin mééritelty. Téatd varten oletetaan,
etta

A
HNA

[a], = [d']; €
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Téalloin a —a’ € HN A eli a —a’ € H. Tamé on puolestaan yhtépitiavaid sen kanssa,
etta

[aly = [d'], € HFA

Lisiksi a € A C HA, jolloin f on hyvin mé&éritelty. Riittdd osoittaa, ettd f on
isomorfismi. Kuvaus f on ensinnékin homorfismi, sill&

f(lal[b]1) = f([ab]1) = [ab]z = [al2[b]2 = f([al1) f([b]1)-
Kuvauksen f injektiivisyyden todistamiseksi oletetaan, etta f([al1) = f([b]1), jolloin
[a]y = [b]o. Téilléin ab™! € H. Koska lisiiksi a,b € A, niin ab~! € H N A. Téstéi seuraa,
ettéd [a]y = [b]1, jolloin injektiivisyys pétee.

Oletetaan, ettd b € (HA)/A. Talloin b on muotoa b = [halz, missid h € H ja a € A.
Koska h = (ha)a™! ja h € H, niin (ha)a™ € H. Téllsin b = [haly = [a]s = f([a]1).
Siten jokaisella joukon (HA)/A alkiolla on alkukuva, joten f on surjektio. Koska f
on bijektiivinen homomorfismi, se on isomorfismi. U

LEMMA 5.17. Olkoot G, H ja A ryhmid. Talloin jos H <G, A< G sekd H C A, niin
H< A, A/H < G/H seki
G/H G

A/H A
TopisTus. Viitteet H < A ja A/H <A G/H ovat ilmeisid. Siten $/7 on hyvin
madritelty tekijaryhma. Olkoot
fi:G—G/H
ja
G/H
A/H
tekijakuvauksia. Talloin kuvauksen fo ytimelle pétee

ker (fa) = {[a] € G/H|a € A} = A/H.

fo: G/H —

Tésté seuraa, etté
(5.11) ker (fyo f1) = f; '({[a] € G/H |a € A}) = A.

Koska f; ja fs ovat surjektiivisia homomorfismeja, niin myos fs o f; on surjektiivinen
homomorfismi. Talloin ryhméisomorfismien peruslauseesta (ks. esimerkiksi [6, §4])
seuraa, etta

(5.12) G/ker (fio fo) = j;—f[
Yhdistamaélla yhtélot (5.11) ja (5.12) saadaan
GG
A A/H

n

LAuse 5.18. Olkoot G ja H ryhmid siten, ettd H < G. Tdlloin jos G on ratkeava,
niin myos H on ratkeava.
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TobisTus. Koska ryhmé G on ratkeava, niin on olemassa jono ryhmiia G,
1 =0,...,n, siten, etti

{e}=Gy<G<---<2G, =G

ja Giy1/G; on kommutatiivinen kaikilla ¢ € {0,1,2,...,n—1}. Nyt aliryhmalla H C G
voidaan valita vastaava jono aliryhmistd H; méaritteleméalla H; = G; N H. Télloin
ilmeisesti pétee

{e}=Hy<Hy<---<H,=H,

joten téytyy endd osoittaa, ettd H;,1/H; on kommutatiivinen ryhmé. Alkion H; maa-
ritelmén perusteella
Hyyy GianNH

H; G,NH
Koska G; C G411, niin G; = G; NG44, jolloin
GipnNH GipnNH

G,NnH GNGunH
Kéayttamaélla lemmaa 5.16 saadaan

GipnnNH  Gi(GiyaNH)

GiNGiy1NH G;

Koska kuitenkin GG; on ryhmén G,y; aliryhmé, niin G;(G;41 N H) on ryhmén G,
aliryvhmé. Té&lloin saadaan

(5.13)

(5.14)

(5.15)

Gi(GipnNH) < Git
G; -G
Koska tekijaryhmé G;1/G; on oletuksen perusteella kommutatiivinen, niin myos sen

Gi(Gia1NH
% on kom-

mutatiivinen. Yhtélon (5.15) nojalla myos sen kanssa isomorfinen ryhmé Cﬁﬁ—ﬂ%

on kommutatiivinen. Nyt yhtéloistd (5.14) ja (5.13) seuraa, ettd H;yq/H; on kommu-
tatiivinen, ja siten lause on todistettu. O

(5.16)

aliryhmét ovat kommutatiivisia. Talloin yhtélon (5.16) perusteella

LAUSE 5.19. Olkoot G ja H ryhmid siten, ettd H <<G. Jos G on ratkeava, nitn myos
tekijaryhma G/H on ratkeava.

TobisTus. Oletuksen nojalla on olemassa jono aliryhmid Gy,i € {1,2,...,n},
siten, ettd
(5.17) e=Gy<G1<...<G, =G

sekd Gy1/G; on kommutatiivinen kaikille ¢ € {0,1,2,...,n — 1}. Koska H < G, niin
H <1 G;H. Téllsin on olemassa jono ryhmia G;H/H,i € {1,2,...k}, joille pitee

(5.18) H/H =GoH/H C GyH/H C ... C GyH/H = G/H.

Koska H <1G ja yhtélon (5.17) perusteella G; <G, 1, niin G; H <G, H. Siten yhtalon
(5.18) nojalla myos G;H/H < G;.1H/H, joten

H/H = GoH/H AG H/H < ... AGH/H = G/H.
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Taytyy siis vield osoittaa, ettd tekijaryhmé

Gi1H/H
G;H/H

on kommutatiivinen. Lemmasta 5.17 saadaan

GipH/H | GigaH
G;H/H G;H

Koska G; C G11, niin G H = G11(G;H) ja siten

GinH _ Git1(G;H)
G:H G:H

(5.19)

(5.20)

(5.21)

Lemmasta 5.16 saadaan, etta

Gip1(GiH) Git
G;H GiHNG;1

Kaytetetadn toisen kerran lemmaa 5.17, josta seuraa

(5.23) S Got /G
' GHNGi (G N(GiH)) /G

Huomataan viel, ettd ryhma

12

(5.22)

Giy1/G;
(Gi1 N (GiH))/G;
on kommutatiivisen ryhmén G;,;/G; tekijaryhmé. Koska kommutatiivisen ryhmén
tekijairyhmé on kommutatiivinen, niin myos tekiryhmé
Gi/Gi
(Git1 N (GiH))/G;
on kommutatiivinen. Yhtéloiden (5.23), (5.22), (5.21) ja (5.20) mukaan se on isomor-
finen ryhmén (5.19) kanssa. Siten ryhmé (5.19) on kommutatiivinen. O

LAUSE 5.20. Olkoot G ja H ryhmid siten, ettd H < G. Jos H ja G/H ovat ratkeavia,
nun G on ratkeava.

TobisTus. Oletuksen nojalla on olemassa jono aliryhmid H;,7 =0,1,...,n, joille
patee
(5.24) {e}=Hy<H,<...<H,=H

sekd H;,1/H; on kommutatiivinen kaikilla 7. Toisaalta oletus antaa my6s jonon ali-
ryhmia G;/H,i=0,1,...m, joille pitee

seké, Gét%f] on kommutatiivinen ryhmé kaikilla 2. Mé&éaritelladn nyt tekijakuvaus

f:G— G/H. Koska f~'({e}) = H, f[7Y(G/H) = G ja f~(G;/H) < G kaikille
i =20,1,...,m, niin jonon (5.25) olemassaolon perusteella aliryhméit G; < G toteut-
tavat ehdon
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Yhdistdmalla jonot (5.24) ja (5.26) saadaan
{e}=Hy<H,<Q...<H,=H=Gy<G1<...<4G,, =G.

On siis 1oydetty jono ryhmié M;, joille patee {e} <M; <...<<M = G. Taytyy osoittaa
vield, ettd M;,q1/M; on kommutatiivinen ryhmé. Jos M;,1/M; on muotoa H;,,/H;,
niin se on kommutatiivinen. Toinen vaihtoehto on, ettd M, /M on muotoa G, /G;.
Lemman 5.17 perusteella

Giy1 o Gin/H

5.27 o .
(5:27) G; G;/H
Jonoon (5.25) liittyvén oletuksen mukaan
Gip1/H
G;/H
on kommutatiivinen. Siten yhtalosta (5.27) seuraa, ettd myos G,y1/G; on kommuta-
tilvinen. 0

5.3. Yksinkertaiset ryhmét

Ratkeavalle ryhmélle maéaritelldan erdénlaiseksi vastakohdaksi yksinkertainen ryhma.
Tarkalleen ottaen yksinkertaista ryhméé ei kuitenkaan mééaritella ratkeavan ryhmén
loogisena vastakohtana, vaan ryhmé voi olla seké ratkeava ettéd yksinkertainen. Kui-
tenkin jo lauseessa 5.22 pystytaédn todistamaan, etté yksinkertainen ja ratkeava ryhmé
on aina tiettyd muotoa.

MAARITELMA 5.21. Olkoon G ryhmaé ja e sen neutraalialkio. Sanotaan, ettd ryhmé
G on yksinkertainen, jos sen ainoat normaalit aliryhmét ovat {e} ja G.

LAUSE 5.22. Ryhmda G on ratkeava ja yksinkertainen, jos ja vain jos se on syklinen
ryhmd, jonka kertaluku on alkuluku tai G = {e}.

TobisTus. Osoitetaan ensiksi, ettd jos ryhmé G on ratkeava ja yksinkertainen,
niin se on syklinen ja sen kertaluku on alkuku tai G = {e}. Koska G on ratkeava, niin
on olemassa jono

{e}=GycC...CcG, =G

siten, ettd G; < Gy41 ja Gi41/G; on kommutatiivinen kaikilla ¢ = 1,...,n— 1. Poista-
malla useammin kuin kerran esiintyvét alkiot jonosta voidaan olettaa, ettd G; # G4 1.
Koska G on yksinkertainen, niin sen ainoat normaalit aliryhmét ovat {e} ja G. Koska
Gn-1 < Gy, niin on oltava G,,_1 = Gy = {e}. Talloin G,,/G,,_1 = G. Koska G,,/G,,_1

on kommutatiivinen, niin myds G on kommutatiivinen.

Jos G = {e}, niin viite pitee, joten oletetaan, ettd G # {e}. Télloin on olemassa
g € G\ {e}, joka virittdd syklisen aliryhmén (g). Koska (g) < G ja kommutatiivisen
ryhmén G jokainen aliryhmé on normaali, niin (¢g) <G. Ryhmén G yksinkertaisuuden
perusteella kuitenkin sen ainoat normaalit aliryhmét ovat {e} ja G, joten (g) = {e}
tai (g) = G. Koska g # e, niin tapaus (g) = {e} on mahdoton. Siten (g) = G
eli G = (g) on syklinen ryhmé. Taytyy vield todistaa, ettd ryhmén G kertaluku
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#G = k on alkuluku. Oletetaan, ettd tdma ei ole totta, toisin sanoen k = ml, jollain
m,l € N\ {0,1}. Talloin
(gm)l — gk = e,
eli

(5.28) #{g™) < 1.

Koska G on kommutatiivinen, niin (¢")<\G. Ryhmén G yksinkertaisuuden perusteella
siis (g™) = G tai (g") = {e}. Ei voi olla (¢g") = G, silla yhtdlon (5.28) nojalla
#(g™) <l < k. Taytyy siis olla (¢"™) = {e}, jolloin g™ = e. Koska kuitenkin & on
ryhmén G kertaluku ja g sen virittdja, ei voi olla olemassa lukua m < k, jolle g™ = e.
Ajaudutaan siis ristiriitaan, ja véite pétee.

Todistus toiseen suuntaan on yksinkertaisempi. Jos nimittédin G' # {e} on syklinen
ryhmaé, jonka kertaluku on alkuluku, niin Lagrangen lauseen nojalla sen jokaisen ali-
ryhmén taytyisi jakaa ryhmén G kertaluku. Koska #G on kuitenkin alkuluku, ovat
sen ainoat aliryhmét {e} ja G, joten G on yksinkertainen. Lisdksi koska G on sykli-
nen, on se myos kommutatiivinen ja esimerkin 5.14 nojalla jokainen kommutatiivinen
ryhmé on ratkeava.

Jos puolestaan G = {e}, niin se on selvisti ratkeava ja yksinkertainen. O
Seuraavaksi on tarkoituksena todistaa tdmén luvun péadtulos eli lause 5.25: symmet-

rinen ryhmé S, ei ole ratkeva, kun n > 5. Tdmén todistamiseksi tarvitaan kaksi
lemmaa.

LEMMA 5.23. Olkoon A, alternoiva ryhmda jan € Nyn > 5. Jos ryhmdlle G # {(1)}
patee G <1 A,,, nitn ryhmdssd G on 3-sykli.
Tobistus. Olkoon g € G\ {(1)}. Alkio g voidaan nyt esittdi erillisten syklien

tulona. Jaetaan tdmé todistus neljdédn osaan alkion g esityksen muodon mukaan.

(1) Alkiossa g on vahintdan yksi k-sykli, k& > 4.

(2) Alkiossa g on véhintddn kaksi 3-syklia.

(3) Alkiossa g on 3-syklejé tdsmaélleen yksi.

(4) Alkio g koostuu pelkistd 2-sykleisté.
Néamé nelja kohtaa kattavat kaikki mahdolliset tapaukset g € G.
Tapauksessa (1) oletetaan, ettd g = ax, missi

a=(ay...a), (k> 4),

sekd = on permutaatio, joka on erillinen syklistd a. Koska 3-sykli (ajaqa3) € A, ja
G < A, niin saadaan

(ayasas) " g(arazas) = (a1a2a3) taz(arazas) € G.
Erillisten syklien kommutatiivisuuden nojalla saadaan

(alagag)’la(alagag)x = (alagag)’laa:(alagag) € d.
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Nyt ¢~ = 27 ta~!. Toisaalta koska ¢g~! € G, niin
(arazas3) ta(ayasas)rr™ a ! = (ayaza3) ta(ayazas)rg™ € G.
tdmé on yhtapitdvad sen kanssa, ettd
(5.29)  (aiagas) H(ai...ax)(araza3)(a; ... a;) "t = (arazas3) ta(aiazas)a € G.
Lopuksi viela eri alkioiden kuvautumisia tarkastelemalla saadaan
(5.30) (arazaz) ™ (ay ... ax)(arazas)(ay . .. ap) " = (a1azayq).
Yhtélosta (5.30) ja (5.29) seuraa, etté
(a1azaq) € G,
ja siten joukosta G on loydetty 3-sykli.

Tarkastellaan seuraavaksi tapausta (2) eli alkio g sisdltdd vihintaan kaksi 3-syklié.
Olkoot ne nimeltédén (ayazas) ja (asasag). Nyt siis g on muotoa g = (aiaqa3)(asasae)y,
missd y = (1) tai y on tulo erillisistd sykleisté, jotka ovat erillisid myos sykleista
(a1az2a3) ja (asasag) . Koska G < A, ja (ajaza4) € A, niin
(a1a0a4)(arasas)(agasas)y(aiazas) ™t € G.
Nyt pitee g~ =y~ (arasa3) " (asasae) ™!, joten saadaan
(ayazay)(arasas)(asasae)y(aiasas) y t(arasas)  (asasas) ™' € G.
Sykli y on nyt erillinen syklist (ajasay), joten se on myds erillinen syklistd (ajasay) ™.
Siten ¢ ja (ajazas)”! kommutoivat eli pitee
(a10204)(a1a2a3)(asa506) (ara2a4) "'yy ™" (ara2a3) " (asasae) " € G.
miké on sama asia kuin
(5.31) (ayasa4)(arazas)(asasa6)(arazas) ™" (a1aza3) " (asasas) ™t € G
Yhtélolle (5.31) saadaan laskettua
(5.32)  (arazas)(arazas)(asasag)(arasas) t(arasas) " (asasag) ™' = (arazasasay),
joten yhtéloiden (5.31) ja (5.32) perusteella
(ayazasa3a4) € G.
Siten aliryhméssd G on 5-sykli. Kohdan (1) nojalla tdmé johtaa siihen, ettd ryhméssa
G on my6s 3-sykli.

Kohdassa (3) oletetaan, ettd alkiossa g 3-sykleja on tdsmélleen yksi. Muita syklejé
ei valttamaétta tarvitse olla, mutta siind tapauksessa g € G kay etsityksi 3-sykliksi.
Oletetaan siis, ettd on muitakin sykleja. Naméa syklit ovat 2-syklejd, sillda muuten
alkiossa ¢ olisi vahintdan yksi k-sykli, k& > 4. Tama tilanne on késitelty jo tapauksessa

(1).

Olkoon g = az, missid a = (ajagaz) ja z on tulo erillisistd 2-sykleisté, jotka ovat
erillisié syklistd a. Erillisyysehtojen vuoksi patee kommutatiivisuus ja siten

(5.33) g* = (az)? = (ayaza3)*2>.
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Koska 2-sykleille pitee (ab)> = (1) ja z on tulo erillisistd ja siten kommutoivista
2-sykleistd, pitee 22 = (1). Néin ollen yhtélon (5.33) nojalla
g* = (a1aza3)* = (ajasay) € G,
joten myo0s tésséd tapauksessa ryhméssd G on 3-syKkli.

Jaljelle jaa vield tapaus (4) eli alkion g esitys koostuu pelkistd 2-sykleistd. Koska
g € G\ {(1)} C A,, niin alkio g on tulo vdhintdén kahdesta 2-syklistd ja siten
voidaan ilmoittaa muodossa

(5.34) g = (a1az)(azaq)y,

missi joko y = (1) tai y on tulo toisistaan erillisista 2-sykleistd. Lisidksi ndma kaikki
syklit ovat erillisia sykleistd (ajaz) ja (agas), jotka ovat myos erillisia toisistaan.

Nyt alkio (agasay) € A, ja koska G <1 A,,, niin
(asasay) *g(asasay) € G.
Koska myés g~ € G, niin
(5.35) (agazay) ‘g(asasas)g™ € G.
Alkiolle ¢! saadaan
(5.36) g7 =y Hazas) "N (aras) Tt =y (azas) (aran),

silld 2-syklit ovat itsensé kéénteisalkioita. Kayttamélla yhtéloa (5.36) sekd yhtaloité
(5.36) ja (5.34) saadaan

(5.37) (agasay) " (ayas)(asas)y(asasay)y * (asas)(aras) € G.

Koska kaikki syklit, joista y koostuu, ovat erillisid sykleistd (ajas) ja (asay), niin
alkion y syklit ovat erillisid myos syklisté (agazas). Siten ndmé kommutoivat eli pétee
y(asagay) = (azasay)y. Téstéd saadaan yhtalod (5.37) kayttamélld, etté

(a2a3a4)’1(alczg)(a3a4)(a2a3a4)(a3a4)(a1a2) cd.
Tutkimalla eri alkoiden kuvautumista saadaan
(538) (a2a3a4)_1(a1a2)(a3a4)(a2a3a4)(a3a4)(a1a2) = (a1a3)(a2a4) €q.

Koska n > 5, niin joukossa A,, on sellainen sykli (ajasas), jolle patee a5 # aq, as, as, as.
Koska G <1 A,,, niin yhtélon (5.38) mukaan

(arazas) " (ayas)(azay)(ayasas) € G.

Tutkimalla eri alkioiden kuvautumista saadaan
(5.39) (arasas) *(aias)(azas)(arasas) = (azay)(asas) € G.
Télloin yhtéloista (5.39) ja (5.38) seuraa, ettd

(a1as)(azay)(azaq)(azas) € G.
Kun eri alkoiden kuvautumisia tutkitaan, saadaan tulos

(a1a3)(azaq)(asay)(asas) = (a1azas) € G.

Myos tassé tapauksessa 16ytyy siis aliryhméstd G 3-sykli. U

LEMMA 5.24. Alternoiwa ryhmd A, on yksinkertainen, kun n > 5.
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Tobistus. Olkoon G # {e} ryhmén A,,n > 5, normaali aliryhmi. Lemman
5.23 mukaan siind on vahintédén yksi 3-sykli. Olkoon tamé (ajasas). Nyt (agasas) on
parillinen permutaatio mille tahansa as # ay, as, as, joten (azasas) € A,. Toisaalta
G < A, joten tarkastelemalla eri alkioden kuvautumisia ndhdéaan, etta

(a1a5az) = (azasas)(aiasas)(asazas) ™ € G.
Talloin myos
(5.40) (araza,) = (a1a5a2)* € G

mille tahansa as # ay, as. Koska lemman 5.8 mukaan kaikki td4t4 muotoa olevat per-
mutaatiot virittédvat ryhmén A,,, niin kohta (5.40) riittédé osoittamaan, etta A, C G.
Koska oletuksen mukaan G' <1 A,,, niin taytyy olla G = A,,. Talloin ryhmén A,, ainoat
normaalit aliryhmét ovat {e} ja A, joten se on yksinkertainen, kun n > 5. O

LAUSE 5.25. Symmetrinen ryhmda S, ei ole ratkeava, kun n > 5.

Tobistus. Tehdédin vastaviite ja oletetaan, ettd S,, on ratkeava. Koska A, <S,,
niin lauseesta 5.18 seuraa, ettd myos A, on ratkeava. Silloin lemman 5.24 nojalla
se olisi yhté aikaa ratkeava ja yksinkertainen, jolloin sen kertaluku olisi lauseen 5.22
perusteella alkuluku. Kuitenkin #A, = %n!, joka ei voi olla alkuluku, kun n > 5.
Ajaudutaan siis ristiriitaan, ja véite pétee. O

Lauseessa 5.25 on olennaista ehto n > 5. Esimerkin 5.15 mukaan ryhmé S,, on rat-
keava, kun n < 4, joten luku 5 on siis symmetrisissé ryhmissé jollain tavalla erityisa-
semassa. Tulos antaa ensimméisen vihjeen siitd, miksi toisen, kolmannen ja neljannen
asteen yhtéloille on olemassa ratkaisukaava, mutta viidennen tai korkeamman asteen
yhtéloille ei.

5.4. Cauchyn Lause

MAARITELMA 5.26. Olkoon GG ryhméi ja a,b € (G. Sanotaan, ettd alkiot a ja b ovat
toistensa konjugaatteja eli ne konjugoivat, jos on olemassa g € G, jolle a = g~ 'bg.
Konjugoinnista kdytetdén merkintdd a ~ b. Joukkoa C, = {g € G : a ~ g} sanotaan
alkion @ maardamaksi konjugaattiluokaksi.

LAUSE 5.27. Konjugointirelaatio ~ on ekvivalenssirelaatio.

TobpisTus. Olkoot a,b,c € G. Refleksiivisyys a ~ a on selvii, silli a = e lae.
My6s symmetrisyysehto pétee, silld jos a = g~ 1bg jollain g € G, niin
b=gag™' =(g7") lag™".

Transitiivisuutta varten oletetaan, etti a ~ b ja b ~ celi a = g 'bg jollain g € G ja
b= h~'ch jollain h € G. Talléin ga = bg eli hga = hbg, josta edelleen saadaan

(5.41) hga = hh™'chg = chg.
Kertomalla yht#lo (5.41) vasemmalta termilld (hg)~! saadaan

a = (hg)~'chy,
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jolloin my6s transitiivisuusehto on voimassa. Koska seké refleksisyys, symmetrisyys
ettd transitiivisuus ovat relaatiolle ~ voimassa, se on ekvivalenssirelaatio. O

HuomAauTUs 5.28. Koska konjugointi on ekvivalenssirelaatio, konjugaattiluokat ovat
ekvivalenssiluokkia. Konjugaattiluokat muodostavat osituksen ryhméssa G. Ryhmé G
voidaan siis ilmaista pistevieraiden konjugaattiluokkien yhdisteend eli G = J,c; Ca,

missid C, N Cy = 0, kun C, # C;,

MAARITELMA 5.29. Olkoon G ryhmé ja olkoon x € G. Alkion x keskittéja joukossa
Gon Cg(z) ={g9g € G:xg =gz}

Alkion z keskittdji Cg(z) joukossa G on aina ryhmén G aliryhmé. Keskittdja voi-
daan esittdd myos muodossa Cg(z) = {g € G : © = g~ 'zg}, jolloin keskittijilld on
paljon yhteista konjugaattiluokan méaéritelmén kanssa. Néille kahdelle saadaankin ké-
tevd yhteys lauseesta 5.31 ja sen seurauksesta 5.32. Otetaan kuitenkin ensin kayttoon
vield yksi méaritelma.

MAARITELMA 5.30. Olkoon G ryhmé ja H sen aliryhmé. Télloin aliryhmén H indeksi
on sen sivuluokkien lukumé&éra.

LAUSE 5.31. Olkoon G ryhmd ja a € G. Talléin konjugaattiluokan
Co={ze€qG|z=gag '}

kertaluku eli alkioiden lukumddrd on keskittijin Cg(a) indeksi.

TobisTus. Konjugaattiluokan C, kaikki alkiot voidaan esittii muodossa g 'ag,
missi g € G. Olkoon h € G ja g tag = h™tah € C,. Tilloin
hg ta = ahg™,
joten ryhmén keskittdjin médritelmén 5.27 mukaan hg~! € Cg(a). Télléin h kuuluu

alkion g médrdadméaén oikeaan sivuluokkaan Cg(a)g, joten Cy(a)h = Cy(a)g.

Olkoon joukko A ryhmén Cg(a) maéaraama oikeiden sivuluokkien joukko. Nyt voidaan
mééritelld kuvaus ¢ : C, — A asettamalla ¢(¢ 'ag) = Ca(a)g.

Osoitetaan ensiksi, ettéi ¢ on injektio. Oletetaan, ettid g~ tag # h~tah. Tilloin myos
hg~'a # ahg™', jolloin hg=' ¢ Cg(a). Siten Cg(a)g # Cg(a)h. Kuvaus ¢ on myds
surjektio, silld jos Cg(a)g € A on mielivaltainen, niin ¢(g 'ag) = Cg(a). Siten ¢ on
bijektio, jolloin joukoissa C, ja A on yhtd monta alkiota. O

SEURAUS 5.32. Adrellisen ryhmdin G konjugaattiluokan C, alkioiden lukumddrd jakaa
ryhmdn G kertaluvun.

MAARITELMA 5.33. Ryhmén G keskus Z(G) on joukko
Z(G) ={z € G|zg = gx kaikille g € G}.

Ryhmén G keskukselle pitee Z(G) # 0, silld aina neutraalialkio e € Z(G). Joukko
Z(@) on aina joukon G aliryhmaé. Lisiksi ryhmé Z(G) on mééritelménsé perusteella
kommutatiivinen ja Z(G) on ryhmén G normaali aliryhma.
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LEMMA 5.34. Olkoon p alkuluku, joka jakaa ddrellisen ja kommutatiivisen ryhmdn G
kertaluvun #G. Tdlloin ryhmdassd G on kertalukua p oleva alkio.

Tobistus. Todistetaan lause induktiolla ryhmén kertaluvun #G suhteen. Olkoon
m ja n luonnollisia lukuja, joille m,n > 1. Olkoot lisédksi p alkuku, jolle patee p # m.
Todistettava viite on siis seuraava: jos ryhmén G kertaluku k& = #G on muotoa
k = p™m, niin ryhméssd G on kertalukua p oleva alkio.

Koska luku 1 ei ole muotoa p"m, viite patee, kun ryhmén G kertaluku on 1. Alkuas-
kel on siis otettu, joten muotoillaan seuraavaksi induktio-oletus. Olkoon ryhméin G
kertaluku k£ > 2, m ja n luonnollisia lukuja, joille m,n > 1, sekéd p alkuluku, jolle
p # m. Kaikille ¥’ € N, joille &/ < k, pétee seuraava vaite: jos ryhméan G kertaluku
k' = #G on muotoa k' = p™m, niin ryhméssa G on kertalukua p oleva alkio.

Todistetaan seuraavaksi induktio-oletuksen avulla, ettd véite patee myds, kun ryhmén
G kertaluku on k. Jos k ei ole muotoa p™m, niin kiy kuten tapauksessa k = 1 eli viite
pétee. Oletetaan siis, ettd k = p"m joillekin luonnollisille luvuille n,m > 1.

Ryhmén G aidon aliryhmén kertaluku on aina pienempi kuin #G. Koska liséiksi ryh-
méssd G on ainakin yksi aito aliryhmé {e}, voidaan valita ryhmén G aito aliryhmé
H +# @G siten, ettéd sen kertaluku on maksimaalinen. Toisin sanoen

(5.42) jos H< M < @, niin joko M = H tai M = G.

Nimetdan k' = #H. Koska H on ryhmén G aito aliryhmé, pétee k' < k. Siten
induktio-oletus pitee ryhmille H. Tallsin jos k' = p™m’ joillekin n’,m’ > 1, niin
ryhmésséd H on kertalukua p oleva alkio. Koska H C G, niin tdamé alkio on myos

ryhméssi G, joten todistettava viite péitee luvulle k. Oletetaan siis, ettd &’ ei ole
muotoa p” m’ eli p ei jaa lukua &’

Koska H on ryhméin G aito aliryhmé voidaan valita alkio x € G\ H. Taméi alkio
virittdd syklisen ryhmén (z). Koska G on kommutatiivinen, niin joukolle H(x) pétee
H(z) < Gja H < H(z). Koska toisaalta x € H(z), mutta x ¢ H, niin ehdosta (5.42)
saadaan

Tésté puolestaan seuraa, etté
(5.43) #H(x) = #G = p"m.

Nyt lemmasta 5.16 saadaan

H{x) ~ H
(z) — HN(z)
Téasta seuraa, etté @)
H{x H
" T tEA
ja edelleen
#H (z) #H

(5:44) 2@y~ EHN @)

Yhtilo (5.44) saadaan muokattua muotoon

(5.45) #H(x) - #(H N (x) = #H - #(x).
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Yhtaloista (5.45) ja (5.43) seké alkion &' mééritelmésta seuraa, etta

(5.46) pim - #(H O (x)) = K - #(z)
Koska oletettiin, ettd p ei jaa lukua &, niin yhtélon (5.46) perusteella alkuvun p
taytyy jakaa luku #(x). Talloin #(x) = p?r joillekin ¢, > 1. Té&ll6in patee

(5.47) o =e
ja
(5.48) o' # e kaikille [ = 1,...,2™" — 1.

On siis 16ydettivi joukosta G alkio, jonka kertaluku on p. Téllainen alkio on 2"
Ehdon (5.47) perusteella sille nimittédin pétee

(5.49) (a:rqul)p =g =¢

ja liséksi ehdon (5.48) perusteella pétee

(5.50) (x”qul)k = 2"P" Lo kaikillak=1,...p—1

Koska 27" € @G, niin yhtilsiden (5.49) ja (5.51) mukaan ryhmiissi G on kertalukua
p oleva alkio. Siten induktioperiaatteen nojalla viite pétee. (l

LAUSE 5.35 (Cauchyn lause). Olkoon p alkuluku, joka jakaa ddrellisen ryhmdin G
kertaluvun. Tdlloin ryhmdassd G on kertalukua p oleva alkio.

TobisTtus. Todistetaan viite induktiolla ryhmén kertaluvun suhteen. Muotoil-
laan viite uudelleen, kuten lemmassa 5.34. Olkoot m,n € N, joille pitee m,n > 1
seké olkoon liséksi p alkuluku, joka ei jaa lukua m. Jos ryhmén kertaluku k& = #G on
muotoa k = mp”, niin ryhméssi G on kertalukua p oleva alkio.

Jos k = 1, niin véite pétee, koska k ei ole muotoa mp™. Oletetaan siis, etté viite pitee
kaikilla & < k, kun k& > 2.

Koska ryhméan G konjugaattiluokat muodostavat osituksen, voidaan ryhmé ilmaista
muodossa G = C,, UC,, U...UC,, , missd aq,...,a, € G. Néistd tdsmélleen yhden
luokan muodostaa pelkkd neutraalialkio. Olkoon tdmé luokka C,,. Talloin saadaan

(5.51) #G =k=mp" =1+ #C,,.
=2
Oletetaan seuraavaksi, ettéd jollekin konjugaattiluokalle C,; pétevit ehdot
(5.52) #Cy, > 2 ja
(5.53) p ei jaa lukua #C,;.

Tarkastellaan sitten tédhén luokkaan kuuluvan alkion a; € G keskittdjad Cg(ay).
Lauseen 5.31 nojalla konjugaattiluokan C,, kertaluvulle pitee

#G
5.54 #Cp = ———.
(5:54) T #Ca(a;)
Yhtélosta (5.54) saadaan keskittdjan kertaluvuksi
mp"
(5.55) #Cala;) =

T #Cu,
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Nyt voidaan asettaa k' = #Cg(a;), jolloin ehdon (5.52) nojalla k' < k eli induktio-
oletus pétee luvulle &'. Koska &’ on yhtélon (5.55) ja ehdon (5.53) mukaan muotoa
k' = m/p"™, missi m’,n > 1 ja p on alkuluku, niin induktio-oletuksesta seuraa, etta
ryhméssé C(a;) on kertalukua p oleva alkio. Koska C(a;) < G, niin my6s ryhméssa
G on kertalukua p oleva alkio.

Viite siis pétee oletuksien (5.52) ja (5.53) ollessa voimassa. Oletetaan siis seuraavaksi,

etteivit ne ole voimassa. Toisin sanoen kaikilla 1 = 2, ..., r pétee
(5.56) #C,, =1 tai
(5.57) p jakaa luvun #C,,.

Olkoon Z(G) ryhmén G keskus. Osoitetaan seuraavaksi, etté sille patee
(5.58) Z(G)={e}U{a;: Cy;, ={a;},i=2,...,1}.

Todistetaan ensiksi, ettd patee Z(G) C {e} U {a; : Co, = {a;},i = 2,...,r}. Olkoon
z € Z(G). Koska G = C,, UC,, U...UC,, , niin joko z € C,, = {e} tai

z€CyU...UC,,.

Jos z = e, niin viite (5.58) pétee, joten oletetaan, ettd z € C,, U... U C,,. Tama
tarkoittaa, ettd z € O, jollekin j = 2,... 7. Téytyy siis osoittaa, ettd C,; = {a;}.

Koska z € C,;, niin konjugaattiluokan mééritelmén perusteella g tzg = a; jollekin
g € G. Koska z € Z(G), niin gz = zg, jolloin g~'zg = 2. Téstd seuraa, ettd z = a;.
Téytyy vield osoittaa, ettei joukossa C,; voi olla muita alkioita kuin z = a;. Olkoon
2 € C,,. Téllsin 2’ = h™'a;h jollekin h € G. Koska a; = z € Z(G), niin

2 =h"tajh = h™ " ha; = a;.
Néin ollen joukon C,; ainoa alkio on a;. Tilldin

Z(G) c{etU{a;: Coy, ={a;},i=2,...,1}.

Téaytyy kuitenkin vield todistaa, etta
(5.59) {e} U{a; : Co, ={a;},i=2,...,r} C Z(G).

Olkoon nyt puolestaan z € {e} U{a; : C,;, = {a;},i = 2,...,7r}. Jos z = e, niin
z € Z(G). Oletetaan siis, ettd z = a; jollekin sellaiselle j = 2,...r, jolle C,, = {a;}.

i

Koska konjugaattiluokan mééritelmén perusteella g~'a;g € Co, kaikilla g € G ja
Co, = {a;}, niin g7'a;g = a; kaikille g € G. Koska tésti seuraa, ettd a;g = ga;
kaikille g € G, niin a; = z € Z(G). Talléin véite (5.59) ja siten my6s véite (5.58) on
todistettu.

Nyt yhtalostd (5.58) seuraa, ettd

(5.60) #7(G) =H#{a;: Cp; ={a;},i=2,...,r} + L.

Otetaan kdyttoon merkintd M = {a; : Cy, = {a;},i =1,...,r}. Joukolle M saadaan
kertaluvuksi

(5.61) HM = 1= #C,.

a; EM a; eEM

i
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Joukon Z(G) kertaluku taas voidaan ilmaista yhtdlon (5.60) avulla seuraavasti:
(5.62) HZ(G)=1+#M =1+ Y #C,,.
a; €M

Muokkaamalla ensin yhtaloa (5.51) ja kdyttamalld sitten kaksi kertaa yhtaloa (5.62)
saadaan ryhmén G kertaluvuksi

(5.63) #G =1+ i#% =14+ ) #Co+ > #C,
=1

a;eEM a;€{ai,....ar F\M

=1+#M+ ) #C,
a;€{ai,....ar }\M
=#Z(G)+ > #C,,
a;€{a1,....,ar }\M
Yhdistamalla yhtalot (5.51) ja (5.63) puolestaan saadaan

(5.64) mp' =#Z(G)+ > #C,.
a;€{ay,....ar F\M

Koska indeksijoukosta

M ={ay,...,a.}\M
puuttuvat ehdon (5.56) mukaiset alkiot, taytyy ehdon (5.57) ja yhtdlon (5.64) mukaan
alkuvun p jakaa luku #C,, kaikilla a; € M’'. Talloin yhtdlon (5.64) nojalla taytyy
alkuluvun p jakaa myos luku #2Z(G). Siten k' = #2Z(G) = m/p" joillekin n' > 1 ja
m’ > 1, jolle p ei jaa lukua m.

Keskus Z(G) on ryhmén G aliryhmé. Jos Z(G) = G, niin ryhmé G on kommutatii-
vinen. Télloin lemman 5.34 nojalla ryhméssd G on alkio, jonka kertaluku on p. Jos
taas Z(G) # G, niin taytyy olla &' < k. Talléin voidaan kdyttaéd induktio-oletusta:
koska p jakaa luvun #Z(G), niin ryhmésséd Z(G) on kertalukua p oleva alkio. Tdmé
alkio kuuluu my6s ryhméan G, joten véite on todistettu. 0



LUKU 6

Viidennen asteen yhtilon ratkaisukaava

6.1. Juurilaajennukset

Ennen kuin voidaan todistaa, ettei viidennen asteen yhtélolle ole olemassa ratkai-
sukaavaa, taytyy selvittdda, mitéd ratkaisukaavalla oikeastaan tarkoitetaan. Sovitaan,
ettd ratkaisukaava on lauseke, jossa voidaan kayttéaé tavallisia rationaalilukujen las-
kutoimituksia seké liséksi ottaa kokonaislukujuuria. Naité toimituksia voidaan tehd&
vain &drellisen monta kertaa. Rationaalilukujen laskutoimitukset eivét tuota ongel-
mia, mutta jos rationaaliluvusta otetaan kokonaislukujuuri, ei saada aina rationaalilu-
kua. Talloin on siis tehtédvé kuntalaajennus suurempaan kuntaan. Liséksi suuremman
kunnan uusien alkioiden ei tarvitse valttdmétta olla rationaalilukujen juuria, vaan ne
voivat olla juuria myos irrationaaliluvuista, joita ratkaisukaava on aiemmin antanut.
Taméa johtaa méaéritelmaédn 6.1 juurilaajennuksesta, jonka avulla voidaan mééritella,
milloin polynomilla on ratkaisukaava eli milloin se on ratkaistavissa juurin.

MAARITELMA 6.1. Olkoot K C C ja L C C kuntia. Asrellisasteinen kuntalaajennus
K — L on juurilaajennus, jos L = K(ay,..., ap,) ja jokaiselle 7 = 1,..., m on
olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku n;, etta

Oz?j € K(O./l, ceey aj—l)-

Sanotaan, ettd alkiot o; muodostavat juurilaajennuksen K — L juurijonon ja ettd
alkion o juuriaste on n;.

HuomAuTUus 6.2. Koska juurilaajennus on K < L on méiéritelménsd perusteella
aarellisasteinen, se on lauseen 2.25 nojalla aina algebrallinen kunnan K suhteen.

HuoMAUTUS 6.3. Jos alkion juurijonon alkion «;,j > 1, juuriaste on n; = 1, niin
aj € K(ay,...,a;_1). Télloin alkio «; voidaan poistaa turhana alkiona. Voidaan siis
olettaa, ettd alkion «; juuriasteelle pétee n; > 1, kun j > 1.

Liséksi juurijonosta voidaan poistaa ne alkiot, joiden juuriaste ei ole alkuluku. Tél-
16in juurijonoa tdytyy kuitenkin pidentéd. Jos nimittdin alkion «; juuriaste n; ei ole
alkuluku, niin n; = pips...pk, missd luvut py,...,px ovat alkulukuja. Téll6in voi-
daan maééritelld juurijonoon uudet alkiot 1, ..., Br_1 asettamalla 3; = af 1P kaikilla
i=1,...,k—1. Kun alkio «; korvataan jonolla 8;_; ..., saadaan juurijono: ensin-
nékin
ik_l = agl...pk = a;'lj € K<a17 s 70%71)7
toiseksi
Bi =By € K(on, ... -1, Br—t, - Bi1)

ja kolmanneksi

CYJ;I =B/ € K(ay,...,a5-1,Bk-1,...,51).

68
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MAARITELMA 6.4. Olkoon p polynomi renkaassa K[z|, K C C ja olkoon ¥ polyno-
min p hajotuskunta kunnan K suhteen. Polynomi p on ratkaistavissa juurin, jos on
olemassa sellainen kunta M, jolle X C M ja kuntalaajennus K — M on juurilaajen-
nus.

Nyt kun juurin ratkeavuus on méaéritelty, voidaan perehtyé tarkemmin juurilaajennus-
ten ominaisuuksiin. Tavoitteena on todistaa lause 6.9 eli jos kuntalaajennus K — M
on juurilaajennus ja L C M, niin Galois'n ryhmé I'(K, L) on ratkeava. Juurilaajen-
nuksen ja juurin ratkeavuuden vililld on selvd yhteys, joten lause 6.9 selvittdd, miksi
luvussa 5 erds ryhmén ominaisuus nimettiin juuri ratkeavuudeksi.

LEMMA 6.5. Olkoon K — L juurilaajennus kunnassa C. Jos M on kuntalaajennuksen
K — L normaalisulkeuma, niin kuntalaajennus K — M on myds juurilaajennus.

Tobistus. Koska K < L on juurilaajennus, niin L = K(ay,...,q,), missd
a' € K(ay,...,a;-1) jollain n; € N. Huomautuksen 6.2 mukaan K < L on al-

gebrallinen. Alkiolla «; on siis minimaalipolynomi m,. Maéritelldaén polynomi
m=mimsy---m, € K|x].

Nyt o; € L C M ja «; on polynomin m nollakohta. Koska kuntalaajennus K < M on
normaali ja jokaisella polynomilla m; on vdhintaan yksi nollakohta kunnassa M, niin
jokainen m; hajoaa kunnassa M. Siten soveltamalla lemmaa 3.4 nahdéain, ettd kunta
M siséltaa kaikki polynomin m nollakohdat. Olkoot namé 3y, ..., 8s € M. Polynomin
m hajotuskunta on talloin K(f,...,[s). Lauseesta 3.8 seuraa, ettd kuntalaajennus
K < K(fi,...,0s) on normaali. Koska kuitenkin

K(al,...,ar)CK(ﬁl,...,/Bs)CM

ja M on kuntalaajennuksen K — K(ayq, ..., «,) normaalisulkeuma, niin taytyy olla

(6.1) K(Bi,...,B8,) =M.

Alkio 8; on polynomin m nollakohta kaikilla j = 1,..., s, joten se on jonkin polynomin
m;,72 = 1,...,r, nollakohta. Toisaalta myds «; on polynomin m; nollakohta, ja koska
m; on jaoton, niin se on minimaalipolynomi seké alkiolle 3; ettéd «;. T&ll6in voidaan
kayttad lausetta 2.19, jonka mukaan on olemassa isomorfismi f : K(a;) — K(5;).
Lisdksi isomorfismi f voidaan valita siten, ettd f(o;) = f;. Koska kuntalaajen-
nus K <— M on &éirellisasteinen ja normaali, niin lauseen 4.13 nojalla f laajenee
K-automorfismiksi ¢ : M — M. Kuvaukselle ¢ pétee edelleen

(6.2) ¢(ci) = B;

jollekin ¢ = 1,...,7. Koska K < L on juurilaajennus, niin alkiolle «; on olemassa
kunnasta K alkava juurijono 7i,...,v = ;. Koska ¢ on K-automorfismi M — M,
niin ¢(71), ..., ¢(7k) = ¢(;) on kunnasta K alkava juurijono. Télloin yhtalosté (6.2)
seuraa, ettd K < M on juurilaajennus. O

LEMMA 6.6. Olkoon K C C kunta, p alkuluku ja q = 2P — 1 polynomi renkaassa
K|z]. Olkoon lisiksi ¥ polynomin q hajotuskunta. Tdlloin Galois’n ryhmd T'(K,X)
on kommutatiivinen.
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TobisTus. Polynomin ¢ nollakohdat kunnassa C ovat muotoa ei%rk, missé
.27
k=0,1,...,p— 1. Merkitidéin oy = €' » . Tilléin patee
IS K(al).
Tarkastellaan seuraavaksi Galois'n ryhméad I'(K, X). Jos kuvaukset f,g € T'(K, ) ja

flaq) = g(aq), niin f = g, silld f ja g ovat kunnan ¥ K-automorfismeja. Toisin
sanoen arvo f(aq) méaarittelee koko kuvauksen f.

Jos nyt sijoitetaan arvo f(«;) polynomiin ¢, saadaan

fla)? =1 = f(ah) = f(1) = fla] —1) =0,

jolloin my®ds f(a1) € {au,...,a,}. Koska a; on ryhmén {aq,...,a,} virittdjd, niin
(63) f(al) = O/lla

jollekin n = 0,...,p — 1. Jos myts g € ['(K, ¥), niin vastaavasti

(6.4) glar) = of

jollain m € 0, ..., p. Kun tarkastellaan kuvausta f o g(ay), saadaan

(6.5) foglan) = f(ay")

chdon (6.4) perusteella. Kayttamalld ehtoa (6.3) saadaan

(6.6) flaf") = flaa)™ = o™

Ehtojen (6.4) ja (6.3) perusteella pétee vield, etté

(6.7) ay™ = o™ = g(an)" = g(af) = g o flan).

Yhdistdamalla yhtélot (6.5), (6.6) ja (6.7) saadaan

(6.8) foglar) =go fla).

Kuvaukset f o g ja go f midrdytyvét kuitenkin tdysin arvoista f(a) ja g(aq), joten
yhtélo (6.8) riittdd kommutatiivisuuden osoittamiseksi. O

LEMMA 6.7. Olkoon K C C sellainen kunta, ettd polynomip = " — 1, n € N, hajoaa
kunnassa K. Olkoon a € K ja L hajotuskunta polynomille ¢ = ™ —a € K|x]. Tdlloin
Galois'n ryhmda I'(K, L)on kommutatiivinen.

Tobistus. Olkoot aq, ..., a, polynomin p nollakohdat. Koska p hajoaa kunnassa
K, niin {ay,...,a,} C K. Olkoot fi, ..., 3, polynomin ¢ nollakohdat. Koska L on
polynomin ¢ hajotuskunta, niin

(6.9) L=K(Bi,...,0).

Jos a = 0, niin polynomin ¢ kaikki nollakohdat ovat nollia, jolloin L = K. Triviaalin
kuntalaajennuksen K — K Galois'n ryhmé on kommutatiivinen, joten véiite pétee.

Oletetaan siis, ettd a # 0, jolloin B; # 0 kaikille 7 = 1,...,n. Talloin koska L on
kunta, niin on olemassa ;' € L, jolloin saadaan

(BB )" = 1= 378" + Br"a— Bra— BB = B (8] +a) — B (A7 —a) = 0.



6.1. JUURILAAJENNUKSET 71
Téalloin Bjﬁfl on polynomin p nollakohta eli Bjﬁfl € {a,...,qa,}. Tastd seuraa, etté
kaikilla 7 = 1,...,n pitee
(6.10) B € {aufr, @B, ... anfi} C K(B1),
jolloin yhtélon (6.9) ja ehdon {ay,...,a,} C K nojalla
(6.11) L=K(5).
Tarkastellaan seuraavaksi Galois'n ryhméé I'(K, L). Jos f € I'(K, L), niin

fB)" —a=f(B7) — fla) = f(B —a) = f(0) =0,

jolloin f(f;) on polynomin g nollakohta. Siten f(51) € {fi,..., .} Kayttaméalla
chtoa (6.10) saadaan
(6.12) f(B1) € {au B, ... anBi}.

Olkoot f,g € I'(K,L). Yhtélon (6.11) mukaan L = K(f;), joten kuvaukset f ja g
médrdytyvit taysin arvoista f(51) ja g(f1), kuten lemman 6.6 todistuksessa. Siten
riittaé osoittaa, etta

(6.13) fog(Br)=go f(B).

Yhtilon (6.12) perusteella joillain k,m = 1,...,n péitee

(6.14) fog(Br) = flawpr) = flar)f(Br) = arf(B1) = axamb.

Vastaavasti

(6.15) go f(B1) = glamBr) = g(am)g(B1) = amarfi = aramfBi,

Siten viite (6.13) patee. Ryhmé I'(K, L) on siis kommutatiivinen. O

LAUSE 6.8. Olkoon K C C kunta ja K — L normaali juurilaajennus. Tdlloin Ga-
lois'n ryhmd T'(K, L) on ratkeava.

TobisTus. Juurilaajennuksen méiritelmén 6.1 ja huomautuksen 6.3 perusteella

on olemassa alkiot ay, ..., a,y,, joille pitee

(6.16) o' € K,

(6.17) o € K(au,...,05.1)

ja

(6.18) L=K(ay,...,om)

joillain alkuluvuilla p; ja p; sekd kaikilla j = 1,...,m. Lisdksi oletetaan, ettd kun-

talaajennus K < L on normaali. Todistetaan viite induktiolla luvun m suhteen.
Induktio-oletuksen mukaan kaikille normaaleille kuntalaajennuksille K’ < L', jois-
sa L' = K'(aq,...,a;-1), ja joille pitee ehdot (6.16) ja (6.17), Galois'n ryhmé
['(K,L') on ratkeava. Induktiovéite on puolestaan seuraava: Jos K < L, missé
L = K(aq,...,qp,), on normaali ja toteuttaa ehdot (6.16) ja (6.17), niin Galois'n
ryhmé I'(K, K (aq, ..., qn)) on ratkeava. Koska alkuaskel eli tapaus m = 1 on tés-
sé tapauksessa hyvin samankaltainen tapaus kuin induktioaskelkin, otetaan alkuaskel
poikkeuksellisesti yhtéaikaisesti induktioaskeleen kanssa.



6.1. JUURILAAJENNUKSET 72

Tarkastellaan ensiksi tapausta a; € K. Télloin K (o) = K ja
K(ag,...,am) = K(ag, ..., am).

Lisdksi K < K(ag, ..., ap,) on oletuksen perusteella normaali, joten induktio-oletuksen
nojalla viite pétee.

Oletetaan seuraavaksi, ettd oy ¢ K. Juurilaajennukset ovat huomautuksen 6.2 no-
jalla aina algeberallisia kuntalaajennuksia, joten alkiolla a; on minimaalipolynomi
m € Kz]. Koska K C C ja m € KJz| on jaoton, niin lauseen 3.14 nojalla poly-
nomin m nollakohdat ovat erilliset. Jos olisi Om = 1, niin m olisi muotoa ax + b,
misséd a,b € K. Koska a; on polynomin nollakohta, niin acy; — b = 0. Koska kuiten-
kin oy ¢ K, niin téllaisia a ja b ei ole olemassa. Siten dm > 2. Koska polynomin m
nollakohdat ovat erilliset, niin silld on myd&s toinen nollakohta

Liséksi 8 € L, silld m on jaoton polynomi ja K < L on normaali kuntalaajennus.
Koska Om > 2 ja m on minimaalipolynomina jaoton, taytyy silla olla nollasta eroava
vakiotermi. Télloin O ei voi olla polynomin m nollakohta, joten 8 # 0. Téten on
olemassa 37! € L. Merkitéin

(6.20) y=pB""ta; €L

Seuraavaksi halutaan osoittaa, ettd ryhmé I'(K, L) on kommutatiivinen. Tahén tar-
vitaan lemmaa 6.6. Tarkastellaan siis polynomia ¢(z) = zP* —1 € K|z|. Jotta lemmaa
6.6 voitaisiin soveltaa, tdytyy ensin osoittaa, ettd ¢ hajoaa kunnassa L. Polynomi ¢ ei
ole jaoton, joten tieto kuntalaajennuksen K — L normaalisuudesta ei suoraan johda
polynomin ¢ hajoamiseen kunnassa L.

Olkoon ¥ polynomin ¢ hajotuskunta. Talloin
q=(z—01)(x—=0) - (z—0p),

missd 6; € 2,4 = 1,...,p;. Polynomilla ¢ on formaali derivaatta Dq = p;2P*~!. Koska
p1 on alkuluku, niin p; > 2. Siten 2P~ ! ei voi olla polynomin xP* — 1 tekijé, jolloin
polynomeilla ¢ ja Dq ei ole yhteisia tekijoita. Télloin lemman 3.13 mukaan polynomin
¢ nollakohdat ovat erilliset eli

#{51, Ce 7(5101} = P1.

Samoin kuin lemman 6.7 todistuksessa nédhdadn, ettd {d;,...,d,,} on ryhmé. Kos-
ka sen kertaluku p; on alkuluku, niin Lagrangen lauseen nojalla (ks. esimerkiksi
[4, Section 14]) se on syklinen ryhmé ja sen virittdd miké tahansa 6; # 1.

Tarkastellaan seuraavaksi polynomia r(z) = 2 — of*. Sen erés nollakohta on selvésti
a1, joka on myo6s minimaalipolynominsa m nollakohta. Siten lemman 2.16 nojalla m
jakaa polynomin r. Tésta seuraa, ettd koska § on polynomin m nollakohta, niin 8 on
myo6s polynomin 7 nollakohta. Silloin

/() = " — ol =0,
jolloin

(6.21) BP = o,
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Kayttamaélla alkion v médritelméd (6.20) sekéd yhtélod (6.21) saadaan
Q(’Y) — ,Ypl — 1= /Bpla—l)l —1l=aPr Pt _1=0.
Néin ollen v on polynomin ¢ nollakohta. Tédmé tarkoittaa, ettd v = 9; jollain
i = 1,...,p;. Koska yhtéloiden (6.19) ja (6.20) perusteella 6; = v # 1, niin v on
ryhmén {01,...,0,, } virittdja eli (y) = {d1...,0,,}. Koska v € L, niin (y) C L eli
{61,...,0,,} C L. T&llin polynomin ¢ hajotuskunta
S =K(5,...,5,)C L.

Lauseen 3.8 mukaan K < 3 on dérellisasteinen ja normaali. Nyt voidaan siis kayttaa
lemmaa 6.6, jonka mukaan I'(K,¥) on kommutatiivinen ryhmé. Viidennen Galois'n
lauseen 4.28 mukaan

['(K, L)

(%, L)

Koska kommutatiiviset ryhmét ovat ratkeavia, niin I'(K,X) on ratkeava. Télloin
lauseen 5.20 mukaan I'(K, L) on ratkeava, jos I'(X, L) on ratkeava.

(6.22) I'(K,%) 2

Osoitetaan seuraavaksi, ettd I'(X, X(«;)) on kommutatiivinen ja siten ratkeava ryhma.
Tamé& voidaan tehdéd kayttdmaéllda lemmaa 6.7, mutta ensiksi taytyy osoittaa, etta
¥ (o) on polynomin s(z) = a?* — of* € X[z] hajotuskunta.

Polynomilla s on korkeintaan p; erillistd nollakohtaa, silli ds = p;. Koska §; on
polynomin ¢ nollakohta, niin 6" = 1 kaikilla ¢ = 1,...,p;. Télloin polynomille s
patee

s(0;a1) = ot — o' =aft — o' =0,

jolloin d;a; on polynomin s nollakohta. Koska oy ¢ K, niin oy # 0 € K, ja koska

liséiksi alkiot d; ovat toisistaan erilliset, niin #{da1,...,d,, 1} = p;. Nami ovat
kaikki polynomin s nollakohtia, ja koska niitd ei voi olla enempéé, nollakohtia on
tasan p; kappaletta. Télloin polynomin s hajotuskunta on X(dy0v, ..., d,a1). Koska

(51' c 2, niin 2(51041, R ,(SplOél) = 2(0[1).

Nyt voidaan siis kiyttad lemmaa 6.7, jonka mukaan I'(X, 3(«;)) on kommutatiivinen.
Koska ¥ < ¥(aq) on ddrellisasteinen ja normaali, voidaan kdyttdéd jilleen viidettd
Galois’n lausetta. Sen mukaan

L', L)
['(E(aa), L)
Koska I'(X, X(a1) on kommutatiivisena ryhméné ratkeava, niin lauseen 5.20 nojalla
riittdd osoittaa, ettd I'(X(aq), L) on ratkeava.

(6.23) IS, S(ay)) =

Nyt L = K(aq, ..., Q) C 3E(0,...,0p), silld K C 3. Toisaalta X(aq, ..., aq) C L,
silla ¥ C L ja{ay,...,a,} C L. Télléin

(6.24) L=%(ay,...,om).

Tapauksessa «; ¢ K alkuaskel on vield ottamatta, joten otetaan se nyt. Jos
m = 1, niin yhtélon (6.24) perusteella L = ¥(ay), jolloin I'(X(ay), X(aq)) on tri-
viaalina Galois'n ryhméné yksialkioinen ja siten ratkeava. Tarkastellaan seuraavaksi
tapausta m > 2. Talloin

(6.25) Y(ag) = E(ag, ..., am) = X(a1) = Bz, ..., ap).
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Koska viite péitee tapauksessa m = 1, voidaan kayttda induktio-oletusta, jonka mu-
kaan vaite patee kaikille normaaleille kuntalaajennuksille K" < L', jossa L’ on saatu
kunnasta K’ liittdmélld sithen m — 1 alkiota. Kuntalaajennus (6.25) on téitd muotoa,
joten I'(X(ay ), L) on ratkeava. Talloin yhtélon (6.23) perusteella I'(3, L) on ratkeava,
jolloin yhtélosté (6.22) seuraa, ettd I'(K, L) on ratkeava. O

LAUSE 6.9. Olkoot K, L, M kuntia, joille pitee K C L C M C C. Jos kuntalaajennus
K — M on juurilaajennus, niin Galois'n ryhmda I'(K, L) on ratkeava.

Tobistus. Olkoon N kuntalaajennuksen fix(I'(K, L)) < M normaalisulkeuma.
Télloin saadaan lauseen 4.6 perusteella ketju sisékkéisia kuntia:

(6.26) K cfix('(K,L)) Cc LC M C N.

Koska K — M on juurilaajennus, niin suoraan juurilaajennuksen mééritelméasté
seuraa, ettd myos fix(I'(K, L)) < M on juurilaajennus. Nyt lemman 6.5 nojalla
kuntalaajennus fix(I'(K, L)) < N on normaali juurilaajennus. Té&ll6in lauseen 6.8
perusteella

(6.27) I(fix(T'(K, L)), N) on ratkeava ryhmaé.
Liséksi ehdon (6.26) nojalla pétee
(6.28) (fix(T(K, L)), L) € T(K, L).
Toisaalta, jos f € I'(K, L), niin f on kunnan L K-automorfismi, joka kiinnittdi
kiintopistekunnan fix(I'(K, L)) alkiot. Siten f € I'(fix(I'(K, L)), L) eli
I'K,L) c I'fix(I'(K, L)), L).

Yhdistamaélla tdmé tietoon (6.28) saadaan yhtilo
(6.29) I(fix(T(K, L)), L) = T(K, L).
Yhtilo (6.29) saadaan edelleen muotoon

fix(T'(fix(T'(K, L)), L)) = fix(T'(K, L)).

Koska K < M on juurilaajennuksena &darellisasteinen, niin ehdon (6.26) perusteella
myos fix(I'(K, L)) < L on &dérellisasteinen. Siten voidaan kayttdd lausetta 4.23. Sen
mukaan kuntalaajennus fix(I'(K, L)) < L on normaali. Koska myts kuntalaajennus
fix(I'(K, L)) = N on normaali ja L C N, voidaan kayttdé viidettd Galois'n lausetta
eli lausetta 4.28. Sen mukaan

(6.30) T(fix(I'(K, L), L) = T(fix(T'(K, L), N)/T(L, N).

Ehdon (6.27) ja lemman 5.19 nojalla I'(fix(I'(K, L), N)/T'(L, N') on ratkeava ja siten
myos ['(fix(I'(K, L), L) on ratkeava. Télloin yhtdlon (6.29) perusteella myos I'(K, L)
on ratkeava ryhmaé. 0

MAARITELMA 6.10. Olkoon ¢ polynomi kunnassa K C C, ja olkoon Y polynomin
g hajotuskunta. Sanotaan, ettd polynomin q Galois’n ryhmd kunnan K suhteen on
Galois'n ryhma I'(K, X). Seuraavaksi todistetaan lauseen 6.9 tdmén tutkielman tér-
kein tulos. Se kertoo, ettd jos polynomilla on ratkaisukaava, sen Galois'n ryhmé on
ratkeava.
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LAUSE 6.11. Olkoon p € Qlx] polynomi. Jos p ratkeaa juurin, niin polynomin p
Galois'n ryhmd kunnan Q suhteen on ratkeava.

TobisTus. Olkoon polynomin hajotuskunta ¥ C C. Koska p on ratkaistavissa
juurin, méaaritelmén 6.4 perusteella on olemassa sellainen kunta M C C, jolle ¥ C M
ja Q — M on juurilaajennus. Koska pitee Q C X C M, niin lauseen 6.9 nojalla
I'(Q, X) on ratkeava. O

Lauseen 6.11 kdénteinen tulos péatee myds: jos polynomin Galois'n ryhmé on ratkeava,
niin p ratkeaa juurin. Tata ei kuitenkaan todisteta téssa tutkielmassa. Tuloksesta
kiinnostuneet voivat katsoa todistuksen Stewartin kirjasta [12, Theorem 18.19].

6.2. Viidennen asteen yhtalo

Lause 6.11 on todistettu, joten suurin osa tyostd on tehty. Vield ei olla kuitenkaan
l6ydetty yhtédén viidennen asteen polynomia, jolla ei ole ratkaisukaavaa. Jotta voitai-
siin soveltaa lausetta 6.11, taytyy 16ytéaa sellainen viidennen asteen polynomi, jonka
Galois'n ryhmé on ratkeava. Téhén tarvitaan seuraavat kaksi lemmaa.

LEMMA 6.12. Olkoon p alkuluku ja q kunnassa Q jaoton polynomi, jonka aste on
p. Jos polynomilla q on tdsmdlleen p — 2 reaalista nollakohtaa kunnassa C, niin sen
Galois’'n ryhmd kunnan Q suhteen on isomorfinen symmetrisen ryhmdn S, kanssa.

TobisTtus. Olkoon ¥ C Q polynomin ¢ hajotuskunta. Lauseen 3.14 mukaan po-
lynomin ¢ nollakohdat ovat erilliset. Olkoot ndmé nollakohdat a, ..., a,. Téll6in

Y=Q(a,...,ap).

Olkoon f € I'(Q, ¥X) Q-automorfismi. Koska

q(f(ew)) = f(g(ew)) = f(0) =0
kaikilla s = 1,...,p, niin f(a;) on polynomin ¢ nollakohta. Siten f(c;) = «; jollekin
j=1,...,p. Talloin rajoittumakuvaus f : {aq,...,a,} = {a1,...,a,} on bijektio eli
se permutoi nollakohtia a;. Maaritelladn kuvaus ¢ : I'(Q, X) — S, asettamalla kaikille
feT(QX)

o(f) =0,

missé o (i) = j, jos ja vain jos f(a;) = j. Viite on todistettu, jos pystytdan osoitta-
maan kuvaus ¢ isomorfismiksi. Ainakin ¢ on kuvaus, silla

fidoa,. ., = {ag, ..., 0}

on bijektio kaikilla f € I'(Q,X), jolloin ¢(f) = o € S,. Kuvaus ¢ on myds ryh-
mahomomorfismi, silld sekd Galois'n ryhmissé ettd symmetrisisséd ryhmissd on las-
kutoimituksena kuvausten yhdistdminen. Liséiksi kuvaus ¢ on injektio. Jos nimittéin

o(f1) = ¢(f2) joillain f1, fo € I'(Q, X), niin fi(a;) = fo(a;) kaikille: = 1, ..., p. Koska
Q-automorfismi f méaédrdytyy tdysin arvoistaan pisteissa «;, niin f; = ¢g;.

Taytyy endé osoittaa, ettd ¢ on surjektio.



6.2. VIIDENNEN ASTEEN YHTALO 76

Olkoot polynomin ¢ nollakohdat joukossa X nimeltédén o, as, ..., a,. Koska ne ovat
erilliset, pétee

Y=Q(, ag, ..., ap),
misséd o; € C ja o; # o, kun @ # j.

Jakamalla polynomi ¢ tarvittaessa sen johtavalla kertoimella voidaan olettaa, ettéd ¢
on perusmuotoinen. T&lloin ¢ on nollakohtiensa minimaalipolynomi, jolloin lauseesta
2.24 seuraa, etté

[Q = Q)] = p.
Kuntajaalennus Q < Q(ay, as, ..., a,) saadaan puolestaan yhdistdméllda kuntalaa-
jennuksia perattidin. Talloin lause 2.22 kertoo, ettd alkuluku p jakaa kuntalaajennuk-
sen Q = Q(a, g, ..., a,) asteen.

Toisaalta ensimmaéisestd Galois'n lauseesta 4.21 seuraa, ettd alkuluku p jakaa myos
joukon I'(Q, ) alkioiden lukuméérén. Cauchyn lauseen 5.35 mukaan talloin ryhméssé
['(Q, X) on kertalukua p oleva alkio. Olkoon tamé g € I'(Q, X). Koska ¢ on mono-
morfismi, niin alkion ¢(g) kertaluku on myos p. Lauseen 5.10 mukaan ¢(g) € S, on
talloin p-sykli. Siten ryhmé ¢(I'(Q, X)) siséltdd p-syklin.

Tarkastellaan seuraavaksi kompleksikonjugaattikuvausta f : C — C, f(z) = z. Sen
rajoittumakuvaus f|y : 3 — C on Q-monomorfismi. Koska 3 on polynomin p hajotus-
kunta, niin lauseen 3.8 nojalla Q — 3 on normaali. Lemman 4.19 kohdan (1) = (3)
nojalla f|y on myos Q-automorfismi kunnassa ¥. Siten

fls € T(Q,%).

Tarvittaessa numerointia vaihtamalla voidaan olettaa, ettd polynomin ¢ nollakohdis-
ta ai,...,q, imagindirisid ovat nollakohdat oy ja ay seké reaalisia ovat as, ..., a.
Talloin fls(cw) = o kaikilla ¢ = 3,...,p ja koska f|yx € I'(Q,X) on bijektio, niin
taytyy olla fls(a1) = ag ja fls(a;) = aq. Tallsin kuitenkin kuvauksen ¢ mééritel-
méan perusteella ¢(f|s) on 2-sykli. Siten ryhmé ¢(I'(Q, X)) sisdltdéd 2-syklin. Koska
»(T'(Q, X)) sisédltad myds p-syklin ja lemman 5.11 perusteella mikid tahansa 2-sykli ja
miké tahansa p-sykli virittdvat symmetrisen ryhmén S,, niin

o(I'(Q, X)) =S,.
Talloin ¢ on surjektio ja siten ryhmét I'(Q, X) ja S, ovat isomorfiset. U

Lemman 6.12 avulla on helppoa keksid yksittéisid viidennen asteen yhtéloité, jotka
eivit ole ratkaistavissa juurin: lauseen 6.11 ja lemman 6.12 mukaan jaoton, rationaa-
likertoiminen viidennen asteen polynomi, jolla on tasan kaksi imagindérista nollakoh-
taa, ei ratkea juurin. Seuraavaksi lauseessa 6.13 esitetdan téastd yksi esimerkki.

LAUSE 6.13. Joukon Q viidennen asteen polynomia x°®—4x2+2 ei voi ratkaista juurin.

TonisTus. Olkoon p(z) = z° — 4x? + 2. Osoitetaan ensiksi, ettd polynomilla p
on tasmaélleen p — 2 = 3 reaalista nollakohtaa. Tahén tarvitaan avuksi hieman tietoja
analyysistd. Tutkitaan kuvausta p : R — R, p(x) = z° — 4% + 2. Koska p(—2) = —46,
p(—1) = =3, p(0) = 2, p(1) = —1 ja p(2) = 18, on kuvauksella p(z) jatkuvana ku-
vauksena Bolzanon lauseen mukaan ainakin kolme reaalista nollakohtaa. Polynomin
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p derivaatta Dp = 5z* — 8x. Polynomilla Dp(z) on nollakohdat x = 0 sekéi = = %

Rollen lauseen perusteella (ks. esimerkiksi [3, s. 175-177]) kuvauksen p(x) nollakoh-
tien vélissd on aina vdhintdéan yksi derivaatan nollakohta. Siispéd polynomilla p(x) on
tdsmaélleen kolme erisuurta reaalista nollakohtaa. Liséksi koska p on perusmuotoinen
ja alkuluvulle 2 piitee 2 | —4 ja 2 | 2, mutta 2% { 2, niin Eisensteinin ehdon 1.18 mu-
kaan polynomi p on jaoton renkaassa Q[z]. Jaottomalla polynomilla on lauseen 3.14
perusteella vain yksinkertaisia nollakohtia, joten polynomilla p taytyy olla tasan kol-
me reaalista nollakohtaa. Télloin lemmasta 6.12 seuraa, ettd polynomin p Galois'n
ryhmé on isomorfinen ryhmén S5 kanssa.

Lauseen 5.25 mukaan S; ei ole ratkeava. Koska ratkeamattoman ryhmén kanssa
isomorfinen ryhmé ole ratkeava, niin polynomin p Galois'n ryhmé ei ole ratkeava.
Lauseen 6.11 mukaan se tarkoittaa, ettd x5 — 42% + 2 ei ole ratkaistavissa juurin.

l

Lause 6.13 osoittaa, ettei ole olemassa kaavaa, jolla 16ydettéisiin minka tahansa vii-
dennen asteen yhtélon nollakohdat. Entad onko olemassa ratkaisukaavaa, kun polyno-
min aste on n > 57 Lauseen 6.13 avulla voidaan helposti paételld, ettd ratkaisukaavan
olemassaolo on mahdotonta. Voidaan nimittédin valita viidennen asteen polynomi p,
joka ei ratkea juurin. Tarkastellaan seuraavaksi polynomia 2" ~° - p. Koska polynomin
2" ainoa nollakohta on 0 € Q, niin polynomilla 2°~" - p on sama hajotuskunta kuin
polynomilla p. Siten my6s niiden Galois'n ryhmiét ovat samat, jolloin 25" - p ei ole
ratkaistavissa juurin.

Toisaalta eréifit viidennen asteen yhtilot — esimerkiksi 2°+1 = 0 — ovat ratkaistavissa
juurin. Tama herdttad kysymksen, milloin viidennen asteen yhtélé on ratkaistavissa
juurin ja milloin ei. Tahén kysymykseen ei tdssd tutkielmassa pystytd vastaamaan.
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