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Téssé tutkielmassa osoitetaan, kuinka kompleksiluvulla kertominen vastaa vek-
torin kiertoa tasossa, ja kuinka kvaterniolla konjugointi vektorin kiertoa ava-
ruudessa R3.

Kompleksiluvut ovat reaalilukupareja (a,b), joille on mééritelty yhteenlas-
ku ja kertolasku. Kompleksiluvut voidaan myos esittdd napakoordinaattien
avulla lukuina |z|(cos @ + isin §). Napakoordinaattiesityksen avulla johdetaan
kompleksilukua vastaava matriisi. Vektorin kierto tasossa origon ympaéri kul-
man ¢ verran vastapaivddan on isometria, jonka seurauksena alkuperéisen vek-
torin ja tuloksena saadun vektorin vilinen kulma vastapéivain laskettuna on 6.
Toisessa luvussa osoitetaan, kuinka kiertokulmasta 6 riippuvalla kompleksilu-
vulla tai sitd vastaavalla matriisilla kertominen vastaa vektorin kiertoa tasossa
kulman 6 verran vastapaivaan.

Kvaterniot ovat neliulotteisia lukuja A = a + bi + ¢j + dk, joille on mééritelty
yhteenlasku ja kertolasku. Kvaternioiden joukko H on jakorengas ja méaritte-
lemiilld kvaternioiden kertolaskun avulla kertolasku avaruuden R* vektoreille
osoitetaan, ettd myos R?* on jakorengas. Kvaterniosta voidaan erottaa reaalio-
sa Re A = a ja imaginaariosa Im A = bi+ ¢j+ dk. Néin tekemélld huomataan,
ettd kvaternioille péateviat hyvin samankaltaiset laskusddnnot kuin komplek-
siluvuille. Imaginaariset kvaterniot voidaan kuvata bijektiiviselld isometrialla
avaruuden R3 vektoreiksi. Kvaternion A konjugointi kvaterniolla @ tarkoit-
taa kuvaamista isometrialla dg(A) = Q1 AQ ja luvussa nelji niytetidn, ettd
imaginaarisen kvaternion konjugointi vastaa vektorin kiertoa avaruudessa R3.
Kierretdan vektoria y yksikkévektorin # méardamén origon kautta kulkevan
kiertoakselin ympéri kulman 6 verran. Kierto on isometria, joka séilyttas vek-
torin ja kiertoakselin vilisen kulman. Jakamalla vektori y ja tuloksena saatu
vektori 1/ kiertoakselin suuntaiseen ja sité vastaan kohtisuoraan komponent-
tiin huomataan kohtisuorien komponenttien vélisen kulman olevan yhté suuri
kuin kiertokulma. Katsottaessa origosta vektorin x suuntaan sanotaan kier-
ron tapahtuvan vastapéivain, jos kierretadn kohti vektoria y x z. Vektorin
koordinaattien ratkaisemisessa toimitaan seuraavasti: Kuvataan tarkasteltava
vektori y imaginaariseksi kvaternioksi, konjugoidaan sitd kiertoakselin méaa-
raavista yksikkovektorista x ja kiertokulmasta 6 riippuvalla kvaterniolla @) ja
kuvataan tuloksena saatu imaginaarinen kvaternio avaruuden R3 vektoriksi /.

Kvaterniot ovat tehokkaita vilineiti kisiteltiessi avaruuden R? kiertoja. Kier-
toa kuvaavasta kvaterniosta pystytddan helposti tunnistamaan kiertokulma ja
kiertoakseli. Verrattaessa kvaternioita ja kiertomatriiseja huomataan, ettéa pel-
kastadn tietamalld kiertokulma ja kiertoakselin méaaraavé yksikkévektori, pys-
tytddn heti sanomaan miké on kiertoa kuvaava kvaternio. Vastaavan kierto-
matriisin johtaminen vaatii huomattavasti enemmén tyota.

Avainsanat: Kompleksiluku, kierto, isometria, kvaternio, konjugointi.
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LUKU 1

Johdattelua

1.1. Sir William Rowan Hamilton

William Rowan Hamilton syntyi 4. elokuuta vuonna 1805 Dublinissa Irlannissa.
Williamin ollessa lapsi, hédnen isénsa Archibald joutui usein olemaan Englan-
nissa lakiasioita hoitamassa. Néin ollen Archibaldilla ei ollut aikaa opettaa Wil-
liamia, joka kolmen vuoden ikéisend ldhetettiin seténsé, Trimin hiippakunnan
koulua johtavan pastori James Hamiltonin hoiviin. Tdma& osoittautui merkitta-
viksi tapahtumaksi Williamin kehityksessé, silld jo viisivuotiaana hén hallitsi
latinan, kreikan ja heprean kielet. Saavutettuaan kymmenen vuoden ian Wil-
liam hallitsi jo kymmenen eri kielté, edellisten lisdksi mm. ranskan, syyrian, ja
sanskriitin kielet.

Hamilton alkoi tutustua enemmén matematiikkaan 13-vuotiaana, jolloin hén
opiskeli Clairaut 'n Algebran. Viidentoista vuoden ikédisend Hamilton alkoi
opiskella Newtonin ja Laplacen teoksia ja vuonna 1822 hén 16ysi virheen kuu-
luisasta Laplacen teoksesta Mécanique Céleste. Tamén loydoksen johdosta sen-
aikaisen Irlannin Kuninkaallisen Astronomin John Birkleyn sanotaan toden-
neen Hamiltonista vapaasti suomennettuna seuraavasti: "Tamé& nuori mies, en
sano ettd hinesti tulee, vaan ettd han on ensimméinen ikdisensi matemaatik-
ko” [5].

Hamilton péési opiskelemaan Dublinin Trinity Collegeen 18-vuotiaana. Tésté
eteenpéin Hamiltonin ura eteni meteorin lailla. Vuonna 1827 hénet nimitettiin
Irlannin kuninkaalliseksi astronomiksi, miké oli hyvin poikkeuksellinen nimi-
tys 22-vuotiaalle opiskelijalle. Vuonna 1835 kolmenkymmenen vuoden ik&isesté
Williamista tuli Sir William, kun hénet lyo6tiin ritariksi. Hamilton kunnostautui
myos fysiikan alalla, ja hdnen nimensé esiintyykin usein varsinkin mekaniikan
julkaisuissa.

1.2. Kvaternioiden l6ytaminen

Hamilton oli ollut kiinnostunut kompleksiluvuista 1830-luvun alkupuolelta ldh-
tien, ja vuonna 1833 hin ensimméisend osoitti, ettd kompleksiluvut muodos-
tavat lukuparien algebran. Seuraavaksi kdydaén lyhyesti lipi Hamiltonin var-
sinaisten kvaternioiden kehitykseen johtaneita ideoita ldhteen [1] mukaisessa
jarjestyksessi. Selkeyden vuoksi kdytetddn nykyaikaisia merkintoja.

Madritelldsin aluksi imaginaarinen yksikko i, jolle ehto i> = —1 on voimassa.
Luvuille 1 ja ¢ patevat kertolaskusdadnnot on esitelty taulukossa yksi. Komplek-
silukujen algebran alkioita ovat lukujen 1 ja ¢ lineaariyhdisteené saatavat luvut
A = al + Ai, missd a ja A ovat reaalilukuja. Sanomalla, ettd kyseiset luvut
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1.2. KVATERNIOIDEN LOYTAMINEN 2

TAULUKKO 1. Imaginaaristen yksikdiden kertolaskusdannot.

muodostavat algebran, tarkoitetaan, ettéd tavalliset aritmeettisia operaatioita
koskevat laskusdannot patevit nailla luvuilla. Néin ollen annetun luvun A ja
vastaavasti madritellyn luvun B vilinen tulo on

AB = ab— AB +i(aB + bA).

Nyt kompleksiluvut A ja B voidaan kirjoittaa pareina (tarkemmin jérjestettyi-
né lukupareina)
A =la,A]], B=[[b, B

ja niiden vélinen tulo on myos pari:

AB = [[ab— AB,aB + bA]].

Hamilton huomasi myos kuinka reaaliluku a voidaan kirjoittaa kompleksisena
parina

a = [[a,0]].

Seuraavien kymmenen vuoden ajan Hamiltonin mieltd askarrutti lahes pakko-
mielteen omaisesti kaksi ongelmaa. Hén yritti laajentaa kompleksilukujen pa-
riesitysté siten, ettd saisi médritellyksi lukukolmikon, missé on yksi reaalinen
ja kaksi imaginaarista yksikkod. Tamaé oli kuitenkin jopa Hamiltonin tasoiselle
matemaatikolle mahdoton tehtava.

Toisaalta Hamiltonin mielessé alkoi muotoutua vektorin késite. On huomatta-
vaa, ettd 1830-luvulla ei varsinaisesti sanaa vektori viela kaytetty, vaikka sen
kaltaisilla otuksilla kuvattiin mm. voimia ja muita suureita. On selvai, etté
Hamiltonilla oli mielessdén kuva vektoreiden yhteenlaskusta ja jonkinasteises-
ta kertolaskusta, mutta yksi operaatio kaiversi hinen mieltdén. Tama tuli sel-
kedsti ilmi siten, ettd kulkiessaan ylédkerrasta alakertaan aamiaiselle, Hamilton
usein kuuli vanhemman poikansa kysyvéan: "Isd, joko olet oppinut jakamaan
vektoreita?”

Palataanpa maanantaihin 16. lokakuuta 1843, paivaén, joka on yksi matema-
titkan historian parhaiten dokumentoituja péaivid. Sattumoisin kyseinen péi-
vé oli myos Hamiltonin luomukselle uuden merkityksen antaneen ranskalaisen
Olinde Rodriguesin 49. syntymépiiva. Kyseisend aamuna Sir Hamilton, yhdes-
sé Lady Hamiltonin kanssa, oli kdvelemé&sséd Dublinissa Royal Canalin vierell&
kohti Kuninkaallista Irlannin Akatemiaa, jossa hdnen tuli osallistua tapaami-
seen. Kulkiessaan ohi Broomen sillan (Hamilton kutsui tété siltaa Broughamin
sillaksi, jolla nimelld se on tunnettu siitd ldhtien), Hamilton oivalsi, etté kah-
den imaginaarisen yksikon sijaan tarvitaankin kolme. Néiden tuli toteuttaa
seuraavat laskusddnnot, jotka Hamilton kertomuksen mukaan kaiversi sillan
kaiteeseen:

P=2=k=-1, ij=k, Jji=—k.



1.2. KVATERNIOIDEN LOYTAMINEN 3

Liséksi yksikoiden vélisille tuloille patevit ehdot: itk = —j, ki = j, 7k = i ja
k7 = —i. Nyt Hamiltonilla oli neljé yksikkod, joiden muodostamaa lukua

A=al+ Agi+ Ayj+ Ak

han kutsui kvaternioksi.

Téastéd eteenpdin Hamilton keskittyi tutkimustyossddan pelkéstdan kvaternioi-
hin. Vuonna 1853 hén julkaisi teoksen Luentoja kvaternioista, mutta totesi,
ettei se ollut riittdvan hyva kuvaamaan teoriaa kvaternioiden takana. Néin ol-
len Hamilton alkoi kirjoittaa seuraavaa kirjaansa, Kvaternioiden alkeet, jonka
pituudeksi hén arvioi tulevan noin 400 sivua ja jonka kirjoitustyon hén arvioi
kestéavan kaksi vuotta. Loppujen lopuksi kirjasta tuli kaksi kertaa arvoitua pi-
dempi ja kirjoitustyo kesti seitsemén vuotta, Hamiltonin 2. syyskuuta vuonna
1862 tapahtuneeseen kuolemaan saakka. Téssé vaiheessa kirjan viimeinen luku
oli vield kesken, ja kirjan julkaisikin lopulta hinen vanhin poikansa William
Edwin Hamilton.

Vuodesta 1990 lahtien Maynoothin kansainvilisen yliopiston matematiikan lai-
toksella on ollut tapanaan jérjestédé joka vuosi 16. lokakuuta kulkue Sunsinkin
observatoriolta kohti kuuluisaa siltaa. Luonnollisesti Hamiltonin kaiverrukset
ovat jo kauan aikaa sitten kadonneet, mutta kulkueperinteelld halutaan kun-
nioittaa kuuluisan matemaatikon muistoa.



LUKU 2

Kompleksiluvut ja tason kierrot

2.1. Kompleksiluvut ja -taso

Aloitetaan méérittelemélld kompleksiluvut, kuten l&hteessi [4] on tehty. Yh-
talolld 22 +1 = 0, missid z € R, ei ole ratkaisua reaalilukujen joukossa. Laajen-
netaan R kunnaksi C, jossa télld yhtéalolla on ratkaisu. Halutaan siis lisata lu-
kujirjestelmadn alkio v/—1 siten, etté reaalilukujen laskutoimitukset voidaan
suorittaa myos tédssd uudessa joukossa. Tamén joukon tulee siséltdéd ainakin
kaikki muotoa a + by/—1 olevat alkiot, missé a,b € R. Kun ajatellaan lukua
a+by/—1 reaalilukuparina (a, b) € R?, voidaan asettaa tidsméllinen méisritelms
kompleksilukujen joukolle.

MAARITELMA 2.1. Kompleksilukujen joukko C on
C=R?={(a,b) :a,b e R}
varustettuna komponenteittaisella yhteenlaskulla
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)
ja kertolaskulla, joka méadritellddn asettamalla

(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Samastetaan reaalilukujen joukko kompleksilukujen "a-akselin” kanssa. M&éri-
tellaéin kuvaus s : R — C asettamalla s(z) = (z,0). Kuvauksen s mééritelmés-
td ndhdadn selvisti, ettéd jokaista reaalilukua vastaa vain yksi kompleksiluku.

SoriMUS: Tésté eteenpéin samastetaan reaaliluvut vastaavan kompleksiluku-
jen osajoukon s(R) C C kanssa, ts. jos x € R, kirjoitetaan x = (z,0) € C.

Kompleksilukua i = (0, 1) kutsutaan imaginaariyksikiksi. Jokainen komplek-
siluku z = (a, b) voidaan nyt esittédd summana

z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (0,1)(b,0) = a + ib,
missd viimeisessa vaiheessa kaytetdan edelld méariteltya samastusta luvuille a
ja b.
Niilla merkinnéilla kompleksilukujen laskutoimitukset saavat muodot
(a+1ib) + (c+id) = (a+c¢) +i(b+d)
(a +ib)(c+ id) = (ac — bd) + i(ad + bc).

Edelleen nihdéén, ettd 2 = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1, joten yht&lslla

2?2 = —1 on todella ratkaisu kompleksilukujen joukossa.

4



2.2. KOMPLEKSILUKUJEN MATRIISIESITYS 5

Luku Z = a — ib on kompleksiluvun z = a + ib (kompleksi)konjugaatti eli
linttoluku. Kompleksiluvun z = a + ib normi eli itseisarvo on

2| = V2z = Va? + b* = |[(a, )],
missé || - || on tason R? “tavallinen” eli euklidinen normi.

Kompleksiluvut voidaan esittdd myos napakoordinaattien avulla. Olkoon
z = a+ib € C\ {0}, ja olkoon € tason R* vektorien (1,0) ja (a,b) vilinen
kulma vastapaivéain eli positiiviseen kiertosuuntaan laskettuna. Téalloin

a=||(a,b)||cosf = |z| cos b ja
b=1||(a,b)||sinf = |z|sin 0,

joten voidaan kirjoittaa
z = |z|(cos @ + isind).

Kompleksiluvuille z ja w pétevit seuraavat laskusaannot:

i)z = 2,

Naiiden ominaisuuksien todistaminen onnistuu helposti edellisten méaritelmien
perusteella ja niinpa jatdnkin ne lukijalle harjoitustehtaviksi.

2.2. Kompleksilukujen matriisiesitys

Tamén kappaleen keskeinen kysymys on: kuinka kompleksiluvut saadaan esi-
tettyd joukon Myyo(R) alkioina eli reaalisina 2 x 2 -matriiseina? Aloitetaan
tarkastelemalla matriisia
a —b
A_<b a).

Néhdaén, ettd A voidaan pilkkoa osiin ja esittdd muodossa

10 0 —1
A:a(01)+b<1 0).
10) . 0 -1
I‘(o 1)33“]_(1 0 )

jolloin voidaan kirjoittaa A = al + bJ. Nain ollen ndyttaisi siltéd, ettd matriisi
I voisi kayttaytyé, kuten luku 1 ja matriisi J kuten luku i. Tarkastellaan asiaa
muutaman yksinkertaisen laskutoimituksen kautta. Selvisti nihdéén, ettd I2 =
I, ja suoraan laskemalla huomataan, etté

() A )

Merkitdéan nyt
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Lisdksi huomataan, ettd BI = B = IB kaikilla B € Mayyo(R). Vaikuttaa
kovasti siltd, ettd ndin méaritellyt matriisit I ja J todella kayttaytyvit, kuten
luvut 1 ja .

Katsotaan seuraavaksi, kuinka téllainen vastaavuus madritelldan tarkasti. On
selviid, ettd joukot C = R? ja Maya(R) ovat lineaariavaruuksia [7] ja renkaita
[6]. Madritelladn kuvaus x : C — Myyo(R) asettamalla

“(Z)Zm(a+ib):(z —b)

a

Léhteiden [7] ja [8] mukaisesti lineaarikuvaukselle patevit seuraavat ehdot:
Lineaariavaruuksien V' ja W vélinen kuvaus L : V' — W on lineaarinen eli L
on lineaarikuvaus, jos

LAz + py) = AL(x) + pL(y)

kaikille z € V' ja y € V, ja kaikille reaaliluvuille A ja u. Liséksi sanotaan, etté
lineaarikuvaus L : V- — W on

(i) injektiivinen eli injektio, jos ehdosta Lx = Ly seuraa x = v,

(i) surjektiivinen eli surjektio, jos jokaiselle y € W on y = Lz jollekin x € V,
ja

(iil) bijektiivinen eli bijektio, jos se on seki injektio ettd surjektio.

Olkoot (X,dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia. Kuvaus i : X — Y, on isomet-
rinen eli isometria, jos se on bijektio ja

dy (i(a),i(5)) = dx (a,b)
kaikilla a,b € X.

Todetaan, ettd x on lineaarikuvaus. Olkoot z =a+ib € C, 2’ = c+1id € C ja
A, 1 € R. Télloin

k(A2 + p2') = k(Aa + pc +i(Ab + pd))
[ Aa+pc =Ab—pd\ a —b c —d
_<)\b+ud Aa + pe )_)\(b a )+M<d c )
= Me(z) + pr(2).

Selvésti kuvaus x on injektio, joten jatdn injektiivisyyden toteamisen lukijalle
harjoitustehtéviksi. Sen sijaan osoitetaan, ettd kuvaus x on rengashomomor-
fismi. Kompleksiluvuille z = a +ib € C ja 2’ = ¢ + id € C péatevit seuraavat
ehdot:

k(z+2)=r((a+1ib) + (c+id)) = k((a+c) +i(b+d))

[ a+c —b—d _a—b+c—d
_b+da+c_ba d c

= £(2) + K(2)



2.2. KOMPLEKSILUKUJEN MATRIISIESITYS 7
ja
k(z2') = k((a +1ib)(c +1id)) = r((ac — bd) + i(ad + bc))
_(ac—bd —ad—bc)_(a —b)(c —d)
~\ad+bc ac—=bd ) \ b a d c
= k(2)K(2).

Liséksi kuvaukselle k péatee ehto

n(1):<é (1)):1,

joten kertolaskun neutraalialkio kuvautuu neutraalialkioksi. N&in ollen kuvaus
k on rengashomomorfismi, joka kuvaa tuttuja kompleksilukuja seuraavasti:

, 0 -1
= (1 5 ) =3
sekd yleisemmin

H(a)—<8 2)—&1 ja m(éb)—(% _0b>—bJ.

a —b

Olkoon nyt z = a + ib ja k(z) = ( b4

) =: A. Talloin huomataan, etté

det A = =a’> — (=b*) =a* + b = |z|*.

a —=b
b

Edelleen nahdéaén, etta
AT = ( o 2) = al —bJ = k(%)

Katsotaanpa seuraavaksi, kuinka pari tavallista kompleksilukujen laskusaantoa
todistetaan matriisien avulla.

LAUSE 2.2. Olkoot z ja z' kompleksilukuja. Tdlldin

(1) normeille pdtee |z2'| = |z||Z/],

(ii) jos z # 0, kompleksiluvun z kddnteisluvulle 27! saadaan esitys 27! = #E.
TobisTus. (i) Olkoot k(z) = A ja k(2') = A’. Talloin lineaarialgebrasta

[7] tunnetun laskuséénnon det(AA’) = det A - det A" avulla saadaan

|22/|? = det(AA") = det A - det A’ = |z|?||*.
Tésté seuraa, etta |z2/| = |z||Z/].

(ii) Olkoot z € C,z # 0 ja k(z) = A. Télléin A ei ole nollamatriisi ja
det A = |z]* # 0, joten matriisi A on kéddntyvi. Edelleen huomataan, etté
1 1
-1 T_ _t %
T det A L)
Koska k on homomorfismi, saadaan

AAT =T =k(1) = k(zz7!) = Kk(2)K(z71).
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Koska oletuksen mukaan k(z) = A, ylldoleva ehto on yhtépitdva sen kanssa,
ettd k(271 = A"t = #KJ(E) = /{(#Z). Kuvauksen  injektiivisyyden nojalla
1
—1 —
2= =2
|2[?
O

2.3. Kompleksiluvut tason kiertoina

Sovitaan aluksi, ettd kéytettdessd termid vektori, tarkoitetaan nimenomaan
origosta ldhteviéd vektoreita.

Puhuttaessa kierroista taytyy olla selvad mitd kierretdéan ja mihin suuntaan.
Pitéa siis tehda selvé ero sen viilille, kierretainko yksittéistéa vektoria vai koko
koordinaattistoa. Kaksiulotteisessa tapauksessa vektorin kiertdmiselld tarkoi-
tetaan, ettd vektoria ikdén kuin pyoritetddn origon ympéri tietyn kulman ver-
ran. Koordinaatiston kiertdminen taas tarkoittaa kaksiulotteisessa tapauksessa
koordinaattiakselien kddntédmista siten, ettéd ne sdilyvét kohtisuorassa toisiaan
vasten. Siten voidaan ajatella, ettd koordinaattiakselien kierrossa vektorit py-
syvéat paikallaan, mutta niiden koordinaatit muuttuvat. Molemmissa tapauk-
sissa vektorien pituudet siilyvit ennallaan. Huomataan, ettd koordinaattita-
son kiertdminen tietyn kulman verran myotapaivaan muuttaa vektorin koordi-
naatteja samalla tavalla kuin vektorin kiertdminen yhtédsuuren kulman verran
vastapaivaan.

Olkoot tason R? luonnolliset kantavektorit e; = (1,0) ja e; = (0,1) seké nii-
td vastaavat koordinaattiakselit z; ja z5. Vektorin (x,y) kierrolla tasossa ori-
gon ympéri kulman 6 verran vastapaivaéan eli positiiviseen kiertosuuntaan tar-
koitetaan isometrista eli vektorin pituuden siilyttavaa lineaarikuvausta, jos-
sa vektorien (z,y) sekéd (z/,y') vélinen kulma vastapéaivdadn laskettuna on 6.
Téllaisessa kierrossa kantavektorit e; ja e; muuntuvat kuvan 2.1 mukaisesti

Xy
a 1
P sk o
) )
" ! =
tos & I \Nel
i sin &
| 78 €1 \
: 7] 1 P/
—sin & cos &
/
N ,//
\_\-_—//’

Kuva 2.1. Kantavektorien e ja es kierto tasossa kulman 6 ver-
ran vastapaivain.



2.3. KOMPLEKSILUVUT TASON KIERTOINA 9

vektoreiksi
¢} = (cosf,sinf) ja
ey = (—sinf, cosh).

Olkoot x ja y reaalilukuja. T&ll6in vektorit ze; = (x,0) ja yes = (0,y) muun-
tuvat kierrossa edellisen perusteella vektoreiksi

ze] = (xcos, xsinh) ja

yeh, = (—ysinf, ycosb).

Yhdistamélla edelliset saadaan, ettéd yleinen vektori (z,y) muuntuu kierron
seurauksena vektoriksi

(xcosh —ysinf, xsinf + ycosh).

Maéaritelladn vektorin kiertoa tasossa kulman 6 verran vastapéiviadn vastaava
kuvaus Ly : R?2 — R? asettamalla

Lo(z,y) = (xcosf — ysinf, xsinf + y cos ).
Kuvaus Ly on selvisti lineaarinen bijektio, joten jatédn tdmén toteamisen luki-

jalle harjoitustehtévaksi.

SoriMUS: Tisté eteenpiin samastetaan avaruuden R? vektorit vastaaviksi sa-
rakevektoreiksi, ts. jos (z,y) € R?, kirjoitetaan

( z ) € Mo (R).

Vastaavaa samastusta kiiytetdin mydhemmin avaruuden R? vektoreille. Huo-
mataan, ettd voidaan myos samastaa

Lo(z,y) = (xcosh —ysinf, xsinf + ycos ) <> ( veosf —ysinf ) :

xsinf + ycos 6
Toisaalta ndhdééan, etta

cos) —sinfd x\ [ xwcos —ysind

sinf  cos# y )\ zsinf+ycosf |-
Nain ollen lineaarikuvausta Ly vastaa matriisi

cosf) —sinf
Ko = ( sinf  cos# ) '

Téamén perusteella voidaan todeta, ettd vektorin kierrossa tasossa kulman 6
verran vastapdivaan mielivaltaisen vektorin (x,y) uudet koordinaatit saadaan

samastamalla se sarakevektoriksi ja kertomalla sitd vasemmalta kiertomatrii-
silla Ky.

Kirjataan vield edelld maéritellyt kierron ehdot matemaattisina lausekkeina.
Alkuperéisestéd vektorista (z,y) tulee kierron seurauksena uusi vektori (2, 1/),
jolle patevit seuraavat ehdot:

@) &yl = 11 ), ja
(@w)l@y))
@l

(17) cosf =
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LAUSE 2.3. Kierretddan tason vektoria u = (x,y) kulman 6 verran vastapdi-
vadn. Olkoon
v = Lgu = (xcosf — ysinf, xsinf + y cos ) € R?.

Tdlloin vektorit u ja v tayttivdit edelld mdadritetyt ehdot.

TobpisTus. Aloitetaan osoittamalla, ettéd ||u|| = ||v||. Suoraan laskemalla

nahdadn, etta
[[v||* = ||(z cos @ — ysinf, zsin @ + y cos H) |

= 27 cos® § — 2y cos sin O + 3 sin? @ + 2% sin® § + 22y sin 6 cos O + y* cos® 0

= 2%(cos® 0 + sin®0) + y*(sin® 0 + cos® 0)

= 2?4 y? = [Jull.
Vektorit u ja v ovat siis samanpituiset, joten kuvaus Ly on isometria. Nyt tulee
vield osoittaa, etté

(ufv)

[lul[>

cosf =

Suoraan laskemalla ndhdééan, etta

(ulv)  2*cos@ — xysind + yxsind + y* cos f

Jul? [Jul|?
2 + y?
= ——"-cosf
2+ y?
= cos¥f.
Néin ollen my6s kulman ehto toteutuu. ([l

Olkoon kompleksiluku zg = (cos 8,sin @) = cosf + isin §. Nyt huomataan, etti

(z0) = ( cosf) —sind > _ K,

sinf  cos
ja
|29]* = cos? 0 +sin” 0 = 1.
Toisaalta nahdééan, etta
zo(x,y) = (rcos® —ysinf, zsin@ + ycosl) = Ly(z,y).
Niin voidaan sanoa kompleksiluvulla zp = (cos@,sin€) ja matriisilla Ky =
k(zp) vasemmalta kertomisen vastaavan operointia lineaarikuvauksella Ly eli

vektorin kiertoa tasossa kulman 6 verran vastapiivadn. Matriisia Ky kutsu-
taankin usein kiertomatriisiksi.

Tarkastellaan nyt kahta yksinkertaista kiertoa ja tarkistetaan, ettd kompleksi-
luvulla kertominen antaa tulokseksi oikean vektorin. Kierretédén vektoria tasos-
sa kulman 7 verran vastapéivédn. Télloin jokainen tason vektori (z,y) muun-
tuu vastakkaissuuntaiseksi vektoriksi (—z, —y), joten tété kiertoa vastaa line-
aarikuvaus L, jolle kaikilla (z,y) € R? pitee

L.(z,y) = (xcosm —ysinm,rsinm + ycosm) = (—x, —y).
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Tété kiertoa vastaa kertominen kompleksiluvulla z; = (cos 7, sinw) = (—1,0),
ja suoraan laskemalla ndhd&én, etta

Z(,y) = (=1,0)(,y) = (=2, —y).

Kierretdan vektoria tasossa kulman 27 verran vastapéivaan. Talloin kierretdan
kokonainen kierros, joten vektorin (z,y) koordinaatit eivat muutu. Néin ollen
tité kiertoa vastaa lineaarikuvaus Loy, jolle kaikilla (z,y) € R? pitee

Loy (x,y) = (xcos2m — ysin 2w, x sin 27 4+ y cos 2m) = (x,y).

Tété kiertoa vastaa kertominen kompleksiluvulla zo, = (cos 27, sin 27) = (1, 0),
ja suoraan laskemalla ndhdéaén, etta

zopu = (1,0)(z,y) = (z,y).

Tarkastellaan kiertojen ja kompleksilukujen yhteytté viela yhden monimutkai-
semman esimerkin kautta.

ESIMERKKI 2.4. Kierretidin tason R? vektoreita e; = (1,0),e2 = (0,1) ja

v = (2,1) kulman 7 verran vastapéividn. Mitkd vektorit saadaan tulokseksi?

Ratkaisu: Kiertokulman suuruus on 7 ja cosf = \% = sin 7, joten kiertoa
vastaavaksi kiertomatriisiksi K’z saadaan

- . 1 1

Kz — COS 2 Sin 2 _ V2 V2
1 sinT cosZ L L
1 1 z 2

Uudet vektorit saadaan ratkaistuksi samastamalla alkuperéiset vektorit sara-
kevektoreiksi ja kertomalla niitd vasemmalta kiertomatriisilla K'=. Uudet vek-
torit saadaan néin ollen seuraavasti:

S-Sl

SN—
T
-

) ( > NG 5y N

2 1

NG V2 V2
Tilannetta on hahmoteltu kuvassa 2.2. Katsotaan vield, kuinka sama tulos saa-

s

daan toisella tavalla. Vektorin kiertoa kulman 7 verran myotapéivain vastaa
kertominen kompleksiluvulla zz = (cos 7, sin %) = (% 7 f) Edelld maaritel-

)

W~
|
=
8
N
|
=
B}
VN
N
~
I
VN
|
§|H§|H
Sk~
T
i
M\o
Sl

Sl

@\
I
=
13
4
I
=
EE
7N
— DN
N——
|
Y
S
|

tiin C = R?, joten tarkasteltavat vektorit kuuluvat kompleksilukujen joukkoon.
Néin ollen voidaan kertoa kompleksilukuja ey, es ja v kompleksiluvulla zz, jol-
loin edelld mééaritellyn kompleksilukujen kertolaskun avulla saadaan

I, 1 1

€ = 1(1 O) (\/5 \/5)(1 0) (\/5’\/5)7
P 01) = (= L N
€y = Z(O 1)_<\/§ \/5)(0 1) ( \/Q’ﬂ)J
;L VR .13

v _Z%(Qal)_<\/§7 \/5)(271)_(\/57\/5)
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N

V\
/

Kuva 2.2. Vektoreiden kierto tasossa kulman 6 = 7 verran vastapéivéan.

2.4. Algebraa kolmiulotteisessa reaaliavaruudessa

Hamiltonin toimesta kompleksiluvut saatiin mééariteltya jarjestettyina reaali-
lukupareina. Mielenkiintoinen kysymys on, voitaisiinko joukossa R? méritelli
kertolasku siten, ettd siitd tulisi kunta. Tarvittavat kunnan algebralliset omi-
naisuudet on esitetty liitteessd A ja kuntien algebraa on késitelty tarkemmin
lahteessa [6].

Hamilton pohti kaksiulotteisten kompleksilukujen a 4+ ib, jossa i? = —1 laa-
jentamista kolmiulotteisiksi luvuiksi a + ib + jc, jossa 2 = —1 = j2. Tami
nayttdd ldhes onnistuneelta méaaritelmilté, silld kun on valittuna avaruuden
R3 luonnollinen kanta {ei, e, e3}, tulo i* vastaa kulman 7 suuruista kiertoa
kantavektoria e; vastaavan koordinaattiakselin ympiéri ja tulo j? taas saman
suuruista kiertoa kantavektoria ez vastaavan koordinaattiakselin ympéari. Yh-
teenlasku mééritellaédn luonnollisella tavalla

(a+bi+cj)+ (d+Vi+dj)=(a+d)+ b+V)i+ (c+)j
Miten kertolasku tulisi mééritella? "Helpoin” tapa tehda tdmé olisi tietenkin

mééritelld kahden reaalilukukolmikon (a, b, ¢) ja (a/, V', ¢') viliseksi tuloksi suo-
raan

(a,b,¢) - (a', b, ) = (ad, bV, cc’).

Talld maarittelylld kertolaskun neutraalialkio on (1,1, 1), silla
(1,1,1)(a,b,c) = (a,b,c) = (a,b,c)(1,1,1)

kaikilla (a,b,c) € R3. Téssi méirittelytavassa ongelmalliseksi muodostuu se,
ettéd esimerkiksi alkiolla (1,0,0) ei ole kiénteisalkiota, silld

(1,0,0) - (a,b,¢) = (a,0,0) # (1,1,1)
kaikilla (a, b, c) € R3.



2.4. ALGEBRAA KOLMIULOTTEISESSA REAALIAVARUUDESSA 13

Monien erilaisten kokeilujen jialkeen Hamilton lopulta havaitsi, ettd kyseisen
laskutoimituksen mééritteleminen on mahdotonta joukossa R3. Nykymatema-
tiikan avulla tdmé pystytddn todistamaan kohtuullisen vahélla vaivalla.

LAUSE 2.5. Oletetaan, etti joukko R? rakennetaan lihtemdlld litkkeelle komplek-
sitasosta C = R? ja lisddamidlld sithen yksi akseli. Télloin joukossa R3 ei voi
médritelld kertolaskua siten, etti (R, +, ) olisi kunta.

TobpisTUS. [3]: Huomataan aluksi, etté laskutoimituksella varustetun jou-
kon (R?, +) osoittaminen ryhmiiksi on helppoa, kun yhteenlasku on mééritelty
kuten edelld. Osoitetaan lauseen viite todeksi tekemélld vastaviite: Joukossa
R3 on méiritelty kertolasku - siten, ettd (R3, +, ) on kunta. Oletuksen mukaan
joukon R? alkio (z,y,0) vastaa kompleksitason C pistetti (z,y). Merkitdin 1 =
(1,0,0),i = (0,1,0),5 = (0,0,1) ja olkoon ij = (z,y,z) = x1 + yi + zj, missi
z,1y, 2 € R. Kompleksiluvuista tiedetiin, ettd > = —1, joten i(ij) = i%j = —.
Néin ollen

(1)) = —j = i(ij) = i(xl + yi + 2j) = i — yl + zij
=i —yl + 2(xl + yi + zj) = (22 — y)1 + (2y + 2)i + 2°5.

Niin ollen tulisi olla 2? = —1. Téam# on mahdotonta, silld oletuksen mukaan
z € R. Néin ollen saatiin ristiriita, joten viite on tosi. ([l



LUKU 3

Kvaterniot

Tamén ja seuraavan luvun tavoitteena on maédritelld kvaterniot ja osoittaa,
kuinka niitd voidaan soveltaa kiertojen yhteydesséa. Etenemisjérjestys on osit-
tain lihteen [2] mukainen.

3.1. Kvaternioiden matriisiesitys

Kuvattaessa jarjestettyé reaalilukuparia (a, b) kompleksiluvulla a 4 b tai mat-
riisilla _ab a voidaan puhua jérjestettyjen lukuparien summasta, tulosta
ja normista eli itseisarvosta. Vastaavasti kuvattaessa jarjestettyé reaalilukune-
likkoa (a, b, ¢, d) matriisilla

a+ib cH+id zw
A= ( —c+id a—1ib ) - < —-w z ) € M2x2(C),
missid z = a + 1b ja w = ¢ + id, voidaan puhua jirjestettyjen lukunelikkojen
summasta, tulosta ja normista. Sanotaan, etté téllainen matriisi A on kvater-
nio. Kvaternioiden joukolle kdytetddan Hamiltonin kunniaksi usein merkintéa
H. Téasmaéllisesti madriteltyné

]HI—{< _Z@ ;’>:z,wec}cM2X2(@).

Madritellian kuvaus a : R* — H asettamalla

_( a+ib cHid | Zw
O‘(a’b’c’d)_(—cﬂ‘d a—z’b)_<—w z)’

missd 2 = a + b ja w = ¢+ id.

Selvasti o on lineaarikuvaus. Tamé osoitetaan, kuten kompleksilukujen ta-
pauksessa kuvaukselle k, joten jatdn osoituksen lukijalle harjoitustehtévaksi.
Sen sijaan osoitetaan "vahvempia” ominaisuuksia.

LAUSE 3.1. Kuvaus o on bijektio.

TobpisTus. On osoitettava, ettd o on (i) injektio ja (ii) surjektio.

(i) Olkoot
() e (5 9)

14

g

N
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kvaternioita, ja olkoon A = B. Merkitddn z = a +ib, 2’ = a’ + b, w = ¢ + id
jaw = +id, missi a,a’, b,V , ¢, ,d ja d ovat reaalilukuja. Talloin ehdosta

2w\ Z w
—w z )]\ —w

seuraa, ettd z = 2’ ja w = w'. Tamé on yhtdpitdvaa sen kanssa, ettd a =
a,b="V,c= ¢ jad=d. Niin ollen (a,b,c,d) = (a’,V/,,d"), mistd seuraa,
ettd kuvaus a on injektio.

(i) Selvisti a(R*) C H. Osoitetaan siis, ettd a(R*) D H. Olkoon A € H.
Talloin

joillain kompleksiluvuilla z ja w. Edelleen télloin z = a + b ja w = ¢ + id
joillain reaaliluvuilla a, b, ¢ ja d. Merkitddn = = (a, b, ¢, d), jolloin

a(z) = ala,b,¢,d) = ( = v ) = A,

—w =z

joten « in surjektio. Kohtien (i) ja (ii) perusteella kuvaus « on bijektio. [

Vastaavasti, kuten kompleksilukujen tapauksessa, kvaternio

A - a+1tb cHid
-\ —c+id a—ib

voidaan myos pilkkoa osiin:

A a+1b c+1id
T\ —c+id a—1ib

~a(5 D)l S )8 ) a(1h)

Saatuja matriiseja merkitdin seuraavasti:

10) . i 0
I:(o 1)’1—(0—2')’
. 0 1) . 0 i
i=(ho)me (0

Nihdéan, ettéd selvésti 1,1, ja k ovat kvaternioita. Siis kvaternio A voidaan
kirjoittaa muodossa

A = al + bi + cj + dk.

Kahdeksan kvaternion joukossa {£I, i, +j, +k} =: G pitevit seuraavat ker-
tolaskun ominaisuudet: Ensinnédkin kvaternioiden tulot itsensi kanssa antavat

iP=j=k*>=-1L
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Toisaalta matriisien vilisille tuloille patevit

ij=—ji=k
jk=-kj=ija
ki = —ik = j.

Naiden kvaternioiden valinen kertolasku voidaan esittaa seuraavanlaisena ker-
totauluna.

I[i]jk
I[I]i]j|k
ili] 1| k|-
iljlx|-1]i
k| k|j|-i|-I

3.2. Kvaternioiden algebraa

Osoitetaan seuraavaksi, ettd kahdeksan kvaternion joukko G = {+1I, +i, £+j, +k}
varustettuna kvaternioiden kertolaskulla on ryhmé. Ehdot sille, ettd laskutoi-
mituksella varustettu joukko on ryhmé, 16ytyvit liitteesta A.

Matriisien kertolaskuun liittyvistd ominaisuuksista [7] tiedetdén, ettd matrii-
sien vilinen kertolasku on assosiatiivinen, joten assosiatiivisuus periytyy luon-
nollisesti kvaternioiden kertolaskuun. Edelleen tiedetédén, ettd olemassa kerto-
laskun neutraalialkio I € My,o(C), silla

IB =B = BI,

kaikilla B € Mayyo(C). Erityisesti I on neutraalialkio joukossa G. Vield pitda
todeta, ettd jokaisella joukon G alkiolla on kéa#nteisalkio kertolaskun suhteen.
Tamén toteaminen onnistuu seuraavasti: Huomataan, etta

(5 ) (3 2)- (4 ) 1

eli kvaternion i kidénteisalkio on —i. Vastaavasti nahdaén, ettéa
(_-])j =I= j(_.])a ja
(—k)k =1 =k(-k),

joten kvaternion j kédnteisalkio on —j ja kvaternion k ké#nteisalkio on —k.
Niin on saatu osoitettua, ettéd joukko G varustettuna kertolaskulla todella on
ryhmé.

Tarkastellaan seuraavaksi kvaternioiden joukon H ja neliulotteisen reaaliava-
ruuden R* algebrallisia ominaisuuksia.

Olkoot A ja B kvaternioita, jotka ovat muotoa

z W ) Z W
A:(—w z) Ja BZ(—U ?)'
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Hyodyntamalla kompleksilukujen liittolukuihin liittyvia laskusaantoja saadaan
kvaternioiden A ja B véliseksi summaksi

! !
(3059
—w Z —w oz
B z+7Z  w4+uw
N\ —wu—w Z+2

B 2+2 wHw s t
“\ —wH4w z4+2 )\ -t 5 )

missd s ja t ovat kompleksilukuja. Siten A + B € H. Kvaternioiden A ja B
véliseksi tuloksi taas saadaan

/ /
() (5 %)
—-—w z —w  z

B 22 —ww 2w + w2
—wz — 2w —ww' + 22

=(i )

misséd s,t,u ja v ovat kompleksilukuja. Nyt ndhdéén, ettd kompleksilukujen
liittoluvuille péatevien laskusédéntéjen perusteella

v=—ww + 22 = 22 —ww' =35, ja

u=—wz — 2w = —(2w +wz') = —1,

Néin ollen yhteenlasku ja kertolasku ovat laskutoimituksia kvaternioiden jou-
kossa H, toisin sanoen H on suljettu yhteenlaskun ja kertolaskun suhteen.

joten

LAUSE 3.2. Joukko H varustettuna yhteenlaskulla ja kertolaskulla on jakoren-
gas.

TobpisTUS. (Tarvittaessa katso jakorenkaan ominaisuudet liitteestd A.) To-
detaan ensinnékin, ettd (H, +) on kommutatiivinen ryhmé: Selvésti yhteenlas-
ku on assosiatiivinen ja kommutatiivinen. Edelleen joukossa H on neutraalial-
kio yhteenlaskun suhteen. Témé on nollakvaternio

(1)

Liséiksi jokaisella A € H on kaanteisalkio yhteenlaskun suhteen. Tamé on luon-
nollisesti —A € H, sillai A — A = 0. Néin ollen laskutoimituksella varustettu
joukko (H, +) on kommutatiivinen ryhmaé.

Tarkastetaan seuraavaksi loput jakorenkaan ominaisuudet: Matriisien yhteen-
laskun ja kertolaskun ominaisuuksista seuraa, etta

A(B+C)=AB+ AC ja (B+C)A=BA+CA
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kaikilla A, B, C' € H. Kertolaskulla on neutraalialkio I € H. Olkoon
A= ( = v ) € Hja A # 0. Tillsin

—w z

det A=~ = |2)* + |w|* # 0,

zZ w
w oz

joten matriisi A on kiintyvi ja silli on olemassa kisinteismatriisi A~!. Nyt
herdd kysymys, kuuluuko késinteismatriisi A~! kvaternioiden joukkon. Tarkas-

tetaanpa timsi: Huomataan, ettd A~' = = ( ; _zw ), silla

T detA

1 zZ —w z w
14 T 1
A Aidet (@ . )< - z)IAA .

Kadnteismatriisi A~! saadaan esitettyd muodossa

1 zZ —w Z w
-1 _ - Y
A —detA(@ z)_(—w’ z’)’

. r 1 = . | . ceae e . ~
kun valitaan 2’ = 1557 € C ja w' = —g75w € C. Siten mééritelmén perus

teella A~ € H. Niin ollen jokaisella kvaterniolla A # 0 on kiinteisalkio A~*
kertolaskun suhteen, toisin sanoen kaikki joukon H alkiot ovat yksikoita. Siten

laskutoimituksilla varustettu joukko (H, +,-) on jakorengas. ([l

Joukko H varustettuna yhteenlaskulla ja kertolaskulla ei kuitenkaan ole kunta,
silld kuten aiemmin havaittiin, kvaternioiden vélinen kertolasku ei kommutoi.

Tarkastellaan seuraavaksi laskutoimituksia joukossa R*. Yhteenlasku mééritel-
I44n luonnollisesti komponenteittain, joten selvisti (R*, +) on kommutatiivi-
nen ryhmé ja yhteenlaskun neutraalialkio on (0,0, 0,0).

Madritellisin seuraavaksi kertolasku joukossa R*. Tehdééin tissd kohdassa sel-
lainen temppu, ettéd lasketaan ensin mitd kertolasku a(x)a(y) antaa tulok-
seksi. Tama laskutoimitus on kahden kvaternion vilinen tulo, ja mééaritel-
l44n sen avulla kertolasku joukkoon R?. Olkoot z = (a,b,c,d) € R* ja y =
(', V,c,d) € R Olkoot lisiksi 2 = a + ib,w = ¢+ id, 2’ = a' + iV ja
w' = +id'. Edelld kiytetyin merkinnoin a(z) = A ja a(y) = B, joten

a(z)aly) = AB = (

Nyt huomataan, etta

22 —ww' 2w +wd
—wz — 2w —ww' + 22
22 —ww' = ad’ + aib’ +iba’ — bV’ — cc + cid — idd — dd’
=aa — b —cd —dd +i(ab + ba' + cd — dd) ja
2w’ + w2 = ac + aid +ibcd’ — bd' + ca’ — cib! + ida’ + db’
=ac +ca' +db — bd' +i(ad + da’ + bc' — cb').
Hyddynnetiin tité tulosta ja médritelliin joukkoon R? kertolasku asettamalla
zy = (a,b,¢,d)(a’, b, ¢, d)
= <aa’ — b — e —dd' ab' +bd' + ed — dd,ad + cd’ + db' — bd', ad' + da’ + be' — cb’).
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Koska kertolasku méadriteltiin kdyttamalld hyvéaksi matriisien vélista tuloa, on
selvad, ettéd laskutoimitusten distributiivisuus séilyy. Toisin sanoen kaikilla ava-
ruuden R* vektoreilla x, vy ja z ehdot

20c+y)=zx+zyja(z+y)z=xz+yz
ovat voimassa. Néin médritellyn kertolaskun neutraalialkio on (1,0, 0, 0), silla
(1,0,0,0)(a,b,c,d) = (a,b,¢,d) = (a,b,c,d)(1,0,0,0)

kaikilla (a,b, c,d) € R*. Niin saatiin osoitettua, etti laskutoimituksilla varus-
tettu joukko (R* +,-) on rengas.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd kuvaus a on rengashomomorfismi. On siis osoi-
tettava, etti kaikille z,y € R* pétevit ehdot

() alz +y) = a(z) + aly), ja
(i) a(zy) = a(x)a(y).

Aloitetaan osoittamalla kohta (i): Merkitdén x = (a, b, c,d) jay = (', V', ', d'),
jolloin

alz+y)=ala+d,b+b,c+,d+d)

B a+a—|—zb+b') c+dcd +i(d+d)
\ —c—d+id+d) a+d —i(b+V)

a+1ib cH+id n a 4+t +iaid
—c—l—zd a—1b — +id a =

= a(z) + a(y).

Kohdan (ii) osoittamisessa hyodynnetéién edelld méériteltyd kertolaskua jou-
kossa R*. Tamin avulla huomataan, etté

(zy) = aa' — bt — e —dd' +i(abl + ba' + cd' — dc’)
)= —(ad + cd +dV —bd') + i(ad + da' + bd — cb)
ac + ca' + db' — bd' + i(ad + da’ + bc’ — cb')
aa’ — bl — e — dd —i(abl + ba’ + cd' — dc)
2w 2w+ w?
T\ WY — o —ww' + 22
= a(z)a(y).
Néin on saatu osoitettua, ettd kuvaus o on homomorfismi. Lauseen 3.1 perus-

teella o on my®s bijektio, joten kuvaus o on isomorfismi. Joukkojen R* ja H
voidaankin siis sanoa olevan isomorfiset.

Koska joukossa H jokaisella nollasta eroavalla alkiolla A on kdénteisalkio ker-
tolaskun suhteen, myos jokaisella joukon R* alkiolla x on ké#nteisalkio ker-
tolaskun suhteen. Tamén periytyminen isomorfismilla kuvattaessa ndhdain
seuraavasti: Jos a(r) = A, pitee a™1(A) = x ja jos A ei ole nollakvaternio,
saadaan

(1,0,0,0) =a ') =a ' (AA ) =a 1 (A)a (A =za (A7)
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ja vastaavasti
(1,0,0,0) =a ' D) =a ' (A'A) =a (A Ha ' (4) = a1 (A ).
Siten alkion z € R* kiinteisalkio kertolaskun suhteen on 7! = a~1(A™1).

Niin saatiin todettua, ettd myos joukko R* varustettuna edelld méiritellyilld
yhteenlaskulla ja kertolaskulla on jakorengas.

MAARITELMA 3.3. Joukko Z on renkaan (G, +, -) keskus, jos sen jokainen alkio
on kertolaskun suhteen vaihdannainen jokaisen joukon G alkion kanssa. Toisin
sanoen

Z(G)=4{9€eG:g-r=r-g, kaikillar € G} .

Osoitetaan seuraavaksi, etta kvaternioiden joukon H keskus on joukko Re (H) =
{al : a € R}. Aloitetaan esittelemalld aputulos.

LEMMA 3.4. Olkoot a,b,c ja d reaalilukuja ja olkoon A = al + bi+ cj+ dk.
Talloin

(1) ehdosta At = 1A seuraa, etti c =d =0,

(ii) ehdosta Aj = jA seuraa, etti b=d =10 ja

(1ii) ehdosta Ak = kA seuraa, etti b= c = 0.

TobisTus. (i) Koska selviisti kvaternion kertominen reaaliluvulla kommu-
toi, suoraan laskemalla ndhd&an, etté

Ai = ali + bi® + c¢ji + dki
=ai—b—ck+dj
ja
iA = ila + i%b + ijc + ikd
=ai— b+ ck —dj.

Saaduista kertolaskujen tuloksista huomataan, ettd Ai = iA on mahdollista
vain kun ¢ =d = 0.

(i) Suoraan laskemalla huomataan, etté
Aj = alj + bij + ¢j* + dkj
=aj+ bk —c—di
ja
jA = jla + jib + j%c + jkd
=aj — bk — ¢+ di.
Néhdaén, ettd Aj = jA on mahdollista ainoastaan, kun b = d = 0.
(iii) Suoralla laskulla n&dhd&én, etta

Ak = alk + bik + cjk + dk*
=ak —bj+ci—d
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ja
kA = kla + kib + kjc + k*d
=ak +bj—ci—d.
Huomataan, ettd Ak = kA on mahdollista ainoastaan, kun b = ¢ = 0. U

Tamén aputuloksen avulla seuraavan lauseen todistus on nopea tehtéva.

LAUSE 3.5. Olkoot a,b,c ja d reaalilukuja ja olkoon A = al + bt + cj + dk.
Talloin
RA = AR

kaikilla kvaternioilla R jos ja vain jos b=c=d = 0.

TobisTus. Valitaan R = i. Talloin viitteen mukaan on oltava
iA = Ai.
Lemman 3.4 kohdan (i) perusteella tdmé on mahdollista vain kun ¢ = d = 0.
Valitaan R = j. Talloin viitteen mukaan on oltava
JA = Aj.

Lemman 3.4 kohdan (ii) perusteella tdmé on mahdollista vain kun b = d = 0.
Yhdistdmaélld ndmé tulokset huomataan, ettd viite RA = AR pitee kaikilla
kvaternioilla R ainoastaan, kun b = ¢ =d = 0. 0

Lauseen 3.5 mukaan ehto RA = AR pitee kaikilla kvaternioilla R vain kun
A € Re (H). Néin ollen kvaternioiden joukon H keskus on médritelmén 3.3
mukaisesti joukko Re (H).

3.3. Kvaternioiden ominaisuuksia

MAARITELMA 3.6. Sanotaan, ettd kvaternio A = al+ bi+ ¢j + dk on reaalinen
kvaternio, jos A € Re (H) = {al : a € R}. Toisin sanoen kvaternio A on reaa-
linen, jos b = ¢ = d = 0. Vastaavasti, kun a = 0, ts. A = bi + ¢j + dk, kyseessi
on imaginaarinen kvaternio, eli puhdas kvaternio.

HuowmAauTus 3.7. Olkoot a, b, ¢ ja d reaalilukuja ja olkoon A = al+bi+cj+dk.
Jatkossa kvaternion A reaaliosalle al kéytetiddn yksinkertaisesti merkintiaé a.

Kéytetdédn reaalisten kvaternioiden joukolle jo edelté tuttua merkintda Re (H).
Huomautuksen 3.7 perusteella voidaan merkita

Re (H) = {a € R} =R.

Télla samastuksella ndhdaéan, ettd R C H. Imaginaariset kvaterniot muodos-
tavat joukon

Im (H) = {bi+cj+dk:bc,decR}.
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Kuvauksen a avulla méaritellidén kahden kvaternion sisdtulo (+|-) : Hx H — R
asettamalla

(A1B) = (a”"(A)|a""(B)).

Olkoot kvaterniot A = a+bi+cj+dk ja B = o' +b'i+'j+d'k. Talloin kuvauksen
« miiritelmén nojalla a~'(A) = (a,b, ¢,d) ja a ' (B) = (a’,/,,d'), joten
(41B) = ("' (A)]a"'(B)) = ((a.b,c, (@0, ¢, d))
=aa' + b + ¢ + dd'.

Sisédtulon avulla maariteltyé lukua
|A] = (A4]4)>
kutsutaan kvaternion A normiksi eli itseisarvoksi.

Olkoon kvaternio A = a-+bi+cj+dk. Talloin sisdtulon méaritelmén perusteella

1

4] = (A4)% = (a7 (A)a 1 (4) = [la " (A)]]

joten kvaternion A normi on yhtéisuuri kuin avaruuden R* vektorin a=*(A4) =
(a,b,c,d) euklidinen normi. Euklidinen normi || - || antaa tunnetusti metriikan
(ks. metriikan ominaisuudet liitteestd A). Néin ollen myds kvaternion normi
| - | antaa metriikan, joten kvaternioiden joukko (H, |- |) on metrinen avaruus.
Koska

[A = B| =[la™(4) —a ' (A)]],
kuvaus a : (R%, ]| ||) — (H,|-|) on isometria.

Kvaternion A = a + bi + ¢j + dk matriisiesityksestd huomataan, etta

a4+ cH+id

det A = —c+1id a—1b

=a’+ b+ 2+ d* = A

Néin ollen matriisin A determinantti on yhtéd suuri kuin kvaternion A normin
nelio.

MAARITELMA 3.8. Olkoon kvaternio A = a + bi + ¢j + dk. Lukua
A=a—bi—cj—dk.
kutsutaan kvaternion A konjugaatiks:.
Nyt huomataan, etta
AA = (a+bi+cj+dk)(a—bi— cj— dk)
= a® — abi — acj — adk + bai — b*i% — bcij — bdik
+ caj — cbji — *j* — cdjk + dak — dbki — dckj — d*k?

R A= AP,

joten kvaternion A normille saadaan lauseke

(3.1) Al = VAZ
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Toisaalta determinantin laskusdéntojen nojalla

|A|?| B]* = det(A) det(B) = det(AB) = |ABJ*.
Niin ollen kaikille kvaternioille A ja B pétee ehto
(3:2) AB| = |A||BI.
Huomataan, ettd kvaternioiden laskusaannot (3.1) ja (3.2) ovat tuttuja komplek-
silukujen tapauksesta.
Sanotaan, ettd kvaternio A on yksikkékvaternio, jos

AA =1, toisin sanoen |A|* = 1.

Erityisesti, jos imaginaariselle kvaterniolle u pétee ehto |u|*> = 1, sanotaan,

ettd u on imaginaarinen yksikkdkvaternio.

Jos kvaterniota A vastaava matriisi ei ole nollamatriisi, matriisi A on kdéntyvé.
Kainteisalkion A~! lauseke saadaan ratkaistua suraavasti: Olkoon kvaternio
A =a+bi+ cj+ dk # 0. Téalloin lausekkeen (3.1) nojalla

AA = |A)?
1 —
Al—A) =1
SA = 12
AP
Téstd huomataan, etta
1 — 1
A7 = A =
Al A

Katsotaanpa millainen kvaternion A ké#inteisalkio on matriisimuodossa esitet-
tynd. Huomataan, etta
1 1 a—1ib —c—1d
_1 _ _ . _ . _ —
A __]AP(G bi — c¢j — dk) _]A|2(c—id 0t ib )
Merkitsemélld 2" = #(a+ib) jaw' = ﬁ(—c—id) saadaan kédnteismatriisille
A~ lauseesta 3.2 tuttu esitys

Al 2w
w7 )

Edelld osoitettiin, ettd R* on jakorengas, joten jokaisella x = (a,b,c,d) €
R*, 2 # 0 on kertolaskun suhteen kiinteisalkio x=!. Osoitetaan, etti

-1 (a,—b,—c, —d).

!
|2

Jos a(z) = A, kuvauksen « lineaarisuuden nojalla

1 1
= (a,—b,—c, —d)) = b, —c,—d
a(HxHQ(a’a y —C )) H-THQ Oé(a, y =G, )
1 a—1b —c—1id
—W<c—¢d a+ib >
L S

|AJ?
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Kuvauksen « isomorfisuuden perusteella a~!(A™1) = 271, joten viite pitee.

Huomattavaa on, ettd kvaternion (matriisin) A konjugaatin lauseketta ei saada
konjugoimalla matriisin jokaista alkiota, vaan konjugoimalla matriisin A trans-
poosin AT jokaista alkiota. Osoitetaan timé: Olkoon A, sellainen kompleksinen
matriisi, jossa matriisin A jokaisesta alkiosta on otettu kompleksikonjugaatti.

Merkitisn z = a+ib € C, w =c+id € Cja A= ( _Zw ;") € H. Tallsin

ar_ (2 "W _ —w \ [ a—ib —c—1d
\w zZ ) 2 ~\c—id a+ib

=a—bi—c¢j—dk =
Osoitetaan seuraavaksi, ettd, AB = B - A: Merkitian

A:( : 13) jaB:( s )
—w —w

Nailla merkinnoilla

Z_AVT_<

SNEERN

S

w
N\

gl wl
o e
~——

E
ol

I
B
3

I
—
2|
o
~ g\
~—

Toisaalta kvaternioiden A ja B tulo on

2z — ww’ 2w’ 4+ w2
AB = T oard el 4 T
—wz —zw —ww + zz

!/

A R Y A
(AB)T_(ZZ ww wz ZW

joten )
)

2w 4wy —ww' + 22
Niin ollen liittokvaterniolle AB pétee

( 2z —ww —wz — 2w )

2w +wd —ww' + 22

AT zZ —w

\w wo oz

_pAr

=B-A
Tamén avulla saadaan johdettua kvaternioiden konjugaateille pari laskusaan-
tod, jotka esitetdédn seuraavassa lauseessa.

AB = (AB)T =

LAUSE 3.9. Olkoot A ja B kvaternioita. Tdlloin seuraavat ehdot ovat voimassa:
(i) (AB)(AB) = A(AB)B = A(BB)A ja
(ii)) A+ B=A+ B.
TobisTus. Osoitetaan molemmat véitteet suoraan laskemalla.
(i) Ensiksikin huomataan, etté
(AB)(AB) = |AB|* = det AB = det Adet B = |A|*| B
— (AA)(BB) = AABB = A(AB)B
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ja toisaalta aiemmin lasketun perusteella
(AB)(AB) = (AB)(B - A) = A(BB)A.
(i) Merkitddn

z W ) Zw
A:(—w E)Ja B:(—U ?)'

Edellé lasketun perusteella kvaternioiden A ja B konjugaatit ovat
_ z — P —y
A=(Z2 ") ja B=(= "V ).
wo oz w oz
Néin ollen

27 wHw \ 242 —w—w
wenyr = ( Ly (T

Tasté seuraa, etté

3.4. Imaginaariset kvaterniot

Tarkastellaan seuraavaksi imaginaaristen kvaternioiden ominaisuuksia. Maéri-
telldéin kuvaus 3 : Im (H) — R? asettamalla

B(bi + cj + dk) = (b, ¢, d).

Kuvauksen g lineaarisuus osoitetaan samalla tavalla kuin kompleksilukujen
tapauksessa kuvauksen x lineaarisuus. Kuvauksen 3 bijektiivisyys todistetaan
samalla tavalla kuin kuvauksen « bijektiivisyys lauseessa 3.1. Kuvaus  on
myd6s isometria, minkd osoittaminen onnistuu vastaavasti kuin kuvaukselle a.
Néin ollen jatédn ndmé osoitukset lukijalle harjoitustehtéaviksi.

Kuten aiemmin todettiin, kahden imaginaarisen kvaternion tulo ei valttadméatta
ole imaginaarinen kvaternio (i* = —I). Tam# tarkoittaa siti, etté kertolasku
ei ole laskutoimitus joukossa I'm (H), joten Im (H) ei ole rengas. Niin ollen
kuvaus f ei ole isomorfismi, vaikka se sdilyttddkin summat.

Katsotaan seuraavaksi, kuinka imaginaarisille kvaternioille saadaan mééritel-
tya vektorilaskennasta tunnettuja laskutoimituksia. Aikaisemmin méaériteltiin
kahden kvaternion A ja B siséitulo asettamalla (4| B) = (o' (A4)|a"'(B)). Vas-
taavasti kuvausta 8 hyodyntamalld méaaritelldadn kahden imaginaarisen kvater-
nion u ja v sisdtulo (+|-) : Im (H) x Im (H) — R asettamalla

(ulo) = (B@)IB)).
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Imaginaarisille kvaternioille mééritelldén ristitulo
(+x-):Im (H) x Im (H) — Im (H) asettamalla

uxv=p" (B(u) X ﬁ(v)).

Imaginaaristen kvaternioiden vélisen sisdtulon ja ristitulon laskemisessa ede-
tidn siis seuraavasti: Kuvataan kvaterniot ensin kuvauksella 8 avaruuden R?
vektoreiksi ja suoritetaan haluttu laskutoimitus sielld. Sisdtulon tapaukses-
sa ollaan tésséd vaiheessa jo valmiita, mutta ristitulon tapauksessa pitda viela
palauttaa tulos imaginaaristen kvaternioiden joukkoon kayttdmélla kuvausta
Bt Avaruudessa R? médritellyn ristitulon laskemiseen 16ytyy kitevd mene-
telmé liitteestd A.

Katsotaanpa mitd hyotyd nédin méadritellyistd laskutoimituksista on. Olkoon
kvaternio A = a + bi + ¢j + dk. Merkitain kvaternion A reaaliosaa

Re A=a
ja imaginaariosaa
Im A =0bi+cj+dk = u.
Talloin kvaternio A saadaan esitettyd muodossa

A=a+u.

Olkoon liséksi kvaternio B = a’ 4+ v, missd v = v/i+ /j+ d'k. Talloin imaginaa-
risten kvaternioiden u ja v vélinen sisdtulo on edelld mééaritellyn mukaisesti

(o) = (B@IB@)) = ((b.c. (¥, d))
=bb' + cd +dd.

Lasketaan seuraavaksi imaginaaristen kvaternioiden w ja v vélinen ristitulo.
Vektorien f(u) ja f(v) vélinen ristitulo, antaa tulokseksi vektorin

B(u) x B(v) = (b,e,d) x (V,,d)

€1 €9 €3
=|b ¢ d|=(cd —dd)e; — (bd — db)es + (b’ — cb)es.
v Jd d

Nain ollen kvaternioiden u ja v vélinen ristitulo antaa tulokseksi kvaternion

wx =41 (B(u) x 5@)) = (cd' — dc')i— (bd — db)j + (b — cb)k.
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Lasketaan seuraavaksi kvaternioiden A ja B vilinen kertolasku. Suoraan las-
kemalla ndhdéain, etté
AR — aa' —bb' — cd — dd' + i(ab + ba' + cd' — dc’)
~\ —(ad +cd +db —bd') +i(ad + da' + b’ — cb)
ac + ca' + db' — bd' +i(ad + da’ + bd — cb')
aa' —bb' — cd —dd' — i(abl + ba' + cd' — d)
=aa —bb' —cd —dd +i(abl +ba' + cd — dd)+
jlad + cd' + db' — bd") + k(ad' + da’ + bc' — cb')
=aa — b —cd —dd + a(ib' + jd’ + kd') + ' (ib + jc + kd)+
i(cd —dcd) — j(bd' — dV') + k(bc' — cb').
Hyddynnetédén nyt edelld saatua sisdtulon lauseketta (u|v) = bb' + ¢ + dd’ ja

ristitulon lauseketta u x v = (ed’ — dd')i — (bd' — db')j + (bc’ — cb')k, joiden
avulla kvaternioiden A ja B tulo saadaan muotoon

(3.3) AB = ad' — (ulv) + av + a'u +u x v.

Niillda merkinnoilld saadaan muitakin kvaternioiden vilisid laskutoimituksia
hieman yksinkertaistettua. Kvaternioiden yhteen- ja vihennyslaskulle saadaan
lausekkeet

A+B=(a+u)+(d+v)=a+d +u+v
A-B=(a+u)—(d+v)=a—d +u—w.
Kvaternion A kertominen reaaliluvulla saadaan r esitettyd muodossa
rA=ra+ru

ja vastaavasti kvaternion A konjugaatille saadaan lauseke

A=a—u.

Lisiiksi kvaternion A kddnteiskvaternio A~! saadaan esitettyd muodossa
1 — 1

3.4 = A= _——(a—u).

Huomataan, ettd kvaternioille saadaan lisééd ominaisuuksia, jotka ovat tuttuja
kompleksilukujen kasittelystd. Kyseiset ominaisuudet ovat

(i) Re A= (A +A),

1
2
(i) Im A = %(A —A) ja
(iii) Re A = Re A.

Néiden johtaminen on helppoa, kun kéytetddn hyvéksi edellisida merkintoja.
Suoraan laskemalla ndhdédéan, etta

(1) %(A+Z):%(a+u+a—u):a:ReA,

(i1) %(A—Z):%(a—i-u—a—i-u):uzlmfl ja
(iii) Re A =a = Re A.
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Néhdéan, etta kvaternioiden ja kompleksilukujen késittely on huomattavan sa-
mankaltaista laskusddntojen ym. ominaisuuksien kannalta. Yksi merkittava ja
jo aiemmin mainittu ero naiden valilla kuitenkin on, nimittéin se, etta kvater-
nioiden kertolasku ei kommutoi.

On selvédd, ettd imaginaarisen kvaternion summa on imaginaarinen. Edella
saadusta kvaternioiden vélisen kertolaskun lausekkeesta (3.3) taas ndhdédn,
ettd kahden imaginaarisen kvaternion u = bi + ¢j + dk ja v = Vi + j + d'’k
vélinen tulo on

(3.5) uv = —(ulv) +u x v.

Koska sisdtulo (u|v) antaa tulokseksi reaaliluvun, lausekkeesta (3.5) nahdéén,
ettd kertolaskun uv tuloksena saatava kvaternio on imaginaarinen, ts. uv €
Im (H) ainoastaan silloin, kun (ulv) = 0. Taméi tarkoittaa, ettd vektorien
B(u) ja S(v) tulee olla ortogonaalisia eli kohtisuorassa toisiinsa niahden.

Vastaavasti lausekkeesta (3.5) ndhdédén, ettd kertolaskun uv tuloksena saatava
kvaternio on reaalinen jos ja vain jos u x v = 0, ts. vektorien 5(u) ja 5(v) tulee
olla yhdensuuntaisia. Lisiksi ndhdédén, ettd imaginaariselle yksikkokvaterniolle
u pétee ehto

u? = —(ulu) = —|u)®* = —1.
Siten jokainen imaginaarinen yksikkokvaternio voidaan samastaa luvun —1
neliojuureksi. Tamé ominaisuus osoittaa mm. ettd kvaternioiden joukossa po-

lynomien ratkeavuudelle eivit péade kaikki tavalliset sddnnot. Jos néin olisi,
yht#lolld u? = —1 olisi korkeintaan kaksi ratkaisua.

EsIMERKKI 3.10. Olkoot imaginaariset kvaterniot u =1 — 2j + k ja
v = —i+ 2j + bk ja merkitddn = = [(u) sekd y = [(v). Lausekkeen (3.5)
mukaisesti

wv = —(ulv) +u xwv
_ _(5@)\5@)) +87 (ﬁ(u) X B<v>)

= —(zly) + B~z x y).

Koska —(zy) = —((1,-2,1)|(=1,2,5)) = 0, vektorit 8(u) = = ja B(v) = y
ovat ortogonaaliset. Toisaalta

€1 €2 €3
rxy=|1 -2 1
-1 2 5
=(=25-1-2)e;—(1-5—1-(=1))ea+ (1-2—(=2) - (=1))es
= —1261 - 662 = (—12, —6,0)7
joten
wv = B1(—12,—6,0) = —12i — 6.

Vektorioperaatioiden avulla voidaan yksinkertaistaa monien kvaternioiden omi-
naisuuksien tarkastelemista. Esitetddn nyt vaihtoehtoinen todistus lauseelle
3.5.
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Oletetaan siis, ettd A on jokin kvaternio. Viitetddn, ettd RA = AR kaikilla
kvaternioilla R jos ja vain jos A on reaalinen.

Tobistus. Koska ehdon RA = AR on oltava voimassa kaikilla kvaternioil-
la R, voidaan olettaa, ettid R = a + u, missd u # 0. Olkoon lisiksi A = a’ + v.
Télloin lausekkeen (3.3) mukaisesti

RA =ad — (u|v) + av+du+uxv, ja
AR =d'a— (v|u) + d'u+av +v X u.
Pité4 siis olla aa’ — (u|v) = a’a— (v|u), mikd on totta kaikilla a,a’ € R jav,u €
Im (H), silla vektorien sisdtulon vaihdannaisuudesta seuraa imaginaaristen
kvaternoiden sisdtulon vaihdannaisuus. Liséksi on oltava
av+adu+uxv=adu+av+vxu,

miké on yhtapitavad sen kanssa, ettd u x v = v X u. Ristitulon laskusdannoista
tiedetdin, ettd o xy = —yxx kaikille z, y € R3. Tdmi ominaisuus luonnollisesti
periytyy kvaternioiden viliselle ristitulolle, joten ylla saatu yhtdlo saa muodon

UXV=VXU=—UuXW.

Tamé on voimassa vain kun w tai v on nollakvaternio, tai v = Au jollain
reaaliluvulla A # 0. Koska viitteen tulee péted kaikilla kvaternioilla R, toisin
sanoen kaikilla imaginaarisilla kvaternioilla u, voidaan valita v # Au kaikilla
reaaliluvuilla A # 0. Koska oletuksen mukaan u # 0, on oltava v = 0. Néin
ollen kvaternio A on reaalinen. OJ



LUKU 4

Kvaterniot kiertoina

4.1. Kvaterniolla konjugointi

Olkoon R # 0 jokin kvaternio. Méaéritelladn kuvaus 0z : H — H asettamalla

6r(A) = R'AR.

Kuvauksella dr operointia sanotaan konjugoinniksi kvaterniolla R.

Olkoot A, B € H. Koska kvaternioiden véliset laskutoimitukset noudattavat
osittelulakia, saadaan

Sr(A+B)=R YA+ B)R=R'AR+ R'BR = §z(A) + 6r(B).

Olkoon r € R. Koska kvaternioiden joukon keskus on reaalilukujen joukko,
saadaan

Sr(rd) = R™'(rA)R =r(R'AR) = rdp(A).

Kuvaus 0 on siten lineaarikuvaus kvaternioiden joukolta itselleen. Osoitetaan,
ettd kuvaus 0 on isometria: On siis osoitettava, ettd kaikille kvaternioille A, B
ja R pétee ehto

|A— Bl = [0r(A) — or(B)|.

Taméan osoittaminen onnistuu suoraan laskemalla. Nimittdin normin laskusaan-
tojen nojalla

5r(A) — 6p(B)| = |R"AR — R'BR| = |[R"'(A~ B)R|
1

=|R7'[|A - B|IR| =
R

|R[|A — B
=|A - B|.
Niin ollen kuvaus 0z on isometria.

LAUSE 4.1. Olkoon kvaternio R # 0. Talloin on olemassa sellainen yksikko-
kvaternio R, etti dr(A) = dr/(A). Olkoon lisiksi kvaternio Q@ # 0. Jos ehto
dr(A) = g(A) on voimassa kaikille kvaternioille A, jollain reaaliluvulla r pdi-
tee ehto R = Q).

30
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TobisTus. Huomataan, etté kaikille kvaternioille A saadaan

1 —
Sr(A) = RMAR = —RAR

|R|?
R R
= —A— =RTAR
B[R]
= (4),
kun valitaan R’ = %. Talld tavalla valitulle kvaterniolle R’ pétee |R/| = 1,

joten R’ on yksikkokvaternio. Toisaalta kaikilla kvaternioilla A on
R'AR =Q'AQ
& RRTTARQ™ = RQ'AQQ™!
& ARQ™Y) = (RQTHA,

joten kvaternio RQ)~! on lauseen 3.5 nojalla reaalinen. Koska kvaternio RQ)~*
on reaalinen, jollain reaaliluvulla r pétee

r=RQ".
Kertomalla ylla olevaa yhtéloéd oikealta kvaterniolla () saadaan
rQ =RQ'Q =R.

Tarkastellaan seuraavaksi matriisien ominaisarvoja. Olkoon
A a+1ib cH+id
-\ —c+id a—ib )

Matriisin A ominaisarvot saadaan ratkaistua seuraavasti: Lineaarialgebran pe-
rustella tiedetadn, ettd luku A on matriisin A = A,,+,, ominaisarvo tasmalleen
silloin, kun se toteuttaa matriisin A karakteristisen yhtdlon

det(A — \I) =0.
Ratkaistaan karakteristinen yhtalo.

a+1ib— A\ c+1id
—c+id a—1ib— )\

=N =20+ +b+7+d°
= \* — 2a)\ + det A.
Edelleen lineaarisuuden ja determinantin laskusdédntojen avulla saadaan
det(A — M) = det(A — M) det I = det(A — X )det(R™'R)

=det R"'det(A — A\I)det R
=det(R'(A - M)R)
=det(R"'AR — RT'AIR)
=det(R'AR — XI).

0 =det(4 — \) =

Tiamén tarkastelun seurauksena huomataan, etti matriiseilla A ja R™*AR on
sama karakteristinen yht&lo.



4.1. KVATERNIOLLA KONJUGOINTI 32

Seuraavan kahden lauseen avulla osoitetaan, ettd kuvaus dr on bijektio. Kysei-
sen kuvauksen bijektiivisyys on hyvin tdrked ominaisuus. Bijektiivisyys takaa
sen, ettd konjugointi on yksikésitteinen operaatio ja jokainen kvaternio saa-
daan esitettyd sopivasti valitun konjugoinnin tuloksena.

LAUSE 4.2. Edellisilld merkinnoilld kuvauksen g rajoittuma reaalisten kvater-
nioiden joukkoon, toisin sanoen kuvaus Og|ge @), on identtinen kuvaus.

r 0

TobisTus. Olkoon reaalinen kvaternio A = < 0 ) = rl ja olkoon R

jokin kvaternio. Talloin

O

LAUSE 4.3. Olkoon R jokin kvaternio. Kuvauksen dr rajoittuma imaginaaris-
ten kvaternioiden joukkoon, toisin sanoen kuvaus

5R|Im (H) - Im (H) — Im (H),
Sr(u) = R'uR

on bijektio.

TopisTus. Olkoon u € I'm (H). Osoitetaan ensin, etti 0r(u) = R™'uR €
Im (H). Olkoon R = a4+ v, missd ¢’ € R ja v € I'm (H). Nyt tarvitsee
tarkastella kvaternion dp(u) reaaliosaa. Lausekkeen (3.4) mukaisesti R~ =
ﬁ(a' — ), joten lauseketta (3.3) hyodyntdmalld saadaan

Sr(u) = R™'uR = #(a’ —v)u(a +v)

= (e =0 o)+ o)
- ﬁ(a’(_ (ulv)) = ((—v)l(a'u +u x v)) +>

Loput tulon termit ovat imaginaarisia. Huomataan, etta sisé- ja ristitulon las-
kusdantojen (ks. liite A) avulla kvaternion dg(u) reaaliosalle saadaan

|R|*Re dp(u) = a'( — (ulv)) — ((—v)|(d'u + u x v))
= —d'(ulv) + (v|a'u) + (v|(u x v))
= —d'(ulv) + d'(ulv)
=0.

Néin saatiin osoitettua, etta dg(Im (H)) C I'm (H).
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Osoitetaan seuraavaksi bijektiivisyys. Huomataan, etté kaikilla imaginaarisilla
kvaternioilla u pétee ehto

og-1(u) = (R™Y)'uR™ = RuR™.
Néin ollen
drodp-1(u) = dg(RuR™") = RT'RuR"'R=u
ja
Op-100p(u) = dp-1(R™'uR) = RR'wRR™ = u,
joten kuvauksella g on kéddnteiskuvaus 51_%1 = dp-1. Siten kuvaus dg|rm () ON
bijektio.

Lauseen 4.2 perusteella jokainen reaalinen kvaternio kuvautuu itseksi kun si-
ta kuvataan kuvauksella dr. Kuvaus dr on reaalisten kvaternioiden valisené
identtisend kuvauksena luonnollisesti myds bijektio. Lauseen 4.3 perusteella
taas kuvaus dr on bijektio imaginaaristen kvaternioiden vililla. Né&in ollen on
kahden vaiheen kautta todistettu, ettd kuvaus

6p:H — H, dp(A) = RT'AR
on bijektio. Koska kuvaus
B:Im (H) — R? B(bi+cj+dk) = (b,c,d)

on bijektio, silld on olemassa kéfinteiskuvaus 871, Koska myos kuvaus 0|7, (H)
on bijektio, kuvaus

BodroB 1R = R
on lineaaristen bijektioiden yhdisteend lineaarinen bijektio.
LAUSE 4.4. Olkoot A ja R kvaternioita, ja R # 0. Tdlldin
(R"'AR)(R'AR) = AA.

TobisTus. Suoralla laskulla ja kayttamalld lauseen 3.9 mukaisia kvater-
nioiden konjugaattien laskusdéantoja nahdéaan, etta

(RYAR)(R'AR) = (R"'R~1)(ARAR)
= (R™'R-1)(AA)(RR)
= [RT'[(AA)|R[*

|
= e RI*(AA) = AA.
O

Lauseen 4.4 seurauksena saadaan, etti jos vektorin = = (a,b,c,d) € R* normi
on n, myos kvaternion dg(a(x)) normi on n. TAmA seuraa tietenkin myos
siitd, ettd kuvaukset « ja dr ovat isometrioita, jolloin myos niiden yhdiste on
isometria. Koska myos kuvaus /3 on isometria, yhdistetty kuvaus 3o dzo S~}
on isometria. Siten kuvaus 8o dp o S~ siilyttéd pisteiden vilisen etiiisyyden
ja lineaarisuuden perusteella on selvéé, ettd origo kuvautuu origoksi.
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4.2. Konjugointi ja kierto

Tarvittavat esivalmistelut on suoritettu, joten voidaan alkaa tarkastelemaan
kvaternioiden ja avaruudessa R? tapahtuvien kiertojen vilistd yhteytta.

LAUSE 4.5. Olkoon R = a + u, missi a on reaaliluku ja w imaginaarinen
kvaternio. Télloin 0r(u) = R™'uR = u.

TobisTus. Koska kvaternion kertominen reaaliluvulla kommutoi, suoralla
laskulla ndhd&aén, etté

Ru = (a + u)u = au + uu = ua + vu = u(a + u) = uR.
Kertomalla ylli olevaa lauseketta vasemmalta kvaterniolla R~! saadaan
R™'Ru= R'uR,
joten u = R'uR = dp(u). O

Katsotaan seuraavaksi, miten edellisestéd lauseesta voidaan hyotya.

SEURAUS 4.6. Olkoon a reaaliluku, u imaginaarinen yksikkokvaternio ja R =
a + u. Olkoon lisikst x sellainen avaruuden R® yksikkovektori, etti f(u) = x.

Tilloin o dpo 7 (x) = .

TobisTus. Lauseen 4.5 perusteella

ﬂ @) 5R o ﬁil(l’) = ﬁ o) 5R(u) = ﬁ(U) = X.
U

Nihddin, ettd seurauksen 4.6 oletuksilla kuvauksella 8 o dz o 87! kuvattaes-
sa vektori z € R?® ei muutu. Mydhemmin osoittautuu, etti niin méidritelty
vektori x toimii kiertoakselin méaraavina yksikkovektorina kierrossa, jonka
kvaterniolla konjugointi indusoi.

Olkoon kvaternio
Q=a+bi+cj+dk
yksikkokvaternio, ts. |Q|? = a® + b + ¢ + d? = 1. Valitaan sellainen kulma 6,
ettd a = cos %9. TAalloin saadaan
1 1
sin2§9: 1—cos2§9:a2+b2+c2+d2—a2:b2+c2+d2.

Olkoot V', ¢ ja d' sellaisia reaalilukuja, ettd b = b’ sin %0, c=/c Sin%Q ja d =
d' sin %9. Téllaiset reaaliluvut voidaan aina 16ytéa, silla sin %6’ on vain jokin
reaaliluku vililta [—1, 1]. Merkitdén u = b'i+ ¢’j + d’k. Néin ollen kvaternio @
saadaan muotoon

Q=a+bi+cj+dk
= 19—|—b" 19'+/' 19'+d" 19k
= cos sin 01 + ¢ sin 0] sin o

1 1
= cos =0 in =0,
COS2 +usm2
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Ehdosta sin %9 = 0 seuraa, ettd () = a = cos %6. Oletetaan, ettd sin %0 # 0.
Talloin

1
sin? 59 =+ +d
1
= (b + ¢? + d”?) sin? 59,

mik#i on yhtipitiviid sen kanssa, ettd 02 + 2 + d? = 1. Tistd seuraa, ettd
kvaternio u = V'i + ’j + d’k on imaginaarinen yksikkokvaternio.

HuomAuTUS 4.7. Jos u on imaginaarinen yksikkokvaternio, toisin sanoen
u € Im (H), |u|* = 1, vektorin §(u) péiitepiste on avaruuden R? origokeskisen
yksikkopallon pinnalla.

LAUSE 4.8. Olkoon v imaginaarinen kvaternio, u imaginaarinen yksikkokva-
ternio ja olkoon () = cos %9 + usin %9. Talloin

do(v) =vcosh+ (v x u)sinf + u(v|u)(1l — cosb).
Jos lisiksi (v|u) = 0, saadaan

do(v) =vcosh+ (v x u)sinb.

Topistus. Koska |Q[* = cos? 10 + sin® 10 = 1, kvaternio Q on yksikks-
kvaternio. Télloin sen kddnteiskvaternio on lausekkeen (3.4) mukaisesti

1 1
Q! =cos 59 — usin 59.

Néilld merkinnoilld lausekkeen (3.3) mukaisesti saadaan
1 1 1 1
— 01 — —0 — ysin = — in —
do(v) =Q vQ = <00829 u81n29)v<00829+usm20>
1 1 1 1 1
= (cos 59 — usin 59) ( — (v|u) sin 59 + v cos 59 + (v X u) sin 59)

Ehto Re dg(v) = 0 seuraa lauseesta 4.3, jonka mukaan dg(v) on imaginaarinen
aina kun v on imaginaarinen. Edelleen imaginaariosalle kayttamaélla oletusta
1 = |u*> = (ulu) ja sisdtulon, ristitulon sekd trigonometristen funktioiden
laskusddntoja (ks. liite A) saadaan

Im g(v) = cos %9(1} cos %0 + (v X u) sin %0) + ((v]u) sin %6) (usin %9)

't 1 1
+ <— (usin 59) X (v cos §9+ (v X u)sin 59))

1 1 1 1 1
=wcos? =0+ (v X u)cos =0sin = — (u x v)sin =6 cos =0
2 2 2 2 2

+ u(v|u) sin® %0 — (u % (v x u)) sin® %9

1 1 1 1
= v cos® 50 + 2(v X u) sin 59 Ccos 50 + u(v|u) sin® 50
1
— (v(u|u) — u(ulv)) sin’ 59
s 1 11 1
= v(cos 59 —sin® —0) + 2(v X u) sin 59 cos 59 + 2u(v|u) sin 59

2
=wvcosl + (v x u)sin® + u(v|u)(1l — cos ).
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Koska Re dg(v) = 0, saadaan
dg(v) = Im 6g(v) = vcosb + (v x u)sinf + u(vju)(1 — cosb).
Kun (u|v) = 0, edellad saatu lauseke saadaan muotoon
do(v) =vcosh+ (v x u)sinb.
0

SEURAUS 4.9. Olkoot lauseen 4.8 oletukset voimassa ja olkoon (viu) = 0. Tdl-
l6in (0g(v)|u) = 0.

TobisTus. Sisdtulon ja ristitulon laskusédéantéjen nojalla
(do(v)u) = (Q 'vQlu) = <(v cosf + (v X u) sin 9)|u>
= (v|u) cosf + ((v x u)|u) sin 6
= 0.
O

Kootaan nyt hieman mité on tdhdn mennessé todettu. Olkoon u imaginaarinen
yksikkokvaternio ja v imaginaarinen kvaternio. Kun konjugoidaan imaginaa-
rista kvaterniota kvaterniolla

1 1
Q = cos 59 + usin 59,

ts. kuvataan kuvauksella d¢, lauseiden 4.5 ja 4.8 perusteella

(4.1) do(u) =u ja

(4.2) do(v) =vcosh + (v x u)sinf + u(v|u)(1 — cosf)
Jos lisdksi (v|u) = 0, lauseen 4.8 ja seurauksen 4.9 perusteella
(4.3) dg(v) =vcosh+ (v X u)sinf ja

(4.4) (dg(v)|u) = 0.

Siirrytddn nyt avaruuteen R3. Tarkastellaan, mit# saadut tulokset tarkoittavat
avaruuden R? vektoreille z = $(u) jay = S(v). Ehto (4.1) osoittaa, etti kaikille
reaaliluvuille r pétee ehto

Bodgo B Hrx)=ra,
joten vektori rz ei ndin kuvattaessa muutu. Ehdon (4.2) mukaisesti konjugoin-
nin tuloksena saadaan vektori

BodgoB Hy)=ycosh+ (y x x)sinf + z(y|z)(1 — cos ).

Oletuksesta (v|u) = 0 seuraa, ettéd (z|y) = 0, toisin sanoen vektorit x ja y ovat
kohtisuorassa toisiaan vasten. Ehdot (4.3) ja (4.4) ovat yhtépitavia sen kanssa,
etta

BodgoB Hy)=ycosh+ (y x x)sinf ja
(Bodqo 8 Wle) =0.

Néin ollen jos vektorit y ja x ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, vektorit
BodgofHy) jax ovat myds kohtisuorassa toisiaan vastaan.
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Kuten kompleksilukujen ja tason kiertojen vélisen yhteyden tarkastelussa teh-
tiin, kidyddan nyt ldpi ehdot kvaternioiden ja vektorien kiertojen viliselle yh-
teydelle. Tata varten tarvitaan skalaariprojektiota, joka mééritelladn seuraa-
vasti [7]: vektorin y skalaarinen projektio proj.(y) vektorin z # 0 suuntaan
on

proj.(y) = (ylﬁ)-

Téllainen maéarittely merkitsee kohtisuoraa projisointia vektorin  madraamaél-
le suoralle.

Olkoon vektori y € R3 ja olkoon yksikkdvektori z € R3. Kierretédin vekto-
ria y kulman 6 verran vektorin z méadrdamén kiertoakselin ympéri. Kierron
seurauksena saadaan vektori ¢/, jonka tulee olla samanpituinen kuin vektorin
y. Vektorien gy’ ja x véilisen kulman ¢ tulee olla yhtd suuri kuin vektorien y
ja z vilinen kulma ¢. Huomataan, ettd vektorit proj.(y)x ja proj.(y')z ovat
kiertoakselin suuntaiset, joten vektorit y — proj.(y)z ja y' — proj.(y')x ovat
kiertoakselia vastaan kohtisuorassa tasossa. Nain ollen vektorit y ja ¢’ on jaet-
tu kiertoakselin kanssa yhdensuuntaiseen ja sitéd vastaan kohtisuoraan kompo-
nenttiin. Témén avulla saadaan kierrolle kolmas ehto: Vektorien y — proj,(y)x
ja y' — proj.(y')x vélisen kulman tulee olla yhtd suuri kuin kiertokulman 6.
Matemaattisilla lausekkeilla ilmaistuna kierron ehdot ovat

(i) 1/ = ]

(i6) (¢/|e) = (v1) Ja

(v = proju()a) (s = projuy)a) )
||y — proju(y)x|>

(7i1) cosf =
Huomaa, ettéd ehto (ii) saatiin vektorien vélisen kulman mééritelmésta, jonka
mukaan

(ylz)
yl[|]]|

(y'|z)

7 = cos¢ = cos¢p =
[y/[[]]|

Lisaksi ehtojen (i) ja (ii) mukaan saadaan tulos

1y — proj=(y)z|| = ||y — proj.(y)||,

jota hyodynnettiin ehdon (iii) méaarittelyssi. Osoitetaan seuraavassa lauseessa,
ettd vektori y' = B0 dg o 87! (y) tiyttdd annetut ehdot.

LAUSE 4.10. Olkoon vektori y € R? ja olkoon yksikkévektori x € R3. Olkoot
kvaterniot u = 87! (z) ja Q = cos 20 + usin 360. Kierretidn vektoria y kulman
0 verran vektorin x mddrdadvin kiertoakselin ympdri. Tdlloin vektorille

Yy =B0dgo B Hy)=ycosh+ (y x x)sinf + z(y|z)(1 — cos )

pitevdt edelld mddritetyt ehdot (i)-(iii).
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TobisTus. Koska kuvaus o dgo 7! on isometrinen, ehto (i) pétee. Ole-
tuksen ||x|| = 1 seké sisé- ja ristitulon laskusdéntojen mukaan

(v'|z) = <<y cos + (y x x)sinf + x(y|x)(1 — cos 9))|x>
= (ylz)cosf + ((y x z)|z) sin @ + (z|z)(y|z)(1 — cos )
= (ylz).

Néin ollen my6s ehto (ii) pétee. Skalaariprojektion mééritelmén ja edelld saa-
dun perusteella

proiatyf) = (¢1) = W/le)
= (wh) = (vlyr) = wrodsty).

Ehdon (iii) lausekkeessa esiintyville vektoreille saadaan néin ollen lausekkeet
y = projz(y)r =y — (ylz)z ja
Y — proj.(y)x = ycosf + (y x x)sinf + x(y|x)(1 — cosb) — (y|z)x
=ycosf + (y x x)sinfd — x(y|x) cos .
Talloin
(( pT‘O]m x)|(y - pTij ) ))
= (( (y|z)z)|(y cos b + yxx)smﬁ—x(y@)cos@))
= (yly) cos 0+ (yl(y x 2)) sin 6 — (y|z)(y|z) cos b
— (yl)(z]y) cos O — (ylz) (z|(y x @)) sin @ + (y|z)(z|z)(y|z) cos
= llyll* cos § — (ylz)* cos ¢
= (Ilyll* = (yl2)*) cos?.
Liséksi
Iy = proja(y)all® = lly = (vle)al* = ((y - Wi)2) (v - (wlo)a) )
= (yly) = (Wl2)(ylz) = (yl=)(2ly) + (ylz)(z]2)(y|2)
=[lyll* = (yl>)*,
josta seuraa, etti
((y — proj.(y)z)| (v — projx(y’)ar)) Iy = (yla)?) cos b

\ly — proja(y)z||? IR = (yle)?
= cos@.

Siten myos ehto (iii) on voimassa. Koska kaikki kolme ehtoa pétevét, viite on
todistettu. O

Huomataan, ettéd edelld méadritellyt ehdot (i)-(iii) eivét riitd kertomaan tapah-
tuuko kierto myota- vai vastapéivaan. Tamén toteamiseen tarvitaan vektorien
ristituloa. Sovitaan, ettd puhuttaessa kierrosta vasta- tai myotapaivasan, ajatel-
laan katsojan olevan origossa ja katsovan vektorin madraamadn suuntaan. Tie-
detéidin, ettéd avaruuden R? vektoreille z ja y pétee ((y X ) ]93) =0= ((y X ) |y),
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joten vektori y x x on kohtisuorassa seké vektoria x, ettd vektoria y vastaan.
Kun kierretdén vektoria y vektorin  ympéri vektoria y x x kohti, kierto tapah-
tuu vastapaivaan. Jos taas kierretddn vektorista y x x poispéin, kierto tapahtuu
mydotapaivaan.

Tamé voidaan esittdéd katevisti projektioiden avulla. Jotta suunta pystytdan
médrittamédn yksikésitteisesti, rajoitetaan kiertokulma 6 vélille | — 7, 7). Kier-
retdan vektoria y vektorin x ympéri kulman 6 verran, jolloin tulokseksi saadaan
vektori y'. Edelld méaritellyn kolmen ehdon lisiksi saadaan seuraava ehto: Jos

(1v) projuyxa(y') >0,

kierto tapahtuu vastapaivadn. Huomaa, ettd positiivisilla kulman 6 arvoilla
kierto tapahtuu vastapéivaén eli positiiviseen kiertosuuntaan, kuten on totut-
tu. Projektion kdyton hyoty ndhdééan parhaiten yksinkertaisen esimerkin avul-
la. Seuraavissa esimerkeisséd luonnollisen kannan kantavektoreita eq, es ja es
vastaavat koordinaattiakselit x1, zo ja x3.

ESIMERKKI 4.11. Kierretddn kantavektoria eg = (0,0, 1) kantavektorin ey =

(0,1,0) méadradvan kiertoakselin ympéri kulman 6 = § verran vastapdivain.

Kierto tapahtuu koordiaattiakselien z; ja x3 médrddmésséd tasossa. Tilanne
voidaankin rinnastaa edelld méériteltyihin tason kiertoihin. Néin ollen on koh-
tuullisen helppo todeta vektorin ez = (0,0, 1) muuntuvan kyseisessé kierrossa
vektoriksi ef = (—sin6,0,cosf) = (—\%, 0, %) Tédmé ndahdadn hyvin myos
kuvasta 4.1. Tarkastellaan vektorin e} projektiota vektorin ez x e; = —e; suun-
taan. Suoraan laskemalla ndhdéaén, etta

. / / —€1
pProj_e, (€3) = <€ —)
1( 3) 3|H_61H
1
= (€3] —e1) = E

KuvAa 4.1. Kantavektorin eg kierto koordinaattiakselien x; ja
r3 madrdamassd tasossa kulman 6 = 7 verran vastapiiviin ro-
akselin toimiessa kiertoakselina. Akseli x5 osoittaa katsojasta pa-
peria kohti.
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Néin ollen todellakin vastapéivddn tapahtuvassa kierrossa kierretyn vektorin
€4 projektio vektorin ez x e; = —e; suuntaan on positiivinen.

Olkoot lauseen 4.10 oletukset voimassa. Oletetaan liséiksi, etté rajoitetaan kier-

tokulma @ valille | — m, w]. Télloin vektorille ¥’ myds ehto (iv) on voimassa.
Todistetaan tdamé: Suoraan laskemalla ndhd&éan, etta
: yXx
projen () = (V1)
v Iy x <
1
= a1 >

Tutkitaan aluksi sisétulon (y'|(y x z)) kiyttdytymistd. Kyseisen sisétulon tu-
lokseksi saadaan

(y’|(y X :L')) = ((y cosf + (y x x)sinf + x(y|x)(1 — cos 0))|(y X x))

= (y|(y x x)) cosf + ((y x x)|(y X z)) sin b
+ (al(y % 1)) (sla)(1 — cosh)

= ((y x 2)|(y x z)) sin b

= ||y x z||* sin 6.

Yhdistamalla edella saadut lausekkeet saadaan
1

= ——|ly x z||*sin 6 = ||y x || siné.
Iy x z||

(45 projien(®)
Kierrettéessa vastapéivadan 0 < # < 7 ja sinifunktion kadyttaytymisesta tiede-
tddn, ettéd télloin sinf > 0. Néin ollen projektio projyx.)(y’) on positiivinen,
kuten pitdékin. Toisaalta kierrettiessid myotapaivadan —m < 6 < 0 ja tiede-
tadn, ettéd tallsin sin @ < 0. Néin ollen projektio projyx.)(y') on negatiivinen,
kuten pitaakin.

HuomAuTUs 4.12. Vaikka projektion tarkastelussa oletettiinkin, ettd kierto-
kulma 6 rajoitetaan vélille | — 7, 7], lauseen 4.10 antama kierretyn vektorin
lauseke toimii kaiken suuruisille kiertokulmille.

SEURAUS 4.13. Olkoot lauseen 4.10 oletukset voimassa. Jos lisiksi (y|z) = 0,
vektori

Y =B0dgo B y)=ycosh+ (y x x)sinf
tayttada ehdot (i)-(iv).

Tarkastellaan aluksi kahta yksinkertaista kiertoa ja tarkistetaan, ettd konju-
goinnin tuloksena saadaan oikeat vektorit. Olkoot vektorit x ja y kohtisuorassa
toisiaan vasten. Kierretdédn vektoria y kiertoakselin méardavian yksikkovekto-
rin z ympéri kulman 7 verran. Téll6in vektori ¥ muuntuu vastakkaissuuntai-
seksi vektoriksi —y. Olkoon wu sellainen imaginaarinen yksikkokvaternio, etté
f(u) = x. Téllsin lauseen 4.10 mukaan kyseistd kiertoa vastaa konjugointi
kvaterniolla
1 1

Q(m) = cos 57 + usin ST =1
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Koska (y|z) = 0, konjugointi antaa seurauksen 4.13 mukaisesti tuloksena vek-
torin

BodgmoB Hy)=ycosT+ (y X x)sinm = —y,
kuten pitadkin. Jos taas kiertokulmana on 27, kierretdin kokonainen kierros

ja vektorin y koordinaatit eivat muutu. Kyseistd kiertoa vastaa konjugointi
kvaterniolla

1 1
Q2n) = cos(§ - 2m) + usin(§ 22m) = —1.
Konjugointi antaa tuloksena vektorin

B0 dgam © B (y) = ycos2m + (y X x)sin 27 =y,
kuten odottaa saattaa.

Ratkaistaan seuraavaksi esimerkki 4.11 seurauksen 4.13 avulla.

ESIMERKKI 4.14. Kierretéén kantavektoria es = (0, 0, 1) kiertoakselin mé&raé-
vin kantavektorin e; = (0,1,0) ympéri kulman 6 = 7§ verran vastapéividn.

Mitké ovat tuloksena saadun vektorin koordinaatit seurauksen 4.13 mukaan?

Ratkaisu: Olkoon wu sellainen imaginaarinen yksikkokvaternio, ettd es = f(u).
Selvisti (es|ea) = 0 ja [|ea]| = 1. Trigonometrisista funktioista tiedetéén, etta

cos § = \/Lg = sin 7. Néin ollen kiertoa vastaa konjugointi kvaterniolla

1 1
Q) = cos 59 + usin 59.

Kierron tuloksena saadaan vektori
ey =B0dgo B (e3) =escosf + (e3 x ey)sinf
1 1 1 1
BRI

kuten myo6s esimerkissa 4.11.

Jatketaan tarkastelemalla monimutkaisempaa esimerkkia.

ESIMERKKI 4.15. Kierretdan vektoria y = (1,2,3) kiertoakselin maaraavin
vektorin 2/ = (—1,—1,1) ympéri kulman § = T verran vastapdivaan. Miki

1
vektori saadaan tulokseksi?

Ratkaisu: Huomataan, etté (y|z') =1-(—1)+2-(—1)+3-1 = 0, toisin sanoen
vektorit y ja x’ ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Kiertoakselin maaraava
yksikkovektori on
x 1,
— = —x =
=] V3

Kiertoa vastaa konjugointi kvaterniolla
1 1
Q = cos 59 + 871 (z) sin 50.

Suoraan laskemalla nidhdaéin, etta

€1 €y €3
1 2 3=

1 1
yXJ]:% 5(561—462—%63).
-1 -1 1
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Nyt voidaan kéayttéaéd seurauksen 4.13 tulosta. Sen mukaisesti kierron tuloksena
saadaan vektori

y =Bodgof (y) =ycosh+ (y x x)sinb
1

1 1
7 77(561 —4dey + 63)
= _( + 2e9 + 363) + L(561 4es + 63)
V2! V6

5 4 3 1
<f %Vt )

_ ﬁ(\/é+ 5v/2,2v6 — 4v/2,3v6 + V/2).

Tilannetta on hahmoteltu kuvassa 4.2. Varmistetaan vield, ettd saatu vektori
tayttaa kierrolle asetetut ehdot. Suoraan laskemalla ndhdéén, ettd normeille
patee

1
y'Il = —(<f+5f) +(2v6 - 4v2)? + (36 + v2)?)
= V4= V242243 = ||y,
joten ehto (i) on voimassa. Sisatulolle pétee

oy L e _ —0=(ylz
¥le) = 5= V6 —5V2 = 2v/6 + 4v2 + 3V6 + v2) = 0 = (y|),

joten ehto (ii) patee. Lisdksi

ﬁl

. T .
proj.(y) = (ylm) =0 =proj,(y),

< N
] Va
/X

Kuva 4.2. Vektorin y = (1,2 ,3) klerto kulman 6 = 7 verran
vastapéivadn vektorin 2’ = (—1,—1,1) méadrddavan kiertoakselin
ympari.
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joten
((w = projs)a)|(y' = proji(y))z))

ly = proja(y)z||?

wly)  sE(VE+5V2+4v6-8V2+9V6+3v2)

IR Vit

T
= cos — = cos 0.
4

Sl

Néin ollen ehto (iii) on voimassa. Tarkastetaan vield kiertosuunnan ehto. Lausek-
keen (4.5) mukaisesti
: / . . T 1
Projyxa(y’) = [ly x | sinf = [ly x z|sin 7 = —2|ly x ]
joten projektio on positiivinen, kuten pitddkin. N&in ollen tuloksena saatu
vektori on oikein laskettu.

Nyt on kéayty lapi, kuinka kiertyneen vektorin koordinaatit saadaan ratkaistua
tilanteessa, jossa kiertoakseli on kohtisuorassa tarkasteltavaa vektoria vastaan.
Jos kiertoakseli ei ole kohtisuorassa tarkasteltavaa vektoria vastaan, tilanne
voidaan palauttaa edellisen mukaiseksi. Tamé voidaan tehdé seuraavasti: Kun
kiertoakselin méaaraava vektori on valittu, normitetaan se, ja asetetaan se yh-
deksi kantavektoriksi. Sitten ratkaistaan sen avulla muut kaksi kantavekto-
ria ja esitetdédn kierrettéva vektori ndiden kantavektorien lineaariyhdisteené.
Sen jilkeen rajoitutaan tarkastelemaan kierrettdvad vektoria komponenteit-
tain. Kiertoakselin suuntainen komponentti ei muutu, ja muut komponentit
saadaan ratkaistua seurauksen 4.13 avulla. Kiertyneen vektorin koordinaatit
voidaan ratkaista myos suoraan lauseen 4.10 tulosta hyodyntdmaélla, mutta
edelld kuvailtu tarkastelu helpottaa tilanteen geometrista hahmottamista.

ESIMERKKI 4.16. Kierretddn vektoria y = (1,1,1) kiertoakselin méardévan
vektorin z = (1,1,0) ympéri kulman 6 = § verran vastapéiviian. Mitkéd ovat
tuloksena saadun vektorin 3’ koordinaatit?

Ratkaisu: Huomataan, etté (y|x) = 2 # 0, joten tarkasteltava vektori y ja kier-
toakselin médraava vektori z eivét ole kohtisuorassa toisiaan vastaan. Jaetaan
vektori y kiertoakselin suuntaiseen ja sitd vastaan kohtisuoriin komponent-
teihin tekemiilld kannanvaihto. Merkitdin avaruuden R? luonnollista kantaa
E = {e1, €29, e3}. Halutaan mééritelld sellainen ortonormaali kanta avaruuteen
R3, ettéi kiertoakselin miiridivi vektori on jonkun kantavektorin suuntainen.
Valitaan aluksi by = 175 = \/ii(l, 1,0). Néin médritelty vektori b; on selvésti
vektorin = suuntainen ja ||b;|| = 1. Valitaan seuraavaksi kantavektoriksi by sel-
lainen yksikkovektori, ettd by Lby. Voidaan valita by = \%(1, —1,0), silla nédin
mééritellylle vektorille by pétee (by|by) = 0 ja ||by]| = 1. Valitaan kolmanneksi
kantavektoriksi vektori b3, joka méaritellddn asettamalla

1 €1 €y €3 1
b3:b2 xbp==|1 -1 0 :—(1+1)€3:<0,0,1)
2l 1 of ?
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Merkitdan B = {by, by, b3}. Selvisti B on ortonormaali kanta, miké tarkoittaa,
ettd kaikki sen vektorit ovat yksikkovektoreita ja toisiaan vastaan kohtisuo-
rassa. Koska B on ortonormaali kanta, vektorin y = (y1, y2, y3)s komponentit
kannassa B saadaan ratkaistua sisdtulon avulla. Merkitddn selkeyden vuoksi
seuraavissa sisédtulolaskuissa nakyviin se, missd kannassa vektori kulloinkin on
esitetty. Uusiksi komponenteiksi saadaan

v = (Welby)e) = !

+— =2,

Sl
-5l

2

—— =0ja

>

1
= b _ —=
Y2 ((?J)s|( 2)5) NG
Y3 = ((?J)s\(b?,)s) = 1.
Niin ollen y = (1,1,1)¢ = (v/2,0,1)5. Médritelldzn vektorit

yl = (yl7 07 O)B = <\/§7 07 O)B,

92 - (O’y% O)B = (07 Oa 0>B ja

yS = (07 anB)B = (Oa 07 1)3 = b37
joille ehto y = ¢ + ¥ + U3 on voimassa. Koska x = +/2by, voidaan vali-
ta kiertoakselin ma&rdaviksi yksikkovektoriksi kantavektori b;. Nyt voidaan
tarkastella erikseen vektorien ¥, 9, ja y3 muuntumista kierrossa kiertoakse-
lin madrdavéan yksikkovektorin b; ympéri. Koska vektori g; on kiertoakselin
suuntainen, se ei muutu kierrossa, ts. y; = 1. Koska g2 = (0,0,0)g, sekdédn
ei muutu kierrossa, ts. g5 = 7. Niin ollen riittad tarkastaa, kuinka g3 = b3
muuntuu kierron seurauksena. Kiertoa vastaa konjugointi kvaterniolla

Q = cos %0 + B71(by) sin %9.

Seurauksen 4.13 perusteella kierron tuloksena saadaan vektori

Y3 =PB0dgo B (ys) = Bodgo B (bs)
= b3 cos @ + (b3 X by)siné.

Vektorien b3 ja by ristitulon tuloksena saadaan vektori

€1 €2 €3 1 1

ngblz 0 0 1 = ———=€1 + ——=€y =
1 1 2 2
vz vV viiov2

Néin ollen vektorille 75 saadaan esitys

—b,.

1

b
\/§2

Uy = bgcosh + —bysinfh = bgcosg — bgsing = % 3
1 1

Rk

Yhdistamélla edelld saadut tulokset, saadaan kierretty vektori esitettyd muo-

dossa

= (0,

Y =9+ + s

1 1
= (\/57 _Ea E)B
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NX5
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N 'y
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T
i & T 1 pe
bl
k
Xy

s

Kuva 4.3. Vektorin y = (1,1, 1) kierto kulman ¢ = 7 verran
vastapéivadn vektorin x = (1,1, 0) maaraavén kiertoakselin ym-

péri.

Vektorin ' = (v}, ¥4, y5)e komponentit luonnollisessa kannassa £ saadaan jél-
leen sisdtulon avulla. Komponentit kannassa £ ovat

ot = (@)el(b)e) = (V2= ) = 5
4h = (@)el(bo)e) = —=(V2+ ) = 3 ja

%z«mwwa:§§

Néin ollen y' = (3, 2, \/Li)g
Tilannetta on hahmoteltu kuvassa 4.3. Tarkistetaan viela, ettd saadun vektorin

lauseke on oikein ratkaistu. Normeille péatee

LIRS O ST

(3 2 V2

joten ehto (i) toteutuu. Sisdtuloille saadaan

ly'l* =

W) = (5 +5) = V2= Z=+ = = (ulh).

joten ehto (ii) on voimassa. Liséksi

i) = (i) = i) = V2 = /) = (o |5) = prosn ().

joten
(v = projn (1)2) (v — projin (v/)2))
Iy = projn (el

_ ((y = vV2b0)|(y/ — v/2by)) _ ((0,0, D)[(~3,
[y — v/2b:[[? 1(0,0, D)[|?

T
= cos — = cosf.

1
V2
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Néin ollen ehto (iii) on voimassa. Tarkastetaan vield kiertosuunnan ehto. Lausek-
keen (4.5) mukaisesti

T 1
—=—7=lly x bil],

projyxn (') = [ly x billsin = [ly x bi|sin 7 = —=

joten projektio on positiivinen, kuten pitddkin. N&in ollen tuloksena saatu
vektori on oikein laskettu.

Esimerkki 4.16 voidaan ratkaista myos suoraan lausetta 4.10 hyodyntamalla.
Kiertoa vastaa konjugointi kvaterniolla

1 1
Q = cos 59 + B71(by) sin 50.

Edella lasketun perusteella ||b;|| = 1 ja suoraan laskemalla niahdaén, etta

(i) = 5+ == V2n

€1 €2 €3 1
by =11 1 1| =—"—(— .
Yy X b 1o \/5( €1+€2)
V2 V2

Nain ollen

Y =B0dgo B Hy)=ycosh+ (y x by)sinb + by (ylby)(1 — cos )

1( Festes) + 1 1
=—(e;+est+e —_——
NG 1 2 3 NG
1 1
+—(e1 +e2)V2(1 — —=
\/5(61 62) ( \/5)
181
—261 262 \/563
13 1
= ( ),

57 57 E
joten saatiin sama tulos kuin edelld. Huomataan, ett kierretyn vektorin lausek-

keen ratkaiseminen tété laskentamenetelméd kayttéen vaatii vihemman lasku-
toimituksia, kuin edelld kaytetty kannanvaihtoon perustuva menetelma.

(—ey + e9)

Kvaternioiden lisiiksi avaruudessa R? origon kautta kulkevan kiertoakselin ym-
péri tapahtuvia kiertoja voidaan kuvata ortogonaalisilla 3 x 3 -matriiseilla, joi-
den determinantti on 1. Katsotaanpa millainen matriisi vastaa esimerkissa 4.16
esiintynytté kiertoa. Kaytetddn lauseen 4.10 tulosta kierretyn vektorin lausek-
keen ratkaisemiseksi ja tarkastellaan miten kantavektorit muuntuvat kierrossa.
Huomataan, etta (e]b;) = \/Lé ja

D
N
w

€1 2
1

1
V2

€3.

o O
Sl
[\

V)
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Néin ollen kantavektori e; muuntuu vektoriksi
el =epcosf + (e X by)sin + by(eq]by)(1 — cosb)

1
7 E(l COSQ)(\/_ \/_

1 1 1
= 5(1 + cosf)e; + 5(1 — cosfl)ea + —=sinfes.

V2

= e;c080 + ——ezsinf + es)

Kantavektorille e; saadaan (e3]by) = f ja

(&) €9 €3 1
L L0 V2
2 V2

Néin ollen kantavektori es muuntuu vektoriksi
ey = e3c080 + (eg X by)sin € + by(ea]by)(1 — cosh)

1
7 E(l 0089)(\/_ \/_

1 1 1
= 5(1 —cosf)e; + 5(1 + cos f)ea — —= sin fes.

V2

= eycosf — —e3sinf + es)

Kantavektorille e3 saadaan (e3|b;) = 0 ja

€1 €2 €3 1 1
€3Xb1: 0 0 1 = ——e1+ —=e69
11 2 2
0 V2 V2
Nain ollen kantavektori e3 muuntuu vektoriksi
ey = e3cos b + (63 X by)sin @ + by (e3|by)(1 — cosh)

= cosfes + (——=e; + 2)sinf

\/_6

sin fey + cos fes.

\/_

1
= ———=sinfe; + —
V2o R

Kiertomatriisi saadaan asettamalla muuntuneet kantavektorit sarakevektoreik-
si, toisin sanoen

s(1+cosf) 3(1—cosb) _\/Li sin 0
Ko=| 2(1—cosf) 1(1+ cosf) \/LE sin 6
\/Lﬁ sin 0 _\/Li sin 0 cos 0

Tarkistetaan vield, ettd kiertomatriisi on laskettu oikein. Kierretéddn jélleen
vektoria y = (1,1, 1) vektorin x médrdaméan kiertoakselin ympéri kulman ¢ = 7
verran. Kiertomatriisi on t&lloin

1+L 11 _1

2 22 2 2¢/2 2

PR (0 T G S G
I 2 22 2 2V2 2
1 _1 1

2 2 V2
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ja kierretyksi vektoriksi saadaan

|H

1,11 1

, G SR CRR W

y=RKy=12"33 2723 2 1

2 3 v 1
1
I
id
V2

Néin ollen ¢y’ = (%, %, \/Li)’ kuten edella saatiin. On ratkaistu kiertyneen vekto-

rin lauseke kolmella eri tavalla ja péésty joka kerralla samaan tulokseen. Huo-
mataan, ettd kaikista eniten laskutoimituksia vaati menetelmé, jossa tarkastel-
tava vektori jaettiin kiertoakselin suuntaiseen ja kiertoakselin kanssa kohtisuo-
riin komponentteihin. Toisaalta kiertomatriisin ratkaiseminen vaati myos usei-
ta eri vaiheita. Vahiten laskutoimituksia tarvittiin kierretyn vektorin lausek-
keen ratkaisemiseksi suoraan yhdelld kvaternion konjugoinnilla.

Edelld johdettua kiertomatriisia Ky tarkastelemalla huomataan, etté siiné esiin-
tyy kiertokulma #, mutta kiertoakselin tunnistaminen matriisista suoraan on
kidytdnnossd mahdotonta. Kiertoakselin méaaradva yksikkévektori u saadaan
kuitenkin selville ratkaisemalla yhtalo Kyu = u. Yhtdlo voidaan ratkaista esi-
merkiksi lineaarialgebrasta [7] tutuilla menetelmilld, mutta ratkaiseminen on
kohtuullisen tyolésté.

Voidaankin todeta, ettd kvaterniot ovat hyvin tehokkaita, kun analysoidaan
tilanteita avaruudessa R3. Kvaternio on myos tavallaan ytimekk#impi esitys
kierrolle kuin matriisi, jossa neljan riippumattoman alkion lisédksi on viisi "yli-
méaaraista” alkiota. Kvaternioiden yhteys geometriaan kdy myos selvemmin il-
mi, silld kiertoa kuvaavasta kvaterniosta pystytdan selvésti tunnistamaan kier-
tokulma ja kiertoakseli. Jos liséksi halutaan yhdistda kaksi kiertoa, kvaternioi-
den tapauksessa selvitddn téssédkin tapauksessa vahemmalla, silla kahden kier-
tomatriisin johtaminen milla tahansa menetelmalld on kovin tyolastéd. Seuraa-
vassa osiossa esitelladn Eulerin kulmat, joihin liittyvien kiertojen esittdmisessé
kvaternioiden edut tulevat selkeésti ilmi.

Kvaternioiden avulla voidaan kuvata myds neliulotteisia kiertoja ja lukija voi
halutessaan tutustua néihin esimerkiksi lihteesta [3].

4.3. Eulerin kulmat

Ajatellaan mielivaltaista kiertoa avaruudessa R?. Jokainen téllainen kierto voi-
daan esittdd kolmen koordinaattiakselien ympéari tapahtuvan kierron yhdis-
teend. Naitd kolmea kiertoa vastaavat Eulerin kulmat ¢, 6 ja 1. Eulerin kul-
mien avulla voidaan miké tahansa avaruuden vektori kiertdd mihin tahansa
asentoon. Jos sallitaan lisdksi venytykset, vektori saadaan muunnettua mik-
si tahansa toiseksi vektoriksi. Kvaternioita voidaan hyddyntaa Eulerin kulmia
vastaavien kiertomatriisien johtamisessa ja toisaalta kierrot voidaan kokonai-
suudessaan esittdd pelkéstdan kvaternioiden avulla. Eulerin kulmilla on so-
velluksia mm. mekaniikassa, jossa jaykén kappaleen liikettd kuvaavat FEulerin
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yhtélot perustuvat Eulerin kulmien kayttoon. Johdetaan nyt Eulerin kulmia
vastaavat kierrot.

Kierretédén ensin kantavektorin ez = (0,0, 1) maarddméan kiertoakselin ympéri
kulman ¢ verran vastapiividn. Soveltamalla seurausta 4.13 ndhdédan kuinka
kantavektorit e; = (1,0,0) ja e; = (0,1, 0) kiertyvét. Téta kiertoa kuvaa kon-
jugointi kvaterniolla
1 _ 1
Q3(¢p) = cos §gb + B~ (e3) sin §gz5

ja kiertyneiden kantavektorien lausekkeet ovat

€] = B00gy) 0B '(e1) =ercosg+ (e X e3)sind = e1 cosp — ezsin ¢ ja

eh = 3000y 0 B (e2) = eacos @ + (€2 X e3) sin ¢ = e cos ¢ + e sin ¢.

Téssé kierrossa es ei muutu, joten kiertomatriisi saadaan muotoon

cos¢p sing 0
R3(¢) = —sing cos¢p O
0 0 1

%

Kuva 4.4. Vektorin y kierto Eulerin kulmaa ¢ vastaavassa kier-
rossa vektoriksi y/.

Toisena kiertona on kierto kantavektorin e; méardaméan kiertoakselin ympéri
kulman 6 verran vastapéaivadan. Kiertoa kuvaa konjugointi kvaterniolla

1 1
Q1(0) = cos 59 + 87 (e1) sin 59
ja kiertyneiden kantavektorien lausekkeet ovat

6/2, = ﬁ o 6Q1(9) o ﬂil(eg) = €9 cosf + (62 X 61) sinf = €9 cosf — €3 sin 6 ja

@g = ﬁ e} (5@1(9) 0] 6_1(63) = €3 cos -+ (63 X 61) sinf = €3 cos 6 + €9 sin 6.

Téssé kierrossa e ei muutu, joten kiertomatriisi saadaan muotoon

1 0 0
Ri(0)=1| 0 cosf siné
0 —sinf cos@
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Kuva 4.5. Vektorin ¢ kierto Eulerin kulmaa 6 vastaavassa kier-
rossa vektoriksi y”.

Kolmantena kiertona on jilleen kierto kantavektorin e madraamaan kiertoak-
selin ympéari, mutta télla kertaa kulman 1 verran vastapdivddan. Néin ollen
kiertoa kuvaa konjugointi kvaterniolla

Qs(1)) = cos %ZZJ + B! (es) sin %zp

ja kiertomatriisi on ensimmaéisen kohdan perusteella

cosy siny 0
R3(¢) = | —siny cosy 0
0 0 1

Kuva 4.6. Vektorin 3" kierto Eulerin kulmaa 1) vastaavassa

kierrossa vektoriksi y”.

Olkoon vektori y € R3. Suorittamalla edelliset kolme kiertoa perikkiin vek-
tori ¥y muuntuu vektoriksi 1y, jonka koordinaatit saadaan ratkaistua kierto-
matriisien tai kvaternioiden avulla. Matriisien avulla laskettaessa vektorille 3"
saadaan esitys

y" = R3(¢)Ri(0)Rs()y,
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missa kokonaiskiertomatriisi R on

R = R3(¢)R1(0)R3(9)

cost siny 0 1 0 0 cos¢ sing 0
= | —siny cosy 0 0 cosf siné —sing cos¢p 0
0 0 1 0 —sinf cosf 0 0 1
cost sing 0 coSs ¢ sin ¢ 0
= | —siny cosyp 0 —cosflsing cosfcos¢ sinf
0 0 1 sinfsin¢g —sinfcos¢p cosf
cos 1 cos ¢ — cos 6 sin ¢ sin ¢ cos ¢ sin@ + cosfcos ¢siny  sinysinf
= | —sinycos¢ —cosfsinpcosyy —sinsing + cosfcospcosyy cosy sinb

sin @ sin ¢ —sin 6 cos ¢ cos

Esimerkiksi kantavektori es muuntuu kokonaiskierrossa vektoriksi
sin ¢ sin ¢
ey = Rez = | cosysind
cos f

Tehddanpa sama kvaternioiden avulla. Konjugointien kautta vektorille ¢y saa-
daan esitys

y" = 0 06qsw) ©00:(0) © Oqsis) © B ().

Ensimmaisessé kierrossa kiertoakselin méaraa kantavektori es. Nyt on huo-
mattavaa, ettd missdian kierroista kiertoakseli ei vilttaméatta ole kohtisuorassa
kierrettavia vektoria vastaan. Lauseen 4.10 mukaan

Y = B0odgye 0B (y) =ycosd+ (y x e3)sined + e3(yles) (1 — cos P).

Seuraavassa kierrossa kiertoakselin méaraa vektori e;. Tamén kierron tulokse-
na saadaan vektori

y" = Bodg @ ° BHy') =y cosO+ (v x e1)sind + ei(y]e1)(1 — cosd)

Viimeisessa kierrossa kiertoakselin méaraa jélleen kantavektori es. Néin ollen
viimeisen kierron tuloksena saadaan vektori

Y = B0 dau 0 5 () =y cost+ (5 x e5)sinth + es(yes)(1 — cos ).

Huomataan téssé vaiheessa, etté ei kannata ldhteé sijoittamaan vektoreiden 1"
ja i lausekkeita saatuun vektorin 3" lausekkeeseen, silld tamé johtaa helposti
tarpeettoman pitkiin esityksiin. Onkin jarkevimpad suorittaa kierto vaiheit-
tain.

Katsotaan nyt, kuinka kantavektorille e3 kdy kvaternioiden avulla lasketuissa
periakkaisissa kierroissa. Ensimmaéisessd kierrossa vektori es on kiertoakselin
suuntainen, joten se ei muutu. Toisessa kierrossa e muuntuu edelld lasketun
mukaisesti vektoriksi

e3 = ez cosf + egsin b

Jaljelle ja& tarkastaa, kuinka vektorille ef kdy kolmannessa kierrossa, jossa
kiertoakselin mérda vektori es. Edelld lasketun mukaisesti kierron tuloksena
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saadaan vektori

ey = B o b, 0B (€)= e cosh+ (e x e3)siney + ez(el|es)(1 — cos )
= (e3cos6 + ez sinf) cos ) + ((escosd + exsinb) x e3) siny)
+ 63((63 cos 6 + eg sin 9)|63) (1 —cos)
= e3cosf cos ) + ey sinf cos ) + e sin @ sin Y
+ ez cos (1 — cos )
= e1sinysin @ + ey cos Y sin @ + ez cos 6
sin 1 sin 6

= | cosvysinf
cos

Naiin ollen saatiin sama tulos kuin edella. Katsotaan seuraavan esimerkin avulla
kuinka oikeat Eulerin kulmat valitaan.

ESIMERKKI 4.17. Halutaan kiertad vektori y = (—%, %37 1) koordinaattiakse-
lin z; suuntaiseksi, osoittamaan nimenomaan positiiviseen suuntaan. Millaiset

Eulerin kulmat tulee valita ja miké vektori saadaan tulokseksi?

Ratkaisu: Esitetdéan vektori y kahden vektorin summana

1 V3 D= 1 V3
27277 27 27
Nahd&adn, ettd vektori y, on selvisti koordinaattiakselien x; ja o madrdamassa

tasossa. Olkoon vektorin g, ja kantavektorin e; vilinen kulma vastapéivian +.
Huomataan, ettéd ||y,|| =1 ja

y= (- 0)+(0,0,1) = yp + es.

1
cosy = —(yp‘el) S

lypll el 2
joten v = %” Valitaan tdmé ensimméiseksi kiertokulmaksi, toisin sanoen va-
litaan ¢ = v = 2{ Suoritetaan ensimméinen kierto ja ratkaistaan kiertyneen
vektorin lauseke kvaternioiden avulla. Kiertoakselin méaraéa kantavektori ez ja
kiertoa kuvaa konjugointi kvaterniolla Q3(¢) = cos ¢ + 57" (es) sin 5¢. Huo-
mataan, etta

€1 €y €3
I T B DI T
yxXey=|—5 % 1—261+2€2
0 0 1
ja (yles) = 1. Néin ollen lauseen 4.10 perusteella kierron tuloksena saadaan

vektori

Y = 8000450 B (y) = ycosd + (y x e3)sind + ea(yles) (1 — cos g)

1 V3 3
:—§y+7(yxe3)+§e3
1 V3 1 3 V3 3
:Zel__zl62_§€3+Z€1+_4€2+§€3
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Kuva 4.7. Vektorin y kierto vektoriksi ¢ Eulerin kulmia kiyttien.

Kierretadn seuraavaksi vektori 1/ sellaiseksi vektoriksi, joka on x1- ja xo-akselien
méaaradmassia tasossa. Kiertoakselin méadrdd nyt kantavektori e; ja huoma-
taan, ettd vektori 3’ on xi- ja wz-akselien méiradmassa tasossa. Néin ollen
kiertokulmaksi on valittava 6 = 7 ja kiertoa kuvaa konjugointi kvaterniolla
Q1(0) = cos 30 + 7' (e1) sin 30. Suoraan laskemalla néhdééin, etté

€1 €9 €3
Y xe=|1 0 1|=e
1 0 0

ja (y'|e1) = 1. Néin ollen kierron tuloksena saadaan vektori

y' = B0dg,0 087 (Y) =y cosd+ (y x er)sind +ei(y'ler)(1 — cosh)
= (y/ X 61) + e
=es+ep =(1,1,0).

Viimeisella kierrolla saadaan vektori 3" kierrettyé x;-akselin suuntaiseksi vek-
toriksi ja osoittamaan nimenomaan positiiviseen suuntaan. Kiertoakselin méa-
rid jilleen kantavektori ez ja huomataan, etté vektorin y” ja xi-akselin vélinen
kulma on 7. Néin ollen kiertokulmaksi on valittava ¢ = 7 ja kiertoa kuvaa
konjugointi kvaterniolla Q3(v)) = cos 3¢ + 37" (e3) sin 2¢). Huomataan, etté

D
—

@
)

D
w

0 = €1 — €9

y'xe3=|1 1
0 0 1
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sekd (y”|es) = 0. Niin ollen seurauksen 4.13 perusteella kierron tuloksena
saadaan vektori

U B e} 5@3(¢) o 6_1(y//) = y// COSQ/} -+ (y// X 63) Sil’li/}

o 1 " "

= ﬁy + E@ X e3)
1 1

= ﬁ(el +ey) + E(el — €2)

= \/5617

joka selvisti on xy-akselin suuntainen ja samanpituinen kuin vektori y. Kiertoja
on hahmoteltu kuvassa 4.7.

Esimerkki 4.17 voidaan ratkaista myos pelkéstddn yhdelld kierrolla. Koska
lly]| = /2, halutaan kierron tuloksena saada vektori 3" = v/2e;. Valitaan
kiertokulmaksi v vektorien y ja y” vilinen kulma, toisin sanoen

/"
1
cosy — _ly")

Iyl 1yl 2v/2
Huomataan, ettd kulman v tarkkaa arvoa ei saada ratkaistua, vaan ainoastaan
likiarvo v ~ 1,932, mika vastaa noin 110, 7 astetta. Tamaé ei kuitenkaan ole
esteend tehtdvin ratkaisemiselle. Edelld annetulle kulmalle v = cosfl(—ﬁﬁ)

pétee sinv = %\/g Valitaan kiertoakselin méaradvéksi vektoriksi sellainen

vektori 2, jolle

3
2 = y/// Xy = \/§ 0 0 = —\/562 + £€3_
1 3 g V2

2 2
Olkoon yksikkovektori xz = E = \/g( V2e, —|— e3). Sisé- ja ristitulon

laskusdéantojen perusteella

0= (yl(y" xy)) = (ylz'),

joten (y|z) = 0. Liséksi

25 s TP V3
yxx—\/; 5 _3/5 \}g f((2f+f)el+ \/_ \/_ es).

Kierretdén vektoria y vektorin x maarddman kiertoakselin ympéri kulman v
verran vastapéivadn. Kiertoa vastaa konjugointi kvaterniolla

1
Q = cos SVt B () sin ~v
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Tarkistetaan, ettd néin valitulla kvaterniolla konjugointi antaa tuloksena oi-
kean vektorin. Seurauksen 4.13 perusteella kierretty vektori on
BodgoB Hy)=ycosv+ (y x z)sinv

= (55 + 5

\/7\/7 2f+fel+ \/\/__62—1—\/_ 3)

N E: S T VO € B L A

4f M Vo LRV, RN L
1 1

NNV

:\/Eelzy///’

joten kiertoakseli, kiertokulma ja kiertoa kuvaava kvaternio ovat oikein valitut.

3
—e9 +e3)

Esimerkissi 4.17 esitettiin yksi tapa jakaa avaruuden R? kierto Eulerin kul-
mia vastaaviin kiertoihin. Eulerin kulmat voidaan valita myds muilla tavoin
ja jatankin lukijalle viimeiseksi harjoitustehtévéksi keksia toisenlaiset Eulerin
kulmat esimerkin 4.17 ratkaisemiseksi.



LIITE A

Tama liite siséltdéd tunnetuiksi oletettujen algebrallisten késitteiden méaritel-
mid sekd todistuksissa ja esimerkeissd kaytettyja trigonometristen funktioiden
ja vektorilaskennan laskusaantoja.

1.1. Algebra

Olkoon R jokin epétyhjé joukko, jossa on méaritelty laskutoimitus +. Téll6in
(R, +) on ryhmd, jos

(i) + on assosiatiivinen, ts a + (b + ¢) = (a + b) + ¢ kaikilla a,b, ¢ € R,

(ii) joukossa R on neutraalialkio Or € R, jolle ehto a + 0g = a = Og + a pétee
kaikilla a € R ja

(iii) jokaisella a € R on vasta-alkio —a, jolle pétee ehto a + (—a) = Og.
Ryhmé (R, +) on

(iv) kommutatiivinen, jos a + b = b + a kaikilla a,b € R.

Otetaan nyt kayttoon toinen joukossa R mééritelty laskutoimitus -. Nyt (R, +, )
on (ykkosellinen) rengas, jos (R,+) on kommutatiivinen ryhmé,

(v) laskutoimitukset noudattavat osittelulakia (ovat distributiivisia), ts.
a-(b+c)=a-b+a-csekid (b+c¢)-a=b-a+c-a kaikilla a,b,c € R ja

(vi) kertolaskulla on neutraalialkio 1 = 1z € R, jolle ehto 1g-a =a =a-1g
patee kaikilla a € R.

Edelleen, jos

(vii) jokaisella a € R,a # 0 on kéanteisalkio kertolaskun suhteen, ts. kaikki
joukon R nollasta eroavat alkiot ovat yksikoita,

R on jakorengas (vino kunta).

Jakorengas on
(viii) kommutatiivinen, jos a - b = b - a kaikilla a,b € R.
Kommutatiivinen jakorengas on kunta.

1.2. Trigonometristen funktioiden laskusidintoja

Kaikille reaaliluvuille x ja y pétevit seuraavat ehdot:
cos’x +sin®z =1
sin 2x = 2sinx cos x

cos 2z = cos’x —sin’x = 2cos® x — 1.

56
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1.3. Vektorilaskentaa

Euklidinen sisdtulo on kuvaus (:|-) : R" x R" — R, joka mééritellddn asetta-

malla
(zly) : Z TiY;

kaikille z = (x1,...,2,) € R" jay = (yl,...,yn) € R™.

Olkoot z,y € R? ja olkoon x = (21,2, 23) ja y = (y1,y2,ys). Olkoon lisiksi
avaruuden R? luonnollinen kanta {ey, es, e3}. Télloin vektoreiden x ja y villinen
ristitulo on

€1 €2 €3
T xXy=|T1 Ty T3 = (Toys — T3Yo)er — (T1y3 — T3y1)es + (T1Y2 — T2y )es
Yy Y2 Y3

Olkoot z,y, z € R3. Ristitulolle ja sisdtulolle pitevit seuraavat laskusdannot:
(@ xy)lz) =0=((z xy)ly),
TXY=—Y X,
rx(y+z)=zXxy+zXz,
(re) xy=x x (ry) =r(z x y), kun r € R,
(zl(y x 2)) = (yl(z x 2)) = (2|(z x )) ja

r X (y x x) =y(z|z) — z(z]y).
1.4. Metriikka

Lineaariavaruuden X funktio d : X x X — [0, co[ on metriikka eli etdisyys, jos
(i) d(z,z) = 0 kaikilla x € X,

(ii) d(x,y) > 0 kaikilla z,y € X, z # vy ,

(iii) d(x,y) = d(y, x) kaikilla z,y € X, ja

(iv) d(z,y) < d(x,z) + d(z,y) kaikilla x,y, z € X.



Merkinta

LIITE B

Merkintoja

Selitys

Reaalilukujen joukko

Kompleksilukujen joukko: C = {(a,b) : a,b € R} = {a+ib: a,b € R}
Kvaternioiden joukko:

H = {( _Zw ;’ > L 2w ec} ={a+bi+cj+dk:abcdeR}
Kvaternion A reaaliosa: Re A =a, kun A=a+0bi+c¢j+dk € H
Kvaternion A imaginaariosa: Im A = bi + ¢j + dk,

kuin A=a+bi+c¢j+dk e H

Reaalisten kvaternioiden joukko:

Re (H)={a=al:a e R} =R

Imaginaaristen kvaternioiden joukko:

Im (H) = {bi+cj+dk:b,cdecR}

Euklidinen normi: ||a|| = /a2 + ... a2, kun a = (ay,...,q,) € R”
Kompleksiluvun z normi: |z| = va? + b%, kun z = (a,b) =a+ib € C
Kvaternion A normi: |A| = Va2 + b2 + 2 + d2,

kin A=a+bi+cj+dk e H
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