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Johdanto

Tarkastelemme aluksi hieman kuinka paljon nelio, jonka sivu on 1, tayttyy ympy-
réstd, jonka halkaisija on 1. Jo yldkoulun geometrian tiedoilla saamme neli6lle pinta-
alaksi 1 ja ympyrélle 7 - %L eli ympyréa tayttiisi noin 79% neliostd. Kun siirrymme ta-
sosta kolmiulotteisiin kappaleisiin ja piddmme kuution sivun ja ympyran halkaisijan
ykkosend, himmastyttiavisti kuutio tayttyy pallosta vain noin 52%. Matemaattisessa
mielessé kuutio ja pallo ovat olemassa korkeammissakin ulottuvuuksissa; kuutiossa on
yhtd monta ja yhté pitkda sivua kuin on akseleita ja pallo on niiden pisteiden jouk-
ko, jotka ovat korkeintaan annetun séteen etéisyydelld keskipisteestd. Voimme myos
ajatella, ettd voisimme laskea kuution tilavuuden kaavalla a™, missd n on ulottuvuus
ja a kuution sivun pituus. Miké on n-ulotteisen pallon tilavuus?

Téssa kirjoitelmassa osoitamme, etté origokeskisen R-sdteisen n-ulotteisen pallon
tilavuus on %Rn, missd ' on niin sanottu gammafunktio ja R on pallon séde.
Kayttamaélla kaavaa yksiséteiselle pallolle huomaamme, ettd pallon tilavuus todella-
kin riippuu ulottuvuudesta. Onko olemassa myos muita kappaleita, joiden tilavuus
riippuu ulottuvuudesta? Olisiko ellipsi téllainen?

Voimme laskea arvion ellipsin tilavuudelle kiyttamélla n-ulotteisia kuutioita tai
palloja. Siis tayttédisimme esimerkiksi ellipsin kuutioilla ja laskisimme kuutioiden avul-
la tilavuuden. Ongelmamme on, ettd télld tavalla saamme vain arvion, koska kuution
kérjet varmasti tulisivat osittain ellipsistd ulos tai kuutiot eivét tdysin tayttéisi el-
lipsid. Jos kayttdisimme palloja, niin myos pallon ulottuvuudesta riippuva tilavuus
asettaa omat vaatimuksensa. Ongelmamme on siis miten mitata mielivaltainen n-
ulotteinen kappale.

Téassé tyosséd tarkastelemme juuri tilavuuden eli mitan mittaamista. Ellipsin ti-
lalla voisi olla mikd tahansa avaruuden R™ joukko, jonka mitan haluaisimme tiet&a.
Kun kidytdmme Lebesguen mittaa, peitimme mitattavan joukon pienilla kuutioil-
la tai suorakulmioilla, jolloin saamme joukon mitan suorakulmioiden mittojen sum-
mana. Vastaavasti kun kidytadmme Hausdorffin mittaa, peitimme mitattavan joukon
mielivaltaisilla joukoilla, esimerkiksi palloilla, joiden halkaisijan perusteella saisimme
toisen arvion. Yhdistettynd ndméa kaksi, tutkittavamme asia on juuri kuinka suuri
eroavaisuus tulee Hausdorffin ja Lebesguen mitan vélille.

Ennen kuin tieddmme kuinka paljon Hausdorffin mitta eroaa Lebesguen mitasta,
joudumme esimerkiksi méaritteleméadn mité esimerkiksi ovat mitta, mitallinen jouk-
ko tai Hausdorffin mitta. Tarkastelemme yleistd mittateoriaa metrisessé avaruudessa
kuitenkin silmélla pitden Lebesguen ja Hausdorffin mittaa. Tamén jéalkeen tutkimme
vain avaruutta R", silld Lebesguen mitta on maéaéritelty vain avaruudessa R"™. Kir-
joitelman puolivélin jdlkeen todistamme esimerkiksi Vitalin peitelauseen ja Steinerin
symmetrisointia koskevia tuloksia. Kuitenkin aluksi méérittelemme gammafunktion
ja todistamme tasséd johdannossakin mainitun n-ulotteisen pallon tilavuuden kaavan.
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LUKU 1

Gammafunktio ja n-pallon tilavuus

1. Gammafunktion méiirittelyd ja ominaisuuksia

Gammafunkio esiintyy ajoittain fysikaalisissa ongelmissa kuten Coulombin aalto-
funktioiden palautumisessa ja laskettaessa todennékoisyyksié tilastollisessa mekanii-
kassa. Se on myos oiva tyokalu integraalien laskemisessa ja gammafunktion avulla
voimme médaritelld kertoman jokaiselle positiiviselle reaaliluvulle ja laskea esimerkiksi
(1/2)!, vaikka kertoma on yleensi médritelty vain positiivisille kokonaisluvuille.

MAARITELMA 1.1. Méérittelemme Gammafunktion I' asettamalla
I'(x):= / e "l dt, x> 1.
0

HuomAvuTUus 1.2.

e Gammafunktio on hyvin méiritelty, koska integraali suppenee, koska e’ kas-
vaa riittdvin paljon nopeammin kuin ¢ 1.
e Voimme mééritelld gammafunktion kuten Arfken [2]:
1-2-3...n

U(w) = nh—>nolo rx+1)(x+2)...(x+ n)nx

ESIMERKKI 1.3. Laskemme integraalin fooo 2¢~"" dz gammafunktion avulla. Sijoi-

tamme t = 22 ja dx = %t_% dt, jolloin saamme

o o0 1 1 o0 1 > 1
/ 2¢"" dx :/ 2e =177 di :/ e 7 dt :/ e"'t27h dt =T(1/2).
0 0 2 0 0

Emme kuitenkaan vield osaa laskea gammafunktion arvoa I'(1/2), koska integraalin
I e~'t2~! dt laskeminen on erittiin vaikeaa.

LAUSE 1.4. Gammafunktiolle pitee: I' (x + 1) = «I" (z).

ToDISTUS. Sijoitamme v = t*, du = xt* ! dx, v = —e~ ' ja dv = et dt osittai-
sintegroinnin kaavaan [ dv =wuv — [v du, jolloin saamme

[(zx+1) :/ e 't dt
0

m

= lim / —e %"+ / xe T dt
m—o0 0
0
=0+l (z).
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HuomAuTUs 1.5. Jos olisimme kédyttdneet Huomautuksen 1.2. gammafunktion
vaihtoehtoista madrittelyé, olisimme saaneet

1-2-3...n
I'(x+1)= lim n"t!
( ) nsoo (x+1)(z+2)...(r+n+1)
. nw 1-2-3...n v
= lim : n®.
nsoor+n+1 zx+1)(z+2)-...(x+n)

=zl ().

Voisimme todistaa seuraavan lauseen myos Huomautuksen 1.2 méarittelyn kautta,
mutta saamme todistuksen helpommin kayttamalla Maéritelmas 1.1.

LAUSE 1.6. Jokaiselle luonnolliselle luvulle n € N pdtee T' (n + 1) = n!.

Tobistus. Todistamme véitteen induktiolla. Kun n = 0, niin

'O0+1) :/ e tdt
0

= lim / —e !
m—o0
0
= —0—(-1)=1=0L.
Oletetamme, ettd yhtalo on totta arvollan € Nelil'(n) =T'((n —1) +1) = (n — 1)L
Todistamme, ettéd yhtélé on totta arvolla n + 1:
F'(n+1)=n T'(n)
——
ind. oletus
=n(n—1).
=n!

O

Seuraavaksi méaarittelemme kertoman positiivisille reaaliluvuille tavalla, joka ei ole
ristiriidassa edellisten tulosten kanssa.

MAARITELMA 1.7. Olkoon z € R. Maarittelemme
x!:=T(x + 1) kaikilla z > 0.

2. n-pallon tilavuus

Edellisessé osiossa tarkastelimme gammafunktiota, jota tarvitsemme n-ulotteisen
pallon tilavuuden laskemiseen. n-ulotteiselle pallolle on olemassa ulottuvuudesta riip-
puva tilavuuden kaava, jonka todistamme téssé osiossa. Aluksi kuitenkin todistamme
lauseen, joka on avuksi kaavan kdytossd, kun tarkastelemme parittomia ulottuvuuk-
sia.

LAUSE 1.8. T'(1/2) = /7.

ToDISTUS. Sijoitamme ¢t = s2, dt = 2s ds gammafunktion méiritelméin.

I'(1/2) :/ etV at :/ e 5125 ds :/ e ds.
0 0 —00
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Téamén jélkeen kerromme luvun I' (1/2) itselldén ja kdytdmme pallokoordinaatteja:

I'(1/2)T(1/2) = / e ds/ e du
:/ / e e du ds
:/ —(s*+u?) du ds
27 )
/ / e " rdrdo
6=0 Jr=0

1
= lim 27?/(—56_T2) = .

m—»00
0

Siispé (I'(1/2))? = 7, mistd saamme I'(1/2) = ++/7. Negatiivinen etumerkki ei kiy,
koska gammafunktio saa vain positiivisia arvoja méérittelynsa vuoksi. 0

88
8

8 88
8 88

ESIMERKKI 1.9. Edellisen tuloksen, Méa&ritelméan 1.7 ja Lauseen 1.4 avulla voimme
laskea kertoman luvuille 5, missé n € N. Esimerkiksi

(1/2) =T (% + 1) =T (%) VT

Seuraavaksi tarkastelemme n-ulotteisen pallon tilavuutta. Tilavuuden kasitteen
samaistamme Riemannin integraaliksi eli esimerkiksi R-séteisen pallon tilanteessa ti-

lavuus on
/ 1 dz.
B(0,R)

LAUSE 1.10. Olkoon B(0, R) € R". Tdlldin
BO.R) = - R
1.1 0 = —R".
(1) volBO0.R) = Lo
TobpisTus. Kun n = 1, niin talléin

Tl/2

(1/2)!
Origokeskinen R-séteinen pallo on jana (—R, R) lukusuoralla, koska pallo on niiden
pisteiden joukko, jotka ovat siteen péadssd keskipisteestd. Siten kaava toimii, kun
n=1.

Kun n = 2, niin pallon tilavuus on tasossa olevan ympyréan pinta-ala:

volB(0, R) = R' =2R.

12/2

(2/2)!

Todistamme yhtélon 1.1. induktiolla. Perusaskeleen olemme jo todenneet paikkan-
sapitaviksi. Oletamme, ettd yhtélo on tosi arvolla n —2 ja todistamme, ettd yhtalo on
totta arvolla n. Tarkastelemme parillisia arvoja n, jotta voimme kéyttéaa pallokoordi-
naatteja.

R? = 7 R%.

vol B(0, R) =
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Origokeskisen, R-séteisen n-ulotteisen pallon yhtilo on 2 +z2+23+- - -+ 22 < R?
ja 2-ulotteisen pallon yht&ls on 72 = x3 + 23 < R%. Tarkastelemme s-séteisen (n — 2)-
ulotteista pallopintaa, jolle pétee

s=ai+ai+-+al=R—r"

Induktio-oletuksen mukaan (n — 2)-ulotteisen ja s-séteistd pallon tilavuus on

(n-2)/2
vol B(0, s) = ms

r(n=2)/2 L 2
= =22 (72 =r)%)
a2 2 N2 -1
G RN
Siispé
rAT 2 31
vol B(0, R) = /32(03)W (R* = lloy, 22l")*  d (21, 22)
S (n/2)-1 o /R -
= R> =727 r dr df
i L Ly )
r(n/2)-1 B 1 9 n
= —— . 2 e — 2 _ 2 2
(n/2) — 1) ”0/ 3 =)
(n/2)-1 Rn
f— . 7T .
((n/2) —1)! (n/2)
n/2
T Rn
(n/2)!
O
SEURAUS 1.11. Madaritelman 1.7 mukaan
7Tn/2 71_n/2
(B = "= "
vol B(0, R) DI F(§+1)R

ESIMERKKI 1.12. Kéytdmme Lausetta 1.4 ja Seurausta 1.11, jolloin saamme yk-
sikkopallon tilavuuden, kun n = 5:

5/2

B S R

Laskimme jo Esimerkissad 1.9 arvon I' (%) =T (% +1

871'5/2

volB(0,1) = ——= =5,26378 - - - &~ 5, 26.
15/

Kuvassa 1.1 on yksikkdpallon tilavuuksia ja miten tilavuus muuttuu ulottuvuuden
myd6ta. Erikoista on se, ettd yksikkdpallon tilavuus on suurin mahdollinen, kun n = 5.

Todella erikoinen asia on myos se, etté tilavuus lahestyy nollaa kun ulottuvuus kasvaa.
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5,26 517

2 4 6 8 10 12 14 16 18

Kuva 1.1. Origo-keskisen yksikkopallon tilavuuden muuttuminen
ulottuvuuden kasvaessa. Pystyakselilla on yksikkopallon tilavuus ja
vaaka-akselilla ulottuvuus.



LUKU 2

Abstraktia mitta- ja integraaliteoriaa

Tassa luvussa médrittelemme mika on ulkomitta ja tarkastalemme ulkomitan omi-
naisuuksia. Luvun lopussa kiymme ldvitse mitalliset ja puolijatkuvat funktiot ja ker-
taamme Fatoun lemman ja Fubinin lauseen. Téssa luvussa méarittelemme myos Le-
besguen ja Hausdorffin mitat. Ndiden mittojen suurin ero on se, ettd Lebesguen mitas-
sa peitdmme mitattavan joukon n-ulotteisilla "suorakulmioilla”, kun taas Hausdorf-
fin mitassa esimerkiksi palloilla. Todistamme my6s Lebesguen ja Hausdorffin mitat
Borel-mitoiksi ja tasaisesti jakautuneiksi. Lebesguen ja Hausdorffin mittojen suhteen
tarkastelu vaatii, ettd mitat ovat Borel-mittoja ja tasaisesti jakautuneita.

1. Metrinen avaruus

MAARITELMA 2.1. Oletamme, ettd on olemassa funktio d: X x X — [0, oo siten,
ettd kaikille x,y, z € X pétee seuraavat kohdat:

i) d(z,y) = 0

ii) d(z,y) = 0 jos ja vain jos z =y

i) d(x,y) = d(y, x) (symmetrisyys)

iv) d(z, 2) < d(z,y) + d(y, z) (kolmioepéyht&ls).

Té&ll6in kutsumme funktiota d metriseksi funktioksi (tai etaisyysfunktioksi) joukossa
X ja paria (X,d) metriseksi avaruudeksi. Kdytdmme metriselle avaruudelle myos
merkintdd X, jos emme tarkastele metristd funktiota.

MAARITELMA 2.2. Metrinen avaruus X on separoituva, jos avaruudella on nume-
roituva joukko A C X, jolle

A=X.

ESIMERKKI 2.3. Erityisesti Euklidinen avaruus R"™ on metrinen avaruus, jossa
etédisyysfunktio on

n 1/2
d(z,y) = |z —yll = (Z(w - y¢)2> :

i=1
Avaruus R" on myos separoituva silli, jos Q" = Q x Q x Q x - - - x Q, niin Q" = R™.

MAARITELMA 2.4. Mééarittelemme joukkojen A C X ja B C X vélisen etdisyyden
seuraavasti:

d(A,B) = inf{d(x,y) | € Ajay € B}.

7
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2. Ulkomitta
MAARITELMA 2.5. Olkoon X joukko. Télloin joukon X osajoukkojen kokoelmaa
P(X)={A]AcC X},
kutsumme joukon X potenssijoukoksi.

MAARITELMA 2.6. Olkoon X epéityhji joukko. Joukkofunktio p: P(X) — [0, <]
on ulkomitta joukossa X, jos seuraavat ehdot tayttyvét:

i) p@) =0
ii) u(A) < pu(B) aina, kun A C B C X (monotonisuus),
iii) jos Ay, A, -+ C X, niin

u( AJ) < Z,u(Aj) (subadditiivisuus).
j=1 j=1

MAARITELMA 2.7. Ulkomitta p metrisessé avaruudessa X on metrinen ulkomitta
jos
u(AU B) = pu(A) + p(B) aina, kun d(A, B) > 0.

3. Joukkojen mitallisuus ja Borelin joukot

Jirkevd ominaisuus joukkojen mittaamiseen olisi additiivisuus. Olemme mééri-
telleet metrisen ulkomitan, mutta emme tiedd mité pitda ulkomitalta p vaatia, etté
additiivisuus péatisi. Saamme selville, ettd pienet vaatimukset ulkomitalle riittavat
additiivisuuteen.

MAARITELMA 2.8. Joukko A C X on p-mitallinen tai lyhyemmin maitallinen, jos
p(E)=p(ENA)+pu(E\A) kaikilla £ C X.
Kéaytadmme mitallisille joukoille merkintaa:
M :={A C X | Aon p-mitallinen}.
HuomAuTUs 2.9. Mitan subadditiivisuuden nojalla
p(E) <u(ENA)+ u(E\ A) kaikilla F C X.
Siispé joukko A on mitallinen, jos ja vain jos
w(E)>p(ENA)+pu(E\ A) kaikilla £ C X.

LAUSE 2.10. Mitalliset joukot muodostavat o-algebran eli

(1) D e M ja X € M,
(2) jos A € M, niin joukon A komplementti A= X\ A€ M ja
(3) jos Ay, Ag, - € M, niin | J;=, Ai € M.

TobIsTus.
(1) Olkoon A = (). T&ll6in
p(E)=p(ENA)+u(E\A) kaikilla F C X.
eli ) € M. Voimme osoittaa vastaavasti, etti X € M.
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(2) Olkoon joukko E mielivaltainen ja joukko A € M. Kédytdmme Maaritelmaa 2.8
kahdesti ja saamme suoraan, ettéi

w(E) = p(ENA)+p(E\ A)
= 1 (E 0 (A)) + p(E N AY)
= pu(E\ A + p(EN A%
eli A°e M.

(3) Olkoon A, Ay, --- € M ja olkoon joukko E € X mielivaltainen. Kaytdmme
mitallisuuden méaéritelméaé ja saamme

w(E)=p(ENA)+ u(E\ A)
=u(EN A+ p((E\ A) N Az) + p (B (AU Ag))

Téaten

=S ((1U) 1) (5100

=1

Edellinen epéyhtilo patee kaikilla £ € N. Kdytdmme mitan subadditiivisuutta, jolloin

zi“<<E\]UAi> mAj> +M<E\GAJ->

i=1
> (EmUAj> +u (E\UAj> :
j=1 j=1
Huomautuksen 2.9 mukaan (J;2, A; on mitallinen. O
ESIMERKKI 2.11.
(1) {0, X} on pienin o-algebra joukossa X.
(2) Borelin joukkoperhe joukossa X on pienin o -algebra, joka sisiltdd avaruuden

X suljetut joukot. Emme kuitenkaan vield tiedd muita mitallisia joukkoja
kuin () ja X.

LAUSE 2.12. Olkoot joukot Ay, Ag, As--- € M siten, ettdi Ay D Ay D As... ja

p(Ay) < oco. Tdlloin
(ﬂA) = lim pu(A;).

TobisTus. Friedman [3] s.5, Evans ja Gariepy [5] s.2. O



3. JOUKKOJEN MITALLISUUS JA BORELIN JOUKOT 10

LEMMA 2.13. Olkoot joukot A C X ja B C X siten, ettd A C B ja B on avoin.
Olkoon 1 metrinen ulkomitta, jolle (A) < oo jan € N. Jos

Ay={reAldw B) > %}

nun talloin

lim j1(A,) = p(A).

n—oo

Tobistus. Koska A,, C A,41 ja ulkomitta x4 on monotoninen, niin jono {u(A,)}
on kasvava. Myos u(A,) < u(A) eli viitteen osoittamiseksi osoitamme, etté

p(A) < lim pi(Azp).

Olkoon y € A, jolloin y € B. Koska joukko B on avoin, niin selvisti d(y, B®) > e,
missd € > 0. Tamaé osoittaa, ettd

[e.e]
Ac | A
n=1
Oletimme, ettd A, C A, josta saamme yhtédsuuruuden

A= G A,
n=1

Olkoon G, = A,11 \ 4,, kun n > 1. Mille tahansa luonnolliselle luvulle n pétee

U G, U Gok U Gakt1
k=n k=n

k=2n

A:AQnU :AQnU U

Téten,

p(A) < p(Agn) + > p(Gor) + > 1 Gagpr).
k=n k=n

Antamalla n — oo olemme todistaneet véitteen, jos edellisen epédyhtélon sarjat sup-
penevat kohti nollaa.

Osoitamme sarjan Y, ; #(Gax) suppenevuuden, jolloin osasumma Y- 11(Gay)
my6s suppenee ja y o u(Go) — 0, kun n — co. Jos © € Gap, y € Goppo, kun p < k,
niin joukkojen A, méérittelystd saamme

1
d C
(@, BY) > 2p+ 1
ja
1
d C
(v, B) < 5573
Niinpé
1 1

0.

d (G2p7 Gokt2)

Maaritelméan 2.7 avulla saamme

iM(G%) =p (U G2k> :

> . >
—2k+1 2k+2
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Madérittelimme joukot G, siten, etté UZ;; G, C Ag,. Siispé

n—1

D 1 (Gor) < i (Agy) < p(A).

k=1
Antamalla n — oo, saamme

S 1 (Gar) < pr(4).

Koska oletimme, ettd p(A) < oo, olemme osoittaneet, ettd sarja y .- p(Gay)
suppenee ja » o~ (1(Gay) — 0, kunn — co. Voimme tehdd saman tapaisen osoituksen

sarjalle "7 (1(Gagy1).
0

LAUSE 2.14. Jos p on metrinen ulkomitta, niin silloin jokainen suljettu joukko on
matallinen.

TobisTus. Olkoon joukko F' C X suljettu ja joukko A siten, ettd pu(A) < oo.
Télloin F° on avoin ja (A \ F)) C F°. Méédrittelemme joukot £, siten, ettd

E, = {xe (A\ F) | d(z, F) > %}

Siispd d(E,, F') > %, jolloin kaytdmme metrisen ulkomitan maéritelmééa 2.7 seuraa-
vasti:

w(A) = p(ANF)UE,) = n(ANF) + u(Ey).
Lemman 2.13 mukaan lim,, . u(E,) = u(A\ F). Siispd antamalla n — co saamme
((A) 2 p(AUF) + n(A\ F).
Jos p(A) = oo, niin edellinen epayhtilo on triviaali. Koska joukko A on mielivaltainen,

niin Huomautuksen 2.9 mukaan suljettu joukko F' on mitallinen. U

SEURAUS 2.15. Jos p on metrinen ulkomitta, niin jokainen Borelin joukko on
matallinen.

TobisTus. Jokainen avoin joukko E on muotoa £ = X \ F, missd F' on suljettu.
Koska kokoelma M muodostaa ¢ -algebran, niin £ € M. O
MAARITELMA 2.16. Olkoon p ulkomitta joukossa X. Ulkomitta p on

(1) Borel-mitta, jos kaikki Borelin joukot ovat p-mitallisia.

(2) Borel-sidnndllinen, jos ulkomitta p on Borel-mitta ja jos kaikilla A C X on
olemassa Borelin joukko B C X siten, ettd A C B ja u(A) = u(B).

(3) tasaisesti jakautunut, jos mitta pu on Borel-sddnnollinen ja

0 < u(B(z,r)) = pn(B(y,r)) < oo kaikilla z,y € X,0 < r < 0.

MAARITELMA 2.17. Olkoon p ulkomitta joukossa X. Madrittelemme rajoittuma-
mitan u|4 mitalliselle joukolle A C X siten, etta

wla(B) = p(AN B), kaikilla B C X.

HuoMAUTUS. Selvésti myos rajoittumamitta u|4 on ulkomitta.
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LAUSE 2.18.

(1) Jokainen p-mitallinen joukko on myds p|a-mitallinen.
(2) Jos mitta u on Borel-sidnnollinen ja joukko A on p-mitallinen siten, ettd
p(A) < oo, niin rajoittumamitta |4 on Borel-sddnndllinen.

TobisTus. (1) Olkoon joukko B C X p-mitallinen ja olkoon joukko E C X
mielivaltaisia. Koska joukko B on p mitallinen, niin kaikilla (£ N A) C X pétee

W(ENA) = u(ENA)NB) + (BN A)\ B).
Muokkaamme hieman mitattavia joukkoja ja saamme
p(ENA)=p((ENB)NA)+pu(E\B)NA).
Kéaytdmme ylla olevaan yhtéloén molemmille puolille M&aritelméa 2.17, jolloin
ula(B) = ula (BN B) + pla(B\B),
kaikilla £ C X. Siispé joukko B on p|4-mitallinen.

(2) Koska oletimme, ettd mitta g on Borel-sddnnéllinen, niin Madritelmén 2.16
mukaan on olemassa Borelin joukko B C X siten, ettd A C B ja u(A) = u(B) <
oo. Tallsin pu(B\ A) = 0, silld joukko A on p-mitallinen. Olkoon joukko C' C X
mielivaltainen. Mitan y Borel-sdannéllisyydestéd saamme valittua joukon D siten, etté
joukko D on Borelin joukko, BN C C D ja u(BNC) = p(D). Tallsin C € D U
(X\B)=F ja

pla(E) = (AN E) < p(BNE) =p(BND) < p(D).
Madrittelimme, ettd u(B N C) = u(D), siispa
ula(E) < (BN C) = p(ANC) = pla(C).

Madrittelimme myos joukon F siten, ettd C' C E eli p|a(E) = ula(C). Viite on
siis osoitettu, koska joukko E on Borelin joukkojen yhdisteend ja erotuksena Borelin
joukko. U

4. Lebesguen mitta

Téassé kappaleessa méérittelemme Lebesguen mitan. Todistamme esimerkiksi Le-
besguen mitan olevan metrinen ulkomitta, jolloin kaikki Borelin joukot ovat Lebesgue
-mitallisia.

MAARITELMA 2.19. Kutsumme joukkoa I C R™ n-vdliksi, jos joukko I on muotoa
I=1 xI,x---x1I,,
missd [; = |aj,b;[ C R, b; > a; kaikilla j = 1,2,3,...n. Vilin I; péaétepisteiksi
hyvaksymme my6s +oo.
Madrittelemme n-vilille geometrisen mitan (1) seuraavasti:
l(]) = (bl — a1>(b2 — (12) e (bn — an).
Asetamme myos

1(0) = 0.
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MAARITELMA 2.20. Olkoot A C R™ ja kokoelma K avaruuden R"™ kaikkien n-
vélien ja tyhjén joukon muodostama kokoelma. Lukua £ (A) kutsumme joukon A
Lebesquen ulkomitaksi tai Lebesquen mitaksi, minkd saamme seuraavasti:

=inf{) I(Iy) | Iy e kK, Ac | L}
k=1 k=1

ESIMERKKI 2.21. Tarkistamme Maéaritelmén 2.6 ulkomitan ominaisuudet Lebes-
guen ulkomitalle.

i) Koska () = 0, niin £ () =

ii) Monotonisuus seuraa geometrisen mitan ja infimumin ominaisuuksista.

iii) Olkoot Ay, Ay, -+ C R™. Jos 3°72 | L(A;) = oo, niin tapaus on triviaali. Ole-
tamme, ettd L(A;) < oo kaikilla j. Olkoon € > 0. Valitaan avoimet n -vélit I} ; € K

siten, etta
Ay c | Iy
k=1
ja
D 1(Iky) < L(A;) + 27
k=1
Talloin

o
UseUUm- U i
j=1k=1 k=1
mikéd on numeroituva yhdlste. Téten

Kun € — 0 niin kohta iii) on tarkistettu.
LAUSE 2.22. Jokainen vili I C R™ on Lebesgue-mitallinen ja L(I) = 1(1).

TobisTus. Tama tulos on selvd jo intuition perusteella. Voimme katsoa tarkan
todistuksen esimerkiksi liahteestd Purmonen [4] s.24. Viite seuraa my0s seuraavan
lauseen kohdasta (1), koska jokainen véli I on Borelin joukko. t

LAUSE 2.23. Mddritelmdn 2.16. ominaisuudet pdtevit Lebesquen mitalle eli Le-
besguen mitta on
(1) Borel-mitta,
(2) Borel-sidnndllinen ja
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(3) tasaisesti jakautunut.

ToDISTUS. (1) Seurauksen 2.15 mukaan kaikki Borelin joukot ovat metriselle ul-
komitalle mitallisia. Todistamme siis, ettd Lebesguen mitta on metrinen mitta. Mi-
tan subadditiivisuuden vuoksi riittaé osoittaa, ettd L(AU B) > L(A) + L(B) kaikilla
A, B C R", joille d(A, B) > 0.

Olkoot ¢ > 0, A C R*, B C R" ja d(A,B) > 0. Olkoon [, € K siten, etté
AUB C U2 I jad(Iy) < d(A B) Siis valitsemme vilit I, siten, etteivit ne leikkaa
joukkoa A, seké joukkoa B. Myos vahtsemme vélit [, siten, ettd arvio

L(AUB) > 3 I(I) — €

péatee. Niinpé

LIAUB)> > IL)+ Y UIx)—e

TeNAZ£D IxNB#0
>inf Y U(L) +inf Y U(L) —€
TeNAZ£D IxNB#0
= L(A)+ L(B) —
Kun € — 0, niin olemme todistaneet vaitteen.
(2) Kaikilla n € N on olemassa n-vilit [, € K siten, etti

Zuk )< L(A +— ja AcC Ulk

k=1

Olkoon O, = |, I), missd n-vilit on valittu niin, ettd ylld oleva epayhtélo pétee.
Joukko O,, C A on avointen joukkojen yhdisteenéd avoin. Kayttamélld Lausetta 2.22

£(02) <3 £(1) = S Ul < £(4) + =

Olkoon B =, O,. Koska B C O,, kaikilla n € N, niin Lebesguen mitan mono-
tonisuuden kautta saamme

L(A) < £(B) < £(0,) < £(4) + Kaikillan € N

Téten 16ydetylle Borelin joukolle B pétee L(A) = L(B) eli Lebesguen mitta on Borel-
sdannollinen.
(3) Olkoot A C R™ mitallinen ja xy € R™. Méérittelemme joukon siirron seuraa-
vasti:
A4+zg={z+xzy : z €A}
Osoitamme, ettd L£(A) = L(A+ xp). Peitdmme joukon A avoimilla n-véleilla .
Talloin joukon A + xg peittétmiseksi kelpaa n- valit I + ¢ ja

k=1

Talloin



5. HAUSDORFFIN MITTA 15

Olkoon B (z,r) C R", B(y,r) C R" ja 0 < r < oo. Pallot ovat suljettuina
joukkoina Lebesgue-mitallisia ja valitsemalla A = B (x,r) ja A+ xy = B (y, ), jossa
To = Yy — T, niin saamme vaitteen. U

5. Hausdorffin mitta

Seuraavaksi méadrittelemme Hausdorffin mitan, joka on hyvin samankaltainen kuin
Lebesguen mitta. Hausdorffin mitta on myo6s metrinen ulkomitta eli kaikki Borelin
joukot ovat Hausdorff-mitallisia.

MAARITELMA 2.24. Olkoon X separoituva avaruus, A C X ja 0 < s < oo.
Madérittelemme s-ulotteinen Hausdorffin mitan seuraavasti:

H(A) = (lsi_r}(l) H3(A), missd

Hi(A) = inf{ EOO d(E;)° | A C GE“ d(E;) < 5}.
i=1 =1
HuomMmAuTUS.

e Sovimme, ettd kaikilla 0 < s < oo ja kaikilla 2 € X pitee d(0)° = 0 ja
d({z})° = 0° = 1.

e Oletus, ettd avaruus X on separoituva varmistaa, ettd on olemassa peitteet
E; siten, etta d(E;) < 0.

e Raja-arvo H*(A) = lims_,o H3(A) on selvisti olemassa, silla

Hi < H? aina, kun 0 < € < 0 < oc.

e Kun s = 0, niin Hausdorffin mitta H° antaa joukon A pisteiden lukumii-
rian. Esimerkiksi, jos joukko A koostuu numeroituvasta méarista pisteité ja
joukolla A ei ole kasautumispisteiti, niin peitdmme jokaisen pisteen x; € A
joukoilla E; siten, ettd E; N E; = () kaikilla 4,57 € N. Téllsin d(E;)° = 1
kaikilla 7+ € N, kun i # j. Télloin 3;d(F;)° antaa pisteiden lukumé&érin.

Vastaavasti, kun s = 1 ja mitattava joukko on &érellisen pitkd kayra
avaruudessa R", mitta H! antaa kiiyrin pituuden, koska d(E;)! = d(E;) (ks.
Kuva 2.1).

Kuva 2.1. Ké&yra on peitetty joukoilla E;, jotka valitsimme tédssa ku-
vassa palloiksi. Infimumin ottaminen ympyroiden halkaisijoiden sum-
masta antaa kayrian pituuden, kun 6 — 0.
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ESIMERKKI 2.25. Hausdorffin mitta on ulkomitta méaéritelmén 2.6. mukaan.

i) Koska d(0)* = 0, niin H(0) = 0 ja samoin H*()) = 0.

ii) Seuraa suoraan mitan #; ja infimumin ominaisuuksista.

iii) Olkoon A C |J°, A;, 4; C X kaikilla ¢ € N ja olkoon 6 > 0. Oletamme,
ettd H3(A;) < oo kaikilla 7 € N. Valitsemme jokaiselle A; peitteen {E?} siten, etté
d(E}) < 6 kaikilla j € N ja

id < HI(A) +e- 270

j=1

Téallsin (J;;_, E} on myds yhdisteen [J;2, A; peite. Téten

4) < Z d(E;)*

Siispd Hj on subadditiivinen. Antamalla ¢ — 0, niin H* on myos subadditiivinen.

LAUSE 2.26. Madritelmdn 2.16. ominaisuudet pdtevit Hausdorffin mitalle eli Haus-
dorffin mitta on
(1) Borel-mitta,
(2) Borel-sadnndllinen ja
(3) tasaisesti jakautunut.

TobisTus. (1) Todistamme, ettd Hausdorffin mitta on metrinen mitta, jolloin
Seurauksen 2.15. mukaan kaikki Borel-joukot ovat Hausdorff mitallisia.

Olkoon joukot A, B C X, joille d(A,B) > 0ja0 < d < AB kaikilla 7 € N.
Valitsemme joukot E; C X siten, ettd d(E;) < ¢ ja AUB C U, E Nyt joukot E;
ovat valittu niin, etteivéit ne leikkaa kumpaakin joukkoa A ja B. Siispa

Hi(AU B) >Zd

Z dEy+ >, dE
ANE;#0 BNE;#0
> H5(A) +H;5(B)

Mitan Hj subadditiivisuuden ja rajank@ynnin 6 — 0 myo6td saamme yhtdsuuruuden
H* (AU B) = H*(A) + H*(B).

(2) Todistamme siis, ettéd jokaiselle joukolle A C X on olemassa Borelin joukko
B siten, ettd H*(A) = H*(B). Olkoon A C X. Jos H(A) = oo, niin voimme valita
B = X. Koska d(E;) = d(E;), niin

1nf{z ¥ lAC UEZ,d ) < 0, E; on Suljettu}.

i=1 =1
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Voimme myés valita joukolle A suljetun peitteen { EF} siten, ettd d(EF) < 1/k, k € N
ja
1

S d(EE) < Hip(4) + 4.
Siis A C U;2, EF kaikilla k EZ:I\? Olkoon B = (2, Ui, EF, joka on Borelin joukko.
Myos A C B. Nyt )
n(B) < D () < Hp(A) +
Rajankédynnilld k& — oo saamme 71-[51(3) < H*(A). Liséksi H*(B) > H*(A), koska
A C(?ﬁj‘odistus on hyvin samanlainen kuin Lebesguen mitalle lauseessa 2.23. O

6. Mitalliset funktiot
MAARITELMA 2.27. Joukko R = R U {—00, 00} on laajennettu reaalilukujoukko.
Téssd —o0, 00 ¢ R. Ominaisuuksia:

e Miidrittelemme jarjestyksen seuraavasti:
—o0 < a < oo kaikilla a € R.

e Algebralliset laskutoimitukset méérittelemme vastaavasti kuin joukossa R,
mutta laskutoimituksia
00 — 00,00 + (—00), —00 + 00
ja
oo . 0
— a f—
+o00 ) 0
ei ole méaritelty.
MAARITELMA 2.28. Olkoon joukko A € M. Funktio f: A — R on u-mitallinen
tai lyhyemmin mitallinen, jos jokaisella a € R alkukuva
fa, o) ={z € X : f(z)>a}
on p-mitallinen. Funktio f on Borel-funktio, jos joukko A on Borelin joukko ja joukot

{r € A: f(x) < ¢} ovat Borelin joukkoja kaikilla ¢ € R.

LAUSE 2.29. Olkoon p Borel-mitta ja joukko A C X p -mitallinen. Tdlloin jatkuva
funktio f: A — R on p-mitallinen.

TopIsTus. Jatkuvalle funktiolle f avoimen joukon B C A alkukuva f~!(B) on
avoin ja muotoa

f(B) = ANU,

jollekin avoimelle joukolle U C X eli funktio f on mitallinen. O
LAUSE 2.30. Jos {f,} on jono p-mitallisia funktioita, niin silloin

sup fn, inf f,, liminf f,, ja limsup f,
neN neN n—o0o Nn—so0

ovat p-mitallisia.
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TobisTus. Friedman [3] s.33, Purmonen [4] s. 40, Lawrence ja Gariepy [5] s.11,
Federer [7] s.84. O

MAARITELMA 2.31. Funktio f: A — R on ylhddltd puolijatkuva, jos
limsup f(y) < f(x) kaikillaxz € A

Yy—x
ja vastaavasti alhaalta puolijatkuva, jos

liminf f(y) > f(x) kaikilla xz € A.
Yy—T

Méaritelméstéa seuraa suoraan, ettd ylhéalta ja alhaalta puolijatkuva funktio on jat-
kuva.

LAUSE 2.32. Olkoon f: X — R. Funktio f on ylhddltd puolijatkuva jos ja vain

jos on olemassa vihenevd jono jatkuvia funktioita, jotka suppenee pisteittdin kohti
funktiota f.

Tobistus. Gordon [10] s.85. O

LAUSE 2.33. Olkoon p Borel-mitta. Talloin ylhdadltd puolijatkuvat funktiot ovat
matallisia.

TobisTus. Lauseen 2.32 mukaan 16yddmme véhenevén jonon f,, jatkuvia funk-
tioita, jotka suppenevat kohti ylhaélta puolijatkuvaa funktiota f kaikilla n € N. Koska
funktiot f,, ovat jatkuvia, niin Lauseen 2.29 mukaan ne ovat mitallisia. Kayttamaélla
Lausetta 2.32 saamme

inf f, =f
neN
eli ylhailta puolijatkuva funktio f on mitallinen. O

MAARITELMA 2.34. Olkoon funktio ¢: X — R, jolle pitee o(X) = {a1, a2, as, ..., ax}.
Talloin funktiota ¢ kutsutaan yksinkertaiseksi. Asetamme

Ai={xeX : p(x)=qa}, 1=1,2,3,...k,

misséd joukot A; ovat pistevieraita ja

Talloin funktion ¢ normaaliesitys on

k
90 = Z a”iXAm
=1

missé y 4, on mitallisen joukon A; karakteristinen funktio.
MAARITELMA 2.35. Olkoon ¢ yksinkertainen funktio, jolla on normaaliesitys ¢ =
Zle a; X 4,- Funktion ¢ integraali yli joukon A € M mitan p suhteen on

k
I(p, A) = Zai,u(A,» NA) €]0,00].

i=1
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MAARITELMA 2.36. Mitallisen funktion f: A — [0, 00] integraali yli joukon A
(mitan p suhteen) on

/ fdu= / f(z) du(x) = sup{l(p, A) : ¢ on yksinkertainen, 0 < ¢ < f joukossa A}.
A A

LEMMA 2.37 (Fatou). Olkoon f,: X — [0,00] jono p-mitallisia funktioita siten,
etta f = liminf, o f,. Tdlloin

fdu < liminf/ fn dp.
X n—oo X

TobisTus. Purmonen [4] s.53, Evans ja Gariepy [5] s.19. O

MAARITELMA 2.38. Olkoon p mitta avaruudessa X. Kutsumme mittaa p lokaa-
listi ddrelliseksi, jos kaikilla x € X on olemassa r > 0 siten, ettd u (B (z,r)) < oo.

MAARITELMA 2.39. Olkoon joukot A; C X p-mitallisia ja joukot B; C Y pu-
mitallisia kaikilla ¢« € N. Méaarittelemme tulomitan p X v siten, etta

(kxv)(C) = iﬂfZM(Ai)V(Bz‘)7

kaikilla ~

i=1
HuomAUTUS. Selvésti tulomitta @ x v on Borel-mitta tai tasaisesti jakautuneita
jos molemmilla mitoilla ¢ ja v on sama ominaisuus.

LAUSE 2.40 (Fubini). Oletamme, etti X ja'Y ovat separoituvia metrisid avaruuk-
sia ja o on lokaalisti ddrellinen Borel-mitta avaruudessa X ja v vastaavasti avaruu-
dessa Y. Jos funktio f on ei-negatiivinen Borel-funktio tuloavaruudessa X XY, niin

silloin /Y/Xf(x’y)d'ux dyy_/x/yf(a:,y)dvy dpz.

Yy v—>/ f(z,y) dux on v-mitallinen.
X

Erityisesti, kun f on Borelin joukon A C X XY karakteristinen funktio, niin

Myos kuvaus

(nxv)(A) = /Yu({l" | (z,y) € A}) dvy Z/XV({?J | (z,y) € A}) dpa.

Tobistus. Friedman [3] s.84, Evans ja Gariepy [5] .22, Federer [7] s.115. O



LUKU 3

Kahden mitan vertailua

1. Borel-siddnnoéllisten ja tasaisesti jakautuneiden mittojen suhde

LEMMA 3.1. Olkoon p Borel-mitta avaruudessa X ja pu(X) < oo. Olkoon A kokoel-
ma, kaikista avaruuden X osajoukoista A, joille kaikilla € > 0 on olemassa suljettu
joukko C' ja avoin joukko V siten, ettc C C A CV ja

p(V\C) <e
Tailloin kokoelma A muodostaa o-algebran avaruudessa X .

TODISTUS.

(1) Valitsemme suljetuksi joukoksi C' = ) ja avoimeksi joukoksi V' = (). Selvisti
CchcVija

p(V\C) <e
Siispa ) € A.
(2) Olkoon A € A eli on olemassa suljettu joukko C' ja avoin joukko V siten,
etti C C ACV ja

p(V\C) <e
Joukko A¢ € A, koska
p(VNC)=p(V\C) <e

missd C°¢ C (X \ A) C V¢ Myds joukko V¢ on suljettu ja joukko C avoin.
(3) Olkoot joukot A; € A, joille on olemassa suljetut joukot C; C A; ja avoimet
joukot V; C X siten, ettd C; C A; C V; ja

€

Koska C; C A; C V; kaikilla ¢ € N, niin |32, C; € U2, 4 € U2, Vi. Koska

oletimme, ettd pu(X) < oo, niin kdyttaméalld Lausetta 2.12 saamme, ettéd

JL%“(U%\UCZ) =u<UV2\UCi>

20
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Siispd l6yddmme avoimen joukon | J;=, V; ja riittdvén suurella n € N 16ydam-
me suljetun joukon |J;_, C;, joille pétee |J;—_, C; C Uio; Ai Uiey Vi ja

M(Umuq) e

Siispd | J;-; A; € A ja kokoelma A muodostaa o-algebran avaruudessa X.
O

SEURAUS 3.2. Olkoon A Borelin joukko, jolle u(A) < 0. Edelisen lemman kokoel-
maan A sisdltyy kaikki avaruuden X Borelin joukot.

TobisTus. Olkoon A suljettu. Osoitamme aluksi, ettd A € A. Valitaan C' = A ja
olkoon avoimet joukot

nZ{xeX]d(:v,A)<%}.

A
Kun n — oo, niin u(A,) — p(A). Siispa riittavén suurella £ € N ja kaikilla € > 0
patee
p(Ar \ A) <,
eli valitsemme avoimeksi joukoksi V' = Aj. Eli kaikki avaruuden X suljetut joukot
sisdltyvit kokoelmaan A.

Koska kokoelma A muodostaa o-algebran ja kaikki avaruuden suljetut joukot sisél-
tyvét kokoelmaan A, niin mielivaltainen Borelin joukko A kuuluu myos kokoelmaan
A. Siis kaikille Borelin joukoille A ja kaikille ¢ > 0 on olemassa suljettu joukko C ja
avoin joukko V siten, ettd C C AC Vjapu(V\C) <e. O

LEMMA 3.3. Olkoon i Borel-sddnnollinen mitta avaruudessa X, joukko A C X
w-mitallinen ja € > 0.

(1) Olkoon p(A) < oo. Tdlloin on olemassa suljettu joukko C' C A siten, ettd
p(A\C) <e.
(2) Olkoon avoimet joukot Vi, Vs, ... siten, ettd p(V;) < oo kaikilla i € N ja

AC G%.
=1

Talloin on olemassa avoin joukko V- C X siten, ettd A C V ja u(V\ A) <e.

TODISTUS.

(1) Todistuksessa kidytdmme Seurausta 3.2, jossa oletimme, ettéd pu(X) < oo Borel-
mitalle . Tarkastelemme rajoittumamittaa p|4, jolloin
pla(X) = p(X NA) = p(A) < oo

Lauseen 2.18 kohdan (2) mukaan p|4 on Borel-sdénnoéllinen. Borel-sddnnollisyyden
médritelméstd 2.16 saamme suoraan, ettd on olemassa Borelin joukko B siten, ettd

A C B ja pla(A) = pla(B).

Téalloin |4 (B\ A) = 0. Vastaavasti on olemassa Borelin joukko D siten, ettd B\ A C
D, jolle p|a(D) = 0 (ks. Kuva 3.1). Valitsemme joukon E siten, ettd £ = B\ D,
joka on Borelin joukko. Myts £ C A ja ula(A\ E) = 0. Seurauksen 3.2 mukaan
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E € A eli on olemassa suljettu joukko C' ja avoin joukko V siten, ettd C' C E C V ja
ula(V\C) <e Koska ECV
U\ C) < pla(V\ C) <
Koska pu|4(A\ E) =0 ja pla(E\ C) < €, niin
pla(ANC) <e
Kaytdmme rajoittumamitan maéritelméa ja saamme

pANC) = p (AN (AN C)) = pla(ANC) <e

Kuva 3.1. Lemman 3.3 kohdan (1) todistuksen apukuva.
(2) Kéytdmme kohtaa (1) joukoille V; \ A, jolloin 16yddmme suljetut joukot C; C
Vi \ A siten, etté
H((VAANC) < 5, =123,
Talloin A C V =, (Vi \ C;), missé joukko V' on avoin, jolle (V' \ A) < e, O

LAUSE 3.4. Olkoon p ja v tasaisesti jakautuneita Borel-sidnnollisid mittoja sepa-
roituvassa metrisessd avaruudessa X . Tdalloin on olemassa vakio ¢ siten, ettd p = cv.

TobisTtus. Olkoon ¢ funktio, joka antaa mitan r-séteiselle pallolle mitattaessa
mitalla p ja vastaavasti funktio h mitalle v:

g(r) = p(B(z,r)), h(r) =v(B(x,r)) kaikillaz € X, 0 <r < 0.
Olkoon joukko U C X epatyhjé rajoitettu avoin joukko. Tarkastelemme raja-arvoa

li_l% v(U N B(z,r))/h(r).

Joukko U N B(x,r) on v-mitallinen, koska oletimme, ettd v on Borel-sdannéllinen.
Olkoon x € U. Koska joukko U on avoin, niin on olemassa ry siten, etté

B(z,r) C U, kaikilla 0 < r < 7.

Siten
UN B(x,r) = B(x,r) kaikilla 0 < r < rq.
Siispa
(3.1) lim LN B@ ) PUABE) i g e U

5 h(r) 7 v(B,r))
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Oletamme, ettéd saamme mitan p(U) integroimalla. TAllin

w(U) = /U 1du= /Ulim h(r)'v(U N B(x,r)) dux.

r—0

Kaytdmme Fatoun lemmaa 2.37, jolloin saamme

u(U) < limiglf h(r)_l/ v(UNB(z,r)) duz.
r— U
Seuraavaksi kidytdmme Madritelméaa 2.16 eli mitan v tasaisesti jakautuneisuutta ja

Fubinin lausetta 2.40, jolloin saamme

u(U) < lminth(r)™ [ (U 0 Blr)duy

< liminfh(r)l/,u(B(y,r))duy
r—0 U N————
g(r)

- (e 22) i,

Samalla tavoin tarkastelemalla mittaa v(U) saamme

h
v(U) < <liminf ﬂ) w(U).
r—0 g(r)
Viite on siis todistettu kaikilla avoimilla joukoilla U, jos vakiomme on hyvin mé&éri-
telty. Yhdistamalla ylla olevia epayhtéaloitd saamme

) < (tmipt 203 (1 ine 201 (o)

r—0 h(r) r—0 g(r)

Supistamalla ja jakamalla sopivasti saamme
AN
(lim inf —> < liminf —=,
r—0

josta
lim sup @ < liminf —=
r—0 g(r) = =0 g(r)
Siispé raja-arvo lim, 0 g(r)/h(r) = ¢ olemassa ja u(U) = cv(U) kaikilla avoimilla U.
Kéayttdmalla Lemman 3.3 kohtaa (2) ja mittojen i ja v Borel-sdénnollisyyttd saamme,
ettd pu = cv.

Tarkistamme vield, ettd funktio f: X — R, f(z) = v(U N B(x,r)) on mitallinen,
jonka oletimme Fatoun lemmaa ja Fubinin lausetta kidyttédessd. Tamén osoittamiseksi
riittdd ndyttdd, ettd o — v(B(x,r)) on ylhiilta puolijatkuva, koska mitallinen jouk-
ko U ei vaikuta mitallisuuteen ja olemme osoittaneet Lauseessa 2.33, ettd ylhaalta
puolijatkuvat funktiot ovat mitallisia Borel-mitoille.

Olkoon B(y,r) C B(x,r + %), jollakin n € N, kun x,y € X. Mitan subadditiivi-
suuden nojalla saamme

ABlyr)) < v(Blar + ).

Kun n — oo, niin lauseen 2.12 nojalla v(B(z,r + +)) — v(B(z,r)), josta saamme,
etta
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limsupv(B(y,r)) < v (B(z,7)).

Yy—x

HuomAuTUus 3.5.

e Lauseesta seuraa suoraan: Jos v(A) = 0, niin p(A) = 0.

e Yhtélossd 3.1 ratkaisemme raja-arvon lim, o v(U N B(z,r))/h(r) = 1. Loy-
démme raja-arvoa koskevan yleisen todistuksen ldhteestd Mattila [6] s. 38.

e Lauseessa 3.4 oletimme, ettd mitat p ja v ovat tasaisesti jakautuneita ja
Borel-sdaéannollisia mittoja. Aikaisemmin olemme todistaneet ndmé& ominai-
suudet Lebesguen ja Hausdorffin mitoille. Edellinen lause kertoo siis, ettéi
H" =c- L™ tai ¢- H" = L™, missd L" tarkoittaa n-ulotteista Lebesquen mit-
taa. Voimme kuitenkin todeta selviisti, ettd H'(A) = L'(A), kun A C R,
mistd tarkat yksityiskohdat todistuksesta loytyvit ldhteestd Evans ja Ga-
riepy [5] s.63. Jatkamme Hausdorffin ja Lebesguen mitan vertailua ja téstéa
eteenpéin kisittelemme vain avaruutta R”.

2. Vitalin peitelause

Vitalin peitelauseessa pyrimme peittdméan mielivaltaisen joukon numeroituvalla
maéaaralla erillisida palloja. Tulokseksi saamme, ettei Lebesguen mitta tunnista onko
joukko tdysin peitetty eli joukon ja pallojen yhdisteiden erotukseksi jad nollamittai-
nen joukko. Pallojen erillisyys on valttaméton, jotta voimme kayttda mitan additii-
visuutta edellisen todistamiseksi.

MAARITELMA 3.6. Olkoon joukko A C R" ja olkoon F kokoelma, joka koostuu
avaruuden R" suljetuista palloista siten, etta

ACUB.

Kutsumme kokoelmaa F joukon A hienojakoiseksi peitteeksi, jos
inf{d(B) |xr € B, Be F} =0
jokaiselle z € A.

LAUSE 3.7 (Peruspeitelause). Olkoon F kokoelma suljettuja palloja rajoitetussa
joukossa U C R"™ siten, ettd

sup{d(B) | B € F} < 0.
Tdlloin on olemassa numeroituva osakokoelma G C F siten, ettd
U Bc 5B
BeF Beg

missd kokoelman G pallot ovat erilliset. Merkintd 5B tarkoittaa palloa, jolla on sama
keskipiste kuin pallolla B ja jonka sdide on wviist kertaa suurempi kuin pallon B.
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TobisTus. Todistamme lauseen konstruktiivisesti ja todistamme aluksi lauseen
erikoistapauksen eli oletamme, etta

F =A{B(z,r(x)) | z € A}.
Jokainen piste x € A on siis vain yhden pallon keskipiste. Olkoon
D =sup{d(B)/2 | B € F} < 0.
Olkoon joukko A; C A siten, etté

Alz{x€A|%<r(:c)§D}.

Kuva 3.2. Tummennetuille palloille pitee 22 < r(z) < D. Katkovii-
valla piirretyt pallot ovat palloja B(z;, 3r(x;)).

Valitsemme pisteen x; € A; mielivaltaisesti ja jatkamme pisteiden x; valintaa
induktiivisesti:
oy € A\ | B(wi, 3r(2:)).
i=1
Lopetamme pallojen keskipisteiden valinnan, kun

i=1
Valitsemme pallot B(z;, 7(z;)) kokoelmaan G, joka koostuu erillisistd palloista,
joita on n kappaletta. Palloja on varmasti dérellinen mééré, koska emme voi asettaa
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3D

aaretonta maaraa <

-séteisid erillisid palloja rajoitettuun joukkoon U. Myss

Ay | Blxi, 3r(z)).

i=1
Koska r(z) < 2r(z;) kaikilla x € Ay jai=1,2,3,...,n, niin

U B(z,r(x)) C UB(:L‘Z',57“($

TEAL

Olkoon
Ay :{:c €A (2) D <r(zx) < ZD} ja
A :{x € Ay | B(z,r(z)) N CJB(:UZ,T(HEZ)) = @}.

Jos © € Ay \ A), niin on olemassa i € {1,2,3,...,n} siten, ettd B(z,r(x)) N
B(z;,7(x;)) # 0, josta saamme

d(z,z;) < r(x) +r(z;) < 2r(x).

U B(z,r(x)) C U 5B.

Z‘EAQ\A,2 BeG

Nyt saamme

Jatkamme todistusta kuten ylla. Valitsemme pisteen z,,,; mielivaltaisesti joukosta
Al ja seuraavat pisteet induktiivisesti:

Tre1 € Ay \ U (xj,3r(x;)) .

Jj=n+1

Lopetamme pisteiden valinnan, kun

Ay \ U (zj,3r(z;)) = 0.

j=n+1
Valitsemme pallot B(z;,7(x;)) kokoelmaan G,. Kuten ylla, pallot B(x;,r(z;)) ovat
erillisia kaikilla 7 =n +1,..., k. Kokoelman G, palloja on k — n eli dérellinen méaéra
ja
A, C U (z;,3r(x;))
j=n+1
Edelleen

U B(z,r(x)) C UB(a:j,5r(mj)).

TEA2 j=1
Jatkamme kuten ylld numeroituvan monta kertaa, saamme

A, = {x €Al (2)% <r(z) < G)H D}
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ja

A={]A4,

peN

g = U gi7
=1

joka koostuu suljetuista ja erillisistd palloista.

Oletimme aluksi, ettd jokainen piste x € A on vain yhden pallon keskipiste. Esi-
merkiksi lausekkeessa x; € Ay \ U, B(z;, 3r(x;)) luvun kolme paikalla olisi voinut
olla pienempi luku, esimerkiksi g. Tama tarkoittaa sité, ettd olisimme valinneet ko-
koelmiin G; enemmén palloja rikkomatta numeroituvuutta. Voimme myos kasvat-
taa hieman pallojen séteité eli olisimme voineet todistaa lauseen esimerkiksi palloille
Ugeg 6B, jolloin pallojen peittavyys olisi ollut suurempi ja pisteisiin olisi voinut liit-
taa eriséteisia palloja. 0

Kokoelmaksi G valitaan

SEURAUS 3.8 (Vitalin peitelause). Olkoon joukko A C R™ rajoitettu. Olkoon ko-
koelma F joukon A hienojakoinen peite. Tdlldin on olemassa numeroituva kokoelma
G C F, joka koostuu suljetuista ja erillisistd palloista siten, ettd

E”(A \UB):O.

Beg

Tobistus. Jos L"(A) = 0, niin véite triviaali eli oletamme, ettd £"(A) > 0.
Voimme valita Lemman 3.3 kohdan (2) perusteella joukon U C R siten, ettda A C U
ja

(3.2) LrU) < (1+7) L (A).

Peruspeitelauseesta 3.7 saamme numeroituvan kokoelman G; C F, joka koostuu sul-
jetuista ja erillisistd palloista, jotka sisdltyvét joukkoon U ja siten, ettd

Ac | sB.
BeG:
Téten
5MLM(A) <5 Y LMBB) = > L'(By).
BeG BeG,
Edellisesta epayhtélostda saamme
k1
(3.3) 6"L"(A) <Y LBy,
i=1

jollakin k; € N ja By, ..., Bg, € G;. Olkoon joukko
k1
i=1
Koska joukot B; ovat erillisid ja B; C U kaikilla 7 € N, niin

LM(A) < L7 (U \ @Bi> = L"(U) — icn(&).

i=1
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Yhdistamaélla epayhtalot 3.2 ja 3.3 saamme
LMA) < (14+T7T"=6"")L"(A) =uLl"(A),

missa u =14+7"—-6""< 1.

Jatkamme todistusta kuten ylld. Lemman 3.3 mukaan voimme valita avoimen

joukon Uy siten, ettd A, ¢ U; < R™\ U, ja

LU) <(A+7T)L"(A).

Peruspeitelauseen 3.7 mukaan voimme valita numeroituvan kokoelman G, erillisia
suljettuja palloja siten, ettd kokoelman Gy pallot siséltyvit joukkoon U; ja

A c 5B
Begs

Kuten yhtélossa 3.3 saamme
ko
LA < Y LB
i=ky+1
jollakin ks € N ja By, ..., By, € Go. Méarittelemme joukon A, siten, etté

ko ko
A=A\ | Bi=A\JB.
i=k+1 i=1

jolle
L7(As) < ul™(Ay) < 2L (A).

Jatkamalla m kertaa, saamme

km
cr (A U Bi> < umLM(A),

missé pallot B; ovat erilliset kaikilla ¢ € N. Viite seuraa, koska u < 1. 0

HuomAuTUS 3.9. Voisimme todistaa Vitalin peitelauseen rajoittamattomalle avoi-
melle joukolle A, kun valitsemme joukot A,, seuraavasti:

Ap={zeA|lm<|z||<m+1}, meN.

Joukot A,, ovat erillisid ja avoimia kaikilla m > 0. Aluksi voimme todeta, ettd
L ({x € R" | ||z]| = m}) = 0 kaikilla m € N, jonka jélkeen kidytamme ylla olevaa
todistusta joukkoihin A N A,,.

3. Hausdorffin ja Lebesguen mitan yhtidsuuruus

Tamén luvun ensimméisessé kappaleessa tarkastelimme tulosta c- H™ = L£". Téassé

kappaleessa osoitamme, ettd vakio ¢ = 0‘2(,’}), missd a(n) on kirjoitelman alkupuolella

todistettu n-ulotteisen yksikkoépallon tilavuus eli

71'"/2

L +1)
Méarittelemme kuitenkin vield muun muassa Steinerin symmetrisoinnin ja todistam-
me symmetrisointia koskevia tuloksia.

a(n) =volB(0,1) =
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LEMMA 3.10. Olkoon funktio f: R™ — [0,00[ L™ -mitallinen. Tdlloin alue, joka
jad funktion “graafin alapuolelle” eli joukko

A={(z,y) |z eR", yeR, 0<y < f(x)}
on L™ -mitallinen.
Tobistus. Olkoot joukot
C={zeR"|0< f(z) < o0}
ja . .
Cir = {x eR" % < f(z) < ‘%},

missia j € {0,1,2...}; k€ {1,2,3...}. Télloin U;’io Cjr =R"kaikillak € {1,2,3...}.
Joukot C; ovat L"-mitallisia, koska ne ovat mitallisen funktion puoliavoimen vélin
alkukuvia. Asetamme my6s joukot

n-0(en o)

j=0

o= () (0 o)),

J=0

Joukot Dy, ja Ej ovat £*"! -mitallisia, koska ne ovat £" ja £ -mitallisten joukkojen
karteesisien tulojen yhdisteitd (ks. Purmonen [4]). My6s joukot D = |J;—, Dy ja E =
N, Ex, ovat £"*! -mitallisia. M&érittelimme joukot myés niin, ettd D, C A C Ej, ja
D C AC E. Olkoon R > 0. Saamme epayhtalon

LY ((E\D)NB"™(0,R)) < L™ (B \ D) N B"(0, R))

1 n n
< Eﬁ (B (O,R)),

0= (e 2721

Jj=0

missé

Kun k£ — oo, niin viimeinen termi edellisessé epéyhtélossa lahestyy nollaa. Silloin
L ((E\D)NB"(0, R)) = 0 ja samoin L""}(E\ D) = 0. Tdten myos L1 (A\D) =
0 ja siispé joukko A on £**! mitallinen. O
MAARITELMA 3.11. Olkoon a,b € R, |la|| = 1. Méérittelemme
Ly ={b+ta|t eR}
ja
P,={zeR"|z-a=0}

Joukko L on pisteen b kautta kulkeva suora, joka on vektorin a suuntainen ja joukko
P, on vektorin a kohtisuora hypertaso.

MAARITELMA 3.12. Olkoon a € R" siten, etté ||a|| = 1 ja olkoon A C R™. Joukon
A Steinerin symmetrisointi (ks. Kuva 3.3) tasolle P, on joukko

1
Sa(A) = {b+at | be Py, ANLE#0,]t] < §H1(AOL§)}.
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Kuva 3.3. Joukon A Steinerin symmetrisointi tasolle P,.

LEMMA 3.13.

(1) Joukon A C R™ Steinerin symmetrisoinnille pdtee d(S,(A)) < d(A).
(2) Olkoon joukko A rajoitettu. Jos joukko A on L™-mitallinen, niin talloin myds
Sa(A) on L™ -mitallinen ja
L"(S.(A)) = L"(A).
TODISTUS.
(1) Jos d(A) = 00, d(A) = 0taid (S (A)) = 0, niin silloin d(S,(A4)) < d(A). Oletamme
siis, ettd d(A) < oo ja d (S (A)) > 0. Voimme my6s tarkastella joukkoa A suljettuna.
Olkoon € > 0 ja valitaan z,y € S,(A) siten, etté
d(Sa(A)) < lz =yl +e.

Valitaan b = =z — (z - a)a ja ¢ = y — (y - a)a, jolloin b,c¢ € P,. Valitsemalla niin
|(z - a)| on pisteen z etdisyys tasosta P,, (z - a)a on vektorin z projektio vektorin a
suuntaiselle origon kautta kulkevalle suoralle ja piste b on pisteen x projektio tasolle
P, (Kuva 3.4).

Valitsemme

r=inf{t | b+ ta € A}

s =sup{t|b+ta€ A}

u=inf{t | c+ta € A}

v=sup{t | c+ta € A}.
T4alloin voimme olettaa, etté

v—1r>8—u,
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Kuva 3.4. Projektioita.

josta kertomalla luvulla % ja lisddmaélla puolittain %(v — r) saamme

1 1
v—rzg(v—r)Jrg(s—u)
1 1

zé(s—r)+§(v—u)

1 1
> 5%1(,4 NLY) + §H1(A nLY).

Steinerin symmetrisoinnin eli Mé##ritelmén 3.12 perusteella |z - a| < sH(AN LY) ja
vastaavasti |y - a| < 1H'(AN LY) eli saamme epéyhtilén
v—r>lz-al+ly-al >jr-a—y-al.
Koska oletimme, ettd d (A) > 0, niin d (S, (4)) > 0 ja voimme valita e € |0, d (S.(A))].
Edellista epayhtalod kayttamalla saamme
(A(Sa(A4)) = €)* < [lz =y

=[b—c|*+|z-a—y-af

<[o—cl® + (v —r)?

=[|(b +ra) = (c+va)||”.
Koska joukko A on suljettu, niin silloin b + ra, ¢ + va € A. Siispéa

A(Sa(A)) — ¢ < d(4).

Antamalla ¢ — 0, niin olemme todistaneet viitteen.

(2) Jos n = 1, niin selvésti S, (A) = A. Oletamme siis, ettd n > 2. Lebesguen mitta
on kierrolle invariantti, jonka otamme todistamatta kayttéon. Todistuksen 16ydam-
me ldhteestd Stroock [8] s.31. Nyt voimme valita vektorin a = ¢, = (0,0,0,...,0, 1),
jolloin P, = P, = R 1,

Oletuksen mukaan joukko A on £"-mitallinen tuloavaruudessa R x R"~! ja selviisti
joukko A on L' x £"7! mitallinen (ks. Purmonen [4] $.86). Huomautuksessa 3.5.
totesimme, ettd H'(A) = L*(A), kun A C R eli siis joukko A on H! x £*~! mitallinen.
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Téten Fubinin lauseen 2.40 mukaan kuvaus f: R"™! — [0, oo] médriteltynd f(b) =

i (A N L‘(lbm) on £~ -mitallinen. My®s £7(A) = [,._, f(b) db. Nyt

—f(b) f(b)

Sa(A) = {(b) | =52 <y < T2 Ly nA# 0},

Téten Lemman 3.10 mukaan S,(A) on £" -mitallinen ja

L7(54(A)) = f() db= L"(A).

Rn—1

U

LEMMA 3.14. Olkoon joukko A C R™ siten, etti d(A) < co. Olkoon {eq, s, €3, ...,€,}
avaruuden R™ luonnolliset kantavektorit ja mdadritellidn Ay = Se, (A), As = Se, (A1), A =
Ses(A2), .y Ay = S, (An_1). Merkitian A* = A,. Talloin A* on symmetrinen origon
suhteen eli toisin sanoen A* = —A*.

ToDISTUS. A; on symmetrinen tason P,, suhteen Steinerin symmetrisoinnin maa-
ritelmén perusteella. Oletamme, ettd Ay on symmetrinen tasojen P, P.,, Pe., ..., Pe,

suhteen kun 1 < k < n. Myoskin A1y = S,,, (Ax) on symmetrinen tason P, ,, suh-

teen. Olkoon j € N siten, ettd 1 < j < k ja olkoon S;: R" — R™ peilaus tason P,
suhteen. Olkoon b € P, Koska S;j(Ay) = Ay, niin

€k+1°
{t|b+teps1 € Apr, t € R} ={t ] S;(b) +tegs1 € Apy, t € R},
Erityisesti
1 e 1 e
H (AN L) = 1 (A L))
Téaten Sj(Agt1) = Apy1. Joukko A4y on symmetrinen tason P, suhteen. Téten saam-

me induktiivisesti, ettéd joukko A* = A,, on symmetrinen tasojen P, , P.,, P.,, ..., P.,
suhteen ja siten symmetrinen origon suhteen. 0

LAUSE 3.15. Joukolle A C R™ pdtee

L"(A) < a(n) (@) , Missd
/2
a(n) = m = vol B(0,1).

TobisTus. Jos d(A) = oo, niin viite on triviaali. Oletamme, ettd d(A) < oo.

Voimme my6s olettaa, ettd joukko A on suljettu, koska d(A) = d(A) ja
L (A) < L"(A), kaikilla A C R™.

Madrittelemme joukon A* samoin kuin Lemmassa 3.14 eli A* = A, ja joukot A; =
Se;(A), As = S, (A1), As = Sey(Az), ..oy Ap = Se, (An—1).

Olkoon z € A*. Lemman 3.14. mukaan —z € A* ja siten d(A*) > 2|z|. Téten
A* C B(0,d(A*)/2) ja

(3.4) L7 (A") < L (B <o, @)) _ (@)n.gn (B(0,1)) = (@)n.a(m.
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Kasittelemme yhtélon 3.4 vélivaiheita todistuksen jalkeen Huomautuksessa 3.16. Lem-
masta 3.13 seuraa suoraan, etti

LM (A%) = L7 (A) ja d(A%) < d(A).

£ (4) < a(n) ( (A*))n

2
oo (10"

Siispa

S§

g

HuoMmAuTUS 3.16. Edellisen todistuksen yhtélossa 3.4 kdytimme kahta asiaa joita
emme ole téassa kirjoitelmassa osoittaneet:

(1) Olkoon T': R — R™ : 2 — ax, missd o # 0. Talloin on voimassa
LM(T (A)) = |al" L™ (A).

Tamén viitteen todistuksen 10ydémme seuraavista léhteistd: Purmonen [4]

s.29, Stroock [8] s.31. Yhtélossa 3.4 o = @.
(2) Riemann-integroituva funktio f: [a,b] — [0, 00] on Lebesgue-mitallinen ja

b
/ s [ jac

missi f; f(z)dz on Riemann-integraali ja f[a’b] f(z)dL on integraali mitan £-
suhteen. Todistuksen voimme tarkastaa lihteistd: Purmonen [4] s.59, Burkill
[11] 5.28. Edelld mainittu tulos pédtee myos Riemann-integroituvalle funktiolle
f: A—[0,00] joukossa A C R™, koska moniulotteinen palautuu yksiulottei-
seen tapaukseen, jos voimme esittdd integraalin | , f iteroituina integraalei-
na.

Lauseessa 1.10 laskimme n-ulotteisen pallon tilavuuden juuri iteroituina
integraaleina, jossa pallon tilavuus saatiin Riemann-integroituvasta funktios-
ta f: B(0,R) — 1, f(z) = 1, missé funktio f on M&&ritelmén 2.34 mukaan
yksinkertainen. Siispa

a(n) - R" = /B(O,R) f(z)dx = /B(O,R) f(z)dC = L" (B(0,R)).

Yhtélosséd 3.4 kdytimme tietoa, ettéd yksiséteiselle pallolle péatee
a(n) = L"(B(0,1)).

Seuraavana todistamme, etta 02(2 ). 34m = £ Todistus koostuu kahdesta osasta.

Ensin todistamme, ettd % - H™ > L™ ja sitten % SH < L
LAUSE 3.17. Hausdorffin ja Lebesquen mitoille pdtee

a(n)
2n

-HY > L
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missd

,ﬂ.n/2

a(n) =volB(0,1) = F(E—Jrl)

TobisTus. Olkoon § > 0. Valitsemme joukolle A peitteen siten, ettd A C |J;°, E;
ja d(E;) < 6. Lauseen 3.15 avulla saamme epéyhtdlon

o0

£r(A) < 3 LME)

<Y atn (G2) =2 s

Ottamalla infimumin puolittain saamme

LM(A) <

eli kun § — 0, niin £(A4) < 23" (A). O
LAUSE 3.18. Hausdorffin ja Lebesguen mitoille pdtee

TobisTus. Olkoon § > 0 ja € > 0. Peitimme joukon A avoimilla n-vileilla I}
siten, etta

im(zk) < L7(A) +e.

k=1

Jokaiselle joukolle I} voimme valita hienojakoisen peitteen, jolloin Vitalin peitelauseen
3.8 mukaan jokaiselle joukolle I;; on olemassa numeroituva kokoelma { B, ;} suljettuja
erillisid palloja siten, ettd 0 < d(B; ;) < ¢ ja

i=1

Valitsemme pallot B; siten, ettd B, ;, € I, kaikilla ¢ € N. Huomautuksesta 3.5 saamme

Hy (Ik \(J BM) =0.
=1

Siispéd saamme suoraan

My (A) <Y H (L) =) M (U Bz-,k) :
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Muun muassa pallojen B, , erillisyyttd kdyttamalld saamme

M (4) < 30 H (B
e 2 Y d(Bix)\"
‘;;Mmf>(2),
UOlaBrz',k)
=£§;;M@w

Kéytdmme taas pallojen B, erillisyytté, jolloin saamme

2n oo o0
R ; L (szl Bi,k>

Koska valitsimme pallot B; j, siten, ettd B; , C I}, kaikilla ¢ € N ja & € N, niin saamme

Hs (A) <

)€ S YL

2n
a(n)

IA

(LM(A) +e).

Kun € — 0 ja 0 — 0, niin sopivasti kertomalla saamme

% “H"(A) < LM(A).
U
HuomauTUs 3.19.
e Yhdistdmme lauseet 3.17 ja 3.18, jolloin saamme
% -H"(A) = L"(A)
e Evans ja Gariepy [5] méérittelevit hieman eri tavalla Hausdorffin mitan. He

ottivat mitan méiirittelyyn mukaan kertoimen ¢ = az(ff ) eli

Ho(A) = inf{ia(n) (@)n L AcC @E d(Ey) < 5},

i=1

jolloin olisimme péaétyneet tulokseen:

H"(A) = L"(A), kun A € R".
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ESIMERKKI 3.20. Laskemme aluksi 5-ulotteisen yksikkdkuution Lebesguen mitan.
Olkoon A = [0,1] x [0,1] x [0,1] x [0, 1] x [0, 1]. Joukon A Lebesguen mitaksi saamme
LP(A)=(1-0)-(1-0)...(1-0)=1.

Huomautuksen 3.19 avulla saamme

25
5(A) = LP(A) —
) = L)
missd «(5) = vol B(0, 1), minkd olemme laskeneet Esimerkissd 1.12. Siispa
25 25 . 15/7
5 —_ _— J— o
HAA) =1+ g = gy = 6,079271- - ~ 6,08,

157
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