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JOHDANTO

Tyon tarkoituksena oli tarkastella integraalilaskennan kehittymistd lahtien liikkeelle
antiikista edeten lopulta Riemannin ja Lebesguen toihin. Historiaosuutta on padasias-
sa koottu Tieteiden kuningattaren 2] ja Suomelan luentomonisteen [6] tietojen poh-
jalta, yksittdisia havaintoja on tehty myos muista lihdeteoksista. Historiallisen kehi-
tyksen tarkastelussa ldhdetdan liikkeelle tyhjennysmenetelmén ideasta ja paddytiin
viipalointiperiaatteen kautta nykyisin kaytossa oleviin merkintdtapoihin ja maaritel-
miin. Maaritelmien lisdksi tarjotaan myds tuloksia ja esimerkkejd funktioiden in-
tegroituvuuden tutkimiseen. Jordan-joukkojen tarkastelun jilkeen Fubinin lause ja
muuttujanvaihto tarjoavat keinoja itse integraalien helpompaan laskemiseen.

Riemannin integraalia laajennetaan vield Lebesguen ulkomitan ja mitallisuuden kaut-
ta yleiseen mittaan pddtyen lopulta Lebesguen integraalin méaéritelméaén. Ehdotuk-
sena lukio-opetukseen mukaan on otettu myos integraalien laskemiseen kehittyneiden

erilaisten numeeristen menetelmien tarkastelua esimerkkien avulla.
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1. INTEGRAALIN HISTORIAA

1.1. Antiikki. Integraalin historian tarkastelu voidaan aloittaa tarkastelemalla
kreikkalaisten integraalilaskennan vastineen ekshaustio- eli tyhjennysmenetelméan pe-
riaatteita. Menetelméan nimi itsessédin esiintyy kirjallisuudessa vasta vuonna 1647 Gre-
goriuksen teoksessa ’Opus geometricum’. Myds latinankielen sana exhauriant viittaa
tyhjentdmiseen.

Menetelmén kehitteliji Eudoksos Knidoslainen (408 - 335 eKr.) ldhti liikkeelle ak-
sioomasta, jonka mukaan jos kahdella suureella on suhde, niin toisella on monikerta,
joka on toista suurempi. Epédsuoralla todistuksella aksioomasta voidaan todistaa

ekshaustiomenetelméan perustana oleva viite:

Jos annetusta suureesta vihennetddn puolet ja siitd edelleen
vahennetdan taas puolet ja kun téata prosessi jatketaan,
paadytdan lopulta suureeseen joka on pienempi kuin mika

tahansa annettu samankaltainen suure.

Viite tunnetaan myos nimelld Arkhimedeen lemma, vaikka itse Arkhimedes muo-
toilikin sen hieman eri tavalla. Nykymerkinngilld meilld on siis annettu suure M ja
ennalta madritty € > 0. Suhteesta r tiedetdédn, ettd 0 < r < % T4ll6in on olemassa

kokonaisluku NN siten, etta

Mr™ < e

kaikille positiivisille kokonaisluvuille n. > N.

Kreikkalaiset kéyttivit periaatetta kuvioiden aloja ja tilavuuksia kisittelevien tu-
losten todistamiseen. Arkhimedeelta (287-212 eKr.) 16ytyy esimerkiksi todistus kar-
tion tilavuudelle vastaavan sylinterin tilavuuden kolmasosana. Arkhimedes kdytti
menetelmdd sekd sisiltd ettd ulkoapdin approksimointiin, hin siis sai pinta-aloille
jonkinlaisen haarukan milld vililla pinta-ala on.

Ympyrin pinta-alaa voitiin arvioida piirtamalla ympyrén sisi- ja ulkopuolelle monikul-
mioita, joiden kulmien méard kasvaa. Téallin ympyrdn ja monikulmioiden pinta-
alojen erotus pienenee ja monikulmion pinta-alan avulla saadaan arvio myos ympyran
pinta-alalle. Yleisesti ottaen antiikin matemaatikot olivat 1dhelld raja-arvon késitet-

td, vaikka kukaan ei sitd maaritellytkdan. Esimerkin omaisesti esitetdan Fukleideen
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Elementassa esitetty epédsuora tyhjennysmenetelméin kayttod esitteleva tulos, jonka

voi olettaa olevan juuri Eudoksoksen késialaa.
1.1. Lause. Ympyrdiden alat suhtautuvat toisiinsa kuin halkaisijoiden nelidt.

Todistus. Olkoon meilld siis kaksi ympyraé c ja C, joiden halkaisijat ovat d ja D ja

pinta-alat ovat a ja A, kuva 1.

Kuva 1

Viite voidaan nyt kirjoittaa muodossa

a_ &
A D?
Epésuorasti riittda nyt siis todistaa, ettd viitteet
a d? ) a d?
A7 M AT,
eivit ole tosia.
Jos siis oletetaan, ettd
a d?
A7 D

silloin on olemassa o’ < a siten, etti

Q

o |
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Olkoon a — a’ = € > 0 annettu. Lisdksi ympyroiden sisdén on piirretty sdannolliset
n-kulmiot, joiden pinta-alat vastaavasti ovat p, ja P,. Jos nyt n-kulmioiden sivujen
madra kaksinkertaistuu, ympyran ja monikulmion vélinen pinta-ala pienenee ainakin

puolella, kuva 2.

Kuva 2

Annettaessa sivujen méaédrin kasvaa, ekshaustio-ominaisuuden perusteella paadytaan
lopulta tilanteeseen, jossa a — p, < €. Koska a — o' = € saadaan namé kaksi tietoa
yhdistamalld tulos, etta olisi p, > a'.

Monikulmoiden pinta-aloille voidaan laskea kaavat

. ™ .
-sin — - cos — ja P, =D*-
n

n
= d2- S
Dn - 1

=3

Pinta-alojen suhteelle saadaan siis

P d?

P, D%

Yhdistdmalla saatu tulos ailemman tiedon

a d?

A° D
kanssa, saadaan

@ _ P

A P,

Todistetun tiedon p, > a' kanssa paddytddn epayhtaloon p, > A. Saatu tulos vait-
tdisi, ettd ympyran sisddn piirretyn sdannollisen n-kulmion pinta-ala olisi suurempi

kuin itse ympyran ala, miké on selvéstikin ristiriita. Toinen alun epayhtaldistd voidaan
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todistaa vastaavalla paattelylla virheelliseksi.

1.2. Fermat. 1600-luvulla ongelmaksi nousi kiyrdn alle jadvin pinta-alan laske-
minen. Esimerkiksi Pierre Fermat (1601-1665) ldhestyi ongelmaa nykyisinkin tutulla
menetelmilld arvioida pinta-alaa suorakulmioilla. Arvioitaessa esimerkiksi kiyrian

y = 2™ ja x—akselin viliin jaavai pinta-alaa valilla [0, a] vili jaetaan pisteilld
aE,aE? aE?..., kun E < 1. Suorakulmiot muodostuvat kun jokaisen syntyvin

osavilin paédtepiste mairad suorakulmion korkeuden, kuva 3.

aEEaE

Kuva 3

Nyt suorakulmioiden pinta-alojen summaksi saadaan
Ap=d"(a—aFE)+a"E"(aE — aE?) + a"E*"(aE* — aE*) + ...

Summa voidaan sieventdd muotoon

an+1(1 _ E) an+1

Ap = = .
E 1 — Entl I +E+E2+ ..+ En
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Nyt kun suorakulmiot kapenevat, siis £ — 1, niin talloin Ap — A ja summaksi

saadaan tuttu

an+1

T+l
Fermat osasi tehdé vastaavan péittelyn negatiivisille potensseille, ei kuitenkaan kun

n = —1. Fermat my6s huomasi kiddnteisyyden differentioinnin ja integroinnin valilla

mutta ei sitd mitenkddn erikoisemmin korostanut, ei kai pitdnyt sitd tarkedna.

1600-luvulle tultaessa oli kiytossa kaksi rinnakkaista apukeinoa integrointiongelmien
ratkaisemiseksi: infinitesimaalit ja indivisiibelit. Kielenkdytto néista termeisté oli seka-
vaa mutta yleisempi mielipide oli, ettd infinitesimaalit ovat kappaleen kanssa samaa
ulottuvuutta, kun taas indivisiibelit ovat alempaa ulottuvuutta. Kdytannon laskemista
termien sekavuus ei hidastanut, kisitteiden tasolla ongelmia kuitenkin pohdittiin. In-
finitesimaalien kohdalla mietittiin miten elementtejé, joilla on paksuutta, saataisiin
ddrelliseen tilavuuteen mahtumaan ddreton méari. Vastaavasti indivisiibelien kohdal-

la mietittiin miten kappaleista, joilla ei ole paksuutta, saadaan koottua paksu kappale.

2. VIIPALOINTIPERIAATE

Tyhjennysmenetelmén jalkeen integraalin laskemiseksi syntyi idea halutun pinta-
alan tai tilavuuden laskemiseksi viipaloimalla alue pienempiin osiin. Seuraavaksi tarkas-
tellaan tasoalueen pinta-alan ja kappaleen tilavuuden laskemisen historiallista kehi-

tysté viipalointiperiaatteella. Tamé tarkastelu johtaa my6hemmin Fubinin lauseeseen.

2.1. Tasoalueen pinta-ala. Aloitetaan viipalointiperiaatteen tarkastelu tasoalueen
pinta-alasta. Tarkastellaan tasoaluetta, jota rajaa ylapuolelta jatkuvan funktion

g : [a,b] — R ja alapuolelta jatkuvan funktion f : [a,b] — R kuvaaja. Jaetaan alue
z-akselia vastaan kohtisuoriin suorakulmioihin, joiden leveyttd merkitadn dz,

kuva 4.



Kuva 4

Muuttujan = kohdalla viipaleen korkeudeksi saadaan h(x) = g(z) — f(x). Néin ollen
suorakulmion pinta-ala muuttujan x kohdalla on h(x)dz. Koko alueen pinta-ala saadaan

laskemalla yhteen ddrettoméan monta tillaista suorakulmiota eli laskemalla integraali

A= /abh(x)dx.

2.2. Kappaleen tilavuus. Vastaava idea toimii myos kappaleen tilavuuden laskemi-
seksi. Merkitddn nyt muuttujan x kohdalla kappaleen z—akselia vastaan kohtisuoran

poikkileikkauksen pinta-alaa A(z), kuva b.

Kuva 5



Poikkileikkauskuvioksi muodostuu nyt lierio, jonka pohjan pinta-ala on A(z) ja
korkeus on dx. Kappaleen tilavuus on lieriiden tilavuuksien summa, joka vastaa

integraalia

b
V= / A(x)dz.
Riippuen nyt siitd kuinka helposti esimerkiksi juuri poikkileikkauksen pinta-ala

saadaan laskettua, saadaan periaatetta hyodynnettya kiytdnnon ongelmissa. Kartion

tilavuudelle saadaan laskukaava suhteellisen pienelld vaivalla.

2.1. Esimerkki (Kartion tilavuus). Maéritetdan tilavuus kartiolle, jonka pohjan
pinta-ala on A ja korkeus h. Asetetaan kartio siten, etti sen pohja on kohtisuorassa
xr—akselia vastaan ja sen huippu on tasossa, joka leikkaa z—akselia kohtisuorasti nol-

lassa, kuva 6.

"i" A(x)

| e

| e \

| il \ |

= ). A j

! e

| ! S

[ i i

I :

|

' i |
-4 h g

Kuva 6

Kartion tilavuus saadaan nyt viipalointiperiaatteen mukaisesti integraalista

/OhA(x) dx,

missi A(z) on kartion z—akselia vastaan kohtisuoran poikkileikkauksen pinta-ala
muuttujan arvon z arvolla. Muodostetaan nyt annettujen tietojen avulla jonkinlainen

lauseke pinta-alalle A(z), joka voidaan sitten sijoittaa itsessdén integraaliin.
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Poikkileikkauskuvio on pohjana pienemméssi kartiossa, jonka korkeus on z. Pieni
kartio on yhdenmuotoinen koko kartion kanssa suhteessa x : h. Kartioiden pohjien
pinta-alojen suhde on nyt suhteen nelio. Tiedon avulla voidaan muodostaa verranto

A(z) _ <x>27

A h

josta saadaan ratkaistua lauseke poikkileikkauksen pinta-alalle

A

Nyt kartion tilavuus saadaan integroitua saatua tulosta hyodyntamalla
/hA(x)dx = A hxgdx = ﬂ
0 h? J, 3
2.3. Cavalieri. Ideaa kappaleen viipaloinnista voidaan kdyttdad hyviksi esimerkik-
si kun halutaan selvittdd kappaleen tilavuus jonkin tunnetun kappaleen tilavuuden
avulla. Tétd ideaa kehitteli Bonaventura Cavalieri (1598-1647), joka tutki tilavuut-
ta viipalointimenetelmélla. Cavalieri kiiytti samoja menetelmié, joita jo Arkhimedes
kdytti antiikissa. Jatkossa samoja menetelmid kidyttivit varsinaiset differentiaali- ja

integraalilaskennan kehittdjat Newton ja Leibniz.

Seuraava Cavalierin periaatteen muotoilu on periisin vuodelta 1634:

Jos yhdensuuntaisten suorien vdliin piirretadn kaksi tasokuviota ja jos
mikd tahansa sanottujen suorien suuntainen suora leikkaa niistd

yhtd pitkat vitvat, nitn kuviot ovat yhtd suuria; ja jos yhdensuun-
taisten tasojen vdliin konstruoidaan kaksi kappaletta ja jos mikd
tahansa sanottujen tasojen suuntainen taso leikkaa niistd yhtd

suuret kuviot niin kappaleet ovat yhtd suuria.

Cavalierin periaatteen ideana on siis, etté jos kappaleiden leikkauskuvioiden pinta-alat

vastaavat toisiaan niin talloin kappaleilla on oltava myds sama tilavuus.

2.2. Esimerkki (Pallon tilavuus kartion tilavuuden avulla). Hyddynnetdin Cava-
lierin menetelmé&é pallon tilavuuden méarittamissa, kiyttden hyodyksi tunnettua kar-
tion tilavuuden kaavaa.

Maéritelladn ensin halutut kappaleet, jonka jilkeen voidaan tutkia poikkileikkausten
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pinta-aloja. Merkitdin ympyrélierion korkeutta ja pohjan sidetté kirjaimella r. Pois-
tetaan nyt lieriostd kérjelladn seisova ympyrikartio. Asetetaan nidin muodostunut
kappale puolipallon kanssa samaan tasoon ja leikataan kappaleita pohjan kanssa

yhdensuuntaisella tasolla, kuva 7.

e . e -
v ) 1 P g
[ \ L"'__'.——c:.___" "“_,'. = | T
IR o DN b
,,K\_ -. el . / v ST S,
k P " JA - 5
Pl o - | e e o~ 4 L 1 //
A /e : T
kW r ; | { - ~ r i
b £ N : ! l ¥ ey S
- P ",
X 25 -
- -

Kuva 7

Tason etéisyytta kappaleiden pohjasta merkitidén kirjaimella 2. Nyt puolipallon leikkaus-
pinnan pinta-ala on 7(r? — x?). Vastaavasti voidaan laskea, etté lieriosti syntyneen
kappaleen leikkauspinnan pinta-ala on myoskin 7(r? — x?). Néin ollen

Cavalierin periaatteen mukaisesti puolipallon tilavuus vastaa lierickappaleen tilavuut-
ta. Kun tiedetdédn, ettd kartion poistaminen lieriostad vie kolmasosan sen tilavuudesta,
jaljelld jaavan osan tilavuus on kaksi kolmasosaa koko lieriostéa siis % -7rr3. Kaksinker-

taistamalla puolipallolle saatu tulos saadaan pallon tilavuudelle tuttu kaava %m"?’.

2.3. Esimerkki. Maéritellian viipalointiperiaatteella tilavuus pyorahdyskappaleen

puolikkaalle, jonka sivuleikkauskuvio on kdyrdn y = \/x muotoinen, kuva 8.

Nyt x—akselia vastaan kohtisuora poikkileikkaus on puoliympyran muotoinen. Taméan
poikkileikkauksen pinta-ala muuttujan 2 kohdalla on A(z) = 3 - 7z. Kappaleen tila-

vuudeksi, kun z € [0, a], saadaan

a a 2
V:/ A(x)dx:z/ wde = 2,
0 2 Jo 4
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Kuva 8
3. DIFFERENTIAALI- JA INTEGRAALILASKENNAN KEHITTAMINEN

Varsinaisen infinitesimaalilaskennan eli differentiaali- ja integraalilaskennan katso-
taan syntyneen Newtonin (1642-1727) ja Leibnizin (1646-1716) toisistaan riippumat-
toman tyon tuloksena. Vaikka Newton ei ensimmaéisend derivoinut tai integroinut, eika
nahnyt ndiden toimenpiteiden yhteyttd, voidaan hinen sanoa vakiinnuttaneen ndma
teoriat yleiseksi algoritmiksi, jota voitiin soveltaa moniin tunnettuihin funktioihin.
Leibniz taasen ymmarsi itse tuloksia kehitellessdin hyvien merkintéjen tarkeyden ja
merkinnét [ integraalille ja dz infinitesimaaliselle muutokselle ovatkin lihtoisin juuri

hanelta.

Integraalin maaritelmén kehittyminen pohjautuu kiintedsti teorioita tutkineisiin
matemaatikoihin ja luontevaa onkin aloittaa tarkastelu Newtonin maaritelmasta, jos-
sa on vield paljon epadmédraisyytta. Lopulta raja-arvon kehittdmisen my6ta paadytaan
Riemannin mééritelmiin ja niista vield edelleen Lebesguen integraaliin, edeten niin,

ettd yhi suurempaa joukkoa funktioita voidaan integroida.

3.1. Newtonin méiritelmi. Newtonille integraali oli vain derivaatan kianteis-

operaatio. Nykyajan merkinnéin Newtonin integraalille saadaan seuraava maaritelma.

3.1. Maédritelmd (Newton). Vililla [a,b] médritelty reaaliarvoinen funktio f on
Newton-integroituva, jos vélilld [a, b] funktiolle f on olemassa antiderivaatta,

merkitdin F, jolle F' = f. T4lloin voidaan kirjoittaa

(3.1) / (@) dz = F(b) — Fla).
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Newtonin integraalia taytyy pitdé keskenerdisend, koska integoituvuus ja integraalin
arvo riippuvat jostakin sellaisesta, jonka olemassaolon maarittdmiseen tai laskemiseen
tarvittavaa tapaa ei ole annettu. Ainoastaan, jos talldinen funktio F' satutaan lIoytamaén,
niin integraali voidaan laskea. Muuten ei tiedetd onko integraalia edes olemassa.
Jatkossa esiteltdviat Cauchyn ja Riemannin integraalit vaativat myos jotain funktion

jatkuvuudelta, Newtonin méaéritelméssé jatkuvuudesta ei puhuta.

3.2. Cauchyn méiritelmi. Kunnollinen méaritelma integraalille saadaankin vasta
Bernhard Riemannilta (1826-1866) 1800-luvun puoliviilissa.

Augustin Cauchy (1789-1857) oli muotoillut vastaavan mééritelmén aiemmin pelkéstdin
jatkuville funktioille. Teorian kehittymisen mahdollisti Cauchyn tyo raja-arvojen paris-
sa. Seuraavassa esitellddn nykyajan merkinnoin Cauchyn méaéritelma integraalille, pe-

riaatteessa samalla tavalla kuin hén olisi sen itse luennoillaan esittanyt.
3.2. Méairitelmi (Cauchy). Olkoon f jatkuva valilla [a, b] ja olkoon P vilin jako
a=T0g< 21 < ... <Tp_1 < xp, =0
Muodostetaan summa
S(f: P) = zn:f(l"z—l)(% - $z’—1)-
i=1
Olkoon ||P|| = maxj<j<n(z; — x;_1) ja madritellddn

(3.2) /f(:r)dx: lim S(f,P).

1P[[=0

Cauchy todisti, etté tillainen raja-arvo on olemassa. Jatkuville funktioille muodostet-
tu Cauchyn integraali vastaa Newtonin integraalia, kuitenkin joissakin rajoittamat-

tomissa tilanteissa Newtonin médritelmé toimii Cauchyn méairitelmid paremmin.

4. RIEMANNIN INTEGRAALI YLI KOMPAKTIN VALIN

Bernhard Riemann (1826-1866) kehitti omalta osaltaan integraalin méaritelmaa

eteenpain.
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4.1. Mé&édritelmd (Vilin jako). Reaaliakselin kompaktille vélille I = [a, b] voidaan
maarittad jako

P =A{xo,21,....,x,},

missi a = z9 < 21 < ... < x, = b. Jako P jakaa vilin [a, b] osavileihin, joita on
n kappaletta.
Vilin jaon voi vastaavasti méaritelld my6s joukolle 7 C R™ :

Vilin I = I' x ... x I C R" jako P on karteesinen tulo
P=P'x..xP"
missi P’ on komponenttivillin I* jako m; osaviliin, i = 1, .., n.
Nyt voidaan méaritelld mita tarkoitetaan porrasfunktiolla rajoitetulle funktiolle.

4.2. Maédritelmé (Porrasfunktio). Rajoitettu funktio A : I — R on porrasfunktio
jos on olemassa vilin I C R” jako P siten, ettd funktio A on vakio jokaisen osavilin

sisuksessa.

Ennen kuin méirittelemme yla- ja alaporrasfunktioiden avulla Riemannin in-

tegraalin médaritelldéin ensin mité tarkoitetaan alkeisintegraalilla.

4.3. Méiritelma (Alkeisintegraali). Olkoon h : I — R viilin I C R" porrasfunktio
ja P viliin liittyva jako. Néain ollen jokaisen osavalin I; sisélla funktio saa vakioarvon

¢; € R. Porrasfunktion alkeisintegraaliksi yli vélin / méaritelladn nyt
S(h)y=S(h, 1) =) ¢AI;),
J
missd A(I;) on osavilin [; geometrinen tilavuus.
Huomautus. Vilin I C R" geometrinen tilavuus on
M) =M(I) = (by —ay) « .. s (by — ay),

missd b; — a; on vilin IV pituus.
Porrasfunktioiden avulla saadaan integraalille maériteltyé yla- ja ala-integraali. Jos

ndmi integraalit ovat yhta suuret saadaan rajoitetun funktion integraali maaritettya.
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4.4. Méaaritelma (Riemannin integraali porrasfunktioiden avulla). Rajoitettu

funktio f : I — R on Riemann-integroituva yli vilin I, mikali sen alaintegraali
ala/f =sup{S(h,I): h: I — R porrasfunktio, h < f}
I
ja ylaintegraali

yléi/f =inf{S(g,I) : g : I — R porrasfunktio,g > f}
I

ovat yhté suuret, jolloin funktion Riemannin integraali yli vélin I on

(4.1) /If:ala/[f:yléi/[f.

4.5. Esimerkki. Yli- ja alaporrasfunktioiden avulla saadaan laskettua integraali
esimerkiksi funktiolle f : [0,1] — R, f(x) = z?, vaikkakin mééritelmén kiytto jakoi-

neen on tyolasté.

Midritetddn funktion f : [0,1] — R, f(z) = 22, integraali yli- ja alaporrasfunk-

tioiden avulla. Valitaan vélin [0, 1] jaoksi
P=1{0,27"2.27" . (2" h.27" 1}.

Valitaan nyt osavililta [(m—1)-27", m-2""] vasemmanpuoleisen péétepisteen mukaan
alaporrasfunktion h; arvo ja oikeanpuoleisen paitepisteen mukaan ylaporrasfunktion

ho arvo. Talla osavalilla on
m—1\? . mH 2
halz) = ( o ) i h() = (5)

Tarkastellaan seuraavaksi porrasfunktioiden alkeisintegraaleja.

Yldporrasfunktiolle saadaan

2n k 2 2n
S(hy) = Z (2_n> L9 — Z L2 .93
k=1 k=1
_ 9=, 22"+ 1)(2- 2"+ 1)
6

1 1
=5 (2 + 27 272”) — 3 kun n — oo.

Vastaavasti saadaan alaporrasfunktioille

1

S(hy) = G (2—2" 27" 4272y — kun n — oo.

Wl
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Nyt koska

1 1
S(hy) — 3 ja S(hy) — 3 kun n — oo,

funktio f on méaritelmin mukaan integroituva ja
1

=3

[0,1]

4.6. Esimerkki. Yli- ja alaporrasfunktioiden avulla voidaan tutkia funktion in-

tegroituvuutta. Tarkastellaankin funktion f :[0,1] — R,

1, kunz € Q
f(z) =
0, muulloin
integroituvuutta.

Nyt jokaiselle funktion alaporrasfunktiolle on h; < 0 ja yldporrasfunktiolle hy > 1.
Talloin on S(hi) < 0ja S(he) > 1, ja néin ollen f ei ole Riemann-integroituva.

Jatkossa funktion integroituvuutta voidaan tarkastella esimerkiksi Riemannin ehdon
avulla, jonka ideana on tarkastella yli- ja alaporrasfunktioiden alkeisintegraalien ero-

tusta. Jos tamé erotus saadaan mielivaltaisen pieneksi, niin funktio on integroituva.

4.7. Lause (Riemannin ehto). Rajoitettu funktio f : I — R on Riemann-integroituva
tasmdlleen silloin kun jokaiselle annetulle e > 0 loytyy porrasfunktiot hy : I — R ja

hy - I — R, jotka tayttdvit ehdot hy < f < hy ja
(4.2) S(hy) — S(hy) < €.
Todistus. Integroituvalle f on porrasfunktiot h; < f ja hy > f, joille

[f—smn<

ja siten ehto (4.2) tayttyy. Kaédntden, olkoon € > 0, ja hy < f < hy siten, ettd (4.2)

oS- [1<5

NN e

on voimassa. Silloin

0<yli [ £—ala [ < S(ha) - S(hn) <
I I

joten f on integroituva.
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4.8. Esimerkki. Tarkastellaan aikaisemman esimerkin 4.5 yli- ja alaporrasfunk-

tioiden alkeisintegraalien erotusta. Saadaan

1
S(hg) — 5(h1) = 6 (2—n+1 4+ 2—n+2) 7

jolloin, kun n — oo, saadaan
Niin ollen funktio f : [0,1] = R, f(z) = z?, on integroituva.

4.1. Nollamittainen joukko. Tunnettaessa tulos, ettd jatkuva funktio on integroitu-
va, ks. [5, s. 13|, voidaan integroituvuuden tarkastelussa keskittyd miettiméén kuinka
paljon funktiolla saa olla epajatkuvuuspisteiti. Lebesguen ehto Riemann-integroituvuu-
delle kertoo funktion olevan Riemann-integroituva kun epijatkuvuuspisteiden joukko

on nollamittainen. M&aritellddnkin ensin nollamittainen joukko.

4.9. Méédritelmi (Nollamittaisuus). Joukko A C R™ on nollamittainen, jos jokaiselle

e > 0 16ytyy numeroituva joukkoperhe (I)zen kompakteja vileja I C R™ siten, ettd

AclUUn  ja D M) <e

keN keN

Nyt saadaan johdettua tulos funktion integroituvuudelle.
4.10. Lause (Lebesguen ehto). Kompaktin vilin I C R™ rajoitettu funktio f : I — R
on Riemann-integroituva tasmdalleen silloin kun sen epdjatkuvuuspisteiden joukko
Er={x € feiole jatkuva pisteessi x}
on nollamittainen.
Todistus. Ks. [1, s. 171-173].

4.11. Esimerkki. Tarkastellaan funktion f :[0,1] — R,

o) = 1, kunz € Q

0, muulloin

integroituvuutta Lebesguen ehdolla.
Nyt epédjatkuvuuspisteiden joukko £ = [0, 1] ei ole nollamittainen, eikd funktiokaan

siten ole integroituva.
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4.12. Esimerkki. Olkoon joukko A = {ar = (ar,,ar,) € Q x Q : k£ € N} vilin
I =[0,1] x [0, 1] rationaalipisteet. Tarkastellaan nyt funktion f: I — R,

27k, kun z = ay jollakink € N

0, kunz € I\ A

integroituvuutta Lebesguen ehdolla.
Nyt £ = A, joka on numeroituvana joukkona nollamittainen. Jokainen x € I\ A on
nimittiin jatkuvuuspiste:

Jos € > 0 on annettu, niin 2% < ¢ kun k& > k.. Kun valitaan
0<é<min{|lz —a| : k=1,...,k},
niin kaikille y € B(z,d) NI on
J) = fla) <27 <e

Funktio on siis Lebesguen ehdon nojalla integroituva.

5. RIEMANNIN INTEGRAALI YLI RAJOITETUN JOUKON

Riemannin integraali rajoitetulle joukolle saadaan méaériteltyad palauttamalla tilanne
integroinniksi vélin yli. Mietittdessd milloin funktio on Riemann-integroituva rajoite-

tun joukon suhteen ldhestytiddn asiaa funktion nollajatkon avulla.

5.1. Méadritelmd (Funktion nollajatko). Funktion f : A — R nollajatko joukkoon
B D A on funktio f°: B — R, jolle
f(z) kun x € A

fx) =
0 kun = € B\A.

Funktion nollajatkon avulla saadaan maaritelma funktion Riemann-integroituvuudelle.
5.2. Mééiritelma (Riemann-integroituvuus). Olkoon A C R” rajoitettu joukko.

Rajoitettu funktio f : A — R on Riemann-integroituva, jos sen nollajatko f: I — R

kompaktiin véliin I O A on integroituva, ja talloin

fr-fr
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5.3. Esimerkki. Tiedetddn, ettd kompaktin vilin I C R" integroituvan funktion
f : I — R graafi G on nollamittainen, ks. [5, s. 17]. Jos nyt rajoitetun joukon A C R”
funktio f : A — R on integroituva, niin sen nollajatko f° : I — R kompaktiin viiliin
I > A on integroituva. Siten nollajatkon graafi G o on nollamittainen, jolloin sitd on

myos Gf C Gfo.

6. FUBININ LAUSE

Tyhjennysmenetelmén ja viipalointimenetelmén periaatteiden mukainen menetelmé
saada integraali paremmin laskettavaan muotoon saadaan Fubinin lauseesta. Use-
ampiulotteisissa tilanteissa integrointi saadaan muutettua esimerkiksi useammiksi yk-
siulotteiseksi integroinneiksi. Vastaavaa ideaahan soveltavat myos esimerkiksi
viipalointimenetelmé, joka muuttaa esimerkiksi kolmiulotteisen tilanteen perdakkaisik-
si integroinneiksi yksi- ja kaksiulotteisissa tilanteissa. Cavalierin periaatteen mukaises-

ti saadaan esitettyd joukon A C R""! y-leikkaus kiinteille y € R seuraavasti
A, ={z e R": (z,y) € A}.
Nyt voidaan muotoilla Fubinin lause.

6.1. Lause (Fubinin lause). Oletetaan, ettd funktio f : A — R on integroituva
rajoitetussa joukossa A C R, Jos jokaiselle y € p,i1(A), missd ppe1 on vastaava

projektiokuvaus, funktion f y-leikkaus
fy: Ay >Rz f(z,y)
on integroituva, niin funktio
Fppyi(4) _”R:?JH/ Jy :/ [z, y)dx
Ay Ay

on integroituva, ja on voimassa Fubinin yhtdlo

61 [ 7= [ s - / F= / " ( / | f<x,y)dx) dy.

Todistus. Ks. [5, s. 45].
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6.2. Esimerkki. Olkoon I = [0, 7] x [0,1] x [0, 27]. Lasketaan funktion
f:I—=R: f(z) =25 cos(zs)

integraali Fubinin lausetta hyddyntden. Funktion x;-leikkaukset, ¢ = 1,2,3, ovat
jatkuvina kuvauksina integroituvia, joten Fubinin lausetta voidaan soveltaa perakkaisia

kertoja. Saadaan

2T T 1
/f(x) dr = / 73 (/ / x1 cos(x1xo) day da:1> dzs
I 0 o Jo

27 ] T 41 .
= /0 §x§ (/0 /Osm(xl:EQ) d:m)
= §7r3 (/ sin z; dx1>

3 0
3

16
?(—cosm+cos0) = —n°.

—T
3
6.3. Esimerkki. Olkoon

D={(r,y)) eER*: -1 <2<0,0<y<1+x}

Lasketaan funktion f: D — R: f(z,y) = 1 — y + x integraali Fubinin lausetta hyo-
dyntden. Nyt funktion x— ja y—leikkaukset ovat jatkuvina kuvauksina integroituvia

ja Fubinin lausetta voidaan néin ollen kiyttad. Saadaan

0 1+x
/(1—y+x>d<x,y>=/ / (1—y+ ) dyds
D —-1J0
0 14e 1 9
:/_1/0 (y =5y +ay)de
0

1 1
:/ (§x2+x+§)dx

—1

1,01, 9 1
= '+ x4+ =
2/—13 6
7. JORDAN-JOUKKO JA SEN TILAVUUS

Laajennetaan nyt tarkastelua yleisempiin Jordan-joukkoihin. Mé&éritellidn ensin
Jordanin sisd- ja ulkotilavuuden kéasitteet, joiden avulla saadaan sitten tulos Jordan-

mitallisuudelle.
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7.1. Maéritelma. Olkoon S C I kompaktille vilille I C R". Jokaiselle vélin I jaolle
madritellddn J(P,S) summaksi niiden osavilien tilavuuksista, jotka sisiltdvit vain
joukon S sisipisteitd ja J(P,S) summaksi osavilien tilavuuksista, jotka sisiltiviit

pisteitd joukosta S U 0S. Lukuja

¢(S) =sup {J(P,S), Pon vilin I jako}

¢(S) = inf {J(P,S), Pon vilin I jako}

kutsutaan joukon S n-ulotteiseksi Jordanin sisé- ja ulkotilavuudeksi. Joukon S sano-
taan olevan Jordan-mitallinen jos ¢(S) = ¢(S). Télloin titd arvoa kutsutaan joukon

Jordan-tilavuudeksi ja sitd merkitddn c(S).

Huomautus. Aina on voimassa 0 < ¢(S) < ¢(S5). Edelleen, jos S on &érellinen
joukko, niin tallgin ¢(S) = €(S) = 0. Itse asiassa joukolle, jolla ei ole siséipisteitd on

¢(S) =0 koska J(P,S) = 0.

7.2. Esimerkki. Rationaalilukujen joukolle milld tahansa vlilld [a, b] Jordanin sisé-
tilavuus on nolla, aivan kuten vastaavalle irrationaalilukujen joukolle. Kuitenkin molem-
mille joukoille Jordanin ulkotilavuus on b — a. Itse asiassa molemmille joukoille

J(P,S) > b — a kaikilla jaoilla P, silld jokainen vili sisdltdd sekd rationaali- ettd

irrationaalilukuja. Kumpikaan joukoista ei ole siis Jordan-mitallinen.

7.3. Esimerkki. Ennen varsinaista integraalin keksimistd ympyrin pinta-alaa pystyt-
tiin arvioimaan piirtdmalld sen sisd-ja ulkopuolelle monikulmioita ja seuraamalla
mitd monikulmoiden pinta-alalle tapahtuu kun kulmien mé&ard kasvaa. Tyhjennys-
menetelmille saadaan ndin ollen yhteys integraaleihin Jordanin sisd- ja ulkotilavuu-
den kautta. Muodostetaan nyt r—séiteisen ympyran Y sisi- ja ulkopuolelle sdannélliset
monikulmiot, joiden pinta-alaa voimme tarkastella Jordanin sisi- ja ulkotilavuutena.
Syntyvit joukot eivit ole aivan méiritelmén 7.1 mukaisia mutta idea pysyy samana.
Silla, jos pinta-alojen erotus ldhestyy nollaa kulmien méaédrdn kasvaessa, on ympyré

Jordan-mitallinen joukko. Jaetaan siis ympyra kulman o = T, k € N, k > 4, mukaises-

El

ti osiin, kuva 9.
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Kuva 9

Niin saadaan muodostettua monikulmio, jossa on k¥ = = € N kulmaa. Sisipuolelle

muodostuvan kulmion pinta-ala saadaan laskettua kolmioista, jonka korkeus on
cosa -1 ja kanta 2 - sin« - 7. Saadaan

J(PY) = T cosa-sina-r
o

Vastaavasti ympyran ulkopuolelle voidaan muodostaa monikulmio kolmioista, joiden

korkeus on r ja kanta 2tan « - r. Monikulmion pinta-alaksi saadaan

J(PY) = T tana - r?

o .

Niiden kahden monikulmion alojen erotukseksi saadaan

5 Slna 1
Tre . —cosa | .
a \cosa

Nyt kulman « pienentyessa

sin &

1
—1 ja
COS (v

—cosa — 0.
o

Erotus lahestyy siis nollaa ja ympyra on taten Jordan-mitallinen.

Jordan-tilavuus itsessdéin on yhteydessd Riemannin integraaliin karakteristisen funk-
tion kautta.
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7.4. M&aritelma (Karakteristinen funktio). Funktio

1 kunz e S
xs:R" = R: f(z) =
0 kun x € R"\S,

on joukon S C R”™ karakteristinen funktio.

Jordanin sisd- ja ulkotilavuus voidaan nyt lausua integraaleina

¢(S) = ala / ws@de  ja o(S) =yl / vs(z) dz,

kun S C I kompaktille vélille I C R™ ja xg on joukon S karakteristinen funktio. Seu-
raavana voidaan antaa jatkossa hyodyllinen tulos sen méaaraamiseksi milloin joukko

on Jordan-mitallinen.

7.5. Lause. Olkoon S rajoitettu joukko avaruudessa R™ ja merkitidn joukon

reunaa 0S. Saamme
¢(9S) =¢(S) — ¢(9).

Talldin joukko S on Jordan-mitallinen jos ja vain jos €(0S) = 0, ja edelleen yhtdipitivisti

tasmdalleen silloin kun 0S on nollamittainen.

Todistus. Ks. [1, s. 397], [5, 5.§].
Jatkossa Jordan-joukon tilavuus voidaan laskea suoraan karakteristisen funktion

kautta. Tilavuus saadaan integroimalla karakteristista funktiota vilin I suhteen

dm:[M:AL

mille tahansa kompaktille vilille I D A.

7.6. Esimerkki. Osoitetaan, etti joukossa [0, co[xR kiiyrien y = /ax ja y = az?,

a > 0, rajaaman alueen pinta-ala ei riipu vakiosta a.

~1/3 Nyt koska kiiyrien

Ratkaistaan ensin kdyrien leikkauspisteiksi x = 0 ja z = a
rajaaman tasoalueen A reuna koostuu kahdesta nollamittaisen graafin osasta,

ks. |5, s. 17], on joukon reuna nollamittainen ja joukko on Jordan-joukko.
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Alueen A pinta-alaksi saadaan nyt Fubinin lauseella

a” Vazx
/1:/ / 1dydx
A 0 az?

.
= Var — az’ dx
0

1
72 - 15
TR

ol

ol

| =

Kuten huomataan alueen pinta-ala ei riipu vakiosta a.

8. MUUTTUJANVAIHTO RIEMANNIN INTEGRAALISSA

Usein integroidessa syntyy tilanteita, joissa muuttujanvaihdosta on apua. Ideana
on siis muuttaa integroitava funktio paremmin integroitavaan muotoon, jolloin pitaa
kuitenkin ottaa huomioon myo6s integrointialueen muodon ja koon muutos. Muuttu-
janvaihdolle voidaan johtaa varsinainen muuttujanvaihtolause, jossa oletetaan, etta
itse muuttujanvaihtokuvaus on diffeomorfismi ja joukot joiden suhteen integrointia
suoritetaan ovat Jordan-joukkoja. Tarpeen muuttujanvaihdolle ja integrointialueen
muutokselle luo Fubinin lause, jonka hy6édyntdminen tehtidvissid on riippuvainen ni-

menomaan integrointialueesta.

8.1. Diffeomorfismi ja muuttujanvaihtolause. Miiritellidn ensin mité tarkoite-

taan Jacobin determinantilla. Tdmén jilkeen voidaan esitelld tulos diffeomorfismille.

8.1. Madritelmd (Jacobin determinantti). Avoimessa joukossa A C R" differen-
tioituvan kuvauksen g : (g1, ...,gn) : A = R" Jacobin determinantti pisteessd x € A

(81) Jg(l') = det[aigk(:v)]iyk,

toisin sanoen sen derivaatan Df(z) : R” — R™ matriisin determinantti.
Muuttujanvaihdon kannalta hyodyllinen tulos saadaan diffeomorfismille.

8.2. Lause (Diffeomorfismi). Olkoon W C R"™ avoin joukko ja T : W — R"™ jatkuvasti
differentioituva injektio. Jos Jr(x) # 0 kaikille x € W, niin T(W) C R™ on avoin ja
T:W — T(W) on diffeomorfismi (ts. myés T=" on jatkuvasti differentioituva).
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Todistus. Ks. [5, s. 52].

8.3. Lause (Muuttujanvaihtolause). Oletetaan, etti

1)T: W — R"” on jatkuvasti differentioituva kuvaus avoimessa joukossa W C R™,
2) R C W on rajoitettu Jordan-joukko jolle R C W, ja

3) jollekin suljetulle nollamittaiselle joukolle N C R avoimeen joukkoon

R := (int R)\N rajoitettuna kuvaus T : R — T(R') on diffeomorfismi.

Silloin T'(R) on Jordan-joukko, ja rajoitetulle integroituvalle funktiolle f : T(R) — R

on voimassa muulttujanvathtoyhtalo

52) / e [wominl

Todistus. Ks. [7, s. 424-428|.

Mitan mielessd voidaan tarkastella Jacobin determinantin osuutta muuttujanvaih-
dossa, se on kuitenkin juuri se korjaustermi, joka ottaa huomioon integrointialueen
koon muutoksen muuttujanvaihtoa kiytettiessi. Keskeisid diffeomorfisia muuttujan-

vaihtokuvauksia ovat muunnokset napa- ja pallokoordinaatteihin.
8.2. Napa- ja pallokoordinaatit.

8.2.1. Napakoordinaattikuvaus. Napakoordinaattikuvaus
g:R?* = R? g(r,0) = (rcosf,rsind),
on jatkuvasti differentioituva, joten joukolle W =]0, oco[x]0, 27| on
g: W — R:\{(2,0) € R*: x > 0}, g(r,0) = (rcos®,rsinf),

on diffeomorfismi. Napakoordinaattikuvaukselle Jacobin determinantin itseisarvo on

[Tyl =
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8.4. Esimerkki. Lasketaan alueen
D ={(z,y) € R*, 2* + y* < a? a > 0}

yli funktion f : D — R : (z,y) — (2® + 3?)® integraali, kun s > 0. Integroidessa
kdytetddn napakoordinaattimuunnosta g, jolle D = g(U) joukolle U = [0, a] x [0, 27].
Koska ¢ : int U — g(int U) on diffeomorfismi (ks. 8.2.1), niin saadaan

_ 2541 2s+2
/f—/(r d(r,0) / / drd0_8+1

Taméi antaa esimerkiksi tapauksissa s = 1, 1 505 3 vastaavasti
4
Ta 2m . 2w 5
— —a ja —a
27 3 5

8.2.2. Pallokoordinaattikuvaus. Pallokoordinaattikuvaukselle

g :]0, 00[x]0, 27| x| —

SE

s
—[— R,
1

g(r,0,¢) = (r cosf cos ¢, rsin f cos ¢, r sin @),
voidaan myds laskea Jacobin determinantti

cosfcosgp —rsinfcos¢ —rcosfsing
J, =det |sinfcos¢ rcosfcos¢ —rsinfsing| = r?cos .

sin ¢ 0 7 COS @

Pallokoordinaattikuvaus on joukossa U =]0, co[x]0, 27[x] — 7, [ jatkuvasti diffe-

rentioituva injektio, joten
g:U = R\{(2,0,2) € R? : 2 > 0},
g(r,0,¢) = (rcosf cos ¢, rsin f cos ¢, 7 sin @),

on diffeomorfismi.

8.5. Esimerkki. Perinteinen kaava kolmiulotteisen pallon tilavuudella saadaan in-
tegroimalla pallokoordinaattimuunnoksen avulla. Olkoon siis D = B(0, R) C R? pal-
lo, jonka séde on R ja keskipiste origo. Integrointirajoiksi pallokoordinaattimuunnok-

sessa saadaan

0<r<R, 0 <0< 2m, ja —

b N
IN
-
IN
b x
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Koska int R on pallokoordinaattimuunnoksen diffeomorfisuusalueella (ks. 8.2.2), niin

muuttujanvaihtolauseen avulla pallon tilavuudeksi saadaan

2w R
/1dx Y,z / / / r?cos ¢ drdo dh
D = Jo
T R
:27r/ cosgbdqﬁ/ r? dr
- 0

3 3
_op.g. i _ATH
3 3

[NIE]

8.6. Esimerkki. Olkoon B = B(0,1) suljettu yksikképallo. Lasketaan integraali

1
d(xz,y, 2).
/B\/2+x?+y2+z2 ( )

Kaytetadn pallokoordinaattimuunnosta g, jolloin uusi integrointi suoritetaan joukon

R={(r0,¢)eR0<r<1,0<60<2r —=<¢<

}

0o =
T

suhteen. Jacobin determinantin arvo on siis 72 cos ¢. Koska int R on jilleen pallokoor-

dinaattimuunnoksen diffeomorfisuusalueella (ks. 8.2.2), niin muuttujanvaihtolauseen

avulla saadaan

TCOS

B\/2+$2+y2—|-22 T
3 d
:27r/2cosgbdqﬁ/ T

V2 +r?
:27T/~

:27r~2{\/_— {/:(gx/ﬂ—r?ntglogvnt\/mo”

=4r (\/g—%g—log(l—l—\/g)—l—o—i—logﬂ)

dr dé df

NE

¢(/ rvere- [ Wd)
0 0

[NIE]

— dr (? —log(1+v/3) + log\/§>.
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8.7. Esimerkki. Olkoon joukko A C R? alue, jota rajoittavat pallot 2%+ y? + 22 = a?
ja 22 + y? + 22 = b?, joille 0 < b < a. Lasketaan pallokoordinaattikuvauksen avulla

integraali

1
/ s drdydz.
(22 +y2 + 22)°

Integrointi suoritetaan nyt joukon

R={(r0,¢0) eR*b<r<a, 0<6<2m, —

o=

<<

(R
—

suhteen.
Koska int R on pallokoordinaattimuunnoksen diffeomorfisuusalueella (ks. 8.2.2), niin

muuttujanvaihtolauseen avulla saadaan

1
/ 3dalcdydz—/ / / dr df do
(a2 + 2+ )}

/ dH/ —dr/ﬁcosgbdqb
o (%) 2= (2,

9. LEBESGUEN MITTA JA INTEGRAALI

[NIE]
ﬂ
O
@)
wn

-

Seuraavana tavoitteena olisi méaaritelld jonkinlainen mitta avaruudessa R™ siten,
ettd se vastaisi luonnollista geometrista mittaa ja lisiksi sen tulisi olla siirtojen ja kier-
tojen suhteen invariantti. Liséksi vaaditaan, etté erillisten joukkojen yhdisteen mitta
on joukkojen mittojen summa. Mitan pystyisi myos unelmatilanteessa madradméan
kaikille joukoille. Osoittautuu kuitenkin, ettd tdsta vaatimuksesta tiytyy luopua.
Kaikkien joukkojen kohdalla voidaan kuitenkin tutkia Lebesguen ulkomittaa, jonka
ideana on peittdd mitattava joukko A C R" ulkoapéin ddrettoman monella yksinker-

taisella joukolla.

9.1. Méaéritelm& (Lebesguen ulkomitta). Joukon A C R™ Lebesguen ulkomitta on
luku
m*(A) = m:(A) = inf {Z M) LeK Ac| Jj} ,
=1 j=1
missd A(/;) on avoimen n-vélin I; geometrinen mitta ja K on avaruuden R™ kaikkien

avoimien n-vilien ja tyhjan joukon muodostama kokoelma.
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Madéritellylla Lebesguen ulkomitalla voidaan todistaa olevan useita hyodyllisia

ominaisuuksia.

9.2. Lause. Lebesguen ulkomitalle m! : {A: A C R"} — [0, 00] pitee
1) my(¢) =0,
2) monotonisuus: jos A C B, niin m;(A) < m}(B),

3) subadditiivisuus: jos Ay, As, ... C R"™, niin

my (A <D mi (A,
k=1 k=1

4) m:({z}) = 0 jokaiselle x € R" ja yleisemmin

5) jos A on numeroituva, niin m(A) = 0.

Todistus. Ks. [3, s. 9].

9.3. Esimerkki. Vilin [0, 1] rationaaliluvuille voidaan méérittad Lebesguen ulkomit-
ta. Koska vilin rationaalipisteiden joukko on numeroituva, on sen ulkomitta lauseen

9.2 perusteella nolla.

Seuraavana tulisi miettid millaisille joukoille péatee, ettd numeroituvan monen pis-
tevieraan joukon yhdisteen mitta on tdsmélleen joukkojen mittojen summa, toisin sa-
noen tutkia taydellisen additiivisuuden toteutumista. Pohtimalla kysymysta paadytaan

Carathéodoryn ehtoon, joka méérittelee Lebesgue-mitalliset joukot.

9.4. Madritelma (Carathéodoryn ehto). Joukko A C R™ on Lebesgue-mitallinen jos
jokaiselle £ C R™ pitee

m(E) = m:(E N A) +m (B\A).

n

Jatkossa avaruuden R”™ mitallisten osajoukkojen kokoelmasta kiytetdan merkintia
M.,,. Yhdistamélla Lebesgue-mitallisuus ulkomitan madritelméén saadaan maaritel-

tyd Lebesguen mitta.
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9.5. Maaritelmi. Joukon A C R™ Lebesguen mitta on

m(A) = my(A) = my, (A),

n

jos joukko A on Lebesgue-mitallinen.

Vastaavasti kuin Lebesguen ulkomitalle voidaan my6s Lebesguen mitalla todistaa

olevan hydodyllisid ominaisuuksia.

9.6. Lause. Maddritellidn joukkofunktio m : M,, — [0, 0] asettamalla

Talloin joukkofunktio m on tdysadditiivinen mitta, toisin sanoen
1) m(¢) =0, ja

2) jos Ay, As, ... € M, ovat pareittain pistevieraita, niin

m (U Ai) = Zm(Ai).

Todistus. Ks. [3, s. 15].

Lebesguen mitalla on tyhjennysmenetelméén liittyen rajankdyntiominaisuus:
jos mitallisten joukkojen jono (A;) on

1) kasvava, niin
()t

2) vihenevi ja m(Ag) < oo jollekin k, niin

m (ﬂ AZ-) = lim m(4;).
Todistus. Ks. [3, s. 16].

9.1. Lebesguen mitan yhteys Jordan-pituuteen yksiulotteisessa avaruudessa.
Lebesguen mitalla ja joukon Jordan-pituudella on seuraava yhteys, ks. [1]:

a) Jokaiselle rajoitetulle joukolle E on voimassa m*(E) < ¢(E).

b) Olkoot E C R rajoitettu joukko ja K joukon FE kompakti osajoukko. Télloin
¢(K) <m*(E).

Nama kaksi tulosta yhdistamaélla saadaan, ettd jokaiselle kompaktille joukolle
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K C R on voimassa ¢(K) = m*(K). Koska rajoitetulle joukolle £ joukon reuna 0F
on kompakti joukko, paadytadn tilanteeseen:
Joukko E on Jordan-mitallinen, jos ja vain jos sen reuna on nollamittainen Lebesguen

mielessd. Tata ominaisuuttahan kiytettiin Jordanin joukon méaéarittelyyn.

9.2. Lebesguen integraali. Lebesgue 1dhti tarkastelemaan integrointia eri tavalla
kuin Riemann ja muut edeltdjinsd. Riemann keskittyi integraalissaan ldht6joukkoon
ja sen epijatkuvuuspisteiden méirdan, kun taas Lebesgue aloitti tarkastelun maali-
joukon arvoista olettaen, ettd niitd on ddrellinen méiard. Héin siis kivi ldpi jokaisen
maalijoukon arvon ja etsi arvoa vastaavan lahtéjoukon, jonka ei siis tarvitse olla

esimerkiksi yhtendinen véli. Sellaisia funktioita, jotka saavat vain &direllisen madran

arvoja kutsutaan yksinkertaisiksi funktioiksi.

9.7. Maaritelma (Yksinkertainen funktio). Funktio f : R™ — R on yksinkertainen,
jos f saa direllisen monta arvoa ja alkukuva f~'(c) € M, jokaiselle ¢ € R. Télloin

merkitddn f € ).
Otetaan kiyttoon myos merkinta
YVt={feY: f(z) > Okaikillaz € R"}.

Huomattavaa on, ettd Riemannin integraalin méaritelméssa esiintyvit porrasfunktiot
ovat yksinkertaisia. Myo6s mitallisen joukon A karakteristinen funktio on yksinker-

tainen. Nyt voidaan mééritelld yksinkertaisen funktion Lebesguen integraali.

9.8. Mééritelmé (Lebesguen integraali). Olkoon f € Y7 ja

fx) = Z a;xa, ()

sen normaaliesitys. Jos £ € M, niin

I(f,F) = Z a;m(A; N E)

on funktion f Lebesguen integraali yli joukon E.
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Huomautus. Normaaliesitykselld tarkoitetaan funktion esittdmistd muodossa

flz) = Z a;xa,; (z),

=1

kaikilla € R", missd A; = f !(a;) funktion f arvojoukolle {ay, ..., ax}.

9.9. Esimerkki. Tiedetdén, ettid vélin [0, 1] rationaalilukujen Lebesguen mitta on 0
ja vilin kaikkien irrationaalilukujen mitta on 1. Tutkitaan nyt Lebesguen integraalia

funktiolle
f : [07 1] —-R: f = a1X4; + A2X Ay
missi a; = 0, A1 = [07 1] N Q ja ag = 17 AQ = [07 ]_] N (R\Q)
Lebesguen integraaliksi yli vélin [0, 1] saadaan
I(f,]0,1]) = a; - m(A)) +ag-m(A2) =0-0+1-1=1.
Tastd seuraa, ettd Lebesguen integraalin arvo on 1. Saman funktion Riemann-integraalia

el ole edes olemassa.

9.10. Méaritelmd. Olkoon f : A — [0,00] mitallinen. T&ll6in funktion Lebesgue-

integraali yli joukon A on
/ fdm = / fdr =sup{I(u,A) :u €Y', u< [ joukossa A}.
A A
Huomautus. Rajoitetulle Jordan-joukolle A on

c(A):/Alz/Aldm:m(A).

Lebesguen integraalin méaéritelmid voidaan nyt laajentaa funktioihin, jotka saa-
vat muitakin kuin positiivisia arvoja. Tamaé mahdollistuu tarkastelemalla funktion
positiivi- ja negatiiviosia. Madritellidn ensin mité tarkoitetaan funktion positiivi- ja
negatiiviosilla.

9.11. Maaritelma. Joukon A C R" funktion f: A — R positiiviosa on
fT:A—10,00[:  — max{f(x),0}
ja negatiiviosa

f7:A—[0,00: = max{—f(z),0} = —min{f(z),0}.
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Nyt voidaan maéritelld funktion Lebesguen integraali positiivi- ja negatiiviosien

avulla.

9.12. Maaritelmi. Olkoon A € M ja f: A — [0, 00| mitallinen. Jos

/f+dm<oo tai /fdm<oo,
A A

niin funktion Lebesguen integraali yli joukon A on

/Afdm:/Aﬁdm—/Af—dm.

Funktiota sanotaan integroituvaksi, mikili sen integraali on dérellinen.

Huomautus. Muillekin kuin integroituville funktioille voidaan siis muodostaa in-
tegraali, kunhan toinen funktion positiivi- tai negatiiviosan integraaleista on aarelli-

nen.

10. EHDOTUS LUKIO-OPETUKSEEN: INTEGRAALIEN ARVIOIMINEN NUMEERISILLA

MENETELMILLA

Lukiomatematiikan syventavilld kursseilla tutustutaan integrointiin erilaisilla
numeerisilla menetelmilld. Namé numeeriset menetelmét antavat arvioita kiyran alle
jaavan alueen pinta-alasta. Pinta-alalle saadaan arvio laskemalla yhteen suorakul-
mioiden tai puolisuunnikkaiden pinta-aloja. Yhdistamalld ndma kaksi eri tapaa péaa-
dytddn Simpsonin sdantoon, joka antaa yleensd menetelmistd parhaan arvion pinta-
alasta. Lisdksi mainittakoon esimerkkiné uusista menetelmista integraalien numeeriseen
laskemiseen tarkoitetut erilaiset tietokoneohjelmat. Esimerkiksi koulumaailmassa kiy-
t0ssé oleva Geogebra-ohjelma antaa mahdollisuuden havainnollistaa opetuksessa sita
kuinka nopeasti vilin jakopisteiden maaran kasvattaminen my0s nopeasti tarkentaa

arvioita pinta-aloille.

10.1. Keskipistemenetelmi. Lahdetdan liikkeelle siis arvioimalla kdyréan alle jadvia
pinta-alaa suorakulmioilla. Jos funktio on kasvava annetulla vililld, niin valitsemalla
suorakulmion korkeus jakovalin alku-tai loppupisteen perusteella saadaan pinta-alalle

arvio vastaavasti ala- tai yldasummana muodostuneista suorakulmioista, kuva 10.
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S

Kuva 10

Arviota voidaan parantaa valitsemalla jakovélilta sen keskipiste, jolloin syntyvien suo-

rakulmioiden yldreunat vastaavat vielikin paremmin funktion graafia.

10.1. Esimerkki. Keskipistemenetelmilld voidaan laskea arvio yksikk6ympyrin pinta-

alalle arvioimalla ympyran neljinneksen
Y ={(z,y) eR*,0<y < V1—2%z>0}

pinta-alaa neljilla suorakulmiolla. Suorakulmioiden korkeus méaraytyy keskipistemene-
telmélld neljan jakovilin keskipisteiden xy = 0,125, 29 = 0,375,253 = 0,625 ja

x4 = 0,875 antamien arvojen mukaan. Neljanneksen pinta-alaksi saadaan

Ar(Y) =0,25(y/1 — 0,125% + /1 — 0, 3752 + /1 — 0,6252 + /1 — 0,875?)

=0, 795982.
Saatua arvoa voidaan verrata oikeaan yksikkéympyran neljdnneksen alaan
A= % — 0,785398...,

jolloin huomataan keskipistemenetelman antavan vain sadasosan verran liian suuren

arvion pinta-alasta.
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10.2. Puolisuunnikasmenetelmai. Yleensi suorakulmioita parempi arvio pinta-alalle

saadaan korvaamalla suorakulmiot puolisuunnikkailla, jotka muodostuvat kun jakovilien

paatepistearvot yhdistetddn janoilla, kuva 11.

/

Kuva 11

Jos d on jakovilin pituus ja y; ja 12 ovat funktion arvot jakovilin padtepisteissi, niin

puolisuunnikkaan pinta-ala on

Nty

10.2. Esimerkki. Puolisuunnikasmenetelmé antaa ympyrianeljinneksen pinta-alalle
aina liian pienen arvion, koska muodostetut puolisuunnikkaat jaavit aina kiyrin ala-
puolelle vaikka jakoa tihennettdisiinkin. Neljilld jakovililld saadaan pinta-alan arviok-

si

1++/1-0,25 V/1—=0,75%2 40
AP(Y):O,25<+ et ; +):0,748927.

Puolisuunnikasmenetelmé tuottaa siis téssd tapauksessa neljid sadasosaa todellista

lilan pienen arvon.
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10.3. Simpsonin saddnt6. Yhdistdmaélla keskipistemenetelmé puolisuunnikasmene-
telmén kanssa painotettuna keskiarvona paddytaan Simpsonin sdantéon. Puolisuun-
nikkaan pinta-ala otetaan huomioon kertoimella % ja keskipistemenetelméan suorakul-
mio kertoimella % Menetelmé on nimetty englantilaisen Thomas Simpsonin (1710-
1761) mukaan.

Johdetaan Simpsonin sddnto funktion kuvaajan ja z—akselin vililla [a,b] rajaaman
alueen pinta-alalle. SAé4nto vaatii, ettd jakovéleji on parillinen mééra, joten helpoin-
ta on l&hted liikkeelle soveltamalla menetelmid koko vélilld [a, b]. Merkitadn funktion
arvoja vilien paatepisteissd yy ja yo. Keskipistemenetelmén tarvitsemaa arvoa mer-
kitdan y,. Jakovileja pituudeltaan d on siis kaksi. Yhdistaméalld kahdella eri taval-

la pinta-alalle lasketut arviot painotettuna keskiarvona saadaan Simpsonin sddnnon

mukaiseksi pinta-alaksi

1 Yo + Y2 2 d
- 2+ 22y = Sy + 4 .
3 5 + 3 Y1 3(y0+ v+ y2)

1 2

Vastaavasti neljan jakovilin tilanteessa kahdella ensimmaiselld ja kahdella viimeisel-
14 jakovélilld voidaan kummallakin erikseen soveltaa kaavaa (10.1). Neljan jakovilin

tilanteessa pinta-alaksi saadaan
d d d
(10.2) Agy = 3 (Yo +4y1 +y2) + 3 (Y2 +4ys +ys) = 3 (Yo +4y1 + 2y2 + 4ys + ya).

Kaavassa olevien jakopisteiden arvojen kertoimien voidaan huomata noudattavan
tiettyd kaavaa, joten jos jakoa halutaan tihentdd télloin myos Simpsonin sadnnoén

johtaminen on helppoa.

10.3. Esimerkki. Simpsonin sddnnolld saadaan myds arvio ympyraneljinneksen
pinta-alalle.

Neljalld jakovililld pinta-alaksi saadaan

0,25
A (V) = =2 (1 b 4y/1—0,25% +2¢/1— 0,52 + 41— 0,752 + 0) — 0, 770898,

Kahdeksalla jakovililla saadaan entistd parempi arvio

0,125
Ass(V) = === (1 4 4y/1—0,125% +2¢/T— 0,252 + ... + 4y/T — 0, 8752 + o)

=0, 780297.
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Neljalld jakovalilla padstaan siis sadasosan padhéin oikeasta arvosta kun taas kahdek-

salla valilld padstadn jo tuhannesosien tarkkuuteen.

10.4. Esimerkki. Lasketaan Simpsonin sdannolld kiayran y = 2% ja x—akselin vililla
[1, 3] rajaaman alueen pinta-ala kahdella ja neljalla jakovélilli ja verrataan sita suo-
raan integroimalla saatuun arvoon.

Kahdella jakovililla jakopisteet ovat siis zyp = 1,21 = 2 ja o = 3. Jakovilin pituus

on d = 1. Pinta-alaksi kaavalla (10.1) saadaan

d
Ago = g(yo + 4y + o)

1
= 5(21+4~22+23)
~ 8,66666.

Neljalld jakovililla jakopisteet ovat xg = 1,2y = 1,5,29 = 2,23 = 2,5 ja x4 = 3.

Jakovilin pituus on d = 0, 5. Sijoittamalla tiedot kaavaan (10.2) saadaan

Ags = =+ (yo + 4y1 + 2y2 + 4ys + ya)

5
=2 (2" 4+4-2"°42.2744.27° 1+ 27)

O WX

|

~ 8,65685.

Suoraan integroimalla saadaan

3 3 301 6
/QIdx:/ ef““?dx:/ = 9r = 2 8 65617
1 1 11n2 In2

Verrattaessa tuloksia huomataan, ettd jo neljalla jakovililla padstdan kolmen desi-

maalin osalta oikeaan tulokseen.

10.5. Esimerkki. Lasketaan funktion f(z) = z?-sin x kuvaajan ja x— akselin valilli
[0, 7] rajaaman alueen pinta-ala Simpsonin sdannolla. Verrataan neljilld ja kahdeksal-
la osavililla saatuja tuloksia kaksi osittaisintegrointia vaativan integraalin antamaan

arvoon

/ z’sinzdr =72 — 4 ~ 5, 869604.
0

Jaettaessa integroimisvili neljdéin osavaliin tulee osavilin pituudeksi siis d = 7, ja
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Simpsonin séd&nnolla (10.2) pinta-alaksi saadaan

T T\ 2 ™ T\ 2 T 3\ 2 3
Agy = — 4. (—) in—4+2- (—) in—+4-|— in— | &5, .
st = 15 <O+ 1 sin 1 + 5 sin 5 + 1 sin 1 5, 85958

Tulos poikkeaa integroinnin tuottamasta arvosta sadasosan verran.
Kahdeksalla osavilillid arviota saadaan tarkennettua entisestdin. Nyt jakovélin

pituuden ollessa d = %, pinta-alaksi saadaan

2 2 T\’ .7
A58:27T—4 (4(%) sing+2~(%> sin%+...+4~ (%) sing) ~ 5, 869246,

Kahdeksan jakovilin arvio antaa jo kolmen desimaalin osalta oikean tuloksen.
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