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JOHDANTO

Georg Bernhard Riemann (1826-1866) esitti kuvauslauseen vaitoskirjas-
saan vuonna 1851. Han kaytti todistuksessaan Dirichlet’n periaatetta, jossa
tutkitaan harmonisten funktioiden reuna-arvo ongelmaa. Dirichlet’n peri-
aate oli tuohon aikaan paljon kiytetty lause ja sitd pidettiin yleisesti péa-
tevind. Kuitenkin vuonna 1870 Karl Weierstrass (1815-1897) kritisoi Di-
richlet’n periaatetta nayttamalla sen todistuksen vastaesimerkeilld vaaraksi,
ja sen vuoksi Riemannin alkuperéinen todistus kuvauslauseelle ei endé pé-
tenyt. Vasta noin 50 vuotta myShemmin Riemannin alkuperdisesta tyosta,
David Hilbert (1862-1943) todisti Dirichlet’n periaatteen oikeaksi ja otti Rie-
mannin todistuksen perusominaisuudet kiyttoon. Silla aikaa oli jo kehitetty
muita Riemannin kuvauslauseen todistuksia, joista yksi oli Carl Neumannin
(1832-1925) ja Hermann Schwarzin (1843-1921) kehittelemé&, niin sanottu
vaihtoehtoinen menetelmé. Riemannin vaitoskirjassa ei ainoastaan vaitetty
konformikuvausten f : D — D’ olemassaoloa, missé alueet D ja D’ ovat yh-
desti yhtendisid, vaan esitteltiin myos, ettd konformikuvaus f voidaan valita
siten, ettd se kuvaa néiden alueiden reunat toisilleen, kun alueiden reunat
ovat paloittain jatkuvasti differentioituvia.

Taméan Pro gradu-tutkielman tarkoituksena on kasitelld Riemannin ku-
vauslausetta. Tutkielman péaldhteend on kiytetty Bruce P. Palkan teosta
[1], jota seurataan lihes samankaltaisena rakenteena. Lisdksi edellisen teok-
sen tdydentavina tukena ovat olleet Lars V. Ahlforsin teos [2], ja internetissi
olevat luentomonisteet [8] ja [9]. Tutkielman viimeisessd kappaleessa esitel-
144n vield lyhyesti kuinka konformikuvaukset kiyttaytyvéat alueiden reunoilla.
Konformikuvausten reunavastaavaisuuden tutkimiseen kdytetddn péadasialli-
sesti teoksen [1] rakennetta, mutta lisdksi sitd on tdydennetty Rolf Nevan-
linnan, V. Paateron [4] ja Zeev Neharin [3] teoksilla.

Tutkielman ensimmaisessa kappaleessa kéasitellaan lyhyesti kompleksiana-
lyysin peruskéasitteitd, joita tullaan tarvitsemaan sen jalkeisissa kappaleissa.
Alkutietoina oletetaan Kompleksianalyysin 1 -kurssin asiat, jotka ma&raytyi-
vét luennolla [10], ja néiltéd osin olevia lauseita ei ole téssd todistettu. Toisessa
osiossa esitellddn Cauchyn lause ja integraalikaava. Sen jélkeisessé kappalees-
sa perehdytéddn analyyttisten funktioiden jonoihin ja sarjoihin. Kappalees-
sa kasitelladn myos funktioperhettd §, jota tullaan kiyttdméain Riemannin
kuvauslauseen todistuksessa. Neljdnnessé osiossa padasiana ovat funktoiden
eristetyt erikoispisteet ja kappaleen loppussa olevat analyyttisten funktioi-
den ominaisuudet, joita tullaan tarvitsemaan seuraavan kappaleen todistuk-
sissa. Viimeisessa kappaleessa esitelladn konformikuvaukset ja niihin liittyvia
ominaisuuksia, joiden erikoismuotona esitellain lyhyesti Mobius-kuvaukset.
Néiden jélkeen saadaan muotoiltua ja todistettua Riemannin kuvauslause,
joka on tdmén tutkielman téarkein tulos. Viimeiseksi tutkitaan pintapuolisesti
konformikuvausten reunavastaavuutta.
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1. ALKUTIEDOT KOMPLEKSIANALYYSISTA

Téssa kappaleessa késitelldan perusmadgritelmia ja -lauseita, jotka on muo-
kattu kompleksitasoon sopiviksi. Perusoletuksena on, ettd kisitteet, jotka on
maaritelty Euklidisissa avaruuksissa, kuten jonojen suppeneminen ja raja-
arvo, funktioiden jatkuvuus ja raja-arvo, avoin ja suljettu joukko, sisus, sul-
keuma, kompaktius ja yhteniisyys médritellisin kuten avaruudessa R?. Tés-
s tutkielmassa kaikki tarkastelut tapahtuvat kompleksitasossa C, ellei toisin
mainita.

Aloitetaan méarittelemélld muutamia lauseita, jotka liittyvét kosketuspis-
teisiin ja jonojen suppenemiseen.

Merkintdja: Olkoon A(zp,7) = {2z € C : [z — 2| < r} avoin kiekko,
A(zo,7) = {z € C : |z — 29| < r} suljettu kiekko, A*(zp,7) = {z € C :
0 < |z — 2] <1} = A(z0,7)\{20} punkteerattu kiekko ja K(zo,r) = {z €

C: |z — zp| = r} ympyré, kun zp € C ja 0 < r < 0.

Maaritelma 1.1. Piste zg on joukon A kosketuspiste, jos kaikilla € > 0
patee, ettd A(zg,€) N A # 0. Lisiksi A:n kosketuspisteitd ovat kaikki sen
reunapisteet, riippumatta siitd kuuluvatko ne A:han. Joukon A kosketuspis-
teiden joukkoa sanotaan A:mn sulkeumaksi, eli A = {z9 € C : zg on Am
kosketuspiste}.

Lause 1.2. Jonolla (z,) on kosketuspiste zg € C, jos ja vain jos (zy):lld on
olemassa osajono (zp,) siten, ettd limy_ o 2n, = 20.

Lause 1.3. Oletetaan, ettd jono (z,) ldihestyy raja-arvoa zo. Tdlloin kaikille
(zn):m osajonoille (zy, ) patee, ettd limy_ o0 2n, = 20.

Lause 1.4. Joukko A on suljettu, jos ja vain jos se sisdltad kaikki kosketus-
pisteensd.

Seuraava lause kertoo kuinka jatkuva funktio séilyttédé jokaisen avoimen
joukon alkukuvan avoimena.

Lause 1.5. Funktio f : U — C on jatkuva, jos ja vain jos jokaiselle avoimelle
joukolle V C C alkukuva f~(V) ={z€ U : f(z) € V} on avoin U :ssa.

Yhtenaisiin joukkoihin liittyvid asioita kisitellddn seuraavissa lauseissa,
lemmassa ja maaritelmassa.

Lemma 1.6. Olkoon A joukko. Oletetaan, ettd on olemassa avoimet joukot
U ja V, joille pitevit seuraavat ehdot:

(i) ANUNV =0,

(i) ANU £ 0 ja ANV #0, ja

(iii) ACUUV.

Talléin A on epdyhtendinen.

Merkinta: Epéatyhjaa joukkoa D, joka on avoin ja yhtendinen, sanotaan
alueeksi.

Lause 1.7. Jos alue D voidaan ilmaista yhdisteend D = UUV , missd joukot
U ja V ovat erillisid ja avoimia, niin joko U = () tar V = ().

Lause 1.8. Kaikki alueen D pisteet zy ja z1, z9 # z1, voidaan yhdistid
toisiinsa murtovitvalla D :ssd.
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Lause 1.9. Olkoon f : A — C jatkuva funktio ja olkoon C' C A yhtendinen
joukko. Talléin joukko f(C) on yhtendinen.

Bernard Bolzano (1781-1848) ja Weierstrass on yleensd yhdistetty seu-
raavaan lauseeseen avaruudessa R: Jokaisella reaalilukujonolla, joka on ra-
joitettu ja &éreton, on kosketuspiste. Seuraava lause on tdmén laajennus
kompleksitasoon.

Lause 1.10 (Bolzano-Weierstrass). Oletetaan, ettd jono (z,) on rajoitettu.
Talloin (zp):lla on ainakin yksi kosketuspiste.

Todistus. Olkoon z, = x, + iy,. Koska jono (z,) on rajoitettu, niin myds
jonot (z,) ja (yn) ovat rajoitettuja reaalilukuja. Valitaan (x,):n kosketus-
pisteeksi 9 € R. Lauseen 1.2 nojalla (x,):1la on osajono (zy,) siten, ettd
limy o0 Tpn, = xo. Samoin on olemassa jonon (Y, ) osajono (ynkl), jolla on
raja-arvo yo. Lauseen 1.3 mukaan lim;_, ., Ty, = To, joten

lim z,, = lim (zp, + iyn, ) = o+ iyo = 20
l—00 ! l—00 ! !
Talloin Lauseesta 1.2 saadaan, ettd zg on (z,):n kosketuspiste. O

Seuraavaksi esitellddn Cauchy-jono, joka on nimetty Augustin-Louis Cauc-
hyn (1789-1857) mukaan.

Lause 1.11 (Cauchyn ehto suppenemiselle). Jono (zy,) suppenee, jos ja vain
jos se on Cauchy-jono: kaikilla € > 0 on olemassa N = N(€) siten, ettd
|2m — 2n| <€, kunm >n> N.

Tulevissa tutkielman kappaleissa kiytetddn tietoa siitd, ettd kompakti
joukko, joka on avoimen joukon sisilla, on positiivisen etdisyyden padssa
tdmaéan avoimen joukon komplementista:

Lemma 1.12. Olkoon U avoin ja epdtyhji joukko, ja olkoon K C U kom-
pakti. Tdlloin on olemassa r > 0 siten, ettd jokaiselle pisteelle z € K pitee

A(z,r) CU.

Todistus. Jos U = C, niin vaite on tosi, koska mikd tahansa r > 0 kiy.
Olkoon siten U # C. Tehdddn vastaoletus: Oletetaan, ettd ei ole olemassa
sellaista 7 > 0, jolle kaikille z € K olisi A(z,7) C U. Olkoon r = %, n ey,
jolle kaikille z € K ei pdde A(z,r) C U. Télléin on mahdollista kiinnittaa
jokaiselle n pisteet z, € K ja w, € F = C\U siten, ettd |z, —w,| < %
Koska joukko K on kompakti, niin jonolla (z,) on suppeneva osajono K:ssa,
jolla on kosketuspiste. Olkoon zq sellainen piste.

Olkoon (zp, ) jonon (zy) osajono, jolle limy_,oo 2, = 20. Télloin
1
‘wnk - ZO’ < ’wnk - znk’ + ’znk - ZO’ < nik + ‘an - ZO’ — 0,

kun k& — oo, eli limy_yo0 wy, = 2o. Silloin zp on myds jonon (wy,) kosketus-
piste.

Koska (w;,) on suljetussa joukossa F', niin Lauseen 1.4 perusteella F sisal-
taa kaikki kosketuspisteensd, eli zp € F. Talloin zy € K N F, josta saadaan
ristiriita, koska K C U = C\F. On siis olemassa r > 0 siten, etta jokaiselle
pisteelle z € K pétee A(z,r) C U. O
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Lause 1.13. Olkoon f : A — C jatkuva funktio ja olkoon K C A kompakti.
Talloin f(K) on kompakti.

Korollaari 1.14. Olkoon f : A — R jatkuva funktio ja olkoon K C A
kompakti. Tdlloin on olemassa pisteet zg,wo € K siten, ettd f(z0) < f(z) <
f(wo) kaikille pisteille z € K.

Toisin sanoen, kun rajoitutaan joukkoon K, niin f saavuttaa suurimman ja
PLENIMMAN, ATVONSA.

Analyyttiset funktiot ovat keskeinen késite kompleksianalyysisséd, joten
seuraavaksi esitelldan lyhyesti analyyttisten funktioiden késite.

Maéritelma 1.15. (i) Olkoon G avoin joukko ja zo € G. Funktio f : G — C
on derivoituva pisteessd zg, j0S Taja-arvo

lim M = lim f(ZO + h) - f(ZQ)
h

z—20 zZ— 2 h—0

= f'(20)

on olemassa.
(ii) Jos funktiolla f : G — C on deriwaatta jokaisessa joukon G pisteessd,
niin f on analyyttinen G:ssd.

Lause 1.16. Funktio f : G — C on derivoituva pisteessd zg € C, jos ja vain
jos f(z) = f(z0) + C(z — 20) + E(2) kaikilla z € G, missd E on virhetermi,
jolle lim,_, ., | 22| = 0. Téllgin C = f'(z0).

zZ—20

Cauchy-Riemannin yhtélot, jotka esitelldén seuraavassa lauseessa, ovat
nimetty Cauchyn ja Riemannin kunniaksi.

Lause 1.17 (Cauchy-Riemannin yhtélot). Olkoon G avoin joukko ja olkoon
f+ G — C derwoituva funktio pisteessi zo € G ja f(z) = u(z,y) + iv(x,y),
missd funktiot w,v : G — R. Tdalldin osittaisderivaatat Ozu = Uy, Oyu = Uy,
0xV = vy ja Oyv = vy ovat olemassa pisteessd (xo,Yyo) = 20 ja

{ uz(20) = vy(20)
uy(20) = —vz(20).

Huomio/Merkinté: Jos lahestytddn pistettd zo reaaliakselin (R) suuntai-
sesti, niin

f(z,y0) — f(xo,v0)

/ .
z9) = lim
f(20) Jim pr—
— lim U(.’L‘, yO) - U(ZL‘(), yO) +i lim U(l’, yO) - ’U(ﬂl’o, yO)
T—To xr — X T—T0 T — Zo

= ug (0, Yo) + vz (20, y0) = fu(20)-
Samoin saadaan, jos lahestytdén pistettd zg imaginaariakselin (iR) suuntai-
sesti, niin
f'(20) = vy(z0,y0) — iuy (w0, y0) = —ify(20)-

Lause 1.18. Oletetaan, ettd funktio f = u + iv on mddritelty avoimes-
sa joukossa U, ja ettd osittaisderivaatat ugz, uy, vy ja vy, oval olemassa
U:ssa. Jos kaikki osittaisderivaatat ovat jatkuvia pisteessd zg € U, ja jos
Cauchy-Riemannin yhtdlot patevdt zg:ssa, niin f on differentioituva zg:ssa

ja f'(z0) = fa(20) = —ify(20)-
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Maiaritelma 1.19. Olkoon U avoin joukko. Funktio f = u+iv on luokassa
Ck(U), jos U sisiltyy f:n mddrittelyjoukkoon, ja jos kaikki mahdolliset osit-
taisderivaatat fr, fy, foxs foys -+ fisas - - - ovat olemassa lukuun k asti U :ssa
ja ovat sielld jatkuvia funktioita.

Seuraavan lauseen tulos saadaan suoraan Lauseesta 1.18:

Lause 1.20. Funktio f = u + iv, joka kuuluu luokkaan C*(U), on ana-
lyyttinen avoimessa joukossa U, jos ja vain jos funktiot u ja v toteuttavat
Cauchy-Riemannin yhtdlot U:ssa. Talloin f'(z) = fz(2) = —ify(z) joukossa
U.

Lause 1.21. Olkoon D alue. Oletetaan, ettd funktio f: D — C on analyyt-
tinen, ja etti f'(z) =0 kaikilla z € D. Talloin f on vakiofunktio D :ssd.

Jos funktio f : U — C on analyyttinen, ja jos D C f(U) on alue, niin
funktion f kidé&nteisfunktion haaralla alueessa D tarkoitetaan jatkuvaa funk-
tiota g : D — U, jolle pétee ehto f(g(z)) = z kaikilla z € D. Seuraava lause
médrittelee tarvittavan ehdon, ettd g olisi myos analyyttinen D:ssa.

Lause 1.22. Oletetaan, ettdi joukko U on avoin, ja ettd funktio f : U — C
on analyyttinen. Olkoon g funktion f kddnteisfunktion haara alueessa D,
D c f(U), ja olkoot pisteet zy € D ja wo = g(z9). Jos f'(wg) # 0, niin g on
differentioituva pisteessi zo = f(wo) ja ¢'(z0) = m

Jos f'(z) # 0 kaikilla z € g(D), niin g on analyyttinen D:ssd, missd sen
deriaatta toteuttaa yhtdlon ¢'(z) = m.

Huomio: Olkoon U avoin joukko ja olkoon f : U — D funktio siten, etté
f = u+ v ja sen osittaisderivaatat u,, uy, v, ja v, ovat olemassa U':ssa.

(i) Jos jokainen osittaisderivaatta on jatkuva pisteessi zp € U, niin f on
differentioituva zg:ssa. Erityisesti,

f(z) = f(20) + f2(20)(z = 20) + fz(20)(Z — 20) + E(2)
kun z € U, missé funktio E : U — C on virhetermi, jolle lim,_, , |
ja

Fule0) = 5 (fa(20) = ify(20)) = 3 (aa0) + wya0)) + 5 (0 20) — 1y (20))

ja

2—20

|:07

Fo(z0) = 5 (fal20) + ify (20)) = 5 (ua(20) = v3(20)) + 2 (ve(z0) + uy(20)).

(ii) Funktio f on differentioituva pisteessé zg € U, jos ja vain jos fz(z9) = 0.

Monia térkeitd analyyttisten funktioiden ominaisuuksia on yleensa vai-
kea todistaa ilman kompleksisten integraalien kiayttoa. Todistukset, joissa ei
kiyteta integraalia, ovat usein vaikeampia, kuin klassiset todistukset.

Seuraavaksi tutustutaan kompleksiseen integrointiin yli paloittain jatku-
vasti differentioituvien polkujen, jotka maaritellaan seuraavaksi.

Maaritelma 1.23. (i) Jatkuva kuvaus v : [a,b] — C on polku, v(a) on
alkupiste ja y(b) on loppupiste. Polun jilki on sen kuvajoukko v([a,b]) = |v].
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v(a)
¥(b)

[vl

(11) Polku ~v(t) = x(t) +iy(t), missi t € [a,b], on jatkuvasti differentioituva,
jos derivaatta ~'(t) = 2'(t) + iy’ (t) on olemassa kaikilla t € [a,b], ja jos ~'
on jatkuva vdlilld [a, b].

(11i) Polku ~y : [a,b] — C on paloittain jatkuvasti differentioituva, jos on
olemassa jako a = tg < t; < -+ < t,, = b valilld [a,b] siten, ettd v on
jokaisella valilla [tg—1,tx], 1 < k <n, jatkuvasti differentioituva.

Lemma 1.24. Olkoon D alue ja olkoot pisteet zg, z1 € D. Talldin on olemas-
sa paloittain jatkuvasti differentioituva polku D:ssd siten, ettd sen alkupiste
on zg ja loppupiste on z1.

Lemma 1.25. Oletetaan, ettd funktiot f : A — C ja g : A — C ovat
jatkuvia, ja ettd polut v ja B ovat paloittain jatkuvasti differentioituvia A:ssa.
(i) [, f(z) + g(z)dz = [ f(2)dz + [, g(2)dz.

(1) f7 cf(z)dz = Cfv f(2)dz, kun c € C.

(iii) | f(2)dz =~ [, F(2)d=.

(iv) Jos polku v+ B on madritelty, niin f7+ﬂ f(2)dz = fﬂ/ f(z)dz—i—fﬂf(z)dz.
(v) Jos poluista v : a1, b1] — C, B : |ag,b2] — C ja ¢ : [a1,b1] — [az,be]
saadaan paloittain jatkuvasti diffentioituva polku siten, ettd 8 = v o p, niin

/7 f(z)dz = /B f(2)dz.

(i) | [, (12| < [ 7)) .

Maaritelma 1.26. Oletetaan, ettd joukko U on avoin, ja ettd funktion f
madrittelyjoukkoon kuuluu U. Funktio F : U — C on f:n primititvi U :ssa,
jos F' on analyyttinen U :ssa ja F'(z) = f(z) kaikilla z € U.

Lause 1.27. Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva avoimessa joukossa U, ja
ettd funktio F' on f:n primitiivi U :ssa. Jos polku -y : [a,b] — U on paloittain
jatkuvasti differentioituva, niin

/ f(2)dz = F(3(b)) — F(x(a)).
Y

Erityisesti, jos v on suljettu, niin

Lf(z)dz =0.

Edellinen lause takaa, ettd jos jatkuvalla funktiolla f on primitiivi avoi-
messa joukossa U, niin integraalin arvo funktiosta f yli paloittain jatkuvasti
differentioituvan polun joukossa U riippuu kokonaan tdmén polun alku- ja
loppupisteesté.

Seuraavassa kappaleessa esitellddin Cauchyn lauseen yleinen muoto, joka
on erittdin keskeinen kompleksianalyysin tulos. Cauchyn lauseesta on monia
erilaisia muotoja, joissa tutkitaan milloin analyyttisen funktion integraali on
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nolla yli suljetun polun. Seuraava lemma antaa tdmén tuloksen suljetuille
poluille, jotka ovat suorakulmioita.

Lemma 1.28. Jos funktio f on analyyttinen avoimessa joukossa U, niin
Jop f(2)dz =0, kun R C U on suljettu suorakulmio.

Lemma 1.29. Olkoon A avoin kiekko ja olkoon f jatkuva funktio A:ssa ja
Jor f(2)dz = 0 kaikilla suljetuilla suorakulmiolla R C A, jonka sivut ovat
koordinaatistoakseleiden suuntaisia. Tdalloin f:1ld on primitiivi A:ssa.
Erityisestt, f7 f(2)dz = 0 kaikkien suljettujen paloittain jatkuvasti differen-
tioituvien polkujen v yli kiekossa A.

Ennen kuin siirrytddn Caychyn lauseeseen kiekossa, niin seuraava lause
on Lauseen 1.29 seuraus, jota tullaan kdyttdmaan myShemmin téssd tutkiel-
massa. Se on my6s Lauseen 1.27 kddnteinen tulos.

Lause 1.30. Olkoon f jatkuva funktio alueessa D ja fv f(2)dz = 0 kai-

kille suljetuille paloittain jatkuvasti differentioituville poluille v alueessa D.
Talldin f:1ld on primitiivi D :ssd.

Lause 1.31 (Cauchyn lause kiekossa). Olkoon A avoin kiekko ja olkoon f
analyyttinen funktio A:ssa (tai yleisemmin, on jatkuva A:ssa ja analyyttinen
joukossa A\{zo} jollekin pisteelle zo € A). Tdlloin fv f(2)dz = 0 kaikille
suljetuille paloittain jatkuvasti differentioituville A:n poluille.

Seuraavassa esimerkissé kdytetdan edellistd Cauchyn lausetta, jonka avulla
haluttu tulos saadaan vaivattomasti.

Esimerkki 1.32. Ndaytetdadn, ettd faR(z — 29)"Ydz = 2mi, missid R on sul-
jettu suorakulmio ja zy on sen keskipiste.

Olkoon K = K(zg,r) ympyrd, joka rajoittaa R:id. Kun 1 < k < 4, niin ol-
koon polut i, ja By siten, ettdy = y1+y2+- - -+74 on suorakulmion R reunan
parametrisointi ja B = B1+Bo+- - -+ B4 on ympyran K parametrisointi kuten
kuvassa.

i

P o i s Br

Ay

Talldin voidaan valita kaikille k avoin kiekko Ay, joka sisdltdd suljetun polun
Y — B, ja missi funktio f(z) = (z — 20)~" on analyyttinen. Lauseesta 1.31
saadaan

0= / (z — 20) tdz = / (z—zo)_ldz—/ (2 — 20) " 'dz,
Vi =Bk Vi Br
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kun 1 < k < 4. Téssd polku B : [0,27] — C siten, etti B(t) = z + re'.
Silloin saadaan

/<9RZ_ZOdZ_Z/ Z_Z(sz_z/ Z_ZO

:/|zz0|=rz Zodz:/ﬁf(z)dz

27

21
= [ FBw)s )t = /0

0

2
:/ idt = 2mi.
0

Lemma 1.33. Olkoon ~ paloittain jatkuvasti differentioituva polku, ja ol-
koon h : |y| — C jatkuva funktio ja k € Zy. Olkoon funktio H mddaritelty
avoimessa joukossa U = C\ || siten, ettd

1

—.trie”dt
20 +rett — 2o

Tdlloin H on analyyttinen ja

H’(z) :k/y(g_h(zg))k—i-ldg'

Tarked késite kompleksianalyysissd on myos kierrosluku. Se on kokonais-
luku, joka kertoo kuinka monta kertaa polku kiertad tietyn pisteen ympéri ja
missé suunnassa. Jos kierrosluku on negatiivinen, niin polku kiertaé pisteen
ympari myotapaivadn, ja jos kierrosluku on positiivinen, niin silloin polku
kiertda vastapdivian.

Kierrosluku maaritellddn seuraavaksi ja sen jélkeisessd lemmassa on sen
joitain ominaisuuksia, joita kiytetadn mm. Esimerkissé 1.36.

Maaritelma 1.34. Olkoon v suljettu ja paloittain jatkuvasti differentioituva
polku ja z € C\ |vy|. Talloin y:n kierrosluku pisteen z ympdri on

1 1
—_— ds.
n(y,2) = 2m[y§—zg

Lemma 1.35. Olkoon ~y suljettu ja paloittain jatkuvasti differentioituva polku
ja olkoon U = C\ || joukko. Tdlloin

(i) n(vy,z) on vakio jokaisessa U:n komponentissa.

(i1) n(vy,z) =0, kun piste z kuuluu U :n rajoittamattomaan komponenttiin.
(i1i) Jos v on yksinkertainen, niin joko n(vy,z) =1 tai n(vy,z) = —1, kun z
kuuluu U :n rajoitettuun komponenttiin.

Esimerkki 1.36. Arvioidaan integraalia faR(g—z)_ldg, missd R on suljettu
suorakulmio ja z ¢ OR.
Suoraan Mddritelmdstd 1.34 saadaan

| (=2t = zmins, 2),
OR

missd polku ~y on standardi parametrisonti R:n reunalle. Sijoitetaan n(~y, z):n
patkalle n(OR, z). Madrdtian n(OR, z).
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Jos z on R:n ulkopuolella, niin Lemmasta 1.35.(ii) saadaan
/ (¢ — 2)"tds = 2min(dR, z) = 0.
OR
Jos z on R:n sisdlla, niin Esimerkistd 1.32 ja Lemmasta 1.35.(1) saadaan

/ (¢ — 2)"tds = 2min(OR, z) = 2win(OR, 2)
OR

= / (¢ — 20) " tds = 2mi,
OR

missd piste zg on suorakulmion R keskipiste.

Lause 1.37 (Cauchyn integraalikaava - lokaali versio). Oletetaan, ettd funk-
tio f on analyyttinen avoimessa kiekossa A, ja ettd polku v on suljettu ja
paloittain jatkuvasti differentioituva A:ssa. Tdlldin

n(v,z)f(z) = 1 f(g)d
(12 (2) / 3

2 S—z

kaikilla z € A\ |7].

Cauchyn integraalikaavan avulla voidaan analyyttiset funktiot esittaa
kompleksisten integraalien avulla. Taman tuloksen avulla voidaan mm. to-
distaa, ettd analyyttisilld funktioilla on olemassa kaikkien kertalukujen deri-
vaatat.

Lause 1.38. Jos funktio f on analyyttinen avoimessa joukossa U, niin funk-
tio f' on myés analyyttinen U :ssa. Erityisesti, f kuuluu luokkaan C1(U).

Lauseesta 1.38 saadaan Lemman 1.28 kiénteinen tulos, joka on nimetty
Giacinto Moreran (1856-1909) mukaan.

Lause 1.39 (Moreran lause). Olkoon f jatkuva funktio avoimessa joukossa
U. Oletetaan, ettd faR f(2)dz = 0 kaikille suljetuille suorakulmioille R C U,
jonka sivut ovat koordinaatistoakselien suuntaisia. Tdlloin f on analyyttinen
U :ssa.

Lause 1.40. Oletetaan, etti funktio f on jatkuva avoimessa joukossa U ja
analyyttinen joukossa U\{zp}, jollakin zy € U. Tdlloin f on analyyttinen
U :ssa.

Lokaali Cauchyn integraalikaava antaa my6s analyyttisten funktioiden de-
rivaatoille uuden esitystavan, joka esitellidn seuraavassa lauseessa. Kysei-
sen lauseen avulla voidaan arvioida analyyttisten funktioiden derivaattoja
Lauseen 1.42 mukaisesti.

Lause 1.41. Oletetaan, ettd funktio f on analyyttinen avoimessa kiekossa
A, k €N, ja etti polku v on suljettu ja paloittain jatkuvasti differentioituva
A:ssa. Tdlloin

21

kaikilla z € A\ |7].
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Lause 1.42 (Cauchyn estimaatti). Oletetaan, etti funktio f on analyyttinen
avoimessa kiekossa A = A(zg,r), ja ettd |f(z)| < m pdtee A:ssa, missd
m > 0 on vakio. Tdlloin

klmr
k)
‘f (z)’ S =)

f(k)(z(g)‘ < klmr=*,

Todistus. Kiinnitetdén piste z € A. Valitaan s > 0 siten, ettd |z — 29| < s <
r. Jos ¢ on ympyrélla K(zp, s), niin

kaikilla k € Z4 ja kaikilla z € A. Erityisesti,

s —z2[=1|c—20+20— 2| > |[s — 20| — |2 — 20|

=ls—20| = |z — 20| =5— |z — 20].

A

P

Lauseesta 1.41 saadaan

k! f(s)
(k) ’ _ | _ SO,
‘f (2) o /<Z0|=s (c — 2)k+1 s
k!
< / If(G)I\chl .
271 Jic—z0l=s |5 — 2)|
k! m
< — ds
27 |s—2z0|=s (S - ‘Z - ZO’)k—H
B E m ors S klmr
T o (s— |z — 2R T r |z — )Rl

O

Lause 1.43 (Maksimiperiaate). Olkoon f analyyttinen funktio alueessa D.
Jos on olemassa piste zg € D siten, ettd |f(2)| < |f(z0)| kaikilla z € D, niin
f on vakio D:ssd.

Korollaari 1.44. Olkoon D rajoitettu alue ja olkoon f : D — C jatkuva ja
analyyttinen funktio D:ssd. Talldin on olemassa piste zg € 0D, jossa |f(z)]
saavuttaa maksiminsa, eli |f(z)] < |f(z0)| kaikilla z € D.

Maksimiperiaate on hyvé viline, kun halutaan saavuttaa rajoja analyyti-
sille funktioille. Tdmén avulla saadaan muitakin arvioita, joista yksi esitel-
ld4n seuraavaksi. Se on saanut nimensa Schwarzin mukaan, mutta nykyinen
lauseen muoto on Constantin Carathéodoryn (1873-1950) ansiota.

Lause 1.45 (Schwarzin lemma). Oletetaan, etti funktio f on analyyttinen
kiekossa A = A(0,1), ja ettd f(0) =0 ja |f(2)| <1 kaikilla z € A. Tdlloin
I7/(0)| <1 ja|f(2)] <|z| kaikilla z € A.

Lisdksi, jos f ei ole muotoa f(z) = cz A:ssa, missi vakio ¢ € C ja |c| =1,
niin | f'(0)| < 1 ja |f(2)] < |z|, kun 0 < |z]| < 1.



RIEMANNIN KUVAUSLAUSE 13

Todistus. Madgritellaén funktio g : A — C siten, etta

_J 1f(z) kunze A\{0
g(z)—{ f’(O)) kunz:O.\{ }

Funktio g on jatkuva kiekossa A ja analyyttinen kiekossa A*(0,1). T&lloin
Lauseen 1.40 nojalla g on analyyttinen A:ssa.

Kiinnitetdén piste z € A ja olkoon r siten, etta |z| < r < 1. Korollaarin 1.44
mukaan on olemassa piste kiekon A(0,r) reunalla, missd |g(z)| saavuttaa
maksiminsa. Oletuksen mukaan téssé joukossa {z € C: |z] =7} on |f(2)] <
1, joten saadaan

19(2)] < max|g(c)] = max L)

<
le|=r l<l=r ]

S|

Kun 7 — 1, niin |g(z)| < 1. Téll6in saadaan
[F(0)] =1g(0) <1

ja
[f(2)] = lg(2)| 2] < ||
kaikilla z € A.
Jos |f(2)] = |z|, jollekin z # 0, tai | f'(0)] = 1, niin |g(2)| = 1 tai |g(0)| = 1.
Koska ylla osoitettiin, ettd |g(z)| < 1, niin |g| saavuttaa maksimiarvonsa

A(0,1):ssa. Talloin Maksimiperiaatteen 1.43 mukaan g on vakio A:ssa, eli
g(z) = ¢, missé |c¢| = 1. Silloin f(z) = zg(2) = ¢z kaikilla z € A. O

Geometrisesti Schwarzin lemma tarkoittaa, ettd kun oletetaan funktion
f:A(0,1) — A(0,1) olevan analyyttinen ja joka pitda origon kiintedn&, niin
f on joko rotaatio, eli kierto, tai se muuttaa jokaista pistettd z € A(0,1)\{0}
lahemmaéksi origoa, kuin se oli alkuperaisesti.

Taméan kappaleen viimeinen lause kisittelee logaritmin haaraa. Lause on
hy6édyllinen myohéaisemméssé vaiheessa.

Lause 1.46. Oletetaan, etti funktio f on analyyttinen alueessa D ja f(z) #
0 kaikilla z € D. Tdlloin on olemassa log f(2):n haara D:ssd, jos ja vain jos

/
/ &) o
5 f(z)
jokaiselle suljetulle ja paloittain jatkuvasti differentioituvalle polulle v alu-
eessa D.

Jos funktio g on log f(z):n haara D:ssd, niin kokoelma kaikista tdllaisista
haaroista muodostuu funktioista g + 2mik, missi k € Z.

Todistus. Osoitetaan ensin ehdon valttamattomyys. Olkoon funktio g log f:n
haara alueessa D, eli g(z) = log f(z). Talloin f(z) = expg(z) D:ssi. Deri-
voidaan tamaé, jolloin saadaan

f'(2) = ¢ (@) expg(z) = ¢'(2) f(2).

Koska f:114 ei ole nollakohtaa D:ssé, niin voidaan jakaa yhtalo silld, ja saa-

daan
P
f(=)

g'(2)



14 RIEMANNIN KUVAUSLAUSE

Toisin sanoen, g on primitiivi funktiolle fTI D:ssé, koska g(z) = log f(z) on
analyyttinen D:ssé.

Nyt f7 on jatkuva D:ssé, joten my0Os sen primitiivi g on siella. Liséksi polku
~ on suljettu ja paloittain jatkuvasti differentioituva D:ssd. Télléin Lauseen

1.27 mukaan 72)
z
X/ ) dz = 0.

Osoitetaan sitten ehdon riittévyys. Oletetaan, etta
!
/ F') dz=20
5 f(2)
annetulla polulla v alueessa D. Télloin Lauseen 1.30 nojalla fT,:He 16ytyy
primitiivi D:ssd. Valitaan yksi ja olkoon se F'.

Kiinnitetdén piste zg € D ja méaritellddn funktio g : D — C siten, ettéd

g(z) = F(2) — F(20) + Logf(20). Talloin ¢'(2) = F'(z) = J}/((j)), eli g on myos

L0 primitiivi D:ssé.
Olkoon G = fexp(—g). Funktio G on analyyttinen D:ssé ja sen derivaatta

o G'(2) = F(2) exp (~9(2)) — F(2)g' () exp (~g(2))
— F(2)exp (—g(2)) — F(z) L2

exp (—g(2)) = 0

f(z)
kaikilla z € D. Téasté saadaan, ettd G on vakio D:ssé ja
G(20) = f(20) exp (—g(20)) = f(20) exp (—~Logf(20)) = f(z0) _ 1,
f(20)

eli G(z) = 1 tai samoin f(z) = exp g(z), kaikilla z € D.T4lloin saadaan, etté
g on log f(z):n haara D:ssé.
Jos funktiot g ja h ovat molemmat log f(z):n haaroja D:ssi, niin tdmén
todistuksen alkuosan nojallaon ¢’ = b/ = L' D:ssii. Tilloin funktion [ = h—g
derivaatta on nolla D:ssé, joten [ on vakio. Olkoon I(z) = ¢ alueessa D.
Lisaksi, kaikilla z € D saadaan
exph(z) _ f(2)

expe = exp (h(z) ~ 9(2)) = Dol = L =1,
joten ¢ = 2mik, missa k € Z. Silloin h = g + 2wik. Koska jokainen log f(z):n
haara on edellistd muotoa, niin lauseen viimeinen véite on tosi. O
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2. CAUCHYN LAUSE JA INTEGRAALIKAAVA

Ennen kuin edetédén yleiseen Cauchyn lauseeseen, niin méaritelldan sykli,
joka on aéarellisen monen suljetun polun yhdiste.

Maéritelma 2.1. (i) 0 = (71,72, .,%) =71 + Y2 + -+ +p on sykli, jos
polut y1,7v2,...,7p ovat suljettuja ja paloittain jatkuvasti differentioituvia.
(1t) Jos o on sykli, niin |o] = |y1| U |y2| U---U|yp| on kompakti joukko.
(iii) Jos o on sykli joukossa A ja funktio f : A — C on jatkuva, niin

/ fyde = [ fde+ [ feyde st [ F)ae
o v

72 T
(iv) Olkoon o sykli ja z € C\|o|. Tdlloin voidaan mddritelli kierrosluku

1 1
n(02) = g [ ods = n,) + e s) ok 2)
Maaritelma 2.2. Olkoon U avoin joukko. Sykli o on nollahomologinen
U:ssa, jos n(o, z) = 0 kaikilla z € C\U.

Syklit oo = (v1,72,---,%) ja o1 = (B, B2, ..., Bq) ovat homologisia U :ssa,
jos sykli o = (y1,7v2, -, Yp» —B1, = P2, ..., —B4) on nollahomologinen U :ssa,
tai jos n(og, z) = n(o1, z) kaikilla z € C\U.

Lause 2.3 (Cauchyn lause). Olkoon o sykli avoimessa joukossa U. Talldin
[ f(2)dz = 0 kaikille analyyttisille funktioille f : U — C, jos ja vain jos o
on nollahomologinen U :ssa.

Todistus. Todistetaan ensin ehdon riittédvyys. Olkoon sykli o nollahomologi-
nen joukossa U. Lemman 1.35 mukaan kierrosluku n(o, z) on vakio jokaisessa
joukon C\|o| komponentissa. Talloin joukko V := {z € C\|o| : n(o,2) = 0}
on yhdiste C\|o|:n komponenteista. Koska |o| on kompakti, niin V' on avoin.
Joukon C\|o| rajoittamaton komponentti on V:ssé, ja koska |o| on nolla-
homologinen U:ssa, niin C\U C V. Téalléin K = C\V on kompakti, joka
sijaitsee U:ssa ja o] C K.

Olkoon § > 0 niin pieni, ettd kiekko A(z,0) C U jokaiselle pisteelle z € K
(Lemma 1.12). Jaetaan kompleksitaso pistevieraisiin koordinaatiston suun-
taisiin neliéihin, joiden reunat ovat suorilla x = %né jay = %né, missa n € Z,
eli neliiden sivun pituus on %6.

ATiF
f;—-*—-ﬁ__./

[k % )

L =
ar
N
;R_‘{

Rajoitettu K voi leikata vain &érellisen monen nelién kanssa. Olkoot ne ne-
liot Q1,Q2,...,Q,. Talloin, jos z;, 1 < j < 7, on nelién (); keskelld, niin
U siséltdd avoimen kiekon Aj(zj,16). (Muuten A(z,6), jollakin pisteells
z € Q; N K, leikkaisi joukkoa C\U, joka on ristiriidassa valinnan ¢ kanssa.)
Lisdksi, Q; C A;. Merkitddn Q7 = intQ;.
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Oletetaan, etté funktio f on analyyttinen U:ssa. Osoitetaan, etté fa f(z)dz =
0. Kiinnitetadn ruudukosta @), ja piste z € Q¢,. Sovelletaan Cauchyn inte-
graalikaavan lokaalia versiota 1.37 ja Esimerkkia 1.36, missd saatiin, ettd
n(0Qm, z) = 1, eli saadaan

1 f(s)

271 0Qm ¢—Zz

ds = n(0Qm, 2)f(z) = f(2).

f(s)

S—=z

Toisaalta, kun j # m, niin Lemmasta 1.28 saadaan funktiolle g(¢) =

1 f(s)

- ds = 0.
271 0Q; S — %

Summataan ylla olevat yhtalot, niin saadaan

(1) 27rz Z

Tamé yhtélo patee kaikilla z € Q2,, kun m = 1,2,...,r, eli kaikilla z €
Ui, Q.

Olkoon nyt X yksi neljastd nelion 0Q); suunnatuista sivuista siten, ettéd ||
on @Q;m sisdpuolella. Jos |A\|NK # 0, niin || jakaa sivun my6s jonkun muun
nelion kanssa. Télloin yhtdlon (1) oikean puoleisessa integraalissa on polut
Aja XY, jotka kumoavat toisensa integroitaessa. Silloin kaikilla z € U?Zl Q?
yhtdlo (1) saa muodon

2) 2m Z

missa A1, A2, ..., A\q ovat ne reunan viivat, jotka eivat leikkaa K:ta.

1)

joukossa C\|\g|. Talléin yhtélon (2) oikea puoh maédrittelee funktion, joka
on jatkuva joukossa C\ U{_; |A\x] ja K € C\UJ_; [ A&l

Kéytetddn edellistd ja niytetddn, etta yhtilo (2) patee kaikilla z € K. Kiin-
nitetdan piste z. Jos z € U§:1 Q?, niin vaite patee. Jos néin ei ole, niin z
on kahden tai useamman nelion @); rajalla. Valitaan yksi tillainen nelio, ol-
koon se @, ja valitaan jono (z,) nelion @ sisuksesta siten, ettd z, — z, kun
n — oco. Koska yhtélon (2) molemmat puolet ovat jatkuvia z:ssa, niin

aQJ§‘—Z

Mg—z

Lemmasta 1.33 saadaan, etté integraali f A ~dc on analyyttinen ja jatkuva

f(z) = lim f(z,) = lim — Z

n—o00 n—o0 27TZ Ak § - Zn
" 2mi Z A s—=z z
Erityisesti, yhtdlo (2) pétee kaikilla z € |o|.
Todistuksen loppuun saamiseksi oletetaan, ettd o = (v1,72,...,7p). Kéy-

tetddn yhtaloda (2) ja tietoa, ettd % on jatkuva joukossa |y| x |A\gx|, kun
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1<li<pjal<k<q, nin

/Uf(z)dz: 0(12‘1: Akgf(_g)zdc)dz:zlm,z /w /Akc—z ¢)dz

=1 k=1

k=17 2k =1
q
1
=-> / f(s / dz)d
2m Z—G
k=1

koska n(o,¢) = 0, kun ¢ € |\g|. Tama tulee siité, ettd |[Ag] N K = 0, eli
‘)\k’ cV.
Todistetaan sitten ehdon valttaméttomyys. Jos z € C\U, niin funktio f :

U—C, f(s) = = Z, on analyyttinen. T&ll6in oletuksesta saadaan

0= / f(o)ds = / g_izdg = 2min(o,s).

Eli n(o,¢) = 0 kaikilla z € C\U, jolloin ¢ on nollahomologinen U':ssa. O
Seuraava tulos seuraa suoraan Cauchyn lauseesta.

Seuraus 2.4. Olkoon U avoin joukko. Jos funktio f : U — C on analyytti-
nen, ja jos syklit oo ja o1 ovat homologisia U :ssa, niin

/UO f(2)dz = /a f(2)dz

Lause 2.5 (Cauchyn integraalikaava). Oletetaan, ettd funktio f on ana-
lyyttinen avoimessa joukossa U, ja ettd sykli o on nollahomologinen U :ssa.
Tdlloin f( )

n(o—,Z)f(Z)_27['Z g_z
kaikilla z € U\|o]|.

Todistus. Kiinnitetddan piste z € U\|o|, ja méadaritellddn funktio g : U — C

siten, etta
- BEE
1'(2) jos ¢ = 2.
T&lloin g on jatkuva joukossa U ja analyyttinen joukossa U\{z}. Lauseen
1.40 mukaan g on analyyttinen U:ssa. Cauchyn lauseesta 2.3 saadaan

0= foon= [ I [ 19, 10

&dg —2min(o, 2) f(2).

oS — %
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Maaritelma 2.6. Alue D on yhdesti yhtendinen, jos kaikki syklit D :ssd ovat
nollahomologisia.

Tamén kappaleen viimeinen lause saadaan Cauchyn lauseesta ja Lauseesta
1.46, joka on hyodyllinen mychemmin.

Lause 2.7. Olkoon D alue. Oletetaan, ettd funktio f : D — C on analyytti-
nen ja f(z) # 0 kaikilla z € D. Talloin D on yhdesti yhtendinen, jos ja vain
jos on olemassa log f(z):n haara D:ssa.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd alue D on yhdesti yhtendinen, ja ettéd funktio
f on analyyttinen ja f(z) # 0 kaikilla z € D. Talléin Cauchyn lauseesta 2.3
saadaan, etté fv J}/((ZZ)) dz = 0 kaikilla suljetuilla ja paloittain jatkuvasti diffe-
rentioituvilla poluilla v D:ssa. Talloin Lause 1.46 osoittaa, ettd on olemassa
log f(2z):n haara D:ssi.

Osoitetaan sitten todistuksen toinen puoli. Olkoon z € C\D mielivaltainen
piste ja olkoon f : D — C funktio siten, ettd f(s) = ¢ — 2. Koska f on
analyyttinen ja f(z) # 0 kaikilla z € D, niin oletuksen mukaan on olemassa
log f(z)m haara D:ssé.

Valitaan yksi, ja olkoon se funktio g, eli g(¢) = log f(s) = log(s — z). Téllin

g () = —;Z D:ssé, joten Lauseesta 1.46 saadaan
1 1 1
y = —_— d = — / d fy 07
n(7,2) 27m‘/7§—z g [, 9

kun polku v on suljettu ja paloittain jatkuvasti differentioituva D:ssé. Koska
tamé on totta kaikilla z € C\ D, niin v on nollahomologinen D:ssé, eli D on
vhdesti yhtenéinen. O
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3. ANALYYTTISTEN FUNKTIOIDEN JONOT JA SARJAT

Analyyttisten funktioiden ominaisuuksia saadaan esille erilaisilla tavoilla.
Edellisessé kappaleessa tdhén kiytettiin Cauchyn lausetta ja integraalikaa-
vaa. Tasséd kappaleessa analyyttiset funktiot esitetddn ddrettomien summien
avulla ja tutustutaan minkalaisia ominaisuuksia saadaan naiden avulla ai-
kaiseksi.

Kappaleen alussa tutkitaan funktiojonojen suppenemista ja sen jalkeen
miten funktiosarjat kiyttaytyvat. Tarkedksi asiaksi muodostuvat myos po-
tenssisarjat, joista kasitellddn Taylorin ja Laurentin sarjat. Kappaleen lopus-
sa esitelladn vield funktioiden perhe ja mitd ominaisuuksia niistd saadaan.

Maaritelma 3.1. Olkoon A joukko ja olkoon f, : A — C funktioita. Jono
(fn) suppenee pisteittdin A:ssa, jos fn(z) — f(2) kaikilla z € A, merkitidn
limy, o0 frn = f tai fr, — f joukossa A.

Maaritelma 3.2. Funktiojono (f,) suppenee tasaisesti kohti funktiota f
joukossa A, jos kaikilla € > 0 on olemassa N = N(e) siten, etti |fn(z) —
f(2)| < € kaikilla z € A, kunn > N.

Maéritelméa 3.3. Funktiojono (f,) on tasainen Cauchy-jono joukossa A,
jos kaikilla € > 0 on olemassa N = N(e) siten, ettd |fm(z) — fn(2)] < €
kaikilla z € A, kun m >n > N.

Lause 3.4 (Cauchyn ehto tasaiselle suppenemiselle). Oletetaan, ettd funk-
tiojonon (fy,) jokainen funktio on mddritelty joukossa A. Jono (fy) suppenee
tasaisesti A:ssa, jos ja vain jos se on tasainen Cauchy-jono.

Todistus. Todistetaan ensin ehdon valttdméattomyys. Koska jono ( f,,) suppe-
nee tasaisesti joukossa A, niin kaikilla € > 0 on olemassa N = N (¢) siten, ettd
|fn(2) = f(2)| < § kaikilla z € A, kun n > N. Samoin on |fn,(2) — f(2)| < §,
kun m > n > N. Téalloin

[fm(2) = fa(2)] < |fm(2) = f(2)| + | fn(2) = f(2)] <€
kaikilla z € A jam >n > N. Eli (f,) on tasainen Cauchy-jono A:ssa.
Todistetaan sitten ehdon riittavyys. Oletetaan, ettd jono (f,) on tasainen
Cauchy-jono joukossa A. Télloin pistejono (f,(z)) on Cauchy-jono kaikilla
z € A, joten Lauseen 1.11 nojalla (f,) suppenee pisteittdin kohti funktiota
f:A—=C eli f(z)=1lim, 00 fn(2).
Osoitetaan, ettd suppeneminen on tasaista. Olkoon € > 0 annettu. Koska
(fn) on tasainen Cauchy-jono, niin voidaan valita IV siten, ettd

€
) = ()] < §
kaikilla z € A, kun m > n > N. Kiinnitetddn n > N. Tilloin saadaan
€
fal2) = J2) < 5 <€

kaikilla z € A, kun m — oco. Kun n > N on mielivaltainen, niin f, — f
tasaisesti A:ssa. O

Seuraavaksi méaritellddan funktiojonon suppeneminen tasaisesti kompak-
teissa osajoukoissa. Téta méaritelméa tullaan jatkossa kdyttamaan runsaas-
ti.
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Maaritelma 3.5. Olkoon U avoin joukko. Joukossa U mddritelty funktio-
jono (fn) suppenee tasaisesti U:n kompakteissa osajoukoissa kohti funktiota
I, jos (fn) suppenee pisteittiin kohti f:id joukossa U, ja jos suppeneminen
on tasaista kaikissa U:n kompakteissa osajoukoissa.

Kun tarkastellaan funktiojonon tasaista suppenemista joukon U kompak-
teissa osajoukoissa, niin riittad, ettd funktiojono suppenee tasaisesti U:n sul-
jetuissa kiekoissa, kuten seuraava lemma osoittaa.

Lemma 3.6. Olkoon (f,) funktiojono, jonka funktiot ovat madritelty avoi-
messa joukossa U. Jono (f,) suppenee tasaisesti U:n kompakteissa osajou-
koissa, jos ja vain jos se suppenee tasaisesti jokaisessa U:n suljetussa kie-
kossa.

Todistus. Ehdon valttdmattomyys on Méaritelmén 3.5 nojalla selvaa.
Oletetaan sitten, ettd jono (f,) suppenee tasaisesti jokaisessa joukon U sul-
jetussa kiekossa. Talloin (f,,) suppenee myos pisteittiain U:ssa.

Olkoon (fy):mn rajafunktio f ja olkoon K C U mielivaltainen, epétyhji ja
kompakti joukko. Osoitetaan, ettd f, — f tasaisesti K:ssa. Kiinnitetdan
r > 0. Talloin Lemman 1.12 mukaan kaikille z € K on suljettu kiekko
A(z,r) C U. Valitaan piste z; € K. Talloin, joko Ay = A(z,7) C K,
tai voidaan valita piste 2o € K\A;. Merkitiin As = A(ze,7). Nyt, joko
A1 UAy C K, tai voidaan valita piste z3 € K\ (A1 U Ag).

Jatketaan ndin &darellisen monta kertaa, kunnes saadaan joukko suljettuja
kiekkoja A1, Ag, ..., A, siten, ettd niiden yhdiste peittdd K:n. Oletuksen
mukaan f, — f tasaisesti jokaisessa kickossa A1, Ag, ..., A, joten suppe-
neminen on tasaista myos joukossa Aj UAsU---UA,, eli K:ssa. O

Lause 3.7. Olkoon U avoin joukko. Oletetaan, ettd funktiot f, : U — C
ovat jatkuvia, ja ettd jono (fy) suppenee tasaisesti U:n kompakteissa osajou-
koissa kohti funktiota f. Tdlloin f on jatkuva U :ssa.

Lisdkst, f,y f(2)dz = limy, f7 fn(2)dz kaikille paloittain jatkuvasti diffe-
rentioituville poluille v joukossa U.

Todistus. Koska f,, — f tasaisesti joukon U kompakteissa osajoukoissa, niin
Lemman 3.6 mukaan f,, — f tasaisesti jokaisessa U:n suljetussa kiekossa.
Kiinnitetédn yksi sellainen kiekko A ja piste zg € A.

Osoitetaan, etté funktio f : A — C on jatkuva zg:ssa. Olkoon € > 0. Koska
fn — f tasaisesti A:ssa, niin kiinnitetddn n siten, etté

Fal2) = £ < 5

kaikilla z € A. Koska oletuksen mukaan f,:t ovat jatkuvia U:ssa, niin voi-
daan valita § > 0 siten, ettd

[Fa(2) = fulz0)| < 5
kaikilla z € A, kun |z — 2| < 4. Silloin
£ (2) = f(20)| < 1F(2) = ful2)[ + [fn(2) = ful20)| + [fn(20) — f(20)] <€

kaikilla z € A, kun |z — 29| < 6. Télléin f on jatkuva pisteessd zg € A, eli
se on jatkuva U':ssa.
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Olkoon nyt polku ~ paloittain jatkuvasti differentioituva U:ssa ja olkoon
€ > 0. Koska f, — f tasaisesti, niin voidaan valita N siten, ettd

[fu(2) = f(2)] <
kaikilla z € U, kun n > N. Téalloin

/an(z)dz—/wf(z)dz

1+1()

/7 ful2) = f(2)dz

n(z) — f(2)|dz
SLf() £(2)
< €

_[yHMdZ

el(v)
= R
1+1(y) ¢
kun n > N. Silloin

/f(z)dz: lim [ fn(2)dz.
.

n—00
Y

O

Siirrytddn tarkastelemaan aidrettomid funktiosarjoja. Esitelldén seuraa-
vaksi Cauchyn ehdot suppenevalle sarjalle ja tasaisesti suppenevalle funk-
tiosarjalle. Taméan jdlkeisessa esimerkissa tutkitaan geometrisen sarjan kayt-
taytymistd, jota tullaan kdyttdméan myShemmin.

Huomautus 3.8. Muistetaan Cauchyn ehdot suppenemiselle.

(i) Cauchyn suppenemisehto sarjoille: Sarja Y > | z, suppenee, jos ja vain
jos kaikilla € > 0 on olemassa N = N(e) siten, ettd |> ", zi| < €, kun
m>n>N.

(ii) Cauchyn tasainen suppenemisehto funktiosarjoille: Funktiosarja o2 1 fn
suppenee tasaisesti joukossa A, jos ja vain jos kaikilla € > 0 on olemassa
N = N(e) siten, ettd | Yy, fu| < € kaikilla z € A, kun m >n > N.

Esimerkki 3.9. Tarkastellaan geometrisen sarjan y .- 2" suppenemista.
Olkoon s, = 1+ z+ --- + 2™ sen osasumma. Jos z = 1, niin s, = 1 + n.
Tdlloin (sy) on rajoittamaton, eli silld ei ole raja-arvoa. Geometrinen sarja
stis hajaantuu, kun z = 1. Jos z # 1, niin geometrisen summan kaava antaa,
etta
1— Zn-‘rl 1 Zn—f—l
Sp = = — .
11—z 1—2 1-2z2

Jos |z| < 1, niin limy, o 2™ = 0. Tallin Lauseen 1.3 nojalla limy,— % =

0, kun |z] <1, ja lim, o0 $p = 11Z. Jos |z| > 1, niin sarja hajaantuu.

Tdlloin geometrinen sarja y oo o 2" = 1i2 suppenee, kun |z| < 1 ja hajaan-
tuu muuten.

Lause 3.10 (Weierstrassin M-testi). Oletetaan, etti jokainen funktiosarjan
>0 | fn funktio on madritelty joukossa A. Jos on olemassa reaalilukujono
(M) siten, ettd |fn(z)| < My, kaikilla z € A, ja jos sarja’y o> My, suppenee,
nun Zflozl fn suppenee itseisesti ja tasaisesti A:ssa.
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Todistus. Sarjan Y | f, itseinen suppeneminen seuraa suoraan reaalisar-
jojen vertailutestisté.
Koska sarja y_~ , M, suppenee, niin Huomautuksen 3.8.(i) mukaan kaikilla
€ > 0 on olemassa N = N(e) siten, ettd » ,~ M, < ¢ kun m > n > N.
Talloin kaikilla z € A

> HEIED HREISY My <«
k=n k=n k=n

kun m > n > N. Silloin Huomautuksen 3.8.(ii) nojalla > >° , f,, suppenee
tasaisesti A:ssa. O

Lause 3.11. Olkoon U avoin joukko ja olkoon f, : U — C jatkuvia funk-
tioita. Oletetaan, etti sarja Y - fn suppenee tasaisesti U:n kompakteissa
osajoukoissa. Olkoon f sarjan summa. Télléin f on jatkuva U :ssa.
Lisdkst,

oo

[yf(z)dz:Z/fn(z)dz

kaikille paloittain jatkuvasti differentioituville poluille ~ joukossa U .

Todistus. Jos s, = f1 + fo + -+ fn, niin s, on jatkuva joukossa U. Koska
oletuksen mukaan sarja Y - | fn suppenee tasaisesti U:n kompakteissa osa-
joukoissa, niin silloin sen osasumma s, — f tasaisesti U:n kompakteissa
osajoukoissa. Talloin Lauseen 3.7 mukaan funktio f on jatkuva U:ssa ja

kaikilla paloittain jatkuvasti differentioituville poluille v joukossa U. U

Lause 3.12. Olkoon U avoin joukko ja olkoon f, : U — C analyyttisid funk-
tioita. Jos jono (fn) suppenee U:n kompakteissa osajoukoissa kohti funktiota
f, niin f on analyyttinen U :ssa. Lisdksi, fék) — %) tasaisesti U:n kompak-
teissa osajoukoissa kaikilla k € Z 4.

Todistus. Lause 3.7 osoittaa, ettd funktio f on jatkuva joukossa U. Koska
funktiot f,, ovat analyyttisid U:ssa, niin Lauseesta 3.7 ja Lemmasta 1.28
saadaan
f(z)dz= lim [ fu(z)dz= lim 0=0

jokaiselle suljetulle suorakulmiolle R C U. Talléin Moreran lauseen 1.39
mukaan f on analyyttinen U:ssa.

Néaytetddn seuraavaksi, etta f;z — f' tasaisesti U:n kompakteissa osajoukois-
sa. Lemman 3.6 mukaan riittda nayttas, etta f;l — f/ tasaisesti jokaisessa
U:n suljetussa kiekossa. Kiinnitet#ifin sellainen kiekko A = A(zg, 7). Olkoon
€ > 0 ja piste z € A. Kiinnitetéfin s > r siten, ettdi A(zp,s) C U. Lauseesta
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1.41 saadaan arvio

' ' 1 n 1
|fn(z> -/ (Z)‘ - % /|<zo=s (gf(i))ng B % |s—20|=s (§f(gz))2d§
_ 1 fal$) = f(9)
I /<ZO|=s c—ap
1 | fn(s) = f(S)]
= o /| Tl
1 | fn(s) = f(9)]
: 21 [s—20l=s wdg
= %(zﬂ_sr)gmax{\fn(g) —f(s):s € K = K(20,8)}

_ ﬁmaxﬂfn(c) — f(9) 15 € K}.

(Huomautus, kun z € A ja¢ € K, niin |[¢ — 2| > s —r.)

m D

Oletuksen mukaan f,, — f tasaisesti U:n kompakteissa osajoukoissa, joten
Lemman 3.6 nojalla f,, — f tasaisesti joukossa K. T&lloin voidaan valita N
siten, etta

(s —1)?

|fn(S) = f(9)] <

kaikilla ¢ € K, kun n > N. Erityisesti edellistd voidaan soveltaa mille tahan-
sa pisteelle ¢ € K, missé suure |f,(s) — f(¢)| on suurin mahdollinen. Téll6in
saadaan ylla olevalle arviolle

€

[fu(2) = [ (2)] <e
kaikilla z € A, kun n > N. Silloin f,/L — f tasaisesti U:n jokaisessa suljetus-
sa kiekossa, eli f,ll — f, tasaisesti U:n kompakteissa osajoukoissa.

Samalla tavalla saadaan, etté f, = (f,) — (f) = f tasaisesti U:mn kom-
pakteissa osajoukoissa, ja siten myos korkeammille derivaatoille. O

Lause 3.13. Olkoon U avoin joukko ja olkoon f, : U — C analyyttisid funk-
tioita. Oletetaan, etti sarja Y .o | fn suppenee tasaisesti U:n kompakteissa
osajoukoissa, missi funktio f on sarjan summa. Tdalloin f on analyyttinen
U:ssa. Lisdksi,

PR = M)
n=1

kaikilla z € U, k € Z4, ja deriwaattasarja suppenee myds tasaisesti U:n
kompakteissa osajoukoissa.
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Todistus. Summa s, = f1 + fo + -+ 4+ fn, on analyyttinen joukossa U ja
sp — f tasaisesti U:n kompakteissa osajoukoissa. Télloin Lauseen 3.12 pe-
rusteella funktio f on analyyttinen U:ssa, ja lisdksi sglk) — f) tasaisesti
U:n kompakteissa osajoukoissa, k € Z . Silloin

N [ee)
(k) — 7 k) _ 4 (k) — (k)
S0 = Jim oy = Jim ) 0 =D 1,

joukossa U ja samalla tavalla kuin ylld derivaattasarjakin suppenee tasaisesti
U:n kompakteissa osajoukoissa. O

Seuraavaksi késitelladn potenssisarjoja. Taylorin sarjoja tutkivat yhdessé
Brook Taylor (1685-1731) ja Colen Maclauren (1698-1746).

Maééritelma 3.14. Potenssisarja pisteessd zg on muotoay " o an(z2—20)" =
ap+ai(z—z0)+..., missd ag,ay,--- € C. Tdtd kutsutaan Taylorin sarjaksi.

Huomio: Taylorin sarjan suppenemisside p € R on
p = (limsup {/]an|) "
n—oo

Lause 3.15. Oletetaan, etti Taylorin sarjan .- o an(z — 20)™ suppenemis-
sade on p. Sarja hajaantuu kaikilla z, joille |z — zo| > p. Jos p > 0, niin
sarja suppenee itseisesti kiekossa A(zo,p) ja tasaisesti A(zo, p):n kompak-
teissa osajoukoissa, joten funktio f(z) =Y o7 an(z — 20)" on analyyttinen
A(zp, p):ssa. Talloin kertoimet a, saadaan kaavasta
™ (2)
ap = ———=.
n!

Todistus. Oletetaan ensin, etta piste z toteuttaa ehdon |z — 2| =7 > p, eli
% < %. Luvun p huomiosta seuraa, ettd ddrettoman monelle n pétee

n 1
|an| > =,
V ,
eli |a,| > L. T4lléin
1
lan(z — 20)"| = |an||z — 20|™ > r—nr" =1

kaikille tallaisille n. Silloin a,(z — 2¢)™ ei suppene kohti nollaa, kun n — oo,
siis sarja > 2 an(z — 20)™ hajaantuu.

Oletetaan sitten, ettd p > 0 ja merkitddn A = A(zp, p). Osoittaaksemme,
ettd > 7 g an(z — 20)" suppenee itseisesti kiekossa A ja tasaisesti Am kom-
pakteissa osajoukoissa, niin riittdé osoittaa, ettd sarja suppenee itseisesti ja
tasaisesti suljetussa kiekossa A, = A(z,r) kaikilla r € (0, p).

Kiinnitetddn luvut r ja s siten, ettd 0 < r < s < p. Koska % < %, niin p:n
huomiosta saadaan, ettd {/|a,| < %, kun s on tarpeeksi suuri. Oletetaan
tdméan péatevan kaikille n > N, N € N.

Olkoon ¢ = max{1, |agl, la1]s, ..., |lan|sV}. Talldin |a,| < cs™™ kaikilla n ja

siten saadaan

lan(z — 20)"| = |an||z — 20| < es™ ™"

e (2) -

S
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r

kaikilla z € A,. Koska 0 < £ < 1, niin > M, suppenee geometri-
send sarjana. T&lloin Weirstrassin M-testin 3.10 nojalla Y 2 an(z — 29)"
suppenee itseisesti ja tasaisesti A,:ssé. Silloin Lauseesta 3.13 saadaan, ettéd
f(z) = > 0" gan(z — 20)™ on analyyttinen A:ssa ja

Fz) = Znan(z —20)" ! = a1 +2a2(z — 20) + . ..
n=1

o0

f//(z) = Zn(n — Dan(z — 20)" 2 = 2ay + 6asz(z — z) + ...
n=2
fBE) = "nn—-1)...(n— (k= 1))an(z — 20)" "
n=~k

= klag + (k+ Dlags1(z — 20) + . . ..

Sijoitetaan z = 2y viimeiseen yht&l66n, niin
f(k)(Z()) = k!ak.
(|

Edellinen lause ei kerro mita tapahtuu Taylorin sarjalle, kun |z — zg| = p.
Talloin sarjan suppeneminen ja hajaantuminen riippuu sen kertoimesta a,
jolloin suppeneminen voi tapahtua kaikkialla, osittain tai ei misséan.

Seuraava lause osoittaa, ettd avoimessa kiekossa olevat analyyttiset funk-
tiot voidaan esittdd yksikésitteisesti Taylorin sarjana.

Lause 3.16. Oletetaan, ettd funktio f on analyyttinen avoimessa joukos-

sa U, z0 € U, ja etti avoin kiekko A = A(zp,r) C U. Tdllgin f:lld on

potenssisarjaesitys A:ssa pisteessd zg ja [ mddrittelee potenssisarjan yksi-

kasitteisesti: Jos f(z) = Y o2 an(z — 20)" kiekossa A, niin sen kerroin on
7™ (z9)

Ay — Tl

Todistus. Mééritellién jono (a, )52, missé an, = 2 f (") (2p). Osoitetaan, etté

potenssisarja f(z) = > -7 jan(2—20)" on olemassa kaikilla z € A = A(zo, r).

Kiinnitetddn tdllainen z ja luku s siten, etta |z — 29| < s < r. Télloin kaikille
¢ € K = K(z9, s) patee, etta

Z— 20
¢ —20

_lrmal s
S S

= 1.




26 RIEMANNIN KUVAUSLAUSE

Esimerkissd 3.9 saatiin geometrinen sarja y ;2" = i
|z| < 1. Tata kiyttden saadaan

flO) _ f) s=20 _ flo 1

— — — — _ 2=Z0
C—2 C(—20¢—% <201§ZO

_ f(g)i Z =20 Zf (2 —20)"
¢ —20 = \<— 20 — 20)"
Weierstrassin M-testin 3.10 nojalla yll& oleva sarja on tasaisesti suppeneva
ympyralld K. (Olkoon M,, = ct”l, missi ¢ = |Z7Z°‘ < 1jac=max{|f(c)]:

¢ € K}. Téllsin ]fziﬁl\ < M, kaikilla z € K ja sarja )2, M, suppe-

nee, joten haluttu sarja saadaan suppenemaan tasaisesti K:lla.)
Kaytetdan Cauchyn integraalikaavaa 2.5, Lauseita 3.11 ja 1.41, niin saadaan

suppenevaksi, kun

_ 1 flo) ., 1 o f(S)(z = 2)"
f(z) B % /|;ZO|:S — ng T 2mi ls—zo0|=s 1, (g — ZO)TLJrl ds

L FO)(z = z0)"

- 2mi nO/g zo|=s (s — 20)"*! i

S Y e
- nZO [(z ZO) (27Ti /|§—Z0|s (§ - ZO)n+1 dg)]

= Z(Z - ZO)n%f(")(Zo) — Zan(z _ Zo)n
n=0 n=0

Osoitetaan sitten viitteen yksikasitteisyys. Oletetaan, ettd Taylorin sarjal-
le on olemassa toinen potenssisarjaesitys g(z) = > .- ,bn(z — 20)" kickos-
sa A = A(zp,r). Olkoon p tdmén sarjan suppenemissiade. Talloin Lauseen
3.15 mukaan téytyy olla p > r, tai muuten sarja varmasti hajaantuu. Sil-
loin Lauseen 3.15 nojalla g on analyyttinen A(zp, p):ssa ja oletuksen mukaan
f(z) = >0 gan(z — 20)" on analyyttinen A:ssa. Talloin Lauseen 3.15 vii-
meisestd viitteestd saadaan

b g SO

L
eli Taylorin sarja on yksikasitteinen. O

Laurentin sarja on Taylorin sarjan laajennus, joka on nimetty Pierre Alp-
honse Laurentin (1813-1854) mukaan. Tamaé sarja esitellddn seuraavassa maa-
ritelméassa.

Maéaritelmé 3.17. Potenssisarjaa, joka on muotoa Y .o an(z — 29)",
missd an € C jan € Z, kutsutaan Laurentin sarjaksi. Sen ulkoinen suppene-
misside on potenssisarjan Y .~ an(z — 20)" suppenemisside, eli

po = (lmsup 3/[a,[) !

ja sen sisdinen suppenemisside on potenssisarjan y o> o a—n(z — 20)" suppe-
nemissdateen kdadanteisluku, el

p1 = limsup {/|a—n|.
n—oo
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Kun p1 < po, niin sarjan suppenemisrengas on D = {z € C: p1 < |z — 2| <
po}-

D
‘ p po
O<pi<pp<co O=p1<po<co O<p1<po=co
Lause 3.18. Oletetaan, etti po ja p1 ovat Laurentin sarjan y o2 an(z —

20)" ulkoinen ja sisdinen suppenemissade.

(1) Sarja hajaantuu kaikille z € C, joille |z — zo| > po tai |z — zo| < p1.

(ii) Jos po > 0, niin sarja Y ,° o an(z — 20)" suppenee itseisesti kiekossa
Dy = A(zp,po) ja tasaisesti Dy:n kompakteissa osajoukoissa, joten funktio
fo(2) = > 02 gan(z — 20)™ on analyyttinen Dy:ssa.

(iii) Jos p1 < oo, niin sarja Y ooy a—n(z — 20)”" suppenee itseisesti avoi-
messa joukossa Dy = {z € C: |z — 20| > p1} ja tasaisesti Dy:n kompakteissa
osajoukoissa, jolloin funktio fi(z) = Y o i a—n(z — 20)"" on analyyttinen
D1 :88d.

(iv) Jos p1 < po, niin Laurentin sarja suppenee itseisesti joukossa D = {z €
C:p1 < |z— 20 < po} ja tasaisesti D:n kompakteissa osajoukoissa, joten
funktio f(z) =3 0" an(z —20)" = f1(2) + fo(z) on analyyttinen D:ssd.
Tdlloin kaikille v € (p1, po) on

1
ap = : / 7f(2)n+1 dz.
2mi |z—zo|=r (Z - ZO)

Todistus. Koska Lauseen 3.15 nojalla py on funktion fy(z) = > 7 an(z —
20)™ suppenemisséide, niin saadaan suoraan kohta (ii), ja fy hajaantuu, kun
|Z — Zo‘ > 0o.

Tarkastellaan sarjaa Y - a_pc™, jonka suppenemisséde on ,Tll' Tama sarja
1
E'
osajoukoissa, jos p1 < 00 ja [¢] < p%.

hajaantuu, kun |¢| > Se suppenee itseisesti ja tasaisesti kompakteissa

Olkoon ¢ = (z — zp)~!, niin saadaan funktio f1(z) = > 00 a_n(z — 20) ™™

Téalloin f1 hajaantuu, kun |z — 29| < p1, ja suppenee itseisesti, kun |z — zg| >
p1. Olkoon g(z) = (2 — 20)~!. Se on jatkuva ja g(D;) C A = A(O,p%).
Erityisesti g kuvaa minké tahansa joukon D; kompaktin osajoukon kiekkoon
A kompaktiksi.

Olkoon K C D7 kompakti joukko ja olkoon € > 0. Nyt voidaan kiyttaa sarjan
Y om a—ps™ tasaista suppenemista kompaktiin joukkoon g(K) valitsemalla
N siten, ettii | Y1, a_rs*| < € kaikilla ¢ € g(K), kun m > n > N. Tésti
seuraa suoraan, ettd | Y 1 a_(z — 20) %] < € kaikilla 2 € K, kan m >
n > N. Talloin Cauchyn tasaisen suppenemisen ehto (Huomautus 3.8.(ii))
sanoo, ettd fi suppenee tasaisesti K:ssa, joten fi; suppenee tasaisesti Di:n
kompakteissa osajoukoissa. Lauseen 3.13 nojalla f; on silloin analyyttinen
D :ssé, eli kohta (iii) on todistettu.
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Y1l& olevista saadaan, ettd sarja » 2 an(z —20)" =Y " an(z —20)" +
>0 L a—n(z — z0) ™™ hajaantuu, jos |z — zo| > po tai |z — 29| < p1, eli kohta
(i) on osoitettu.

Olkoon sitten p; < po, eli pg > 0 ja p1 < oo. Talloin edellisistd saadaan,
ettd f1 ja fo suppenevat itseisesti joukossa D = DgN D) = {2z € C: p; <
|z — z0] < po} ja tasaisesti D:n kompakteissa osajoukoissa, joten Laurentin
sarja » o2 an(z—20)" = fo(z)+ f1(z) = f(z) suppenee itseisesti D:ssé ja
tasaisesti D:n kompakteissa osajoukoissa. Talloin Laurentin sarja on myos
analyyttinen D:ssé.

Olkoot r € (p1,p0), k € Z ja

(z _f,(zzik-&-l = D an(z— )"

n=—oo

kaikilla z € D. Koska my6s 7 an(z— 20)"~*~1 suppenee tasaisesti D:n
kompakteissa osajoukoissa, niin seuraavaan laskuun voidaan kiayttad Lauseen
3.11 summan ja integraalin vaihtoa, joten saadaan

o0

1 / f(2) 1 —k—1
— dz = — an(z — 20)" dz
2mi |z—zo|=r (Z - ZO)kJrl 2mi |z—z0|=r nz—:oo "
o0
= Z an/ (z — 20)" " ldz = a,
ne—oo 2mi |z—zo|=r
koska

k-1, _ ) 2m josn=k
/|Z_ZO|:T(Z %) dz = { 0 josn#k.
O

Seuraavaa lausetta kiytetédén eristettyjen erikoispisteiden méérittelemisen
apuna seuraavassa kappaleessa.

Lause 3.19. Olkoon f analyyttinen funktio renkaassa D = {z € C:a < |z—
20| < b}, missi 0 < a < b < oo. Tdlldin f voidaan esittid yksikdsitteisend
Laurentin sarjana D:ssd siten, ettd

o0

f()= 3 an(z—20)",

n=—oo

kun z € D, missa kerroin an,, n € Z, on muotoa

1 f(2)
mn = 7(1 )
a o L_Zor (z — zg)" 1 z

kun r € (a,b).

Todistus. Jokaiselle kokonaisluvulle n voidaan maéaritella luku a,, siten, etta
valitaan r € (a,b) ja asetetaan

1 f(z)
= — — 2.
o 2 /|zzo=r (z — 20)" ! ‘
Maaéritelladn polut v ja 3 siten, etta

Y(t) = zo + e’
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B(t) = 2o + se™,
kun ¢t € [0,27] jaa <7 < |z — 29| < s < b. Télléin v ja B ovat homologisia
joukossa D, eli sykli o = (8, —7) on nollahomologinen D:ssi.

Koska funktio g(z) = % on analyyttinen D:ssd, niin Seuraus 2.4 an-

taa, etta
1 z 1 z
B an= / %dz = / Lﬂ—kld'z'
270 )z zo|=r (z — 20) 278 J|2—z)=s (2 — 20)
Tamén kertoimen a,, miéritelmén nojalla viitetdén, ettd f(z) =Y 2 ap

(z — 2zp)" kaikilla z € D. Kiinnitetdén piste z € D, ja luvut r ja s siten,
ettd a < r < |z — 29| < s < b. Olkoon 7 ja 8 kuten yll& maariteltiin. Koska
o = (B, —7) on nollahomologinen ja n(o,z) = 1 joukossa D, niin Cauchyn
integraali lauseesta 2.5 saadaan

@ fe= [ Ly L[S, L[ 1O

= = —— . ds.
21 Jo 5 — 2 2mi Jgs — =z 2 )y S — 2

Jatketaan todistusta, kuten Lauseen 3.16 todistusta. Kaikilla ¢ € K =
K(zp, s) pitee, ettd

Z— 20
S— 20

_ |z — 2o -
s

L,

ja silloin saadaan

Kuten Lauseen 3.16 todistuksessa, niin ylla oleva sarja suppenee tasaisesti
ympyralla K, ja kiyttamalld Lauseita 2.5 ja 3.11 saadaan

(5)
: f(C) = 3 —zo)" i L
2 [s—zol=s ¢ ng - Z [(z ’ <2ﬂ-i /|<20:s (¢ — ZO)n+1 d§>]

n=0
o

= Z an(z — 20)".
n=0

Samalla tavalla saadaan, ettd kaikilla ¢ € K* = K(zp,7) patee

=< l=1
Tz — 2| -

S — 20
zZ— 20

<
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jolloin saadaan seuraava esitys

fl) — f(s) z—2 _ f() 1

—Z

S—z zZ-xS—z 2014
S 1 )1
2=z -1 z—z201— 372
_ Zf (€—2)" _ Zf )(s — 20)" !
(z — zp)t! (z — z)"

n=1

Kuten aikaisemmin, niin tdma sarja suppenee tasaisesti K*:114, joten saadaan

(6)
1 f o (1 s
% — S (_g)zd§ - Z [<z B ZO) <27Fi /|<z0=r (C—Z(Og))_n—’_ldg>]

ls—z0l=r =

o
=— Za_n(z —20) "
n=1

Yhdistamalla yhtéalot (4), (5) ja (6) saadaan

o0

= Z a_n(z—20)" "+ Zan(z —z)" = Z an(z — 20)",
n=1 n=0

n=—oo

joka suppenee D:ssé, ja patee kaikilla z € D.

Osoitetaan sitten yksikésitteisyys. Oletetaan, ettd f(z) = > 07 b, (2—20)"
on toinen esitys Laurentin sarjalle D:ssé. Koska f suppenee D:ssé, niin sen
suppenemissiteille patee, ettd p; < aja b < pg. Jos r € (a,b), niin Lauseesta

3.18 ja yhtalosta (3) saadaan
1
bn ; / Ldz = Qn,
|z—z0|=r

" 2mi (2 — zo)t!
eli Laurentin sarja on yksikésitteinen. O

Ennen kuin siirrytdén seuraavaan kappaleeseen, niin tarkastellaan funk-
tioperheiden § kayttaytymista. Naita tullaan tarvitsemaan Riemannin ku-
vauslauseen todistuksessa. Tavoitteena on saada sellaiset ehdot aikaiseksi,
ettd perheen § jatkuvat funktiot suppenisivat tasaisesti kompakteissa osa-
joukoissa. Aloitetaan muutamalla méaaritelmalla.

Maaritelma 3.20. Olkoon § perhe jatkuvia funktioita joukossa U. Perhe §
on normaali, jos sen jokaisella jonolla (f,) on osajono (fn,), joka suppenee
tasaisesti U :n kompakteissa osajoukoissa.

Maaritelma 3.21. Perhe § on yhtdjatkuva pisteessi zg € U, jos kaikilla
e > 0 on olemassa 6 > 0 siten, etti |f(z) — f(20)] < € kaikilla f € §, kun
|z — 20| < 6. Perhe § on yhtdjatkuva U :ssa, jos se on yhtdjatkuva jokaisessa
sen pisteessa.

Lause 3.22. Olkoon § yhtdjatkuva perhe joukossa U ja olkoon (fy,) sen jo-
no. Oletetaan, etti (f,) suppenee pisteittiin U:ssa. Tdlldin (f,) suppenee
tasaisesti U :n kompakteissa osajoukoissa.
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Todistus. Olkoon f jonon (fy) rajafunktio joukossa U ja olkoon K mielival-
tainen kompakti joukko U:ssa. Nyt riittdd osoittaa, ettd f, — f tasaisesti
K :ssa.

Lauseen 3.4 perusteella (f,,):n taytyy olla tasainen Cauchy-jono K:ssa. To-
distetaan tdmé antiteesin kautta: Oletetaan, etté (f,) ei ole tasainen Cauchy-
jono K:ssa. Kiinnitetdan e > 0. Talloin on olemassa N siten, ettd |f(z) —
fn(2)] > € kaikilla z € K, kun m > n > N. Erityisesti voidaan valitaan
N =k, kaikilla k € Z,, siten, ettd on olemassa luvut ng ja mg

(7) | fi (2k) = fry, (20)| = €
jossakin pisteessé zp € K, missd my > ng > k.
Koska K on kompakti, niin jonolla (zj) on ainakin yksi kosketuspiste K:ssa.
Olkoon se piste zg. Koska oletuksen mukaan perhe § on yhtajatkuva U:ssa,
niin se on myds yhtéjatkuva pisteessd zg € K C U. Talloin voidaan valita
0 > 0 siten, etta

€
(8) [fu(2) = fulz0)| < 5
kaikilla z ja n, kun |z — 29| < §. Koska f,, — f, niin

| fmi (20) = fny.(20)] = [f (20) = f(20)| = 0,

kun k& — oo. Télloin voidaan kiinnittad kg siten, etta
€
(9) [fimi (20) = fui (20)] < 3,

kun k > ko. Koska zp on (zx)m kosketuspiste, niin voidaan valita k > ko,
jolle |z — 20| < 0. Kayttamalla epayhtalsita (7), (8) ja (9) saadaan

€ < [ fmi (2k) = fri (21)]
< [ fmi (21) = fni (20)] + | fimi, (20) = Frie (20)] 4 [ Fnic (20) = frop (2]

PN
-+ -4+ -==¢

3 3 3

Tamé on ristiriita, joten (f,) on tasainen Cauchy-jono K:ssa, eli f,, — f

tasaisesti K :ssa. O

Maaritelma 3.23. Olkoon U avoin joukko, U # 0. Joukko S C U on tihed
U:ssa, jos SN A(z,r) # 0 kaikilla z € U ja kaikilla v > 0.

Lause 3.24. Olkoon § yhtdjatkuva perhe joukossa U ja olkoon (f,) sen jono.
Oletetaan, ettd joukko S C U on tihed. Jos pistejono (fn(s)) suppenee kaikilla
c €S, niin (f,) suppenee tasaisesti U:n kompakteissa osajoukoissa.

z

Todistus. Lauseen 3.22 nojalla riittda osoittaa, ettd jono (f,) suppenee pis-
teittdin joukossa U, eli tarkastetaan, ettd pistejono (f,(z)) on Cauchy-jono
kaikilla z € U. Kiinnitetaan téllainen piste z ja olkoon € > 0 annettu.
Koska perhe § on yhtéjatkuva pisteessd z € U, voidaan valitaan § > 0 siten,
ettd | fr(w) — fn(2)| < § kaikilla n, kun [w — 2| < 0. Koska joukko S C U on
tihed, niin voidaan valita piste ¢ € S, jolle |¢ — z| < 4.

Oletuksen mukaan (f, (<)) suppenee S:ssi, joten se on myos Cauchy-jono, eli
on olemassa N siten, ettd |fn,(c) — fu(s)| < §, kun m >n > N. Nyt saadaan

[fm(2) = fa(2)] < [ fm(2) = fin ()] + [fin (<) = Ful)] + [fn(S) = ful2)]
< 3E =,
3
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kun m >n > N. Talléin (f,(z)) on Cauchy-jono. Koska néin pétee kaikilla
z € U, niin (f,,) suppenee pisteittdin U:ssa. O

Maaritelma 3.25. Perhe § on pisteittdin rajoitettu joukossa U, jos jokaisen
pisteen z € U kuvien joukko {f(z) : f € §} on rajoitettu.

Maaritelmé 3.26. Perhe § on lokaalisti rajoitettu joukossa U, jos jokai-
selle kompaktille joukolle K C U on olemassa vakio m = m(K) siten, ettd
|f(2)| < m kaikilla z € K ja jokaiselle funktiolle f € §.

Huomautus 3.27. (i) Osoittaaksemme, etti perhe § on lokaalisti rajoitettu
joukossa U, riittdd ndyttdd, ettd sen kaikki funktiot ovat tasaisesti rajoitettuja
jokaisessa U:n suljetussa kiekossa. Tdamda on mahdollista, koska kompakti
joukko voidaan peittda dadrelliselld mddardlld suljettuja kiekkoja.

(ii) Jos perhe § on lokaalisti rajoitettu joukossa U, niin se on selvasti myds
pisteittain rajoitettu U :ssa.

Nyt saadaan muodostettua tavoitteena olleet ehdot normaaliperheelle §.
Seuraava lause osoittaa Madritelmien 3.20 ja 3.21 yhteyden, ja se on nimet-
ty Cesare Arzelan (1847-1912) ja Giulio Ascolin (1843-1896) mukaan. Tét&
lausetta ja sen seurauksia kiytetddn monissa matematiikan alueissa.

Lause 3.28 (Arzela-Ascolin lause). Olkoon U avoin joukko ja olkoon § perhe
U :ssa jatkuvia funktioita. Perhe § on mormaali U :ssa, jos ja vain jos se on
yhtdjatkuva ja pisteittdin rajoitettu U :ssa.

Todistus. Osoitetaan ensin ehdon riittédvyys. Olkoon perhe § yhtédjatkuva
ja pisteittiin rajoitettu joukossa U, ja olkoon (f,) sen jono. Naytetddn, ettd
(fn):114 on olemassa osajono (fy, ), joka suppenee tasaisesti U:n kompakteissa
osajoukoissa.
Oletetaan, ettd joukko Sy = {z € U: Re z, Im z € Q} on tihed U:ssa, ja
ettd jono (zy,,) sisiltda Sp:n alkiot. Tarkastellaan pistejonoa (f,,(z1)). Koska §
on pisteittédin rajoitettu U:ssa, niin (f,(z1)) on rajoitettu. Télléin Bolzano-
Weierstrassin lauseen 1.10 nojalla (f,,(21)):11a on ainakin yksi kosketuspiste.
Olkoon se piste wy. Talloin (fy,(21)):114 on osajono, joka suppenee pisteeseen
wy . Toisin sanoen, on mahdollista valita jono indekseja mgl) < mgl) < m:(gl) <
. siten, etta
lim f

k—00 mgcl)(zﬂ -

Merkinta mg) tarkoittaa, ettd kyseinen pistejono liittyy pisteeseen z1 € Sj.

Merkitaan fmg) = fik-

Olkoon (fa(22)) toinen rajoitettu pistejono. Samoin kuin edelld, niin voi-
daan valita télle jonolle yksi kosketuspiste. Olkoon se piste wo, ja muodos-

(1) (2) (2) (2)

tetaan jonon (m,’) osajonot m;” < m22 <ms’ < ..., joille
lim f5 5 (22) = wa.
k—o0

Jatkamalla tatd prosessia, niin saadaan jokaiselle [ € Z luku w; ja osajono
(m,(j)) siten, ettd

lim f;x(z) = w;.

k—o0

(k)

Kun k£ > 1, niin asetetaan ny = m; ', jolloin n; < ng < nz < .... Talloin
(fn,,) on jonon (fy) osajono. Liséksi, kiinnitetylle [ > 1, (fp,) on jonon (f; )
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osajono (ensimmadisille I — 1 termeille voi olla mahdollista ettei néin ole).
Talloin saadaan

lim fnk (Zl) = lim f@k(zl) = wy
k—o00 k—o0
kaikilla I > 1, eli (fn,(s)) saavuttaa raja-arvon jokaisessa pisteessd ¢ € Sp.

Lemman 3.24 mukaan (fy,):n osajono (fy,,) suppenee tasaisesti U:n kompak-
teissa osajoukoissa, joten § on normaaliperhe.

12; f13; ... (suppenee pisteessi z1)

Osoitetaan sitten ehdon vélttaméttomyys. Oletetaan, ettd perhe § on nor-
maali. Olkoon piste zg € U. Néytetdan ensin, ettd §:n téytyy olla yhtéjat-
kuva.

Oletetaan, ettéd § ei ole yhtédjatkuva pisteessd zg. Télloin on olemassa € > 0
jolle ei ole olemassa § > 0 siten, ettd |f(z) — f(z0)| < € kaikille funktioille
f € F ja jokaiselle z € U, kun |z — zp| < 8. Voidaan siis valita § = 1, missi
n € Z4, ja jokaiselle n voidaan valita funktio f,, € § ja piste z, € U siten,
ettd | fn(zn) — fa(20)| > € kun |2z, — zo| < L.

Koska § on normaali U:ssa, niin sen jonolla ( f,,) on osajono (fy, ), joka suppe-
nee tasaisesti U:n kompakteissa osajoukoissa. Merkitddn rajafunktiota f:114.
Lisdksi, koska (f,) on §:ss, eli f,:t ovat jatkuvia, niin Lauseen 3.7 mukaan
fec).

Koska f on nyt jatkuva pisteessd zg € U, niin voidaan valita 6 > 0 siten,
etté suljettu kiekko A = A(z9,0) C U, jaetté |f(2) — f(20)] < §, kun z € A.
Téssé fn, — f tasaisesti U:n kompakteissa osajoukoissa, joten Lemman 3.6
nojalla f,, — f tasaisesti A:ssa. Edellisen liséksi z,, — zp, joten voidaan
valita k siten, ettd |fy,, (2) — f(2)| < § kaikilla z € A, ja ettd z,, € A. Silloin

€< |fnk(znk) - fnk(20)|
< o (zn) = ()| 4 1 f(2ny) — f(20)] + [f(20) = fni (20)]

€ € €
< 3 + 3 + 3 =€
Tama on ristiriita, joten § on yhtéjatkuva zg:ssa, ja siten yhtajatkuva U:ssa.
Osoitetaan lopuksi vield antiteesin kautta, ettd perheen § tdytyy olla pis-
teittdin rajoitettu U:ssa. Oletetaan, ettd § ei ole pisteittéin rajoitettu U:ssa.
Talléin on olemassa piste zp € U ja §:n jono (f,,) siten, ettéd |f,(z0)] — oo,
kun k — oo. Téllaisella jonolla ei ole osajonoa, joka suppenisi tasaisesti U:n
kompakteissa osajoukoissa, jolloin saadaan ristiriita oletuksen kanssa, ettd §
on normaaliperhe. O

Kappaleen viimeinen lause on nimetty Paul Montelin (1876-1975) mukaan,
joka saadaan todistettua edellisen lauseen avulla. Téassa lauseessa palataan
takaisin analyyttisten funktioiden pariin.
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Lause 3.29 (Montelin lause). Olkoon § perhe analyyttisii funktioita avoi-
messa joukossa U. Oletetaan, ettd § on lokaalisti rajoitettu U :ssa. Tdlldin §
on normaaliperhe.

Todistus. Koska perhe § on lokaalisti rajoitettu joukossa U, niin se on siella
my0Os pisteittdin rajoitettu. Talloin Arzeld-Ascolin lauseen 3.28 perusteella
riittda osoittaa, ettd § on yhtajatkuva U:ssa.

Kiinnitetdan piste zo € U. Valitaan r > 0 siten, ettd ympyra K = K(zo, 2r)
kuuluu joukkoon U. Oletuksen mukaan § on lokaalisti rajoitettu U:ssa, joten
on olemassa vakio m = m(K) > 0 siten, ettd |f(¢)] < m kaikilla ¢ € K ja

kaikilla f € §.
2

Kun z € A = A(zp, r), niin Cauchyn integraalikaavasta 2.5 saadaan seuraava
arvio jokaiselle f € §

1 () 1 f)
£6) = ol = |5 | ds— = s
| 270 J|o_zg|=2r S — 2 2T )| zo|=2r S — %0
_ 1 / («=20)f(5) = (= 2)f(9) ;.
2 |s—20|=2r (C - Z)(§ - ZO)
27 |[s—zo0|=27 ( Z)<< )
Lz NOI
2 |s—zo|=2r s — 2[ls — 2o
_ |z — 20| |f ()] < |z — 29| m2m2r
2m2r Jie—zpl=2r IS — 2| T T 2m2r 27 — |z — 2
m|z — zp| m|z —zo| 1 | ]
= = _mlz —z
2r—lz—z0| = 2r—r 0
missé kaytettiin myos Cauchyn estimaattia 1.42.
Olkoon € > 0 ja § =min{r, =}, (Jos r < I, eli m < ¢, niin |f(2) — f(20)| <
Imlz—z| < tmr=m <e Jos taas L€ < r, niin | f(2)— f(20)| < Im|z—20| <

Imi =e) Tallom saadaan ylla olevasta arviosta epayhtalo | f(z)—f(z0)] < €

kaikille f € §, kun |z — zp| < d. Perhe § on siis yhtdjatkuva zp:ssa, joka on
mielivaltainen piste U:sta. Ndin ollen § on normaaliperhe U:ssa. O
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4. ERISTETYT ERIKOISPISTEET

Tamén kappaleen alussa keskitytddn funktioiden eristettyihin erikoispis-
teisiin. Naiden pisteiden avulla voidaan mm. tutkia integraaleja, jotka ovat
muotoa fﬂ/ f(2)dz, missd polku « on suljettu siind joukossa, jossa funktio
f on analyyttinen. Edellisistd kappaleista poiketen, polku « voi nyt kierta
my6s f:n eristettyjen erikoispisteiden ympéri. Néissé erikoispisteisséd f on
joko méaritteleméton tai differentioitumaton.

Tutustutaan ensin lisdéd analyyttisten funktioiden ominaisuuksiin. M&ari-
telladn seuraavaksi positiivisesti ja negatiivisesti suunnatut polut, joita kay-
tetddn tassa kappaleessa.

Maaritelma 4.1. Olkoon 7y : [a,b] — C yksinkertainen, suljettu ja paloittain
jatkuvasti differentioituva polku. Polku v on posititvisesti suunnattu alueessa
D, jos n(v,z) = 1 kaikilla z € D kdyrdlla |y|. Jos taas n(y,z) = —1 kaikilla
z € D kayralld ||, niin v on negatiivisesti suunnattu.

Lause 4.2. Olkoon f analyyttinen funktio alueessa D. Jos on olemassa piste
s € D siten, etti f)(g) = 0 kaikilla n € Z, niin f on vakio D :ssd.

Todistus. Madritelldin joukot U = {z € D : f(™(z) = 0 kaikilla n > 1} ja
V = D\U. Selvisti D = UUV ja UNV = (). Oletuksesta saadaan, etta
G0 € U, kun U # (. Osoitetaan, etta U = D.

Lauseen 1.7 nojalla riittda nayttda, ettd U ja V ovat avoimia. Olkoon piste
20 € U ja olkoon r > 0 siten, ettd avoin kiekko A = A(zg,r) C D. Lauseesta
3.16 ja U:n méaritelmésta saadaan

F&) =3 o)z — 20)" = f(z0)
n=0

kaikilla z € A, joten funktio f on vakio A:ssa. Talloin £ (z) = 0 kaikilla
n > 1 ja kaikilla z € A, eli A C U, jolloin U on avoin.

Olkoon sitten piste wg € V. Joukon V mééaritelmén vuoksi voidaan kiinnittaa
n € Z siten, ettd £ (wg) # 0. Koska funktio (™ on jatkuva alueessa D,
niin on olemassa avoin kiekko A = A(wg,r) C D siten, ettd f((z) # 0
kaikilla z € A. Télloin A C V, ja siten V on avoin.

Nyt saadaan Lauseesta 1.7, ettd V = (), koska oletettiin, ettd U # 0, eli
U = D. Talloin Lause 1.21 sanoo, ettd kun f/(z) = 0 kaikilla z € D, niin f
on vakio D:ssa. (]

Lause 4.3. Olkoon D alue. Oletetaan, ettd funktio f : D — C on analyyt-
tinen ja ei-vakio, ja ettd on olemassa piste zy € D siten, ettd f(z9) = 0.
Talléin f voidaan esittdd yksikdsitteisesti muodossa

f(z) = (2= 20)"g(2),
missi m € Zy, funktio g : D — C on analyyttinen ja g(zo) # 0.

Todistus. Koska funktio f ei ole vakio alueessa D, niin Lauseesta 4.2 seuraa,
ettd on ainakin yksi n € Zy, jolle f(™(z) # 0. Olkoon luku m pienin
sellainen. Kiinnitetdén avoin kiekko A = A(zp,r) C D. T&ll6in Lauseen 3.16
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mukaan f:114 on Taylorin sarja A:ssa siten, etté
oo
F2) = an(z — 20",
n=0

missé a, = % f (”)(z()). Kokonaisluvun m maaritelmaésté ja oletuksesta a,, =
f(20) = 0 saadaan, ettd a, = 0, kun 0 < n < m — 1, ja a,, # 0 muulloin.
T4alloin saadaan

f(z) = Z an(z —20)" = (2 — 20)™ Z an(z — 2z0)" ™™,

kun z € A. Maéritellddn funktio g : D — C siten, ettd
{ e oo

9(z) = ;
am jos z = zp,
joka on analyyttinen joukossa D\{zp}. Lisdksi ¢:1l4 on Taylorin sarja siten,

etta
o

g(z) = Z an(z —20)"""" = am + amy1(2z — 20) + . ..
n=m
A:ssa, joka on Lauseen 3.15 mukaan sielld analyyttinen. Erityisesti g on
differentioituva pisteessé zp € A. Télléin g on analyyttinen, g(zg) = am # 0
ja f(z) = (z — 20)™g(z) alueessa D.
Osoitetaan sitten yksikisitteisyys. Oletetaan, etté f(z) = (z—20)'h(z), missi
l € Z4, funktio h : D — C on analyyttinen ja h(zg) # 0. Kaikilla z € D on

(z—20)"g(2) = (2 — zo)lh(z).
Jos m > [, niin

0= lim (z — 20)™ 'g(2) = lim h(z) = h(z0) # 0,

Z—20 Z2—r20
eli saatiin ristiriita. Samoin, jos [ < m.
Talloin taytyy olla [ = m, ja silloin g(z) = h(z) kaikilla z € D\{z¢}. Jatku-
vuudesta saadaan, ettd g(z9) = am = h(z0), eli l =m ja g = h. O
Korollaari 4.4. Olkoon funktio f analyyttinen ja ei-vakio alueessa D, ja
olkoon piste zg € D. Tilldin f voidaan esittid yksikdsitteisesti muodossa

f(z) = f(20) + (2 = 20)"9(2),
missi m € Zy, funktio g : D — C on analyyttinen ja g(zp) # 0.

Todistus. Soveltamalla Lausetta 4.3 funktioon f1, fi(z) = f(2) — f(z0), alu-
eessa D, niin saadaan mitd halutaan. O

Merkinté: Olkoon funktio f analyyttinen ja ei-vakio jossain avoimessa kie-
kossa A, jonka keskipiste on zg. Korollaarista 4.4 saadaan f:lle yksikésittei-
nen esitys A:ssa siten, ettéd

f(2) = wo + (2 = 20)"g(2),

missé wy = f(z0), m € Z, funktio g : A — C on analyyttinen ja g(zq) # 0.
Talloin kokonaisluku m on f:n kertaluku pisteessé zg.
Jos wg = 0, niin luku m on f:n nollakohdan zg kertaluku. Luku m on pienin,
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jolle £0™)(z) # 0 (kuten Lause 4.3 osoittaa).

Seuraavaksi méaritellddn diskreetit joukot, joiden avulla saadaan formu-
loitua Diskreetin kuvauksen lause.

Maaritelma 4.5. (i) Piste zp on joukon E rajapiste, jos E\{zy}:ssa on
olemassa jono (z,) siten, etti z — =z, tai jos E N A*(z0,7) # 0 kaikilla
r > 0.

(i1) Olkoon U avoin joukko. Joukko E C U on diskreetti, jos silld ei ole
rajapistetta U :ssa.

Huomautus 4.6. Diskreetin joukon E ominaisuuksia:

(i) Joukon E taytyy koostua yksittaisista pisteista, eli jos zy € E, niin on
olemassa r > 0 siten, etti EN A(zp,r) = {20}

(ii) Jos joukko U\E on avoin, ja jos joukko U on avoin, niin U\E on alue.

Maaritelma 4.7. Olkoon U avoin joukko. Kuvaus f : U — C on diskreetti,
jos joukko Ey, = {z € U : f(z) =w} C U on diskreetti jokaiselle w € C.

Lause 4.8 (Diskreetin kuvauksen lause). Alueen D analyyttinen ei-vakio
kuvaus f on diskreetti.

Todistus. Kiinnitetdan piste w € C. Olkoon E = E,, = {z € D : f(z) = w}
joukko. Osoitetaan, ettd F on diskreetti. Olkoon zg E:n rajapiste. Osoite-
taan, ettd zg € C\D. Néytetddn tdméa antiteesin kautta. Oletetaan, ettd
29 € D. Olkoon (z,) jono joukossa E\{zp} siten, ettd z, — zp. Funktion
jatkuvuudesta zp:ssa seuraa, etté

f(z0) = lim f(z,) = lim w = w,
n—oo n—o0
joten zg € E. Korollaarista 4.4 saadaan f:lle seuraava muoto, kun z € D,

f(z) =w+ (2 —20)"g(2),
missd m € Zy, funktio g : D — C on analyyttinen ja g(zp) # 0. Koska
g on myos jatkuva zg:ssa, niin voidaan valita avoin kiekko A = A(zg,r) C
D siten, ettd g(z) # 0 kaikilla z € A. Télléin f(z) # w aina, kun z €
A*(zp,7). Silloin E N A*(z9,7) = {z € D : f(z) = w} N A*(z,r) = 0,
joka on ristiriidassa maéritelmén kanssa, ettd zp on F:n rajapiste. Télloin
29 € C\D kuten haluttiin. O

Seuraava lause on edellisen lauseen sovellus. Se osoittaa, ettd analyytis-
ten funktioiden kdanteisfunktion haara on analyyttinen, jota ei vield saatu
aikaisemmin osoitettua Lauseessa 1.22.

Lause 4.9. Olkoon U avoin joukko ja olkoon f : U — C analyyttinen funktio.
Oletetaan, ettd funktio g : D — U on f:n kddnteisfunktion haara, missd
D c f(U) on alue. Tdlldin g on analyyttinen.

Todistus. Koska funktio g : D — U on funktion f ké&nteisfunktion haara,
niin ¢ on jatkuva ja f(g(z)) = z kaikilla z € D. Osoitetaan, ettd g on
differentioituva jokaisessa alueen D pisteessa.

Olkoon G joukon U komponentti siten, ettd g(D) C G on yhtendinen. Jos
w1 = g(z1) ja wy = g(z2), missé pisteet z1 # 29 ovat D:ssé, niin

flwr) = f(g(z1)) = 21 # 22 = f(9(22)) = f(wa),
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eli f ei ole vakio G:ssi, joten ei voi olla f = 0 G:ssi. Sovelletaan Diskreetin
kuvauksen lausetta 4.8 funktioon f’, jolloin joukko E = {w € G : f'(w) =
0} C G on diskreetti.

Olkoon zp € D mielivaltainen piste siten, ettd wo = g(z¢). Jos wy ¢ E,
niin Lauseen 1.22 mukaan g on differentioituva zgp:ssa. Oletetaan nyt, ettd
wy € F, ja osoitetaan, ettd nédin ei voi olla. Nyt voidaan valita r > 0 si-
ten, ettd E N A(wo,r) = {wp}, koska E on diskreetti. Koska g on jatkuva
pisteessi zp € D, niin voidaan valita avoin kiekko A = A(zg,s) C D si-
ten, ettd g(A) C A(wg,r). Koska g on myos injektio ja g(z9) = wyp, niin
g(z) € A*(wp,r) kaikilla z € A* = A*(zp,s). Tami on ristiriita, joten
wo ¢ E.

Talloin Lauseen 1.22 mukaan ¢ on differentioituva A*:ssé, eli se on analyyt-
tinen sielld. Koska ¢ on jatkuva A:ssa, niin Lauseesta 1.40 saadaan, ettéd g
on analyyttinen sielld, ja siten koko alueessa D. O

Siirrytaan funktioiden eristettyjen erikoispisteiden méaritelmiin.

Maaritelma 4.10. Funktiolla f on eristetty erikoispiste zo € C, jos on
olemassa r > 0 siten, etti f on analyyttinen kiekossa A*(zp,r), mutta ei ole
analyyttinen kiekossa A(zp,r).

Maaritelma 4.11. Olkoon U avoin joukko ja olkoon E C U diskreett:
joukko siten, etti se sisdltid kaikki funktion f eristetyt erikoispisteet. Nyt
f:U\E — C on analyyttinen ja kiekossa A*(zo,7), 7 > 0, silld on Lauren-
tin sarja f(z) = >.0° _an(z — 20)". Lisiksi eristetty erikoispiste zo € E
voidaan luokitella kolmella ert tavalla:

(i) zo on poistuva, jos a, = 0 kaikilla n < 0,

(ii) zo on napa, jos se ei ole poistuva ja a, # 0 patee ainakin yhdelle, mutta
emintadn ddrellisen monelle n < 0, ja

(111) zo on muulloin oleellinen.

Funktion f singulaariosa erikoispisteessa zo on potenssisarja S : C\{zp} — C
siten, ettd S(z) = > 02 a—n(z — 20)"", missi a_1 = Res(zo, ).

Eristetyt erikoispisteet voidaan maéaritelld myos ilman Laurentin sarjaa.
Seuraavassa on yksi néistd poistuville erikoispisteille.

Lause 4.12 (Riemannin laajennuslause). Olkoon funktiolla f eristetty eri-
koispiste zg. Erikoispiste zg on poistuva, jos ja vain jos f on rajoitettu kie-
kossa A*(zg, 1), jollakin r > 0.

Todistus. Osoitetaan ensin ehdon riittdvyys. Oletetaan, ettd funktio f on
rajoitettu kiekossa A* = A*(zp,r), eli |f(z)] < m kaikilla z € A*. Olkoon
r > 0 riittdvin pieni siten, ettd f on analyyttinen A*:ssé. Talléin Lauseen
3.19 nojalla f:114 on Laurentin sarja f(z) = > 02 an(z—20)" kickossa A*,
jonka kerroin on

1 f(2)
In = 5 /|Z_ZOS (z — z0)"H1 dz,

kun s € (0,r). Arviomalla saadaan

1
|an] < / ‘f(Z)’V’L'Fle = WZH / ldz = En
27 |z—z0|=s |Z - ZO‘ 21s |z—z0|=s S
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Kun n < 0, niin s voi ldhestyé kohti nollaa, jolloin saadaan, ettd |a,| < 0.
Talléin a,, = 0 kaikilla n < 0, joten erikoispiste zg on poistuva.

Todistetaan sitten ehdon valttdméattémyys. Oletetaan, etté erikoispiste zg on
poistuva. Voidaan olettaa, ettd f(z9) on médritelty siten, ettd funktio f on

differentioituva pisteessé zg. Talloin |f(zo)| = lim,—,, |f(2)|. Nyt voidaan
valita r > 0 siten, ettd | f(2)| < |f(z0)| + 1 kaikilla z € A* = A*(2q,r), eli f
on rajoitettu A*:ssa. O

Seuraus 4.13. Olkoon funktiolla f eristetty erikoispiste zg. Erikoispiste zg
on poistuva, jos ja vain jos on olemassa lim,_,,, | f(2)].
Huomautus 4.14. Olkoon f(z) => 02 an(z—20)" analyyttinen funktio
kiekossa A*(zo,7) ja olkoon erikoispiste zy funktion f napa. Tdlloin f on
muotoa

G, a_

f(z):m+...+z_zo+Zan(z—zo)n

n=0

navan mddaritelméan mukaisesti, missd luku m on siten, ettd a_,, # 0, kun
a—p = 0 aina kun n > m. Tdlloin sanotaan, ettd f:lld on napa pisteessd zg
kertalukuna m.

Lause 4.15. Olkoon m € Zy ja olkoon f analyyttinen funktio kiekossa A* =
A*(zp,r). Tdlloin f:lld on napa pisteessd zy kertalukuna m, jos ja vain jos
f voidaan esittdd muodossa

9(2)
)= I\
o) = 22
kaikilla z € A*, missd g on analyyttinen funktio kiekossa A(zo,7) ja g(z0) #
0.

Todistus. Osoitetaan ensin ehdon valttdméttomyys. Koska funktiolla f on
napa pisteessé zg kertalukuna m, niin se voidaan esittdd muodossa

o0

f(2)= Y anlz—2)"

n=—m

kaikilla z € A*, missd a_,, # 0. Méaritelladn funktio g siten, etté

[e.e]

g(z) = Z an—m(z — 20)".

n=0
T4ll6in g on analyyttinen kiekossa A(zp, ) Lauseen 3.15 mukaan, koska sarja
suppenee A(zg,r):ssé. Lisdksi g(z0) = a—n, # 0, joten

[e.e]

f(z) = Z an(z —20)" = (2 —29)™ ™ Z Ap—m (2 — 20)"
n=0

= (2 —20) "9(2)

kaikilla z € A*.
Néytetdén sitten ehdon riittévyys. Olkoon g(z) = > 77, bn(2—20)" ja by # 0.
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Talléin g on analyyttinen A(zp,7):ssé ja g(z0) = by # 0. Olkoon f(z) =
(z — 29) ™g(z). Silloin saadaan

f(2) = (z = 20)""g(2) = (z = 20) "™ Y _ bulz — 20)"
n=0

oo
- Z bn+m(z - ZO)nv
n=—m
joka on Laurentin sarja, jonka ensimmaéinen kerroin by # 0, eli f.l1l4 on napa
pisteessa zg kertalukuna m. O

Lause 4.16. Olkoon funktiolla f eristetty erikoispiste zg. Erikoispiste zg on
napa, jos ja vain jos lim,_ | f(z)| = oo.

Todistus. Osoitetaan ehdon valttamattomyys. Oletetaan, ettd funktiolla f
on napa erikoispisteesséa zg, ja ettd sen kertaluku on m. Tall6in Lauseen 4.15
nojalla f(z) = (z — 20)"™g(z) kiekossa A* = A*(zp,r), missd funktio g on
analyyttinen kiekossa A = A(zp,r) siten, ettd g(z9) # 0. Silloin saadaan

. _ oy 9
lim [£(z)] = Jim 2w = o
koska g(zo) # 0.
Osoitetaan sitten ehdon riittévyys. Oletetaan, ettd | f(z)| — oo, kun z — 2.
Té&lloin voidaan kiinnittdd kiekko A* = A*(zp,r) siten, ettd funktio f on
analyyttinen sielld, ja ettd |f(z)| > 1 kiekossa A*.
Olkoon h = % Nyt funktio i on rajoitettu A*:ssé, koska |h(z)| = le)l <
1, joten Riemannin laajennuslauseen 4.12 mukaan piste zg on h:n poistuva
erikoispiste, ja maéaritellaan
h(zp) = zlgglo h(z) = 0.
Koska h(z) # 0 kaikilla z € A*, ja jos h(z) = > o7 o bn(z — 20)", niin h(zg) =
bp = 0, mutta on olemassa n > 0 siten, ettd b, # 0. Olkoon m pienin
tallainen. Talloin funktio g,

(z) _ 1 _ 1
I S him(z— 20" (2= 20) ™ oo balz — 20)"

on analyyttinen A*:ssi, ja g(zg) = i = 0. Nyt saadaan

1 1 1
) = ) = S b =) (= ) S by (= — 20"
o g(2) .
(z —2z0)™

Talloin Lauseen 4.15 nojalla f:114 on napa pisteessd zg kertalukuna m. U

Lause 4.17 (Casorati-Weierstrassin lause). Jos funktio f on analyyttinen
kiekossa A* = A*(zp,7), ja jos kiekon keskipisteessd silla on oleellinen eri-
koispiste, niin joukko f(A*) on tihed, eli joukolla C\ f(A*) ei ole sisapisteita.

Todistus. Tehd&én antiteesi. Olkoon wy joukon C\ f(A*) sisdpiste. Télloin
on olemassa s > 0 siten, ettd kiekko A(wy, s) C C\ f(A*).
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Silloin |f(z) — wo| > s kaikilla z € A*, ja saadaan, ettd funktio g : A* — C,
1

9(z) = To)—wg O1 analyyttinen ja
1 1
S —

SN = 7Tl =5

kaikilla z € A*. Riemannin laajennuslauseen 4.12 mukaan g:114 on poistuva
erikoispiste zg. Téll6in Seuraksen 4.13 nojalla g:1l4 on olemassa raja-arvo
pisteessi zg, eli on olemassa lim,_,, |g(2)|. Silloin sen kiisinteisfunktiolla 1 on
eristetty erikoispiste zp, joka on joko napa tai poistuva. (Jos lim,_, [g(2)| =
0, niin zp on napa, ja jos lim,_,, |g(z)| # 0, niin zp on poistuva.)

Tallsin funktiolla f(z) = wp + le) on eristetty erikoispiste zg, joka on joko
napa tai poistuva. Tamé& on ristiriita, koska oletuksen mukaan piste zy on
oleellinen, joten C\ f(A*):114 ei ole sisdpisteité. O

Nyt voidaan todistaa Residylause, jonka jalkeistd seurausta tullaan tar-
vitsemaan jatkossa.

Lause 4.18 (Residylause). Olkoon U avoin joukko ja olkoon f analyyttinen
funktio U :ssa, paitsi eristettyjen erikoispisteiden joukossa E # 0. Jos sykli
o on nollahomologinen U :ssa siten, etti |o| N E =0, niin

/ f(2)dz = 2mi Z n(o, z)Res(z, f).

zeE

Todistus. Osoitetaan aluksi, ettd vaikka joukossa E voi olla erikoispisteitéa
ddreton madra, niin vain aérelliselle maaralle pétee ehto n(o, z) # 0. Olete-
taan titd varten, etta n(o, z) # 0 patisi darettoméan monelle pisteelle z € E
ja johdetaan ristiriita.

Kf

a

U

.

Joukon E pisteitd ovat +

Talloin voidaan valita erillisten pisteiden jono (zp) joukosta E siten, ettd
n(o, zi) # 0 kaikilla k € Z. Lemmasta 1.35 saadaan, ettd mikdén piste zj
ei voi kuulua joukon C\|o| rajoittamattomaan komponenttiin, joten (zx):n
taytyy olla rajoitettu. Silloin Bolzano-Weierstrassin 1.10 nojalla (zx):lla on
ainakin yksi kosketuspiste. Olkoon se zg. Koska E£ C U on diskreetti, niin
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Maéritelmén 4.5 nojalla zg ¢ U, eli zp € C\U.
Oletuksen mukaan sykli o on nollahomologinen joukossa U, eli n(o, zg) = 0.
Kiinnitetdén kiekko A = A(zp, 1), joka ei leikkaa jélked |o|. Kun piste z € A,
niin n(o, z) = 0. Toisaalta, koska zy on (zx):n kosketuspiste, niin voidaan va-
lita N siten, ettd zy € A, jolle médritelmén mukaan péatee, ettd n(o, zn) # 0.
Nyt saatiin ristiriita, joten ehto n(o, z) # 0 patee vain dérellisen monelle F:n
pisteelle.
Olkoon joukon E pisteet 61,2, ..., <p, joille patee n(o,¢;) #0,i=1,2,...,p,
ja olkoon V' avoin joukko siten, ettd V' = {¢1,6,...,5} U (U\E). Koska
o on joukossa V\{<1,¢2,...,5} = U\E, ja koska C\V = (C\U) U {z #
1,625 --+,Sp}, niin n(o, z) = 0 kaikilla z € C\V. Toisin sanoen, ¢ on nolla-
homologinen V :ssé.
(Jos kaikille E:n pisteille olisi n(c,z) = 0, niin [ f(z)dz = 0 ja joukko
V = U\E. Silloin Residylause olisi kuin Cauchyn lause 2.3, missd sykli o
ja funktio f olisi méaaritelty V:ssé, eli oletetaan, ettd on olemassa pisteet
1,62y« - 7§P')
Olkoon Sy, funktion f singulaariosa pisteessé g, eli Si(z) = Y oo | a—p(z —
)~ ™. Funktio Sy on analyyttinen joukossa C\{s}, ja funktiolla f(z)—Sk(2)
on poistuva erikoispiste ;. Talloin funktio g(z) = f(z) — S1(2) — S2(z) —
- — Sp(z) on analyyttinen joukossa V\{s1,¢2,...,<y}, missé erikoispisteet
§1,2, .. .,Sp ovat poistuvia. Koska pisteet ovat poistuvia, niin voidaan olet-
taa, ettd g on analyyttinen V:ssd. Cauchyn lauseesta 2.3 saadaan

/ dz—/f dz—k 1 USk(z)dz,

eli
(10) f(z)dz = Sk(2)dz.
/ k 179

Jos S(z) = Y07 a—n(z — <) "™ on fm singulaariosa mielivaltaisessa pis-
teessd ¢op € F, niin sarja S suppenee tasaisesti joukon C\{¢y} kompakteissa
osajoukoissa. Erityisesti se suppenee tasaisesti jaljessd |o|, jolloin voidaan
vaihtaa integraalin ja summan jarjestysté, eli saadaan

/US(z)dZZ/<2a n(z =) )dz—Za n/z_go)dz.

Funktiolla (z—¢p) ™" on primitiivi, kun n > 1, jolloin Lauseesta 1.27 saadaan,

etta kaikilla n > 1 on
/(Z —¢) "dz=0.

Silloin saadaan

/US(z)dz = ila_n /a(z — ) "dz=a_ /a(z — o) ldz

= P:es(go, f)2min(o, ).
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Nyt edellisesté yhtalosta ja yhtalostd (10) seuraa, ettéd

/f(z)dz = Z Sk(z)dz = 2mi Zn(o, i) Res(sk, f)

k=177 k=1
= 27 Z n(o, z)Res(z, f).
z€E

O

Seuraus 4.19. Olkoon U avoin joukko ja olkoon funktion f eristettyjen eri-
koispisteiden joukko E C U. Oletetaan, ettd f on analyyttinen joukossa U\ E,
ja ettd polku v on posititvisesti suunnattu, yksinkertainen, suljettu ja paloit-
tain jatkuwvasti differentioituva U\E:ssd siten, ettd polun |7y| sisus D C U.
Jos DNE # 0, niin

/f(z)dz = QWiZRes(zk,f),
vy

k=1

missa 21,22, ...,%p ovat K:n pisteitd siten, ettd ne kuuluvat joukkoon D.

Lause 4.20 (Argumentin periaate). Olkoon U avoin joukko. Oletetaan, ettd
funktio f on analyyttinen U :ssa, paitsi erikoispisteissd zg, jotka ovat napo-
ja. Olkoon ~ posititvisesti suunnattu, yksinkertainen, suljettu ja paloittain
Jatkuwvasti differentioituva polku U :ssa siten, ettd polku || ei leikkaa yhden-
kddn f:n nollakohdan tai navan kanssa ja siten, ettd polun || sisus D C U.
Talloin

L f/(z)dz:in(v a,)_in(v b)
2mi )., f(2) = Y m n

missd pisteet a; ovat f:m nollakohtia ja pisteet b; ovat sen napoja D:ssd,
kertaluvut huomioon ottaen.

Todistus. Oletuksesta saadaan, ettéd funktiolle f ei voi olla f = 0 joukossa G,
missd, D C G C U. Tallsin funktio fTI on analyyttinen G:ssé, paitsi erikois-
pisteissd, jotka ovat napoja. Liséksi sen erikoispisteet ovat f:n nollakohdat
ja navat.

¥

Funktion f nollakohtia ovat =
janapojaovat

Olkoon zg € G piste siten, ettd se on f:n nollakohta kertalukuna m. Tall6in
f voidaan esittda avoimessa kickossa A = A(zg,r) muodossa

f(2) = (2= 20)"g(2),
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missé m € Z; ja funktio g : A — C on analyyttinen siten, ettd g(zg) # 0.
Derivoidaan tdméa saadaan

f'(2) = m(z = 20)" " 1g(2) + (2 — 20)™ 3 ()
kiekossa A, jolloin
fe) om0

f(z)  z—2z0  g(2)

kun z € A*(zg,r). Koska funktio %/ on analyyttinen A:ssa, niin fTI:HéL on

pisteessé zp napa kertalukuna yksi ja a_; = Res(zo, fTI) =m.

Olkoon nyt piste zg € G funktion f napa kertalukuna m. T&lléin f:114 on
Laurentin sarja > > a,(z — 29)" kiekossa A*(zg, ). Voidaan valita r > 0
riittédvin pieneksi siten, ettd A:ssa ei ole f:n nollakohtia.

Olkoon g(z) = Y 7 gan—m(z — 20)" funktio, joka suppenee A:ssa (Lause
3.15). Silloin ¢ on analyyttinen A:ssa ja g(z9) = a—p, # 0. Téllin saadaan

[e.e]

f(Z): Z (ln(Z—Zo) Z_ZO Zan m - n

n=—m

=(z—2) ™

9(2)

kiekossa A*(zp,r). Kun derivoidaan tdmé saadaan

f(z)=—m(z—20) 7" g(2) + (z — 20) " (2)
ja siten
f'(z)  —m 42
f2) " r—a gz)

Samoin kuin aikaisemmin todetaan, etta fT/:lléi on pisteessd zg napa kertalu-

kuna yksi ja a_; = Res(zp, fT/) = —m.
Seurauksen 4.19 nojalla saadaan

/
f (2)
— g Res( zk, )
27rz (2)
. . . / . . . ee . .. .. .. .
missé pisteet 21, 22,..., 2, ovat fT:n erillisid napoja D:ssd. Taméan vuoksi

summa residyistd funktiolle L antaa funktion f nollakohtia enemmén kuin

napoja D:ssé, kun otetaan kertaluvut huomioon. Tall6in

m q
ZRes zk, Zn W,aj)—Zn(y b
j=1 j=1

missé pisteet a; ovat f:n nollakohtia ja pisteet b; ovat sen napoja D:ssa. [

Huomautus 4.21. Oletetaan, ettd funktio f on analyyttinen alueessa D,
ja ettd f(z) # 0 kaikilla z € D. Olkoon ~y : [a,b] — D suljettu ja paloittain
Jatkuwvasti differentioituva polku. Kun t € [a,b], niin suljetulle polulle B(t) =
F(y(@t) on B'(t) = f'(v(t)Y (t). Koska funktio f' on jatkuva D:ssd, niin 3 on
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paloittain jatkuvasti differentioituva. Nyt B:lla on seuraava yhteys Lauseen
1.46 yhtalon kanssa
), / 'O ( g0y
f (z fu(t ) B(t)
fdz = 2min(f,0).
B z

Argumentin periaatteella on monia sovelluksia, tunnetuimpia niistd on

Eugéne Rouchén (1832-1910) kehittelemé lause. Téssé esitelladn klassisen

Rouchén lauseen sijasta hieman uudempi muoto. Ennen téata lausetta méa-
ritellddn Jordan alue.

Maaritelma 4.22. Alue D on Jordan alue, jos sen reuna on homeomorfinen
ympyrdin kehdn kanssa.

Lause 4.23 (Rouchén lause). Olkoon D Jordan alue, J = 0D. Jos funktiot
f ja g ovat analyyttisii avoimessa joukossa U, jolle pitee D C U, ja jos
epayhtdlo

(11) 1F(z) —9(2)] <[F(2)| + lg(2)]
kaikilla z € 0D, niin funktioilla f ja g on yhtd monta nollakohtaa D :ssd,
kun nollakohtien kertaluvut otetaan huomioon.

Todistus. Epayhtalon (11) vuoksi, joko f(z) # 0tai g(z) # 0 polulla J = 0D,
joka on yksinkertainen ja suljettu. Olkoon h = 5, joka on analyyttinen avoi-
messa joukossa V, D C V, paitsi sen erikoispisteissi, jotka ovat napoja. Nyt
J ei leikkaa yhdenkdén h:n nollakohdan tai navan kanssa. Jaetaan epayhtalo
(11) puolittain |g(z)|:1la, jolloin saadaan

[h(z) = 1] <1+ |h(z)|
kaikilla z € J.
Koska yhtalo |h(z) — 1| = 14 |h(2)| on totta kaikilla z, joille h(z) € RN
(=00, 0], niin A(J) ei kuulu joukkoon RN (—oo,0]. Télléin origo on rajoitta-
mattomassa komponentissa C\h(J), joten Lemmasta 1.35.(ii) saadaan, etté
n(B,0) = 0, missé polku f =ho~yja|y| =
Huomataan, ettd b’ = (f'g— fq')/g?, jolloin h = chf ggng’ =L 9 Tillsin
Argumentin periaatteen 4.20 todistuksen ja Huomautuksen 4.21 merkmtOJa
kiyttden saadaan

/ / /
Ny VR Ny IC PRy L LC A
2mi J., f(2) 2mi J., g(2) 2mi J., h(z)
=n(B,0) =
Oletuksen nojalla funktioilla f ja g ei ole napoja Jordan alueessa D. Tal-

16in Argumentin periaatteen 4.20 nojalla yhtdlon (12) vasemmasta termisté
saadaan

Ly

(12)

m p

j=1 k=1
missé pisteet a; ovat f:n nollakohtia ja pisteet by ovat g nollakohtia. Silloin
funktioilla f ja g on yhtd monta nollakohtaa D:ssé. O
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Lause 4.24. Olkoon U avoin joukko ja zg € U. Oletetaan, ettd funktio f on
analyyttinen U :ssa, ja ettd kertalukuna m funktio f saa arvon wg pisteessd
20, eli f(z0) = wo. Olkoon r > 0 tarpeeksi pieni siten, ettd suljettu kiekko
A = A(zo,7) C U, ja kaikille z € A\{z0} pitee, etti f(z) # wo ja f'(z) # 0.
Magdritellaan s = s( ) > 0 siten, ettd s = min{|f(z) —wo| : z € K(z0,7)}.
Talloin joukko G = {z € A(zo,7) : f(2) € A(wo, s)} on alue. Lisdksi joukolla
E, = {z € A(zo,7 : f(2) = w} on tdasmdilleen m ratkaisua G:ssd kaikilla
w € A*(wo, s), missi f(z) =w kertalukuna yksi.

Todistus. Olkoon D C U alue ja olkoon zg € D. Koska funktiolla f on
kertaluku pisteessi zg, niin f ei ole vakio D:ssa, eli funktiolle f’ ei voi olla
1/ =0 téssi alueessa. Diskreetin kuvauksen lauseen 4.8 mukaan joukot {z €
D : f(z) =wo} ja{z € D: f'(z) = 0} ovat D:n diskreetteja osajoukkoja.
Erityisesti on olemassa 7 > 0 siten, etti suljettu kiekko A = A(zg,7) C D,
ja kaikille 2 € A\{z0} on f(2) # wo ja f'(z) # 0.

Koska funktio z — |f(z) — wp| on jatkuva ja positiivinen ympyrélla K =
K (20, 1), niin se saavuttaa sielld pienimmén arvonsa. Olkoon s = min{|f(z)—
wo| : z € K}. Koska f on jatkuva kiekossa A(zg,r), niin Lauseen 1.5 nojalla
joukko G = {z € A(zo,7) : f(2) € A(wp,s)} on avoin. Kiinnitetdén piste
w € A*(wp,s). Olkoon ¢(z) = f(z) —wp ja h(z) = f(z) — w kiekossa A =
A(zp,r). Koska

9(2) = h(2)| = |f(2) —wo = (f(2) —w)| = Jw —wo| <5
<25 <|g(2)[ + [n(2)]

kaikilla z € A = K, niin Rouchén lauseen 4.23 mukaan funktioilla g ja
h on yhtd monta nollakohtaa A:ssa, kun nollakohtien kertaluvut otetaan
huomioon.

f(K)
K

Joukon E,_ pisteitd
ovat (Kun m=3)

Koska oletuksen mukaan f saa arvon wg kertalukuna m pisteessa zg, niin g:114
on tdsmaélleen m nollakohtaa A:ssa. Silloin A:lla on my6s tdsmélleen m nol-
lakohtaa A:ssa, eli kiekossa A*(zg,7), kun w # wy. Koska h/(z) = f'(z) #0
kaikilla z € A*(zp,7), niin h:lla on m nollakohtaa A(zp,r):ssé kertalukuna
yksi. Toisin sanoen, joukossa E,, = {z € A : f(z) = w} on tdsmélleen m rat-
kaisua, missé f(z) = w kertalukuna yksi. Joukon G mééritelmésti saadaan,
ettd £, C G.

Todistetaan vield, ettd avoin joukko G on yhtendinen. Olkoon V jokin G:n
komponentti. Osoitetaan, etté piste zp € V. Oletetaan, ettd zo ¢ V ja joh-
detaan ristiriita.

Midritelldin funktio k : V — C asettamalla k(z) =
on jatkuva ja analyyttinen V:ssé. Koska zg ¢ V ja V/
lakohtia V:ssd. Joukon G mééritelmén vuoksi |k(z)

L(f(2) — wo). Téllsin k

C A, niin k:1la ei ole nol-
1

Zﬂ() wol < %=1
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kaikilla z € V. Funktion k jatkuvuudesta seuraa, ettd |k(z)| < 1 kaikilla
zeV.

Koska V' on G:n komponentti, niin |k(z)| = 1, kun z € 9V. Télléin voidaan
paatella, etta % on jatkuva V:ssa ja analyyttinen V:ssi. Korollaarista 1.44
saadaan, ettd @ < 1 kaikilla z € V, eli |k(z)] > 1. Tdmé&n ristiriidan
vuoksi zg € V ja talldin G:114 on vain yksi komponentti, eli se on yhtendinen

ja siten alue. 0

Lause 4.25 (Avoimen kuvauksen lause). Olkoon D alue. Jos funktio f :
D — C on analyyttinen ja ei-vakio, niin joukko f(D) on avoin. Erityisesti
f(D) on alue.

Todistus. Olkoon U C D avoin joukko ja olkoon wy € f(U). Valitaan zy € U
siten, ettii f(z09) = wp. Olkoon r > 0 siten, etti A = A(zg,7) C U ja ehdot
f(2) # wo ja f'(2) # 0 pitevit kaikilla z € A\{20}, kuten Lauseessa 4.24.
Ehto f’(z) # 0 on mahdollista, koska funktio f on analyyttinen ja ei-vakio
alueessa D, kun taas ehdosta f(z) # wp ja madritelmastd s = min{|f(z) —
wo| : z € K(20,7)} saadaan, ettd avoin kiekko A(wg,s) C f(A(zo,r)), eli
A(wg,s) C f(U). Siksi joukko f(U) on avoin, ja siten erityisesti f(D) on
avoin joukko.

Lauseen 1.9 perusteella f(D) on my6s yhtendinen, joten se on alue. O

Lause 4.26. Olkoon f analyyttinen funktio alueessa D. Jos f on injektio,
niin f'(z) # 0 kaikilla z € D.

Todistus. Oletetaan, ettd f'(z9) = 0 jossakin pisteessid zg € D. Koska f
on injektio alueessa D, niin se ei ole vakio téssé alueessa. Télloin voidaan
olettaa, etta jollakin kertalukuna m f saa arvon wy pisteessé zg, f(z0) = wp.
Koska f/(z) = 0, niin m > 2.

Lauseen 4.24 todistuksesta saadaan, ettd funktiolla z — f(z) — wp on m
nollakohtaa zp:ssa kiekossa A(zg,r). Talloin pisteelld w, joka on tarpeeksi

lahelld pistettd wo ja w # wg, on ainakin kaksi alkukuvaa D:ssé, jolloin f ei
ole injektio. Siten f/(z) # 0 kaikilla z € D. O

Lause 4.27. Oletetaan, ettdi D on alue, ja ettd funktio f : D — C on
injektio ja analyyttinen. Tdlloin sen kddnteisfunktio f~1 : f(D) — D on
analyyttinen.

Todistus. Avoimen kuvauksen lauseesta 4.25 saadaan, ettd joukko f(D) on
alue. Osoitetaan, ettdi funktio f~! on jatkuva. Olkoon zy € f(D) ja wqy €
f~1(20), ja olkoon € > 0 annettu. Nyt joukko U = D N A(wp, €) on avoin
alueessa D ja wg € U, joten Avoimen kuvauksen lauseen 4.25 mukaan joukko
f(U) C f(D) on avoin ja 29 € f(U). Selvisti f~1(f(U)) =U.

Valitaan § > 0 siten, etti A = A(z0,6) C f(U). Silloin f~1(A) c U,
eli f71(A) C A(wo,€). Tillin f~1 on jatkuva jokaisessa f(D):n pisteessi.
Lauseesta 4.9 saadaan, ettd f~! = g on analyyttinen f(D):ssi. O

Seuraava lause on nimetty Adolf Hurwitzin (1859-1919) mukaan.

Lause 4.28 (Hurwitzin lause). Oletetaan, etti jokainen jonon (f,) funk-
tio on analyyttinen ja f, # 0 alueessa D, ja ettd f, — [ tasaisesti D:n
kompakteissa osajoukoissa. Tdlloin joko f # 0 tai f =0 alueessa D.
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Todistus. Lauseen 3.12 nojalla funktio f on analyyttinen alueessa D. Olete-
taan, ettd f(zo9) = 0 jossakin pisteessé zy € D. Tehdddn antiteesi. Oletetaan,
ettd f(z) # 0 kaikilla z € D\{z}. Télloin zp on f:n eristetty piste, missé
f(z0) = 0. L

Valitaan r > 0 siten, ettd suljettu kiekko A = A(zg,7) C D ja f(z) # 0
kaikilla z € K = K(zg,r). Talloin Korollaarin 1.14 nojalla |f(z)| saavut-
taa positiivisen pienimmén arvonsa ympyralla K. Olkoon tdmé arvo € > 0.
Koska f, — f tasaisesti K:lla, niin on olemassa n siten, etta

[fn(z) = F(2)] < e < [f(2)]
kaikilla z € K. Rouchén lauseesta 4.23 seuraa, ettd funktioilla f,, ja f on
sama méaara nollakohtia kiekossa A(zg, ). Talloin f,:114 on ainakin yksi nol-
lakohta, joka on ristiriita. Siten f = 0 alueessa D. (]

Lause 4.29. Oletetaan, etti jokainen jonon (fy) funktio on analyyttinen ja
injektio alueessa D, ja ettd f, — [ tasaisesti D:n kompakteissa osajoukoissa.
Tdlloin f on joko injektio tai vakio D :ssd.

Todistus. Funktio f : D — C on analyyttinen Lauseen 3.12 nojalla. Olete-
taan, ettd f el ole vakio alueessa D. Kiinnitetdéan piste zg € D. Osoitetaan,
ettd f(2) # f(z20), kun z # 2.

Olkoon jono (g,) maéritelty alueessa Dy = D\{zp} siten, etti g,(z) =
fn(2) = fu(z20). Koska funktio f, on injektio D:ssd, niin g,:1l14 ei ole nol-
lakohtia Dy:ssa. Selvésti g, — ¢ tasaisesti Dg:n kompakteissa osajoukoissa,
missi g(z) = f(z) = f(20)-

Koska oletettiin, ettd f ei ole vakio D:ssé, niin funktiolla g ei ole nollakohtaa
Dy:ssa. Hurwitzin lause 4.28 osoittaa talloin, ettd g(z) # 0 kaikilla z € Dy,
eli f(z) # f(z0), kun z # z9. Koska piste zp € D on mielivaltainen, niin f
on injektio D:ssa. O
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5. KONFORMIKUVAUKSET

Kompleksianalyysin tutkituimpiin alueisiin kuuluvat funktiot, jotka ovat
analyyttisid ja injektioita. TAt4 muotoa olevat funktiot tunnetaan myés kon-
formikuvauksina. Historiassa merkittdva kédnne oli vuonna 1851, kun Rie-
mann esitteli huomion arvoisen tiedon: minké tahansa yhdesti yhtenaisen
alueen voi kuvata konformisesti johonkin muuhun yhdesti yhtenéiseen alu-
eeseen. Riemannin kuvauslauseessa kuvataan yhdesti yhtenédinen alue yksik-
kokiekoksi.

Ennen kuin pééstddn Riemannin kuvauslauseeseen, niin tutkitaan ensin
konformikuvauksia ja niiden suhdetta analyyttisiin funktioihin. Taémén jal-
keen esitelldan lyhyesti laajennettu kompleksitaso ja Mobius-kuvaukset. Rie-
mannin kuvauslauseen jalkeen tutkitaan miten konformikuvaukset kayttay-
tyvét alueen reunalla.

On monia erilaisia tapoja esitellda konformikuvauksia, mutta téssé ra-
joitutaan tutkimaan yhdesti yhtenéisten alueiden kuvausten konformisuut-
ta. Talloin véltytadn analyyttisiltd ja topologisilta ongelmilta, joita ilmenee
ei-yhdesti yhtenéisilla alueilla. Aloitetaan esittelemélld suunnatun kulman
maéritelma ja siithen liittyvid ominaisuuksia.

Madritelmé 5.1. Olkoot pisteet z,w € C\{0}. Tillsin 6(z,w) = Arg (%)
on suunnattu kulma pisteesti z pisteeseen w, eli 0(z,w) on kulma valilld
(—m, 7] siten, ettd valitaan vektoreiden z ja w vdliltd pienempi kulma.

Huomautus 5.2. Kulmalle 0(z,w) patee seuraavat ominaisuudet:

(i) Jos siirrytddn vektorista z vektoriin w vastapdivddn, niin 0(z,w) > 0.
Vastaavasti, jos siirrytian myotipdivaan, niin 0(z,w) < 0. Kun kulma
0(z,w) = m, niin vektorit z ja w muodostavat suoran janan.

B({z,w)=0 B{z,w)<0

(ii) 0(z,w) = —0(w, z) ja O(Z,w) = —6(z,w), paitsi kun 6(z,w) = =, jolloin
O(w,z) =m=0(z,w0).

(1i1) O(cz, cw) = 0(z,w) kaikilla ¢ € C\{0}, ja O(rz,sw) = 0(z,w) kaikilla
r,s € Ry.

Koska yleisesti kompleksifunktiot eivit kuvaa suoria janoja suoriksi ja-
noiksi, niin seuraavaksi maaritelldan tapa mitata kulma, joka on kahden de-
rivoituvan kaaren leikkauspisteessé.

Madéritelma 5.3. Olkoon A = |a| siten, etti « : [a,b] — C on yksinkertai-
nen, ei-suljettu ja paloittain jatkuvasti differentioituva polku, jolle o/(t) # 0
kaikilla t € [a,b], ja olkoon B = |B| siten, ettd (5 : [c,d] — C on yksinkertai-
nen, ei-suljettu ja paloittain jatkuvasti differentioituva polku, jolle 5'(t) # 0
kaikilla t € [c,d]. Oletetaan, ettd polkujen kuvilla A ja B on yksi yhteinen
pddtepiste zg, mutta muuten ovat erillisid. Tédlloin

0(A, B) = 0[a(a), B'(c)]-
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B'lc)

| B{A,B) _
o o'{a)

A

Seuraavaksi méaaritellidn Jacobin determinantti. Tatd kdytetddn tdmén
jalkeisessa diffeomorfismin mééaritelméssé, ja myohemmin tésséd kappaleessa
se on osa konformikuvausten tarkastelua.

Maaritelma 5.4. Olkoon U avoin joukko ja olkoon f : U — C funktio
siten, ettd f = u+1v, ja ettd f kuuluu luokkaan CH(U). Tdlléin f:m Jacobin
determinantti Jy on

fus(2) uy(2)
T3 = onz) w2

=1f:(2)1* = If=() .

Maaritelma 5.5. Olkoon D alue. Funktio f : D — C on diffeomorfismi, jos
se on injektio ja kuuluu luokkaan C1(D), ja jos J¢(z) # 0 kaikilla z € D.

= Uz (2)vy(2) — uy(2)v2(2)

Huomautus 5.6. (i) Huomataan, ettd Jacobin determinantti J; on jatkuva
reaaliarvoinen funktio madrittelyjoukossa. Erityisesti, jos funktio f on diffe-
rentioituva pisteessi zg € U, niin f,(20) = f'(20) ja fz(z0) =0, joten

Tp(z0) = |.f(z0) .

(it) Jos funktio f : D — C on diffeomorfismi, niin joko Jy > 0 tai Jp < 0
kaikkialla alueessa D.

Nyt voidaan maaritelld kulman séilyttaviat kuvaukset, ja sen kautta kon-
formikuvaukset. Kompleksifunktio on kulman sailyttava kuvaus, jos sen maa-
rittelyjoukon kaikki kaaret, jotka ovat derivoituvia ja leikkaavat toisiaan jos-
sakin pisteesséd, kuvautuvat derivoituviksi ja leikkaaviksi kaariksi siten, etta
niiden kulmat leikkauspisteissa pysyvét saman suuruisina. Konformikuvausil-
le halutaan liséksi, ettd niiden kulmat ovat suunnan sailyttavia.

Seuraavassa maéritelldén edelld mainitut asiat.

Maaritelma 5.7. Olkoon D alue. Diffeomorfismi f : D — C on kulman
saulyttavd kuvaus pisteessd zog € D, jos

0(A, B)| = |0[f(A), f(B)]|

aina kun A ja B ovat polkujen kuvia kuten Mddritelmdssd 5.3.
Jos (A, B) =0[f(A), f(B)], niin f on konforminen zy:ssa. Jos taas
0(A,B) =0[f(B), f(A)], niin f on anti-konforminen zy:ssa.

Diffeomorfismi f ei voi olla méarittelyalueen yhdessé pisteessd konformi-
nen ja toisessa anti-konforminen, koska Huomautuksen 5.6.(ii) mukaan Jaco-
bin determinantti J; ei vaihda merkkiddn maarittelyalueessaan.
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Lause 5.8. Olkoon D alue ja olkoon f : D — C diffeomorfismi. Tailldin
seuraavat ehdot ovat ekvivalentteja pisteessd zg € D:

(i) Funktio f on differentioituva zp:ssa.

(it) Funktio f on kulman sdilyttivi kuvaus zg:ssa ja J¢(zo) > 0.

(111) Funktio f on konforminen zp:ssa.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd véitteestd (i) seuraa kohdat (ii) ja (iii). Ole-
tetaan, ettd funktio f on differentioituva pisteessia zy. Télléin Huomautuk-
sesta 5.6.(i) saadaan, ettd Jr(20) = |f'(20)|* > 0, ja silloin Mééritelmén
5.5 ja Huomautuksen 5.6.(ii) mukaan on J¢(z0) # 0 ja J(z9) > 0, jolloin
f'(z0) # 0.

Olkoon A = |o| ja B = ||, missd « : [a,b] — C ja 8 : [¢,d] — C ovat
yksinkertaisia, ei-suljettuja ja paloittain jatkuvasti differentioituvia polku-
ja, joille o/(t) # 0, kun ¢t € [a,b], ja B'(l) # 0, kun I € [¢,d]. Olete-
taan, ettd polkujen kuvilla A ja B on yksi yhteinen pédtepiste zg siten, ettd
ala) = B(c) = zp. Télléin joukkojen f(A) ja f(B) normaalit parametrisoin-
nit ovat polut a;(t) = fla(t)] ja B1(t) = f[B(t)]. Koska f on differentioituva
Zp:ssa, niin

o (a) = f'la(a)ld/(a) = f'(20)c/(a)

ja

Silloin saadaan

0lf(A), f(B)]

[0 (a), B1(e)] = O[f'(20)c (@), f'(20) ' (c)]
"(a), B'(c)] = 0(A, B),

koska f’(z29) # 0, eli f on konformikuvaus zg:ssa. Télloin f on Maaritelmén
5.7 nojalla my6s kulman sailyttava kuvaus zg:ssa.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd véitteestd (ii) seuraa (i). Oletetaan, ettd f on
kulman séilyttéva kuvaus pisteessé zg ja J¢(z0) > 0. Koska oletuksen mukaan
f on diffeomorfismi, niin se kuuluu luokkaan C'(D), jolloin Lauseen 1.22
jalkeisen Huomion(i) nojalla f on derivoituva jokaisessa alueen D pisteessa.
Erityisesti f voidaan esittdd muodossa

(13) f(z) = f(20) + c(z — 20) + d(Z — 20) + E(2)

> D

[a

kun z € D, missd ¢ = f,(20), d = fz(20) ja funktio E on virhetermi, jolle
E@ _

Osoitetaan, ettd d = 0 ja f’(z9) = c. Silloin f on Lauseen 1.16 nojal-
la differentioituva zg:ssa. Kiinnitetddn r» > 0 siten, ettd suljettu kiekko

A(zp,7) C D. Kun 0 <4 <, niin olkoon joukolla A, normaali parametri-

zo+rel
Ay D

Zgir
Zpo AU
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sointi polulla av(t) = 2o +te’, kun ¢ € [0,7]. Jos 0 < ¥ < 7, niin pisteeseen
2o saadaan joukot Ay = || ja Ag = || siten, ettd saadaan kulma

0(Ao, Ay) = 0[ap(0), ol (0)] = 0[L, ] = ¥

Nyt joukolla f(Ay) on normaali parametrisointi siten, etta Sy, (t) = flow(t)]
= f(z0 + te'¥), kun t € [0,7]. Kéyttamailld yhtdlod (13) saadaan

B0 +1) — B(0) fzo +te™) — f(20)

/ _ _ .
Bu(0) = tg%l—&- t N t1—1>%1+ t
_ c(z0 + teV — o) + d(zo + te™™ — 20) + E(z + te'¥)
o t
= lim |ce®™ + de ™ + ele
t—0+ tet
= ce® 4+ de™™

Koska f(Ay)mn normaali parametrisointi on 5y (t), niin ﬁz/p (0) # 0, eli ce™ +
de™™ #£0, kun 0 < ¢ < 7. Tallsin

01f(Ao), f(Ap)] = 0[55(0), B, (0)]

ce’ + de=
= Arg < c+d )

kun 0 < ¢ < w. Koska oletuksen mukaan f on kulman siilyttiavd kuvaus
zg:ssa, niin Maaritelmén 5.7 nojalla

kun 0 <9 < 7. Jos f on muotoa f = u + iv, niin saadaan

cde™ +ede ™™ = fZ(ZO)fg(Z())€i¢ + fz(ZO)fz(ZO)e_iw

B |:;(ux(20) + vy(20)) + %(Ux(zo) - “y(ZO))} *

5 usten) = wy(a0) = g(enlan) + o)) €

5 unta0) + 0, 0) = 5(0C0) — )|

+
1 i —iy
5 uslen) = wy(a0)) + G (enlan) + ) €

:%@w + e ) (ul(20) — u2(20) + v2(20) — v2(20))
* 2%'(6“” — &7 (ug (20)y (20) + va (20)vy (20))

= costh(u (20) — wd(z0) + v (z0) — 3 (z0)

+ sin ¢ (ug (20)uy(20) + v (20)vy(20))
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ja
_ 1 '
2Re(cde“/1) = 2Re [(4(%%(,20) — vS(zO)) — %(ux(zo)uy(zo)

+ vz (20)vy(20)) + %(v%(zo) — ui(z@)) eiw]

=2 E cos P (u2(z) — vi(zo) — uZ(zo) + v2(20))
+ 3 sin (e (20)uy(20) + va(z0)ey (20))]
= § costp(u(z0) — v2(20) + v2(20) ~ 12(20))
+ sin ¥ (uz (20)uy (20) + va(20)vy(20)),
kun kéytetdin laskusaéntoja cos z = $(e" 4+ e7%), sinz = L (e — e7) ja
e = cosz +isinz.

Koska edelld saatiin, etti cde™ + céde™™ = 2Re(cde’¥), ja koska Midritel-
méstd 5.4 ja oletuksesta saadaan, ettd |c[? — |d|*> = J¢(20) > 0, niin

i —itp i —ip\ (A T
Im<ce + de >: m<(ce + de )(c—i—d)>

c+d lc + dJ?
Im(|c|?e®™ + cde™ + ede™™ + |d|?e™™)
N e+ dJ?
Im(|c|?e® + |d|>e~)
- lc +dJ?
Im(|c|*(cos vy +isin) + |d|?(cosp — isinp))
N e+ dJ?

_ syl — 1)
le + dJ? -

mmogwgnfwmmAm<ﬁ%%ﬁJemm“a

101 (Ao), f(Ay)ll =

+d
ce’V + de=
=A
3 < c+d >
= = Arg(e™)

Talloin, kaikilla ¢ € [0, 7], W on luvun e*¥ positiivinen ja reaalinen

: S ~2i% e : . o

kerroin, eli myos % on positiivinen ja reaalinen. Jos d # 0, niin joukko
—2ip .. . . . -

{0<y<m: %} olisi ympyré, jonka keskipiste olisi - ja side |c‘i‘d|7

eli joukko ei sisélld positiivista reaaliakselia. Télloin 1 # 0, eli saadaan risti-
riita, joten d = 0. Silloin f.(20) = 3(f2(20) — ify(20)) = f'(20) on olemassa,
ja siten f on differentioituva zy:ssa.

Lopuksi osoitetaan, ettd viitteestéd (iii) seuraa (i). Todistus on samanlainen
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kuin yll& oleva, ainoastaan lyhyempi. Konformisuudesta saadaan suoraan

ce™ 4 de~ W i
Arg <c—|—d ) =1 = Arg(e ¢)7

ja siten saadaan kuten yll&, ettd f on differentioituva zy:ssa. U

Seuraava lause on yleinen versio edellisestd Lauseesta 5.8, joka yhdistaa
konformikuvaukset analyyttisiin funktioihin.

Lause 5.9. Olkoon D alue. Funktio f: D — C on konforminen, jos ja vain
jos se on analyyttinen ja injektio.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd f on konformikuvaus alueessa D. Téll6in
Maéritelmén 5.7 nojalla f on diffeomorfismi, ja siten Lauseesta 5.8 saadaan,
ettd f on differentioituva jokaisessa D:n pisteesséd. Siten f on analyyttinen
ja injektio D:ssé.

Oletetaan sitten, ettd f on analyyttinen ja injektio D:ssa. Talloin f kuu-
luu luokkaan C!(D) ja Lauseen 4.26 mukaan f'(z) # 0 kaikilla z € D. Sil-
loin Huomautuksesta 5.6.(i) saadaan, ettd Jacobin determinantti J¢(z) =
|f'(2)]? > 0 kaikilla z € D, joten f on diffeomorfismi Méiritelmén 5.5 mu-
kaisesti. Nyt Lauseen 5.8 mukaan f on konformikuvaus. (]

Huomautus 5.10. Edellisesti lauseesta seuraa suoraan, ettd jos f ja g
ovat konformikuvauksia, niin fog on myds konformikuvaus. Lauseista 5.9 ja
4.27 taas saadaan, ettd jos f on konformikuvaus alueessa D, niin f'(z) # 0

kaikilla z € D ja (f~Y(z) = f,%z) # 0, joten myds kadnteisfunktio on

konforminen.

Seuraava lause osoittaa minkd muotoisia ovat konformikuvaukset, jotka
kuvaavat yksikkokiekon yksikkokiekoksi.

Lause 5.11. Funktio f : A — C, joka kuvaa yksikkokiekon A = A(0,1)
itselleen konformisesti, on muotoa

(14) flz) =

missi 6 € R ja c € C, jolle |c| < 1.

eig c+z
1+¢z’

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd jokainen funktio, joka on muotoa (14), ku-
vaa kiekon A itselleen konformisesti. Olkoon g(z) = €z ja h(z) = fj(_fz,
jolloin f = go h kiekossa A. Funktio g kiertda kiekkoa ympéri vastapaivaan
ja ¢g(0) = 0, niin silloin g on konformikuvaus A:sta itselleen.

Tarkastellaan sitten funktiota h. Se on analyyttinen A:ssa, koska sen nimit-
tiji on nolla ainoastaan pisteessi —1 ¢ A. Osoitetaan, ettd |h(2)| < 1, jos

ja vain jos |z| < 1. TAmé saadaan seuraavasta

c+z ? etz [e]® + |22 + 2Re(c2)
1+e¢z |1 +¢cz]?2 |12+ |ez|? + 2Re(cz)
s e+ 122 <142

|2[7(1 = |ef*) <1~ ef?
1—|ef” _
1—|cf?
|z| < 1.

&
s |22 <
&
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Toisin sanoen h(A) C A
Olkoon k(z) = = Tallom |k(z)|] < 1, jos ja vain jos |z| < 1, koska
2 |22+ [¢]? + 2Re(2(—0))

112+ |ez|? + 2Re(—¢2)
2 2 20,12

& [+ le]” <14 eflz]

& PA o) <1

&z < 1L

zZ—C

<1
1—cz

Siten myos k(A) C A. Tamén lisdksi kaikilla z € A on

ctz _ . ctz—c(ltez)
_ _1+4ez _ 1+cz
k(h(z)) T ] —gLkr T 14ez—é(ctz)
1t+ez 1+cz
_z—ccz _ z(1—co)
- 1l—cc l—ce
ja
bl — 5 & _ e
(k(2)) = 1 _,_Elzf_c T 1-cztie(z—c)
—cz 1—cz

z—ccz  z(1—cc)

1—cec 1—cc

Téaten h on injektio A:ssa ja
A =[hok](A)=h(k(A)) C h(A) C A,
eli A = h(A).
Nyt funktiot g ja h kuvaavat A:n konformisesti itseensé, joten
f(A) =lgohl(A) =g(h(A)) = g(A) = A.
Néaytetdan sitten, ettd mielivaltainen funktio f, joka kuvaa kiekon A konfor-
misesti itseensd, on muotoa (14). Olkoon ¢ = —f~1(0) ja olkoon konformi-

kuvaus k : A — A kuten ylld. Tarkastellaan funktiota g : A — A, g = fok,
joka kuvaa A:n konformisesti itseensé, ja jolle on

9(0) = f(k(0)) = f(—¢) = f(f1(0)) = 0.
Koska |g(z)| < 1 kaikilla z € A, niin Schwarzin lemman 1.45 nojalla |¢'(0)] <
1. Koska g on konforminen, niin Lauseista 4.27 ja 5.9 saadaan, ettd g~ : A —
A on konformikuvaus ja

g 0)=[fok]7H0) = kil(ffl(o)) =k~ (=c)=0.
Té&lloin Schwarzin lemmasta seuraa, ettd ,— = [(g71)(0)| < 1, jolloin

saadaan, ettd |¢’(0)| = 1. TAmé pétee amoastaan kun g on muotoa g(z) =
ez jollekin # € R, Schwarzin lemman mukaisesti.
Todistuksen aikaisemmassa osassa huomattiin, ettd funktion A : A — A,

h(z) = fj:gz, kidnteisfunktio on k(z) = {=%, jolloin saadaan, ettd f =
gok™l=goh,eli
+z
— g(h eif £
£(2) = glh(z)) = 72
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Ennen kuin jatketaan eteenpéin, kohti Riemannin kuvauslausetta, niin
esitelladn lyhyesti laajennettu kompleksitaso ja Mobius-kuvaus, joka on ni-
metty August F. Mobiuksen (1790-1868) kunniaksi.

Laajennettu kompleksitaso: Kun lisdtdan kompleksitasoon déarettomyys-
piste oo, joka ei ole kompleksiluku, niin saadaan laajennettu kompleksitaso,
jota merkitddn symbolilla C=cCu {oo}. Laajennetussa kompleksitasossa
kompleksiluvuille patevit samat laskusdannot kuin aikaisemminkin, ja lisdk-
si sovitaan seuraavat laskusadnnot:

x*tz=ztoo=00 ,kunzeC

00 Z=2z-00=00 , kun z € C\{0}
==0 ,kun z € C
& =00 , kun z € C\{0}
Muita laskusaéantoja ei mééritella, kuten oo + oo, oo — 0o, 22, % tai 0 - co.

Mééaritelmi 5.12. Olkoon D alue C:ssa. Funktio f:D— C on konfor-
minen, jos se on injektio ja analyyttinen, paitst erikoispisteissd, jotka ovat
napoja.

Edellisen maaritelmén injektiivisyys takaa sen, ettd voi olla korkeintaan
yksi piste zg € D siten, etta f(z9) = 0o, jolloin funktiolla f voi olla korkein-
taan yksi napa alueessa D.

Kaikilla ensimmaéisen asteen analyyttisilld rationaalifunktioilla on yksin-
kertaisia kuvausominaisuuksia. Mobius-kuvauksilla on my6s hammastyttavia
geometrisid ominaisuuksia, ja tasta syysta ne antavat yksinkertaisia esimerk-
keja konformikuvauksista.

Miisritelmé 5.13 (Mébius-kuvaus). Rationaalifunktiota f : C — C, joka
on muotoaq

az+b
&=

missd a,b,c,d € C ja ad — be # 0, kutsutaan Mobius-kuvaukseksi.

Huomautus 5.14. Mobius-kuvaukset ovat konformisia, koska:
(1) Mobius-kuvaukset ovat analyyttisii koko kompleksitasossa, paitsi erikois-
pisteissd, jotka ovat mapoja. Tdmd pitee, koska jos funktio f on muotoa

flz) = gg;, missd polynomeilla P(z) ja Q(z) ei ole yhteisid nollakohtia,
niin f:n navat ovat Q(z):n nollakohdissa, ja lisiksi f on differentioituva jo-
kaisessa pisteessd zg € C

/oy alcz+d) —claz+b)  ad—bc
fz) = (cz + d)?  (cz+d)? 7 0.
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(i1) Mébius-kuvaukset ovat myos injektioita, koska pisteille z1, zo € C pdtee,
etta
f(z1) = f(22)

az1+b az+b

cz1+d - czo +d

(az1 + b)(cza + d) = (cz1 + d)(aze + b)

acz1zo + adzy + bezo + bd = acziz9 + bezy + adzg + bd

z1(ad — bc) — z2(ad — be) =0

(21 — z2)(ad — bc) =0

zZ1 = Z9.

(U R

Esitellaan seuraavaksi kolme lemmaa, jotka valmistelevat kohti Riemannin
kuvauslausetta. Ensimmaéainen néisté kertoo, ettd yhdesti yhtendinen alue sai-
lyy konformikuvauksessa. Toinen lemma taas sanoo, etté yhdesti yhtenédinen
alue, joka ei ole koko kompleksitaso, voidaan kuvata konformisesti alueeksi,
joka kuuluu yksikkokiekon sisélle.

Lemma 5.15. Olkoon f : D — C konformikuvaus, missi D on yhdesti
yhtendinen alue. Tdlloin joukko D' = f(D) on myds yhdesti yhtendinen
alue.

Todistus. Jos D' = C, niin viite on tosi. Oletetaan siten, ettd D' # C. Koska
funktio f on analyyttinen ja ei-vakio, niin Avoimen kuvauksen lauseen 4.25
mukaan D’ on alue.

Osoitetaan, ettd n(8,w) = 0 aina kun piste w € C\ D’ ja polku § on suljettu
ja paloittain jatkuvasti differentioituva D’:ssa. Kiinnitetaan téllaiset w ja
B, ja olkoon B : [a,b] — C. Maéritellddn polku ~ : [a,b] — C siten, ettd
v = fltop el Bt) = f(y(t)), kun t € [a,b]. Téll6in v on suljettu ja
paloittain jatkuvasti differentioituva alueessa D.

Maéritelmén 2.6 nojalla v on nollahomologinen D:ssid. Koska w ¢ D’, niin
funktio f{—/w on analyyttinen D:sséd. Silloin Cauchyn lauseesta 2.3 saadaan

/ff/ /f/ /ﬁﬁl a
=/ﬁ§_ ds = 2rin(B, w),

eli n(B,w) = 0. Toisin sanoen, alue D' = f(D) on yhdesti yhtendinen. O

Lemma 5.16. Olkoon D yhdesti yhtendinen alue, D # C, ja zg € D. Tdlldin
on olemassa konformikuvaus f : D — C siten, etta f(D) C A = A(0,1),

f(20) =0 ja f'(20) > 0.

Todistus. Osoitetaan, ettd voidaan muodostaa funktio f siten, ettd f = fso0
fao f3o fao fi1, jolle patevit halutut ominaisuudet. Valitaan piste b € C\ D
ja madritelladn funktio f; : D — C asettamalla fi(z) = z — b. Télloin
f1(D) = Dy on yhdesti yhtendinen alue, joka ei sisilld origoa.

Lauseen 2.7 nojalla voidaan méaritelld funktio fo siten, ettd se on jokin
log z:n haara Dj:ssi. Lisdksi tiedetédén, ettd fo on injektio ja analyyttinen
Dy:ssé. Kiinnitetddn piste wg € Do = fa(D1) ja r > 0 siten, ettd suljettu
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kiekko A(w,r) C Ds.

Merkit#éin wg = wo + 27, ja osoitetaan, ettd A(wg,r) N Do = (). Tehdiin
vastaoletus: oletetaan, ettd w € A(wp,r) N De. Tilloin @ = fo(Z) = log z
jollakin Z € Dy, ja toisaalta @ = w + 27i jollekin w € A(wp,r). Silloin on
totta myos, ettd w = fa(z) = log z, jolloin saadaan

zZ= efQ(Z) =e¥ = €w+27ri =e¥ = €f2(z) = Z.

Téstd saadaan, ettd w = fa(z) = f2(2) = W = w + 27i, joka on ristiriita, eli
A(ibg,r) N Dy = (). T&llsin |z — o] > r kaikilla z € Ds.

Madritellddn sitten funktio f3 asettamalla f3(2) = ;=5 jolloin [f3(2)| < 1
kaikilla z € Dy, ja siten D3 = f3(D2) C A = A(0,1). Koska 0 - (—wg) —
r-1 = —r # 0, niin M&aritelméstd 5.13 seuraa, ettd f3 on Mdbius-kuvaus,

ja siten konforminen. Silloin f3 o fo o fi on alueen D konformikuvaus ja

f3(f2(f1 (D))) C A. Olkoon ¢ = fso foo fl(ZO).

Lauseen 5.11 nojalla funktio f1 : A — A, fi(2) = ==, kuvaa A:mn itseensd
konformisesti ja f4(c) = 0. Talléin fy o f3 o fo o f1 kuvaa D:n konformisesti
kiekkoon A ja fg o f3o fo o fi(z9) = 0. Nyt Lauseesta 4.26 seuraa, ettd
d=(fao fzo fao f1)'(20) # 0.

Olkoon u = exp(—iArg d). Mairitellaan funktio f5 : A — C asettamalla
f5(2) = uz. Talloin f = fs0 fyo fyo foo f1 on D:n konformikuvaus kiekkoon
A ja saadaan, ettd f(z9) = 0 ja f'(z0) = f£(0)(fa o fz o fao f1)(20) =
ud = |d| > 0. (Edellinen saadaan kaavoista e* = e*(cosy + isiny) ja {/z =
/|2](cos(A292) + i sin(A292)), jolloin exp(iArg d) = cos(Arg d) + isin(Arg

n n

d) = (4, eli ud = exp(—iArg d)d = |d|.) -

Kolmas lemma tuo Paul Koeben (1882-1945) nékemyksen esille, jota tul-
laan kdyttdmaan Riemannin kuvauslauseen todistuksessa.

Lemma 5.17. Oletetaan, etti alue D on yhdesti yhtendinen, D # C, zg €
D, ja ettdi f : D — C on konformikuvaus siten, ettd f(D) C A = A(0,1),
f(D)#A, f(z0) =0 ja f'(z0) > 0. Tallin on olemassa konformikuvaus g :
D — C siten, etti g(D) C A, g(z0) =0 ja ¢'(z0) > 0, mutta ¢'(z0) > f'(20).

Todistus. Merkitaan Dy = f(D). Maaritellaan funktio g = g3 o0 go 0 gy o f
seuraavasti. Valitaan piste b € A\Dy. Koska f(z9) = 0, niin origo kuuluu
alueeseen Dy, b # 0. Olkoon g;(z) = f_‘é’z, jolloin Lauseesta 5.11 saadaan,
ettéd se kuvaa kiekon A konformisesti itselleen, eli kuvaa yhdesti yhtendisen
alueen Dy C A toiseksi yhdesti yhtendiseksi alueeksi D1 = ¢1(Dg) C A.
Origo ei kuulu alueeseen Dy, koska b ¢ Dy, mutta —b € Dy, kun ¢1(0) = —b.

Derivoidaan g;

(1—10b2)?’

o 1-be—(B)(z—b)  1— P
91(2) = 1 762)2

jolloin ¢ (0) =1 — ||%.
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93202291
—
Lo
gz
0 \

Lauseen 2.7 nojalla on olemassa log z:n haara Dj:ssd. Valitaan naista yksi
ja olkoon se funktio L. Mééritellddn go : D; — C asettamalla go(z) =
exp(#) = 212, Talléin |ga(2)| = v/]2] < 1, kun z € Dy. Jos ga(2) = ga(2),
niin z = (g2(2))? = (g2(2))? = Z, joten go on injektio Dy:ssii. Toisin sanoen,
g2 on konformikuvaus Dj:std alueeseen Dy = go(D1) C A, joka on yhdesti
yhtendinen.

Olkoon ¢ = g2(—b), ¢ € Ds, ja huomioidaan, ettd g5(z) = 22%/2 = ﬁl(zy eli
1

gh(=b) = 393 5. Lopuksi mééritellién funktio g3 : A — A asettamalla

93(2) = ui—;, missd u = er9¢ T3l16in g3 kuvaa A:n konformisesti itselleen,

joten alue D3 = g3(D2) C A ja origo kuuluu alueeseen D3, g3(c) = 0.
Funktion g3 derivaatta on

, u(l —cz) — (—¢)(uz —uc u — ulc|?
95(2) = : )(1 —(cz))Q( - (1 —c‘z)’2’
eli
_u(l =) w

/
c) = = .
B =R T e
Nyt g = g3 0 g2 0 g1 o f kuvaa D:n konformisesti alueeseen Ds. Liséksi

g(20) = gzog20g10 f(20) = g30g2091(0)
= g30g2(—b) = g3(c) =0

ja
o/ (20) = sh()h(—BIgh (O] (20) = T 5o (1= [BP) a0
= S gy 2 By o) (20)
T 21— e VYT 2¢ 0

14
2|

koska ¥ = L (ule| = ¢), || = |ga(=b)| = [b]'/2 ja 1 + |¢[2 > 2|c]. O

lc]

f'(z0) > f'(20),
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Nyt on saatu tarvittavat vilineet koottua, jotta voidaan siirtyd Riemannin
kuvauslauseeseen. Téassé esitetty todistus perustuu Montelin lauseeseen ja
Koeben ideaan, joka esiteltiin edellisessa lemmassa.

Lause 5.18 (Riemannin kuvauslause). Oletetaan, ettd alue D on yhdesti
yhtendinen, D # C, ja z9 € D. Tdlléin on olemassa yksikdsitteinen kon-
formikuwvaus f : D — A(0,1) siten, ettd f(D) = A(0,1), f(z0) = 0 ja
f/(Zo) > 0.

Todistus. Osoitetaan ensin kuvauksen olemassaolo. Mééritellaédn perhe § si-
ten, etta

§=1{f:D — A(0,1) : f on konformikuvaus, f(29) = 0 ja f'(z9) > 0}.

Néytetddn, ettd § ei ole tyhja. Valitaan piste a ¢ D. Silloin funktio g(z) =
z —a on analyyttinen ja injektio alueessa D, ja g(z) # 0 kaikilla z € D. Kos-
ka D on yhdesti yhtendinen, niin Lauseen 2.7 nojalla on olemassa funktio
h: D — C siten, ettd h(z) = log g(2), eli g(z) = €™?), missi h on analyytti-
nen. Madritelladn funktio ¢ : D — C\{0} asettamalla ¢(z) = e2"(?) Koska
g ei ole vakio D:ssé, niin silloin funktiot A ja ¢ eivit myoskdan ole vakioita.
Téalloin Avoimen kuvauksen lauseen 4.25 nojalla joukko ¢(D) C C\{0} on
avoin.

Jos w € p(D), niin —w ¢ p(D). Todistetaan tdméa antiteesin kautta. Olete-
taan, ettd w, —w € (D). Téalléin on olemassa pisteet 21, 29 € D siten, etté

exp(3h(z1)) = w ja exp(3h(22)) = —w = wexp(i), jolloin saadaan
G%h(zl) _ eéh(@)—m

1 1
& §h(21) = §h(22) — i + 2mik
< h(z1) = h(z2) + (2k — 1)2m1,
jollekin k € Z. Téasta saadaan

21221*a+a:g(z1)+a:eh(zl)+a

_ eh(zz)Jr(2kfl)27ri +a= eh(ZQ) +a
=g(z)+a=22—a+a= 2,

eli 21 = 29, joten w = p(21) = p(z2) = —w. Tami pitee ainoastaan, kun
w = 0, josta saadaan ristiriita, koska 0 ¢ (D). Taten saatiin, ettd jos
w € p(D), niin —w ¢ p(D).

Valitaan piste b € ¢(D). Koska (D) on avoin, niin on olemassa r > 0
siten, ettd A(b,r) C (D). Tilléin ylli olevan ehdon nojalla on A(—=b,r) N
¢(D) = 0. Olkoon ¢ : C\{-b} — C kuvaus (z) = i3. Télloin kaikille
w € ¢(D) pitee |w+b| = |w— (=b)| > r, joten |1p(z)| < 1 kaikilla z € D, eli
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Y op(D) C A0, 1).
Funktio ¢ on injektio, koska

p(21) = ¢(22)
e3h(z1) — ggh(z2)

=

1 1 .
-~ 5h(21) = ih(ZQ) + k2mi
= h(Zl) = h(Zg) + kdmi,

jollekin k € Z, eli

h(z2)+k4mi +

z1:z1—a+a:g(21)+a:eh(zl)+a:e a

—aM®) L g =g(z)+a=2—a+a=z.

Koska 1 ja ¢ ovat analyyttisid, niin o ¢ : D — A on analyyttinen injektio,
eli konformikuvaus. T&lléin 1 o ¢ € §, eli perhe § ei ole tyhja.

Oletetaan sitten, ettd on olemassa r > 0, jolle A(zp, ) C D. Koska |f(z)| <1
kaikilla z € D, niin Cauchyn estimaatista 1.42 saadaan

F/(z0) = 17" (z0)] < T

Talloin joukko {f'(20) : f € §} on rajoitettu. Olkoon [ timén joukon ylaraja.
Voidaan valita jokaiselle n € Z funktio f,, € § siten, ettéd

1
l_ﬁ §frlz(20) <l

Koska § on lokaalisti rajoitettu D:ssé, niin Montelin lauseen 3.29 nojalla §
on normaaliperhe, eli jonolla (f,) on osajono (fy, ), joka suppenee tasaisesti
D:n kompakteissa osajoukoissa kohti rajafunktiota f. Talloin on f(zg) =
limg o0 fry (20) = 0 ja f'(20) = limp 00 £, (20) =1, eli f ei ole vakio. Koska
f on analyyttinen ja ei-vakio D:ssé, niin Lauseen 4.29 nojalla f on injektio
D:ssi. Koska f,, € §, kaikilla n, niin f(D) C A. Avoimen kuvauksen lauseen
4.25 mukaan joukko f(D) on avoin, eli f(D) C A, joten f € §.

Néytetdan vield, ettd f(D) = A. Jos f(D) # A, niin Lemman 5.17 nojalla
olisi olemassa konformikuvaus g : D — C siten, ettd ¢'(z9) > f/(z0) = .
Tama ei ole mahdollista, koska [ on joukon {f’(z0) : f € F} ylaraja. Talloin
f(D) = A, ja saadaan haluttu konformikuvaus f : D — A, jolloin kuvauksen
olemassaolo on todistettu.

Lopuksi osoitetaan kuvauksen yksikésitteisyys. Olkoon g : D — A toinen
konformikuvaus, jolle g(z0) = 0 ja ¢'(z9) > 0. Merkitéin ¢ = go f~!. Silloin
 kuvaa yksikkokiekon A konformisesti itselleen ja

p(0) =go f7(0) = g(z0) =0
seké .
d . _ _ 9'(f~(2))
/ _ v 1 _ 1 1y\/ _
¢ = Zat ) =g (NG ) = T,
eli ¢'(0) = g]:,(fg)) > 0. Lauseesta 5.11 seuraa, ettd ¢ on muotoa ¢(z) =
0 lci(_:zz’ | |
olla ¢ = 0, jolloin ¢ saa muodon ¢(z) = 2. Lisiksi /(0) > 0, eli ¥ = 1,
joten ¢(z) = z. Talléin g(z) = ¢(f(2)) = f(z) kaikilla z € D. O

e missd 0 € R ja ¢ € C toteuttaa |c| < 1. Koska ¢(0) = 0, niin taytyy
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Riemannin kuvauslause osoittaa, ettd minkd tahansa yhdesti yhtendisen
alueen D voi konformisesti kuvata toiselle yhdesti yhteniiselle alueelle D’.
Kuvauslause ei kuitenkaan kerro mita tapahtuu, kun piste z € D lahestyy
sen raunaa 0D, ja kuinka reunat 9D ja 0D’ vastaavat toisiaan. Erityisesti
Riemannin kuvauslause ei osoita, ettd konformikuvaus olisi jatkuva alueen D
sulkeumassa DUJD, ja ettd kuvaus saavuttaisi injektiomaisen vastaavuuden
sulkeumien D U dD ja D' U 9D’ vilille. Tami johtuu siitd, ettd yhdesti
yhtenéisien alueiden késite on hyvin laaja, ja se sallii my6s tapauksia, joissa
alueiden reunavastaavuus ei ole mahdollista.

Seuraavaksi tutustutaan pintapuolisesti mitd tapahtuu konformikuvaus-
ten reunoilla, jattden todistukset pois. Todistetaan ainoastaan kappaleen
viimeinen lause, joka on enemmén alkuperiisen kuvauslauseen mukainen,
jonka Riemann muotoili.

Aloitetaan muutamalla merkinnéll4, ja sitten esitelldan lemma, missd muo-
toillaan funktion laajennus.

Merkinta: Kun ollaan laajennetussa kompleksitasossa C, ja joukko A C C,
niin merkitdén sen sulkeumaa A ja reunaa DA. Erityisesti, jos alue D C C,
ja jos se on rajoitettu, niin D =D ja dD = dD. Jos taas alue D ei ole
rajoitettu, niin D = D U {oo} ja dD = D U {oo}.

Maaritelma 5.19. Funktio f on homeomorfismi, jos se on bijektio ja jat-
kuva, ja jos funktio f~1 on jatkuva.

Lemma 5.20. Olkoon f: A — C jatkuva funktio ja olkoon D = f(A) alue,
missié A = A(0,1). Oletetaan, etti lime, f(s) on olemassa laajennetussa
kompleksitasossa C kaikilla z € OA. Talloin funktio f : A — C,

= [ f) , jos z € A
f(z) = { limc,, f(s) , jos z € A,

on f:m yksikisitteinen ja jatkuwva laajennus, jo f(A) = D.
Jos f on injektio, niin f : A — D on homeomorfismi.

Esitelladn seuraavaksi maaritelma, jonka avulla saadaan edellinen laajen-
nus muodostettua, ja sitd kautta saadaan alueille reunavastaavuus.

Maaritelma 5.21. (i) Alue D on ddrellisesti yhtendinen sen reunaa pitkin,
jos kaikille pisteille z € oD ja kaikille r > 0 on olemassa s € (0,7) siten, ettd
joukko DN A(z,s) leikkaa korkeintaan ddrellisen monen joukon D N A(z, 1)
komponentin kanssa.

(11) Kun edellisessd tapauksessa DN A(z, s) leikkaa tismdlleen yhden joukon
DN A(z,7) komponentin kanssa, niin D on lokaalisti yhtendinen sen reunaa
pitkin.

Tutkitaan edellistd maaritelméi alla olevien alueiden avulla.



RIEMANNIN KUVAUSLAUSE 63

Dz Ds

D1 T ine.

Alue D on lokaalisti yhtenéinen sen reunaa pitkin, ja alueet Dy ja D3 ovat
adrellisesti yhtenéisié niiden reunoja pitkin, mutta alue D, ei ole kumpaa-
kaan. Esimerkiksi M&&ritelmén 5.21.(i) ehto ei toteudu Dy:ssa pienelld r pis-
teessa zg.

Huomioidaan, ettéd jos rajoittumaton alue D on &darellisesti yhtenédinen sen
reunaa pitkin, niin vaaditun ehdon taytyy pitdd paikkansa, kun z = oo, sa-
moin kuin kaikissa reunan 0D pisteissi. Y14 olevasta kuvasta saadaan tél-
16in, ettd alue D5 = {z € C : > 0,y > 0} on lokaalisti yhtendinen sen
reunaa pitkin, kun taas kaistale Dg = {z € C: |y| < 1} on &dérellisesti yhte-
niinen sen reunaa pitkin, koska joukolla Dg N A(co,7) = {z € Dg : |2| > 1}
on kaksi komponenttia aina kun 0 < r < 1. Téll6in Dg ei ole lokaalisti yhte-
néinen sen reunaa pitkin, koska vaadittu ominaisuus rikkoutuu, kun z = oc.

Yll& olevasta saadaan, ettd mielivaltainen konformikuvaus f : A — C,
missd A = A(0,1), ei aina laajene jatkuvaksi kuvaukseksi f:A— C. Tamai
tapahtuu ainoastaan, kun alue D = f(A) on riittdvin sddnnoéllinen. Kun
halutaan saavuttaa konformikuvauksen jatkuvuus alueen sulkeumalla, niin
on tarpeellista tehdé tarkempia ehtoja, jotka sulkevat pois sellaiset ilmict,
kuin edellisen kuvan alueessa D4 havaittiin.

Lause 5.22. Olkoon D alue, A = A(0,1), ja olkoon f : A — D konformi-
kwvaus. Télloin f voidaan laajentaa jatkuwvaksi kuvaukseksi f : A — D, jos
ja vain jos D on ddrellisesti yhtendinen sen reunaa pitkin.

Lause 5.23. Olkoon D alue, A = A(0,1), ja olkoon f : A — D konformi-
kuwvaus. Tdlloin f voidaan laajentaa homeomorfismiksi f : A — D, jos ja
vain jos D on lokaalisti yhtendinen sen reunaa pitkin.

Maaritelmén 4.22 voidaan nyt ilmaista myos toisin. Jos alue D on yhdesti
yhtendinen, D # C, ja jos se on lokaalisti yhtenéinen sen reunaa pitkin, niin
D on Jordan alue. Taméa patee myds toisinpéin.

Seuraavan laajennuslauseen kehittivéit toisistaan tietdmattdan Constantin
Carathéodory (1873-1950) ja William F. Osgood (1884-1943).

Lause 5.24 (Carathéodory-Osgoodin lause). Olkoon D alue ja olkoon f :
A(0,1) = D konformikuvaus. Silloin f voidaan laajentaa homeomorfismiksi
f:A(0,1) = D, jos ja vain jos D on Jordan alue.

Seuraus 5.25. Olkoon f : D — D’ konformikuvaus, missd D jaAD' ovat
Jordan alueita. Tdlloin f voidaan laajentaa homeomorfismiksi f: D — D’.
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Tutkielman viimeinen lause osoittaa, etta jos on kaksi Jordan aluetta, niin
saadaan muodostettua yksikésitteinen konformikuvaus, joka kuvaa annetun
pisteparin annetuksi pistepariksi.

Lause 5.26. Olkoot D ja D' Jordan alueita, ja olkoot pisteet zg € D, ¢y €
oD, 2z, € D' jag) € dD'. Téllsin on olemassa yksikdsitteinen homeomorfismi
f:D — D', joka kuvaa konformisesti D:n alueelle D' siten, etti f(zo) = A
ja f(so) = <o-

Todistus. Olkoon ¢ jokin konformikuvaus siten, ettd ¢ : A = A(0,1) —
D ja o(0) = zp, ja olkoon ¢ sen homeomorfinen laajennus kiekkoon A.
Jos ¢ (s0) = €, niin g(z) = P(e?z) madrittelee homeomorfismin g :
A = D, joka kuvaa konformisesti A:n alueelle D, ja sille pitee, etté 9(0) =
(0) = (0) = 20 ja g(1) = @(e®) = ¢. Samalla tavalla saadaan toinen
homeomorfismi & : A — D', joka on konformikuvaus A:sta alueelle D', ja
h(0) = 2} ja h(1) = ¢}. Télldin f = ho g~ on homeomorfismi siten, etti
f:D — D', jajolla on halutut ominaisuudet.
Liséksi f on yksikésitteinen. Jos fy : D — D' on joku muu homeomorfismi,
joka kuvaa konformisesti D:n alueelle D', ja jolle on fo(z0) = 2{ ja fo(so) =
<0, niin h~1 o fy o g on homeomorfismi siten, ettd se kuvaa A:mn itselleen, ja
h™'o foog(0) = Ao fo(z0) = h™'(29) = 0jah o foog(1) = h™"o fo(s) =
h=Y(¢}) = 1. Télléin Lauseen 5.11 mukaan funktio on muotoa
1 g ctz
h™ o foog(z)=ce 15
missd @ € R ja c € C, jolle || < 1. Ehdoista h™' o fyog(0) =0jah o fyo
g(1) = 1 saadaan
h™tofoog(z) =z
kaikilla z € A. Niin ollen fo(z) = ho g !(2) = f(2) kaikilla z € D, joten f
on yksikéasitteinen. O
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