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Sanasto

a posteriori
a priori
alaraja
FEM

GA

herkka

majorantti
minorantti
010)'
silottaminen
tarkka

virheindikaattori

ylaraja

jalkeenpain

ennalta, edeltdkisin

suure, joka on aina pienempi tai yhtasuuri kuin tarkka virhe
elementtimenetelmé (engl. finite element method)

keskiméariisen gradientin menetelmé (engl. gradient averaging)
suure on herkké, mikali jonkin parametrin pienet muutokset aiheutta-
vat suureen arvon suuria muutoksia

katso ylaraja

katso alaraja

osittaisdifferentiaaliyhtélo (engl. PDE, partial differential equation)
keskiarvoistaminen

tarkka virhe-estimaatti antaa teoriassa mielivaltaisen tarkkoja arvioita
numeerisen approksimaation virheelle, kun verkon elementtien mé&ara
kasvaa darettomaan

virheen jakaumaa arvioiva funktio, joka yleensi ei ole alaraja eiki yla-
raja

suure, joka on aina suurempi tai yhtdsuuri kuin tarkka virhe



Matemattiset merkinnat

|- pinta-ala tai itseisarvo
| “lewr1  H(curl)-seminormi
[l L2-normi

|| “ llcurr  H (curl)-normi

|- lzz2 L*mormi

Il energianormi

\Y% gradienttioperaattori

0ij Kroneckerin delta

0; osittaisderivaatta komponentin ¢ suhteen

K sihkokentdn permittiivisyys

n magneettinen permeabiliteetti

@ testifunktio (H'-FEM)

Y; testifunktioavaruuden V;, i:s virittévéd kantafunktio
Q alue avaruudessa R

Q alueen 2 sulkeuma

of) alueen () reuna

a(-,-) bilineaarinen ja symmetrinen muoto variaatioyhtalossa

ap(+,+) muodon a(-,-) osa, joka muodostaa massamatriisin M

as(-,+) muodon af(-,-) osa, joka muodostaa jaykkyysmatriisin S

a(-,-) bilineaarinen ja symmetrinen muoto variaatioyhtalossa
A referenssielementilli K maaritellyt vapausasteet
b voimavektori
bx funktion F'i vektoriosa
B funktion F' i matriisiosa
c tuntemattomien kertoimien vektori
curl skalaariarvoinen curl-operaattori vektoriarvoisille funktioille
curl vektoriarvoinen curl-operaattori skalaariarvoisille funktioille
D alueen 2 dimensio
div divergenssioperaattori
det determinanttioperaattori
éi referenssielementin K i:s reuna
voimafunktio

Fp affiinikuvaus referenssielementilti K elementille K
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h elementtiverkon karakteristinen koko

1y majorantista Mg johdettu virheindikaattori
Isy tehokkuusindeksi (engl. efficiency index)
majorantista Mg johdettu virheindikaattori
energiafunktionaali

elementti alueen €2 elementtiverkosta

jaykkyysmatriisin S ja massamatriisin M summa

S

referenssielementti

o~
—~
~—

lineaarinen muoto variaatioyhtalossa

~
—
~—

lineaarinen muoto variaatioyhtalossé
massamatriisi (engl. mass matriz)

minorantti, alaraja (engl. minorant, lower bound)
majorantti, ylaraja (engl. majorant, upper bound)

alueen () reunan ulkonormaali

referenssielementtiin A liittyva i:s kantafunktio

alueen 2 elementtiverkon i:s solmupiste tai elementin K i:s solmupiste

>N 2

referenssielementin K :s solmupiste

v
e

k-asteiset polynomit

~
e

k-asteiset homogeeniset polynomit
elementtiin K liittyvd Piola-muunnos

rotaatiomatriisi

:U>Pd§

referenssielementilli K maaritelty funktioavaruus

s
!

D-ulotteinen euklidinen reaaliavaruus

jaykkyysmatriisi (engl. stiffness matriz)

alueen {2 reunan vastapaiviaan suunnistettu tangentti
referenssielementin K reunan ¢é; vastapaiviaan suunnistettu tangentti
malliongelman tarkka ratkaisu

malliongelman numeerinen ratkaisu

testifunktioavaruus, variaatioavaruus

S Se e e uw

testifunktioavaruuden V &déarellisulotteinen approksimaatio
testifunktio (Nédélec-FEM)

vapaa vektori alueessa {2

8

[

vapaa vektori referenssielementissa K

Y majorantin vapaa parametri
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Vektoreita merkitéan kursiivilla lihavoidulla fontilla ja vektorin komponentteja merkitain
samoin kuin vektoriakin, mutta ilman lihavointia. Alaindeksin numero ilmaisee monesko kom-

ponentti on kyseessé. Esimerkiksi avaruuden R? sijaintivektoria ilmaistaan

x = (x1,19)] = <x1> .
Z2

Kaksiulotteiselle vektoriarvoiselle funktiolle w ja skalaariarvoiselle funktiolle ¢ téssé tut-

kielmassa kéytetyt osittaisdifferentiaalioperaattorit ovat
curlw := dywse — Oown ,
O2p
curl P = )
—01p
divw = dywy + Osws ,
0
Vg = Sl
Oap

Ns. hatulla * merkitseminen tarkoittaa sité, ettd kyseessid on referenssielementtiin liittyva
suure, funktio tai operaattori. Esimerkiksi referenssielementtia itsedén merkitaén K ja alueen

) verkon elementtia merkitdan K.

v



Esipuhe

Olen tyoskennellyt Prof. Sergey Repinin tutkimusprojektissa sen verran kauan etté elementti-
menetelmé (lyh. FEM) on tullut tutuksi ja ymmérrykseni virheen estimoinnista on kasvanut
huomattavasti. Aluksi tutkin FEM-menetelmén perusperiaatteita ja toteutin CSC:n FEM-
ohjelmisto Elmerilld [13] yksinkertaisen Poissonin yhtilon ratkaisijan. Yksinkertaisuudestaan
huolimatta kaiken tdmén oppiminen oli yllattdvan haastava prosessi.

Tamaén jalkeen sain tehtévakseni tutkia miten Nédélecin elementit toimivat. Tamaé oli erit-
tain haastava ja aikaavievd tehtévé, ja tein varmasti kaikki virheet mita kykenin tekeméan.
Lopulta sain kuitenkin toteutettua FEM-ratkaisijan Nédélecin elementilld. Seuraavaksi tutus-
tuin funktionaalisiin virhe-estimaatteihin. Ohjaajani Olli Malin suuren panostuksen ansiosta
saimme lyhyesséd ajassa toteutettua funktionaaliset virhe-estimaatit. Téassé vaiheessa totesim-
me ettd materiaalia on enemmsén kuin tarpeeksi pro gradu -tutkielmaa varten.

Tutkielman kirjoitus kuitenkin keskeytyi tutkimuksen saatua lisdd tuulta siipiensa alle.
Hyvien tutkimustuloksien my6téd kirjoitimme kollegoidemme kanssa aiheesta artikkelin [3].
Artikkelissa hyodynsimme myos tassa tutkielmassa tutkittavien virhe-estimaattien numeerisia
tuloksia. Taman tutkielman valmistuessa on artikkeli jo julkaistu.

Haluaisin kiittdd Repinid mahdollisuudesta tehda pro gradu -tutkielmani téstd mielen-
kiintoisesta aiheesta. Kiitdn ohjaajiani Prof. Pekka Neittaanméked ja Olli Malia mainiosta
ohjauksesta ja aidosta mielenkiinnosta tutkielmani aihetta kohtaan.

Lopuksi haluan kiittdd perhettdni ja ystavidni, joita ilman eldma olisi aivan liian tylsaa ja

merkityksetonta.
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1 Johdanto

Moderni elektromagnetismin teoria sai perustansa vuonna 1873, kun Maxwell! julkaisi artik-
kelinsa Treatise on Electricity and Magnetism. Artikkelissaan hén esitti joukon yhtaloité, jotka
on nimetty hdnen mukaansa Maxwellin yhtéloiksi. Ajan saatossa Maxwellin késite eetteristé
on vaihtunut kenttien késitteeseen ja yhtdloiden méaéard on supistunut neljéan.

Kuten lukuisat muut luontoa kuvaavat yhtdlot, myos Maxwellin yhtédlot ovat osittaisdif-
ferentiaaliyhtaloita (lyh. ODY'). Huolimatta osittaisdifferentiaaliyhtildiden teorian suurista
harppauksista 1900-luvulla, ei nditd yhtéloita kyetd ratkaisemaan tarkasti lahes milloinkaan.
ODY:ja ratkaistaankin tdmén takia numeerisesti eri menetelmilld. Elementtimenetelmé (lyh.
FEM) on suosittu menetelmd ODY:jen ratkaisemiseen. Menetelmé kehitettiin 1900-luvun
puolivilissé, ja silld on vankka matemaattinen perusta. Menetelmé on laskennallisesti teho-
kas: laskentakapasiteettia voidaan ohjata sinne, missé ratkaisulle halutaan tarkempi esitys.
Elementtimenetelmaéan perustuvia kaupallisia ja vapaan ldhdekoodin ohjelmistoja on nyky-
aan saatavana useita.

Viime aikoina numeeristen ratkaisujen luotettavuus on saanut paljon huomiota. On tarkeaé
tietdd, kuinka hyvia ratkaisuja kiytetty menetelma tuottaa. Ilman minkdanlaista virhearviota
ovat simulaatiot hataralla pohjalla. Jos numeerisen ratkaisun virhettd kyetdén arvioimaan
luotettavasti, on mahdollista paikallistaa ongelmakohdat, muuttaa ratkaistavaa ongelmaa ja
tehd& simuloinnit uudestaan.

Tassa tutkielmassa tutkimme Maxwellin yhtaloistd johdettua toisen kertaluvun yhtaloa.
Yhtalo esitetdén toisessa luvussa. Ratkaisemme tdméan yhtélon FEM-menetelmalla kayttaen
Nédélecin elementtié, jonka esittelemme kolmannessa luvussa. Tamén tutkielman pédaiheena
on virheen estimointi, ja neljainnessi luvussa erittelemme erilaisia virhelahteita. Viidennessa
luvussa padsemme tutkielman varsinaiseen antiin eli virhe-estimaatteihin. Tassé tutkielmassa
kiytetylle yhtélolle on jo aikaisemmin johdettu funktionaaliset a posteriori virhe-estimaatit,
mutta niitd ei ole vield tutkittu kattavasti. Johdamme virheen ylarajasta myos kaksi uutta vir-
heindikaattoria. Kuudennessa luvussa havainnoimme virhe-estimaattien ja -indikaattoreiden
toimintaa.

Lukijalta oletetaan elementtimenetelmén ja osittaisdifferentiaaliyhtéloiden teorian perus-
teiden tuntemusta. Kummastakin aiheesta on runsaasti englanninkielistd materiaalia. Soli-
nin kirja [39] tarjoaa ytimekkéén, joskin teknisen lahestymisen osittaisdifferentiaaliyhtéloiden
teoriaan. Elementtimenetelméén tutustuvalle voin suositella Hughesin kirjaa [19] seké Krize-
kin ja Neittaanméen kirjaa [22|. Suomen kielelld elementtimenetelméén voi tutustua CSC:n
oppaalla [16], jossa on kattava osio elementtimenetelmasta.

Tamén tutkielman ymmértaminen ei varsinaisesti vaadi elektromagnetismin tuntemista,

! James Clerk Maxwell, 1831-1879



vaikka kayttdmamme yhtélo on johdettu Maxwellin yhtaloista. Elektromagnetismin tuntemi-
nen on kuitenkin vélttamé&tontd yhtalon fysikaalisten ominaisuuksien ymmaéartdmiseksi. Pol-
lacin ja Stumpin kirja [34] on kattava esitys elektromagnetismin teorialle. Elektromagnetismia
tuntevalle voin suositella Monkin kirjaa [28], joka kisittelee pelkistdéin Maxwellin yhtaloita

ja niiden ratkaisemista elementtimenetelmalla.



2 Malliongelma

Malliongelmamme on toisen kertaluvun reuna-arvotehtéva, jolla on homogeeninen Dirichlet’'n
reunaehto. Alueen Q C R? oletetaan olevan Lipschitz-alue. Tehtéiviing on 16ytii vektoriarvoi-

nen funktio u(zx), = (21, 22)7 € Q, joka toteuttaa reuna-arvotehtivin

curl(p~teurlu) + ku = f kun x € Q, (2.1)
uxn=0 kun = € 99, (2.2)

missd magneettinen permeabiliteetti p(x) > 0 ja sdhkokentan permittiivisyys x(x) > 0 ovat
positiivisia vakioita tai positiivisia rajoitettuja funktioita. Voimafunktio f(«) kuuluu avaruu-
teen L2(Q,R?) ja vektorilla n merkitiin alueen Q ulkonormaalia.

Osittaisdifferentiaaliyhtdlé (2.1) voidaan johtaa seké aikariippuvaisista, ettd aikaharmo-
nisista Maxwellin yhtéloistd. Funktioiden k ja f fyysinen merkitys vaihtelee sen mukaan,
miten yhtélo on johdettu. Yhdessd reunaehdon (2.2) kanssa yhtdlé mallintaa elektromagneet-
tisen kentén jakautumista onkalossa, jota ymparoi taydellisesti johtava seind. Tama reuna-
arvotehtéva on elliptinen. Tarkempi kuvaus malliongelmassa esiintyvistd funktioista 16ytyy
liitteestd A, jossa malliongelma johdetaan.

Toisin kuin liitteessd A, yhtélossé (2.1) on kaksi eri curl-operaattoria. Koska malliongel-
massamme alue {2 kuuluu kaksiulotteiseen avaruuteen, tarvitsemme skalaariarvoisen operaat-

torin vektoriarvoiselle funktiolle w ja vektoriarvoisen operaattorin skalaariarvoiselle funktiolle
©:

O
curlw := Oywy — dowy , curl p := 2P .
—O1p

Kolmiulotteisessa avaruudessa tarvitaan ainoastaan yksi curl-operaattori. Tésséd tutkielmas-
sa keskitymme kuitenkin kaksiulotteiseen tapaukseen, silld malliyhtdlon ratkaiseminen se-
k& virhe-estimaattien toteutus ovat kolmiulotteisessa tapauksessa huomattavasti vaikeampia
tehtavia.

Seuraavat kaksi huomautusta ovat hyddyllisid havaintoja siitd miten kaksiulotteisessa ava-
ruudessa voidaan kiyttééd vaihtoehtoisia tapoja curl-operaattorien ja reunachdon (2.2) ilmai-

semiseen.



Huomautus 2.1. Kdyttamdalld rotaatiomatriisia

. ( 0 1)
-1 0
voimme esittid curl-operaattorin divergenssin avulla:
curlw = divRw.
Operaattorin curl voimme esittid gradienttikentdn rotaationa:

curlp = RVp.

Alueen Q reunan vastapdivddn suunnistettu tangentiaalivektori voidaan myds ilmaista rotaa-

tiomatriisin avulla, silli t = R n.

Huomautus 2.2. Koska avaruudessa R? pitee u x n = u - RT'n, huomautuksen 2.1 mukaan
reunaehto (2.2) on ekvivalentti yhtilon w -t = 0 kanssa, missd t on reunan 0 vastapdivddan

suunnistettu tangentti.

Taméan luvun alussa esitetyssd ongelmassa tehtdvanid on etsid sellainen funktio w, joka
toteuttaa yhtélot (2.1)-(2.2). On selvéd, ettd w toteuttaa ndmé yhtdlot vain jos se on kah-
desti differentioituva, eli kuuluu avaruuteen C?(2,R?). Kahdesti differentioituvuus on hyvin
tiukka sileysvaatimus, jota ei yleensd kyetd tdyttdméadn. Onkin tarpeellista kyetd heikenté-
maan naitd sileysvaatimuksia. Tamé onnistuu méarittelemélla heikko differentioituvuus ja
Sobolev-avaruudet. Ndiden avulla malliyhtélolle voidaan méaéritella ekvivalentti muoto, jonka

ratkaisuilta vaaditaan differentioituvuusominaisuuksia vain heikossa mielessa.

2.1 Heikko differentioituvuus ja Sobolev-avaruudet

Tissi luvussa kertaamme L? avaruuden méiiritelméin ja médrittelemme heikon differentioi-
tuvuuden avulla Sobolev-avaruudet. Oletamme, ettd lukija tuntee mitta- ja integraaliteorian
seka funktionaalianalyysin alkeet. Emme siis méarittele mitallisuuden késitteitd saati paneu-
du tarkemmin avaruuksien méérittelyihin. Suomen kielelld mitta- ja integraaliteoriaa 10ytyy
Kilpeldisen luentomonisteesta [21]. Funktionaalianalyysistd on kirjoitettu lukuisia hyvid kir-
joja, niistd voin suositella Kahanpain suomenkielistd luentomonistetta [20] sekd Friedmanin
kirjaa [14]. Téssd luvussa alueen  oletetaan olevan Lipschitz-alue avaruudessa R, missi

1< D < c0.



Yhtilén (2.1) voimafunktio kuuluu tehtéviin méirittelyn mukaan L?-avaruuteen.

Miéritelma 2.1 (L%-avaruus). Avaruus L?(Q) pitdd sisdlldcdn kaikki ne funktiot, joiden nelidt

ovat Lebesquen mielessd integroituvia alueessa §):
LX) ={f: Q= R:|f]| <oo}.

Kuten usein on tapana, merkitsemme L?-normia || - || 2 lyhyesti || - ||-

(1/2)
1l = ( [ i dm) |

@mzémm

Sisatulolla

varustettuna L*(Q) on Hilbert-avaruus'.

Tamé L2-avaruuden midrittely on skalaariarvoiselle funktiolle. Vastaavan avaruuden méé-
rittely vektoriarvoiselle funktiolle on hyvin suoraviivaista. Jos funktion f = (f1, fo,..., fp)
jokainen komponenttifunktio f; € L%(Q), sanotaan ettd f kuuluu avaruuteen L?. Tt mer-
kitian f € L2(Q,RD).

Malliongelmamme ratkaisun osittaisderivaatat eivat valttdmattd ole olemassa klassisen
differentioituvuuden mielessa. Tadmén vuoksi otamme kayttoon heikon derivaatan késitteen,
jonka avulla voimme midritelli Sobolev-avaruudet?. Skalaariarvoisen funktion heikko deri-

vaatta maaritelladn seuraavasti.

Maééritelmé 2.2 (Heikko derivaatta). Funktiolla f € L*(Q) on kertaluvun o heikko derivaat-
ta g=0%f, kun g € L%(Q) ja

kaikilla o € C>(Q), jotka joukossa § poikkeavat nollasta vain kompaktissa joukossa.®

Skalaariarvoista funktiota sanotaan heikosti differentioituvaksi, jos silld on heikko derivaatta.
Huomaa, etté jos funktiolla f on olemassa derivaatta klassisessa mielessé, se on identtinen hei-
kon derivaatan kanssa. Heikko derivaatta onkin klassisen derivaatan yleistys. Lisdksi klassiset
derivointisddnnot patevit myos heikolle derivaatalle. Vektoriarvoinen funktio f on heikosti

differentioituva, jos sen jokainen komponenttifunktio f; on heikosti differentioituva.

'Hilbert-avaruudet ovat nimetty David Hilbertin (1862-1943) mukaan. Hilbert-avaruus on sisétuloavaruus,
joka on Banach-avaruus sisdtulon méadrdamaélld normilla. Banach-avaruus on vektoriavaruus, jossa jokainen
Cauchy-jono suppenee.

2Sobolev-avaruudet ovat nimetty Sergei Lvovich Sobolevin (1908-1989) mukaan.

3Tissi o on multi-indeksi: a = (a1, az,...,ap) ja |a] = a1 + a2+ --- + ap (missi D on sen avaruuden
dimensio, missi joukko € sijaitsee).



Maaritelma 2.3 (Sobolev-avaruus H™). Olkoon m > 0 kokonaisluku. Sobolev-avaruus H™ ()

on funktioiden f € L?(Q2) joukko, joilla on olemassa heikot derivaatat kaikilla |o| < m. Sisd-
tulolla

Foghm= 3 /Q 0% 1 0% g da

laf<m

1fllm = | D ll0=f]?
|oo| <m

Sobolev-avaruus on Hilbert-avaruus.

ja normilla

Edelleen, jos vektoriarvoisen funktion f jokainen komponenttifunktio f; € H™({2), sanotaan
ettd f kuuluu H™-avaruuteen. Tatd merkitdin f € H™(Q,RP).
Tastd lahtien heikkoa differentioituvuutta ei tulla painottamaan erikseen, vaan kaikki

differentiaalit kasitetaan heikossa mielessa.

2.2 Malliongelman variaatiomuoto

Nyt voimme maééritelld malliyhtélolle ekvivalentin muodon, jonka ratkaisuilta vaaditaan diffe-
rentioituvuusominaisuuksia vain heikossa mielessa. Téta muotoa kutsustaan variaatiomuodok-
si. Kirjallisuudessa reuna-arvotehtévan variaatiomuotoa kutsutaan myos yleistetyksi muodoksi
ja heikoksi muodoksi.

Ennen variaatiomuodon maarittelya esitetddn muutamia avaruuksia ja tuloksia joita tar-

vitsemme myOhemmin.

Masritelma 2.4. Olkoon Q C R2. Avaruus
H(curl, Q) := {w € L*(Q,R?) : curlw € L*(Q)}.

on Sobolev-avaruus. Tdmdn avaruuden seminormsi

|w]eur1 := ||curl w||
voidaan taydentdad normiksi
[0][20e1 = [ + wl]* = [leurlw]| + [wl]]*.



Lause 2.1 (Gaussin divergenssilause). Olkoon Q C R? ja w € H(curl, ). Silloin
/divwdm: w-nds,
Q o0

missd . on alueen 0 ulkonormaali.
Todistus. Katso [37, sivu 288, lause 10.51] O

Lause 2.2 (Greenin lause). Olkoon Q C R? ja w € H(curl,Q) ja p € H'(). Silloin

/curlwapd:c:/w-Mgpda:+/ (w-t)pds,
Q Q o0

missd t on alueen €0 reunan vastapdivddan suunnistettu tangentti.

Todistus. Olkoon w € H(curl, ) ja ¢ € H'(Q2). Huomautuksen 2.1 mukaan
curlwp =divRw ¢.
Osittaisderivointisaéntéjen® avulla voimme kirjoittaa
curlwp = —Rw - Vo + div(Rw ) .

Integroimalla tdmé yhtald puolittain alueen 2 yli saadaan

/curlwgpdm:—/Rw-Vgodac+/div(wago)d;c.
Q Q Q

Soveltamalla oikean puolen jalkimmaéiseen termiin Gaussin divergenssilausetta 2.1 saamme
/ curlw pdx = —/ Rw - Vepdzx +/ (Rw -n)pds.
Q Q Iy}
Kayttamalla hyvéksi sisdtulon ominaisuuksia voimme kirjoittaa
/ curlw p de = —/ w-RIVpde +/ (w-RTn)pds.
Q Q Ly}

Koska R” = —R ja huomautuksen 2.1 mukaan curl ¢ = RVy ja t = RTn, saamme Greenin

lauseen. 0

*Osittaisderivointisdanto: div(w ) = divw ¢ +w - Vg, missd w € H(curl, Q) ja p € HY(Q).



Variaatiomuotoa varten tarvitsemme sopivan testifunktioavaruuden. Malliongelmallemme
sopiva testifunktioavaruus on avaruuden H (curl,§2) funktiot, jotka toteuttavat reunaehdon
(2.2):

V := Hy(curl, Q) :={w € H(curl,Q) : w x n =0}.

Huomautus 2.3. Olkoon w € V ja ¢ € HY(Q). Tdlldin

/curlwwdm:/w-M¢dm.
Q Q

Tamd seuraa suoraan Greenin lauseesta 2.2 ja siitd, ettd huomautuksen 2.2 mukaan funktion

w sisdatulo tangentiaalikomponentin t kanssa on nolla.

Nyt olemme valmiit johtamaan variaatiomuodon. Ensin yht&lo (2.1) kerrotaan testifunk-
tiolla w € V, jonka jilkeen integroidaan puolittain alueen 2 yli. Yhtélon ratkaisun w € V

tulee talloin toteuttaa
/ (curl(p~ ' cwrlu) - w + K u - w) d:c:/f-wd:c (2.3)
Q Q

kaikilla testifunktioilla w € V. Kéyttamalld huomautusta 2.3 yhtéloon (2.3) saamme malliyh-

talon variaatiomuodon: etsi funktio w € V', joka toteuttaa yhtalon
/ (u_lcurlucurlw+nu-w)dac:/f-'wdac, YVweV. (2.4)
Q Q

Tarkempi kuvaus variaatiomuodon johtamisesta elliptisille ongelmille 16ytyy Solinin kirjasta
[39, sivu 14].

Luettavuuden helpottamiseksi otamme kéyttoon tiiviimmaéan merkintatavan. Merkitsemme
yhtéalon vasenta puolta symmetrisella bilineaarimuodolla a : V' x V' — R ja yhtélon oikeaa

puolta lineaarisella funktionaalilla I : V' — R. Yhtdlo (2.4) saadaan siten muotoon
a(u,w) =l(w), YweV. (2.5)

Variaatio-ongelma (2.5) voidaan esittdd myos minimointiongelmana, silld se on ekvivalentti

energiafunktionaalin J minimoinnin kanssa:

J(w) = %a('w,'w) ~ l(w) (2.6)

~1
:/ ('M—]curlw]Q—i—f\w\Q—f-w) dx,
o\ 2 2

missd minimoitava muuttuja on w € V.
Variaatio-ongelman (2.5) ratkaisemiseen tarvitaan menetelmé, joka tuottaa approksimaa-
tioita H (curl, Q)-avaruudesta. Kuuluuhan variaatio-ongelman tarkka ratkaisu tdhén avaruu-

teen.



2.3 Galerkin-menetelma

Galerkin-menetelmén ideana on approksimoida variaatiomuodon avaruutta V' darellisulottei-

sella aliavaruudella V,, C V, jonka virittavat dérellinen méara kantafunktioita:

Vi = <¢1a"',¢m>a

missd m € N. Malliongelman numeerinen ratkaisu v € V}, voidaan siis esittdd muodossa

m

v="> cip;, (2.7)

i=1

missa vakiot ¢; ovat tuntemattomia. On selvdd, ettd ratkaisun v laatu riippuu hyvin paljon
siitd kuinka hyvin kantafunktiot 1p; kykenevét esittdmédn tarkan ratkaisun w.

Variaatiomuoto (2.5) voidaan nyt kirjoittaa muotoon

a(v,;) =1;), j=1,...,m. (2.8)
Sijoittamalla (2.7) yhtdloon (2.8) saamme
(S o b
i=1

Koska a(-,-) on bilineaarinen, voidaan summa ja vakiot ¢; ottaa sen ulkopuolelle:

Zcza(¢z7¢]):l(¢])7 ]Zlaam
=1

Tehtéva on nédin saatu muutettua lineaariseksi yhtaloryhméksi, jossa on m yhtdlod ja m
tuntematonta. Yhtéloryhmé voidaan esittédd matriisin K = {k;;}]";_; ja vektorin b = {b;},

avulla kun méérittelemme niiden alkiot k;; = a(v;,v;) ja b; = I(v);):
Kc=b, (2.9)

missd ¢ = {¢; }I; on tuntemattomien kertoimien vektori. Matriisi K on selvéisti symmetrinen.
On helppo osoittaa, ettd matriisi K on myos positiivisesti definiitti, eli yhtaloryhmalld on
yksikésitteinen ratkaisu. Symmetrisille ja positiivisesti definiiteille matriiseille on kehitetty

lukuisia tehokkaita ratkaisumenetelmié (katso esim. [15]).



Bilineaarimuoto a(-,-) koostuu kahdesta osasta: a(u,w) = ag(u, w) + apr(uw, w), missi
as(u,w) = / p~teurlw curl w de
Q

ja
apy(u,w) = / Ku-wde.
Q

Molemmat muodot ovat muodon a(-, -) tapaan symmetrisié ja bilineaarisia. Matriisi K voidaan
nyt ilmoittaa jiykkyysmatriisin S = {si;}]";_; ja massamatriisin M = {m;; }],_; summana,

missé s;; = ags(;, ;) ja mi; = an(;,;):
(S+M)c=hb. (2.10)

Kuten matriisi K, my6s S ja M ovat symmetrisié ja positiivisesti definiitteja.

Lineaarisen yhtaloryhmén oikean puolen vektoria b kutsutaan yleensé wvoimavektoriksi.
Matriisien S ja M seké vektorin b nimet voivat muuttua sovelluskohteen mukaan. Matrii-
sille S kaytetddn usein my0s nimitysta johtavuusmatriisi. Yleensa kuitenkin kdytetdan nimia
jaykkyys, massa ja voima. Namé& nimitykset juontavat juurensa lujuuslaskentaan, joka oli

Galerkin-menetelman ensimmaisia sovelluskohteita.
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3 Nédélecin elementtimenetelma

Elementtimenetelmé [16] on erds Galerkin-approksimaatio, jossa kantafunktiot on valittu
laskentataakkaa silméllépitden. Lineaarisen yhtéloryhméan (2.9) muodostamisessa suurin osa
tyostd tehdddn matriisin K alkioiden k;; = a(1;,1;) laskemisessa. Elementtimenetelméssi
kantafunktiot 1, valitaan siten, ettd suurin osa niiden tuloista ja niiden derivaattojen tuloista
ovat nollia. Néitéa alkioita ei tarvitse siten laskea lainkaan. Tamaé nopeuttaa seké matriisin K
muodostamista, ettd yhtaloryhmén (2.9) ratkaisemista.

Elementtimenetelméssé tarkasteltava alue €) jaetaan pieniin osiin, joita kutsutaan elemen-
teiksi. Tatd elementtien kokoelmaa kutsutaan elementtiverkoksi. Kuvassa 3.1 on erdéan kaksiu-
lotteisen alueen elementtiverkko. Kuvan verkko on jaettu kolmioihin, mutta elementit voivat
olla mitéa tahansa monikulmioita. Elementtiverkko voi myos sisaltdé erilaisia monikulmioita.
Téaten monimutkaisetkin alueet ovat mahdollisia.

Elementtien joukkoa nimitetdén affiiniksi elementtiperheeksi, jos sen jokainen element-
ti voidaan muodostaa affiinikuvauksella ns. referenssielementiltd. Esimerkiksi kolmiot saa-
daan aikaiseksi affiinilla kuvauksella referenssikolmiosta, kuten kuvan 3.2 tilanteessa. Alueen
Q) elementtiverkon kolmioelementtiin K liittyvd affiinikuvaus saadaan helposti selville koska
tieddmme elementin K solmupisteiden koordinaatit. Koska affiinikuvaus voidaan muodostaa
jokaiselle elementille, voidaan matriisin K alkioiden integrointi suorittaa muuttujanvaihdon
jalkeen referenssielementilld. Téasté on laskennallista hyotyé, silld numeerinen integrointikva-
dratuuri tarvitsee laskea vain kerran referenssielementillda. Muuten kvadratuuri pitéisi laskea
erikseen jokaiselle elementtiverkon elementille.

Galerkin-approksimaation laatu riippuu paljolti siitd, miten ja millaiset kantafunktiot va-
litaan. Elementtimenetelmésséd avaruuden Vj, virittévét kantafunktiot 1, ovat yleensd palapo-

lynomeja, mutta ne voivat olla my6s esimerkiksi splineja. Kantafunktiot valitaan siten, etté

Kuva 3.1: Elementtiverkko. Elementtien numerot ovat ympyroity, ja kolmioiden karkipisteet
ovat solmuja.
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Kuva 3.2: Elementteihin 1 ja 2 liittyvat affiinikuvaukset F'1 ja F's.

ne liittyvit jarjestelméllisesti vain tiettyihin elementteihin. Lineaarisessa H'-FEM:iss# jokai-
nen kantafunktio liittyy vain yhteen solmuun. Jokainen kantafunktio eroaa nollasta vain téassa
tietyssd solmussa ja tdhan solmuun liittyvissa elementeissd. Lineaarisessa Nédélec-FEM:isséa
jokainen kantafunktio liittyy vain yhteen reunaan. Jokainen kantafunktio eroaa mnollasta si-
ten vain korkeintaan kahdessa elementissid. Kun kantafunktiot valitaan n&in, tulee matriisista
K harva, koska suurin osa sen alkioista k;; = a('l,bi,'(/}j) ovat nollia. Matriisista muodostuu
nauhamatriisi, mikd on hyvd ominaisuus: matriisi vie vahan tilaa sekd keskusmuistissa etta
kiintolevylle tallennettuna. Kuten aiemmin mainitsimme, matriisi K on my6s symmetrinen ja
positiivisesti definiitti. Naitd ominaisuuksia voidaan kayttda hyvéksi ratkaistaessa lineaarista
yhtaloryhméé (2.9) tehokkaasti.

Mitd enemmén elementteja verkossa on, sitd suuremmaksi matriisi K kasvaa. Tésta tie-
tenkin seuraa my0s se, ettd matriisin kokoaminen ja lineaarisen yhtéloryhméan ratkaiseminen
on laskennallisesti raskaampaa. Elementtimenetelméssé voidaan kuitenkin kéyttaa erikokoi-
sia elementtejd. Matriisin kokoa voidaan pienentéd kéyttdmaélla verkkoa, joka on tihed vain
tarkeissa alueissa, ja harva vihemman tarkeissa alueissa. Tama on yksi elementtimenetelman
parhaimmista ominaisuuksista: laskentatarkkuutta voidaan parantaa halutuilla alueilla.

Ranskalainen matemaatikko J.C. Nédélec esitti H (curl, 2)-avaruudessa konformin ele-
menttimenetelmén vuonna 1980 [30]. Hénen toinen julkaisunsa [29] vuodelta 1986 laajentaa
edelleen tata teoriaa. Tamén tutkielman puitteissa kiinnostuksemme kohteena on Nédélecin
elementin implementointi. Tamé& luku perustuu sen takia suurimmalta osin Schneebelin ra-
porttiin [38], missé esitetdan implementoinnin vaatimia teknisid ratkaisuja.

Tassa luvussa madrittelemme lineaarisen Nédélecin kolmioelementin kaksiulotteisessa ava-
ruudessa. Elementti, jonka tulemme esittaméan, on ns. ensimmaisen tyypin Nédélecin element-
ti, jonka Nédélec esitti julkaisussa [30]. Jatkossa viittaamme ensimmaéisen tyypin Nédélecin
elementtiin vain Nédélecin elementtind. Késittelemme vain alimman kertaluvun elementin,
jossa elementin kantafunktiot ovat lineaarisia. Nédélecin elementtimenetelmén tietokoneto-

teutuksen testiajot esitetddn luvun lopussa.
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3.1 Elementin konstruktio

Ciarlet'n [12, luku 2| mukaan &é&rellisen elementin méérittelee kolmikko (K R, 121), missi K

on geometria, R on funktioavaruus ja A on vapausasteiden joukko:

Geometria: Miirittelemme referenssielementin K ja muuttujanvaihdon F'i (&), jota kutsu-
taan elementtikuvaukseksi, silld se kuvaa referenssielementin alueen €2 verkon lokaaliksi
elementiksi K: K = FK(K)

Funktioavaruus: Tarvitsemme dérellisulotteisen funktioavaruuden f?, joka on méaaritelty re-
ferenssielementilld. Liséksi tarvitsemme muunnoksen, joka kuvaa tdmén funktioavaruu-

den funktiot referenssielementilti K elementtiverkon lokaalille elementille K .

Vapausasteet: Miirittelemme vapausasteet A = {a;(-) : R — R}™,,m € N, jotka ovat
lineaarisia funktionaaleja kantafunktioista. Ndiden vapausasteiden tulee olla lineaarisesti

riippumattomia toisistaan.

Elementtia suunniteltaessa taytyy funktioavaruus ja vapausasteet valita siten, ettd niiden
muodostamat globaalit kantafunktiot kuuluvat haluttuun avaruuteen. Erityisesti elementtien
lokaalien kantafunktioiden virittdmien globaalien kantafunktioiden on toteutettava avaruu-
den jatkuvuusehdot. T&lloin menetelmié sanotaan konformiksi. Esimerkiksi avaruudessa H*
jatkuvuusehtona on se, etté elementtien avulla laskettu globaali FEM-funktio on jatkuva. Ava-

ruudessa H (curl) jatkuvuusehto on tangentiaalikomponentin jatkuvuus elementtien reunojen
yli:

Lause 3.1. Olkoon K; € R? ja Ko € R? kaksi vierekkdisti ja erillistid Lipschitz-aluetta,
joilla on yhteinen reuna e siten, etti K1 N Ko = e. Merkitdcin ndiden kahden alueen unionia
Q= K1 U Ks. Olkoon ny alueen Ky ulkonormaali ja no alueen Ko ulkonormaali. Funktio w

kuuluu avarvuteen H (curl, ) jos ja vain jos
1) sen rajoittuma wy = w|k, elementtiin K kuuluu avaruuteen H(curl, Ky),
2) sen rajoittuma wy = w|k, elementtiin Ko kuuluu avaruuteen H(curl, Ks),

3) ja rajoittumien wy ja we tangentiaalikomponentit reunalla e kumoavat toisensa:

wi X Ny + wy X ng = 0.

2D:ssd kolmas ehto on huomautuksen 2.2 mukaan yhtdpitivd ehdon wi -t +ws-ts = 0 kanssa,
missd ty ja to ovat vastaavasti alueiden Ky ja Ko vastapdividn suunnistetut tangentit. Tilanne

on visualisoitu kuvassa 3.3.
Todistus. Katso |28, sivu 107]. O

Seuraavaksi madrittelemme geometrian, funktioavaruuden ja vapausasteet siten, ettd ne

toteuttavat tangentiaalikomponenttien jatkuvuusehdon.
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Kuva 3.3: Kaksi vierekkéistd elementtié joilla on yhteinen reuna.

3.2 Geometria
Tissi tutkielmassa valitsemme referenssielementiksi K kaksiulotteisen yksikkokolmion

K={(i1,2)T €R?: 0<# <1 , 0<d9<1—1},

jolla on solmut

reunat

ja yksikkotangentit

e L1 (- . (o
"~ o)’ el ) >\ )

Kuten kuvasta 3.4 ndkee, reunat ja tangentit ovat numeroitu vastapdividn aloittaen alim-
masta reunasta. Samoin tangenttien suunta kulkee vastapdivddn. Reunojen ja tangenttien
suunnistus voitaisiin valita toisinkin, mutta on tarkeda muistaa minkélaista suunnistusta kay-

tetddn. Suunnistuksen on kiytéivé ilmi ohjelmakoodista. Jos esimerkiksi haluamme taulukon,

Kuva 3.4: Referenssielementti K.
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jossa jokainen elementtiverkon elementti ilmoitetaan solmupisteidensa avulla, on jarkevaé et-
td jokaisen elementin solmut on ilmoitettu suunnistuksen mukaisesti. Suunnistuksen térkeys
kdy ilmi tulevissa luvuissa.

Kuten tdmaéan luvun alussa todettiin, tarvitsemme referenssielementin lisdksi kuvauksen,

joka kuvaa referenssielementin alueen {2 elementiksi. Olkoon K verkon elementti, jonka sol-

ag ay a9
Py = , P = , Py= .

Tavoitteenamme on muodostaa affiinikuvaus Fi : K-> K , jolle patee F K(PZ) = P, kaikilla

mupisteet ovat

1 = 0,1, 2. Tulokseksi saamme

. . ar—ag az—ap\ (21 ag
Fr(z)=Bxx +bx = + . 3.1
x(®) : : <b1—bo b2—bo> <@2> <bo> (3.1)

Tata kuvausta kutsutaan elementtikuvaukseksi.

3.3 Funktioavaruus ja vapausasteet

Seuraavaksi méérittelemme funktioavaruuden ja vapausasteet, johon elementtimme perustuu.
Néiden tarkka konstruktio 16ytyy artikkelista [30].
Yleisen tavan mukaan avaruus Pj merkitsee k-asteisia polynomeja. Avaruudella P, mer-

kitsemme k-asteisia homogeenisia polynomeja referenssielementilla K.

Maaritelma 3.1. 2D:ssd ensimmdisen tyypin Nédélecin elementti perustuu funktioavaruuteen
k 2 7 Lo
R :Pkl(K7R)@Pkl< A>7

missd k > 1 on elementin kertaluku.

Vapausasteet tulee valita siten, etté jatkuvuusehto 3.1 tayttyy: ratkaisun tangentiaalikom-
ponenttien tulee olla jatkuvia elementtien reunoilla. Vapausasteiden tulee myos olla lineaari-

sesti riippumattomia toisistaan.

Miééritelmi 3.2. Olkoon K aiemmin tissi luvussa mddritelty yksikkékolmio. Vapausasteet

AF avaruudessa RF ovat seuraavat lineaariset funktionaalit: reunaintegraalit

{/(ii.a)wg, Vo € Pr_1(&:), 2':0,1,2}

ja sisdintegraalit

{/a-w& v¢ePk2(K,R2)},

K

missa k > 1 on elementin kertaluku.
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Viite 3.1. Olkoon ddrellinen elementti kolmikko (K, RF, AF). Tdllgin

1) Vapausasteet A* toteuttavat jatkuvuusehdon 3.1, ja ndin ollen mddritelty elementti on

konformi avaruudessa H (curl).

2) Vapausasteiden joukko AF on lineaarisesti risppumaton avaruudessa R, eli ratkaisu u €

R mdédraytyy yksikdsitteisesti vapausasteista AF.
Todistus. Katso [30] tai |28, luku 5.5]. O

Téassa tutkielmassa keskitymme vain alimman kertaluvun elementtiin. Valitsemme siis

k = 1. Talloin funktioavaruutemme R on

OO

A::Alz{di:/(ii-ﬂ)dé, ¢:0,1,2}. (3.3)

ja vapausasteemme ovat

Alimman kertaluvun elementti (K, R, fl) on selvasti lineaarinen.

3.4 Lokaalit kantafunktiot referenssielementilla

Muodostaaksemme kannan N 05 N 1 N avaruuteen R vapausasteiden (3.3) mukaan, vaadim-
me, etta
ai(Nj) =6, 4,57=0,1,2. (3.4)
Kun kantafunktiot saavat arvon yksi vain vastaavan vapausasteen kohdalla, ja hdvidvat muilla
vapausasteilla, laskentataakka kevenee huomattavasti. Globaali matriisi saadaan koottua las-
kemalla elementtikohtaiset lokaalit matriisit ja lisdamalld lokaalien matriisien kontribuutiot
globaaliin matriisiin. Liséksi globaalista matriisista tulee harva, ns. nauhamatriisi.
Vaatimuksesta (3.4) seuraa lineaarinen yhtaloryhmaé, jossa ratkaistaan kantavektoreiden

N kertoimet avaruuden R yleisessd kannassa (3.2). Kun yhtaloryhmé on ratkaistu, saamme

No(@) = (1 ‘) M) = (;) L No@) = (il‘fi) R

On helppo varmistaa, ettd kanta tayttda vaatimuksen (3.4). Kantafunktiot ovat visualisoitu

kuvassa 3.5.
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Kuva 3.5: Kantafunktiot N, N1, Nos.

3.5 Piola-muunnos

Olemme nyt mééritelleet geometrian K, funktioavaruuden R ja vapausasteet fl, joiden avulla
laskimme kantafunktiot N i

Elementtimenetelméssi meidan taytyy kyetd muuntamaan kantafunktiot referenssielemen-
tiltd alueen 2 verkon elementille K, koska haluamme suorittaa integroinnin referenssielemen-
tilla. H'-FEM:issd, missé vapausasteina ovat ratkaisun arvot solmupisteissi, tdmé tehdéin
yksinkertaisesti kaavalla N; = (IN; o FM)(z). Tissi N; tarkoittaa elementin K reunaan i
liittyvéé lokaalia kantafunktiota. Avaruudessa H(curl,2) emme voi kdyttdd tétd kuvausta,
koska sita kiyttamalld tangentiaalikomponentista ei tule jatkuvaa.

Avaruuteen H (curl, Q) sopiva muunnos on ns. Piola-muunnos (katso |38, sivu 7] ja [11, sivu
97)):

N;=Pr(N;) = (DFZ' N;)o F!(z).

Affiinikuvauksen Fi (3.1) Jakobiaani DF g on vakiomatriisi Bg. Voimme siis kirjoittaa

Piola-muunnoksen muotoon
N;=Pr(N;) =B (N;o F)(z). (3.6)

Elementtimenetelmén yksi perusideoista on suorittaa variaatiomuodon (2.4) integrointi

referenssielementilld. Operaattori curl muuntuu seuraavasti (katso [38, sivu §|):

1 .
curl N; = mcurlNi,

joten voimme integroida referenssielementilla seuraavasti:

/ curl N; curl N de = / curl N curl N dz . (3.7)
K

1
det BK K
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3.6 Jatkuvuusehdon pakottaminen

Lineaarisessa Nédélecin kolmioelementissé on ainoastaan kolme kantafunktiota ja ne liittyvét
elementin reunoihin. Jokaiseen reunaan liittyy joko yksi tai kaksi kolmioelementtid. Meidan
tarvitsee tutkia vain sité tapausta, missa yksi mielivaltainen reuna e liittyy kahteen kolmioon
K = Fl(R’ ) ja Ko = FQ(R’ ). Olkoon t; reunaan e liittyvd tangentti elementin K; mukaan
suunnistettuna, ja vastaavasti to reunaan e liittyva tangentti elementin K mukaan suunnis-
tettuna. Koska suunnistamme molemmat kolmiot vastapaividén, pétee, ettd t; = —t9. Olkoon
N reunaan e littyvda globaali kantafunktio. Funktio IN on nollasta eroava vain kolmioissa
K1 ja Ks. Merkitdéan kantafunktion IV rajoittumia elementteihin K7 ja Ky vastaavasti N1 ja
N 5. Tilanne on oleellisesti sama kuin kuvassa 3.3.

Jotta tangentiaalikomponenttien jatkuvuusehto téyttyisi, vaadimme, etta
Ni-t1+Ny-t3=0
reunalla e. Tamaé ehto tayttyy, kun valitsemme
N = Pl(Ni), Ny = —PQ(NJ‘),

missé ¢ ja j ovat reunaan e liittyvien kantafunktioiden indeksit referenssielementilld. On sel-
vad, ettd kantafunktioiden transformaatiossa téaytyy ottaa huomioon myos reunan suunnistus.

Téamé& perustellaan tarkemmin Schneebelin raportissa [38].

3.7 Kaytannon toteutus ja numeeriset testit

T&ahan tutkielmaan liittyen laadin elementtimenetelméédn perustuvan tietokonetoteutuksen
alemmissa luvuissa kuvatulle lineaariselle Nédélecin kolmioelementille. Ohjelmointialustaksi
valittiin Matlab [24]. Kédytimme Matlabin lisiosaa PDE-toolbox [25]| elementtiverkkojen ké-
sittelemiseen ja visualisointiin. Itse ratkaisijan tdrkeimmét ohjelmakoodin osat on siséllytetty
liitteisiin.

Matlab-funktiossa solver_simple (katso liite B.1) on kuvattu yksinkertainen ratkaisi-
ja. Malliongelman ratkaiseminen koostuu neljasta vaiheesta. Ensin kootaan kaikki data joka
kuvaa ratkaistavaa ongelmaa: funktiot u, x ja f ja alueen () elementtiverkko. Seuraavaksi
tehddén laskennallisesti vaativin osa: globaalien matriisien kokoaminen. Globaalit matriisit
kootaan rutiinissa assemble_matrices. Tédméin jédlkeen asetetaan homogeeninen Dirichlet’n
reunaehto funktiolla set_homogenous_dirichlet. Namé& rutiinit ovat siséllytettyné rutiiniin
solver (katso liite B.2) Viimeisené vaiheena ratkaistaan saatu lineaarinen yht&loryhméa. Té-
méan yhtaloryhmén ratkaiseminen onnistuu tehokkaasti Matlabin omilla funktioilla. Taméan

jalkeen ratkaisu voidaan esimerkiksi visualisoida tai jalkikésitella sita jollain muulla tavalla.
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Elementtiratkaisijan toimivuuden varmistamiseksi tutkitaan konvergoiko numeerinen rat-
kaisu v kohti tarkkaa ratkaisua w kun verkkoa tihennetdan. Tatd varten tarvitsemme testita-
pauksia, joille tieddmme tarkan ratkaisun. Seuraavat kaksi testid ovat Schneebelin raportis-
ta |38, sivu 16].

Testi 1: malliongelma (2.1)-(2.2), missé

Q=[-1,1>, pu=1, k=1, f(a:):<3_x§>. (3.8)

Tamén ongelman tarkka ratkaisu on

Testi 2: malliongelma (2.1)-(2.2), missé

QO=[-112, u=1, k=1, flz)=@2r>+1) ( COSTHL BN > . (39
—sin a1 COS Ly

Sen tarkka ratkaisu on

< COS TX1 SIN Txo )
u(x) = .

—sinmxy cos Txy

On helppo varmistaa, etté tarkat ratkaisut todellakin toteuttavat reunaehdon (2.2). Kuvassa
3.6 on néiden kahden testin numeeriset ratkaisut sdénnollisessd verkossa. Thmisen silmélle
tarkka ratkaisu nayttda tdsmaélleen samalta joten tarkan ratkaisun kuvia ei ole laitettu esille
lainkaan.

Molemmat testit ratkaistiin ensin verkossa, jossa on 32 elementtia. Virheet tarkan rat-
kaisun ja numeerisen ratkaisun vélilld laskettiin H (curl)-seminormissa, H (curl)-normissa seké
my6s L2-normissa. Tamén jilkeen tehtiin kuusi tihennysti, ja jokaisen tihennyksen jilkeen
laskettiin virhe tarkan ratkaisun ja numeerisen ratkaisun vélilld. Tulokset ovat taulukossa 3.1
ja kuvissa 3.7 ja 3.8. Taulukossa virheiden yhteyteen on liitetty my6s virheen suhde edel-
liseen virheeseen. Tamé suhde on saatu kertomalla senhetkiseen elementtiverkkoon liittyva
virhe kahdella, ja jakamalla edellinen virhe talla luvulla. Kuten taulukosta néhdéaén, jokaisen
tihennyksen jélkeen elementtien méara nelinkertaistuu, ja virheen mééaré suurin piirtein puo-
littuu kaikilla normeilla. Konvergenssi on siis luokkaa O(h), missd h kuvaa elementtiverkon

karakteristista kokoa.
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Kuva 3.6: Vasemmalla Testin 1 (3.8) ja oikealla Testin 2 (3.8) numeerinen ratkaisu verkolla
jossa on 512 elementtia.

Taulukko 3.1: Approksimaatioiden konvergenssi.

verkko | # elem. |l — v]curt lu — v||cur lu —v| L2
1 32 4.72 x 1071 - 6.58 x 1071 - 458 x 1071 -
2 128 2.36 x 1071 | 1.00 | 3.32x 107! | 0.99 | 2.34 x 10~! | 0.98
Testi 1 3 512 1.18 x 1071 | 1.00 | 1.67 x 10~ | 1.00 | 1.18 x 10~ | 0.99
(3.8) 4 2048 5.89 x 1072 | 1.00 | 8.33 x 1072 | 1.00 | 5.89 x 10~2 | 1.00
5 8192 2.95%x 1072 | 1.00 | 4.17x 1072 | 1.00 | 2.95 x 102 | 1.00
6 32768 1.47 x 1072 | 1.00 | 2.08 x 10=2 | 1.00 | 1.47 x 10~2 | 1.00
7 131072 | 7.37x 1073 | 1.00 | 1.04 x 10™2 | 1.00 | 7.37 x 1073 | 1.00
1 32 3.05 x 1079 - 3.12 x 1079 - 6.47 x 1071 -
2 128 1.61x107% ] 0.95 | 1.65 x 1079 | 0.95 | 3.22 x 10~! | 1.00
Testi 2 3 512 8.19%x 1071 | 0.99 | 834 x 1071 | 0.99 | 1.61 x 10~ | 1.00
(3.9) 4 2048 411 x 1071 | 1.00 | 4.18 x 10~% | 1.00 | 8.02 x 102 | 1.00
5 8192 2.06 x 1071 | 1.00 | 2.09 x 10~! | 1.00 | 4.01 x 10=2 | 1.00
6 32768 1.03 x 10~1 | 1.00 | 1.05 x 10~ | 1.00 | 2.00 x 10=2 | 1.00
7 131072 | 5.14 x 102 | 1.00 | 5.24 x 10=2 | 1.00 | 1.00 x 10~2 | 1.00
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Kuva 3.7: Testin 1 (3.8) numeerisen ratkaisun konvergenssi.
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Kuva 3.8: Testin 2 (3.9) numeerisen ratkaisun konvergenssi.



4 Numeerisen ratkaisun virhe

Numeeristen ratkaisujen laskemisen lisdksi on vélttamétonta kyetd varmistamaan ratkaisun
kelpoisuus. Kuitenkin ratkaisun kelpoisuuden varmistaminen ohitetaan usein silla perusteella,
ettd kiytetyn numeerisen menetelméan ajatellaan olevan luotettava. Monimutkaisten ongel-
mien ratkaisut voivat kuitenkin muuttua hyvinkin paljon muuttamalla vain hieman kaytettya
elementtiverkkoa tai osittaisdifferentiaaliyhtdlon kertoimia. Numeerisen menetelmén luotet-
tavuuteen ei voi luottaa myoskaén silloin, jos ongelma sisaltdd vahvoja singulariteetteja. Tés-
siakin tapauksessa ratkaisun laatu periaatteessa paranee kun ongelma ratkaistaan uudestaan
tiheammallé elementtiverkolla, mutta mahdollisen singulariteetin vaikutus ei vélttamatta ka-
toa mihinkdéan. Tamén takia numeerisen menetelmén rinnalle on tarpeellista kehittéda koneisto
ratkaisujen virheen arvioimiseksi.

Taméan luvun sisltd perustuu suurelta osin Neittaanméen ja Repinin kirjan [32]| ensim-

maiseen lukuun.

4.1 Virheen lihteet

Matemaattisessa mallinnuksessa pyritddn kuvaamaan luonnossa tapahtuvia fyysisié prosesse-
ja matemaattisten mallien avulla. Yleensd ndmé matemaattiset mallit eivat tdysin tarkasti
kuvaa mallintamaansa fyysisté prosessia. Mallit sisaltavit usein osittaisdifferentiaaleja ja ku-
ten hyvin tiedetddn, osittaisdifferentiaaliyhtéloita kyetdén ratkaisemaan tarkasti vain tietyisséa
erikoistapauksissa.

Joskus alkuperdiset matemaattiset mallit ovat niin monimutkaisia, ettd niiden ratkaisemi-
nen edellyttdd mallin yksinkertaistamista. Mallia voidaan yksinkertaistaa esimerkiksi jatté-
mélld osittaisdifferentiaaliyhtélosté pois termejé, joiden uskotaan tai tiedetddn olevan mitét-
toméan pienid muihin termeihin verrattuna. Téassd on painotettava sité, ettd joskus yksinker-
taistukset voivat olla hyvinkin heuristisia. Kyse ei kuitenkaan ole téysin késienheiluttelusta,
vaan yleenséd mallit kyetddn jossain méadrin validioimaan suorittamalla yksinkertaisia oikean
eldmén testejd mallinnettavalle ilmidlle. Olkoon U fyysinen prosessi ja u matemaattisen mallin

ratkaisu. Matemaattisen mallin virhe on
€1 =1|U —ul.

Téssé | - | ymmérretddn laajassa mielessé jonkinlaiseksi mitaksi.
Kuten aiemmin mainittiin, fyysisié prosesseja kuvataan usein osittaisdifferentiaaliyhtaloil-
1. Tarkkojen ratkaisujen ominaisuuksia voidaan tutkia analyyttisen matematiikan keinoin,

mutta kiiytdnnossa naitd tarkkoja ratkaisuja ei yleensd kyetéd laskemaan. Tamén takia rat-
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€1 €2 €3

Kuva 4.1: Virheen ldhteet.

kaisua u joudutaan arvioimaan &aarelliselld joukolla yksinkertaisia funktiota. Téssd tutkiel-
massa arvioimme malliyhtélon (2.1)-(2.2) tarkkaa ratkaisua &dérelliselld méaaralld paloittain
lineaarisilla polynomeilla. Matemaattisen mallin sijaan ratkaistaan siis matemaattista mal-
lia approksimoiva ongelma. Tamé approksimoitu malli on maéritelty diskreetissé verkossa,
jonka karakteristista kokoa kuvaa parametri h. Olkoon uj tdmén approksimoidun ongelman
ratkaisu. Approksimointivirhe on

€2 = |u—upl.

Tamé virhe sisdltdd sen virheen mikéd aiheutuu kun osittaisdifferentiaaliyhtdlé ratkaistaan
esimerkiksi elementtimenetelmalla.

Myo6skddn dérellisia ongelmia ei ratkaista tarkasti. Olkoon uj, dérellisen ongelman tietoko-
neella laskettu ratkaisu. Virhe

€3 — ]uh — u;]

on numeerisen algoritmin virhe. Se sisdltdd pyoristysvirheet, virheet jotka syntyvéit kun ite-
ratiiviset prosessit katkaistaan annetun toleranssin perusteella ja virheet ohjelmakoodissa.
Kuvassa 4.1 on havainnollistettu matemaattiseen mallinnukseen liittyvéat vaiheet ja virheet.
Fyysisté prosessia U arvioidaan siis funktiolla uj. Kun || -|| on jokin sopiva normi, virheelle
patee
U —upll <1+ e +es.

Jos matemaattinen malli vastaa hyvin fyysistd prosessia, voidaan virheen e olettaa olevan
mitaton verrattuna virheisiin € ja e€3. Yleensd néin oletetaankin, ja virheen estimoinnissa
arvioidaan termia

llu —uf|| < e +e3. (4.1)

Tavoitteena on siis saada luotettavia arvioita virheille €5 ja €3. Jos tdmaé tavoite saavutetaan,
voidaan varmistua tietokonesimulointien luotettavuudesta sekéd arvioida numeeristen ratkai-
sujen luotettavuutta.

Jatkossa numeerista ratkaisua uj, merkitdén lyhyemmin v:114.

4.2 Virheen arviointi

Numeerisen ratkaisun virheen (4.1) arvioimiseen on kaksi eri ldhestymistapaa: virhettd voi-

daan arvioida ennen numeerisen ratkaisun laskemista ja sen jalkeen.
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Kun virhettd arvioidaan ennen numeerisen ratkaisun laskemista, puhutaan a priori -
ldhestymistavasta. Merkitdan D:114 ratkaistavaan ongelmaan liittyvad informaatiota, kuten
reunachtoja ja aluetta jossa ongelma on madritelty. Olkoon Fj, ongelmaan liittyva néytteistys,
jota tarvitaan kun ongelmasta tehdadn dérellisulotteinen tehtdva. Luku h tarkoittaa jalleen

diskreetin mallin karakteristista kokoa. A priori -tyyppiset virhearviot ovat muotoa
Hu - UH < M@(D?]:h’ h,u) )

misséd Mg, on jokin funktionaali. Koska tdmé funktionaali riippuu my6s tuntemattomasta tar-
kasta ratkaisusta u, on a priori virhearvioilla lahinné teoreettista merkitysta. Taménkaltaiset
virhearviot kuvaavat virheen asymptootista kayttaytymisté, eli nailla virhearvioilla voidaan
varmistaa ovatko numeeriset ratkaisut periaatteen tasolla oikeita. A priori -tyyppisten vir-
hearvioiden teoria on nykypéivané hyvin tunnettu (katso esim. [12,40]).

A posteriori -lahestymistavassa virhettd arvioidaan numeerisen ratkaisun laskemisen jél-
keen. A posteriori -tyyppisissé virhearvioissa kiytetddn tarkan ratkaisun w sijaan numeerista

ratkaisua. Yleinen muoto a posteriori -tyyppiselle virhearviolle on
lu—v|| < Mg(D, Fi, h,v). (4.2)

Alunperin téllaisten virhearvioiden tarve syntyi adaptiivisten FEM-ratkaisijoiden myoté. Nais-
sd ratkaisijoissa kiytettya elementtiverkkoa tihennetédn adaptiivisesti niissé elementeissé, jois-
sa numeerisen ratkaisun virhe on suurta. Suosittu Babuskan ja Rheinboldtin esittdmé menetel-
mé perustuu ns. residuaalin negatiivisen normin arviointiin (katso [6,7]). Toinen suosittu me-
netelmé on Zienkiewiczin ja Zhun kehittamé ns. gradientin keskiarvoistaminen (katso [44,45]).
Téssda menetelmassa oletetaan, ettd numeerisen ratkaisun gradienttien keskiarvojen erot ku-
vaavat virheen jakaumaa. Molemmille menetelmille on tyypillista ettd ne riippuvat vahvasti
numeerisesta ratkaisumenetelméasta.

Toisin kuin ndmé kaksi menetelméé, Repinin kehittdmat funktionaaliset a posteriori virhe-
estimaatit (katso [32,35]) eivét riipu siitd, milld menetelmélla numeerinen ratkaisu v on las-
kettu. Tdmé&n vuoksi yhtélon (4.2) funktionaali Mg riippuu vain D:std ja numeerisesta rat-
kaisusta v. Funktionaalisen ylarajan Mg, lisdksi voidaan laskea myos funktionaalinen alaraja
Mg. Myoskin alaraja riippuu vain D:std ja numeerisesta ratkaisusta v. Yleinen muoto funk-

tionaalisille a posteriori virhearvioille on
Mg(D,v) < [lu —v| < Mg(D,v).

Painotettakoon, ettd funktionaalisten virhe-estimaattien kontekstissa ylarajalla tarkoitetaan
funktionaalia, jonka antamat arvot ovat aina suurempia tai yhtdsuuria kuin todellinen virhe.
Samoin alaraja on funktionaali, jonka antamat arvot ovat aina pienempié tai yhtdsuuria kuin

todellinen virhe.
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Kuva 4.2: Adaptiivisen ratkaisijan toiminta.

4.3 Adaptiiviset ratkaisijat ja virheindikaattorit

Kuten jo mainittiin, a posteriori -virhearvioiden tarve syntyi alunperin kun alettiin kiytta-
méadn adaptiivisia FEM-ratkaisijoita. Adaptiivisten ratkaisijoiden ideana on tarkentaa ratkai-
sua koko verkon tihentédmisen sijaan tihentdmaélla verkkoa vain niissé elementeissé, joissa virhe
on suurinta.

Adaptiivisten ratkaisijoiden toimintaperiaate on seuraava. Ongelma ratkaistaan ensin har-
vassa verkossa. Tamén jéilkeen lasketaan virhe jokaisessa elementissé, ja tihennetdén niissé
elementeissé, joissa virhe on suurinta. Sitten lasketaan uusi ratkaisu uudella verkolla. Tama
lopetetaan sitten kun ratkaisun katsotaan olevan tarpeeksi hyva.

Kuten varmasti on jo kidynyt selviksi, tarkkaa virhetta ei tiedeté, silld ongelman tarkkaa
ratkaisua ei tiedetd. Virhettd tulee sen takia arvioida numeerisin keinoin. Jos elementeittain
lasketun virheen tiedetdin olevan tarpeeksi tarkka, voidaan adaptiivinen ratkaiseminen lo-
pettaa esimerkiksi silloin, kun yhteenlaskettu virhe on tarpeeksi pieni. Edes jossain maérin
tarkan ylarajan laskeminen virheelle on kuitenkin laskennallisesti raskasta. Koska adaptiivi-
sessa prosessissa lasketaan ongelmalle ratkaisu monta kertaa periakkiin, on adaptiivinen rat-
kaiseminen itsessédénkin jo hyvin raskasta. Tamén takia on tarpeellista saada tietoa virheesté
nopeasti. Adaptiivisten ratkaisijoiden yhteydessa kaytetadnkin ns. virheindikaattoreita, jotka
arvioivat virheen suhteellista jakaumaa kiytetyssé elementtiverkossa. Adaptiivista prosessia
virheindikaattoria kiyttden on havainnollistettu kuvassa 4.2.

Yleensé virheindikaattorit eivét tarjoa ylarajoja virheelle. Indikaattorien tarkoitus onkin
vain kertoa nopeasti virheen suhteellinen jakauma, jotta verkkoa osataan tihentdd oikeissa
alueissa. Virheindikaattoreita kiytettdessa adaptiiviselle prosessille ei yleensa ole luotettavaa
lopettamiskriteerid. Adaptiivinen prosessi voidaan lopettaa esimerkiksi méaédratyn iteraatio-
luvun jalkeen, tai tekemalld virheindikaattorista itsestéén jotain johtopaatoksia. Isoja teolli-
suusongelmia ratkaistaessa on jarkevaa ratkaista ongelma valmiiksi tihedsséd verkossa, ja sen

jalkeen suorittaa 1-3 adaptiivista iteraatiota.
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5 Funktionaaliset virhe-estimaatit

A posteriori virhearviointi Maxwellin yhtéléille on suhteellisen uusi tutkimuskohde. Varsinkin
taman tutkielman malliyhtalolle tutkimusta on yllattéavan vahéan. Kaikki aikaisempi julkaistu
materiaali perustuu suurelta osin residuaalipohjaisiin menetelmiin. Residuaaliin perustuvia
estimaatteja on tutkittu artikkeleissa [9, 10, 27, 28]. Artikkelissa [18] esitetddn estimaatteja
epiakonformeille approksimaatioille. Artikkelissa [33] esitetdén ns. Zienkiewicz-Zhu -tyyppinen
virhe-estimaatti, joka on ekvivalentti artikkelissa [9] esitetyn estimaatin kanssa.

Funktionaaliset virhe-estimaatit tarjoavat taysin uuden ldhestymistavan virheen arvioin-
tiin. Tamén tyyppisiin estimaatteihin liittyvé teoria on esitetty kattavasti kirjoissa [32,35].
Funktionaaliset virhe-estimaatit eivét ole riippuvaisia menetelmésté, jolla numeerinen ratkai-
su v on saatu. Taméa tarkoittaa sitéd, ettd estimaatit ovat sovellettavissa kaikille konformeille
menetelmille. Naiden estimaattien toinen téarked ominaisuus on se, etta ne sisaltavéit vain glo-
baaleja vakioita. Globaalit vakiot eivat riipu kéytetystd elementtiverkosta, vaan ainoastaan
alueesta (2. Globaalit vakiot tarvitsee siis laskea vain kerran tietylle alueelle.

Funktionaalisia virhe-estimaatteja Maxwellin yhtéloille on johtanut Repin [31,36| ja Han-
nukainen [17]. Artikkelissa [36] johdetaan virheyldrajat tapauksille £ > 0 ja k = 0. Tapauksen
k > 0 yliraja on tarkka', mutta herkkd? pienilld funktion s arvoilla. Tapaus £ = 0 on myos
tarkka. Sama yliraja tapaukselle Kk > 0 esitetdédn myos artikkelissa [17]. Téssé artikkelissa
esitetdan lisdksi yldraja kompleksiselle x, Real(k) > 0. Tamé ylaraja ei ole tarkka. Artikke-
lissa [31] esitelldén jalleen sama yldraja tapaukselle £ > 0 ja sen lisdksi kaksi muuta uutta
ylarajaa. Ensimméinen uusi yldraja on tapaukselle x > 0. Taéma ylaraja toimii hyvin pie-
nilld funktion s arvoilla, mutta se on herkké isoilla funktion x arvoilla. Sen tarkkuutta ei
myoOskddn kyetd todistamaan. Toinen uusi yldraja tapaukselle x > 0 on johdettu hienostu-
neemmalla tavalla, ja se ei ole herkkd milladn funktion x arvolla. Sen liséksi tdmé yldraja on
tarkka. Artikkelissa [31] esitellddn myos alaraja.

Téassé tutkielmassa keskitytdéan ainoastaan yldrajaan tapaukselle k > 0. Tamé yléraja ei
sisalld lainkaan globaaleja vakioita ja se on herkkéd pienilld funktion x arvoilla. Numeerisia
testeja téille ylarajalle on tdhdn mennessi tehnyt ainoastaan Hannukainen [17]. Molemmat
esimerkit ovat avaruudessa R?, ja funktio x = 1. Tétid ylirajaa on kuitenkin syytd tutkia
myos muilla funktion x arvoilla. Ainakin teoria antaa ymmaéartaé, ettd ylarajan ei pitaisi kayt-
taytyd hyvin pienilla funktion k arvoilla. Itse asiassa, funktion s ei edes tarvitse olla vakio, se
voi olla positiivinen rajoitettu funktio tai jopa paloittain vakio. Tamén takia voimme tehd&

virhearvioita myo0s sellaisille ongelmille, jossa alue €2 koostuu useammasta eri materiaalista,

!Tarkkuudella tarkoitetaan sité, ettd virhe-estimaatti antaa mielivaltaisen tarkkoja arvioita numeerisen
ratkaisun virheelle, kun elementtien méaara kasvaa darettomaén.

2Herkkyydelld tarkoitetaan sitd, ettd yliraja antaa suhteettoman korkeita arvioita todelliselle virheelle,
ellei ylarajan laskemiseen kiytetd hyvin paljon laskentakapasiteettia.
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kuten vedesté ja ilmasta. Téllaisessa tapauksessa x olisi paloittain vakio.

Esitdmme myo6s alarajan tamén tutkielman malliongelmalle. Tama alaraja on hyvin tun-
nettu elliptisille ongelmille (katso [26]). Artikkelissa [31] tdmé& sama alaraja johdetaan eri 1&-
hestymistavalla. Yla- ja alarajan lisaksi tdssa tutkielmassa esitellaén ja testataan kaksi uutta
Repinin johtamaa virheindikaattoria. Taman tutkielman testituloksia hyodynnettiin artikke-
lissa [3], jossa allekirjoittanut oli yksi tekijoistd. Kyseisessd artikkelissa tehtiin numeeriset
testit kaikille artikkelissa [31] esitetyille virherajoille, seké téssé tutkielmassa esitetyille vir-
heindikaattoreille.

Numeerisen ratkaisun virhettd on tapana mitata ns. energianormissa, joka on
2
v := a(v, v).

Energianormi voidaan ymmértdd painotettuna H (curl)-normina. Jos malliongelmassa per-

meabiliteetti p =1 ja k = 1, on energianormi yhtépitavd H (curl)-normin kanssa.

5.1 Minorantti

Alarajasta kiytetddn myos nimitystd minorantti. Téssé esitetty minorantti patee kaikille el-

liptisille ongelmille, eli ongelmille jotka voidaan esittdd muodossa (2.5).

Maéritelma 5.1 (Minorantti). Olkoon v € V' malliongelman numeerinen ratkaisu. Numee-

risen ratkaisun virheen alaraja, eli minorantti, on
Mg (v, w) :=2(J(v) = J(w)), (5.1)
missd w € V' on mielivaltainen funktio.
Talla minorantilla on seuraava ominaisuus:
Lause 5.1. Olkoon uw malliongelman tarkka ratkaisu, jo v € V sen numeerinen ratkaisu.
Talloin
[w—2|?>Ms(v,w), YweV.

Todistus. Tiedetddn, ettd u toteuttaa yhtalon (2.5). Kéyttdmalld energianormia ja muodon

a(-,-) bilineaarisuutta voimme kirjoittaa

| w—v[?=a(u—vu-wv)

= a(u,u) — 2a(u,v) + a(v,v). (5.2)

Yhtélossa (5.2) termi 2a(w,v) on yhtépitéva termin 2/(v) kanssa, joten voimme korvata sen.
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Lisdamalla 2(—a(u,u) + l(u)) = 0 yhtéloon (5.2) saamme

lu=v I =2 (Ga(v.0) - 1(0) = Jatww) + 1w
— 2 (J(v) — J(u)) .

Koska w minimoi energiafunktionaalin (2.6), on totta ettd J(u) < J(w) jokaiselle w € V,
joten saamme

lu—v|?=>2(J(v) - J(w)), YweV.
O

Jotta minorantille Mg saataisiin jarkevid arvoja, pitdd ensin laskea numeerinen ratkaisu
v ja sen jalkeen laskea uusi numeerinen ratkaisu w tihennetylld verkolla. Numeerinen ratkaisu

w on tarkempi ratkaisu kuin v, joten minorantin Mg arvo on varmasti alaraja.

5.2 Majorantti

Ylarajaa kutsutaan myos majorantiksi. Majorantti méaaritelladn seuraavasti.

Maaritelma 5.2 (Majorantti). Olkoon v € V' malliongelman numeerinen ratkaisu. Numee-

risen ratkaisun virheen ylaraja, eli majorantti, on
Mg (v,y) == |2 r(v,y)|* + | d(v, )|, (5.3)
missi y € HY(Q) on mielivaltainen funktio ja

r(v,y) = f — kv —curly, (5.4)

dv,y) ==y —p teurlv. (5.5)

Majorantissa esiintyvaé funktiota y kutsutaan vapaaksi parametriksi. Majorantilla on seu-

raava ominaisuus:

Lause 5.2. Olkoon u malliongelman tarkka ratkaisu ja v € V sen numeerinen ratkaisu.
Talloin
| w—v|?< Ms(v,y), VYyeH(Q).

Todistus. Lis#dmalld termi [o,(—p ! curlv curlw — kv - w) da yhtélson (2.4) saamme

/ (pteurl(u — v) curlw + K(u — v) - w) de =
Q

:/(f-w—u_lcurlvcurlw—nv-w)da:. (5.6)
Q
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Huomautuksen 2.3 mukaan voimme esittdéd nollan yhtalona fQ(curly -w —y curlw) de, missi

y € HY(Q) on vapaa parametri. Lisddmailld timi yhtilén (5.6) oikealle puolelle saamme

/(f-w—,u_lcurlvcurlw—/sv-w—%ﬂy-w—i—ycurlw)da:

Q

= /(f—nv—@y)-'wda:+/(y—,u_lcurl'v)curl'wdac (5.7)
Q Q

Kéyttamalld méaritelmia (5.4) ja (5.5) voimme kirjoittaa yhtalon (5.7) muotoon

/r(v,y)-wda:—l—/d(v,y)curlwd:c
Q Q

= /ﬂ_l/Qr(U,y)-nl/dem—i—/ul/Qd(U,y),u_l/chrlwd:c
Q Q

< &2 (v, )| |62 w]| + (| 2d(o, )| |~ P eurlw]| (5:8)

Viimeisessi, epiyhtilossi kiytimme Holderin epiyhtiloa. Muuttamalla yhtdlon (5.6) oikea

puoli muotoon (5.8) ja valitsemalla w = u — v, yhtélostéd (5.6) tulee
~1 2 2
/ (ueurl(w — v)|” + Kklu —v|*) de <
Q
< w2 ()l 162 (w = o) + 62 d(v, y)| |72 curl(u = w)||. (5.9)

Yhtilsn (5.9) vasen puoli on selvisti || w — v ||?. Kiyttdmilld Cauchy-Schwarzin epiyhtiloat

Saalile

- 1/2
Ju=v 2 < (Is™ 2 eyl + 62 dw,y)l?)

1/2
s (IR (= )2 4 2 curf - w)2) 7

Oikean puolen jialkimméinen termi on || w — v ||, joten saamme
—~1/2 2 1/2 2) 1/
lu—v i< (Is7 2 r @y + 12 do,p)l?)
ja korottamalla puolittain toiseen potenssiin saamme lopullisen epayhtalon

| w—vl? <& r(0,y)|? + ln"/? dv,y))?.

*Holderin epéyhtals: [, f - gdx < || f|| [|gl|
4Cauchy-Schwarzin epayhtilo: ab + cd < Va2 + c2 /b2 + d2.
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Numeeriselle virheelle || w — v ||> saadaan yliraja kun majorantti (5.3) minimoidaan
vapaan parametrin y suhteen. Koska tunnemme majorantin minimoivan tarkan parametrin

y = p~Leurlu, voimme esittdd seuraavan lauseen.

Lause 5.3. Olkoon w malliongelman tarkka ratkaisu ja v sen numeerinen ratkaisu. Tdlloin
lu—o | =it Ma(v,).

Todistus. Valitsemalla 3y = p~'curl w majorantista tulee

Mg (v,y) = |k~ r(v,9)||* + |12 d(v, )|

= [Ix"?(w = 0)|* + |~ Peurl(u — v)|?
= / Klu — v + pHeurl(u — v)? de
Q

=flu—v]*.

O

Majorantin minimoiva tarkka parametri siséltdd tuntemattoman termin curlw. Saadak-
semme arvon majorantille on kyettéva arvioimaan tétéa termida. Mitd tarkemmin sitd kyetdan
arvioimaan, sitd tarkempi yldaraja saadaan. Luvussa 5.4 esitetddn kaksi tapaa vapaan para-

metrin y laskemiseen.

5.3 Virheindikaattorit

On myo6s hyodyllistd kyetd arvioimaan virheen jakaumaa eri normeissa. Kayttamalla maari-

telmén 5.2 majorantin kahta termid erikseen voimme maaritella virheindikaattorit

I (v,y) = ||x?r(v,y)|, (5.10)
Li(v,y) = || d(v, y)|*. (5.11)

Virheindikaattorien johtaminen télla tavoin suoraan majorantin lausekkeesta on Repinin ideoi-
ma. My6s namé kaksi virheindikaattoria ovat Repinin kisialaa.

1

Asettamalla y = g~ curlw ndemme, ettd jos vapaa parametri y on tarpeeksi hyva, indi-

kaattori (5.10) arvioi virheen jakaumaa painotetussa Lo-normissa
1/2 2
16172 (u = v)].
Vastaavasti ndemme etté indikaattori (5.11) arvioi virheen jakaumaa painotetussa H (curl)-

seminormissa

I~ 2eurl(u — v)||?.
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Virheindikaattoreita kéiytetadn yleenséd adaptiivisien ratkaisijoiden yhteydessd, joten on
tarkedd ettd ne ovat laskennallisesti kevyitd. Usein virheindikaattorit lasketaankin tekemalld
tarkkuutta alentavia kompromisseja, jotta ne olisivat nopeita. Virheindikaattoreiden ei kui-
tenkaan ole tarkoitus olla ylarajoja tai alarajoja niille virheille joita ne approksimoivat. Nii-
den tarkoitus on tarjota mahdollisimman tarkka kuvaus siitd, miten virhe on suhteellisesti

jakautunut kiytetyn elementtiverkon elementeille.

5.4 Vapaan parametrin valinta

Numeerisen ratkaisun v laskemisen jélkeen téytyy majorantti Mg (v,y) = Mg(y) minimoi-
da vapaan parametrin y suhteen. Ensin esitimme miten majorantti minimoidaan globaalisti
y:n suhteen. Matemaattiselta kannalta tdmaé on helppoa, silld majorantti on kvadraattisessa
muodossa. Tama lahestymistapa johtaa uuteen variaatio-ongelmaan.

Vapaa parametri y voidaan laskea myos GA-tyyppisella menetelmélla (katso [1,8,44,45]).
GA-tyyppiset menetelmét perustuvat gradientin keskiarvoistamiseen, eli silottamiseen. Téa-
mén tutkielman malliongelman tapauksessa puhuttaisiin curl:in keskiarvoistamisesta. Silot-
tamiseen perustuvat menetelméat ovat laskennallisesti edullisempia kuin globaali minimointi.
Globaalilla minimoinnilla saatu y on kuitenkin tarkempi kuin silottamisella saadut vapaat
parametrit, varsinkin jos ongelma on haastava. Virheindikaattoreissa on kuitenkin jarkevaa

kayttaa téllaisia menetelmié niiden nopeuden vuoksi.

5.4.1 Globaali minimointi

Olkoon ¢ € H'(f2). Ensin laskemme majorantin Gateaux-derivaatan D(Mg,):

d
D(Ms) ={ Moty + ) |
t=0
:/ (—2/6_1(]" — kv —curly) - curl p + 2u(y — ,u_lcurl'v)gp) dr .
Q

Vaadimme, ettd D(Mg) = 0 jokaiselle ¢ € H'(€):

/ (—2n_1(f — kv —curly) - curlp + 2u(y — /flcurlv)go) de =0, YpeHY(Q).

Q
Jéarjestamalla termit uudelleen saamme
/ (v eurly - curlp + py @) de =
Q

:/((ﬂlf—v)-&rhp—i-curlvap)da:, Vo e HY(Q). (5.12)
Q
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Merkitsemélld vasenta puolta symmetriselld bilineaarimuodolla a(y, ¢) ja oikeaa puolta line-

aarisella muodolla (), voimme kirjoittaa yhtélon (5.12) muotoon

ay, ) =1U(p), Ype H'(Q). (5.13)

Variaatiomuoto (5.13) tulee ratkaista H'-FEM:ill4. Kun ratkaisu on saatu, saamme arvon
majorantille. Kun vapaa parametri y minimoidaan globaalisti, pitda y laskea samassa tai
tiheammassé verkossa kuin alkuperéinen verkko, jolla malliongelmalle laskettiin numeerinen
ratkaisu v. Varsinkin silloin kun voimafunktio f yhtdlossid (2.1) on monimutkainen, téytyy
verkkoa tihentdad monta kertaa ennen kuin y minimoi majorantin tarpeeksi hyvin.

On téarkedd huomata se, etta kiyttaessamme kaksiulotteista lineaarista Nédélec-FEM:ia va-
pausasteemme ovat kolmioiden reunat. Lineaarisessa H!-FEM:issi vapausasteemme ovat sol-
mupisteet. Kolmioihin jaetussa kaksiulotteisessa elementtiverkossa on n. kolme kertaa enem-
méan reunoja kuin solmupisteitd. Vapaan parametrin y tarkkuus on siten selvisti alakynnessa
verrattuna numeeriseen ratkaisuun v, tai minorantin vapaaseen parametriin w. Téamén takia
on odotettavissa, ettd minorantti konvergoi tarkkaan virheeseen nopeammin kuin majorantti.
Verkkoa on todennakéisesti tihennettéava useasti ennen kuin y on tarpeeksi hyvé, varsinkin
jos voimafunktio f on monimutkainen. Yksi vaihtoehto kasvattaa y:n laatua olisi kiyttaa kor-
keamman kertaluvun elementtii. Kvadraattisessa H'-FEM:issé vapausasteina olisivat seki
reunat ettd solmupisteet. Tamé tietenkin kasvattaa laskentataakkaa. Kolmiulotteisessa ava-
ruudessa kayttaisimme Nédélec-FEM:ia my0os y:n laskemiseen, joten tétd ongelmaa ei tulisi
vastaan ollenkaan, ja y:n arvot olisivat selvésti laadukkaampia jo ennen ensimmaéistakasan ti-

hennysta.

5.4.2 Silottamiseen perustuva menetelméi

Esimerkiksi adaptiivisissa ratkaisijoissa halutaan mahdollisimman nopeasti saada tietoa vir-
heen jakautumasta kaytetyssa elementtiverkossa. Télloin edellisessé luvussa esitetty globaali
minimointi on melko raskas tapa laskea vapaa parametri y. Télloin on jarkevia kiyttaa silot-
tamiseen perustuvia menetelmié. Silottamiseen perustuvissa menetelmissé ideana on jéalkika-
sitelld numeerista ratkaisua keskiarvoistamalla sen differentiaalien arvoja. Malliongelmamme

1

tapauksessa tarkka vapaa parametri on g~ curlu. Télle ongelmalle sopiva silottaminen olisi

Leurl v keskiarvoistaminen.

siten arvojen pu—

Téassé esitettivissa silottamisessa keskiarvoistetaan arvoja solmuihin. Silottaminen suori-
tetaan samalla verkolla kuin milla numeerinen ratkaisu v on laskettu. Toisin kuin globaalissa
minimoinnissa, silottamiseen perustuvissa menetelmissé verkon tihentédmiselld ei ole mitdan

leurlv arvot jokaisessa ele-

vaikutusta. Solmupisteen arvo saadaan, kun lasketaan yhtalon p~
mentissé, joka liittyy solmuun. Namé arvot kerrotaan elementtinsa pinta-aloilla ja lasketaan
yhteen. Tulos jaetaan kaikkien solmuun liittyvien elementtien pinta-alojen summalla.

Formaalisti menetelma voidaan esittdd seuraavasti. Olkoon alueen ) elementtiverkossa
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solmut F;, i = 1,...,m. Jokaiseen solmuun P; liittyy elementit K;, j = 1,...,n. Vapaan
parametrin arvo solmussa P; saadaan kaavasta

" (" teurl )|k | K
yi = 2371(,“ )| &; K] (5.14)

2221 |KJ| ’

missé | K| on elementin K pinta-ala. Parametrin arvot muualla kuin solmupisteissé saadaan
lineaarisesti interpoloimalla solmupisteiden arvoista. N&in saatu funktio kuuluu avaruuteen
H'(), ja on oleellisesti samanlainen FEM-funktio kuin mité globaalilla minimoinnilla saa-
daan kun kiytetiin lineaarista elementtid. Voimme siis kiyttas H'-FEM:in lineaarista kol-
mioelementtid tamén yhtalon arvojen laskemiseen.

On huomattava, ettd téllaiseen silottamiseen perustuvassa menetelméssi oletetaan etta
keskiarvoistettavat arvot ovat vakioita. Numeerisen ratkaisun v curl-arvot sekd magneetti-
sen permeabiliteetin p arvot tédytyvat siten olla elementeittéin vakioita. Luvussa 3.4 esitetyt
kantafunktiomme ovat lineaarisia joten niiden curl-arvot ovat vakioita. Tdmaén takia myos nu-
meerisen ratkaisun v curliin arvot ovat vakioita jokaisessa elementissid. Ainoaksi ongelmaksi
voi siten muodostua funktio u. Jos sen arvot eivét ole elementeittédin vakioita, tata silottamis-

menetelmad ei voi kiyttaa.
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6 Numeeriset testit

Téssé luvussa teemme numeerisia testeja edellisessé luvussa esitetyille funktionaalisille a pos-
teriori virhe-estimaateille. Ensin testaamme minorantin ja majorantin suorituskykyé. Sitten
testaamme edellisessé luvussa johdettujen kahden virheindikaattorin suorituskyvyn adaptii-
visessa kontekstissa.

Miéritelmien 5.1 ja 5.2 minorantti ja majorantti arvioivat termii || w — v ||?. Virhetti ei
kuitenkaan yleensé ilmoiteta tidssd muodossa. Virhe ilmoitetaan yleensa suhteessa numeerisen

ratkaisun energianormiin. Suhteellinen arvo

| w—wv]
ol

on hyodyllisempi tieto kuin majorantin arvo itsessidédn. Majorantin arvo voi nimittéin olla hy-
vin suuri, mutta yleensa téllaisessa tapauksessa numeerisen ratkaisun normi on myos suuri
luku. Talléin majorantin arvo ei anna hyvéaa kuvaa virheestd. Vastaavasti majorantin arvo voi
olla todella pieni, mutta yleensa silloin my6s numeerisen ratkaisun normi on samaa kertaluok-
kaa. Kaikissa tdméan luvun taulukoissa on ilmoitettu minorantin ja majorantin arvojen sijaan
suhteellinen arvo, vaikkei taulukkojen otsikkokentét niin annakaan ymmartaa.

Majorantin Mg, tehokkuutta voidaan mitata tehokkuusindeksilla (katso [32, s. 180])

VMg
Iesy ::M >1. (6.1)

Tehokkuusindeksi kertoo kuinka hyvin majorantti kiyttaytyy globaalisti. Mitd ldhempéana
indeksi on numeroa 1, sitéd parempi majorantin arvo on kyseessd. Majorantti jolla kyetdan
saamaan tehokkuusindekseja vililtd 1-3 katsotaan olevan hyva majorantti.

Kaksi ensimmaisté testid ovat samat kuin luvun 3.7 Testit 1 (3.8) ja 2 (3.9). Kéytimme
néité testeja sen takia, koska tiedamme niiden tarkat ratkaisut, ja voimme siten laskea tarkan
virheen.

Testi 3: malliongelma (2.1)-(2.2), missé

cos Tz sin mx
Q= [-LIAD 12, p=1, r=1, flz)=(r+1) ( ST ) . (62)
— sinmxy cos o
Funktiot ovat siis samoja kuin Testissa 2, mutta alue on L-kirjaimen muotoinen. Taman testin
numeerinen ratkaisu on kuvassa 6.1. L-muotoiset alueet ovat suosittuja kun testataan menetel-
mien toimivuutta. Olemme erityisen kiinnostuneita suorituskyvysté origon lahettyvilld, silla

se on potentiaalisesti ongelmia aiheuttava alue.
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Kuva 6.1: Testin 3 (6.2) numeerinen ratkaisu verkolla jossa on 544 elementtia.

Testille 3 emme tieda tarkkaa ratkaisua. Haluamme kuitenkin kyetd mittaamaan estimaat-

tien suorituskykya luotettavasti myos téalle tehtéavélle. Tallaisessa tilanteessa ainoa mahdol-

lisuus on laskea ns. referenssiratkaisu hyvin tihedlld verkolla. Jos verkko on todella tihed,

voimme olettaa silld lasketun numeerisen ratkaisun olevan hyvin ldhelld tarkkaa ratkaisua.

Laskimme Testille 3 referenssiratkaisun verkolla, jossa on n. 600 000 elementtid. 2D:ssé té-

maéan pitéisi olla riittdvin suuri verkko referenssiratkaisun laskemiseen, etenkin jos laskemme

numeerisia ratkaisuja ja virhe-estimaatteja alle 10 000 elementin verkoilla.

Tamén luvun testeihin liittyvat Matlab-koodilistaukset ovat kommentteineen liitteessa

B. Liitteessd B.3 on rutiinin solver_global ohjelmakoodi. Siind lasketaan minorantin ja

majorantin arvot perakkain tihennetyilla verkoilla. Témé rutiini toimii seuraavasti:

1)

Muodosta elementtiverkko ja keréd ongelmaan liityvait funktiot u, v, f ja tarkka ratkai-

su/referenssiratkaisu.

Laske numeerinen ratkaisu v.

Laske vapaa parametri y ja majorantin Mg (v,y) arvo.

Tihenna verkkoa.

Laske uudella verkolla numeerinen ratkaisu w ja minorantin Mg (v, w) arvo.
Laske uudella verkolla vapaa parametri y ja majorantin Mg (v,y) arvo.

Jos verkkoa on tihennetty kayttdjan asettaman maéréan verran, lopeta. Muutoin mene
kohtaan 4.
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Ohjelmakoodi vapaan parametrin y laskemiseen globaalilla minimoinnilla on liitteessa B.4.
T&ama rutiini on tavallinen FEM-ratkaisija, joten se on rakenteeltaan hyvin samanlainen kuin
elementtiratkaisija joka on kuvattu liitteessd B.2. Ohjelmakoodi vapaan parametrin y laske-
miseen silottamisella on liitteessd B.5. Itse majorantin laskemiseen liittyvéa ohjelmakoodi on
liitteessd B.6. Minorantin vapaa parametri w lasketaan samalla elementtiratkaisijalla (liite

B.2), milld alkuperdinen numeerinen ratkaisu v laskettiin.

6.1 Minorantti ja majorantti

Seuraavissa testeissd majorantin vapaa parametri y on laskettu luvussa 5.4.1 esitetylld glo-
baalilla minimoinnilla. T#té varten toteutin Matlabilla tavallisen H' elementtiratkaisijan li-
neaarisilla ja kvadraattisilla kantafunktioilla.

Kaikissa kolmessa testitapauksessa numeerinen ratkaisu v laskettiin hyvin harvalla ver-
kolla. Testeissa 1 ja 2 verkon koko oli 32 elementtid, ja Testissé 3 kiytimme verkkoa, jossa oli
34 elementtia. Tamén jéilkeen tehtiin 4 tihennysiteraatiota. Jokaisessa iteraatiossa suoritettiin
edellisen elementtiverkon tihennys, ja minorantin ja majorantin arvojen laskeminen. Minoran-
tin laskemista varten laskimme jokaiselle tihennetylle verkolle uuden numeerisen ratkaisun.
Majorantin laskemista varten laskimme jokaiselle tihennetylle verkolle vapaan parametrin y
globaalilla minimoinnilla (majorantin arvo laskettiin my6s ensimmaéiselld verkolla). Lineaari-
silla kantafunktioilla laskettua parametria merkitdan v, ja kvadraattisilla kantafunktioilla
laskettua parametria merkitdin yp,qq. Testitulokset ovat taulukoissa 6.1, 6.2 ja 6.3. Samat
tulokset on visualisoitu kuvassa 6.2.

Taulukossa 6.1 on Testin 1 (3.8) tulokset. Tieddmme tdmén ongelman tarkan ratkaisun,

joten kykenemme laskemaan tarkan virheen ja majorantin minimoivan tarkan parametrin:

| w—wv]

ol - 017278,  y=p ‘curlu = 2xy — 22 .
v

Kuten taulukosta 6.1 ja kuvan 6.2 vasemmanpuoleisesta graafista havaitaan, konvergoi mi-
norantti nopeasti. Se on hyvin tarkka jo toisen tihennyksen jéilkeen. Kayttdmalla lineaarista
approksimaatiota vapaalle parametrille majorantti saa tarkan virheen arvon jo ennen en-
simmaéistd tihennystd. Tamé johtuu siitd, ettd kiyttimiamme lineaarinen H'-FEM kykenee
kuvaamaan tarkasti kaikkia funktiota, jotka ovat kdytetyn elementtiverkon mielessé paloit-
tain lineaarisia. Se, ettd y on téllainen yksinkertainen funktio, johtuu yksinkertaisesta voima-
funktiosta f. Kvadraattinen approksimaatio parametrille y ei luonnollisesti téssé tapauksessa

muuta majorantin arvoja.
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virhe

Taulukko 6.1: Testin 1 (3.8) tulokset.

Ylin Ykvad
tih | Felem | Mg |Ju-vl/0vll| Me [Lgs | My | Legs
- 32 - 0.17278 0.17278 1 0.17278 1
1 128 0.14913 0.17278 0.17278 1 0.17278 1
2 512 0.16715 0.17278 0.17278 1 0.17278 1
3 2048 0.17139 0.17278 0.17278 1 0.17278 1
4 8192 0.17243 0.17278 0.17278 1 0.17278 1
Taulukko 6.2: Testin 2 (3.9) tulokset.
Ylin Ykvad
tih | Felem | Mg |Ju-ol/0vll| Me [Lgs | My | Legs
- 32 - 0.55377 3.30240 | 5.96 | 1.13780 | 2.05
1 128 0.47048 0.55377 1.93060 | 3.49 | 0.62204 | 1.12
2 512 0.53361 0.55377 1.10790 | 2.00 | 0.55867 | 1.01
3 2048 0.54876 0.55377 0.73589 | 1.33 | 0.55408 | 1.00
4 8192 0.55252 0.55377 0.60473 | 1.09 | 0.55379 | 1.00
Taulukko 6.3: Testin 3 (6.2) tulokset.
Ylin Ykvad
tih | Felem | My |Ju-ol/0vll| Me [Lgs | My | legs
- 34 - 0.52039 2.42500 | 4.66 | 0.86629 | 1.66
1 136 0.44970 0.52039 1.38540 | 2.66 | 0.55072 | 1.06
2 544 0.50378 0.52039 0.83804 | 1.61 | 0.52276 | 1.00
3 2176 0.51655 0.52039 0.61678 | 1.19 | 0.52088 | 1.00
4 8704 0.51970 0.52039 0.54644 | 1.05 | 0.52076 | 1.00
Testi 1 Testi 2 Testi 3
0.175 " " 3.5 25 : :
— — —— minorantti —+— minorantti
0.17 3r —e— majorantti (lin.) —o— majorantti (lin.)
—*— majorantti (kvad.) 2y ——majorantti (kvad.)||
0.165 251 - — — tarkka virhe - — — tarkka virhe
0.16 o 2f °
0.155 > 1.5¢ >
0.15 1i
—+— minorantti
0.145 —o— majorantti 05—
- — —tarkka virhe
0 1 2 3 4 0O 1 2 3 4 00 1 2 3 4
tihennys tihennys tihennys

Kuva 6.2: Minorantin ja majorantin konvergenssi Testeissd 1 (3.8), 2 (3.9) ja 3 (6.2).
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Testin 2 tulokset ovat taulukossa 6.2 ja kuvan 6.2 keskimmaéisessé graafissa. My0Os tdmén
testin tarkka ratkaisu tunnetaan, joten tieddmme my6s tarkan virheen ja majorantin mini-

moivan tarkan parametrin:

w—v]

W = 0.55377, Yy = qulcurlu — 27T COS L] COS Ty .
v

Minorantti konvergoi jalleen nopeasti. Toisin kuin edellisessd testissé, majorantti konvergoi
huomattavasti hitaammin kun kdytetdén lineaarista approksimaatiota y;,. Téméa on odotet-
tua, silld voimafunktio f on nopeasti muuttuva funktio. Tarkka vapaa parametri y sisaltaa
trigonometrisia lausekkeita, joten sen approksimoiminen lineaarisella H!-elementilli ei tuota
hyvia tuloksia. Téasta huolimatta majorantti on lahelld tarkkaa virhettd jo kolmannen tihen-
nyksen jalkeen. Kvadraattisia approksimaatiota yx,qq kéyyttdmaélla majorantin arvot paranevat
huomattavasti.

Testin 3 tulokset ovat taulukossa 6.3 ja kuvan 6.2 oikeanpuoleisessa graafissa. Tamén tes-
tin tulokset ovat vastaavia Testiin 2 verrattuna. Minorantti konvergoi nopeasti ja raskaan
voimafunktion f vuoksi majorantti konvergoi hitaasti suhteessa minoranttiin, kun kéytetaan
lineaarista approksimaatiota y;,. Majorantin arvot paranevat jalleen huomattavasti kun va-
paata parametria approksimoidaan kvadraattisilla elementeilla.

Kuten luvun 5 alussa mainittiin, tassa tutkielmassa kasiteltédva majorantti on teorian pe-
rusteella herkkéa pienilld funktion k arvoilla. Tata on syyté tutkia myos numeerisesti. Tamén
testaamiseksi laskimme Testille 2 (3.9) majorantin tehokkuusindeksien arvoja eri funktion
k arvoilla. Tulokset ovat taulukossa 6.4. Samat tulokset on visualisoitu kuvassa 6.3. Laskut
tehtiin epasaannolliselld verkolla, jossa oli 88 elementtia. Majorantin vapaalle parametrille
laskettiin lineaarinen approksimaatio ¥;;, ja kvadraattinen approksimaatio yxyeq tihentamat-
té elementtiverkkoa. Témén lisdksi kiytimme luvussa 5.4.2 esiteltyd silottamiseen perustuvaa
menetelmad vapaan parametrin laskemiseen. Tata parametria merkitdan yq,4. Tuloksista néh-
déén, ettd kayttamaélla parametreja yqug ja yiin tehokkuusindeksit ovat lahelld toisiaan. Silot-
tamisella laskettu parametri toimii yllattavinkin hyvin. Kvadraattinen approksimaatio ygyaq
parantaa majorantin laatua, mutta majorantti kiyttéaytyy olennaisesti samalla tavalla kaikilla
parametrilla. Kun s on iso, majorantin arvo on hyvin lahelld tarkkaa virhettd. Kun funktion
K arvo laskee tarpeeksi alas, alkaa tehokkuusindeksien arvot nousta lineaarisesti ylospéin.

Teorian mukaan majorantti Mg on tarkka. Tama tarkoittaa sitd, ettd jos vapaa paramet-
ri ¢ on tarpeeksi hyvé, pitdisi majorantin antaa tarkkoja arvioita virheelle. Osoittaaksemme
tdmin numeerisesti asetimme Testissd 2 (3.9) funktion s arvoksi 1072, ja laskimme majo-
rantin vapaan parametrin periakkéisilla tihennetyilld verkoilla. Ensimmaéisessd verkossa oli 88
elementtid. Taulukosta 6.5 ndhdéén, ettd myos pienelld funktion x arvoilla majorantti antaa
mielivaltaisen tarkkoja tuloksia edellyttden ettd vapaan parametrin laskemiseen kiytetdan pal-
jon aikaa. Tamaé testi tehtiin ldhinna sen mielenkiitoisuuden takia. Kaytannossa majorantin

arvojen laskemiseen ei ole mitddn jarked kiyttad ndin paljon aikaa.
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Taulukko 6.4: Tehokkuusindeksit Testille 2 (3.9) eri muuttujan x arvoilla.

K Lept (Mg (Yavg)) | Lepr(Me(Yiin)) | Lepr(Ma(Yrvad))
1074 661.0308 524.39 90.02
10—3 209.0367 165.83 28.48
1072 66.1044 52.44 9.05
1071 20.9079 16.58 3.01
100 6.6261 5.24 1.33
10! 2.1911 1.74 1.03
102 1.1347 1.03 1.00
103 1.0128 1.00 1.00
104 1.0013 1.00 1.00

tehokkuusindeksi I.f s

—e— majorantti (lin.)

—&— majorantti (avg.) ]|

—e— majorantti (kvad.) |

10

10

Kuva 6.3: Tehokkuusindeksit Testille 2 (3.9) eri muuttujan s arvoilla.

Taulukko 6.5: Tehokkuusindeksit Testille 2 (3.9) kun x = 1073.

tih. | # elem. | Ly (Mg (yiin)) | Lesr(Ma(Yrkvad))
- 88 165.83 28.48
1 325 85.40 7.49
2 1408 43.17 2.13
3 5632 21.67 1.11
4 22528 10.88 1.01
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6.2 Virheindikaattorit

Seuraavaksi testaamme luvussa 5.3 esitetyt virheindikaattorit I, (5.10) ja I; (5.11). Vapaalle
parametrille laskettiin verkkoa tihentdmaéttd globaalilla minimoinnilla lineaarinen approksi-
maatio Yy, ja silottamisella y,,4. Kvadraattinen approksimaatio yy,qq jitettiin kokonaan pois,
silla sen laskeminen on suhteettoman raskasta virheindikaattoreita varten.

Taman luvun kuvat rakentuvat siten, ettd ylemmassa rivissa ovat indikaattoriin I, liitty-
vat kuvat, ja alemmassa rivissd indikaattoriin I liittyvéit kuvat. Jokaisessa kuvassa mustat
elementit ovat niitd elementtejé, joissa virhe on tietyn virhejakauman mukaan suurempaa
kuin elementtien keskiméardinen virhe. Rivin ensimmaéinen kuva on tarkka virheen jakauma.
Keskimmaisessa kuvassa on indikaattorin antama virhejakauma parametrilla g;;,. Viimeisessa
kuvassa on indikaattorin antama virhejakauma parametrilla 4/444.

Kuvassa 6.4 ovat Testiin 1 (3.8) liittyvat kuvat. Majorantin testeissd huomasimme etta
majorantti antaa jo tihentdméttomalld verkolla tarkan virheen arvon. Samasta syysté indi-
kaattorit antavat tarkan jakauman parametrilla y;;,. Indikaattorin I, tapauksessa parametri
Yawg €1 toimi laisinkaan, mutta indikaattorissa I se toimii tyydyttévisti.

Kuvissa 6.5 ja 6.6 ovat Testiin 2 (3.9) liittyvat kuvat. Kuvien ero on se, ettd kuvassa
6.5 on kiytetty sadnnollistd verkkoa ja kuvassa 6.6 epasdannollistd verkkoa. Naistd kuvista
havaitaan, ettd parametrilla v, lasketut virhejakaumat ovat hyvinkin tarkkoja molemmilla
indikaattoreilla. My6s parametrilla 94,4 lasketut virhejakaumat ovat hyvia, joskin eivét niin
tarkkoja kuin parametrilla y;;, lasketut jakaumat. Etenkin indikaattorilla Iy parametri yq,q
antaa suhteellisen epétarkan jakauman. Verkon saannollisyydelld ei tunnu olevan vaikutusta
indikaattoreiden toimintaan.

Testin 3 (6.2) kuvasta 6.7 voidaan tehdd samankaltaisia pastelmia. Parametrilla y;;, las-
ketut virhejakaumat ovat hyvid. Parametrilla 94,4 lasketut jakaumat sen sijaan epitarkempia.
Eréds havainto, miké voidaan kaikkien testien perusteella tehdi on se, ettd kummallakin pa-
rametrilla indikaattori I, indikoi painotettua virheen L?-normia heikommin kuin indikaattori

1; indikoi painotettua virheen H (curl)-seminormia.
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Kuva 6.4: Testi 1 (3.8): Virheindikaattorien suorituskyky epésédénnollisessé verkossa.
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Kuva 6.5: Testi 2 (3.9): Virheindikaattorien suorituskyky séénnollisessé verkossa.

41



51/ (w )| I (Yuin) 1(Yavg)

<A
% v
D VAVAVATAVAVAVAVSIZ¢

a4 SOV AN
BRI & v»ﬁ

Kuva 6.6: Testi 2 (3.9): Virheindikaattorien suorituskyky epésdénnollisessi verkossa.

51/ (w )| I (Yuin) 1(Yavg)

A

/\/|

SREAN
d\/

N

ST
Ol

VAV < \4 A K]

“avivg, B
o ROBLRE
3 Vav, iy 4V iy
Tk NTANETO, & P vy PO
NSRRI S NOAYey N KERE
DR AX SN D AR SR ORI
Vi SN G . W DK

Prod S g Ko
P<s 4 v Vo

A

Kuva 6.7: Testi 3 (6.2): Virheindikaattorien suorituskyky epésdannollisessi verkossa.
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7 Johtopaatokset

Téamaéan tyon tarkoituksena oli tutkia funktionaalisia a posteriori virhe-estimaatteja Maxwel-
lin yhtéaloista johdetulle toisen kertaluvun reuna-arvotehtévalle. Maxwellin yhtéléiden numee-
riseksi ratkaisumenetelméksi valitsimme elementtimenetelmén ja ensimmaéisen tyypin Nédé-
lecin elementin. Elementtiratkaisija ja virhe-estimaatit toteutettiin ohjelmointialustalla Mat-
lab [24,25]. Ohjelmakoodilistaukset tarkeimmisté ohjelmakoodin osista ovat tdméan tutkielman
liitteessa B.

Majorantin Mg ja minorantin Mg testitulokset olivat odotusten mukaiset. Minorantti,
vaikkakin raskas laskettava, osoittautui nopeasti konvergoivaksi kaikissa testeissd. Majoran-
tin numeeriset testit kdyttaytyiviat myods odotetusti. Majorantti toimi erinomaisesti suurilla
funktion s arvoilla, mutta pienilld arvoilla tulokset olivat pessimistisid. Osoitimme numeeris-
ten testien avulla, ettd pienilld funktion x arvoilla majorantti antaa mielivaltaisen tarkkoja
tuloksia, jos parametrin y laskemiseen kiytetddn tarpeeksi aikaa. Majorantti on siis tarkka,
mutta herkkéd funktion s suhteen.

Indikaattorien I, ja I; testitulokset olivat lineaarisella parametrilla 1;, hyvin rohkaisevia.
Myo6s silottamisella laskettu parametri 34,4 toimi hyvin, mutta ei yhtd hyvin kuin paramet-
i Y- Testikuvista oli havaittavissa, ettd parametreista riippumatta indikaattori I, indikoi
painotettua virheen L2-normia heikommin kuin indikaattori I indikoi painotettua virheen
H (curl)-seminormia. Yleisesti ottaen indikaattorien testitulokset olivat positiivisia.

Tamén tutkielman anti oli jo aiemmin johdetun majoranin Mg testaaminen sekd Repinin
johtamien uusien virheindikaattoreiden I, ja I; testaaminen. Téamén tutkielman testituloksia
hyodynnettiin artikkelissa [3], johon allekirjoittanut toteutti kaksi muuta majoranttia, teki
testitulokset ja suurimman osan kirjoitustyosta.

Seuraavaksi olisi aiheellista tutkia tehokkaita menetelmid vapaan parametrin y laskemi-
seen. Yksi vaihtoehto olisi kiyttdd ns. multigrid-menetelmid. Valdman [41] on tutkinut tata
ldhestymistapaa Poissonin yhtélolle ja saanut hyvid tuloksia. Toinen vaihtoehto on kehittéa
jalkikasittelymenetelmia silottamisella lasketuille parametreille. Téatd lahestymistapaa olen
tutkimusryhméni kanssa tutkinut Poissonin yhtéldlle ja diffuusioyhtélolle artikkeleissa [4, 5].
Tulokset ovat lupaavia, ja vastaavia jalkikésittelymenetelmié voidaan kehittda myos Maxwel-

lin yhtélaille.
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A Malliongelman johtaminen

Téssa liitteessd johdamme luvussa 2 esitetyn malliongelman. Johto mukailee Zhaon esitysta
[43], jossa malliongelma johdetaan aikariippuvaisesta Maxwellin ongelmasta. Malliongelman
voi johtaa myos Maxwellin yhtdléiden aikaharmonisesta muodosta. Tédménkaltainen johto
16ytyy esim. Alonson ja Vallin artikkelista [2]. My6s Monkin kirjan [28] ensimmaéisessé luvussa
johdetaan samankaltaisia toisen kertaluvun jarjestelmia.

Elektromagneettinen kenttd syntyy staattisista sdhkovarauksista ja séhkovarauksen vir-
tauksesta. Sihkovarauksen jakauman antaa skalaariarvoinen varaustiheysfunktio p ja virtauk-
sia kuvaa virtaustiheysfunktio J. Klassista makroskooppista elektromagneettista kenttaa ku-
vaavat paikasta x € RP, D € {2,3} ja ajasta t € R riippuvat vektorikentit E, D, H ja B.
Kenttia E ja H kutsutaan sdhkokentéksi ja magneettikentdksi. Kenttia D ja B kutsutaan
sahkon siirtyméksi ja magneettiseksi induktioksi. Maxwellin yhtéalot kuvaavat miten varaus-

tiheys p ja virtaustiheys J ovat suhteessa néihin vektorikenttiin:

oD

5 curl H = —J , (1)

0B

E—i—curlE:O, (2)
divD = p, (3)
divB =0, (4)

kaikille (t,x) € (0,T) x . Téssd Q on rajoitettu ja yhtendinen Lipschitz-alue avaruudessa
RP. Yhtils (1) on Maxwellin muokkaama Ampéren laki. Yhtilod (2) kutsutaan Faradayn
laiksi ja se kertoo miten muuttuva magneettinen kenttéd vaikuttaa sdhkokenttéén. Yhtilo
(3) on Gaussin laki ja se kuvaa varaustiheyden vaikutuksen sédhkon siirtyméén. Yhtélo (4)
tarkoittaa sitd, ettd magneettinen induktio B on solenoidi, eli ldhteeton.
Yhtéloiden (1)-(4) lisdksi on myds asetettava reunaehdot vektorikentille E € H (curl, Q)
ja B € H(div, ), esim.
Exn=0 ja B-n=0, (5)

missd n on alueen {2 reunan ulkonormaali. Koska kyseessé on aikariippuvainen ongelma, on

asetettava myos alkuehdot ajanhetkelld ¢ = 0:
E(0’$) = EO(x) ja B(0’$) = BO(x)’ (6)

missé By toteuttaa ehdon
divBy=0, xx€Q. (7)
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Seuraavaksi méaarittelemme konstituutiolait, jotka yhdistéavéit vektorikentéit E ja H kent-
tiin D ja B. Riippuen eri materiaalien ominaisuuksista voidaan erotella kolme eri tapausta
konstituutiolaeille: tyhjio, epdhomogeeniset isotrooppiset materiaalit ja epdhomogeeniset ani-
sotrooppiset materiaalit. Téssé tutkielmassa oletamme materiaalien olevan epéhomogeenisia
ja isotrooppisia. Jos materiaalin ominaisuudet eivét riipu magneettikentdn suunnasta ja ma-

teriaali on lineaarista, konstituutiolait ovat
D=c¢E ja B =uH, (8)

missé e(x) > 0 on sdhkokentdn permittiivisyys ja p(a) > 0 on magneettinen permeabiliteetti.

Seké e ettd p voivat olla positiivisia vakioita tai positiivisia rajoitettuja funktioita.
Kirjallisuudessa ja tieteellisissa julkaisuissa Maxwellin yhtalot ilmaistaan usein vain Ampé-

ren ja Faradayn lailla (1) ja (2). Osoittautuu ettéd divergenssiehdot (3) ja (4) ovat seurauksia

néille kahdelle laille. Ottamalla divergenssi Ampéren laista (1) ja integroimalla puolittain

2/oude:c:—/didea:,

silld divergenssi operaattorista curl on nolla jokaiselle vektorikentélle. Kayttamalla Gaussin

alueen 2 yli, saamme

divergenssilausetta 2.1 yhtédlon oikeaan puoleen saamme

2/dide:c:—/ J - -nds.
ot Jo a0

Toisaalta, tieddmme, ettd jokaiselle alueelle w C €2 pétee yhtélo

0
a/wpda:——/an-nds,

eli voimme péételld ettd div D = p. Vastaavasti kun Faradayn laista (2) otetaan divergenssi,
saamme

0 divB =0

—divB =0,

ot

eli kentdn B divergenssi on vakio. Tésté yhtélostd ja alkuehdosta (7) seuraa divergenssiehto

(4). Yhtéloiden (1)-(4) sijaan voimme siis tarkastella yhtaloita

ea—E — curl (,u_lB) =-J, 9)
ot
%—?—l—curlE:O, (10)

reunaehtojen (5) ja alkuehtojen (6) kanssa. Naissd yhtdloissd D ja H on korvattu konstituu-
tiolakien (8) mukaisesti kentilla E ja B.
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Aikaderivaatta voidaan diskretoida usealla eri tavalla (katso [23,42]). Tédssd kiytamme
ns. kddnteistd Fuleria. Kaanteinen Euler on implisiittinen menetelma, ja on suosittu sen ta-
kia, ettd sitd kiyttamalld aika-askele voidaan asettaa suhteellisen isoksi. Kéyttamalla téata
menetelméd yhtéloihin (9)-(10) saamme

Ait (E,— E,_1)—curl (,u_an) =-J,

1 T
E(Bn—Bn,l)—{—curlEn:O, n=1,...,—

missd At on aika-askeleen kesto. Eliminoimalla B, ja siirtamélla F,,_; ja B, _1 oikealle

puolelle saamme

1 € 1 € 1
curl (M curlEn) + (At)QEn = w <—J + EEn_l + curl (M Bn_1)> .

Merkitsemilld oikeaa puolta f € La(Q2, R”) ja asettamalla k = ¢(At) "2 saamme

curl (MflcurlEn) +rE,=f, x e,
E,xn=0, x € 00,

yhdessé alkuehtojen (6) kanssa. Ylldoleva ongelma mallintaa sihkokentén kiyttéytymistd sul-
jetussa ja rajoitetussa alueessa, jonka seinét johtavat sédhkod ilman resistanssia.

Tamén tyyppinen ongelma tulee esille monessa erilaisessa asetelmassa. Jos funktio k = 0,
puhutaan magnetostatitkasta. Jos k € R on positiivinen, yhtéalod kutsutaan ns. pyorrevirtaus-
yhtdloksi. Aikaharmonisessa tapauksessa k on kompleksinen. T&lloin Fourier-muunnokseen
liittyva taajuus méaardad yhtélon fysikaalisen merkityksen. Jos taajuus on tarpeeksi matala,
yhtélolla voidaan mallintaa esim. muuntajia, sdéhkomoottoreita ja dynamoja. Korkeilla taa-

juuksilla yhtélo mallintaa esim. antenneja, laser-resonaattoreita ja optisia kuituja.
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B Lahdekoodit

Kaikki téhén tutkielmaan liittyva ohjelmakoodi on tehty ohjelmointialustalla Matlab [24].
Matlabin lisiosaa PDE-toolbox [25] kdytimme elementtiverkkojen késittelemiseen ja visuali-
sointiin. PDE-toolbox sisdltdd myos valmiita elementtiratkaisijoita, mutta paatimme tehda
tarvitsemamme ratkaisijat itse. Pdddyimme tédhan sen takia, koska tekemélld ratkaisijan itse
kykenemme my6s hallitsemaan sité juuri niin kuin haluamme. Valmiit ratkaisijat piilottavat

osan toimintaperiaatteistansa, ja tdméan tuoma epévarmuus ei sopinut meille.

B.1 Malliongelman ratkaiseminen (solver simple.m)

Tiedostossa solver_simple.m kuvataan elementtiratkaisija, joka ratkaisee tdmén tutkielman
malliongelman. Ratkaisija olettaa, ettd malliongelman kuvaava data on siilotty yhteen kan-
sioon. Kansion nimi annetaan parametrissa testfolder. Kayttdja maarittad myos parametrin
h, joka kertoo generoitavan elementtiverkon koon. Ratkaisu piirretdén kiyttajan ndkyville jos

parametrille draw on annettu arvoksi 1.

function solver_simple( testfolder, edgepoints, draw )

% SOLVER_SIMPLE

% This function solves the model problem

A

% SYNTAX: solver_simple( testfolder, h, draw )
A

% IN: testfolder the folder in which the problem data is

"

pA h if the mesh is a rectangle, this parameter
% is the number of edgepoints in the mesh.

pA Otherwise it means the maximum edge size
yA of an element

A

% draw 1=draw, O=do not draw the solution

Ensin siirrytdan annettuun kansioon ja haetaan ongelman kuvaava data. Funktiot p, f ja &
ovat matlab-funktioita. Tamén jéalkeen luodaan matlabin geometriakuvaustiedostosta geom.m

elementtiverkko.

cd(testfolder)

% the problem data
myy = Cmy;

ff = of;

kappa = Qkappaa;

% create mesh. regular if the mesh is an rectangle, otherwise non-regular
try

[p,e,t] = poimesh(’geom’,h,h);
catch
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[p,e,t] = initmesh(’geom’, ’Hmax’,h);
end

cd ..

Koska Nédélec-FEM:ssé vapausasteet ovat reunaintegraaleja, taytyy elementtiverkko kuvata

reunojen avulla. Funktio edgedata palauttaa kolme taulukkoa elems, all_edges ja b_edges.

Taulukko all_edges ilmoittaa elementtiverkon jokaisen reunan solmupisteidensa avulla. Kos-

ka vapausasteemme ovat reunaintegraaleja, taulukko all_edges ilmoittaa reunan jarjestys-

numeron liséksi my0s vapausasteen jarjestysnumeron. Taulukossa elems on jokainen kolmio

kuvattu reunojensa suhteen. Reunat ovat tietenkin ilmoitettu vastapaiviisessa jarjestykses-

sd. Taulukko b_edges sisdltda niiden reunojen indeksit taulukosta all_edges, jotka kuuluvat

alueen () reunalle 0S2.

% get additional mesh data
[elems,all_edges,b_edges] = edgedata(e,t);

% gather the mesh data to a single structure
meshdata.p = p;

meshdata.e = e;

meshdata.t = t;

meshdata.elems = elems;

meshdata.all_edges = all_edges;
meshdata.b_edges = b_edges;

Lopuksi ratkaistaan ongelma rutiinilla solver. Tassd numeerista

muuttujalla u_h. Rutiinin solver koodi 16ytyy liitteesta B.2.

ratkaisua v on merkitty

u_h = solver(meshdata,myy,kappaa,ff);

% visualize the solution

if ( draw )
[p_plot,v_plot]=visualize(meshdata,u_h,0,0,0,0,0);
quiver (p_plot(1,:),p_plot(2,:),v_plot(l,:),v_plot(2,:));
axis equal; axis tight;

end

B.2 Matriisien kokoaminen ja reunaehdon asettaminen (solver.m)

Téssa rutiinissa lasketaan yhtélon (2.10) globaalit matriisit S ja M seké globaali voimavektori

b, asetetaan homogeeninen Dirichlet’n reunaehto ja ratkaistaan saatu yhtaloryhma.

function [u_h,S,M,b] = solver(meshdata,my,kappa,f)

% SOLVER Nedelec-FEM solver

%  Solve the second order Maxwell system

A

% curl( my~(-1) * curl(u) ) + kappa™2 * u = f
yA uxn=0

%
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% IN: meshdata.

yA p.e,t the mesh data

% elems,all_edges,b_edges the additional mesh data returned by
% the function ’edgedata’

)

% my = my(x,y) > O is the magnetic permeability

)

% kappa = kappa(x,y) > O is the electric permittivity
A

% f is the source function

A

% O0UT: u_h the numerical solution’s coefficients

% ] stiffness matrix

% M mass matrix

% b load vector

dof = size(meshdata.all_edges,2);

disp(’ ?);

disp( 7 s ),
disp( SOLVER (num solution u_h):?);

disp([’ Degree of Nedelec-element: >, num2str(1)1);
disp([’ Total degrees of freedom: ’ ,num2str (dof)]);

Rutiinilla assemble_matrices kootaan globaalit matriisit S ja M seké globaali voimavekto-
ri b. Rutiinilla set_homogenous_dirichlet asetetaan homogeeninen Dirichlet’'n reunaehto.

Molempien rutiinien ohjelmakoodi esitellain myShemmin téssé liitteessé.

% calculate the matrices

tic;

[S,M,b] = assemble_matrices(meshdata,my,kappa,f);

timel = toc;

disp([’ Assembling matrices: [’ ,num2str(timel),’]1°]);

% set homogenous dirichlet bc

tic;

[S,M,b] = set_homogenous_dirichlet(meshdata,S,M,b);

time2 = toc;

disp([’ Setting homogenous dirichlet bc: [’,num2str(time2),’]1’]);

Lopuksi ratkaistaan saatu yhtaloryhmé. Numeerista ratkaisua v on merkitty muuttujalla u_h.

% calculate the solution coefficients

tic;
u_h = (S+M)\b;
time3 = toc;

disp([’ Solving matrix system: [’ ,num2str(time3),’]1°]);
disp([’ Done! Total time used: [’,num2str(timel+time2+time3),’]’]);
disp( 7 s m oo ) ;
disp(’ ?);

end

Funktiossa assemble_matrices suoritetaan laskennallisesti vaativin prosessi: globaalien mat-

riisien kokoaminen.
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Y
Y
pA

% ASSEMBLING THE FEM MATRICES

pA

%  The variational formulation is

%

% int_omega( my~(-1) * curl(u) * curl(w) + k * u * w )dx =

yA = int_omega( f * w ) dx

%

R g S S S e
Y

function [STIFF,MASS,LOAD] = assemble_matrices( meshdata, my, kappa, f )

Jiextract the mesh data

P = meshdata.p;
e = meshdata.e;
t = meshdata.t;
elems = meshdata.elems;

all_edges = meshdata.all_edges;

nedges = size(all_edges,2); Jnumber of edges

Téssé alustetaan globaalit matriisit. Ohjelmakoodissa yhtdlon (2.10) jaykkyysmatriisia S,

massamatriisia M ja voimavektoria b on merkitty vastaavasti muuttujilla STIFF, MASS ja

LOAD.

%initialise global matrices

LOAD = zeros(nedges,1);
STIFF = spdiags(LOAD,O,nedges,nedges) ;
MASS = STIFF;

Kuten yleensi elementtimenetelmissé, integrointi suoritetaan muuttujanvaihdon jilkeen refe-

renssielementilld. Integrointi suoritetaan numeerisesti kiyttden integrointikvadratuuria, joka

siséltad integrointipisteet ja painokertoimet.

%get the integration points and weighs on the ref element

qr = quad_rule(); %the number of quadrature rule
[ip,w] = inttri(qr);
nip = size(ip,2); Jnumber of integration points

Nyt voimme hakea referenssielementin kantafunktioiden (3.5) ja niiden curlien arvot in-

tegrointipisteissa.

%get the ref basis func and curl values on the integration points

[val,cval]l] = Nedelecl_basis(ip);

Seuraava for-silmukka on hyvin tyypillinen osa elementtiratkaisijaa. Siind kiyd&an jokainen

verkon elementti yksitellen ldvitse, kootaan elementtiin liittyvét lokaalit matriisit ja lisdtaan

niiden kontribuutio globaaleihin matriiseihin.

52



%cycle through all triangular elements and compute the local
%STIFFNESS, MASS matrices and the local LOAD vector. Then add the local
%contributions to the global matrices and vector.

unit = ones(1l, nip); %help variable
ne = size(t,2); Jinumber of elements

for i=1:ne
%reset the local matrices and vector
L_STIFF = zeros(3,3);
L_MASS zeros(3,3);
L_LOAD zeros(3,1);

Seuraavat rivit muodostavat tarvittavan informaation vuorossa olevaan elementtiin liittyvan
affiinikuvauksen Fi (3.1) muodostamiseen, jotta saamme sen arvot integrointipisteissi. Ele-
menttiin liittyvan informaation antaa rutiini element_info, ja elementin reunoihin liittyvén

merkki-informaation (tangentin suunnistuksen) antaa rutiini element_signs.

%calculate element information
[coord,B_K,b_K,B_K_inv,B_K_det] = element_info(meshdata,i);

J%the transpose of the inverse matrix of B_K
B_K_invT = transpose(B_K_inv);

%calculate F_K( integration points ) and get a 2 x nip matrix
F_K_ip = B_K * ip + [ b_K(1)*unit ; b_K(2)*unit ];

%element’s local signs
loc_signs = element_signs(meshdata,i);

Seuraavat kaksi for-silmukka kokoavat lokaalin jaykkyysmatriisin L_STIFF ja massamatriisin
L_MASS seké lokaalin voimavektorin L_LOAD. Numeerinen integrointi on suoritettu aikaavievan
for-silmukan sijasta matriisioperaatiolla. Koska lokaalit matriisit ovat symmetrisié, ohjelma-
koodia voisi optimoida siten, ettd lasketaan vain diagonaalin ja diagonaalin ylapuoliset (tai
alapuoliset) alkiot.

Lokaalin jaykkyysmatriisin alkiot on integroitu kaavan (3.7) mukaisesti referenssielemen-
tilld. Samoin lokaalin massamatriisin ja voimavektorin alkiot integroidaan Piola-muunnoksen
(3.6) avulla referenssielementilld. Huomaa myds, ettd tangentin suunnistus on otettu huo-

mioon merkkimatriisia loc_signs kéyttden.

%calculate the local STIFFNESS and MASS matrix

myval = my(F_K_ip);
kappaval = kappa(F_K_ip);

for m=1:3
for k=1:3
L_STIFF(m,k) = ...
L_STIFF(m,k) + ...
sum( w’> .* 1/B_K_det .* ...
myval’.~(-1) .* ...
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loc_signs(m) .* cval(l,:,m) .x
loc_signs(k) .* cval(l,:,k)
);

L_MASS(m,k) = ...

L_MASS(m,k) + sum( w’> .* B_K_det .* kappaval’ .x*

sum( loc_signs(m) .* ( B_K_invT * val(:,:,m) )

loc_signs(k) .* ( B_K_invT * val(:,:,k) )
) ...
)

end

end

%calculate the local LOAD vector

%get the load function values at transformed integration points
fval = £(F_K_ip);

for k=1:3
L_LOAD(k) = L_LOAD(k) + sum( w’ .* B_K_det .*
sum ( fval
koL
loc_signs(k) .* ( B_K_invT * val(:,:,k) )
) ...
)

end

Lopuksi lokaalien matriisien kontribuutiot lisétaén globaaleihin matriiseihin oikeiden vapausas-

teiden kohdalle.

%add the local matrice’s contributions to the global matrices
loc_elems = elems(:,i);

STIFF( loc_elems , loc_elems ) = ...
STIFF( loc_elems , loc_elems ) + L_STIFF;

MASS( loc_elems , loc_elems ) = ...
MASS( loc_elems , loc_elems ) + L_MASS;

LOAD( loc_elems ) = LOAD( loc_elems ) + L_LOAD;
end

end

Homogeeninen Dirichlet’n reunaehto on helpointa asettaa vasta sen jalkeen kun yhtélon (2.10)
globaalit matriisit S, M ja globaali vektori b on laskettu. Reunaehto asetetaan muokkaamalla

suoraan globaaleita matriiseja ja vektoria.

Y R R R R
Y R R R R
)

% SETTING THE HOMOGENOUS BOUNDARY CONDITION

A

%  Set homogenous dirichlet boundary condition ’u x n = 0’ to

%  WHOLE boundary. The boundary is then called a perfectly

%  conducting wall.

%
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% If we have homogenous Dirichlet condition ’u x n = 0’, where u is the
% sought FEM solution, and n is the outer normal, then the dofs related
%  to boundaries are zero. This means that the basis functions on the

% boundaries are zero, as well as their curls. This means that both the
% stiffness matrix S, mass matrix M and the load vector b has to be

%  changed.

pA

%  The algorithm is as follows: Find those dofs that are on the boundary
% and store the global indices of these dofs. Then, according to these
% indices set those columns and rows of S and M to zero. Also, set the
% diagonal of each index x index pair to one. For the load bector, just
yA set the data on these indices to zero.

%

%  For example, if we have 5 x 5 matrix and the dofs to be set to O are
% indices 3 and 5, we would do:

A

% [12345; [12040;
% 12345 ; 12040 ;
% 12345 ; --> 00100 ;
% 12345 ; 12040 ;
% 123451]; 000011;

A

% NOTE: The above works ONLY for homogenous case

h

Y R R R R R
Y R R R

Koska jokaiseen reunaan liittyy yksi vapausaste, on matriiseissa S ja M vapausasteiden maara
sarakkeita ja riveji. Vastaavasti vektorissa b on vapausasteiden méaéran verran alkioita. Esim.
vapausastetta n:o ¢ vastaa matriisin S 7:s sarake ja i:s rivi.

Taulukko b_edges siséltaé niiden reunojen indeksit taulukosta all_edges, jotka kuuluvat
alueen 2 reunalle 0€). Taulukko b_edges kertoo siten suoraan ne vapausasteet, jotka liitty-
vt reunaan J€). Homogeeninen Dirichlet’n reunaehto asetetaan siten, ettd jokaista taulukon
b_edges reunaa kohden asetetaan vastaavat S:n ja M:n sarakkeet ja rivit nolliksi lukuunotta-
matta sita alkiota, joka osuu vapausasteeseen liittyvan sarakkeen ja rivin diagonaalille. Koska
kyseessd on homogeeninen reunaehto, tdmé diagonaalialkio voi olla mikd tahansa nollasta

eroava luku. Vektorin b tapauksessa riittdd, ettd asetetaan vastaavat vapausasteet nolliksi.

function [ S, M, b ] = set_homogenous_dirichlet( meshdata, S, M, b )

% extract needed mesh data

S(b_edges,:) = 0;
M(b_edges,:) = 0;

S(:,b_edges) = 0;
M(:,b_edges) = 0;

for i=1:size(b_edges,2)
index = b_edges(i);
S(index,index) = 1/2; Ycan set this to any number except zero.
M(index,index) = 1/2; Y%this is because the boundary condition
%is homogenous.
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end
b(b_edges) = 0;

end

B.3 Virherajojen laskeminen (solver global.m)

Téassa tiedostossa lasketaan virherajat annetulle ongelmalle. Majorantin Mg arvo lasketaan
myos samalla verkolla kuin numeerinen ratkaisu. Sen jédlkeen majorantin Mg ja minorantin

Mg arvot lasketaan tihennetyissé verkoissa.

function solver_global( testfolder, exactinc, h, refiterno, yeorder )

% SOLVER_GLOBAL

%  This solver is an "normal" solver that uses global minimisation

%  method to calculate the free parameter in the majorant.

A

% SYNTAX: solver_global( testfolder, exactinc, h, refiterno, yeorder )
A

% IN: testfolder the folder in which the problem data is

A

% exactinc 0 = exact solution not included

% 1 = exact solution included as files ’exact’
yA and ’exact_curl’ / reference solution as

% files ’referencemesh’ and ’referencesolution’
)

pA h if the mesh is a rectangle, this parameter
% means the number of edgepoints in the mesh.
A Otherwise it means the maximum edge size of
% an element

A

yA refiterno how many refinement iterations to perform

h

pA yeorder the order of elements used to approximate the
% free parameter y in the majorant

Ensin kootaan tarvittava informaatio ratkaistavasta ongelmasta

%get the problem data for this particular test case

cd(testfolder)
myy = Cmy;
ff = of;

kappaa = @kappa;

Jotta majorantille voitaisiin laskea tehokkuusindeksin (6.1) arvo, tdytyy meidén kyeté las-
kemaan tarkka virhe || w — v ||. Tétd varten tarvitsemme tietenkin tarkan ratkaisun w. Jos
ongelmalle tunnetaan analyyttinen ratkaisu, se ja sen curl-funktio on tallennettu matlab-
funktioihin exact.m ja exact_curl.m. Jos taas malliongelmalle ei tunneta analyyttista rat-

kaisua, on sille laskettu referenssiratkaisu todella tiheélld verkolla. Tésséa tapauksessa tarkka
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ratkaisu ja siihen liittyva elementtiverkko on tallennettu tiedostoihin referencesolution.m

ja referencemesh.m.

exacttype = O;
if ( exactinc )

try
u = Qexact;
u_curl = Qexact_curl;
u([0;01);
exacttype = 1;

catch
load referencemesh;
load referencesolution;
meshdata_ref.p = p;
meshdata_ref.e = e;
meshdata_ref.t = t;
meshdata_ref.elems = elems;
meshdata_ref.all_edges = all_edges;
meshdata_ref.b_edges = b_edges;
exacttype = 2;

end

end

%gather mesh data

Y
% create mesh. regular if the mesh is an rectangle, otherwise non-regular
[p,e,t] = initmesh(’geom’,’Hmax’,h);

cd ..
[elems,all_edges,b_edges] = edgedata(e,t); Y%get additional mesh data

meshdata.p = p;

meshdata.e = e;

meshdata.t = t;

meshdata.elems = elems;
meshdata.all_edges = all_edges;
meshdata.b_edges = b_edges;

disp(’ ?)

disp([’Using quadrature rule n:o ’,num2str(quad_rule())]);

disp(’ ?)

disp(’Initial solution’)

AASP( mmm oo oo o )5
disp(’ ?)

disp([’ NOF nodes ’ ,num2str (size (meshdata.p,2))]);

disp([’ NOF elements ’,num2str(size(meshdata.t,2))]);

disp([’ NOF edges ’ ,num2str (size (meshdata.all_edges,2))]);

Seuraavaksi lasketaan ongelman numeerinen ratkaisu, jolle virherajat lasketaan. Numeeris-
ta ratkaisua v on merkitty muuttujalla u_h. Ratkaisun energiafunktionaalin arvo (2.6) on

laskettu muuttujaan Ju. Tarvitsemme tata arvoa kun laskemme minorantin arvoja.

%calculate the problem solution

Y
[u_h,S,M,b] = solver(meshdata,myy,kappaa,ff);

u_h_Enorm = u_h’*(S+M)*u_h;
Ju = (1/2) * u_h_Enorm - u_h’x*b;
disp([’ Energy: >, num2str(Ju)]);
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Seuraavaksi lasketaan numeerisen ratkaisun virhe 4 — v eri normeissa. Tehokkuusindeksia
varten lasketaan virhe my0s energianormissa. Energianormissa laskettu virhe on tallennettu
muuttujaan Eerr_tot. Jos tarkka ratkaisu on annettu referenssiratkaisuna, ei virhetté lasketa

muissa normeissa lainkaan. Referenssiratkaisulle virheen normien laskeminen on hyvin hidasta.

if ( exacttype == 1)

%calculate L2 and H(curl) error
[L2err,HCerr,u_L2norm,u_HCnorm] = ...
L2_Hcurl_error (meshdata, u_h, u, u_curl);

%calculate the energy error
[Eerr,u_Enorm] = energy_error(meshdata, myy, kappaa, u_h, u, u_curl);
Eerr_tot = sum(sum(Eerr));

disp(’ ?)

disp( [l uw-uh [12);

disp( > ——---mmmmmo- )

disp([’ H(curl) seminorm: ’, num2str( sqrt(HCerr) )1);
disp([’ H(curl) norm: >, num2str( sqrt(HCerr + L2err) )]);
disp([’ L2 norm: >, num2str( sqrt(L2err) )1);
disp([’ Energy norm: >, num2str( sqrt(Eerr_tot) )1);
disp(’ ?)

disp( ° [lw-uh Il /1 ull”

disp( 7 —-mmmmmmmmmm oo ”)

disp([’ H(curl) seminorm: ’, num2str( sqrt( HCerr/u_HCnorm N1
disp([’ H(curl) norm: >, num2str( sqrt( (HCerr + L2err)

/ (u_HCnorm + u_L2norm) ))1);
disp([’ L2 norm: >, num2str( sqrt( L2err/u_L2norm N1
disp([’ Energy norm: >, num2str( sqrt( Eerr_tot/u_Enorm ))]);
disp(’ ?)
disp( ° [lw-uh Il / Il uhll”)
disp( 7 mmmmmmmmmmmmemeoooo ”)
disp([’ Energy norm: ’, num2str( sqrt( Eerr_tot/u_h_Enorm ))]);
disp(’ ?)

elseif ( exacttype == 2)

%calculate the energy error
[Eerr,u_Enorm] = ...

energy_error (meshdata, myy, kappaa, u_h, meshdata_ref, u_ref);
Eerr_tot = sum(sum(Eerr));

disp( ’ [l'uw-uh [I°);

disp( > = —-------mo-—- )

disp([’ Energy norm: >, num2str( sqrt(Eerr_tot) )1);
disp(’ ?)

disp( [lw-uh Il /11 ull”

disp( 7 —mmmmmmmmmmm o ”)

disp([’ Energy norm: >, num2str( sqrt( Eerr_tot/u_Enorm ))]);
disp(’ ?)

disp( [l w-uh [l / |l uhIll?)

disp( 7 mmmmmmmmmmmmmemeemooo ”)

disp([’ Energy norm: ’, num2str( sqrt( Eerr_tot/u_h_Enorm ))]);
disp(’ ?)

end

Téssd majorantin Mg (5.3) arvo lasketaan samalla verkolla kuin missd numeerinen ratkai-
su on laskettu. Majoranttiin liittyvét funktiot ovat kansiossa majorant. Ensin lasketaan va-

paa parametri y rutiinilla majorant/solver.m (katso liite B.4). Ohjelmakoodissa tété pa-
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rametria on merkitty muuttujalla y_h. Téman jélkeen lasketaan majorantin arvo rutiinilla
majorant/majorant.m (katso liite B.6). Majorantin kaksi termié on annettu téssé erikseen

(ja elementtikohtaisesti) vektoreihin left ja right.

%calculate Majorant for the first mesh

disp(® MAJORANT’);
cd majorant

% calculate the free parameter
y_h = solver(meshdata,meshdata,myy,kappaa,ff,u_h,yeorder);

% calculate the upper bound
[left,right] = majorant(meshdata,meshdata,myy,kappaa,ff,u_h,y_h,yeorder);

left = sum(left);
right = sum(right);

maj = left + right
maj2 = sqrt( maj / u_h_Enorm );

disp([’ Upper Bound: sqrt( (’ ,num2str(left),’ + ...
> ,num2str(right),?) / ||| uw.h [I[72 ) =7 .
,num2str(maj2)]);

if ( exactinc )

% calculate the effectivity index EFFI

effi = sqrt(maj/Eerr_tot);

disp([’ Effectivity index: ’,num2str(effi)]);
end

cd ..

disp(’ )
disp( > SUMMARY’);

disp([’ [l w-ub [l /Il uh ||l < ?,num2str(maj2)])
disp(’ ?)

disp(’ ?)

Seuraavaksi aloitetaan tihennysiteraatiot: jokaisessa iteraatiossa verkkoa tihennetéén kerran

ja lasketaan majorantin ja minorantin arvot tihennetyssé verkossa.

% start calculating the upper and lower bounds.

for i=1:refiterno

% do a refinement

cd(testfolder)

%one step refinement on the mesh
[p2,e2,t2] = refinemesh(’geom’,p2,e2,t2, ’regular’);

cd ..
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%get additional mesh data
[elems2,all_edges2,b_edges2] = edgedata(e2,t2);

%gather the new meshdata
meshdata2.p = p2;

meshdata2.e e2;

meshdata2.t t2;

meshdata2.elems = elems2;
meshdata2.all_edges = all_edges2;
meshdata2.b_edges = b_edges2;

disp([’Refinement step ’,num2str(i)])

e o e ) ;
disp(’ ?)

disp([? NOF nodes ’ ,num2str (size (meshdata2.p,2))]);

disp([’ NOF elements ’,num2str(size(meshdata2.t,2))]);

disp([’ NOF edges ’ ,num2str (size (meshdata2.all_edges,2))]);
disp(’ ?)

Minorantin Mg (5.1) arvon laskemiseen tarvitsemme uuden numeerisen ratkaisun tihennetyllé

verkolla. Tadmén ratkaisun energiafunktionaalin arvo on asetettu muuttujaan Ju2.

% calculate the lower bound

disp(’ MINORANT’);
%calculate the solution in the refined mesh

%calculate the matrices
[u_h2,82,M2,b2] = solver(meshdata2,myy,kappaa,ff);

Ju2 = (1/2) * u_h2’*(S2+M2)*u_h2 - u_h2’x*b2;
disp([’ Energy: ’, num2str(Ju2)]);

Jminorant
min = 2 * ( Ju - Ju2 );
min2 = sqrt( ( 2 * ( Ju - Ju2 ) ) / u_h_Enorm );

disp([? Lower Bound: sqrt( (’,num2str(min),’) / ...
[1l uh [1172 ) = ?,num2str(min2)]);

disp(’ ?)

Majorantti lasketaan kuten ensimmaiselle verkolle aikaisemmin téssa liitteessa.

% calculate the upper bound
Y = — o

disp(’ MAJORANT’);
cd majorant

% calculate the free parameter
y_h = solver(meshdata,meshdata2,myy,kappaa,ff,u_h,yeorder);

% calculate the value of the majorant
[left,right] = ...
majorant (meshdata,meshdata2,myy,kappaa,ff,u_h,y_h,yeorder);

left = sum(left);
right = sum(right);
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maj = left + right;
maj2 = sqrt( maj / u_h_Enorm );

disp([’ Upper Bound: sqrt( (’,num2str(left),’ + ...
> ,num2str(right),?) / [l uh |72 ) = ...
,num2str(maj2)]) ;

if ( exactinc )
% calculate the effectivity index EFFI
effi = sqrt(maj/Eerr_tot);

disp([’ Effectivity index: ’,num2str(effi)]);
end
cd ..
disp(’ ?)
disp( ’> SUMMARY’);
disp([’ ' num2str(min2),’? < ||l uw-u_h [l / |Il u_h ||
< ?,num2str(maj2)])
disp(’ ?)
disp(’ ?)
end

B.4 Parametri y: globaali minimointi (majorant/solver.m)

Minimoimalla majorantti Mg globaalisti muuttujan y suhteen saamme variaatiomuodon (5.13).
Taméi ongelma voidaan ratkaista normaalilla H'-elementtiratkaisijalla. Tamé ratkaisija muis-
tuttaa liitteen B.2 Nédélec-elementtiratkaisijaa. Huomattavin ero on se, etta téssi ratkaisi-
jassa ei aseteta lainkaan reunaehtoja. Sen lisdksi kiytetty elementti on tietenkin erilainen.
Téssé ratkaisijassa on itse asiassa mahdollisuus kiyttas lineaaristen elementtien lisdksi myos
kvadraattisia elementteja.

Téassé ratkaisijassa funktiolle annetaan kaksi eri verkkoa, meshdatal ja meshdata2. Nu-
meerinen ratkaisu on ratkaistu verkolla meshdatal, ja vapaa parametri y on tarkoitus ratkaista
verkolla meshdata2. Vapaan parametrin verkko voi olla sama verkko kuin meshdatal, tai siita

verkosta tihennetty verkko.

function [y_h,S,M,b1,b2] = ...
solver( meshdatal, meshdata2, my, kappa, f, u_h, eorder )

% SOLVER H~1-FEM solver

%  Obtain the free parameter y by global minimisation of the majorant.
A

% IN: meshdatal.

% p.e,t the mesh data (NON-refined)

% elems,all_edges,b_edges the additional mesh data returned by

% the function ’edgedata’

% meshdata2.

% p.e,t the mesh data (same as above or refined)
yA elems,all_edges,b_edges the additional mesh data returned by

yA the function ’edgedata’

%
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yA my = my(x,y) > O is the magnetic permeability
A

% kappa = kappa(x,y) > O is the electric permittivity
%
% f is the source function
%
yA u_h the approximate solution coefficients for
yA the second order maxwell system
yA
yA eorder the order of the H1 element
yA
% O0UT: y_h the numerical solution’s coefficients
yA S stiffness matrix
% M mass matrix
% bl load vector, first part
% b2 load vector, second part
dof = 0;
switch eorder

case 1

dof = size(meshdata2.p,2);
case 2
dof = size(meshdata2.p,2) + size(meshdata2.all_edges,2);

end
disp(’ ?);
AiSP( 7 s 0,
disp( SOLVER (free param y_h):’);
disp([’ Degree of H~1-element: ’ ,num2str (eorder)]) ;
disp([’ Total degrees of freedom: ’ ,num2str (dof)]);

% calculate the matrices

tic;
[S,M,b1,b2] = ...
assemble_matrices (meshdatal,meshdata2,my,kappa,f,u_h,eorder);
timel = toc;
disp([’ Assembling matrices: [’ ,num2str(timel),?]1°]);

% solve matrix system
tic;

y_h = (S+M)\(b1+b2);
time2 = toc;

disp([’ Solving matrix system: [’ ,num2str(time2),°]1°]);
disp([’ Done! Total time used: [’,num2str(timel+time2),’]°]);
disp( 7 s m oo ) ;
disp(’ ?);

end

Y R R R R R R e
Y R R R R R R G
A

% ASSEMBLING THE FEM MATRICES

"

% Our space of test functions is H"1, and a test function is denoted
% Dby w. The variational formulation is as follows:

%

% int_omega( 1/kappa~2 * curl(y) * curl(w) + my*y*w )dx =
% = int_omega( 1/kappa~2 * (f - kappa~2 * u_h) * curl(w) +
% curl(u_h) * w )dx

%

%  Solve the variational formulation to get an approximation to the
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% majorant’s free parameter y (obtaining y this way is called global
% minimisation of the majorant)

h

%  NOTE: The approximate solution u_h is for meshdatal.

%  The free parameter y is calculated for the mesh meshdata2, which

% can be the same mesh as meshdatal, or a refined mesh.

)

Y R R R R
Y R R R R R R

function [STIFF,MASS,LOAD_LEFT,LOAD_RIGHT] = ...
assemble_matrices( meshdatal, meshdata2, my, kappa, f, u_h, eorder )

% extract the mesh data

% NON-refined

pl = meshdatal.p;
el = meshdatal.e;
t1 = meshdatal.t;
elemsl = meshdatal.elems;

all_edgesl = meshdatal.all_edges;

% refined

p2 = meshdata2.p;

e2 = meshdata2.e;

t2 = meshdata2.t;
elems2 = meshdata2.elems;

all_edges2 = meshdata2.all_edges;

nnodes = size(p2,2); Jnumber of nodes in the refined mesh
nedges = size(all_edges2,2); %number of edges in the refined mesh

%number of global degrees of freedom

switch eorder
case 1
ngdof = nnodes;
case 2
ngdof = nnodes + nedges;
end

%initialise global matrices

LOAD_LEFT = zeros(ngdof,1);

LOAD_RIGHT = zeros(ngdof,1);

STIFF = spdiags(LOAD_LEFT,0,ngdof ,ngdof) ;
MASS = STIFF;

%get the integration points and weighs on the ref element

qr = quad_rule(); %the number of quadrature rule
[ip,w] = inttri(qr);
nip = size(ip,2); %number of integration points

%get the ref basis func and gradient values on the integration points
[val,gval,nbasis] = tri_basis(ip,eorder);
%cycle through all triangular elements and compute the local

%STIFFNESS, MASS matrices and the local LOAD vector. Then add the local
%contributions to the global matrices and vector.

unit = ones(l, nip); % help variable
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R=1[01; -10]; % curl(v) = Rkgradient(v)
ne = size(t2,2); % number of elements in the refined mesh

for i=1:ne
J%reset the local matrices and vector
L_STIFF = zeros(nbasis,nbasis);
L_MASS = zeros(nbasis,nbasis);
L_LOAD_LEFT = zeros(nbasis,1);
L_LOAD_RIGHT = zeros(nbasis,1);

% get element info

[coord,B_K,b_K,B_K_inv,B_K_det] = element_info(meshdata2,i);

%the transpose of inverse of B_K
B_K_invT = transpose(B_K_inv);

%calculate F_K( integration points ) and get a 2 x nip matrix
F_K_ip = B_K * ip + [ b_K(1)*unit ; b_K(2)*unit ];

% get parent element info (if the given meshes are not the same)
Y e
if ( size(t1,2) == size(t2,2) )
parent = 1ij;
ip_p = ip;
else
parent = tri_parent(meshdatal, meshdata2, i);

[coord_p,B_K_p,b_K_p,B_K_p_inv,B_K_p_det] = ...
element_info(meshdatal,parent) ;

%transform the integration points F_K_ip to the ref element
ip_p = B_K_p_inv * F_K_ip - B_K_p_inv *
[ b_K_p(1)*unit ; b_K_p(2)*unit ];
end

% calculate the local STIFFNESS and MASS matrix
Y = m o

%get my function values at transformed integration points
myval = my(F_K_ip);
kappaval = kappa(F_K_ip);

for m=1:nbasis
for k=1:nbasis
L_STIFF(m,k) = ...
L_STIFF(m,k) + sum( w’ .* B_K_det .* ...
kappaval’.~(-1) .* ...
sum( ( R * ( B_K_invT * gval(:,:,m) ) )
koL
(R * ( B_LK_invT * gval(:,:,k) ) )
) ...
)

L_MASS(m,k) = ...
L_MASS(m,k) + sum( w’> .* B_K_det .* myval’ .*
(val(:,:,m) .* val(:,:,k) ) );
end
end

% calculate the local LOAD vectors
Y= m e mm e
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hget the load function values at transformed integration points
fval = £(F_K_ip);

%get the approximate soultion values and curl values

%at the integration points

cd ..

[u_h_val,u_h_cval] = solution(meshdatal, u_h, parent, ip_p);
cd majorant

for k=1:nbasis
L_LOAD_LEFT(k) = L_LOAD_LEFT(k) + sum( w’ .* B_K_det .*
( kappaval’.~(-1) .x*
sum( ( fval - [kappaval’; kappaval’] .* u_h_val )
(R * ( B_K_invT * gval(:,:,k) ) )
) ...
) ...
)3

L_LOAD_RIGHT(k) = L_LOAD_RIGHT(k) + sum( w’ .* B_K_det .*
...
u_h_cval .* val(:,:,k)
) ...
);

end
%add the local matrice and vector’s contributions to the global ones

switch eorder
case 1
loc_elems
case 2
loc_elems = [ t2(1:3,i) ; elems2(1:3,i) + nnodes ];

t2(1:3,1);

end

STIFF( loc_elems , loc_elems ) = ...
STIFF( loc_elems , loc_elems ) + L_STIFF;

MASS( loc_elems , loc_elems ) = ...
MASS( loc_elems , loc_elems ) + L_MASS;

LOAD_LEFT( loc_elems ) = LOAD_LEFT( loc_elems ) + L_LOAD_LEFT;

LOAD_RIGHT( loc_elems ) = LOAD_RIGHT( loc_elems ) + L_LOAD_RIGHT;
end

end

B.5 Parametri y: silottaminen (majorant/gradient averaging.m)

Majorantin vapaa parametri y voidaan laskea myos luvussa 5.4.2 esitetyn silottamisen avulla.

Ideana on keskiarvoistaa numeerisen ratkaisun curl:in arvoja solmupisteisiin.

function y_h = gradient_averaging( meshdata, u_h )

% GRADIENT_AVERAGING
%  Calculate the free parameter y_h by "gradient averaging" technique:
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% 1) For each point find those elements that include this point.
% 2) Calculate the approx solution curl values on each element

yA (the curl of the approx solution is constant in the element,
% because we use linear nedelec elements)

%  3) Average the curl values by weighting each value by the

% corresponding element’s area, summing the weighted values and
% dividing by the area of all elements. This value is the value
% of y_h on that point.

% extract the mesh data

P = meshdata.p;
meshdata.t;

ot
1]

% calculate y_h by "gradient averaging" technique

np = size(p,2); % number of nodes in refined mesh

y_h = zeros(np,1);

Seuraavassa for-silmukassa kdydaan lapi jokainen verkon solmu. Funktio point2triangles

etsii tiettyyn solmuun liittyvét elementit.

for i=1:np
tri = point2triangles(meshdata,i); % triangle indexes
nt = size(tri,2); % no of triangles

Kun kiytetddn lineaarista Nédélecin elementtié, on numeerisen ratkaisun curl vakio jokaisessa

elementisséd. Taman takia lasketaan numeerisen ratkaisun curl vain yhdessa pisteessa kutakin

elementtia kohden.

% calculate the curl values. when using linear nedelecs elements,
% the curl of the solution is constant in the whole element.
% that is why we evaluate the solution only in the point [1/3; 1/3]
cd ..
cval = zeros(1,nt);
for j=1:nt

[u_h_val,u_h_cval] = ...

solution(meshdata, u_h, tri(1,j), [1/3; 1/3]);

cval(1l,j) = u_h_cval;
end
cd majorant

Painotettua keskiarvoistusta varten lasketaan my0s elementtien pinta-alat.

% calculate the areas of the triangles

tri_a = zeros(1l,nt);

for j=1:nt
coord = p(:,t(1:3,tri(1,3))); %triangle coordinates
tri_a(l,j) = 1/2 * det([coord; 1 1 1]);

end

Lopuksi suoritetaan keskiarvoistus kaavan (5.14) mukaisesti. Téssé oletetaan, ettd funktio

w=1
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% sum over the curl values, weighed with the areas
y_h(i) = sum( tri_a .* cval ) / sum(tri_a);
end

Kun jokaiselle elementin solmupisteelle saadaan arvo, saadaan arvot muualla elementissé in-
terpoloimalla lineaarisesti. Itse asiassa, télla tavoin saatu parametri on oleellisesti samanlainen

kuin lineaarisen H'-FEM:in numeeriset ratkaisut.

B.6 Majorantin arvon laskeminen (majorant/majorant.m)

Kun vapaa parametri y on laskettu (globaalilla minimoinnilla tai silottamisella), voidaan
laskea majorantin Mg (5.3) arvo. Seuraava rutiini laskee majorantin kaksi eri termié erikseen

(ja elementeittédin) vektoreihin left ja right.

function [left,right] = ...
majorant ( meshdatal, meshdata2, my, kappa, f, u_h, y_h, yeorder )

% MAJORANT
%  Calculate the value of majorant

%

% M_plus(u_h,y_h) = || 1/kappa * r |72 + || my~(1/2) *x d ||~2 ,
yA

%  where

yA

% r(u_h,y_h) = f - kappa™2 * u_h - curl(y) and

% d(u_h,y_h) = y_h - my~(-1) * curl(u_h)

yA
% SYNTAX: majorant( meshdatal,meshdata2,my,kappa,f,u_h,y_h,yeorder )
yA

% IN: meshdatal. the mesh on which u_h is defined

% p.e,t the mesh data

% elems,all_edges the additional mesh data returned by
% the function ’edgedata’

)

% meshdata2. the mesh on which y_h is defined

% p.e,t the mesh data

% elems,all_edges the additional mesh data returned by
% the function ’edgedata’

A

% my = my(x,y) > O is the magnetic permeability

A

% kappa = kappa(x,y) > O is the electric permittivity

)

% f is the source function

)

yA u_h the approximate solution coefficients

A

% y_h the free parameter in the majorant, calculated
A with global minimization or by a GA technique
A

yA yeorder the element order of y_h

A

% OUT: Let N be the number of elements in the refined mesh

A

pA left 1xN elementwise values of the left term of majorant
% right 1xN elementwise values of the right term of majorant

67



Funktio integrate suorittaa integroinnin.

%calculate the value for majorant by integrating
[left,right] = integrate(meshdatal,meshdata2,my,kappa,f,u_h,y_h,yeorder);

Funktio integrate ilmoittaa integraalien arvot verkon meshdata2 elementtien mukaisesti.
Olemme kuitenkin kiinnostuneempia tietdd elementtikohtaiset virheet alkuperéisen verkon

meshdatal elementtien mukaisesti. Funktio convert tekee tamén jalkikésittelyn.

%the values of majorant are given elementwise according to the refined
%mesh meshdata2. it is more convenient to give the elemenwise values
%according to the original mesh meshdatal.

[left,right] = convert(meshdatal,meshdata2,left,right);

end

Tamé funktio laskee majorantin Mg arvon ja on hyvin tyypillinen integrointirutiini.

function [left,right] = ...
integrate( meshdatal, meshdata2, my, kappa, f, u_h, y_h, yeorder )

% extract the mesh data

% NON-refined

pl = meshdatal.p;
el = meshdatal.e;
t1 = meshdatal.t;
elemsl = meshdatal.elems;

all_edgesl = meshdatal.all_edges;

% refined

p2 = meshdata2.p;

e2 = meshdata2.e;

t2 = meshdata2.t;
elems2 = meshdata2.elems;

all_edges2 = meshdata2.all_edges;

Integrointi suoritetaan jalleen referenssielementilld, joten tarvitsemme integrointipisteet ja

painot.

%get the integration points and weighs on the ref element

qr = quad_rule(); %the number of quadrature rule

[ip,w] = inttri(qr);

nip = size(ip,2); %number of integration points

unit = ones(1, nip); %help variable

R=1[01; -10]; %ecurl(v) = Rxgradient(v)

ne = size(t2,2); Ynumber of elements in the refined mesh

% initialise OUT variables

left = zeros(1l,ne);
right = left;

for i=1:ne
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Seuraavaksi lasketaan affiinikuvaus F .

%calculate the element info

[coord,B_K,b_K,B_K_inv,B_K_det] = element_info(meshdata2,i);

%calculate F_K( integration points ) and get a 2 x nip matrix
F_K_ip = B_K * ip + [ b_K(1)*unit ; b_K(2)*unit ];

Jos vapaa parametri y on laskettu tiheAmmallé verkolla kuin numeerinen ratkaisu, taytyy sel-
vittad talld hetkella kyseessd olevan elementin ns. iséelementti verkosta meshdatal, ja kuvata

integrointipisteet oikein.

% get parent element info (only if the given meshes are not the same)
Y = —
if ( size(t1,2) == size(t2,2) )
parent = 1ij;
ip_p = ip;
else
parent = tri_parent(meshdatal, meshdata2, i);

[coord_p,B_K_p,b_K_p,B_K_p_inv] = element_info(meshdatal,parent);

%transform the integration points F_K_ip to the reference element
ip_p = B_K_p_inv * F_K_ip - B_K_p_inv *
[ b_K_p(1)*unit ; b_K_p(2)*unit ];
end

Seuraavaksi kootaan tarvittavien funktioiden arvot.

%get all needed function values

%get my and kappa function values at transformed integration points
myval = my(F_K_ip);
kappaval = kappa(F_K_ip);

hget the load function values at transformed integration points
fval = £(F_K_ip);

%get the approximate soultion values and curl values

%at the integration points

cd ..

[u_h_val,u_h_cval] = solution(meshdatal, u_h, parent, ip_p);
cd majorant

%get the free parameter y values and gradient at the int points
[y_h_val,y_h_gval] = solution(meshdata2, y_h, i, ip, yeorder);

Lopuksi integroidaan elementin ylitse.

%hintegrate

r = fval - [kappaval’; kappaval’] .* u_h_val - R * y_h_gval ;
d =y_h_val - ( (myval’).~(-1) .* u_h_cval ) ;

left(1,i) = sum( w’> .* B_K_det .* ...
( kappaval’.~(-1) .* sum( r .*x r ) )
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)5
right(1,i) = sum( w’ .*x B_K_det .* ...
( myval’ .x (d.”2) )
)3

end

end

Vektoreiden left ja right sisaltamét elementtikohtaiset virheet on ilmoitettu tihedn verkon
meshdata2 elementtien mukaisesti. Funktio convert muuttaa vektorit siten, ettd virheet on

ilmoitettu elementtikohtaisesti verkon meshdatal mukaisesti.

function [L,R] = convert( meshdatal, meshdata2, left, right)

% extract the mesh data

% NON-refined

pl = meshdatal.p;
el = meshdatal.e;
t1 = meshdatal.t;
elemsl = meshdatal.elems;

all_edgesl = meshdatal.all_edges;

% refined

p2 = meshdata2.p;

e2 = meshdata2.e;

t2 = meshdata2.t;
elems2 = meshdata2.elems;

all_edges2 = meshdata2.all_edges;

% if the meshes are the same size, no need to convert.
if size(t1,2) == size(t2,2)

L = left;

R = right;

return;
end

ne = size(t1,2); % number of elements in the non-refined mesh

% initialise the OUT variables
L = zeros(1,ne);
R =1L;

for i=1:ne
children = tri_child(meshdatal,meshdata2,i);
L(i) = sum( left(children) );
R(i) = sum( right(children) );

end

end
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