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Kiitokset

Vaikka pro gradu -tutkielma on pohjimmiltaan yksilosuoritus, ei sen tekeminen
onnistuisi tyhjiossa tdysin vailla ympériston tukea. Erityisesti haluan kiittdd ohjaa-
jiani Juha Merikoskea ja Otto Pulkkista, jotka johdattivat minut tdhdn haastavaan
ja mielenkiintoiseen aihepiiriin, ja jotka vdsymattd sekd kaikki velvollisuuden
rajat ylittden tukivat minua tyohoni liittyvissd ongelmissa. Lisdksi haluan osoit-
taa kiitokseni koko fysiikan laitokselle tyoni ulkoisten puitteiden tarjoamisesta.
Erityisen kiitoksen ansaitsevat myos rakkaat opiskelijatoverini, joiden hilpeés-
sd seurassa olen saanut aina tarpeen vaatiessa rentoutua. Viimeisend mutta ei
lainkaan védhdisimpéna haluan kiittdd puolisoani Sailaa, jonka huolenpitoon olen
voinut luottaa koko opiskeluaikani, ja joka aina jaksaa ymmartda nuoren fyysikon
erikoista mielenlaatua.



Tiivistelma

Tarkastelen pro gradu -tydssdni vuorovaikuttavien yksiulotteisten rajapinto-
jen tasapaino-ominaisuuksia kuvaamalla rajapintoja yksinkertaisten satun-
naiskévelijoiden poluilla. Keskeisend tutkimuskohteena tydssani on rajapin-
tojen karheutta kuvaava leveys, jolle johdan eksaktin lausekkeen rajapintaa
kuvaavan satunnaiskévelijan askelten vilisten korrelaatioiden funktiona. En-
simmadisessd tutkimassani mallissa BCSOS-tyyppistd, eli yksikon mittaisista
ylos tai alas suuntautuvista askelmista koostuvaa, rajapintaa ajetaan lapéise-
matontd, heijastavaa seindd kohti. Toisessa mallissa kahta BCSOS-tyyppistad
rajapintaa ajetaan toisiaan kohti vaatien, ettd rajapinnat eivat voi ohittaa
toisiaan. Tamédn mallin erityispiirteend on, ettd leveys riippuu epamono-
tonisesti rajapintojen vélisen ajon voimakkuudesta siten, ettd rajapinnan
leveydelld on selked rajapinnan koosta riippuva minimi. Hyodyntamalla
Monte Carlo -simulaatioita, analyyttisid havaintoja sekd askelten vilisten
korrelaatioiden symbolista laskentaa esitdn eksaktin lausekkeen seindn kans-
sa vuorovaikuttavan rajapinnan leveydelle satunnaiskavelijakuvassa. Lisdksi
vastaavien menetelmien avulla johdan kahden kévelijan mallin leveydelle
approksimatiivisen lausekkeen, jonka avulla osoitan leveyden minimin se-
kd minimid vastaavan ajovoimakkuusparametrin skaalautuvan rajapinnan
koon L mukana potenssilain ~ L~1/3 mukaisesti.
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1 Johdanto

Monia komponentteja tai faaseja sisdltdavissa jarjestelmissd mielenkiintoisimmat
ja toisaalta my6s monimutkaisimmat ilmiét liittyvat usein jarjestelméssé olevien
rajapintojen kdyttdytymiseen. Syvélld yhden faasin hallitsemassa alueessa jar-
jestelmédn kdyttaytyminen on tyypillisesti yksinkertaista ja lokaalin tasapainon
mielessd vakaata. Eri faasien rajalla sen sijaan tasapaino vdistyy epéjarjestyksen ja
epdlineaarisuuden tieltd, kun faaseja erottavan rajapinnan liike, kasvu ja fluktuaa-
tiot hallitsevat yhéd tiukemmin jarjestelmén lokaalia energetiikkaa. Fysikaalisena
jarjestelmdnd rajapinta on varsin haastava tutkimuskohde, silld kyseessé on ajasta
riippuva jdrjestelmd, jonka aikakehityksessd on mukana hyvin voimakas satun-
nainen elementti. Erityisen haastavaksi rajapintojen teoreettinen tarkastelu kay;,
mikéli samassa jdrjestelmdssa on useita rajapintoja, jotka kytkeytyvét toisiinsa
jollain epdtriviaalilla tavalla.

Tamén tyon tarkoituksena on luoda silméys vuorovaikuttavien rajapintojen
ilmidmaailmaan kdyttdmalld ajan suhteen keskiarvoistettujen yksiulotteisten raja-
pintojen kuvana satunnaiskivelijoitd. Kuvittele hiukkanen, joka liikkuu yhdessa
ulottuvuudessa satunnaisin, kumpaan tahansa suuntaan suuntautuvin hyppayk-
sin. Tdmankaltaista liikettd kutsutaan satunnaiskavelyksi. Kuvittele mielessési
kuvaaja, johon on piirretty hiukkasen paikka ajan funktiona. Hiukkasen liikerata
muodostaa satunnaisen, sahalaitaisen kuvion, joka voisi olla jonkin yksiulottei-
sen rajapinnan hetkellinen muoto. Kun satunnaiskdavelyn maaraavat siannot on
sopivasti asetettu, tima muoto vastaa keskimé&ardisiltd ominaisuuksiltaan jonkin
rajapinnan ajan suhteen keskiarvoistettua tilaa. Satunnaiskéavelijdapproksimaa-
tion kautta rajapintojen kisittely yksinkertaistuu merkittdvésti niin teoreettisesti
kuin numeerisestikin, ja erityisesti ndin paastddn tarkastelemaan rajapintojen
keskimddrdisid ominaisuuksia my0s useamman rajapinnan tapauksessa ilman
kohtuuttomia teoreettisia ponnistuksia.

Yksi keskeisimmistd rajapintojen kédyttaytymiseen liittyvistd suureista on leveys,
joka kuvaa rajapinnan keskiméardista karheutta. Leveys karakterisoi konkreetti-
sella tavalla rajapinnan muotoa, ja lisdksi monet rajapintojen mielenkiintoisimmat
ominaisuudet kuten erilaiset saturaatioilmiot ja universaalit skaalausominaisuu-
det koskevat juuri leveyttd. Leveyden kdyttaytymisestd usean vuorovaikuttavan
rajapinnan tapauksessa on kuitenkin vain vdhén tietoa sen kisittelyyn liitty-
vien hankaluuksien vuoksi. Tdmén tutkielman tavoitteena on tarkastella leveytta
satunnaiskévelijamallien kautta kahdessa vuorovaikuttavien rajapintojen perusta-
pauksessa, jotka ovat kovan seindn ldheisyydessd liikkuva rajapinta seka kaksi
rajapintaa, jotka eivét voi ohittaa toisiaan.






2 Teoreettisia lahtokohtia

Ennen varsinaisia tutkimuskohteita ja -menetelmid on syyta esitelld lyhyesti jat-
kossa kédytettdvaa teoriaa. Satunnaiskavelijoiden tutkimiseen tarvittava perusfor-
malismi saadaan stokastisista prosesseista, joista alakappaleessa 2.1 keskitytaan
erityisesti niiden erikoistapaukseen, Markovin ketjuihin. Lisdksi alakappalees-
sa 2.2 esitellddn lyhyesti generoivat funktiot, jotka osoittautuvat jatkossa varsin
hyodylliseksi apuvilineeksi rekursioyhtédldiden ratkaisemisessa. Esitietoina teo-
riaosassa oletetaan perustiedot todenndkoisyysteoriasta (ks. esim. [1-4]), ja lisdksi
generoivien funktioiden yhteydessda hyodynnetddn joitain kompleksianalyysin
perustuloksia. Generoivien funktioiden perusidean voi kuitenkin ymmartad myos
tuntematta nédiden tulosten syvillisempéad olemusta. Tutkielman laadinnassa on
myo6s muilta osin pyritty siihen, ettd tutkimuksen ja sen tulosten ymmartami-
nen ei vaadi teorian matemaattisten hienouksien perinpohjaista ymmarrysta.
Kaytettyja merkintojd on selitetty liitteessd A.

2.1 Markovin ketjujen alkeita

Teorian kannalta keskeisin myohemmin esiteltdvien rajapintamallien ominaisuus
on se, ettd niiden aikakehityksessd on voimakas satunnainen elementti. Lahtokoh-
dan tdimankaltaisen ei-deterministisen dynamiikan matemaattiseen kuvailuun
antaa stokastinen prosessi, eli indeksoitu joukko {X:}. satunnaismuuttujia, joista
kukin muuttuja X; kuvaa tarkasteltavan jarjestelman tilaa tietylld ajanhetkelld t.
Kukin satunnaismuuttuja X saa arvoja jostain yhteisestd arvojoukosta, prosessin
tilajoukosta E, joka ndin siis maardd ne tilat, joissa prosessi voi olla. Ndin saadaan
formaalit tyokalut, joilla voidaan kisitelld kasitteitd kuten “Todenndkoisyys, ettd
jarjestelma on tilassa i hetkelld 7” tai “Todenndkdisyys, ettd jarjestelma ei kos-
kaan esiinny tilassa i tai j, kun tiedetddn, ettd se hetkelld T on tilassa k”. Tassa
tyodsséd kasitellddn vain diskreetin ajan prosesseja, eli prosesseja, joissa ajan roolis-
sa oleva indeksi kulkee pitkin ei-negatiivisia kokonaislukuja. Erikoistapauksena
diskreetin ajan stokastisista prosesseista esitellddn Markovin ketjut, joiden avulla
saadaan riittdvat valineet useimpien satunnaiskéavelijoiden tutkimiseen. Tadssa
esitetty lyhyt johdanto Markovin ketjuihin noudattelee pddosin P. Brémaudin
aihetta kasittelevaa teosta [5].

Triviaaliesimerkki stokastisesta prosessista on luonnollisesti tapaus, jossa sa-
tunnaismuuttujat X,, ovat riippumattomia toisistaan. Mielenkiintoista dynamiik-
kaa syntyy kuitenkin vain tilanteissa, joissa prosessilla on muisti, eli prosessin
kayttaytyminen hetkelld n riippuu siitd, missa tilassa prosessi oli aikaisemmilla
hetkilld n — 1,7 — 2,... On ehké syytd huomauttaa, ettd tdssa riippuvuudella
tarkoitetaan riippuvuutta todennékdisyyksien mielessd, eli prosessin historia ei
suoranaisesti maddraa jarjestelmdn tilaa seuraavalla ajanhetkelld, vaan ne todenna-
koisyydet, joilla kukin tila seuraavaksi esiintyy. Yksinkertaisin — mutta samalla
keskeisin — erikoistapaus muistillisista prosesseista ovat niin sanotut Markovin
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ketjut!, eli prosessit, joiden muisti ulottuu vain nykyiseen ajanhetkeen. Nain siis
Markovin ketjun ollessa tietylld hetkelld tietyssa tilassa seuraavaa askelta kos-
kevat todenndkoisyydet eivét riipu ketjun aikaisemmasta historiasta. Markovin
ketjun sanotaan lisdksi olevan homogeeninen Markovin ketju (HMK), mikali
prosessi “ei muista ikddnsd”, eli mikali todenndkdisyys siirtyd tietysta tilasta
hetkelld 7 tiettyyn tilaan hetkelld n + 1 ei riipu indeksistd n. Tdm&dn muistiomi-
naisuuden lisdksi Markovin ketjulta tyypillisesti vaaditaan, ettd sen tilajoukko E
on korkeintaan numeroituva.

Koska markovisen prosessin kehityksessd ei ole riippuvuuksia prosessin
varhaisemmasta historiasta, ketjun dynamiikka méaaraytyy tdysin tilojen viélisista
siirtymitodenniikoisyyksisti P (X, 11 = j | X = i). Homogeenisen Markovin ketjun
tapauksessa nama siirtyméatodennékoisyydet ovat lisdksi samat kaikille 7, jolloin
todennékaisyytta siirtya tilasta i tilaan j voidaan merkitd lyhyesti p;; € [0, 1].

Homogeenisen Markovin ketjun siirtymdtodennédkoisyydet voidaan edelleen
koota yhteen ketjun siirtymimatriisiksi* P = {pij}ijce- Kun homogeenisen ketjun
siirtymétodenndkoisyydet sekd ketjun tila jollain hetkelld tunnetaan, ketjulle saa-
daan yksinkertainen siirtyméamatriisin virittdima “liikeyhtdl6”. Tassd vaiheessa
ketjun tilan késitettd voidaan katevasti laajentaa sisdltdimé&an tilanne, jossa tar-
kasteluhetkelld tiedetddn jonkin tilajoukon tilan i € E sijasta vain jokin ketjun
mahdollisia tiloja kuvaava todenndkoisyysjakauma. Taméan voi mieltdd siten, ettd
tarkastelun kohteena on suuri joukko — statistisen fysiikan kielelld ensemble — riip-
pumattomia ketjuja, joiden tilat jollain hetkelld noudattavat annettua jakaumaa.
Kun ketjun tilojen todenndkoisyysjakauma hetkelld 7 esitetddn jakaumavektorina
0y, jonka komponentit ovat 0y, (i) := P(X,, = i), ketjun tilojen jakauman aikakehi-
tys voidaan esittdd yksinkertaisesti muodossa

oh.q =0pP. (2.1)

Iteroimalla tita relaatiota m kertaa saadaan o\, ,, = ol P™. Matriisin P alkio (i, j)
antaa siis todenndkoisyyden siirtya tilasta i tilaan j tdsmélleen m:114 askeleella,
eli todennikoisyyden P (X, 4m = j| Xn = i). Merkitddn titd useamman askeleen
siirtymétodennékoisyyttd lyhyesti p;j(m). Erityisesti yhtdlod (2.1) iteroimalla
saadaan o, = ¢} P", eli kun alkutilan jakauma 0y ja P tiedetddn, homogeenisen
ketjun tilojen todenndkoisyysjakauma kaikkina ajanhetkind on tdysin maaratty.
Keskeinen kisite liittyen HMK:n aikakehitykseen on stationaarinen jakauma,
eli todenndkoisyysjakauma, joka sdilyy muuttumattomana siirtymamatriisin ka-
sittelyssd. Stationaariseen jakaumaan paddyttydan ketju on siis tilojen todenna-
koisyysjakauman mielessd erddnlaisessa tasapainossa, jossa se pysyy ikuisesti.

Kyseessd on siis jakauma 7 jolle pétee

nt =P eli n(i)=) n(j)p; kaikillei € E. (2.2)
jEE

1 Andrei Andrejevits Markov (1856-1922), venédldinen matemaatikko.
2Tarkalleen ottaen siirtyméamatriisi ei valttimatta ole matriisi tavanomaisessa mieless4, silla E
voi olla numeroituvasti dareton.



Téata stationaarisen jakauman maarittelevad yhtaloa kutsutaan myos globaaliksi
tasapainoyhtildksi. Koska 7t on todenndkoisyysjakauma, siltd vaaditaan lisdksi
n(i) € [0,1] kaikille i € E sekd normitusehto } ;g (i) = 1.

Homogeenisen Markovin ketjun aikakehityksen osalta tiarkedd on myos se,
kuinka vapaasti ketju voi tilajoukossaan vaeltaa. Voi esimerkiksi olla, ettd paatyes-
sddn tilaan i ketju pysyy tédssa tilassa ikuisesti, tai korkeintaan vaihtelee tilan i ja
tilan j vélilld. Taméankaltainen ketjun “jumiutuminen” tiettyyn tilajoukon osajouk-
koon voi tehdd ketjun aikakehityksestd varsin monimutkaista, joten on syytd
hahmottaa ketjun mahdollisia siirtymid hieman laajemmin. Mikéli p;;(n) > 0
jollain 7, eli mikali ketju voi jollain positiivisella todenndkdisyydelld paatya tilasta
i tilaan j, sanotaan tilan j olevan saavutettavissa tilasta i. Mikéli tdméa yhteys on
kaksisuuntainen, sanotaan tilojen 7 ja j olevan yhteydessi toisiinsa. Osoittautuu,
ettd tdma relaatio on ekvivalenssirelaatio, eli relaation avulla ketjun tilajoukko
voidaan osittaa yksikdsitteisesti yhteysluokiksi eli pistevieraiksi osajoukoiksi, joi-
den kaikki tilat ovat yhteydessa toisiinsa. Yhteysrelaatiolla osittelusta seuraa
myo0s se, ettd mikéli ketju poistuu jostain yhteysluokasta, se ei voi koskaan pa-
lata sinne takaisin. T&lloin ketjun siirtyessd pois yhteysluokasta sen tilajoukko
ikddn kuin efektiivisesti redusoituu pienemmadksi joukoksi. Mikéli tdllaista re-
dusoitumista ei voi tapahtua, eli mikali ketjun koko tilajoukko on itsessdan yksi
yhteysluokka, ketjun sanotaan olevan redusoitumaton. Talloin siis ketjun timé&nhet-
kisestd tilasta riippumatta ketju voi tulevaisuudessa paétyé jollain positiivisella
todenndkoisyydelld mihin tahansa ketjun tilajoukon tilaan.

Usein sovellusten kannalta kiintoisaa ei ole niinkdan sellainen kehitys, jossa
prosessi siirtyy jatkuvasti uusiin tiloihin. Ensinndkin, monissa sovelluksissa pro-
sessin tilajoukko on &darellinen, jolloin prosessi joutuu védistimaéttda ennen pitkaa
palaamaan sellaiseen tilaan, jossa se on jo ollut. Toiseksi, vaikka jonkin prosessin
matemaattisessa mallissa tilajoukko olisikin ddreton (kuten yleensd satunnais-
kéavelijoiden tapauksessa), ddrettomyyksiin karkaavat prosessit vastaavat usein
epdvakaita, ei-toivottuja ilmigitd. Prosessin hallinnan kannalta on siis suotavaa,
ettd prosessi palaa lopulta takaisin tyostimédan samaa tilajoukon aluetta. On siis
oleellista tietdd, milld todennékoisyydelld ja etenkin milld aikaskaalalla téllainen
palautuminen tapahtuu.

Keskeinen satunnaismuuttuja tilojen toistumiseen liittyen on tilaa vastaava
paluuaika, joka tarkoittaa nimensa mukaisesti sitd aikaa, jossa tilasta i aloittava
ketju palaa ensimmadisté kertaa takaisin ldhtotilaan i. Muodollisesti kyseessad on
siis satunnaismuuttuja

T;:=min{n > 1| X, =ikun Xy =i}, (2.3)

missd sovitaan, ettd T; = co jos X,, # i kaikille n > 1.

Tilan paluuaikaa voi rajoittaa ketjun siirtymien syklinen rakenne. Voi nimittdin
olla, ettd tietty tila voi toistua vain tietyn mittaisissa jaksoissa. Tilan i jakso d;
madritelldadan

d; = syt{n >1 | pii(n) > 0}, (2.4)



misséd sovitaan, ettd d; = oo jos p;;(n) = 0 kaikille n > 1. Jos d; = 1, sanotaan
tilan i olevan jaksoton. Voidaan osoittaa, ettd saman yhteysluokan tiloilla on
aina sama jakso [5, s. 74]. Ndin ollen voidaan puhua my06s yhteysluokan tai
redusoitumattoman ketjun jaksosta tai jaksottomuudesta.

Paluuaikansa jakauman perusteella tilat voidaan luokitella toistuviin ja poistu-
viin tiloihin sen mukaan, palaako ketju melkein varmasti lopulta tilaan takaisin
vai ei. Tilan i sanotaan olevan toistuva, mikéli IP(T; < co0) = 1, eli mikali tilasta i
aloittava ketju palaa melkein varmasti kyseiseen tilaan jonain tulevana hetkena.
Mikali tila ei ole toistuva, eli mikili positiivisella todenndkoisyydelld ketju ei
koskaan palaa tilaan i, sanotaan tilan olevan poistuva. Toistuvat tilat voidaan
edelleen paluuajan odotusarvon perusteella jaotella siten, ettd toistuva tila on po-
sitiivisesti toistuva mikdli [E(T;) < oo, ja muussa tapauksessa nollatoistuva. Voidaan
osoittaa [5, s. 100], ettd jakson tavoin myos palautuvuus on yhteysluokan tilojen
yhteinen ominaisuus, eli redusoitumattoman ketjun tapauksessa voidaan puhua
palaavasta tai positiivisesti palaavasta ketjusta. Intuitiivisesti on selvéd, ettd jos
ketjun tiloja on vain dérellinen méaéréd, on redusoitumattoman ketjun ennen pit-
kaa pakko palata takaisin tiloihin, joissa se on jo vieraillut. Voidaankin helposti
osoittaa, ettd redusoitumaton HMK 4érellisessa tilajoukossa on aina positiivisesti
palaava [5, s. 105].

Redusoitumattoman ketjun tapauksessa palaavuus voidaan osoittaa myos hel-
pommin seuraavan tuloksen [5, s. 104][2, s. 208] avulla mdarittamattd yhdenkaan
tilan paluuaikaa.

Lause 1 (Stationaarinen jakauma ja palaavuus). Redusoitumaton HMK on positiivi-
sesti palaava jos ja vain jos silld on stationaarinen jakauma. Edelleen, mikili stationaarinen
jakauma on olemassa, se on yksikisitteinen.

Mythemmissd kappaleissa tilan paluuaika ilmaantuu esiin satunnaiskéavelijan
kuplakokojakauman muodossa, ja seuraava tulos [5, s. 104][2, s. 210] helpottaa
suuresti paluuajan odotusarvon laskemista.

Lause 2 (Stationaarisen jakauman paluuaikaesitys). Olkoon 7t redusoitumattoman,
positiivisesti palaavan HMK:n stationaarinen jakauma. Tilloin B(T;) = (i)~



2.2 Generoivat funktiot

Hyvin monenlaisissa todenndkdisyyslaskennan ja kombinatoriikan ongelmissa
hyodyllinen generoivien funktioiden menetelmd saa alkunsa — hieman yllat-
tden — kompleksianalyysistd. Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka arvot ovat
ei-negatiivisia kokonaislukuja, ja olkoon p, = P(X = n). Talloin, koska aina
0 < pn <1, kompleksista potenssisarjaa )" pnz" voidaan arvioida ylh&alta
geometrisella sarjalla ), z", joka suppenee lokaalisti tasaisesti kompleksitason
origokeskisessd yksikkokiekossa D(0,1) = {z € C | |z| < 1}. N&in ollen myos
sarja ), pPnz" suppenee lokaalisti tasaisesti ja madrittelee siten analyyttisen
funktion

G:D(0,1) - C, G(z) =E(X) = Y. paz",
n=0

eli jakauman (p,,) generoivan funktion, ja erityisesti timd G:n potenssisarjaesitys on
yksikisitteinen. Monissa tilanteissa annetuista oletuksista on helpompi maarittada G
kuin laskea suoraan koko jakauma (p,). Potenssisarjaesityksen yksikasitteisyyden
nojalla jakauma (p,) voidaan tdmén jalkeen tdysin madrata yksinkertaisesti kehit-
tamalld G potenssisarjaksi. Edelleen, generoivasta funktiosta voidaan maarittaa
my6s X:n odotusarvo, silld

(ee]

o0 (o)
G'(z) = 2 %(pnz”) = Z npuz"1 =l Z np, = E(X),
n=0 n=1 n=1

missd rajankdynti perustuu Abelin lauseeseen [5, s. 419] ja tietoon, ettd sarja suppe-
nee pisteessd z = 1, silld Y, p» = 1. Vastaavasti G:n korkeammista derivaatoista
saadaan X:n korkeammat momentit ja siten esimerkiksi sen varianssi. Generoiva
funktio on siis erddnlainen tiivistetty esitys, joka sisdltdd kaiken tiedon taustalla
olevasta todenndkoisyysjakaumasta.

Generoivia funktioita voidaan myo6s kdyttda yleisten lukujonojen yhteydes-
sd. Kun (a,) on lukujono, sen generoivaksi funktioksi kutsutaan potenssisarjaa
Yoo anz". Yleisessd tapauksessa kannattaa kuitenkin huomata, ettd edelld maa-
ritelty sarja on vain muodollinen potenssisarja, eli se ei vélttamattd suppene
kuin pisteessd z = 0. Kun lukujono (a,) ei kasva liian rajusti, tima potenssisarja
kuitenkin suppenee lokaalisti tasaisesti jossain kompleksitason origokeskisessa
kiekossa D(0, r), missé potenssisarjan suppenemissiide on

r = liminf |un|_%.
n—oo

Kun r > 0, potenssisarja méarittelee kompleksitason kiekossa D(0, ) analyytti-
sen funktion G(z), jonka sarjaesityksen yksikasitteisyyttd voidaan jalleen kayttaa
alkuperdisen lukujonon (a,) yleisen termin ratkaisemiseen. Erityisesti kun luku-
jonosta (a,,) tunnetaan vain jokin rekursiorelaatio, on annetuista lahtokohdista
usein merkittavasti helpompaa ratkaista funktion G(z) lauseke ja tastd sarjaksi
kehittamalla a, kuin ratkaista lukujonon yleinen termi suoraan.






3 Tutkittavat mallit ja suureet

3.1 Rajapinnat

Yleisimmillaan fysikaalisessa jdrjestelmasséa esiintyva rajapinta voi olla ldhes mi-
ki tahansa (d — 1)-ulotteinen rakenne d-ulotteisessa avaruudessa. Tassé tyodssé
kuitenkin rajoitutaan yksiulotteisiin rajapintoihin, jotka siis syntyvéat kaksiu-
lotteisessa jdrjestelméssa olevien faasien viliin. Yksiulotteisuus yksinkertaistaa
rajapintojen teoreettista kisittelyd merkittavasti, mutta myos monet korkeampiu-
lotteisille malleille oleelliset ilmitt ndkyvat jo yhdessd ulottuvuudessa. Kuten
fysiikan tutkimuksessa yleensd, myos tdssd tyossd pyritddn ensisijaisesti tavoit-
tamaan oleellinen fysiikka mahdollisimman yksinkertaisen teoreettisen mallin
kautta. Toinen rajapintojen teoreettista tarkastelua helpottava rajoitus koskee
rajapintojen muotoa. Vaikka rajapinta eldisi vain kaksiulotteisessa avaruudessa
ja vaikka sopivilla oletuksilla estettdisiin suurimmat, puhtaasti matemaattiset
patologiat, voi rajapinnalla olla hyvin monimutkaista, onkaloista ja ulokkeista
koostuvaa sisdistd rakennetta. Taméan vuoksi rajapinnan muodolle tyypillisesti
asetetaan hyvinkin tiukkoja ehtoja — jdlleen kerran tavoitteena 16ytda oleellisin
fysiikka ja keskeisimmat ilmiot. Nama ehdot kumpuavat siitd fysikaalisesta perus-
ajatuksesta, ettd rajapinnat ovat usein mesoskooppisella tasolla “ldhes laakeita”,
silld erilaiset ulokkeet ja monimutkaiset sykkyrat ovat energeettisesti epdedullisia
ja siten fysikaalisesti vihemman oleellisia.

Yksiulotteisuuden jdlkeen ensimmadinen ja tarkein tdssd tydssd rajapinnoille
asetettava rajoitus on niin sanottu SOS-ehto [6] (solid-on-solid). SOS-ehto estda
rajapintaa muodostamasta ulokkeita ja taskuja vaatimalla, ettd rajapintaa voidaan
kuvata (yksiulotteisessa tapauksessa) yhden muuttujan funktion graafilla. Jos
rajapinta siis kulkee vaaka-akselin suuntaan, kussakin vaaka-akselin kohdassa
rajapinnalla on yksikésitteisesti méadratty korkeus. Koska ulokkeet ja taskut ovat
tyypillisesti energeettisesti epdedullisia, tdméa on yleensd varsin kohtuullinen
approksimaatio. Rajapintojen teoreettinen kisittely kuitenkin helpottuu todella
merkittavasti, kun rajapinnan hetkellistd muotoa voidaan kuvata yleisen kdyran
sijasta yhden muuttujan funktiolla.

Kun rajapinnalle on asetettu SOS-ehto ja rajapinnan tilaa siten kuvaa rajapin-
nan korkeus /(x, t) vaakasuuntaisen koordinaatin ja ajan funktiona, suoraviivaisin
tapa kuvata rajapinnan kdyttaytymista on rakentaa fysikaalisista lahtokohdista ka-
sin litkeyhtdlo funktiolle i. Koska fysikaalisissa tilanteissa rajapinnan kasvussa on
lokaalilla tasolla yleensd mukana voimakas satunnainen elementti, rajapintojen lii-
keyhtalot tyypillisesti sisdltavat satunnaista kohinaa kuvaavan termin, eli ne ovat
stokastisia differentiaaliyhtdloitd. Esimerkki téllaisesta rajapinnan lokaalia kasvua
hallitsevasta kaaoksesta on kiinted—kaasu -rajapinnalla tapahtuva kiintedn faasin
molekyylien evaporaatio hdyryyn sekd hoyrymolekyylien adsorptio kiintedn ai-
neen pinnalle. Vaikka molempia ndistd prosesseista voidaan suuressa skaalassa
kuvata yksinkertaisesti rajapinnan globaalilla kasvunopeudella, mikrotasolla ne
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kayttaytyvat varsin satunnaisesti. Kohinan lisdksi funktion / liikeyhtdloon voi-
daan lisétd esimerkiksi rajapinnan muotoa tasoittava “pintajannitystermi” o V2,
jolloin saadaan niin sanottu Edwardsin—-Wilkinsonin malli (EW) [7]. Toinen hy-
vin paljon tutkittu malli on niin sanottu KPZ-malli [8], joka lisdd EW-yhtaloon
epélineaarisen termin « (Vh)?, joka kuvaa siti, ettd rajapinnan kasvu tapahtuu
esimerkiksi edelld mainitulla kiintedn ja kaasumaisen aineen rajapinnalla nimeno-
maan pinnan lokaalin normaalin suunnassa. Laajemman johdatuksen rajapintojen
kasvuun ja erilaisten kasvumallien fysikaaliseen perustaan antavat esimerkik-
si Barabasi & Stanley [9] sekd Halpin-Healy & Zhang [10]. Mallien kuten KPZ
on todettu kuvaavan monenlaisia fysikaalisia rajapintailmiéitd, mutta yhtdloi-
den yksinkertaisuudesta huolimatta etenkin mallien stokastisuus tekee niiden
teoreettisesta kasittelystd varsin monimutkaista. Tédstd syystd yksiulotteistenkin
rajapintojen kasvuun liittyy vield lukuisia avoimia kysymyksia.

Globaalien liikeyhtdloiden lisdksi rajapintojen kasvua voidaan tarkastella myos
suoraan mikroskopiasta kasin. Esimerkiksi jo mainittua kiinted-kaasu -rajapintaa
voidaan kuvata diskreetilld hilalla, jonka kukin hilapiste on joko atomin miehit-
tama tai tyhjd. Eri faaseja kuvaavat tdssd tapauksessa hilan tiheddn ja harvaan
miehitetyt alueet. Aikakehitys téllaisten faasien viliselle rajapinnalle saadaan
siten, ettd rajapinnan kohdalla hilapisteet voivat kullakin aika-askeleella vaihtaa
miehitystd jonkin sédnnon mukaan. Esimerkiksi kiinted faasi voi kasvaa siten,
ettd uusi ainehiukkanen tarttuu miehitetyn alueen reunaan tietyilld, kyseisen
hilapisteen ldhinaapureista riippuvilla todennédkoisyyksilld. Nédin saadaan yksin-
kertaiset sddnnot, jotka kuvaavat rajapinnan kasvua mikroskooppisella tasolla.
Téllaiset mallit ovat hyvin otollisia kédyttokohteita etenkin tietokonesimulaatioille,
joilla mikroskooppista kasvua voidaan toistaa miljoonia aika-askeleita tietyistd
alkuehdoista ldhtien, ja siten voidaan ndhda mikroskooppisen kasvun aiheutta-
ma globaalin tason aikakehitys. Erés tietokonesimulaatioista ndhtdva ilmio on
erilaisten rajapintamallien universaalisuus, eli ettd hyvin erilaisista lahtokohdista
johdetut rajapintateoriat, kuten KPZ-yhtalo ja erilaiset mikroskooppiset mallit,
johtavat jopa kvantitatiivisella tasolla hyvin samanlaiseen suuren mittakaavan
kayttaytymiseen.

Hyvin rikasta globaalia kdyttaytymistd saadaan jo ylldttavan yksinkertaisten
mikroskooppisten mallien kautta. Eréds tdllainen varsin yksinkertainen malli on
RSOS (restricted solid-on-solid) [11], jossa SOS-ehdon liséksi rajapinnan lokaalia
jyrkkyyttd rajoitetaan vaatimalla, ettd vierekkdisten hilapisteiden vililld rajapin-
nan korkeusero on korkeintaan yhden hilayksikon verran. Rajapintaa tasoittava
“pintajannitys” siis ikddn kuin sisdllytetdan mikroskooppisen tason kasvulakiin
vaatimalla, ettd Ah € {—1,0,1}. Kun lyhyen mittakaavan konfiguraatioiden m&a-
rdd ndin rajoitetaan, ja kun mikroskooppiseen kasvuun liittyvien todennédkoisyyk-
sien katsotaan riippuvan vain kasvupisteen ldhinaapureista, riittdd RSOS-mallin
aikakehityksen parametrisoimiseen vain muutama riippumaton parametri. Konfi-
guraatioita voidaan edelleen rajoittaa tiukemmalla, niin sanotulla BCSOS-ehdolla
(body-centered solid-on-solid) [12], jossa rajapinnan vierekkdisten hilapisteiden valil-
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1a oleva korkeusero voi olla vain £1. RSOS- ja BCSOS-ehtoja seké niiden suhdetta
aikaisempaan SOS-ehtoon on esitelty kuvassa 1. Vaikka nyt ollaan tultu hyvin
pitkd matka yleisistd rajapinnoista, myos yksinkertaisimmalla BCSOS-mallilla on
monia mielenkiintoisia ja varsin epétriviaaleja ominaisuuksia, ja yksinkertaisim-
millakin malleilla voidaan tavoittaa hyvin monia fysikaalisia ilmiditd. Esimerkiksi
RSOS- ja BCSOS-mallien tiedetddn olevan KPZ-mallin universaalisuusluokassa
[13, 14], eli niiden kasvu toteuttaa samanlaiset suuren mittakaavan skaalausomi-
naisuudet. Tédssd heijastuu se kaiken fysikaalisen ajattelun taustalla oleva totuus,
ettd yksityiskohdat eivit laheskddn aina ole oleellisia, vaan vain tietyt yksinker-
taiset ldhtokohdat ja symmetriat sdilyttdmalld saadaan katettua suurin osa laajan
mittakaavan ilmidista.

WMM

(a) Diskreetti (b) SOS (c) RSOS (d) BCSOS

Kuva 1. Yksiulotteisten rajapintojen muotoja rajoittavia ehtoja. Rajapinnan rajoittami-
nen kulkemaan vain pitkin jonkin diskreetin nelidhilan pisteitd mahdollistaa silti hyvin
monimutkaisen rakenteen (a). Tyypillisesti oletetaan vdhintdan SOS-rajapintaehto (b),
eli ettd kussakin vaakasuuntaisen koordinaattiakselin pisteessd rajapinnan korkeus on
yksikésitteinen. Talloin rajapinnan hetkellistd muotoa voidaan kuvata jollain vaakasuun-
taisen koordinaatin funktiolla. RSOS-ehdolla (c) rajapintaa rajoitetaan edelleen siten, ettd
perdkkdisten vaakakoordinaatiston pisteiden vililld rajapinnan korkeusero on 0 tai +1.
BCSOS-ehdolla (d) tdima ero voi olla vain £1. Ehtojen tiukentuessa rajapintojen teoreetti-
nen késittely yksinkertaistuu merkittdavasti, mutta malli silti yleensd tavoittaa fysiikan
kannalta oleellisimmat ilmiot tutkittavasta tilanteesta.

3.2 Satunnaiskidvely rajapinnan kuvana

Mikaili edellisessd kappaleessa esiteltyjd rajapintamalleja halutaan tarkastella
vain paikan funktiona, eli halutaan esimerkiksi tutkia rajapintaa tietylld hetkel-
1a tai rajapinnan ajan suhteen stationaarista tilaa, on silti otettava huomioon
rajapinnan paikkakonfiguraation satunnaisuus. Erés tapa tuottaa ja tarkastella
tallaisia satunnaisia konfiguraatioita on satunnaiskivelyt. Satunnaiskéavelijoilla
on perinteisesti mallinnettu liikettd. Esimerkiksi hiukkasen diffuusiota yhdessa
ulottuvuudessa voidaan mallintaa satunnaiskévelylld, jossa kullakin ajanhetkelld
hiukkasen paikkaan lisdtddn satunnainen hyppaéys, joka noudattelee esimerkiksi
normaalijakaumaa. Samankaltaisilla malleilla voidaan mallintaa myo6s vaikkapa
eldinpopulaation koon heilahtelua tai porssikurssien vaihtelua. Kuitenkin jos
edelld mainittua yksiulotteista satunnaiskdvelyd seurataan tietty aika ja piirretddan
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hiukkasen paikka ajan funktiona, saadaan kayr4, joka voisi olla esimerkiksi jon-
kin SOS-tyyppisen rajapinnan hetkellinen muoto. Kun satunnaiskdvelyn saannot
on sopivasti valittu esimerkiksi toteuttamaan RSOS- tai BCSOS-tyyppiset muo-
toehdot, ja kun ldydetddn jonkinlainen yhteys satunnaiskdvelyn parametrien ja
vastaavan rajapintamallin parametrien vélille, voidaan satunnaiskéavelijoilla siis
tarkastella esimerkiksi rajapintojen tyypillisid paikkakonfiguraatioita, rajapinnan
spatiaalisia korrelaatioita tai ajan suhteen keskiarvoistettuja ominaisuuksia.

On ilmeistd, ettd valitsemalla satunnaiskdvelyn maaraavat saannot sopivasti
voi tuottaa kévelyitd, joiden poluista saadaan ldhes minka tahansa rajapinta-
mallin konfiguraatioita tai ajan suhteen stationaarisia tiloja. Mielenkiintoiseksi
rajapintojen tutkimisen satunnaiskavelyjen kautta tekee kuitenkin se, ettd mo-
nien rajapintamallien stationaarisia tiloja voidaan kuvata satunnaiskavelyilld,
jotka ovat varsin yksinkertaisia — esimerkiksi kappaleessa 2.1 esitellylld taval-
la markovisia. Yksinkertaisia satunnaiskéavelyjd, kuten edellisessa kappaleessa
esiteltyd riippumattomista askelista koostuvaa kavelyd, karakterisoi diffusiivi-
selle liikkeelle ominainen paikan nelidpoikkeaman skaalaus [E(x?) ~ t ajan t
funktiona. Tarkemmin sanottuna yksinkertaisen satunnaiskdvelyn luoma paikan
jakauma on gaussinen, eli edellisen lisdksi esimerkiksi parittomat momentit kuten
E(x%) ovat nollia, eli jakauma ei ole vino. Kun rajapintamallin stationaarinen
tila toteuttaa samanlaiset ehdot, on se tyypillisesti kuvattavissa yksinkertaisen
satunnaiskdvelyn avulla. Useimpien rajapintamallien stationaariset tilat sisalta-
vit saman diffusiivisen liikkeen skaalauksen, nyt muodossa [E(h?) ~ L, missa L
on rajapinnan lineaarinen koko. Lisédksi esimerkiksi KPZ- ja BCSOS-mallin sekéa
suuressa osassa parametriavaruuttaan myos RSOS-mallin stationaariset tilat ovat
ei-vinoja [14], ja siten erityisesti niitd voidaan kuvata yksinkertaisilla satunnais-
kéavelyilla. Lisdksi vaikka rajapintamallin stationaarinen tila ei olisi tarkalleen
ottaen kuvattavissa yksinkertaisella satunnaiskévelylld, voi kuvaus kuitenkin olla
varsin hyvd approksimaatio esimerkiksi suuressa skaalassa. Satunnaiskéavelija-
kuvauksen kautta rajapintojen késittely sekéd teoreettisesti ettd numeerisesti on
monin tavoin yksinkertaisempaa. Aikariippuvuuden kadotessa monien eksak-
tien tulosten johtaminen on merkittavasti helpompaa, ja esimerkiksi skaalaus
E(h?) ~ L seuraa varsin triviaalisti satunnaiskavelijakuvauksen kautta. Myos
tietokonesimulaatiot yksinkertaistuvat selvésti, silld kokonaisen rajapinnan ja sen
aikakehityksen sijasta riittdd usein késitelld vain satunnaiskévelijan senhetkista
paikkaa.

Tdssd tutkielmassa rajapintojen satunnaiskévelijakuvaus viedddn askelta pi-
demmalle ottamalla koko tarkastelun lihtokohdaksi sopiva satunnaiskavely, ja
tarkastelemalla sen kautta rajapintamalleille keskeisid suureita, kuten spatiaalisia
korrelaatioita ja rajapinnan leveyttd. Aikakehityksen puutteen suoman yksin-
kertaisuuden turvin pédéstdadn nédin tarkastelemaan etenkin haastavaa, vuorovai-
kuttavien rajapintojen tapausta. Vaikka jatkossa rajapintojen tarkastelu tehdaan
yksinomaan satunnaiskévelyjen kautta, on syytd muistaa, ettd kyseessd on ai-
kakehityksen kannalta erddnlainen ensimmdinen approksimaatio, jonka avulla
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padstddn kurkistamaan alueelle, jonne yksityiskohtaisempi tarkastelu ei ylld. En-
nen monimutkaisempia tapauksia palataan kuitenkin hetkeksi taaksepain BCSOS-
ja RSOS-mallien pariin, silld jatkossa etenkin BCSOS-tyyppinen kévely toimii
pohjana monimutkaisempien mallien rakentamisessa.

3.3 BCSOS- ja RSOS-ehtoja vastaavat satunnaiskavelijat

Kappaleessa 3.1 esitellyt BCSOS- ja RSOS-mallit edustavat ehka alkeellisimpia
fysikaalisesti mielekkditd rajapintamalleja. Yksinkertaisuudestaan huolimatta
BCSOS- ja RSOS-mallien kaltaiset mikroskooppiset rajapintamallit kuitenkin pit-
kddan muodostivat sen teoreettisen koeympadriston, jossa rajapintafysiikan teorioita
kehiteltiin. Yksinkertaisten mikroskooppisten mallien roolia rajapintailmitiden
tutkimuksessa onkin verrattu Ising-mallin asemaan kriittisten ilmididen paris-
sa [14].

Vaikka BCSOS- ja RSOS-mallit ovat jo sellaisenaan varsin yksinkertaisia, niiden
satunnaiskévelijavastineet ovat vieldkin yksinkertaisempia. Molemmat rajapinnat
elavat diskreetissd nelidhilassa, eli vastaavat satunnaiskavelijdat ottavat askelia
diskreetteind, tasavalisind ajanhetkind. Myos satunnaiskédvelijoiden askeleet ovat
diskreettejd, ja niitd rajoittavat BCSOS- ja RSOS-ehdot, eli BCSOS-kévelija voi
kullakin hetkelld ottaa askeleen vain alas tai ylos, ja RSOS-kévelijd voi edellisten
lisdksi pysya paikallaan. Lisdksi askeleet oletetaan toisistaan riippumattomik-
si, silld myos rajapintamalleissa mikroskooppisen kasvun tietyssa hilapisteessa
oletettiin riippuvan vain rajapinnan suhteellisesta korkeudesta vierekkéisissa
hilapisteissa.

Markovin ketjuna kuvattuna kumpikin kéavelijd on diskreetin ajan HMK tilajou-
kossa Z. BCSOS-ketjun siirtymédmatriisin mahdollisesti nollasta eroavat elementit
ovat p;;_1ja p;i+1, joista toinen riittdd parametrisoimaan kavelijan siirtyméamat-
riisin tdysin. Merkitddn p := p;;_1, jolloin p; ;11 = 1 — p, ja siten koko kavelya
parametrisoi vain yksi parametri p € [0,1]. Kun p = 1/2, ylos- ja alas-askeleet ovat
yhtd todennidkoisid, eli BCSOS-kévelija ei systemaattisesti ajaudu kumpaankaan
suuntaan. RSOS-ketjun siirtymé&matriisissa my0s termit muotoa p;; voivat olla
nollasta eroavia, ja siten kdvelyn parametrisointiin vaaditaan kaksi riippumatonta
parametria py = p;iy1ja py = pii-1.

Kun BCSOS- tai RSOS-kavelijan paikkaa hetkelld n kuvaa satunnaismuuttu-
ja X, merkitsemalld kavelijan hetkelld n ottamaa askelta satunnaismuuttujalla
An = X411 — Xy, saatu askelprosessi {A,} on tdysin muistiton, silld eri hetkilld
otetut askeleet oletettiin toisistaan riippumattomiksi. Koska muistiton prosessi
on vield merkittavisti Markovin ketjuakin yksinkertaisempi tapaus, askelproses-
sia kdyttden monet BCSOS- ja RSOS-kévelijoihin liittyvat ongelmat helpottuvat
selvasti.

Jos BCSOS-ketjun tapauksessa 0 < p < 1 tai RSOS-ketjun tapauksessa
pr,py # 0, ketjut ovat selvésti redusoitumattomia, silld siirtymaét vierekkais-
ten tilojen vélilld ovat aina mahdollisia molempiin suuntiin. BCSOS-ketju on
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lisdksi jaksollinen jaksolla 2, silld ketjun tila X, vuorottelee joka askeleella pa-
rillisten ja parittomien lukujen valilld, eli esimerkiksi jos Xy = 0, X;; on aina
parillinen parillisilla 7 ja pariton parittomilla n. Palaavuuden osalta on intuitii-
visesti selvdd, ettd mikéli kumpikaan kévelija kokee systemaattista ajautumista
jompaan kumpaan suuntaan (eli mikéli p # 1/2 tai p; # p,), ketjut eivét voi olla
palaavia. Edelleen voidaan osoittaa (BCSOS-kéveljjdlle [5, s. 88]), ettd jos ketjut
ovat palaavia, ovat ne nollapalaavia, eli paluuajan odotusarvo karkaa ddrettomiin.

3.4 Rajoitettu BCSOS-kavelija

Yksinkertaisiin RSOS- ja BCSOS-kévelijoihin liittyvdt ongelmat ovat kaikin ta-
voin triviaaleja, eikd satunnaiskdvelykuvauksen kautta voida néisséd tapauksissa
loytdd mitdan uutta ja mielenkiintoista. Satunnaiskéavelijoiden kautta rajapinto-
jen kayttaytymistd voidaan kuitenkin tutkia tilanteissa, joissa monimutkaisempi
tarkastelu ei onnistu. Monia mielenkiintoisia avoimia kysymyksia liittyy esi-
merkiksi tilanteisiin, joissa on useita keskenddn vuorovaikuttavia rajapintoja tai
rajapintoihin vaikuttavia ulkoisia voimia. Voidaan esimerkiksi kysyd, kuinka KPZ-
tyyppinen rajapinta kdyttdytyy tilanteessa, jossa rajapinnan ohella jarjestelmassa
on kova, ldpdiseméaton seind, ja rajapintaa ajetaan seindd kohti. KPZ-yht&losta
lahtien tdmé& ongelma on varsin epétriviaali ja tiettdvasti ratkaisematon, mutta
samaa fysikaalista ongelmaa voidaan ldhestyd helpompaa reittid pitkin satun-
naiskédvelijdiden kautta. BCSOS-mallin tiedetddn olevan KPZ-yhtdlon universaa-
lisuusluokassa, eli mallit ovat tietylld tavalla keskenddn samankaltaisia. Tasta
lahtokohdasta onkin luontevaa kysyéd, kuinka BCSOS-tyyppinen satunnaiskavelija
kayttdaytyy heijastavan seindn vieressd, ja voidaanko tdtd kautta luoda silméays
seindlld rajoitetun rajapinnan ilmiémaailmaan.

Heijastava seind BCSOS-kavelijan tielle saadaan muuttamalla esimerkiksi
tilan 0 siirtyméatodenndkoisyyksid siten, ettd kavelijd siirtyy aina tilasta 0 askeleen
ylospdin. Nyt kun kéavelijan 1dhtopaikka asetetaan jonnekin nollatason yldpuolelle,
kéavelija efektiivisesti ndkee nollatasolla nollakantaman repulsion, joka tyontaa
sitd ylospdin. Kutsutaan tdllda muutoksella BCSOS-kivelijastd saatua kavelijaa
rajoitetuksi BCSOS-kiivelijiksi. Vaikka muutos aikaisempaan ndhden vaikuttaa
varsin pieneltd, seindn lisddminen mutkistaa kévelijan tarkastelua merkittavasti.
Esimerkiksi vaikka kéavelijan paikka on satunnaisprosessina edelleen markovinen,
seindn vaikutuksesta sen askelprosessilla on ddrettoméan pitkd muisti, kuten
my6hemmin ndhdaan.

Rajoitetun kévelijan tapauksessa mielenkiintoinen parametrialue on p €]1/2,1],
eli tapaus, jossa kdvelijdd ajetaan seindd kohti. Muussa tapauksessa kavelijd ajau-
tuu seindn ulottumattomiin, ja siten kauan kuljettuaan vastaa kaikin tavoin taval-
lista, vapaata kavelijad. Kun p > 1/2, kévelijan ajautuminen seinda kohti ja seindn
sithen kohdistama repulsio pitdvat kéavelijan seindn lahettyvilld. Erityisesti kéavelija
on talloin positiivisesti palaava, minka osoittaminen onnistuu kéitevésti lauseen 1
avulla ndyttamalld, ettd kavelijdlla on stationaarinen jakauma. Samalla saatua
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stationaarista jakaumaa voidaan myos kédyttdd lauseen 2 kanssa paluuaikojen
odotusarvojen maarittamiseen.

Globaalista tasapainoyhtilostd (2.2) saadaan rajoitetun BCSOS-kévelijan sta-
tionaariselle jakaumalle 77 yhtdlot

n(i+1)+(1—p)r(i—1) kaikillei > 2.

Yhtiloistd ndhdaan helposti, ettd triviaalitapauksessa p = 0 normitusehdon to-
teuttavaa stationaarista jakaumaa ei ole. Tama on ilmeistd, silld tdssd tapauksessa
kédvelija etenee suoraviivaisesti seindstd poispdin ddrettomyyksiin. Vastaavasti
toisessa triviaalitapauksessa p = 1 kévelijd vuorottelee tilojen 0 ja 1 vililla, ja
edellisten yhtédloiden nojalla stationaariselle jakaumalle tdssd tapauksessa pétee
7(0) =1/2 = 71(1). Kun p > 0, globaalista tasapainoyhtilostd saadaan 2. kertalu-
vun rekursioyhtild, joka alkuehtoineen on

(1) = ;7(0)
m(2) = SL7(0)
(i+1) = 3n(i) + Lrn(i—1) kaikille i > 2, 3.1)

missd 77(0) ratkeaa normituksesta. Kun i > 2, kirjoitetaan 7(i) teleskooppisum-
mana ja kédytetddn edellistd rekursioyhtdlod sarjan termeihin. Nédin saadaan

ﬂ(i)=7T(1)+i[7f(])—ﬂ(]—1)]( +PZ G+1)=7n(-1)]

j=2
= (1) + p(r(i +1) + 7(i) — (1) — 7T(2)) = pr(i+1) +pn(i),

elin(i+1)= Tpn (i) kun i > 2. Iteroimalla t4t4 yhtdlo4 ja sijoittamalla alkueh-
dot 7t(1):1le ja 7(2):

(i) = ff—(’; (1_7”> kuni > 1.

lle saadaan

Jakauma tdytyy kuitenkin vield normittaa. Normitusehdosta saadaan

1 zgn(i) = 7(0) (1+%g(1—7p>i>,

joten jotta jakauma normittuisi, edelld olevan geometrisen sarjan on supettava,
eli on oltava p > 1/2. Néin ollen stationaarinen jakauma on olemassa vain kun
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p > 1/2, ja siten vain tdlloin kédvelijd on positiivisesti palaava. Kun p > 1/2,
normituksesta saadaan

1 2
0 p

1. — .
p 1_1—717 7(0) 2p—1'

1=n(0) |1+

eli 7(0) =1— %. Kun p > 1/2, rajoitetulla BCSOS-kévelijdlld on siis stationaari-
nen jakauma

1——, kuni=0

2p—1(1-p\'! .
> 1.
sz < ; ) , kuni>1

n(i) = (3.2)

Erityisesti stationaarisesta jakaumasta voidaan johtaa helposti kavelijan keski-
madrdinen paluuaika nollatilaan, eli keskiméddrdinen aika seinddn tormaamisten
vélilld. Taméa on lauseen 2 nojalla

E(Ty) = (0) " = zpzf . (33)

3.5 TwinBCSOS-malli

Luonnollinen seuraava askel edellisen kappaleen rajapinnan ja seindn mallista on
padstdd myos seind liikkkumaan, eli tarkastella kahden risteiméattomén rajapinnan
ongelmaa. My0s timdn ongelman késittely esimerkiksi KPZ-yhtélostéd kédsin on
ddrimmadisen vaikeaa, silld risteiméttomyysehto kytkee rajapinnat toisiinsa varsin
monimutkaisella tavalla. Timéankaltainen tilanne on kuitenkin fysikaalisesti varsin
mielenkiintoinen, silld faasien rajat esiintyvdt monissa tilanteissa vain tietyssa
jarjestyksessd. Esimerkki téllaisesta oleellisesti kaksiulotteisesta jarjestelmasta
on paperi, joka sytytetddn alareunastaan palamaan. Eri faasit tdssd tapauksessa
ovat palamaton paperi, palava paperi sekd jo palanut paperi, ja faasit esiintyvit
ylhaalta lukien aina tadssa jarjestyksessd, eli faasirajat eivat voi ohittaa toisiaan.
Myos tdssd tapauksessa ongelmaa ldhestytddn satunnaiskavelijoiden kautta
kuvaamalla rajapintoja BCSOS-tyyppisilld satunnaiskévelijoillda {X,} ja {Yu},
joista {Y,} kuvatkoon “ylempad” kavelijad. Jotta kavelijat pysyisivat toistensa
vaikutuspiirissd, kdvelijdt asetetaan ajautumaan toisiaan kohti. Yksinkertaisuuden
vuoksi tdmé ajo lisdksi asetetaan symmetriseksi, eli koko jdrjestelmadd kuvaa
edelleen vain yksi parametri p € [0, 1], joka on se todennékoisyys, jolla kavelija
ottaa askeleen kumppaniaan kohti. Kévelijoiden keskindisen samanarvoisuuden
vuoksi kutsutaan tatd mallia jatkossa nimelld TwinBCSOS-malli.
TwinBCSOS-mallin kavelijat kdyttaytyvat tavallisten BCSOS-kavelijoiden ta-
paan ollessaan kaukana toisistaan, mutta kévelijoiden kohdatessa niiden valilla
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vaikuttaa ehdoton ohituskielto. Tamén kiellon seurauksena kévelijdiden kayt-
taytyminen muuttuu hyvin oleellisella tavalla, silld esimerkiksi vaikka koko jar-
jestelméa kuvaava prosessi {Z, }, missd Z, = (Xy, Y»), on edelleen markovinen,
yksittdisid kavelijoitd kuvaavat prosessit saavat ohituskiellon luoman kytkennan
vuoksi ddrettoman pitkdn muistin. Samoin kdy myos kévelijoiden askelprosesseil-
le, jotka ilman ohituskieltoa olivat tdysin muistittomia.

Kévelijoiden vélinen ohituskielto voidaan toteuttaa useammalla eri tavalla,
joista tdssd esitelldan kaksi yksinkertaisinta. Jossain mielessd luonnollisin tapa
kieltdaa kavelijoita ohittamasta toisiaan on yksinkertaisesti lisdtd siirtymétoden-
nakoisyyksiin ohituksen kieltava ehto X, < Y),41. Kutsutaan tdménkaltaisella
ehdolla jdrjestettyd ohituskieltoa jatkossa fermioniseksi ohituskielloksi, viitaten
ilmeiseen fysikaaliseen analogiaan. Fermionisessa tapauksessa kavelijoiden ol-
lessa vierekkdin siirtymdtodennédkoisyydet muuttuvat siten, ettd askeleen, jossa
kévelijat kulkevat toisiaan kohti, todenndkdisyys on nolla. Télloin myds muiden
askelten todenndkoisyydet muuttuvat siten, ettd suurilla p fermioniset kavelijat
jatkavat kohtaamistilanteesta mieluiten samaan suuntaan.

Toinen tapa toteuttaa ohituskielto on vaihtaa kévelijdiden identiteetti mikéli ne
ohittavat toisensa, eli pitdad { X, } ja {Y,} vapaina kévelijoind, mutta tarkastella k-
velijoind prosesseja { X, } ja {Y;}, missd X], = min{X,, Y, } ja Y;, = max{X,, Yy }.
Kutsutaan ndin jdrjestettyd ohituskieltoa puolestaan bosoniseksi ohituskielloksi.
Toinen tapa mieltdd bosoninen ohituskielto on, ettd tormétessddn toisiinsa kaveli-
jat “kimpoavat” takaisin tulosuuntaansa. Fermioninen ja bosoninen ohituskielto
johtavat erilaisiin siirtymédtodenndkoisyyksiin kavelijoiden ollessa vierekkéin, ja
my6hemmin osoittautuu, ettd tilld eroavaisuudella on varsin kauaskantoisia seu-
rauksia. Esimerkiksi suurilla p bosoniset kavelijdt tormaavit ja kimpoavat takaisin
lahes joka askeleella, jolloin kévelijdt pysyvat pitkédlld aikavililld lahes paikoillaan.

Ristedamattomiin satunnaiskévelijoihin tormdd myos monenlaisissa muissa
sovelluksissa, ja ongelma on itsessddn varsin vanha ja paljon tutkittu [15, 16].
Rajapintoja suoraviivaisempana fysikaalisena sovelluksena risteimattomille sa-
tunnaiskévelyille on ohituksiin kykenemattomien hiukkasten diffuusio (single-file
diffusion), joka on edelleen aktiivisen tutkimuksen kohteena [17-19]. Koska ka-
velijoille asetettu risteiméattomyysehto vastaa monin tavoin fermionien Paulin
kieltosddntod, joitain eksakteja tuloksia ristedaméttomien kdvelijoiden malleille on
myos laskettu suoraan monen hiukkasen kvanttimekaniikan avulla [20]. Ristea-
maéttomille poluille on my6s olemassa puhtaasti kombinatorisia tuloksia, joista
puhutaan tarkemmin kappaleessa 5.1. Nditd tuloksia, kuten myoskdan muita
ristedmattomille kdvelyille muissa tutkimuksissa saatuja tuloksia, ei kuitenkaan
voida suoraan soveltaa TwinBCSOS-malliin. Toisin kuin kombinatorisissa tar-
kasteluissa, TwinBCSOS-mallissa siirtymdtodennédkdisyydet muuttuvat polkujen
kohdatessa, ja siten ristediméattomien polkujen suora laskeminen ei auta mikéli
samalla ei voida laskea polkujen kohtaamisten lukumaééaraa. Lisaksi TwinBCSOS-
mallissa oleellisessa asemassa on kavelijoiden diffuusion biasointi siten, ettd
kévelijat ajautuvat toisiaan kohti. Useimmat aikaisemmat tutkimukset tarkastele-
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vat biasoimatonta tapausta, ja lisdksi usein yleisessd N:n hiukkasen tilanteessa,
missd N oletetaan suureksi.

TwinBCSOS-mallin kéavelijoiden yhteydessa ei ole mielekastd tarkastella pa-
laavuutta, silld vaikka kéavelijat pysyvat toistensa lahettyvilld, ne voivat yhdessa
vaeltaa kuinka kauas alkupaikoistaan tahansa. Kéavelijoiden vilisen etdisyyden
kohdalla palaavuus sen sijaan on mielekés kasite, ja kdvelijoiden viliselle etdisyy-
delle voidaan myos laskea stationaarinen jakauma. Erds BCSOS-ehdon mukaa-
naan tuoma huomionarvoinen seikka on, ettd TwinBCSOS-mallissa kévelijoiden
vélisen etdisyyden pariteetti sdilyy, eli jos alkutilassa Y, — X;, on parillinen, on
se sitd aina. Koska etdisyyden pariteetti sdilyy, ja koska ohituskiellon kannal-
ta tapaukset Y, — X;, = 0ja Y, — X;; = 1 ovat siirtymédtodennékoisyyksiltaan
samat, voidaan molemman pariteetin tapaukset kasitelld samanaikaisesti tarkas-
telemalla suuretta D, = L% (Yy — Xy)|. Tama suure kayttaytyy nyt ikdan kuin
rajoitettu RSOS-kavelijé, jonka stationaarista jakaumaa tarkastelemalla voidaan
johtaa esimerkiksi lauseke keskimééardiselle ajalle TwinBCSOS-mallin kévelijoiden
kohtaamisten valilla.

Stationaarisen jakauman johtaminen suureelle D,, esimerkiksi fermionisessa
TwinBCSOS-mallissa kdy samoin kuin aiemmin tarkastellulle rajoitetulle BCSOS-
kavelijélle. Globaali tasapainoyhtdlo (2.2) antaa stationaariselle jakaumalle 77(7)
yhtalot

om0 = pP()
(= pP+ ) 71) = 2700 + (2
((1 — )2+ p2> (i) = (1—p)?r(i—1)+ p*n(i+1) kaikille i > 2.

Namaé yhtdlot saadaan muutamalla vélivaiheella muotoon

(1) = abr(0)
7(2) = a?bm(0)
n(i)=(a+1)w(i—1)—an(i—2) kuni>3, (3.4)

missd a := p~2(1—p)?ja b := (1 — p?)~L. Kirjoittamalla taas 7t(i) teleskooppi-
summana kun i > 3, saadaan edellistd rekursioyhtdlod kayttamalla

n(i)=n(2)+2n(j)—7r(j—1) e 7r(2)+ai7rj—1—7rj—2=

j=3 j=3

josta
n(i) = a'27(2) = a'brr(0) kuni > 3.
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Aikaisempien tietojen perusteella timé yhtélo patee myos kun i = 1 tai i = 2. Nor-
mituksesta saadaan aikaisemman tavoin luonnollinen ehto p > 1/2 stationaarisen
jakauman olemassaololle, ja tdimén lisdksi ehto

ab \ ! 1—-p
N(O)—(1+1_a> =1- T

Lopullinen stationaarinen jakauma kévelijdiden etdisyydelle — tai tarkemmin
sanottuna suureelle D,, — fermionisessa TwinBCSOS-mallissa on siis

1_1—2]9 kuni=0
N 2p (3.5)
ﬂ(l)_ 2p—1 (1_p)2i kuni > 1 |
2p2(1—=p) \ p o

Lauseen 2 avulla tdstd saadaan jdlleen suoraan etdisyyden nollaanpaluuajan
odotusarvo eli keskiméddrdinen aika kavelijoiden kohtaamisten valilld. Lauseen 2
nojalla tdméa on

2p2

p-1)(1+p)

E(To) = 7(0) ! = (3.6)

3.6 Rajapintojen ja satunnaiskavelyn leveys

Rajapinnan leveys on keskeisimpid rajapintojen kasvuun liittyvid suureita. Rajapin-
nan keskiméddrdinen korkeus on tyypillisesti helppo ratkaista, ja sen aikakehitys
on yleensd suoraviivaista etenemistd. Rajapinnan korkeuden neliopoikkeama sen
sijaan on huomattavasti mielenkiintoisempi suure. Rajapinnan korkeuden neli6-
poikkeama kuvaa sitd, kuinka paljon rajapinnan paikka vaihtelee keskimddrdisen
asemansa ympdrilld, eli se kuvaa suuressa skaalassa rajapinnan leveyttd rajapin-
taa vastaan kohtisuorassa suunnassa. Lisdksi neliopoikkeama karakterisoi myos
rajapinnan karheutta, mikd puolestaan on usein kdytannon sovellusten tapauk-
sessa oleellinen esimerkiksi rajapinnan kemialliseen kdyttdytymiseen vaikuttava
tekija.

Rajapinnan korkeuden ollessa satunnaismuuttuja, luonnollinen mittari sen ne-
lipoikkeamalle on korkeuden varianssi. Rajapintamallien tapauksessa rajapinnan
korkeuden globaali varianssi on kuitenkin tyypillisesti ddreton tai yksinkertaisesti
maédrittelemdton, joten on tarpeen tarkastella neliopoikkeamaa tietyn kokoisessa
rajapinnan patkdssd. Satunnaiskédvelykuvassa tdma tarkoittaa sitd, ettd kavelijan
paikan varianssi lasketaan vain jostain L:n perdkkdisen ajanhetken otoksesta,
ja ndin saatu otosvarianssi keskiarvoistetaan kaikkien L:n mittaisten kavelijan
polkujen yli. Ndin siis tulee m&éritellyksi satunnaiskavelyn {X, } leveys

) 1 L-1 —
W= (1 X (% -%0)") (3.7)
L

n=0
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missa

o 1 L-1
X, = T Y. X
n=0

on kavelijan keskimddrdinen paikka samassa L:n mittaisessa otoksessa ja (-)r
kuvaa keskiarvoistusta kaikkien L:n mittaisten polkujen yli. On syytd huomata,
ettd ndin madriteltynd leveys on seka kéavelijan parametrien ettd otospituuden L
funktio.

3.7 Satunnaiskavelijoiden autokorrelaatiot

Leveyden maéritelmé (3.7) on sellaisenaan monimutkainen ja hankala lahtokohta
teoreettisille tarkasteluille. Kappaleessa 5.2 leveyden lauseke (3.7) puretaan osiin,
jolloin paljastuu, ettd satunnaiskdvelyn leveys voidaan elegantilla tavalla maarit-
taa kavelyn autokorrelaatioista. Korrelaatiot ovat leveyteen verrattuna huomatta-
vasti syvillisempi rajapintojen ominaisuus, ja niiden késittely on teoreettisesti
suoraviivaisempaa. Lisdksi osoittautuu, ettd korrelaatioiden kautta leveyden maa-
rittdimiseen saadaan aivan uusi tyokalu, silld korrelaatioita voidaan tavanomaisen
numeerisen Monte Carlo -simuloinnin lisdksi méaarittdd myos symbolisesti.

Jatkon kannalta keskeiseksi suureeksi osoittautuu tilldin kéavelijan eri ajanhet-
kina ottamien askelten A; ja A; valinen korrelaatiotermi IE(A;A;). Koska kévelijoita
tarkastellaan stationaarisessa tilassa, eli vasta kun kavelija on kaikin tavoin “unoh-
tanut” ldhtopaikkansa, esimerkiksi kavelijan paikka tietylld hetkelld tai tietylld
hetkelld otettu askel eivit tilastollisilta ominaisuuksiltaan eksplisiittisesti riipu
tarkasteluhetkestd. Erityisesti korrelaatiotermi IE(A;A;) on siten vain hetkien i ja j
vélisen aikaeron funktio, eli IE(A;Aj) = ¢(|j — i|). Funktiota ¢ kutsutaan jatkossa
korrelaatiofunktioksi tai yksinkertaisesti askelkorrelaattoriksi.
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4 Numeeriset menetelmat

4.1 Satunnaiskdvelyn Monte Carlo -simulointi

Luonnollinen tapa tutkia satunnaismuuttujien odotusarvoina maariteltyja suu-
reita kuten leveyttd tai askelkorrelaattoria on kédyttda Monte Carlo -simulointia.
Monte Carlo -menetelméssd (MC) deterministinen, kaikkien vaihtoehtojen lapi-
kdynti korvataan satunnaisella otannalla. Kun otanta tehdddn ottaen huomioon eri
tapausten erilaiset todennékoisyydet, odotusarvolle saadaan hyvé arvio kaikkien
vaihtoehtojen lukumaaraan ndhden varsin pienelld otannalla. Esimerkiksi otos-
pituudella L = 65536 leveyden laskeminen keskiarvoistamalla jokaisen erilaisen
polun yli vaatisi noin 10!%728 polun leveyksien laskemista, mika on laskennalli-
sesti mahdotonta. Kuitenkin jo noin 10° polun satunnainen otanta antaa erittdin
tarkan arvion leveydestd suurellakin otospituudella, kunhan satunnainen otanta
tehddédn ottaen huomioon polkujen erilaiset esiintymistodenndkoisyydet.

Tassd tyossa MC-simulointia kdytettiin rajoitetun BCSOS-kéavelijan sekd Twin-
BCSOS-mallin leveyden ja askelkorrelaattorin arvioimiseen. Molemmissa tapauk-
sissa satunnaiskévelijin polkua generoitiin arpomalla askel kerrallaan satunnais-
lukugeneraattorin avulla. Tehokkuussyistd koko polkua ei kummassakaan tapauk-
sessa tallennettu muistiin, vaan leveyttd laskiessa vain kévelijan hetkelliset paikat
ja paikkojen neliot summattiin muistiin otosvarianssin laskemiseksi. Askelkorre-
laattoria arvioitaessa edelliset askeleet sdilottiin rengaspuskuriin aina k askelta
menneisyyteen asti, ja jokaisen askeleen kohdalla laskettiin tulo A;A;; kaikil-
lej=0,1,...,k Naitd tuloja summaamalla ja lopuksi jakamalla otoksien maaralla
voitiin arvioida askelkorrelaattori ¢(d) kaikilled = 0, 1, .. ., k. Simulaatio-ohjelmat
kirjoitettiin C-kielelld kdyttden satunnaislukugeneraattorina GNU Scientific Library
-kirjaston nopeaa Mersenne Twister -toteutusta gs1_rng_mt19937. Kédsin optimoitu
C-kielinen toteutus mahdollisti suurten otospituuksien ja otosméérien kayttami-
sen ilman kohtuuttoman pitkid ajoaikoja.

Leveyden tapauksessa MC-simulointi osoittautui erittdin hyvéksi tavaksi saa-
da tarkkoja arvioita leveyden arvoista eri parametreilla ja otospituuksilla. Suurin
kaytetty otospituus oli L = 65536, jolla jatkumokédyttdytyminen oli jo selvéas-
ti ndhtdvissd, ja esimerkiksi erilaisten rajan L — oo skaalausominaisuuksien
madrddminen onnistui hyvélla tarkkuudella. Kullakin kévelijan parametrin ar-
volla leveys arvioitiin 27 ~ 131 - 10® riippumattoman polun otoksesta, miké
osoittautui hyvéksi kompromissiksi tulosten tarkkuuden ja ajoajan valilld. Askel-
korrelaattorin Monte Carlo -simulaatioiden kohdalla tapaukset, joissa askelten
véliset korrelaatiot ovat hyvin heikkoja, osoittautuivat ongelmallisiksi. Esimerkik-
si kun TwinBCSOS-mallin ajoparametri p on likimain 1/2 tai 1, kdvelijan askeleet
ovat ldhes riippumattomia, jolloin MC-simulaatiolla laskettaessa korrelaattorin
todellinen arvo hukkuu osittain MC-menetelmén epatarkkuudesta syntyvaan
kohinaan. Tdma esti esimerkiksi korrelaattorien eksaktien lausekkeiden etsimi-
sen tarkastelemalla perdkkdisten korrelaattorien osamaéddrid. MC-menetelmén
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kaytostd aiheutuva kohina pienenee otosten mdaradd kasvattaessa, mutta heikon
korrelaation rajan tutkiminen tarpeeksi tarkasti MC-simulaation keinoin olisi
kdaynyt kdytettdvissad olevan laskentatehon (2400 MHz AMD Opteron 880) rajoissa
liilan vaativaksi. Koska juuri heikon korrelaation rajan tapaukset ovat mielenkiin-
toisimpia, korrelaattorien laskemiseen kehitettiin myds toinen tapa symbolisen
laskennan avulla.

4.2 Korrelaattorien symbolinen laskenta

Koska askelkorrelaatiofunktioiden méaéarittaminen heikon korrelaation rajalla ei
Monte Carlo -menetelmailld onnistunut riittavan tarkasti, korrelaatioita tutkittiin
my0s laskemalla askelkorrelaatiofunktioita analyyttisesti. Tdméa onnistuu suoraan
kdymalla lapi kavelijan kaikki tietyn mittaiset polut, kunhan lasku ensin palau-
tetaan ddrelliseksi pienelld tempulla. Avainhuomiona tdssd on se, ettd askelten
vélisen korrelaation antava odotusarvo E(A;A; ;) voidaan ehdollistaa kavelijan
paikalla hetkelld i. Kun nédin tehdddn, korrelaattoritermin laskemiseksi kiintedl-
14 d riittaa kasitelld vain ddrellisen monta polkua, silld kun esimerkiksi rajoitettu
BCSOS-kévelija on hetkelld i tarpeeksi kaukana seindstd, ei se hetkeen i + 4
mennessa padse seindn ldhelle, ja siten kdyttaytyy kuten vapaa BCSOS-kévelija.
TwinBCSOS-mallissa korrelaatiotermi voidaan ehdollistaa kavelijoiden etdisyy-
delld hetkelld i, silld taas jos kavelijat ovat hetkelld i tarpeeksi kaukana toisistaan,
kdyttaytyvat ne hetkeen i + d asti kuten vapaat kavelijat.

Edelld kuvatulla menetelmélld esimerkiksi rajoitetun BCSOS-kédvelijan as-
kelkorrelaattorifunktion 6(d, p) lausekkeelle kiintedlld d saadaan muoto, jossa
riittdd lopulta tuntea vapaan kévelijan korrelaattori 6y(p), kévelijan paikan statio-
naarinen jakauma sekd ddrellinen mééra erilaisten polkujen todenndkoisyyksia.
Ehdollistamalla korrelaattoritermi kavelijan paikalla hetkelld i eli satunnaismuut-
tujalla X;

0(d, p) — 6o(p) = E(AiAiva) — 0o(p) = E(E(AiAiq | Xi = x) —0o(p)) =

= Y P(X; = x) (B(AiAirq | Xi = x) — 6o(p)) -

Kun kévelijan historialle ennen hetked i ei ole asetettu mitdan ehtoja, lausekkeessa
oleva paikan jakauma IP(X; = x) ei ole mitddn muuta kuin paikan stationaarinen
jakauma 7t(x) = 7t(x, p), jonka lauseke rajoitetulle BCSOS-kévelijille johdettiin
kappaleessa 3.4 ja TwinBCSOS-mallille kappaleessa 3.5. Lisdksi kun X; > d,
kavelija ei ehdi hetkeen i + d mennessa seindn vaikutuspiiriin, ja siten sen askel-
korrelaattori on tdsmailleen vapaan kavelijan korrelaattori 6p(p) = 2p — 1. Néin
ollen edelld oleva summa katkeaa kohdasta x = d, ja siten

d
0(d,p) —0o(p) = Y_ m(x,p) (E(AiAi1a| X; = x) — 6p) .

x=0
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Edelleen, koska kavelijan askeleet A; ovat aina +1, ]E(A,A]-) = ZIP(AZ-A]- =1)—-1,
ja siten

d
0(d,p) =0o(p) + ) m(x,p) 2P(AA g = 1] X; =x) —1—6o(p)). (41)

x=0

Rajoitetun BCSOS-kévelyn askelkorrelaattorin laskemiseksi etdisyydelld 4 riit-
taa siis kdyda lapi kaikki eri d 4 1 askeleen polut eri aloituskorkeuksilla ja laskea
niiden todennékoisyydet. Koska kisiteltdvien polkukonfiguraatioiden lukumaara
on (d + 1)2%+1, todennikoisyyksien laskeminen kasin kay pian liian tyolasksi.
TwinBCSOS-mallin askelkorrelaattorin tapauksessa kasiteltavien polkukonfigu-
raatioiden maara kasvaa vield merkittavasti nopeammin, silld molempien kéaveli-
joiden polut tulee ottaa huomioon. Lausekkeen (4.1) laskemisessa kannattaa siis
turvautua tietokoneeseen ja symboliseen laskentaan.

Summauksen (4.1) suorittamiseen luotiin tatd tyotd varten kaksi ohjelmaa.
Ensimmadinen oli Python-kielelld ja sympy-kirjastolla toteutettu corriseva, jolla
korrelaatiofunktiot saatiin laskettua muutamalle ensimmaiselle d. Laskennan
nopeuttamiseksi corriseva korvattiin C++-kieliselld ohjelmalla corruptor, joka
kdytti symboliseen laskentaan GiNaC-kirjastoa. Riittdvien optimointien jalkeen
talla ohjelmalla rajoitetun BCSOS-kévelijan askelkorrelaattori voitiin maarittaa
kohtuullisessa ajassa etdisyydelle d = 25 asti ja TwinBCSOS-mallin askelkorre-
laattori puolestaan etdisyyteen d = 13 saakka.

Kun symbolisella laskennalla 16ydetyistd korrelaattorien lausekkeista etsittiin
systematiikkaa ja mahdollisia rekursioita, hyddylliseksi menetelméksi osoittautui
korrelaattorien nollakohtien piirtiminen kompleksitasoon. Eri d:n arvoilla saa-
duista nollakohdista piirretystd kuvasarjasta pystyttiin etsimdan esimerkiksi sys-
temaattisesti kdyttdaytyvia tekijoitd tutkimalla nollakohtien paikkojen kehittymistd
d:n kasvaessa.
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5 Tulokset

5.1 Binddripolkujen kombinatoriikkaa

Yksi tapa ldhestya diskreetteihin satunnaiskévelijoihin liittyvid ongelmia on puh-
das kombinatoriikka [21, 22]. Kéavelijoiden diskreettiyden ansiosta joitain tulok-
sia voidaan ratkaista laskemalla eksplisiittisesti kaikki tietyn ehdon toteuttavat
kéavelijan polut. Kaikilla BCSOS-tyyppisilla kavelijoilla on kullakin hetkelld va-
littavanaan vain kaksi erilaista askelta — yksikon mittainen askel alas tai ylos.
Kutsutaan téllaisia ylos- ja alas-askelista koostuvia polkuja jatkossa bindiripoluiksi.
Erilaisia n:n askeleen bindaripolkuja on triviaalisti 2" kappaletta, mutta polkujen
laskeminen mutkistuu oleellisesti kun poluille asetetaan jokin rajoite. Esimer-
kiksi rajoitetun BCSOS-kévelijan tapauksessa polut eivit saa leikata nollatasoa.
Yksi tdllaisiin rajoitettuihin binddripolkuihin liittyvd kombinatorinen ongelma
on laskea ne polut, joiden ldhto- ja paatepisteet ovat nollatasolla, ja jotka eivit
missddn vaiheessa kdy nollatason alapuolella. Tallaisella rajoituksella varustettuja
polkuja kutsutaan kirjallisuudessa joskus Dyckin poluiksi [22], silld niilld on 1dhei-
nen yhteys Dyckin kielend tunnettuun algebralliseen kieleen. Laskemalla tdllaiset
polut voidaan esimerkiksi ratkaista rajoitetun BCSOS-kévelijan kuplakokojakauma,
eli kdvelijan seindn vierestd takaisin kulkevien ekskursioiden pituusjakauma. Tés-
sd tutkimuksessa rajoitetun BCSOS-kéavelijan kuplakokojakaumaan paadyttiin
alun perin tuntematta yhteyttd Dyckin polkuihin ja tunnettuihin kombinatorisiin
tuloksiin. Jatkossa esitellddn kuitenkin suoraviivaisempi ja kirjallisuudessa laajalti
tunnettu tapa laskea nollatasolta nollatasolle kulkevat rajoitetut polut.

Koska nollatasolta nollatasolle kulkevassa ekskursiossa polkujen 1dhto- ja
paatepisteet ovat samalla tasolla, on poluissa oltava sama mddrad ylos-askelia
kuin alas-askelia. Erityisesti siis poluissa on oltava parillinen mé&ara askelia.
Merkitadn C,:11a 2n askeleen ekskursioiden lukumddrda. Suoraviivaisin tapa
antaa suljetussa muodossa oleva lauseke luvuille C;; on johtaa niiden vilille
rekursio ja ratkaista se. Rajoitettujen polkujen tapauksessa ilmeisin rekursio
saadaan jakamalla polku kahteen osaan ensimmadisen nollatasolle palaamisen
kohdalta. Ndin saatava rekursio on selitetty tarkemmin kuvassa 2. Tuloksena
saadaan

n
Cus1 =) CiCpj, (5.1)
i=0

missd n > 0. Tyhjid eli nollan askeleen polkuja on vain yksi, eli rekursion
alkuehtona on Cy = 1.

Rekursioyhtdld (5.1) voidaan helposti ratkaista kdyttamalla generoivia funk-
tioita. Merkitdan lukujonon (C,) generoivaa funktiota

G(z) =) Cu2".
n=0
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2n+2

2ijieon] 2(n—i)

Kuva 2. Lukujonon (C,) ratkaisuun johtava rajoitettujen bindéripolkujen rekursio. Ensim-
madinen ekskursio nollatasolta takaisin alkaa ylos-askeleella ja paattyy alas-askeleeseen,
ja tdssd vilissd polku kulkee — mahdollisesti nollan askeleen matkan — ykkostason yla-
puolella. Ensimmaisen ekskursion jdlkeen ollaan jilleen tilanteessa, jossa kavelija ldhtee
nollatasolta liikkeelle ja padtyy nollatasolle. Néin ollen kun n > 0, kukin 2n + 2 askeleen
matka voidaan jakaa yksikésitteisesti osiin, jotka ovat aloittava askel ylos, 2i askeleen
ekskursio ykkostason ylapuolella, nollatasolle palauttava alas-askel sekd 2(n — i) askeleen
ekskursio nollatasolta nollatasolle, missd i € {0,1,...,n}. Erilaisia 2i askeleen ekskursioi-
ta ykkostason ylapuolella on C; kappaletta ja vastaavasti 2(n — i) askeleen ekskursioita
C,—i kappaletta. Summaamalla yli i:n saadaan kaikki 2n + 2 ekskursiot laskettua, eli

Cip1 =10 CiChi.

Tama sarja suppenee jossain kompleksitason origokeskisessa kiekossa, silld koska
C, < 4", generoivaa funktiota G voidaan arvioida ylospdin sarjalla ), ,4"z",
jonka suppenemissdde on 1/4. Laskemalla G:n neli6 kdyttamalla Cauchyn tuloa
pddstddn suoraan kdyttdimadn rekursiota (5.1), silld

2
<Z ann) = Z (i CiZiCn_iZn_l) = Z < Y CiCn_i> z",
n=0 [ 0
—_——

n=0 \i=0 n=0 \i=
Cn+1

eli kertomalla molemmat puolet z:lla

2G(z)* = Y Cuiz"' =G(z) -1,

n=0
josta
1-v1-4
Gz)=— Y- "% (5.2)

2z

silld toinen saadun toisen asteen yhtdlon ratkaisuista divergoi origossa.
Kertoimien C, ratkaisemiseksi riittdd nyt kehittdd saatu G sarjaksi origon
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ympdrilld. Suoraan yleistetyn binomilauseen nojalla

k=0 k! n=0 k=1 k! n=0
0 k 00 n+1
:1—Z<2‘Z) 2k —3)11=1-2 (2”)2 ,
= k! — —\n/n+1
(2k—2)!
zkfl(k_”l

josta G(z) = Y0 (ZJ)HZ—L, eli generoivan funktion sarjaesityksen yksikdsitteisyy-
den nojalla

1 2n
o- () -

Luvut (C,)%°, =1,1,2,5,14,42,132,429,1430, ... tunnetaan Catalanin lukuina®,
ja ne esiintyviat myos lukemattomissa muissa kombinatoriikan sovelluksissa [22,
23]. Stirlingin kaavaa kdyttdmalld saadaan Catalanin lukujen asymptoottiseksi
kdyttaytymiseksi suurilla n

41’1
Nt s

eli polun pituuden L kasvaessa nollatasolta nollatasolle kulkevien rajoitettujen
polkuj/en lukumaéédra suhteessa kaikkien polkujen lukumé&ardan vahenee kuten
~ [73/2

Nollatasolta nollatasolle palaavien ekskursioiden lukumaé&arasta C,, voidaan
suoraan ratkaista esimerkiksi aikaisemmin mainittu rajoitetun BCSOS-kévelijan
kuplakokojakauma, eli tietyn mittaisten ekskursioiden todennikoisyysjakauma.
Kuplakokojakauman tapauksessa ekskursion katsotaan tyypillisesti padttyvan
ensimmadiseen paluuseen nollatasolle. Téllaisten 21 askeleen ekskursioiden lu-
kumaédrd on C,_1, silld ekskursion voidaan katsoa koostuvan askeleesta ylos,
2n — 2 askeleen ekskursiosta ykkostason yldpuolella sekéd viimeisestd askelees-
ta alas. Koska ensimmdinen askel on ylospdin todennédkoisyydelld 1, jokaisen
2n askeleen ekskursion todennakoisyys on p™(1 — p)"~!. Kertomalla tama eks-
kursioiden lukumdirilld saadaan lopullinen kuplakokojakauma, joka tulosta (5.3)
kdyttamalla on

CnN

p(p—2n) =

2n — 2

n\n-—1

) pra-p"
missd  on ekskursion eli “kuplan” pituus.
Catalanin luvut (C,) antavat niiden nollatasolta ldhtevien rajoitettujen bi-

nadripolkujen lukuméérén, joissa on n askelta ylos ja n askelta alas. Polkujen

3Eugene Charles Catalan (1814-1894), belgialainen matemaatikko.
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laskeminen mutkistuu hieman, kun sallitaan polun padtyminen muualle kuin
takaisin nollatasolle, eli kun halutaan laskea nollatasolta ldhtevét rajoitetut polut,
joissa on n askelta ylos ja k askelta alas. Merkitddn tillaisten polkujen lukumaéa-
rdd cyi:lla. Kun n = k, kyseessd on edelld ratkaistu Catalanin lukuihin johtanut
ongelma, eli ¢, = C,. Kun k = 0, polkuja on vain yhdenlaisia, eli ¢,,p = 1 kaikil-
le n. Lisédksi jos alas-askelia otetaan enemman kuin ylos-askelia, padtyy polku
vdistdmatta jossain vaiheessa nollatason alapuolelle, eli ¢, = 0 kun k > n. Liséksi
sovitaan, ettd c_; x = 0 kaikille k. Luvuille ¢, saadaan rekursiorelaatio helpom-
min kuin edellisessd tapauksessa, silld polut voidaan jaotella sen mukaan, onko
viimeinen askel alas- vai ylospdin. Jos viimeinen askel on alas, jdd polkuun n
askelta ylos ja k — 1 alas. Vastaavasti jos viimeinen askel on ylos, jaa polkuun
n — 1 askelta ylos ja k alas. Nédin ollen

Cnk = Cn—1k + Cnk—1- (54)

Luvut (c,x) muodostavat taulukoituna lukukolmion, ns. Catalanin kolmion, jos-
sa kukin luku on aina vasemmanpuoleisen ja yldpuolisen naapurinsa summa.
Catalanin kolmion alku on esitetty taulukossa I. Catalanin kolmio seké siihen
johtava rajoitettujen polkujen rekursiorelaatio ovat tunnettuja kombinatorisia
tuloksia, jotka paddyttiin tdiméan tutkimuksen kohdalla “16ytdimé&an uudelleen”
tarkasteltaessa rajoitetun BCSOS-kévelijan askelkorrelaattoreille symbolisen las-
kennan avulla saatuja tuloksia.

2

5 5
9 14 14

14 28 42 42

20 48 90 132 132

27 75 165 297 429 429

(R VA U U VG U U
NI OO LON -

Taulukko I. Catalanin kolmio. Lukujen c,; indeksi n kulkee kaaviossa ylhadalta alas
ja indeksi k vasemmalta oikealle. Vasen yldkulma on cop. Lukutaulukon diagonaalille
muodostuvat Catalanin luvut.

Catalanin kolmion luvuille voidaan johtaa [24] suljetussa muodossa oleva
lauseke ratkaisemalla niihin liittyva rekursiorelaatio (5.4). Tuloksena saadaan

(n+k)!(n—k+1)‘

k= T R+ 1)! (5.5)

Kombinatorista ldhestymistapaa yritettiin myos kahden kéavelijan ongelman
tapauksessa, jossa polkujen laskeminen vaikeutuu entisestadn. Mielivaltaisissa
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graafeissa olevien risteiméttomien polkujen laskemiseen on olemassa joitain ylei-
sid tuloksia, kuten Lindstromin-Gesselin—Viennot'n lause (LGV) [25, 26], jota on
jo jossain maddrin sovellettu risteiméattomien bindaripolkujen laskemiseen hie-
man TwinBCSOS-mallin kaltaisissa tilanteissa [27-31]. Varsin abstraktilla tasolla
formuloidun LGV:n soveltaminen binddripolkuihin tasossa ei kuitenkaan ole ko-
vin suoraviivaista. Lisdksi LGV:n soveltamista TwinBCSOS-mallin tapauksessa
vaikeuttaa se, ettd TwinBCSOS-mallissa kavelijoiden askelten todenndkoisyy-
det muuttuvat kavelijoiden kohdatessa. Sama ongelma koskee myos rajoitetun
BCSOS-kévelijan polkujen todennédkoisyyksien laskemista, joskin joissain ldhteis-
sd rajoitettujen polkujen laskemisessa on tarkasteltu myos seindn viereen palaa-
misten lukumadaraa [32]. Lopulta kahden kévelijan polkujen laskeminen LGV:n
tai muiden yleisten graafiteorian tulosten avulla katsottiin timén tyon tarpeita
ajatellen tarpeettoman monimutkaiseksi ldhestymistavaksi. Valmiiden kombina-
toristen tulosten 16ytdmista vaikeuttaa erityisesti yhteisen sanaston puute. Siind
missd yksi fyysikko puhuu nyt kisiteltdavien ongelmien kohdalla satunnaiskave-
lijoistd tai rajapinnoista, toinen fyysikko saattaa puhua vain vesirakkuloista ja
polymeeriketjuista, ja matemaatikolle kyse voi olla vain lukujen 1 ja —1 kombinaa-
tioista tai jonkin abstraktin algebrallisen kielen ominaisuuksista. Tdma toisaalta
kertoo my®os siitd sovellusten kirjosta, jossa ristediméattomiin polkuihin liittyvat
kombinatoriset tulokset esiintyvit.

5.2 Leveyden yhteys askelkorrelaattoriin

Kuten aiemmin mainittiin, leveyden késittely suoraan maaritelméasta (3.7) késin
kdy pian hankalaksi, minkd vuoksi osoittautuu hyodylliseksi pyrkiad yksinker-
taistamaan tilannetta palauttamalla ongelma matalamman tason ongelmaan, eli
kédvelijan askelten vilisiin korrelaatioihin. Téssd kohdassa osoittautuu hyodylli-
seksi palauttaa kévelijan liike kévelijan askelprosessiin, joka on muistiominaisuuk-
siltaan tyypillisesti koko kéavelijdd yksinkertaisempi. Merkitaan askelprosessia
A=X;—Xi_q,eli X; = Xog+ 2;21 Aj, missd voidaan vapaasti asettaa Xo = 0. As-
kelprosessin avulla ilmoitettuna kavelijan keskimddrdinen paikka L:n perdkkdisen
ajanhetken otoksessa on

X =

=

L-1 i
Y Xi=1y ya=Y (4)a
i=0

=0 j=1 i=1

~

My®0s paikan varianssi voidaan esittdd askelten A; avulla, mutta eleganttiin muo-
toon paddseminen vaatii hieman vélivaiheita. Paikan varianssi L:n perdkkdisen
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ajanhetken otoksessa on

VaI'L(X) = % Z ZA? + Z A]'Ak — Z (%Al) — Z % . LTJ{A]'A](.
i=1 | j=1 jk=1 i=1 jk=1
J#k j#k

Ryhmittelemalld nyt kaikki muotoa A? olevat termit ja ristitermit A;jAj erikseen
saadaan muutaman vélivaiheen kautta

1 L-1
var, (X) = Y i (L—z)Az—i—— Z i(L—k)AjAy,
i=1 k=1

j<k

josta puolestaan saadaan leveydelle elegantti ja kdyttokelpoinen muoto

15,
W2 = 7 21([4 E(A?) +— ;1] (L — k)E(AjA). (5.6)
1= J

j<k

Naéin saatiin leveydelle samalla esitys, jossa on eroteltu eksplisiittisesti askelten
pituuden E(A?) ja askelten vilisten korrelaatioiden E(A;A;) vaikutus kivelijan
leveyteen. Huomattavaa on, ettd tdimd muoto leveydelle saatiin algebrallisesti
ilman lisdoletuksia satunnaiskévelijan luonteesta. Lisdksi, vaikka tdssd tyossd
késiteltavdt satunnaiskéavelijat liikkuvat diskreeteissa tilajoukoissa, edelld saadun
leveyden esityksen johtamisessa ei tdtd oletusta tarvittu. Yhtalo (5.6) siis toimisi,
vaikka kéavelijan askeleet noudattaisivat esimerkiksi normaalijakaumaa.

Usein satunnaiskévelijoiden askelten vilinen korrelaatio riippuu vain askelten
aikaerosta, eli askelprosessi on tietyssd mielessd aikatranslaatioinvariantti. Talloin
voimme merkitd E(AjA) = ¢(|j — k|), eli erityisesti E(A?) = ¢(0). Kun askelten
vdlinen korrelaatio on vain aikaeron funktio, lauseke (5.6) yksinkertaistuu edel-
leen, silla tdlloin ensimmaisen termin summa sekd toisen termin summista toinen
voidaan eksplisiittisesti laskea. Tuloksena saadaan

12 —1 1 =2
—0(0) + =15 Z (L—d) ((L—d)?~1)p(d). (5.7)

W? =
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Askelkorrelaatiofunktio — kun sellainen on olemassa — mddrda siis leveyden
tdysin, ja siten esimerkiksi eksaktin lausekkeen maarittiminen leveydelle voi-
daan tehdé jossain mielessd yksinkertaisemman ongelman kautta méaarittamalla
askelkorrelaatiofunktio.

5.3 Yksinkertaisten kavelijoiden askelkorrelaattori ja leveys

Edelld johdettu esitys (5.7) leveydelle yksinkertaistuu edelleen, mikaéli askelpro-
sessi {A,} on tdysin muistiton. Tama erikoistapaus kattaa esimerkiksi vapaat
BCSOS- ja RSOS-kévelijat. Askelprosessin ollessa muistiton askeleet A; ovat toi-
sistaan riippumattomia ja samoin jakautuneita, eli ¢(0) = E(A?) = E(A?) ja
¢(d) = E(A;Aiq) = B(A)2. Leveys riippuu siis tissa tapauksessa vain kavelijan
askelten A todenndkoisyysjakauman odotusarvosta ja toisesta momentista:

2 L_l 2 2
W2 = ———E(A 3L22L d(L—d)—l)lE(A),

josta saadaan muutaman valivaiheen kautta laskemalla jalkimmé&inen summa
auki

2 3 2
W2 — <L6L 1) E(A2) + <L 2§2L LH) E(A) (5.8)

Téssé esityksessda ndhddan hyvin leveyden johtavan kdyttaytymisen riippuvuus
kéavelijan liikkeen kahdesta erilaisesta komponentista. Ensimmadinen, vain kave-
lijan askelten pituudesta riippuva termi kuvaa leveyden riippuvuutta kévelijan
liikkkeen satunnaisesta komponentista, ja tdimé termi skaalautuu suurilla L liki-
main suoraan verrannollisesti otospituuteen L. Toinen termi puolestaan sisdltaa
riippuvuuden kéavelijan askelten mahdollisesta tietyn suunnan suosimisesta, ja
tdma termi puolestaan skaalautuu kuten ~ L2, dominoiden ensimmaista termia
suurilla L.

Riippumattomien askelten leveyden lausekkeesta (5.8) voidaan suoraan rat-
kaista leveydet esimerkiksi BCSOS- ja RSOS-kavelijoille. BCSOS-kévelijélle A2 = 1
ja E(A) = (1 —2p), joka sijoitettuna saatuun yhtdloon (5.8) antaa

121 L3 —2[2—L+2
Wicsos(p L) = i T (1—2p)? 1o : (5.9)
RSOS-kavelijille puolestaan E(A?) = (p; + p,)? ja E(A) = (py — p,), joten
121 [3-212—-L+2
Wasos(pr, pi, L) = L (pr+p)*+ L (pr —pu)%  (5.10)

BCSOS-kivelijille saatu biasoimattoman kavelyn leveys W2 /L ~ 1/6 on varsin
universaali tulos, ja sama tulos* saadaan myos jatkumossa tarkastellusta satun-
naiskavelysta [33, 34].

4Tulos 1/6 saadaan kayttimélld vapaita reunaehtoja. Periodisilla reunaehdoilla X(0) = X(L)
vastaava tulos on W2/L ~ 1/12.
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5.4 Rajoitetun BCSOS-kivelijan askelkorrelaattori ja leveys

Rajoitetun BCSOS-kévelijan (ks. kappale 3.4) leveyden ratkaiseminen on askelten
vilisten korrelaatioiden vuoksi huomattavasti monimutkaisempaa kuin aiemman
vapaan BCSOS-kivelijan tapauksessa. Heikon ja voimakkaan ajon triviaalirajat
ovat kuitenkin helposti ratkaistavissa. Kun kévelijan seindd kohti kokeman ajon
voimakkuutta kuvaava parametri p < 1/2, kévelija ei efektiivisesti nde seindd
lainkaan, ja siten kdyttaytyy kuten vapaa BCSOS-kéavelija. Kun p = 1/2, rajoitetun
BCSOS-kivelijan leveys on siis Wcg0g(1/2,L) = (L* — 1)/(6L). Rajalla p = 1
kéavelija puolestaan pysyttelee niin ldhelld seindd kuin mahdollista, vuorotellen
vain tilojen X = 0 ja X = 1 valilla. Talloin parillisille L kdvelijan leveys on tasan
1/4. Néiden rajojen vélissd leveys jollain tavalla laskee rajan p = 1/2 arvosta rajan
p = 1 minimiarvoon, ajon puristaessa kdvelijdd yhd tiukemmin seindédn kiinni.

Kavelijan leveyden tarkemman kayttdytymisen selvittdmiseksi sitd tutkittiin
edellisessd luvussa kuvatulla Monte Carlo -simulaatiolla. Simulaation tulokset on
esitetty kuvassa 3. Jotta eri otospituuksilla lasketut tulokset saadaan sopimaan
samaan kuvaan, leveys on kuvassa skaalattu otospituudella L. Kuvasta ndhdéaén,
ettd ajoparametrin p kasvaessa skaalattu leveys laskee siististi arvosta W?/L = 1/6
arvoon W?/L = 0 laskun ollessa sitd jyrkempi mitid suurempi otospituus on
kyseessd. Suuren otoksen rajalla skaalattu leveys tipahtaa nollaan heti kun kavelija
jollain tavalla suosii seindéd kohti liikkumista.

Rajoitetun BCSOS-kavelijan leveyden kdyttdytyminen on MC-simulaatioiden
perusteella varsin monotonista, eikd kuvan 3 leveysdatasta ole siten endd saatavis-
sa timdn mielenkiintoisempia tuloksia. Leveydelle saatujen tulosten — ja toisaalta
koko mallin — yksinkertaisuus antaa kuitenkin toivoa olettaa, ettd myos leveyden
eksakti kdyttdytyminen voi olla ratkaistavissa. Tallaisen ratkaisun loytamiseksi on
hyvéa ensin pyrkid hydodyntdamdan aikaisempia tuloksia palauttamalla leveyden
ratkaiseminen yksinkertaisempaan ongelmaan eli kévelijan askelten autokorre-
laatiofunktioon 6(d, p). Askelkorrelaattorin kéyttaytymisen selvittamiseksi myos
sitd arvioitiin Monte Carlo -simulaatiolla, jonka tulokset on esitetty kuvassa 4.
Kaikilla d korrelaatiot ovat odotettavasti nollia kun p = 1/2, ja rajalla p = 1 korre-
laatiot ovat d:n pariteetista riippuen =+1, silld talld rajalla kavelija kulkee siksakkia
seindn vieressd. Ylldttavanad tuloksena sen sijaan MC-simulaatiodatasta ndhdéaén,
ettd kaikki parillisen d:n korrelaattorit ndyttdisivat pakkautuvan samalle kayral-
le, joka sattuu lisiksi olemaan vapaan kivelijan korrelaattori 6y(p) = (2p — 1)2.
Parillisen askelmédédran etdisyydelld toisistaan otetut askeleet ovat siis myds heijas-
tavan seindn ldsndollessa toisistaan riippumattomia. Parittoman d:n korrelaattorit
puolestaan ndyttavat lahestyvan d:n kasvaessa alhaalta pdin kdyrda 6 = —0y.

Monte Carlo -tulosten varmistamiseksi ja eksaktien lausekkeiden selvitta-
miseksi rajoitetun BCSOS-kévelijan askelkorrelaattoreita laskettiin myos sym-
bolisesti etdisyydelle d = 25 saakka. Symbolinen laskenta toi vahvistusta MC-
simulaatioiden tulokseen, jonka mukaan 6(d, p) = 6y(p) parillisille d. Syyta tahan
ei osattu selittdd, mutta tima hieman erikoinen tulos antoi lisdda motivaatioita
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Kuva 3. Monte Carlo -menetelmalld arvioitu rajoitetun BCSOS-kévelijan skaalattu leveys
ajoparametrin p funktiona. Tulokset kullekin otospituudelle L on arvioitu 2!7 polun
otoksesta.
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Kuva 4. Monte Carlo -menetelmalld arvioitu rajoitetun BCSOS-kévelijan askelkorrelaattori
ajoparametrin p ja etdisyyden d funktiona. Tulokset kullekin p on arvioitu 2** polun
otoksesta.
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tutkia alunperin yksipuoliselta vaikuttanutta rajoitetun BCSOS-kévelijan mallia.
Symbolisen laskennan tuloksia tarkasteltaessa luonnolliseksi muuttujaksi osoit-
tautui ajoparametrin p sijasta r := 2p — 1, jonka avulla lausuttuna 6y(r) = 2.
Erityisesti kaikille parittoman d:n korrelaattoreille 16ytyi yhteinen esitysmuoto, jo-
ka koostuu kaikille korrelaattoreille yhteisestd tekijastd —r, rationaalikertoimesta
muotoa 27", missi n kasvaa d:n mukana, sekd kokonaislukukertoimisesta, vain
parillisen kertaluvun termeja sisédltavastd r:n polynomista astetta d — 1. Saadut
lausekkeet 16ytyvit liitteestd B.

Koska parittomien d:n arvojen korrelaattorien polynomiosille ei 16ydetty mi-
tddn ilmeistd rekursiorelaatiota, niitd paddyttiin lopulta tutkimaan piirtamalla
niiden nollakohdat kompleksitasoon. Koska polynomi méaraytyy yksikasitteises-
ti sen nollakohtien kautta, tima on jollain tavalla luonnollinen tapa hahmottaa
polynomijonon kayttaytymistd. Kuvat nollakohtien muodostamista pistejoukois-
ta 1oytyvit liitteen D kuvasta 13. Vaikka mitdan yksinkertaisen systematiikan
mukaan kayttdytyvid tekijoitd ei nollakohtien kdyttaytymistd tutkimalla 16ydetty,
selva kvalitatiivinen systematiikka nollakohtien liikkeistd on havaittavissa. Nol-
lakohtien huomattiin pakkautuvan d:n kasvaessa siististi muodostelmaan, joka
koostuu kahdesta toisiaan ldhestyvistd, puhtaasti imaginaarisesta juuresta sekd
niiden ympaérille muodostuvista C:n muotoisista kaarista.

Varsinainen ldpimurto korrelaattorin ratkaisemisessa saatiin kun symbolisesti
lasketuista korrelaattoreista viahennettiin suuren d:n raja, eli tutkittiin funktioita
0(d,r) + r. Talla muutoksella saadut nollakohtakuvaajat on esitetty liitteen D
kuvassa 14. Kun suuren d:n raja vahennettiin, toinen nollakohtien muodostamista
C-kaarista romahti yhdeksi (|4/2| 4 1)-kertaiseksi juureksi kohdassa r = —1.
Kun tama tekijd jaettiin pois, jdljelle jadvien polynomien kertoimista alkoi erot-
tua selvdd systematiikkaa. Polynomin kertoimet osoittautuivat lopulta Catalanin
kolmion kertoimiksi, ja ndin symbolisen laskennan kautta paddyttiin 16ytamaan
yhteys BCSOS-kévelijan polkujen ja jo tunnetun kombinatorisen tuloksen valil-
1a. Lopullinen tulos rajoitetun BCSOS-kévelijan askelkorrelaattorille, joka siis
symbolisella laskennalla tarkistettiin etdisyydelle d = 25 saakka on

r2 kun d on parillinen,

i—1

. . k
r2 =27 (14 7)™t (1 + Z Ci—1k (%) > muulloin,

k=1

6(d,r) =

(5.11)

missd i = |4/2|. Koska ratkaisussa esiintyvan polynomin kertoimet ovat Catalanin
kolmion lukuja ja koska ndiden polynomien nollakohdat piirtaviat kompleksi-
tasoon C:n muotoisen kaaren, on luontevaa nimetd ne Catalanin polynomeiksi

Cu(z) = Z cn’kzk. (5.12)
k=0
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Talla maarittelylld saatu tulos rajoitetun BCSOS-kévelijan korrelaattorille paritto-
mille d > 1 on

0(i,r) =r* —2r (%)iﬂ Ci_1 (%) ,
eli

0(i,p) = 2p —1)*> —=2(2p — 1)p'*'C;1 (1 — p).

Vaikka télle tulokselle ei tdssd vaiheessa ole muuta perustelua kuin symbolisen
laskennan tulokset, ei ole syyta olettaa, ettd jollain hyvin suurella d lausekkeeseen
tulisi jokin korjaustermi. Saatua korrelaattorin lauseketta verrattiin lisiksi Monte
Carlo -simulaatioilla saatuihin korrelaattoreihin, ja tulokset olivat MC-simulaation
tarkkuuden rajoissa yhtenevit.

Saadusta tuloksesta (5.11) voidaan lauseketta (5.7) kdyttamalld johtaa my0s
lauseke rajoitetun BCSOS-kivelijin leveydelle W2 g Kaikilla d korrelaatioissa
esiintyvé termi r? on vapaan BCSOS-kévelijan askelkorrelaattori, joten summaa-
malla tdmé& osa korrelaattoreista saadaan vapaan BCSOS-kéavelijan leveys (5.9).
Ottamalla mukaan parittomilla d korrelaattoreissa esiintyvit korjaustermit saa-
daan lopulta alkuperdisen ajoparametrin p avulla lausuttuna

Whesos  Wacsos 2,

.L%J_l 1-1—1‘_1 P2 (1)’ o1, 1 -p)f
(O R ]

(5.13)

i=0

My®0s tdtd tulosta verrattiin aikaisemmin Monte Carlo -simulaatioista saatuun
leveyteen, ja tulokset olivat yhtenevit. Kuvassa 5 yhtédlon (5.13) antama leveys
sekd MC-simulaatioista saatu leveys on piirretty muutamille L aina L = 1024
saakka. Tulosten yhtenevdisyys myos hyvin suurille L asti antaa lisdad syyta
olettaa, ettd symbolisen laskennan avulla etsitty yleinen muoto rajoitetun BCSOS-
kédvelijan askelkorrelaattorille patee myos suurilla 4.

5.5 TwinBCSOS-mallin askelkorrelaattori ja leveys

Kappaleessa 3.5 esitellyssa TwinBCSOS-mallissa kaksi BCSOS-tyyppistd kavelijad
liikkkuvat yhdessa ulottuvuudessa siten, ettd kédvelijat eivat voi ohittaa toisiaan.
Mallissa molempien kévelijoiden leveydet ovat ilmeisen symmetrian vuoksi sa-
mat, joten voidaan puhua TwinBCSOS-mallin leveydestd tarkoittaen kumman
tahansa kavelijan leveyttd. Kun rajoitetun BCSOS-kéavelijan katsotaan kuvaavan
yksiulotteista rajapintaa kovan seindn vieressd, TwinBCSOS-mallin voidaan kat-
soa olevan tuon tilanteen laajennus tapaukseen, jossa myos seind voi liikkua,
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Kuva 5. Symbolisen laskennan avulla saatu rajoitetun BCSOS-kévelijan leveys (5.13)
verrattuna MC-simulaatioista saatuun leveyteen. Virilliset, paksut viivat kuvaavat lausek-
keen (5.13) leveyttd ja ohuet mustat viivat MC-simulaatioista saatua leveyttd. Pieneen ku-
vaan on piirretty eri menetelmilla laskettujen leveyksien osaméara. Kuvista ndhdéén, etta
tulokset ovat Monte Carlo -simulaation tarkkuuden rajoissa yhtenevit myos suurille L
asti, eikd systemaattisia poikkeamia tulosten vililla ole.

vieldpa erityisesti siten, ettd tarkasteltava rajapinta ja seind ovat kaikin tavoin
tasa-arvoisia.

TwinBCSOS-mallin dynamiikkaa parametrisoi vain yksi parametri p, joka
kuvaa kavelijoita toisiaan vasten ajavan voiman suuruutta. Kun p = 1/2, kévelijat
liikkkuvat ohituskieltoa lukuun ottamatta yhtd todennékdisesti ylos tai alas, ja
kavelijoiden véalinen kytkentd siten efektiivisesti katkeaa, silld kavelijoiden kohtaa-
misten valinen aika on tdlloin odotusarvoltaan ddreton. Rajalla p = 1/2 kavelijat
siis litkkuvat kuin toisistaan riippumattomat BCSOS-kévelijét, ja siten kévelijoiden
leveydet lahestyvit biasoimattoman BCSOS-kavelijan leveytta W2 = (L2 —1).
Parametrin p kasvaessa kévelijat kohtaavat toisensa yhd useammin, ja siten ohi-
tuskiellon toteutus vaikuttaa leveyden kayttaytymiseen yhd enemmaén. Bosonisen
ohituskiellon tapauksessa suurilla p kdvelijat pysyvat ensimmadisen kohtaamisen-
sa jdlkeen ldhes paikallaan, silld tdlloin ldhes joka askeleella kavelijat tormaavat
toisiinsa ja kimpoavat takaisin lahtdpaikkoihinsa. Siten suuren p:n rajalla bosoni-
sella ohituskiellolla varustettujen kdvelijoiden leveys on hyvin pieni. Fermionisen
ohituskiellon tapauksessa kavelijat pysyttelevét suurilla p samalla tavalla toisten-
sa lahistolld, mutta bosonisesta tapauksesta poiketen ne eivat jamahdéa paikalleen,
vaan ryhtyvit lilkkkumaan yhdessa. Rajalla p = 1 kéaveljjdt eivét voi kerran kohdat-
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tuaan endd erota, vaan liikkuvat jatkossa kuin yksi biasoimaton BCSOS-kévelija.
Fermionisten kavelijoiden kayttdytyminen ldhestyy siis biasoimattoman yhden
kavelijan kayttaytymistd molemmilla rajoilla p = 1/2ja p = 1. Fermionisen mallin
leveydestd 16ytyy siis luultavasti jonkinlainen minimi vélialueessa 1/2 < p < 1,
silld kéavelijoiden vélinen attraktio oletettavasti pienentdd leveyttd p:n ollessa
hieman yli puolikkaan. Téllaisen erikoispisteen olemassaolo tekee fermionisen
TwinBCSOS-mallin leveyden tutkimisesta aikaisempia tapauksia mielenkiintoi-
sempaa.

Myds TwinBCSOS-mallin leveyttd tutkittiin ensin Monte Carlo -simulaatiolla.
Simulaatiosta saadut tulokset fermionisen ja bosonisen ohituskiellon tapauksis-
ta on esitetty kuvasarjassa 6. MC-simulaatiot vahvistivat aikaisempia arvioita
leveyden kayttaytymisestd sekd antoivat riittdvan tarkkoja tuloksia esimerkiksi
fermionisen mallin leveyden minimin tarkempaan tutkimiseen.

Pienilld p kavelijat kohtaavat harvoin, ja siten odotetusti ohituskiellon toteu-
tuksella ei ole juurikaan vaikutusta leveyden kdyttaytymiseen, kuten vertailemalla
kuvien 6a ja 6b pienen p:n rajaa ndhdaan. Huomattavaa on, ettd tilldkin rajalla le-
veys kuitenkin eroaa oleellisesti rajoitetun BCSOS-kévelijan leveydesta. Yksinker-
tainen selitys télle on se, ettd koska ajoparametrin kasvaessa TwinBCSOS-mallissa
molemmat rajapinnat kulkevat todenndkodisemmin toisiaan kohti, kivelijdiden koh-
taamisten vilinen keskimdardinen aika lyhenee p:n kasvaessa TwinBCSOS-mallin
kohdalla nopeammin kuin rajoitetun BCSOS-kévelijan tapauksessa.

Ajoparametrin p kasvaessa ohituskiellon toteutus méaraa yhda enemmaén kéve-
lijaparin kdyttaytymistd. Fermionisella ohituskiellolla leveys ldhtee alun jyrkan
pudotuksen jdlkeen kasvamaan takaisin kohti vapaan kavelijan leveyttd, ja le-
veys todella saavuttaa selkedn minimin, joka pienenee otospituuden kasvaessa.
Bosonisessa tapauksessa leveys puolestaan laskee monotonisesti loppuun asti,
joskin leveyden vaheneminen hidastuu niilld paikkeilla jossa fermionisen mallin
leveys saa miniminsd. Fermionisen mallin leveyden minimid vastaavan ajovoi-
makkuuden voidaan siis katsoa kuvaavan erdédnlaista kahden kéavelijan mallin
siirtymaépistettd, jossa kavelijoiden kytkeytyminen yhteen muuttuu leveyden kan-
nalta méadraavaksi tekijaksi. Molemmissa tapauksissa otospituuden kasvaessa
pienilld p tapahtuva leveyden jyrkka lasku jyrkkenee entisestdan, mutta suurem-
milla p skaalatut leveydet W2 /L eri otospituuksille pakkautuvat melko tarkasti
samalle kayralle. Ylldttavind tuloksina molemmissa tapauksissa skaalatun levey-
den W?2/L rajakdyttaytyminen suuren L:n rajalla on varsin yksinkertaista muotoa.
Fermionisessa tapauksessa skaalattu leveys ldhestyy suoraa W2/L = p/6 ja
bosonisessa tapauksessa toisen asteen polynomia W2/L = Ip(1— p).

Fermionisen mallin tapauksessa leveyden kayttaytymisen ehkd mielenkiintoi-
sin ominaisuus on leveyden minimin paikka ja sen riippuvuus otospituudesta.
Téamén vuoksi MC-simulaatioista pyrittiin mdarittiméaan kuinka nopeasti levey-
den minimi W2, ja sitd vastaava ajoparametri pmin ldhestyvét raja-arvojaan L:n
kasvaessa. Simulaatioiden perusteella leveyskayrat hivuttautuvat otospituuden
kasvaessa lahemmaksi ja 1dhemmdéksi rajasuoraa W2/L = p/s, jolloin pmin — 1/2
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(a) Fermionisen TwinBCSOS-mallin leveys eri otospituuksilla. Kuvaan on piirretty myos
rajasuora W2 /L = p/6, jota skaalattu leveys nayttaa lahestyvan suurilla L.
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(b) Bosonisen TwinBCSOS-mallin leveys eri otospituuksilla. Kuvaan on piirretty myos
rajakdyra W2/L = %p(l — p), jota skaalattu leveys ndyttdd lihestyvan suurilla L.

Kuva 6. Monte Carlo -menetelmilld arvioitu fermionisen TwinBCSOS-mallin leveys
ajoparametrin p funktiona eri otospituuksilla L fermionisella (a) ja bosonisella (b) ohitus-
kiellolla. Tulokset kullekin otospituudelle on arvioitu 217 polun otoksesta.
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Kuva 7. Fermionisen TwinBCSOS-mallin leveyden minimin Wr%ﬁn /L ja minimid vastaavan
ajoparametrin arvon pmin skaalautuminen rajalla L — oo kuvan 6a simulaatiodatan
perusteella. Kuvaan on piirretty suoraan datapisteistd valitut minimit, sekd minimit, jotka
on saatu sovittamalla leveyskdyrdn pohjan ldhistolle 5. asteen polynomi. Kuvassa ndkyy
my0s polynomisovituksesta saatuihin minimeihin sovitettu potenssilaki.

ja W2. — 1/12 kun L — co. Koska minimin paikka suoraan kuvan 6a datapisteis-
td valittuna on hyvin herkka simulaatiotulosten epatarkkuudelle, leveyskdyrien
pohjan paikkaa haettiin my6s sovittamalla pohjan ldhistolle viidennen asteen
polynomi. Nédin saadaan minimin paikka maéaéritettyd hieman tarkemmin, joskin
tuloksen tarkkuutta edelleen rajoittaa suuren L:n rajalla pohjan ldhistolla ole-
vien datapisteiden pieni méara. Lisdksi mielivaltaisesti valittu sijoituksen muoto
saattaa aiheuttaa pientd systemaattista virhettd minimin sijaintiin.

Kuvasarjassa 7 on esitetty erotuksien W2. /L — 11—2 ja Pmin — % kéayttaytyminen
L:n funktiona simulaatiotulosten perusteella. Kuvasta ndhdaéan, ettd seka poly-
nomisovituksella méadritetty minimileveys ettd sitd vastaava ajoparametrin arvo
skaalautuvat hyvin tarkasti jonkin potenssilain mukaisesti. Sovittamalla suorat
kuvien 7a ja 7b pisteisiin saadaan potenssilakien eksponenteiksi W2, /L:mn tapauk-
sessa —0,327 = 0,005 ja pmin:n tapauksessa —0,316 £ 0,009. Virhearviot tdssa sisdl-
tavat vain suoran sovituksesta saatavat arviot kulmakertoimen virheelle — tulosten
todellinen epdtarkkuus on oletettavasti suurempi minimin sijainnin méaéaritykses-
sd syntyvan systemaattisen virheen vuoksi. Hyvé tulosten tarkkuuden rajoissa
oleva arvaus leveyden minimin skaalaukselle on siis (W2, /L — &) ~ L71/3
ja (Pmin — 3) ~ L7173, silla todellinen skaalauseksponentti on luultavasti ra-
tionaaliluku®. Leveyden minimiin liittyvin skaalauseksponentin arvo —1/3 on
sopusoinnussa samankaltaiselle mutta dynaamiselle kahden rajapinnan mallille

®Skaalauseksponenttien rationaalisuus seuraa mataladimensioisille malleille varsin yleisesta
symmetriaominaisuudesta nimeltdan konformi-invarianssi [35]. Téassd tapauksessa rationaalinen
skaalauseksponentti jad kuitenkin vain valistuneen arvauksen tasolle, silld syvéllisempi analyysi
mallin symmetriaominaisuuksista olisi luultavasti erittdin tyo6lds, etenkin kun tarkasteltavana on
keskiarvosuureen minimin skaalautuminen.
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saatujen tulosten kanssa [36].

Edelld madritettyd skaalausominaisuutta yritettiin johtaa myos laskemalla
MC-simulaatioista saaduista tuloksista lineaariset approksimaatiot leveydelle
pisteen p = 1/2 ympdéristdssd ja tarkastelemalla ndiden suorien ja rajasuoran
W2/L = p/6 leikkauspisteitd. Koska tamai leikkauspiste ja leveyden minimi 14-
hestyvét otospituuden kasvaessa toisiaan, on myos toivoa olettaa, ettd molemmat
skaalautuvat samalla tavalla. Skaalausta pyrittiin maarittimaan myos tatd kautta
siksi, ettd mikali leveyden minimin skaalaus voidaan ndin perustella, riittda jatkos-
sa perustella vain leveyden ensimmadisen kertaluvun kdyttdytyminen pienen p:n
rajalla. Menetelméan tarkkuutta kuitenkin rajoittaa epatarkkuus leveyden lineaa-
risen approksimaation madrityksessa seka se, ettd leveyden minimi on selvasti
erilldan suorien leikkauspisteestd aina suurimmillekin késitellyille otospituuk-
sille asti. Leikkauspisteen paikasta saatu skaalauseksponentti olikin ldhempana
lukua —1/2 kuin edelld saatua eksponenttia —1/3. Menetelmédn epaluotettavuu-
den ja tulosten epdtarkkuuden vuoksi ei kuitenkaan katsottu aiheelliseksi epdilld
aikaisempaa tulosta.

Kuten edelld, myds TwinBCSOS-mallin kohdalla seuraava askel oli ryhtya
tutkimaan mallin askelkorrelaatiofunktiota ja sitd, voidaanko leveyden kayttayty-
minen ratkaista tai joitain sen ominaisuuksia selittdd askelkorrelaattorin kautta.
Epéselvyyksien vilttamiseksi jatkossa fermionisen TwinBCSOS-mallin askelkorre-
laattoria merkitdan ¢(d, p):114 ja bosonisen 1 (d, p):11a. Monte Carlo -simulaatioista
saadut tulokset ndille korrelaattoreille on esitetty kuvasarjassa 8. Ohituskiellon
vaikutus suuren p:n rajalla on korrelaattorin tapauksessa entistdkin merkittdvam-
pi — kuvista 8a ja 8b ndhddén, ettd fermionisen ja bosonisen mallin korrelaattorit
eivdt suuren p:n rajalla juurikaan muistuta toisiaan. Fermionisen mallin tapauksis-
sa askelten viliset korrelaatiot ovat kauttaaltaan melko heikkoja ja ei-positiivisia.
Lisdksi kuten leveydessidkin, my0s eri d:n korrelaattoreissa on selked minimi,
jonka jalkeen kavelijoiden kytkeytyminen alkaa viem&dan korrelaatioita takaisin
nollaan. Suoraa yhteyttd timan minimin ja leveyden minimin valilld ei kuitenkaan
ole, silld yhtdlon (5.7) mukaan leveys saadaan painotettuna summana korrelaatto-
reista, eikd siten esimerkiksi minimien skaalausominaisuuksilla ole valttamatta
mitddn yhteyttd toisiinsa. Bosonisen mallin korrelaattori kédyttaytyy pienilld p
fermionisen mallin korrelaattorin tavoin, mutta kévelijoiden jumiutuminen pai-
kalleen ryhtyy pian dominoimaan korrelaattorin kadyttaytymista. Rajalla p = 1
bosonisen mallin korrelaattorit ovat odotettavasti d:n pariteetista riippuen +1.

Suuren d:n rajan tutkimiseksi korrelaattoreita laskettiin MC-simulaatioista
etdisyydelle d = 128 asti. Tulosten perusteella fermionisen mallin korrelaattori
lahestyy nollaa kaikilla p, joskin suppeneminen on varsin hidasta. Vastaavasti
bosonisen mallin korrelaattori ndyttdd ldhestyvian nollaa kaikille p < 1. Rajoitetun
BCSOS-kévelijan tapauksesta poiketen TwinBCSOS-mallin askelten korrelaatiot
siis havidvat — joskin hitaasti — aikaeron kasvaessa, poislukien mahdollinen
erikoistapaus p = 1. TwinBCSOS-mallilla ei mydskddn néytd olevan rajoitetun
BCSOS-kévelijan tavoin sellaista ominaisuutta, ettd korrelaattorit parittomille tai
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(b) Bosonisen TwinBCSOS-mallin askelkorrelaattori. Pieneen kuvaan on piirretty
suurennos heikon korrelaation ja pienen p:n alueesta, jossa yhtéldisyys fermioniseen
malliin on paremmin nédhtavissa.
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Kuva 8. Monte Carlo -menetelmilld arvioidut fermionisen (a) ja bosonisen (b) Twin-
BCSOS-mallin askelkorrelaattorit ajoparametrin p ja etdisyyden d funktiona. Tulokset
kullekin p on arvioitu 2% polun otoksesta. Huomaa erityisesti kuinka dramaattinen
vaikutus ohituskiellon vaihtamisella on askelkorrelaattorin muotoon suuren p:n rajalla.
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Kuva 9. Fermionisen TwinBCSOS-mallin askelkorrelaattori (a) verrattuna rajoitetun
BCSOS-kévelijan askelkorrelaattoriin parillisilla d (b) kun korrelaattoreista on viahennetty
suuren d:n raja. Fermionisen TwinBCSOS-mallin tapauksessa korrelaattorien suuren
d:n raja on nolla, joten kuva (a) on vain toisinto kuvasta 8a. Kuten kuvista ndhdaén,
télla muutoksella kahden mallin korrelaattoreissa on nihtédvissa selvaa kvalitatiivista
samankaltaisuutta.

parillisille d olisivat merkittavasti yksinkertaisempia. Siirryttdessd rajoitetusta
BCSOS-kavelysta kahden kéavelijan malleihin jokin yksinkertaiset parillisen d:n
korrelaattorit aiheuttava symmetria siis oletettavasti rikkoutuu.

Tietty yhtédldisyys fermionisen TwinBCSOS-mallin ja rajoitetun BCSOS-ka-
velijan korrelaattoreissa on kuitenkin ndhtavissd, mikali tarkastellaan erotusta,
joka saadaan vahentdmalld korrelaattoreista suuren d:n raja, eli tarkastellaan suu-
retta. 6(d, p) — limy_ . 0(d, p). Rajoitetulle BCSOS-kivelijélle tdma siis tarkoittaa
sité, ettd parillisen d:n korrelaattoreista vihennetdan —(2p — 1). Fermionisen
TwinBCSOS-mallin tapauksessa ¢ (oo, p) = 0, eli suuren d:n rajan vihentdmi-
selld ei ole vaikutusta. Korrelaattorit ndillda muutoksilla on piirretty vierekkdin
kuvasarjaan 9. Kuvista on selvéasti ndhtadvissa kvalitatiivinen samankaltaisuus
korrelaattorien vililld. Tdimén innoittamana kahden kévelijan korrelaattoreita yri-
tettiin palauttaa rajoitetun kévelijan korrelaattoreihin, joiden lauseke tunnetaan.
Mitédédn yksinkertaista korrelaattoreita toisiksi kuvaavaa muunnosta ei etsinnoista
huolimatta kuitenkaan 1oytynyt.

TwinBCSOS-mallin leveyden ja askelkorrelaattorien yhteyttd tutkittaessa paa-
dyttiin myos kokeilemaan, minkélaisia approksimaatioita leveydelle lauseke (5.7)
antaa, mikali korrelaatiot katkaistaan joltain kiintedltd etdisyydeltd dmax. Oletetta-
vasti suuren p:n rajalla tillaisella katkaisulla ei pitdisi olla suurta vaikutusta, silld
talld rajalla kévelijat kohtaavat usein ja askelten viliset korrelaatiot hédvidvat siten
hyvin nopeasti d:n kasvaessa. Kuvassa 10 on esitetty MC-simulaatioista saatujen
korrelaattorien ja lausekkeen (5.7) osasummien antamat leveydet eri katkaisue-
taisyyksille dmax. Kuvaan on vertailun vuoksi piirretty myds MC-simulaatioilla
suoraan laskettu leveys. Kuvasta ndhdaan, ettd vaikkakin osasummat antavat yl-
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Kuva 10. Fermionisen TwinBCSOS-mallin leveys otospituudella L = 512 verrattuna
lausekkeen (5.7) osasummiin, jossa summauksen yldrajana on dmax. Korrelaattoreina
osasummissa on kadytetty MC-simulaatioista saatuja korrelaattoreita. Pieneen kuvaan on
piirretty suurennos kuvaan merkitystad alueesta leveyden minimin ldhelld. Kuten kuvasta
ndhddin, osasummat antavat leveyden hyvin suurille p, mutta esimerkiksi leveyden
minimin paikan maarittimisessa ei riitd valita leveyden lausekkeesta (5.7) vain muutama
ensimmadinen termi. Leveyden minimin ja muiden pienen p:n ilmididen kannalta hyvin
pitkdn kantaman korrelaatiot ovat siis oleellisia.
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lattdvan hyvén arvion leveydelle suuren p:n rajalla, pienen p:n rajalla edes hyvin
suuri maadra termeja ei riitd maarittimaan leveytta tarpeeksi tarkasti esimerkiksi
leveyden minimin ratkaisemiseksi.

Askelkorrelaattorien tarkempaa analyysid varten myods TwinBCSOS-mallin
korrelaattoreita laskettiin symbolisesti. Tdssad vaiheessa tutkimus kuitenkin rajoi-
tettiin vain fermioniseen ohituskieltoon, joka leveyden ei-monotonisen kayttayty-
misen vuoksi on kahdesta ohituskieltotyypistd mielenkiintoisempi. Myos tassa
tapauksessa kappaleessa 4.2 esitelty tekniikka toimii, eli korrelaattorin laskeminen
voidaan palauttaa ddrelliseen polkujen yli summaukseen ehdollistamalla korre-
laattorin antava odotusarvo E(A;A;, 4) kévelijoiden etdisyydelld hetkelld i. Jalleen
jos kavelijat ovat tarpeeksi kaukana toisistaan hetkelld i, ne kdyttaytyvit hetkeen
i 4+ d asti kuin vapaat kavelijit, ja siten korrelaattorin laskemiseksi riittdd sum-
mata vain darellinen méara polkuja. Lauseke (4.1) toimii siis sellaisenaan myos
TwinBCSOS-mallin korrelaattorin tapauksessa, mutta nyt lausekkeessa esiinty-
va stationaarinen jakauma 77(x) on fermioniselle TwinBCSOS-mallille laskettu
kavelijoiden vilisen etdisyyden stationaarinen jakauma (3.5).

Koska kévelijoitd on nyt yhden sijasta kaksi, korrelaattorin méadraavaan sum-
maan (4.1) laskettavien polkujen lukumééra kasvaa d:n mukana likimain ~ 44
aikaisemman ~ 24 sijaan. Koska korrelaattorin laskeminen on siten oleellisesti
aikaisempaa vaativampaa, TwinBCSOS-mallin korrelaattoreita ei laskettu kuin
etdisyydelle d = 13 asti. Saadut lausekkeet 10ytyvit liitteestd C. Myos TwinBCSOS-
mallin korrelaattoreille luonnolliseksi muuttujaksi osoittautui r := 2p — 1, jonka
avulla lausuttuna korrelaattoreille 16ytyi rajoitetulle BCSOS-kévelijdlle saatuja
tuloksia muistuttava esitysmuoto. Tama esitysmuoto koostuu yhteisestd tekijasta
muotoa —r - K%, missi K = %—:LZ, rationaalikertoimesta muotoa 27" sekd koko-
naislukukertoimisesta r:n polynomista astetta 24 — 3. Vaikka korrelaattoreista
16ydetyt polynomit eivit ole samat kuin rajoitetulle BCSOS-kévelijdlle saadut,
molempien mallien askelkorrelaattoreille 16ydetyt muodot ovat selkedsti saman-
kaltaiset. Huomattavaa on my®os, ettd korrelaattoreissa esiintyvé rationaalitekija
K= (1-p)/(1+ p) on tismélleen todennékaisyys, jolla toisissaan kiinni olevat
kédvelijat ottavat askeleen toisistaan erilleen. Rajoitetun kédvelijan korrelaattoreis-
sa vastaavaa tekijda ei 10ytynyt, mutta toisaalta rajoitetun kévelijan tapauksessa
todenndkoisyys ottaa seindn vieressd askel seindstd poispdin on 1. Lisdksi fermio-
nisen TwinBCSOS-mallin korrelaattorissa ¢(d, ) esiintyvé rationaalitekijia muotoa
27" on tapausta d = 1 lukuun ottamatta aina tasan kaksi kertaa niin suuri kuin
rajoitetun kavelijan korrelaattorissa 6(2d — 1, ) esiintyva vastaava rationaalitekija.

Rajoitetun BCSOS-kévelyn ja fermionisen TwinBCSOS-mallin samankaltai-
suus on ndhtdvissd myos vertaamalla niiden korrelaattorien polynomiosien nol-
lakohtien kompleksitasoon muodostamia pistejoukkoja. Fermioniselle mallille
namad pistejoukot on piirretty liitteen E kuvaan 15. Aikaisemman tavoin nolla-
kohdat pakkautuvat d:n kasvaessa C:n muotoisiksi kaariksi, jotka ovat lisdksi
hyvin saman nédkoisid kuin rajoitetun BCSOS-kavelijan tapauksessa. Kaikkialta
pilkistavit kvalitatiiviset samankaltaisuudet rajoitetun BCSOS-kéavelijan mallin
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ja TwinBCSOS-mallin vililld antavatkin toivoa jonkin yhtendisen, molempien
mallien ominaisuuksia selittdvdn teorian olemassaolosta.

Symbolisesti laskettujen korrelaattorien hydodyntdmisessd ensimmdinen askel
oli tutkia mallin suuren p:n rajaa tarkastelemalla korrelaattorien sarjakehitelmia
pisteen p = 1 ympadrilld. Aikaisempien tulosten perusteella on odotettavissa,
ettd suuren d:n korrelaattorien merkitys heikkenee p:n kasvaessa ja kavelijoiden
kohdatessa toisensa yhd useammin. Taméan vuoksi juuri suuren p:n rajan katsot-
tiin olevan hyva ldhtokohta TwinBCSOS-mallin ominaisuuksien méarittdmiseen
alkupéddn korrelaattorien avulla. Padtelméa osoittautui oikeaksi, silld melko yllat-
tden pitkdn kantaman korrelaatioiden merkityksen heikkeneminen nédkyy hyvin
konkreettisella tavalla korrelaattorien sarjakehitelmissd. Symbolisen laskennan
avulla maaritettyjen korrelaattorien perusteella nimittdin

¢(d,p) = 0((1 - P)d> , (5.14)

eli kun korrelaattori ¢(d, p) esitetddn muuttujan g := 1 — p avulla ja kehitetdan
sarjaksi pisteen ¢ = 0 ympidrilla, sarjakehitelmédn ensimmainen nollasta eroava
termi on kertalukua 4.

Korrelaattorien sarjakehitelmistd 16ydetyn relaation (5.14) nojalla siis esimer-
kiksi ensimmadisen kertaluvun approksimaatio leveydelle pisteen p = 1 ymparilla
saadaan helposti vain tarkastelemalla korrelaattoria ¢(1, p), silld muut korrelaat-
torit ovat korkeampaa kertalukua. Ensimmaiinen korrelaattori ¢(1,9) = —1 +
O(g%), ja symbolisesti laskettujen korrelaattorien perusteella ¢(d,q) = O(g?)
kun d > 2. Néin ollen kunhan (5.14) patee my0s korrelaattoreille suuremmilla d
kuin mita symbolisen laskennan avulla médritettiin, TwinBCSOS-mallin leveys

T z —d) (L—d)? 1) p(d) =

T 6l2 3L3( D ((L-17-1) (_9“9(‘72):

Symbolisen laskennan tulokset siis vahvistavat simulaatioista ndhdyn suuren L:n
rajan kayttaytymisen, jossa skaalattu leveys pakkautuu suoralle W2/L = p/6
aloittaen suuren p:n pédéasta (ks. kuva 6a). Tama tulos ei kuitenkaan vield selita
miksi skaalattu leveys pakkautuu suoralle p/6 hyvin tarkasti myos pienen p:n
rajalla.

Symbolisen laskennan tulosten avulla pyrittiin myds TwinBCSOS-mallin ta-
pauksessa johtamaan yleinen lauseke askelkorrelaattoreille ¢(d, p). Yrityksista
huolimatta mitddn rajoitetulle BCSOS-kévelijélle saadun tuloksen (5.11) kaltaista
lauseketta ei korrelaattoreista kuitenkaan loydetty, vaikka mallien korrelaatto-
rien vélillad selvid yhtdldisyyksid onkin. Jotain systematiikkaa tuloksista kuitenkin
lopulta 16ydettiin. Tuloksen (5.14) innoittamana korrelaattoreiden muuttujan
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g = 1 — p avulla ilmoitettuja sarjakehitelmid tutkittiin edelleen, ja osoittautui, ettd
ndiden kehitelmien d:n potensseilla painotetut summat kayttaytyvit systemaatti-
sesti, joskaan systematiikka ei ole kovin ilmeinen.

Korrelaattorien d:n potensseilla painotettuja summia paadyttiin tutkimaan
siitd syystd, ettd ne itse asiassa riittdvat leveyden ratkaisemiseen. Kertomalla auki
lausekkeen (5.7) summattava ndhddan, ettd korrelaattorien kontribuutio leveyden
lausekkeeseen siséltyy itse asiassa vain summiin muotoa

n
Y d*¢(d) = @Y, missik € {0,1,2,3}, (5.15)
d=1

joiden avulla lausuttuna leveys on

w2 1 1 1 1
— = (— + —<I><LO)2) + (—@2122) L4 (—— — oY, + cp‘ﬁz) L7
(5.16)

L 6 3 6 3
1 1 _
+ (00— got) 1

Ndin ollen vaikka tdméankaltaiset summat eivat muuten vaikuta oleellisilta tutki-
muskohteilta, niiden méarittdiminen on leveyden kannalta riittavaa. Lisdksi niin
kauan kun askelten viliset korrelaatiot kuolevat tarpeeksi nopeasti d:n kasvaessa
— kuten nédyttdd tapahtuvan — summat @, eivit tuo leveyteen mitddn suoraan
otospituuteen L verrannollista kontribuutiota, ja siten ndiden summien avulla
leveydelle saadaan mielekis kehitelma L~!:n eri kertaluvuissa arvioimalla suuren
L:n rajalla @\, ~ ®Y. Erityisesti esimerkiksi tallaiseen kertaluvun L~! approk-
simaatioon riittia tuntea summat @ ja @\, eli jo muutaman ensimmaisen
summan tuntemisesta on hyotya.

Ainoa suuren L:n rajalla merkittava kontribuutio skaalattuun leveyteen tu-
lee ensimmaiisestd summasta ®.”. Simulaatioiden perusteella aina kun p > 0,
W?/L — p/6 kun L — oo, joten suuren n:n rajalla pitiisi olla @) ~ —1/2,
missd jdlleen g := 1 — p. Aikaisemman perusteella tiedetddn jo, ettd —i/2 on
ainoa kertaluvun O(q) termi summassa ®\”, joten korkeampien kertalukujen ter-
mien tulee jollain tavalla hdvitd summasta rajalla n — co. Symbolisesti laskettuja
korrelaattoreita tarkastelemalla osoittautui, ettd itse asiassa eri korrelaattorien
korkeamman kertaluvun termit kumoavat toisensa tasmalleen, eli esimerkiksi
korrelaattorien ¢(1) ja ¢(2) kertaluvun O(g%) termit kumoavat yhdessa korre-
laattorin ¢(3) kertaluvun O(g°) termin. Yleisesti siis symbolisesti laskettujen
korrelaattorien perusteella

oY = —g +O (q”“) . (5.17)

Yhtdloon merkittyjd korkeamman kertaluvun termeja ei kuitenkaan ole syyta
unohtaa, silld ne eivdt missddn nimessa ole edes hyvin suuren n:n rajalla mer-
kityksettomén pienid — rajalla g = 1/2 kaikki korrelaatiot ovat nollia, ja siten
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@ (g = 1/2) = 0 kaikille n. Itse asiassa korkeamman kertaluvun termien kertoi-
met ndyttavat kasvavan hyvin suuriksi. Symbolisesti laskettujen korrelaattorien
perusteella esimerkiksi

14 2
oY = - q n 93303293 3 n O<q14) .

2 8192

Juuri ndimé korkeamman kertaluvun termit vievat korrelaatioiden summan rajalla
g = 1/2 nollaan, ja ne myo6s kddntavat aluksi g:n kasvaessa lineaarisesti laskevan
leveyden jyrkésti takaisin vapaan kdvelijan leveyteen. Kun g < 1/2, ensimmadisen
korrelaatiosumman sarjaesitys (5.17) kuitenkin selittdd leveyden kayttaytymisen
W2/L — p/6 rajalla L — oco.

Jotta leveyden lausekkeeseen (5.16) saataisiin jokin dédrellisen L:n korjaus,
ryhdyttiin seuraavaksi tarkastelemaan korrelaatioiden painotettua summaa ®\".
Téssd tapauksessa korkeamman kertaluvun termit eivdat kumoa toisiaan, mutta
jo ensimmadisestd tarkastelusta ndhtiin, ettd g:n suhteen sarjaksi kehitettyna eri
kertalukujen kertoimet kasvavat sidannonmukaisesti. Hieman ldhemmallé tar-
kastelulla osoittautui, ettd kertoimet ovat kertalukuun » asti itse asiassa varsin
yksinkertaista muotoa, ja koko sarja voidaan esittdd muodossa

O i k+1) ky O(q”+1) . (5.18)

Seuraavan summan @ kertoimien systematiikan selvittiminen oli hieman suu-
remman tyon takana. Lopulta kuitenkin myos tédlle summalle 16ydettiin hieman
edellistd muistuttava esitys

n

(2)__ﬂ l _ . k n+1
P = 2+32k_21a(k 2)- (2 +0(g"), (5.19)

missd polynomi a(k) := 18 + %(44 + 12k 4 k?). Neljannen summan @ kohdalla
kertoimiin kokeiltiin suoraan edellisten kaltaista polynomimuotoista yritettd, ja
siten saatiin nopeasti selville, etta

o =1 + — Z bk —2) - (29)% + O(q”“) , (5.20)

missa polynomi b(k) = 336 + X (1786 -+ 911k + 221k + 25k> + k*). Kaikille levey-
den laskemiseen tarvittaville korrelaattorisummille on siis nyt mééritetty approk-
simaatiot, joiden tulisi olla melko tarkkoja erityisesti suuren p:n (eli pienen q:n)
rajalla.

Saaduista esityksistd (5.17)—(5.20) laskettiin approksimaation johtamiseksi
leveydelle seuraavaksi raja n — oo, eli madritettiin lausekkeissa esiintyvien
polynomikertoimien (k + 1), a(k) ja b(k) generoivat funktiot. Yksinkertaisimmat
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esitykset tuloksille saatiin jo aiemmin kdytetyn muuttujan r := 2p — 1 avulla,
ja ndma esitykset, jotka laskujen® pitkillisyyden vuoksi esitetddn tissd ilman
valivaiheita, ovat

o0 7T ; v (5.21)
ol = = 1)(52; T+l (5.22)
o = =D +312)r(4r3 ) (5.23)
o0 — (1—7r)(2r® —2r° — 21’28?63r +3r% — 157 — 15) (5.24)

Sijoittamalla nyt korrelaattorisummien suuren L:n rajat (5.21)—(5.24) leveyden
lausekkeeseen (5.16) saadaan toivottavasti ainakin suuren L:n rajalla hyvin toi-
miva approksimaatio TwinBCSOS-mallin leveydelle. Lisédksi lausekkeesta (5.16)
voidaan ottaa mukaan vain esimerkiksi termit kertalukuun L~! tai L =2 asti, jol-
loin leveydelle saadaan yksinkertaisempaa muotoa olevat approksimaatiot, jotka
silti toivottavasti toimivat hyvin suuren L:n rajalla. Kuvaan 11 on piirretty ndama
eri kertaluvun approksimaatiot juuri pienen p:n rajalla, jossa korrelaattorisum-
mien approksimointi ddrettomillda summilla (5.21)—(5.24) ennen pitkda pettaa.
Kuten kuvasta nahdéaan, vaikka myos kaikki termit sisdltdva kolmannen kerta-
luvun approksimaatio erkanee lopulta MC-simulaatioilla lasketusta leveydests,
L:n kasvaessa approksimaatiot noudattelevat simulaatioista saatua leveyttd yha
pienemmille p saakka. Erityisesti suuren L:n rajalla jo ensimmadisen kertaluvun
approksimaatio noudattelee leveyttd niin hyvin, ettd approksimaatioiden avulla
voidaan tutkia fermionisen TwinBCSOS-mallin mielenkiintoisinta ominaisuutta
eli leveyden minimié ja sen paikkaan liittyvada skaalausta.

Kuvan 11 perusteella leveyden minimin skaalausta voidaan etsid jo leveyden
kertaluvun O (L™') approksimaatiosta

W2 1 r—1 (r—1)2rr+r+1) L
= _ L7?).
I 6 12 16L72 +0(L7)

®Mika tahansa sarja muotoa Y3, p(k) z¥, missa p(k) on polynomi, voidaan helposti laskea

geometrisen sarjan ) ;7 zZF = (1 — z)7! avulla. Derivoimalla yhtidlon molempia puolia  kertaa
saadaan

k=11 —z)~ D),

Sarjan Y5>, p(k) z* ratkaisemiseksi riittaa siis esittdd polynomi p(k) summana termeja muotoa
anp (y)(k), missa polynomit p(, (k) = (kL")!

(e P 1
];Olﬂ(k)zk: g o ”,M,

missd deg p(k) on polynomin p(k) aste.

. Edellisen nojalla nyt
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Kuva 11. Fermionisen TwinBCSOS-mallin leveydelle lausekkeesta (5.16) saadut approksi-
maatiot, joissa korrelaattorisummia @\, on arvioitu lausekkeista (5.21)—(5.24) saaduilla
raja-arvoillaan. Varsinainen kertaluvun O(L?) approksimaatio, korkeamman kertalu-
vun termit pois jattdmalla saadut kertalukujen O (L) ja O(L~?) approksimaatiot seké
MC-simulaatioista saatu leveys on kullekin otospituudelle L piirretty kuvaan erilaisilla
viivatyypeilld. Kuvasta on jdtetty pois suuren p:n alue, jossa approksimaatiot odotetusti
toimivat erinomaisesti.

Suoraan derivaatan nollakohdasta ratkaisemalla saadaan leveyden minimoivan
parametrin arvoksi

3 , 1 V12 3\ 1 Y12
O e G R e e

Leveyden minimiarvon asymptoottiseksi kdyttdytymiseksi puolestaan saadaan

Wr2nm ~ i Y 12L—1/3 (5.26)
L 12 16 ' '

Ensimmadisen kertaluvun approksimaatiosta saatu skaalauseksponentti leveyden
minimille on siis jo MC-simulaatioiden perusteella ennustettu —1/3. My0s po-
tenssilaeissa esiintyvét kertoimet J12/4 =~ 0,572 ja J12/16 ~ 0,143 ovat lihelld
MC-simulaatiodataan tehdyistd sovituksista saatuja kertoimia 0,47 ja 0,13.
Tarkistuksen vuoksi minimiarvo laskettiin numeerisesti myos kertaluvun
O(L™3) approksimaatiosta ja tuloksia verrattiin edelld saatuihin tuloksiin. Kuvat
eri tavoin madritettyjen minimien kdyttaytymisestd on piirretty kuvasarjaan 12.
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Kuva 12. Fermionisen TwinBCSOS-mallin leveydelle lausekkeesta (5.16) saadusta ap-
proksimaatiosta numeerisesti laskettu leveyden minimi (a) ja sitd vastaava parametri (b)
verrattuna ensimmadisen kertaluvun approksimaatiosta saatuihin tuloksiin (5.26) ja (5.25).

Kuten kuvasta ndhdddn, ensimmadisen ja kolmannen kertaluvun approksimaa-

tiot antavat suuren L:n rajalla saman leveyden minimin ja tdsmaélleen saman
skaalauksen.
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6 Johtopaitokset

Statistisen fysiikan ongelmat ovat usein helppoja muotoilla mutta vaikeita ratkais-
ta. Ndin kdvi my0s tdiméan tutkimuksen pddkohteina olleiden rajoitetun BCSOS-
kavelijan ja TwinBCSOS-mallin kohdalla, silld mallien yksinkertaisuuden taakse
osoittautui piiloutuvan varsin monimutkaista kadyttaytymistd. Haasteellisesta
lahtokohdasta huolimatta tutkimuksen tavoitteena olleiden mallien leveyksien
kayttaytyminen selvitettiin tarkasti, ja tuloksena saatiin jopa eksakti lauseke rajoi-
tetun BCSOS-kévelijan leveydelle, sekd eksaktit skaalauseksponentit fermionisen
TwinBCSOS-mallin leveyden minimin kayttaytymiselle. N&itd kahta voidaankin
pitdd tdmédn tutkimuksen padtuloksina. Mallien kdyttdytymisestd 16ytynyttd mo-
nimutkaisuutta voi lisdksi sellaisenaan pitdd positiivisena tuloksena tutkimuksen
perimmadisen tarkoituksen kannalta, silld tima antaa toivoa siitd, ettd ndima yksin-
kertaiset satunnaiskavelijamallit todella tavoittavat jotain vuorovaikuttavien raja-
pintojen ilmidmaailmasta. Mielenkiintoisin tdiméan tutkimuksen avoimeksi jattama
kysymys — ja samalla my0s erinomainen ldhtokohta laajemmille jatkotutkimuksil-
le — onkin, voidaanko rajoitetulle BCSOS-kévelijélle ja TwinBCSOS-mallille saatu
kayttaytyminen ndhdad myos joissain samankaltaisissa, aikakehityksen sisdltdvissa
malleissa. Thannetapauksessa rajoitetun BCSOS-kdvelyn sekd TwinBCSOS-mallin
korrelaattoreissa ndhdyt samankaltaisuudet heijastavat jotain fundamentaalia,
risteimattomien rajapintojen malleille yleistd, biasoidun diffuusion ja kovan
repulsion keskindisestd kamppailusta syntyvaa dynamiikkaa.

Tuloksien liséksi tdssd vaiheessa on syyta kiinnittdd huomiota myos kaytettyi-
hin menetelmiin. Koska tdma tyd on liikkunut jo ldhtokohdiltaan alueella, jossa
ei ole varsinaisia joka tilanteeseen sopivia perustyokaluja — poislukien Monte
Carlo — monet kaytetyistd menetelmista ovat “kotitekoisia” ja juuri kasilld olevia
ongelmia varten 16ydettyja. Jo leveyden tarkastelu korrelaattorien kautta on tiet-
tavasti tdysin uusi menetelmé tamén suureen méaarittdmiseen, vaikka leveyden
palauttaminen askelkorrelaattoriin onkin melko suoraviivaista. Lisdksi erityisesti
symbolinen laskenta ja yleisten lainalaisuuksien paéttely eksakteista lausekkeista
ovat melko epétavallisia tyovalineitd fysiikassa. Kévelijoiden korrelaatiofunktioi-
den maédrittaimiseen tama kuitenkin soveltui erityisen hyvin, silld symbolisesti
laskettuja eksakteja tuloksia on helposti saatavilla, ja korrelaattoreilla on selked,
aikaetdisyyden d antama hierarkia. Lisdksi kdvelijoiden tapauksessa korrelaat-
toreissa ei ole syytd olettaa tapahtuvan oleellisia muutoksia milldan suurilla d,
jolloin korrelaattorien laskeminen muutamilla ensimmadisilld d on perusteltu
keino arvioida korrelaattorien yleistd kdyttaytymistd. Toinen, edelliseen liittyva
erikoinen menetelma oli korrelaattorien hahmottaminen piirtdmaélld niiden nolla-
kohdat kompleksitasoon ja niiden vélisten yhteyksien tutkiminen muodostuvien
pistejoukkojen kautta. Tdimédn menetelmén tdyttd potentiaalia ei kuitenkaan vield
valttamattd ole valjastettu, ja jatkotutkimusten kautta olisikin esimerkiksi erittdin
kiinnostavaa tietdd, onko rajoitetun BCSOS-kévelijan ja TwinBCSOS-mallin korre-
laattorien nollakohtakuvaajien samankaltaisuus jokin yleinen ristedimattomyyseh-
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dosta seuraava ominaisuus, jonkin ndiden kahden mallin vilisen vastaavuuden
seuraus vai silkkaa sattumaa. Alustavien tutkimusten perusteella vaikuttaa silté,
ettd pienet muutokset kavelijoiden siirtyméatodenndkoisyyksiin aiheuttavat nolla-
kohtakuvaajiin monimutkaista hienorakennetta, mutta Catalanin polynomeille
ominaiset C-kaaret sdilyvat kuvioissa samankaltaisina.

Toinen tdmén tutkimuksen ehdottomista paatuloksista on rajoitetun BCSOS-
kavelijan askelkorrelaattorin eksakti lauseke (5.11). Koska tdmad tulos on kuitenkin
vain symbolisesti lasketuista tuloksista ndhty lainalaisuus, tuloksesta on vield
pitkd matka heijastavan seindn BCSOS-kévelijdlle aiheuttaminen korrelaatioiden
ymmirtimiseen. Korrelaattorin lausekkeessa esiintyvien kertoimien kautta paa-
dyttiin “16ytdméan uudelleen” tunnettu kombinatorinen tulos, Catalanin kolmio,
joka esiteltiin kappaleessa 5.1. Catalanin kolmiolla on selkea tulkinta rajoitetun
BCSOS-kévelijan tietynlaisten polkujen lukumaéérand, joten saatu eksakti lause-
ke voidaan todennédkoéisimmin johtaa kombinatorisesti. Tahdn liittyy kuitenkin
erikoinen huomio saadusta lausekkeesta (5.11) — lausekkeessa esiintyy termeja
muotoa ¢, p" (1 — p)k, ja Catalanin kolmion kerroin c,; kuvaa niiden nollasta
lahtevien rajoitettujen polkujen lukumaééarad, joissa on n askelta ylos ja k alas.
Kuitenkin tita tekijad kertoo sellaisen polun todenndkoisyys, jossa on n askelta
alas ja k ylos! Eksakti kombinatorinen ratkaisu rajoitetun BCSOS-kavelyn askel-
korrelaattorille saattaa hyvinkin olla jo olemassa, mutta sen 16ytdminen kay jo
omanlaisestaan tutkimuksesta. Rajoitetun BCSOS-kédvelyn polkujen laskemisen
kaltaiset yksinkertaiset kombinatoriset ongelmat voivat esiintyd lukemattomissa
eri muodoissa, eikd ratkaisun yhteydessa siis vélttamattd mainita sanallakaan
satunnaiskévelyjd, rajapintoja, seinid tai mitddn muutakaan ilmeistd sovellusta.
Ehkéa akuutein jatkotutkimuksen tarve liittyy joka tapauksessa tdssad tutkimuk-
sessa konjektuurinomaisesti esitetyn rajoitetun BCSOS-kévelijan korrelaattorin
analyyttiseen ratkaisuun. Samalla mahdollisesti 16ydettdisiin selitys rajoitetun
BCSOS-kévelijan korrelaattorin erikoiseen riippuvuuteen d:n pariteetista. Mikali
jatkotutkimuksissa rajoitetun BCSOS-kévelijan korrelaattorin lauseke onnistu-
taan selittdmé&édn, samalla luultavasti edistytddn myds huomattavasti rajoitetun
BCSOS-kévelijan ja TwinBCSOS-mallin vélisten yhteyksien ymmartamisessa.

Toinen tutkimuksen péatuloksista, fermionisen TwinBCSOS-mallin leveyden
minimin skaalaus ~ L~!/3, tarjoaa myos mahdollisuuden jatkotutkimuksiin.
Ensimmadinen tutkimuskohde on luonnollisesti pyrkid selittdimdadn tdméa skaa-
lauseksponentti suoraan mallin ominaisuuksista kdsin. Lisdksi taiménkaltaisiin
ilmidihin usein liittyvan universaalisuuden ansiosta samanlainen skaalausrelaatio
saattaa 10ytyd myos muista vastaavanlaisista kahden ristediméattoman rajapinnan
malleista. Mikali ndin kay, eli mikali saatu skaalausrelaatio ei ole liian herkkd mal-
lin yksityiskohdille, samanlainen skaalaus voidaan ehké havaita kokeellisestikin.
Tama voi kuitenkin olla vaikeaa, silla edes riittavan lahelld TwinBCSOS-mallin
tilannetta olevan koejérjestelyn toteuttaminen voi olla hyvinkin hankalaa.
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Liitteet

Liite A Merkintoja

¢ Luonnolliset luvut N := {0,1,2,3,... }.
¢ Tapahtuman A todennikoisyys merkitdan IP(A) € [0, 1].
¢ Tapahtuman A ehdollinen todenndkoisyys ehdolla B

P(ANB)

P(A|B) := P(B)

missé oltava P(B) # 0.

¢ Satunnaismuuttujan X odotusarvo merkitdan E(X).

<

Kompleksitason zp-keskinen, r-sdteinen kiekko

D(zo,r) :={z € C||z—z| <r}.

Lattiafunktio

&

|x] =max{n € Z|n> x}.

Luvun n kertoma

n! = ﬁ k.
k=1

&

<&

Luvun n tuplakertoma n!! méaraytyy rekursiosta

. 1 kunn € {0,1}
S n-(n=2)"' kunn > 2.

Tuplakertoma toimii siis kuten kertoma, mutta kertoo keskenddn vain ne
luvut, jotka ovat samaa pariteettia kuin 7.



Liite B Symbolisesti lasketut rajoitetun BCSOS-kavelijan askelkorrelaattorit
Askelkorrelaattoreita rajoitetulle BCSOS-kévelijdlle. Lausekkeissa r := 2p — 1. Kaikille parillisille d vaikuttaa olevan
0(d,r) =r%.

0(1,r)=—r

6(3,7) =— r%(l +12)

0(5,r)=— 1’%(3—%61’2 -

0(7,r)=— r11—6(5 +1572 — 574 + ré)

0(9,r) = — rli—g (35 + 14072 — 70r* + 28¢% — 5¢%)
0(11,7) = — rﬁ (63 + 315r% — 210r* 4 126r% — 45¢ + 7r10)
0(13,7) = — rw% (231 + 1386r> — 1155¢* 4+ 9241 — 495/8 + 154r10 — 21#12)
6(15,1) = — rzolﬁ (429 + 300372 — 3003+ 4 30037% — 2145¢8 4- 100170 — 273712 + 33714)
0(17,r) = —r3 2; o5 (6435 + 5148072 — 60060r* + 720721 — 6435015 4 40040710 — 1638072 + 3960714 — 429r1¢)
6(19,r) = —r =2 (12155 + 10939512 — 145860r* 4 204204r% — 2187901 + 170170710 — 92820712 + 33660r* — 7293716 + 715¢18)
0(21,7) = — r2621m (46189 + 4618901 — 6928351 4- 11085367° — 1385670r% + 1293292110 — 881790712 + 426360r'* — 138567r16 4- 27170118 — 243172°)
0(23,7) = —r 51258 (88179 + 96996912 — 1616615r* + 2909907r° — 41570107 + 4526522r'0 — 3703518712 + 22383907+ — 969969r'¢ + 285285118 — 5105172 4 4199r%2)
6(25,1) = — rm (676039 + 811246812 — 14872858r* -+ 297457161° — 478056157 + 59491432110 — 56787276712 + 41186376114 — 22309287716 + 8748740118

— 234834612 4 386308122 — 29393r%)



Liite C Symbolisesti lasketut TwinBCSOS-mallin askelkorrelaattorit

Askelkorrelaattoreita TwinBCSOS-mallille fermionisella ohituskiellolla. Lausekkeissa 7 := 2p —1ja K : %

¢(1,r)=—r- Kt
p(2,r)=—r-K2-(247)
1

¢(3,r) = r-K3. (194 23r + 9% + %)

'S

1
¢(4,r) = —= -r-K*- (97 +197r + 16212 + 66r° + 13r* +1°)

— ®

PE ) == 1 K5 - (2059 + 60117 4 769512 + 5535r° + 2385r* + 609r° 4 85¢° 4 57)
1 6 2 3 4 5 6 7 8. 79
p(6,7) = — g 7+ KO- (11191 + 431397 + 7581617 + 79056 + 534061 +24030r° + 7152r° + 1352, +147:° +71%)
1 7 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
p(7,r) = — 35 - K7 - (123635 + 596539 + 13420897 + 1845585r° + 17112061 + 1115478r° + 518490r + 1710187 +-39095° 45887, + 525r17 4-217'")
1
PE) =031 T K8 - (690953 + 40229177 + 11079342r2 + 189991987 + 22498155r* + 193161517 + 123067087° + 586530017 + 208369515 + 543555¢7 + 101022110 + 12654711 + 95712 + 33713)

¢9,r)=— @ -r-K® - (31164787 + 2132095557 -+ 696797883r% + 1435758939r> + 2075333967r* 4 2218264623 + 1803235527r° + 1130790375¢7 + 549711225¢% + 206613145r + 59430513710 4 12828753/ 42009733712

+ 215589113 + 14157714  429¢15)

¢(10,7) = — 32; e K10 (176917291 + 1393845047r + 5283310860r2 + 12739493700r> + 21789430920+ + 27935968176r° + 2769343959610 + 2160714042017 + 13393064070+ + 6616207110r” + 259953792410

+ 806435116711 + 19487512072 + 3588244073 + 4859140714 + 4558841 4 2645510 4 715r17)
o(11,7) = — 1311W - KM (2019745097 + 180382164977 + 77921946135r% + 2155635904951° + 426474316620 + 638751744972 + 7485234510607° + 700154895924+7 + 529059293334 4 325042176294r°

+162719696106r'0 + 6626825068271 + 2183663719672 + 576550343613 + 1201064436714 + 192816052/ + 22995401710 + 1917201717 499671718 + 2431/1%)

1
$020) =~ 5erim

+ 4022474390244r0 + 2036330031780r!! + 8542508488227 12 4 2957409514707 4 83878447848r1* + 19271377320r'% + 352763173171 4 501993687117 + 5348863018 + 4012918+ + 188955r20 + 4199/21)

-7+ K12 (11581155119 + 115770963907 + 562103374230r2 + 1756770145101 + 3951247399695 + 6778428252939 + 9179119898280r° + 10025127220968+” + 8952698381310r° + 6592989988422+

$(13,r) = — 2091W r-K13. (266625601247 -+ 2952479494063r + 1593202881804312 + 55565520158187r° + 140151994398585r* 4 271211879439657r° + 4171266604984057° + 52154048193074177 4 538085039869494r°

+ 462638114212950r” + 333559878820974r'0 4 2023709353986067'1 + 1034294239467061'2 + 44484021329714r'3 + 16048176901770r'% + 4829086575274r15 + 1201788246139r10 -+ 244343839883r'7 + 3988547600718
+5096833495r1° + 490791717r% + 3347022921 4 1440257172 + 29393r%%)



Liite D Symbolisesti laskettujen rajoitetun BCSOS-kiavelijan askelkorrelaatto-
rien polynomiosan nollakohdat
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Kuva 13. Rajoitetun BCSOS-kévelijan askelkorrelaattoreista symbolisella laskennalla 16ydettyjen kokonaislukukertoimisten polyno-
mien (ks. liite B) nollakohdat kompleksitasossa.
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Kuva 14. Funktion 6(d,r) + r* nollakohdat kompleksitasossa, missi 6(d,r) on rajoitetun BCSOS-kévelijan askelkorrelaattori ja
r = (2p — 1), missd p on kévelijan ajoparametri.



Liite E Symbolisesti laskettujen TwinBCSOS-mallin askelkorrelaattorien poly-

nomiosan nollakohdat kompleksitasossa
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Kuva 15. TwinBCSOS-mallin askelkorrelaattoreista symbolisella laskennalla 16ydettyjen kokonaislukukertoimisten polynomien (ks.

liite C) nollakohdat kompleksitasossa.
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