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ARITMEETTIS-GEOMETRIS-HARMONINEN
KESKIARVOEPAYHTALO

1. JOHDANTO

Téssd pro gradu-tutkielmassa perehdytddn kolmeen keskiarvoon, aritmeettiseen,
geometriseen ja harmoniseen. Jonkinlaisen kuvan néiden keskiarvojen historiallisuu-
desta antanee niistd joskus kéytetty yhteisnimitys, pythagoralaiset keskiarvot. Néi-
den keskiarvojen vililla vallitsee epéayhtélo, jonka merkitysta kaikkeen epayhtéléop-
piin ja tutkimukseen ei voida viheksyéd ja usein tatd epdyhtaloa pidetddnkin tdmén
aihepiirin kivijalkana. Kyseinen epéayhtalo ja erityisesti sen todistaminen on kiehtonut
matemaatikkoja jo vuosisatoja, toisaalta epayhtalon merkittdvyyden ja toisaalta sen
ndenndisen helppouden takia. Kahden termin tilanteessa epéayhtélo lienee tunnettu jo
antiikin ajoista, mutta yleinen, painotettujen keskiarvojen tulos n:lle termille néyt-
taisi ilmestyneen ensimmaéisen kerran vasta 1800-luvulla. Péddpaino tutkielmassa onkin
tdmén epayhtalon hyvinkin erilaisten todistuksien lapikéynti. Todistuksissa padpaino
tulee olemaan yleisissd n:n termin tapauksissa, joita esitetddn 12 kappaletta. Todis-
tuksia naytetddn myos helpoissa kahden termin tilanteissa, silla n&itd kahden ter-
min tapauksia voidaan havainnollistaa mielenkiintoisilla geometrisilla argumenteilla
ja toisaalta ne toimivat sopivina véliaskelmina monimutkaisimmille todistuksille vrt.
esim. induktio.

Ennen todistuksiin siirtymisté esitelldén kyseisten kolmen keskiarvon méaéritelmét
ja kdydaan lyhyesti 1dpi millaisissa tilanteissa kukin keskiarvoista kuvaa keskimé&arai-
syyttd parhaiten tai pikemminkin oikein. Tutkielman keskiosa keskittyy péédaiheeseen
eli aritmeettis-geometris-harmonisen keskiarvoepéayhtilon todistuksiin. Todistuksia
esitelldén lukuisia ja toisiinsa ndhden hyvinkin erilaisia matemaattisia tyckaluja hyvak-
sikdyttavid. Todistusten jialkeen nédytetddn runsaasti esimerkkejé, joissa tietoa tdméan
epayhtalon olemassaolosta voidaa soveltaa ja kayttaa hyviksi. Kahdessa viimeisessé
kappaleessa tutustutaan (néihinkin) keskiarvoihin liittyviin yleistyksiin ja osoitetaan
ettd aritmeettis-geometris-harmoninen keskiarvoepéayhtalo on itseasiassa erikoistapaus
yleisemmasté potenssikeskiarvoepayhtalosta.

Todistuksissa kaytetddn apuna erilaisia matemaattisia tuloksia. Osa tuloksista todis-
tetaan tdmén tyon puitteissa niiden esiintyessd ensimméisen kerran, jaljempéané nii-
hin luonnollisesti vain viitataan. Apuna kaytetddn myos tuloksia joita ei téssi tyossa
todisteta, télloin viitataan kirjallisuuteen josta todistus 16ytyy. Pédasiallisena lahde-
teoksena téssa tutkielmassa kiytetddn erittédin kattavaa P.S Bullenin kirjaa Handbook
of Means and Their Inequalities [2, s. 60-190], myos tutkielmassa esiintyvét kuvat
ovat perédisin téstd lahdeteoksesta. Neljannesséd kappaleessa térkeédna ldhdeteoksena
kiytetddn Hermanin, Kuceran ja Simsan kirjaa Equations and Inequalities [5, s. 151-
171].



2. MAARITELMIA

2.1. Aritmettinen keskiarvo. Aivan ensimmaéisené on syyté mainita ettéd aritmeet-
tinen keskiarvo on keskiarvoista tunnetuin ja yksinkertaisin. Suurimmalle osalle ih-
misid tdmaé on ainoa tapa méaarittad keskiméaraisyyksid. Kun kansankielelld puhutaan
keskiarvosta tarkoitettaneen lahes poikkeuksetta aritmeettista keskiarvoa.

Maaritelma 2.1. Lukujen aq, as, ..., a, aritmeettinen keskiarvo méaritellaéan

a + PP + an
Alay, -+ ,a,) = AT
n
Esimerkki 2.2. Olkoon annettu positiiviset luvut a ja b, a < b ja lisdksi on jokin
luku = siten ettd a < x < b. Jos yritetddn arvata lukua x kyseiseltd vililtéd, niin

miten arvaus on suoritettava, ettd virhe olisi mahdollisimman pieni?

Ratkaisu.

Olkoon arvaus y, tallsin virhe olisi & = |y — z|. Klassisen Tsebysevin teoreeman
mukaan y tulee valita siten ettéd se on yhté etdilla kummastakin paétepisteesté eli
ly — a| = |y — b], josta ratkaisemalla saadaan y = 2 = A(a, b).

Usein keskiarvoja joudutaan laskemaan tilanteissa, joissa sama luku toistuu use-
aan kertaan tai jostain muusta syystd lukuja on syytd painottaa eri tavoin. Lukujen
erilaiseen painotukseen voi olla syynéd esimerkiksi lukujen ilmenemisen erilainen to-
dennékoisyys. Télloin on katevaa kayttaa painotettua keskiarvoa.

Maiaritelma 2.3. Kun luku ay saa positiivisen painon wq, luku as painon wsy jne.,
niin télléin painotettu aritmeettinen keskiarvo maéaritelldan
aiwi + -+ apwy

w4 w,
Huomautus 2.4. Helposti ndhdédén etta jos w; = --- = w, = 1, niin talloin kyseessa
on normaali aritmeettinen keskiarvo.

Aw(alwl) T 7anwn> =

Esimerkki 2.5. Opettaja haluaa laskea 22 oppilaan luokkansa kokeen keskiarvon.
Tyypillisesti usealla oppilaalla saattaa olla sama arvosana, télloin opettaja tehtavia
helpottaakseen kidyttda painotettua aritmeettista keskiarvoa.

Koetulokset olivat seuraavanlaiset: 1kpl 10; 3kpl 9; 2kpl 8, 5; 5kpl 8; dkpl 7, 5; 1kpl 7;
3kpl 6 ja 2kpl 5. Luokan kokeiden keskiarvoksi saadaan siis,

_1:1043-9+2-85+5-845-7,5+1-7+3-6+2-5
- 14+34+24+5+5+1+3+2

2.2. Geometrinen keskiarvo. Seuraavaksi esittelyvuorossa on geometrinen keski-
arvo, josta jossain kirjallisuudessa nikee kiytettavan myos termié keskiverto.

Ay, ~7,57.

Maaritelma 2.6. Ei-negatiivisten lukujen ay, ao, - - - , a,, geometrinen keskiarvo mééritel-
la4an
G(ai, -+ ,an) = Yay---ay,.
Lasketaan seuraavaksi tyypillinen ja helppo korkolaskuesimerkki tilanteesta jossa
geometrinen keskiarvo kuvaa keskimédraisyytta oikein.
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Esimerkki 2.7. Pankkitilille maksettiin korkoa ensimméisend vuonna 1%, toisena
vuonna 3% ja kolmantena vuonna 5%. Mika oli keskim#édrdinen vuotuinen korko-
prosentti?

Ratkaisu.

Sovelletaan prosenttikertoimia geometrisen keskiarvon yhtaloon eli ensimméisen vuo-
den jilkeen pddoma on tullut 1, 01-kertaiseksi jne.

G=+/1,01-1,03-1,05 = 1,02987 joten keskim&ériinen korkoprosentti oli siis n. 2, 987
eikd tasan 3, miké olisi ollut aritmeettinen keskiarvo.

Kyseinen tehtédvi on helppo tarkistaa. Pddoma kasvaa siis kolmessa vuodessa
1,01-1,03-1,05 ~ 1,0923-kertaiseksi. Ja koska 1,033 ~ 1,0927 ja

1,02987% ~ 1,0923, niin havaitaan aritmeettisen keskiarvon antavan viirin ja yl-
14 méadritelty geometrinen keskiarvo puolestaan oikean ratkaisun kyseisen kaltaiseen
ongelmaan.

Samoin kuin aritmeettisen keskiarvon kohdalla voi geometrisen keskiarvon yhtey-
dessé sama luku esiintyd useaan otteeseen tai jostain muusta syysta luvuille halutaan
antaa erilaisia painotuksia.

Maiaritelméa 2.8. Painotettu geometrinen keskiarvo mééritelldén yhtalona,
1
gw<a1w1, ce ,anwn) = (allvl - agn)m

2.3. Harmoninen keskiarvo. Viimeisené esittelyvuorossa on harmoninen keskiar-
vo.

Johdatteleva ongelma: Ajat autolla ensin 100 km nopeudella 120 km/h ja toiset
100 km nopeudella 80 km/h. Mika on keskinopeutesi?

Olen esittianyt tdmén kysymyksen monille, loogiseen ajatteluun kykeneville,
tutuilleni taysin yllattavissa tilanteissa ja pyytéanyt heitd vastaamaan intuitionsa poh-
jalta. Kaikkien intuitioveikkaukset olivat 100 km/h. Kuvaavin oli ehképé diplomi-
insinéoriystavani toteamus, ettei se sitten varmaankaan ole 100 km/h, kun sitd var-
tavasten kysyt.

Kaikki ystavéani siis kuvittelivat keskinopeuden olevan aritmeettinen keskiarvo, jo-
ta se ei suinkaan ole. Ratkaisun kysytynkaltaiseen tilanteeseen antaa harmoninen
keskiarvo.

Maaritelma 2.9. Positiivisten lukujen aq, . . ., a, harmoninen keskiarvo mééritellaan

yhtélona

n
H(ar,...,a,) = ——.
(@ ) I 3L

Esimerkki 2.10. Yllad kuvatun keskinopeusongelman ratkaisu on siis nopeuksien har-
moninen keskiarvo.

2
H= — =96 km/h

1
120 km/h + 80 km/h
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Esimerkissa 2.2 tutkittiin tilannetta missd virhe haluttiin minimoida. Nyt toden-
nékoisen virheen sijaan halutaankin minimoida suhteellinen virhe.

Esimerkki 2.11. Olkoon tilanne muuten samanlainen kuten esimerkissa 2.2 mutta
nyt lukua z yritetdén arvata siten ettd suhteellinen virhe olisi mahdollisimman pieni.
Ratkaisu.

Olkoon arvaus edelleen y, tilloin suhteelliseksi virheeksi saadaan = |y;x|. Nyt et-
sitddn siis lukua g, jonka suhteelliset virheet péadtepisteiden a ja b suhteen on samat.
Eli ‘y;—“' = @, josta ratkaisemalla saadaan y = 3%’; = H(a,b).

My6s harmoniselle keskiarvolle on luonnollisesti olemassa painotettu keskiarvo.

Maaritelma 2.12. Painotettu harmoninen keskiarvo positiivisille lukuvuille

a1, ..., Gy, joille ainakin yksi w; > 0 kun ¢ = 1, ..., n, madritellddn yhtalona
wy + ... +w,
'Hw(alwl, ey ann) = m.

Huomautus 2.13. Seuraava yhteys on syytd huomata

Ho(wiay, . .., wpan) = Ap(wiar?, ..., wea, )~
Téasta johtuen harmonisen keskiarvon ominaisuuksia ei useinkaan esitetd kovin yksi-
tyiskohtaisesti, sillé ne seuraavat varsin helposti aritmeettisen keskiarvon vastaavista
ominaisuuksista.

Huomautus 2.14. Jatkossa merkinnét saattavat hieman vaihdella samanpainoisen ja
painotetun tilanteen vililld, vaihtelua voi ilmetd myo6s sen suhteen kuinka mones-
ta termistd kulloinkin keskiarvo otetaan. Nimittdin lahes poikkeuksetta tilanteesta
selvidd ilman véarinkasityksen vaaraa mité tarkoitetaan, vaikkei monimutkaistettuja
merkintdja kaytettiisikddn. Jatkossa voidaan siis kiayttdda n:n termin aritmeettiselle
keskiarvolle merkintdd A, myos painotettussa tilanteessa. Jos tilanne vaatii niin, n:n
termin painotetulle aritmeettiselle keskiarvolle voidaan kdyttaa jopa merkintad A, ,.

3.  ARITMEETTIS-GEOMETRIS-HARMONINEN KESKIARVOEPAYHTALO JA SEN
TODISTAMINEN

Nyt kun kolmeen ylla mainittuun keskiarvoon on tutustuttu, voidaan siirtyé tamén
tyon varsinaisen aiheen pariin.

Lause 3.1. Ndille kolmelle keskiarvolle pdtee epdyhtdlo

Hop(wiay, ..., wpa,) < Gy(wiay, ..., wya,) < Ay(wias, ..., wyay),
missd a; > 0 jaw; >0, Vi=1,...,n. Yhtdsuuruus toteutuu epdiyhtilossd jos ja vain
JOsS a1 = ... = Qp.

Lausetta 3.1 ei todisteta vield tésséd vaiheessa, koska tdméa koko kappale kolme on
omistettu kyseisen lauseen erilaisille todistuksille.

Huomautus 3.2. Jatkossa epayhtilo kirjoitetaan lyhyemmin muodossa H < G < A



Tutustutaan aluksi lauseen 3.1 epayhtdloon liittyvaén geometriseen tulkintaan.

Olkoon 0 < a < b ja ABCD puolisuunnikas, jossa AB ja C'D ovat yhdensuun-
taiset sivut. Lisdksi AB = a, CD = b ja janojen AC ja BD leikkauspiste olkoon K.
Katso kuva 1. Piste I puolittaa janan AD ja piste J puolestaan puolittaa janan BC.
G H jakaa puolisuunnikkaan ABC'D kahteen yhdenmuotoiseen puolisuunnikkaaseen.
Talloin 1J = A(a,b), GH = G(a,b) ja EF = H(a,b).

D C
EA/\F.
G L AN 11

Kuva 1. H(a,b) < G(a,b) < A(a,b).

Kaydaan ylla olevat tulokset esimerkinomaisesti léapi.

Esimerkki 3.3. IJ = A(a,b):
Olkoon puolisuunnikkaan ABC'D korkeus h. Télloin puolisuunnikkaan pinta-alaksi
saadaan A = "“Terh. Koska piste I puolittaa janan AD ja piste J janan BC, niin yh-

denmuotoisuuden nojalla puolisuunnikkaiden ABJI ja IJCD korkeudet ovat % Jos

liséksi IJ = y niin pinta-aloiksi saadaan A; = HTW—QL ja Ay = “T“%

yhtélosta A = Ay + Ay saadaan y = aT*b eli IJ = A(a,b).

. Ratkaisemalla y

GH = G(a,b):
Jana GH jakaa puolisuunnikkaan kahdeksi kesken&dn yhdenmuotoiseksi puolisuun-
nikkaaksi. Jos GH = x niin ¢ = 7, josta v = Vab. Siispi GH = G(a,b).

EF =H(a,b):

Olkoon yhdenmuotoisten kolmioiden AABK ja ACDK korkeudet h; ja hsy eli

h = hy + hy. Téll6in yhdenmuotoisuuden nojalla hy = $h;. Merkitdén EF = z. Nyt

jana E'F' jakaa puolisuunnikkaan kahdeksi pienemméksi puolisuunnikkaaksi. Talloin

Al = HTzhl ja Ay = “T“hQ ja ratkaisemalla z pinta-alayhtalostd A = A; + A, saadaan
2ab oli EF = H(a,b).

ZT atb

3.1. Todistuksia tapauksessa n=2. Aluksi kiydé&én ldpi joitakin todistuksia téssé
helpoimassa mahdollisessa tilanteessa. Néin saadaan pehmeé lasku vaativimmille todis-
tuksille ja toisaalta pystymme geometrisilla todistuksilla havainnollistamaan téta pe-
rustavaa laatua olevan tulosta.
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Lause 3.4. Olkoot a ja b positiwvisia reaalilukuja. Tdlloin pdtee kahden termin geometris-
aritmeettinen keskiarvoepdyhtdlo

(GA) Vab< “E

missd yhtdsuuruus toteutuu jos ja vain jos a = b.

Huomautus 3.5. Kahden termin tilanteessa on syytd huomata mielenkiintoinen yhteys

G(a,b) = v/ A(a,b)H(a,b).
Todistus. Tulos saadaan suoralla laskulla.
O

Geometrinen keskiarvo aritmeettisesta ja harmonisesta keskiarvosta on siis ge-
ometrinen keskiarvo.

Lause 3.6. Jos kahden termin tilanteessa G < A nitn H < G < A.

Todistus. Kéayttamaélla apuna huomautusta 3.5 saadaan helposti

G>VGH = G>H ja A>VAH = A>H.
]

Seuraavaksi ndytetddn muutamia todistuksia epayhtélolle G(a,b) < A(a,b) ja ylla
olevan nojalla kaksi muuta epayhtélod seuraa valittomasti.

Todistus. (I)

Tulos seuraa suoralla laskulla huomaamalla, etté (v/a — v/b)? > 0.
O

Todistus. (II)

Tuloksen ilmeisyys selvidi helposti yhtilostd (a + b)* = 4ab + (a — b)?. Olettamalla
0 < a < b voidaan kyseiselle yhtélolle esittdd yksinkertainen geometrinen tulkinta,
miké on esitetty kuvassa 2.

Kuva 2. (GA):n geometrinen tulkinta kahden termin tilanteessa.
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Todistus. (IIT)
Ensimmaéinen varsinainen geometrinen todistus saadaan seuraavalla tavalla. Tilanne
on esitetty kuvassa 3.

DB=hb

B
G Dho-1 [o(bn) O

KuvA 3. Geometrinen todistus.

Valitaan O-keskisen puoliympyrén halkaisijalta AB piste D, Olkoon AD = a ja
DB = b. Valitaan piste C' puoliympyrén kaarelta siten ettd kulma ZADC on suora,
talloin CD = Vab = G ja CO = @b — A. Thaleen lauseen nojalla (katso esim.

[6, s. 100]) LACB on suora. Koska pisteestd C halkaisijalle AB kohtisuora etiisyys
on lyhin, niin C'D < C'O ja yhtdsuuruus toteutuu jos ja vain jos D = O.
O

Todistus. (IV)
Todistus voidaan suorittaa myos kayttamaélla hyvéksi pinta-alatulkintaa. Katso kuva
4.

D C
b-a
E F
)
A b B

Kuva 4. Pinta-alatulkinta.

Olkoon ABC'D neli6, jonka sivun pituus on b ja olkoon ABF E suorakulmio, jonka
sivun pituudet ovat a ja b. Merkitdin ABFE pinta-alaa A;, AGFE alaa Ay, ABFG



alaa A3 ja ABC alaa A,. Talloin
Ay = Ay + Az < Ay + Ay,

Siis ab < % + %, joka sievenee helposti muotoon vab < “TH) Epéayhtélossa yhtasuu-
ruus piatee kun pinta-alat As ja A4 ovat yhtdsuuret, ja tAmé toteutuu jos ja vain jos
a =b.

O

3.1.1. Yleisen painon tapaus, kun n=2. Ylla epayhtalo on todistettu samanpainoises-
sa tilanteessa. Seuraavaksi siirrytdédn kahden termin yleisen muodon todistuksiin.

Lause 3.7. Olkoon a, b, « ja 3 positiivisia reaalilukuja. Tdlloin pdtee kahden termin
painotettu geometris-aritmeettinen keskiarvoepdyhtdlo
b
(GA) (ao‘bﬁ)ﬁ < M’
a+

ja yhtdasuuruus toteutuu jos ja vain jos a = b.

Huomautus 3.8. Ennen todistuksia huomioidaan seuraava yhteys. Kun A > 0 voidaan
lause 3.7 kirjoittaa seuraavalla tavalla.

aa+ Bb  Aaa+ \Gb

a+B  Aa+A3
Taméa on hyodyllinen tieto, silld nyt todistuksissa voidaan tarpeen niin vaatiessa
skaalata painoja a ja 3 menettadmétta kuitenkaan todistuksen yleispétevyytta. Saman

kaltaisilla yksinkertaisilla laskuilla voidaan nayttaéa, etta painojen lisdksi lukuja, joista
keskiarvo otetaan voidaan myos skaalata.

Todistus. (I)

Lauseen 3.4 todistus (IV) voidaan yleistdd téhén tilanteeseen.

Téassé todistuksessa oletetaan, ettd a4+ 3 = 1 ja huomautuksen 3.8 nojalla todistuk-
sen yleispatevyys ei siitd kérsi.

(a)‘abAﬁ)MlT/\ﬁ — (aab,ﬁ)ﬁ S

Sijoitetaan piste A koordinaatiston origoon O ja janat AB ja AD koordinaattiak-
seleille. AGC kulkee pitkin kiyrid y = /8, katso kuva 5.

Q

D

O=A b B

Kuva 5. Pinta-alatulkinta.
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Olkoon ABC'D nelio, jonka sivun pituus on d ja olkoon ABF E suorakulmio, jonka
sivun pituudet ovat ¢ ja d. Merkitdan ABFE pinta-alaa A;, AGE alaa Ay, ABFG
alaa Az ja ABC alaa A4. Talloin

A = Ay + A < As + Ay
Tama voidaan integraalilaskentaa apuna kédyttéden esittdd muodossa
cd = o™ + BdVP.

Tekemilld nyt muuttujanvaihdot ¢ = a®, d = b° ja muistamalla etti o + 8 = 1,

havaitaan tuloksen olevan lauseen 3.7 edellyttdméssd muodossa.
O

Huomautus 3.9. Kun a, b € R, niin klassisen Youngin epdyhtdlén mukaan

a? b
a/bg _+_/7
p p

missé positiiviset luvut p ja p’ ovat ns. konjugoidut indeksit, joille pétee }D + z% =1.
Seuraus 3.10. Youngin epdyhtdlo on tietty erikoistapaus lauseesta 3.7.

Todistus. Tekemélld Youngin epayhtaloon ensin sijoitukset wy = % jawy = # saadaan
se muotoon

a1 a1
ab < wia®r + wybw2.

Tekemaélld nyt tdhan uudet sijoitukset @ = x™* ja b = y“? saadaan tdmé& puolestaan
muotoon

"y < wix + way.

Alkuoletusten vallitessa wq +wy = %—i— z% = 1, joten kyseessé on tismalleen lauseen 3.7
edellyttdmé& muoto eli painotettu geometris-aritmeettinen keskiarvoepayhtélo kahden
termin tapauksessa. Padasimme siis pelkilla muuttujanvaihdoilla Youngin epayhtalostéa

lauseen 3.7 tutumpaan muotoon.
U

Huomautus 3.11. Differentiaalilaskennan laajennetun véliarvolauseen mukaan sulje-
tulla valilla [c, d] jatkuville ja avoimella vélilla |c, d] derivoituville funktioille f ja g
on olemassa & €|c, d] siten, ettd

)= fle)  £1€)

g9(d) —g(c)  g'(&)’
kunhan lisdksi g '(z) # 0 valilla ]e,d[. Katso [1, s. 211]
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Todistus. (1)
Konstruoidaan funktiot f(z) = 2" ja g(z) = 2", missd u # v, w,v >0 ja
x > 0. Kayttdmélla huomautuksen 3.11 laajennettua véliarvolausetta kumpaankin
néistd funktioista vélilla [c, d], ¢ > 0 saadaan
dv — c¥ ugufl ufu
v — v o ,Ugfu—l - ’va.

Tésta puolestaan saadaan epayhtalo

d“—c*  uc
v __ AU > v’
d c vd

josta ristiinkertominen ja epayhtalon muokkaus antaa

uc"t’ + vd"t > (u + v)ctd’.

Kun vield lopuksi tehdéin sijoitus a = c**?, b = d“"", niin huomataan kyseessi
olevan lauseen 3.7 edellyttdmé muoto.
O

3.2. Yleinen tapaus, n termié. Seuraavaksi siirrytdéan kahden termin keskiarvoepé-
yhtaloista yleisiin n termié siséltéviin tapauksiin.

Lause 3.12. (Geometris-aritmeettinen keskiarvoepdyhtdilo)
(GA) Go(wiay, ..., wpay) < Ay(wiag, ..., wyay),
missd yhtasuuruus toteutuu jos ja vain jos a; = ... = a,.
Seuraus 3.13.
Ho(wiay, ..., wpan) < Gy(wiay, ..., wpa,) < Ay(wiar, . .., weay)
Yhtasuuruus toteutuu epdyhtdldssa jos ja vain jos ap = - -+ = a,.

Todistus. Kayttamalld huomautuksen 2.13 yhteytta ja (GA):& (joka siis todistetaan
yleisessé tilanteessa jéljempéani), saadaan

Ho(wiar, ..., wpa,) = Ay(wial?, ... wpa,t)™"

< Gu(wiall, ..., wpa, )t = Gy(wiay, . .., waay).
O
Huomautus 3.14. Seurauksen 3.13 todistuksesta johtuen lauseen 3.1 epéyhtélosta
todistetaan tyypillisesti vain lauseen 3.12 osuus eli (GA).
Huomautus 3.15. Kun x > 0 ja z # 1, niin

rz—1

<logxr <z —1.

Todistus. Merkitddn f(x) =1 — x — log z, télloin funktio f saavuttaa (ainoan) suu-
rimman arvonsa kun z = 1 ja tdlléin f(1) = 0. Oikeanpuoleinen epiyhtilo seuraa
suoraan tistd. Vasemmanpuoleinen epayhtéld puolestaan seuraa muuttujanvaihdolla
xr = i oikeanpuoleisesta epayhtalosta.

n
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Lemma 3.16. Jos [[\_, a; = 1, néin Y., a; > n. Yhtdsuuruus toteutuu jos ja vain
JOS a1 = ... = Qp.

Todistus. Huomautuksen 3.15 oikeanpuoleisen epéyhtélon nojalla
ZZOQCM—Z@H—HSO, = ZaiZn—i-lOg(Hai):n.
i=1 i=1 i=1 i=1

Myo6s yhtasuuruus seuraa suoraan kaytetysta epayhtalosta.

U

Huomautus 3.17. Oletetaan lemman 3.16 oletuksien sijaan, ettd » ., wy = 1. Téal-
16in hieman samantyyppiselld tavalla saadaan (GA) todistettua kokonaisuudessaan
eli yleisen painon tilanteessa.

Todistus. Koska w; > 0 Vi =1,...,n, voidaan huomautuksen 3.15 oikeanpuoleisen
epayhtalon nojalla kirjoittaa

a; a; a;’
wi | = | >w; (1+1log| == | ) =w; +lo ], Vi=1,...,n.
(6.) 2 (o (52)) = ovvion (G ) -

Suorittamalla summaus puolittain, saadaan

ﬂz;wm%og(g—:) =1

w

ja yhtdsuuruus pétee selvésti jos ja vain jos a1 = ... = a,.

O

Huomautus 3.18. Huomautuksen 3.17 todistus on yleispéitevé, silla huomautuksessa
3.8 esitetty skaalaus tapauksessa n = 2, on yleistettéivissi suoraan yleiseen tilanteeseen.

3.2.1. Samanpainoisen tilanteen todistuksen riittdvyys. Seuraavaksi naytetddn ettd
lause 3.12 voidaan johtaa samanpainoisesta tilanteesta.

Lause 3.19. On riittdvdd todistaa lause 3.12 samanpainoisessa tilanteessa.

Todistus. Kun lause 3.12 on ensin todistettu samanpainoisessa tilanteessa, edetéién
seuraavaksi tilanteeseen missd w; € N, V 1 < ¢ < n. Tamé on triviaalisti
muunnettavissa samanpainoiseksi tilanteeksi. Tamén jalkeen nédytetddn, ettd kun
w; € Qp, V 1<1i<n, tilanne palautuu edelliseen muotoon.

Osoitetaan tamé tilanteessa n = 2.

Olkoon m,n,r, s € N* tilloin

ns

mo TN\ T mo T\ oatar 1
(aln a5> tr=atag = (af"ay")menr
m T m s
msay +nray _ ns("ay + Las) _ o fa
ms + nr ms + nr o

Téamaé todistus on yleistettavissi suoraan tilanteeseen missé termeja on n kpl. (GA)
yleisilla reaalisilla painoilla w; saadaan seuraavasti: Ylla todistus on suoritettu ra-
tionaalisille painoille. Jos painot w; ovat irrationaalisia valitaan rationaalilukujonot
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q¢; — w;. Naille lukujonoille epayhtélon vasen ja oikea puoli suppenevat kohti sité
mita pitdakin ja asia on kunnossa myos reaalisilla painoilla w;.

Saatetaan todistus loppuun nidyttamalld, ettd lauseen 3.12 epéayhtalé on aito kun-
han aq,...,a, eivit ole kaikki yhtédsuuria.

Oletetaan ettd kaikki painot eivét ole rationaalisia. Kirjoitetaan w; = u; + v;, mis-
s u; > 0jav; € Qp\ {0}, Vi=1,...,n Nyt (GA):n nojalla, G,(ay,...,a,) <

Ay(ay, ... a,) ja edelleen kun kaikki aq, ..., a, eivit ole yhtdsuuria péitee rationaa-
lisille painoille, G,(ay, .. .,a,) < Ay(ai,...,a,). Saadaan siis
upt...Fup vi+...Fvp upt...Fup vi+...4vp
gw(ah o 7an> _ g1101+...+wn gijul+...+wn < A;ul+...+wn A;1+...+wn
< MAUJFMAU = Au(ar, ... a).
wp + ... +w, w + ...+ wy,

Viimeinen epéyhtélovaihe saadaan Youngin epéayhtélon avulla.
O

3.2.2. Todistuksia samanpainoisessa tilanteessa. Todistettaessa (GA):4 ei lauseen 3.19
nojalla siis meneteté todistuksen yleispéatevyytté, vaikka todistus suoritetaan tilantees-
sa wy = ... = w,. Tata tietoa tullaan hyédyntdméaan todistuksissa.

Huomautus 3.20. Jos todistuksissa ei muuta mainita, niin kaikki jaljempéané tulevat
todistukset kayttavit hyvéksi lauseen 3.19 tietoa ja todistukset suoritetaan saman-
painoisessa tilanteessa.

3.2.3. (GA) ja induktiotodistukset. Téméntyyppisissi todistuksissa nousee luonnol-
lisesti esille ajatus suorittaa todistus induktiivisesti, ja niin ovat aikojen saatossa
monet tehneetkin. Seuraavassa esitellidin muutama hieman toisistaan poikkeava in-
duktiotodistus.

Todistus. (I) Tavallinen induktio.

Aloitetaan todistus toteamalla ettd tapaus n = 1 on triviaali ja tapaus n = 2 on
késitelty jo aiemmin.

Meidén on siis naytettava, etta

a+...+ay,

Skaalataan lukuja a; siten ettd a; - - - a,, = 1. Kuten aiemmin on todettu, skaalauksen
seurauksena ei menetd todistuksen yleispéatevyyttd. Katso huomautukset 3.8 ja 3.18.
Josa; =1, V 1 <14 <n,niin todistus on triviaali. Siksi oletetaan, ettd ainakin yksi
luvuista a; > 1 ja ainakin yksi a; < 1. Valitaan esimerkiksi a; > 1 ja ay < 1.
Induktio-oletuksen nojalla
aiao +az+ ...+ ay,
n—1

> "V (mag)ag - an, =1,
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joten saadaan

ajas +as+...+a, >n—1.

Nyt meidéan tulisi nayttaa, etta

a1 +ay+as+...+a,>n

Téamé toteutuu, jos

a1+a22a1a2+1 eli a1+a2—<a1a2+1)20.

Tamaé taas patee selvisti ehtojen a; > 0 ja as < 0 nojalla, silla

a; + ag — (a1a2 + 1) = (a1 — 1)(1 — CLQ) > 0.

Yhtasuuruus toteutuu jos ja vain jos a; =1, V 1 <i < n.

O
Seuraavaksi esitellddn hyvin hienostunut induktiotodistus.
Todistus. (II) Cauchyn kéénteinen induktio.
Jos kaikki termit a; = ... = a,, niin (GA) toteutuu triviaalisti, joten jatkossa

késitellaan tapausta, jossa kaikki termit eivét ole yhté suuria.

Tapaus n = 2 :

Tutkitaan siis tilannetta, missid n = 2% ja k € N \ {0}. Tapaus n = 2 on kisitelty jo
alemmin. Seuraavaksi tehdédén induktio-oletus ja oletetaan ettd epayhtilo pétee kun
n = 281 Tamén jilkeen pyritésin niyttaméin, etti tilloin se pitee myds tapaukses-
san =2~

Kirjoitetaan seuraavasti:

a1+..+ay6—1 Ugk—1 49+ tagk
ap + ...+ Qg ok—1 + ok—1

2k 2

AN TR QAok—1 + 2k_,1/a2k_1+1 < Aok 1 .1

Z 5 Z 2 4/ a1 Qgk—1 -+ 2 \ Agk—141 * * - Qok
k

=2/ay - - agx
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Tarkastelemalla ensimmaéisté epayhtélovaihetta huomataan yhtdsuuruuden toteu-
tuvan vain jos sekd a3 = ... = ag-1 ettd ag-1,; = ... = agr. Jéalkimméises-
td epéayhtdlostd huomataan puolestaan ettd yhtdsuuruus toteutuu ainoastaan jos
Qk_\l/m = 2" fag-1y1 - ag. Jotta molemmista epéyhtéloistd saatavat
ehdot toteutuisivat yhtaaikaa pitéisi olla a; = --- = a9x mutta se on vastoin alussa
tehtyé oletusta, joten saadaan haluttu tulos

a; + ...+ ask

o > Z\k/afl"'(lgk .

Seuraavaksi késitelladn tapaukset kun n ei ole mikdéan kahden potenssi.

Tapaus n < 2F :
Oletetaan siis, ettd n ei ole kahden potenssi. Koska jono (2’“) 20:1 ei ole ylh#alta ra-
joitettu, on n joka tapauksessa vihemmaén kuin joku kahden luonnollinen potenssi.

Olkoon n < m = 2* jollakin k € N, \ {0}.

Olkoon A(aq,- -+ ,a,) = p ja maaritellddn termit a,q = -+ = apy = .

Talloin saadaan:

L a o ta,  Blattan)  ard o tan+ T (a o +ay)

n

n m m

a1_|_+a/n_’_(m_n)lu a1+...+an+an+1+...+am

m m

m —
> val...an.an_"_l...am: \/al"'an'ﬂm n‘

Néin ollen
P> ay i an ™",
joten
wr>ay - ay
eli

> /g Ay
On siis todistettu, kun n < 2* niin

a + - +a,
n

> {far - an

joten todistus on kokonaisuudessaan suoritettu.
O

Seuraavaksi esiteltévé todistus on perdisin Liouvilleltd vuodelta 1839 [7, s. 493-494].
Vaikka todistus on yksi ensimmaéisisté, se "16ydettiin” vasta 1960-luvulla. Myos tdméa
on induktiotodistus, mutta ldhestymistapa on aivan erilainen kun kahdessa edellisessé.

Todistus. (III)
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Tapaukset n = 1 ja n = 2 on késitelty aiemmin. Tehddédn induktio-oletus ettd (GA)
pétee n — 1 termin tapauksessa. Tarkastellaan ei negatiivisten lukujen aq,...,a, 1,
keskiarvoja ja tutkitaan funktiota

flz)=A"ay,...,ap_1,2) — G"(ay,...,an_1,2) .

Derivoimalla ja muokkaamalla saadaan

n—1
a+...+ap1+x
i) = (* )

n

(n—l <a1+-~-+an1) :c)"_l
= + = — A Qpq.
n n—1 n

Voidaan siis kirjoittaa

n—1 T

n—1
Alay, ... an-1) +ﬁ) —g"_l(al,...,an_l).

= (

Tasta ndhdddn, ettd f/ on kasvava kun x > 0. Silloin funktion pienin arvo saavute-
taan derivaatan ainoassa nollakohdassa. Merkitdin kyseistd nollakohtaa = = /.

Ratkaisemalla z yhtalosta

(n—l (a1—|—~--—|—an_1> x)n_l
+ = = ap---Qap-1
n n—1 n

1
/
r=x=nlay - ap1)" 1 —ar+- -+ a,_1.

saadaan

Funktiolla f on siis absoluuttinen minimi pisteessé z’ ja tiksi minimiarvoksi saadaan
sijoituksen ja muokkauksen jalkeen

a1+---+an—1_(a a >ﬁ
n—1 1 n—1

) = (0= Dar--an)

eli

f(@)=m—-1)G"Yai,...,an-1) (Alay,...,an_1) — G(a1,...,an_1)),
joten induktio-oletuksen nojalla f(z') > 0.

Koska f(z) > 0 todistus on suoritettu lukuunottamatta yhtédsuuruutta. Jotta
f(z) = 0 voisi toteutua, taytyy sekd x = 2’ ettd f(2') = 0 olla yhtdaikaa voimassa.
Induktio-oletuksen nojalla (GA) toteutuu n — 1 termin tilanteessa, ja koska

f(SEI) =0 & A(al,...,an,l) :g(al,...,an,l)

toteutuu jos ja vain jos a; = -+ = a,_1 = 2z ja talloin myos x = 2’ = z, niin todistus
on loppuun suoritettu.

t

Néytetddn vield viimeisend induktiotodistuksena todistus yleisen painon tilanteessa.
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Todistus. (IV)

Oletaan ettd (GA) pétee pienemmilld kokonaislukuarvoilla kun n, télloin

n—1_
i=1 Wi

711 P 1 W ann
_ w1 w. i P w1 Wn—1 n— . = i—=1 Wi
gw f— (al «s e a/n”>zl:1 w; — ((al [P an_l )Zl:l wz) < Ap K

Z”*l W 1 w
< Lui=l 0 (a;ul Ce awn_l) Z?;ll Wi n

N Z?:l Wy o Z?:l wy

~1
< Z?:l Wi . wiay + ...+ Wp—10p—1 + Wp, . — ./4.
- n . n—1 n “Un = S
D el Wi Yo Wi D iy Wi
Ensimméinen epayhtélo seuraa Youngin epayhtalosta ja toinen puolestaa induktio-
oletuksesta.
Epéayhtélossd yhtdsuuruus pétee jos ja vain jos a; = ... = a,. Tamé seuraa sovelta-

malla lausetta 3.7 kun o + # = 1 ja induktio-oletusta.

G

O

3.2.4. Konwveksit funktiot ja (GA). Seuraavaksi perehdytddn hieman konvekseihin funk-
tioihin. Téstd ominaisuudesta on suurta hyotyd (GA):n todistuksissa. Téssd kap-
paleessa esitellidn myos Jensenin epayhtilo, joka (GA):n tavoin on erittdin merkit-
tdvissd asemassa epayhtaloopissa.

Maaritelma 3.21. Olkoon véli I C R. Funktiota f : I — R sanotaan konveksiksi
valilla I, jos kaikkilla z,y € I ja kaikilla A\, 0 < A < 1,

fOz + (1= Ny) < Af(x) + (1 =N f(y)
Jos epayhtdld on aito kun x # y ja A # 0,1, niin funktiota f sanotaan aidosti
konveksiksi valilla 1.

Huomautus 3.22. Konveksia funktiota on helppo havainnollistaa geometrisesti.
Katso kuva 6.

(a) Konveksin funktion kuvaaja (graafi) sijaitsee jinteen alapuolella.

(b) Kaikkialla missé konveksin funktion kuvaajalla on tangentti, kuvaaja sijaitsee
tangentin ylapuolella.

fy) /
(0<h<l)
(I=Milx)+ Aly)
f( [1- A+ )
flx)
[I-Mxtdy  x {1- Nxthy y ol k]miy
(< 0) (0<he 1) (A1)

Kuva 6. Konveksin funktion kuvaaja.
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Lause 3.23. Jos f” on olemassa avoimella vdililld |a, b, talléin f on konveksi jos ja
vain jos " > 0. Jos lisiksi jokainen osavdli sisdltid pisteen missd f” > 0 niin f on
atdosti konveksi.

Todistus. Téydellinen todistus 16ytyy mm. [9, s. 9-11]

Kéaydadn todistuksen ideaa pintapuolisesti lépi siten, etté lauseen paikkansapitéavyys
on helppo ymmaértaa ainakin intuitiivisesti.

Koska f” on oletuksen mukaan olemassa niin myos f’ on olemassa ja taten funktion
kuvaajalla on kaikkialla tangentti. Nyt lauseen paikkansapitavyytta voidaan tarkastel-
la huomautuksen 3.21(b) valossa.

Konveksin funktion f kuvaaja sijaitsee siis kaikkialla tangentin yldpuolella. Geometri-
sesti on helppo hahmottaa, ettd kuvaaja pysyy tangentin yldpuolella kunhan funtion
derivaatta on aidosti kasvava. (Jos derivaatta on vakio jollain vélilld niin t&lléin tan-
gentti ja kuvaaja luonnollisesti yhtyviit.) Jos taas jossain pisteessd olisi f” < 0 niin
vaistamaétta kyseiseen pisteeseen piirretty tangentti olisi kuvaajan yldpuolella ja tal-
16in f ei voisi olla konveksi.

O

Huomautus 3.24. Pasdsdantoisesti lause 3.23 on riittavéa, koska useimmiten sovelluk-
sissa kisitelliin C? funktioita.

Lause 3.25. (Jensenin epdyhtdilo)
Olkoon I C R wili, jolla funktio f on konveksi ja lisiksi n > 2, {w;}} > 0 kaikilla,
1 <i<nja{a;}} €1 kaikilla, 1 <1i <n. Tdlloin

R , R
f (m;wi@2> < S ;wif(ai)'

Jos f on aidosti konveksi niin myds Jensenin epdyhtdlo on aito, ellei a; = ... = ay,.

Todistus. Aluksi on syytd huomata ettd epayhtdlon vasen puoli on hyvin maéritelty,
koska funktion f argumentti on A, (as,...,a,). Sen arvo on siis lukujen min(ay, ..., a,)
ja max(aq,...,a,) vilissi eli erityisesti se kuuluu véliin I.

Todistus perustuu induktioon.

2
1 Wa wp 1
f( 3 wﬂi) = f( 35— a2 + —3 —w1a1>
21 Wi 21: D1 Wi Do w; W

< Zq?wlf(%) + %f (wilwIC“) = Z%wz ; w; f(a;).

n=2:

Epéyhtdlo seuraa suoraan koveksisuuden méaritelmésta 3.21.
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Seuraavaksi tehddén induktio-oletus ja oletetaan Jensenin epéyhtélon toteutuvan
kaikilla k£, 2 < k < n — 1 ja ndytetddn, ettéd talldin se patee myds kun k = n.

1 u Wy, L, 1 =
N =— w;a; | = e pro w;a;
>0 Wi ; >0 wz > Wi Ly ;
w "_1 w; 1 =
S TALS S ( Z“““)

1 Wiy
w n—1 n
< - LW w; f(a;) = w; f(a;
_Z?wl ( ) lez ZZ 1 1 Z?U}Z; 1 <Z>7

missd ensimméinen epéayhtilo seuraa tapauksesta n = 2 ja jalkimméainen induktio-

oletuksesta.
O

Huomautus 3.26. Kayttaméalla Jensenin epdyhtélod voidaan kirjoittaa:

1 n
Ay (awn, ..., a,wy,)) = — w;ai
f (A ) f(zlwi; )

=~ sz az - w (f(al)wh R f(an>wn) .

Zl

Seuraavaksi esitelladn kaksi todistusta joissa kéytetddn hyvéksi Jensenin epéyh-
taloa.

Todistus. (V) (Samanpainoinen tapaus)

Valitaan f(z) = —log x, ja koska f”(z) = % > 0 on funktio konveksi midrit-

x2
telyjoukossaan x €]0, co[. Kayttamélla funktiota f ja Jensenin epdyhtélod voidaan

kirjoittaa

S|=

a;+as+---+ay, logxy +logxe + -+ -+ log z,
~log <- — log(amay--ay)

n n

Muokkaamalla yhtéloa ja kdyttamaélla eksponenttifunktiota, joka aidosti kasvavana
sdilyttad suuruusjérjestyksen, yhtdlon molempiin puoliin saadaan

e ploo(aras--an) T
eli
ay+ag+---+a 1
L 2n nZ(ala2...an)n
Téaméa on siis (GA). Koska todistuksessa kiytetdan luonnollista logaritmifunktiota
rajataan a; > 0, Vi = 1,...,n. Tama ei kuitenkaan aiheuta ongelmia, silld jos a; = 0

jollakin 4, geometrinen keskiarvo on 0 ja (GA) toteutuu automaattisesti. Yhtéasuuruus
patee selvisti jos ja vain jos a1 = -+ = a,.
O
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Samoja keinoja apuna kéyttiden voidaan todistaa (GA) yleisen painon tilanteessa.

Todistus. (VI) (Yleisen painon tapaus)

Vaikka seuraava todistus kiyttdd hyvékseen tdysin samoja konsteja kuin edelli-
nenkin, esitetdédn se kuitenkin, koska loppujen lopuksi aika harvassa todistuksessa
kéasitellddn myos painoja. Lisdksi tdmé todistus on sangen selked. Téssé esitetdan
ainoastaan ydinkohdat.

Nyt siis luku a; saa painon wy, luku as painon wsy jne

log(alwl+;'.+anwn>> :Jl logay + -+ ;U” log a,

T Wi D iy Wi

1
— log (a"iul e a;’f")zzlzl wi |

Soveltamalla eksponenttifunktiota molempiin puoliin saadaan epéyht&lé muotoon

joka on siis (GA) yleisen painon tilanteessa.

4

Seuraavassa todistuksessa ongelmaa ldhestytdén kekselidédsti dériarvoprobleeman
kautta. Siinéd kaytetddn ns. Lagrangen kertojien menetelmdd, joka on keskeinen mene-
telmé sidottujen adériarvopisteiden méaarittamisessa. Talla menetelmélla ratkotut on-
gelmat ovat tyypillisesti muodoltaan sellaisia, ettéd jollekin funktiolle f on mé&aritet-
tavé Adriarvopisteet (ja dédriarvot) jonkin toisen funktion g antamien sidosehtojen eli
rajoitteiden vallitessa.

Huomautus 3.27. (Lagrangen kertojien menetelmé)

Oletetaan ettd f : U C R® — R ja g : U C R® — R ovat annettuja reaaliarvoisia
C-funktioita. Olkoon x¢ € U ja g(xg) = ¢, ja olkoon S niiden pisteiden joukko jolla
funktio g saa arvon c. Oletetaan liséksi, ettd Vg(xo) # 0.

Jos funtiolla f on lokaali maksimi- tai minimipiste joukossa .S, télléin on olemassa
reaaliluku A siten etté

(3.1) V f(x0) = AVg(x0)

Taméan yhtalon toteuttavaa pistettd xo sanotaan funktion f kriittiseksi pisteeksi
joukossa S. Katso todistus esim. [8, s. 226].

Todistus. (VII)

Pyritdsin masrittdméadn funktion f: R® — R, (aq,...,a,) — (ay---ay)"/™ ériar-
vot joukossa

S:{(al,...,an)eR”; g(ah”_?an)zwzc}



21

Téasséd funktio f kuvaa siis lukujen aq, ..., a, geometristd keskiarvoa ja funktio g
puolestaan aritmeettista keskiarvoa, jonka arvoksi kiinnitetddn c. Etsitdén funktiolle
f aariarvoa, niiden pisteiden joukosta jotka antavat aritmeettiseksi keskiarvoksi lu-
vun c.

Tarkastellaan pelkéstdaan positiivisia lukuja a;, silld jos a; = 0 jollakin ¢ = 1,...,n
niin funktio f saa arvon nolla.

Koska Vg (ai,...,a,) = (l ,%) # 0, voidaan huomautuksessa 3.27 esiteltyi

n’

Lagrangen kertojien menetelmdd kayttaa.

Yhtéalon (3.1) avulla saadaan yhtaloryhma

(0f 99
D (a1,...,a,) = Da (a1,...,a,)
8f 8g
9 (a,...,a,) = Da; (ay,...,a,)
of N
e (a,...,a,) = )\aan (ay,...,ap)
L g(ar,...,a,) =c

Pienta laskentoa harjoittamalla saadaan yhtéléryhméa muokattua muotoon

(

(ar-+-a,)"™ = Ay
(a1 -+ an)"™ = Nay

)l/n

(ay---a,)"" = Aay,
ay +ag+ -+ an
\ n o
Jos A = 0, olisi my0s a; = 0 jollakin ¢ = 1,...,n. Koska alussa tarkastelu rajattiin

vain a:n positiivisiin arvoihin oletetaan jatkossa A # 0. Tarkastelemalla n:d& ensim-
méista yhtaloa on selvéd, ettd yhtaloryhmé toteutuu jos ja vain jos

] = A2 = ... = Qp.

Viimeisesté yhtalostd arvot saadaan ratkaistua eli ay =ay = ... =a, = c.

Néin ollen joukossa S funktion f ainoa &ériarvopiste on a1 = as = ... = a, = ¢
ja kyseinen &ériarvo on téalloin

fle,...;0)=c.

Selvitetddn vield onko kyseesséd maksimi- vai minimipiste.

Valitaan a; = 1 ¢, ay = %c, az=¢c¢, ..., a, = c, talldin

; 1 3 \/§ B
—C,—C,C,....C = — C C
27277 ) 4 )
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joten kysessd on maksimipiste ja (GA) on todistettu.

Huomautus 3.28. Kun x € R niin
e > 1+ x.

Todistus. Tama epayhtélo olisi helppo todistaa esimerkiksi tutkimalla funktion

[ = e® —x — 1 dédriarvoja. Toisaalta epdyhtilo seuraa funktion e* (aidosta) konvek-
sisuudesta, koska suora y = x + 1 on sen tangentti pisteessd x = 0 (Huomautus 3.22
b). Yhtasuuruus pétee vain pisteessd x = 0.

t

Seuraavaksi esitettdva todistus on sangen selked ja siind kéytetddn hyvéksi huo-
mautuksen 3.28 epayhtaloa.

Todistus. (VIII)

Aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon mééritelmien mukaan luvuille aq, ..., a,
pétee A = WEtan §a G = o/ay - a,. Jos ap = ... = a, niin A = G. Riittdd siis kun
todistetaan aito epayhtilo A > G ei-negatiivisille luvuille a4, ..., a, kun kaikki luvut
eivit ole yhtasuuria.

Sijoittamalla % — 1 huomautuksen 3.27 epéyhtéloon e® > 1 + z saadaan

Téssd on syytd huomata, ettd epdyhtalo on aito kunhan a; # A. Koska epayhtélon
molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, kertomalla kaikki epayhtélot ¢ = 1, ..., n puolit-
tain yhteen saadaan

a1 an _ ap (0%
e_A 1 eA 1>__
A A
eli
n n a
A 7
eA 7l > HZ'
i=1 =1

Téssé on siis kysessé aito epayhtélo, koska rajasimme alussa pois vaihtoehdon jossa
a; = ... = a, ja lisdksi vasen puoli on eksponenttifunktiona aina positiivinen.
Muokkaamalla epayhtélon vasenta puolta potenssin laskusidéntéjen mukaan, saadaan
epayhtalo muotoon

n

AT 5 TT .
L1 A
=1

Koska toisaalta A = #, niin Y, a; = nA ja tekemélld sijoitus saadaan epé-
yhtilon vasemmasta puolesta e = 1.

Muokkaamalla vastaavasti epdyhtalon oikeaa puolta, saadaan se muotoon
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1 g"

Néin ollen epéyhtélo voidaan kirjoittaa muodossa
eli

Huomautus 3.29. Jos p > ¢ > 0 ja x > y > 0 niin

(3.2) (pr+y+a)(r+qy+a)>(p+1)z+a)((¢g+1)y+a)

ja yhtédsuuruus toteutuu jos ja vain jos x = y.

Todistus. Epayhtélo (3.2) seuraa suoraan yhtélosta

(pr+y+a)(z+qy+a)—((p+)r+a)((¢g+1)y+a)=(pr—qy) (r —y).

Helposti nimittédin ndhdéén ettd huomautuksen 3.29 oletusten vallitessa yhtélon oikea
puoli > 0.
O

(GA) voidaan todistaa epiayhtdlon (3.2) avulla [2, s. 102], mutta samantyyylisesti
etenevé todistus voidaan tehdd huomautuksessa 3.30 esiteltavad itsekeksiméadni epé-
yhtéloa (3.3) kiayttaméllda. Etuna jalkimmaéisessd epayhtédlossé on sen yksinkertaisuus
verrattuna edelliseen.

Huomautus 3.30. Kun x >y > 0 ja a > 0, niin
(3.3) 2y > (2 +a)(y — a).
Todistus. Auki kertomalla saadaan

(x+a)(y—a) =y —a(z—y)—d,
>0

mistd epayhtilo seuraa suoraan.

Todistus. (IX)

Aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon symmetrisyydesté johtuen termien
ai,as...,a, jirjestystd voidaan muuttaa tarvittaessa. Jarjestetdan luvut siten, etté
a; > as > --- > a, ja arvioidaan seuraavanlaista yhtaloa

n tekijai
7\

(nAn)n=(a1+~-+an)~-~(a1+-~-—|—an)_
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Aloitetaan arviointi kdyttaméalla epayhtilod (3.3) silld periaatteella, ettd aluksi x:44
vastaa tulon ensimméinen tekija ja y:td toinen tekija. Ensimmaéiseen tulon tekijadn
liséitadan termi (a; — az) ja vastaavasti toisesta se viahennetddn. T&lloin saadaan seu-

>0
raavaa

n tekijaa
7\

s ™~

nA)" = (a1 4+ 4ay) (a1 +-+a,)

n-2 tekijaa
7\

7z ~N

Z(2@1+a3...+an)(2a2+a3...+an)(a[1+...+an)...(a1+...+an)

Lisdamalld néin saadun, alaspéin arvioidun, tulon ensimméiseen tekijain ei-negatiivi-
nen termi a; — ag ja vihentdmélla vastaava termin tulon kolmannesta tekijasta ja
jatkamalla samalla tavalla kunnes on kéyty lédpi kaikki tulon tekijét pareittain ensim-
maéisen tekijéin kanssa saadaan

(Bar +ag+ -+ ay)(2a0 +ag+ -+ ay)(az +2a3+---+a,) -

>nay (2a0 +ag+ -+ ap) (as+2az+ - +ay) - (ag+ -+ a1 + 2a,)

Nyt kidydédéan samalla tavalla ensin loput tulon tekijit pareittain ldpi termin
(2ag+ a3+ - - -+a,) kanssa ja saatetaan se epdyhtilon alaspéin arvioinneilla muotoon
nay. Néin jatketaan kunnes paadytddan muotoon

n tekijai

(nA)" > e > m — (nG,)",

josta viite seuraa.

Paattelyketjusta havaitaan helposti yhtdsuuruuden toteutuvan epéayhtélossa jos ja
vain jos a; = - - - ay. ]

Huomautus 3.31. Jos kompleksisen matriisin A = (a;;) ominaisarvot ovat \;,

1<i,j<n
1 < < n, niin tilloin 327 |A]? < > et |la;;|°. Yhtasuuruus toteutuu jos ja vain jos
A*A = AA*.

Todistus. Todistus loytyy artikkelista [10, s. 377-402]
]

Seuraavassa todistuksessa ongelmaa lahestytéén jélleen aivan uudella tavalla mat-
riisilaskennan kautta, kayttamalla hyvaksi huomautusta 3.31.

Todistus. (X)
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Olkoon matriisi

0 ag 0 --- 0
0 0 ay --- 0
A= 0 5
0 0 O Q1
a, 0 O 0

Ratkaistaessa (katso [3, s. 386]) matriisin A ominaisarvoja yhtalosté
p(A) =det(A—A) =0,
saadaan yhtdlé muotoon
N=a;---a,.

Néin ollen matriisin A ominaisarvoille Ay, ..., A, pétee |\;| = /a1...a, = G, kaikille
1=1,...,n.
Nyt huomautuksen 3.31 nojalla saadaan

n

2 2 2
g a; ann(al,...,an),
i=1

joka on yhtépitavaa (GA):mn kanssa.
]

Koska integraalilaskenta laskentamenetelméné on niin merkittavé, osoitetaan (GA)
my0s sitd hyviksi kdyttden. Seuraava todistus suoritetaan yleisen painon tilanteessa.

Todistus. (XI)
Oletetaan ettd Y )", w; = ljaa; <--- < a,. Tilloin on olemassa k € {1,...,n—1}

siten ettd ap < G, < agyq. Kirjoittamalla seuraavanlaisen lausekkeen huomaamme
helpohkosti molempien summien siséltdvéan ainoastaan ei negatiivisia termeja eli

k 9n /11 n w11
sz/az <¥—§n>dt+zwz/n (g_n_Z)dtZO

i=1 i=k+1
Integraaleja auki laskemalla suoraviivaisilla laskuilla saadaan

= ;wilog Qn—;wi—;wilog ai+; Ug:Z =log G,—1—log gn+é_: — ﬁ—l,

n

mikéd on yhtapitdvad (GA):mn kanssa. Yhtédsuuruus toteutuu epéyhtilossi jos ja vain
josa; =G, Vi=1,...,nelijos javain jos a; = -+ = a,.
O
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Seuraavassa "todistuksessa” kiytetddn apuna termodynamiikan ensimmaéista ja tois-
ta lakia. Jonkin verran kritiikkid on kohdistettu tdmén tyyppiseen tapaan todistaa
matemaattisia teorioita kokeellisten luonnonlakien pohjalta, mutta tdmén kaltaiset
todistukset ovat omiaan lisidmé&an ymmérrystd luonnon lainalaisuuksista. Koska (G A)
on mahdollista todistaa lukuisilla matemaattisesti korrekteilla tavoilla, voisi jopa
ajatella kadnteisesti téllaisen todistuksen "lisddvén” luonnonlakienkin uskottavuut-
ta, ainakin matemaatikon silmissi!

Todistus. (XII)

Otetaan tarkasteluun n identtistd lamposailioitéd, joiden absoluuttiset lampotilat
ovat a;, 1 < i < n ja kunkin ldmpokapasitetti on C'. Laitetaan lamposailiot 1am-
pokontaktiin toistensa kanssa ja annetaan niiden lampétilojen tasaantua loppuldm-
potilaan T;.

Nyt termodynamiikan ensimméisen eli energian siilymislain mukaan [12; s. 730]

> Clai—T) =0,
=1
missé

1 n

Vastaavasti termodynamiikan toisen lain mukaan [12, s. 730] entropia kasvaa pro-
sessin edetessi. Systeemille jossa on n lamposiiliota, voidaan tdmé entropian muutos
AS > 0 laskea seuraavasti,

[T\ T "
1< [ F-ogm(D)-om(eE)
izl a; T Zzl a; Hizlai

= Cnlog (%) = Cnlog <&> >0
(ITizy @) Gn

Néin ollen logaritmin laskusdéntéjen nojalla

An Z gn-
Yhtéasuuruus toteutuu jos ja vain jos a; = as = - - - = a,. Tamaé havaitaan helposti,
silla talloin méaratyssa integraalissa a; =T;, Vi=1,...,n.

0

4. EPAYHTALON H < G < A SOVELLUKSIA

Tassda kappaleessa esitellian lukuisia tilanteita, joissa epayhtdloda H < G < A
voidaan hyodynt&a.

Ensimmaisené esitelldin mielenkiintoinen geometrinen sovellus.
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4.1. Sovelluksia samanpainoisessa tilanteessa.

Esimerkki 4.1. Tilanteessa n = 3 (GA):n avulla voidaan osoittaa, ettd tunnettaessa
kolmion piiri tasasivuisella kolmiolla on kaikkein suurin pinta-ala.

Olkoon kolmion sivujen pituudet a, b, ¢ eli kolmion piirin puolikas on t&lldin
p = “¢ Tunnetun Heronin kaavan [11, s. 28] mukaan sen pinta-ala on

A= /p(p—a)(p —b)(p — c). Yksinkertaisilla laskutoimituksilla saadaan tasasivuisen

kolmion alaksi Ay = %. Nyt (GA):n avulla samanpainoisessa tilanteessa kun n = 3
saadaan,

3/2

A= (Vo=a-0p-0) < @((p_a)(p;bxp_d)w = % = Ap.

Helposti havaitaan yhtédsuuruuden toteutuvan ylla olevassa epayhtélossé jos ja vain
josp—a=p—b=p—celia=b=rc.

Hyvin kauan on tunnettu aritmeettisen ja harmonisen keskiarvon soveltaminen
médritettaessa neliGjuuria ns. Heronin menetelmaéllé.

Esimerkki 4.2. Pyrittdessd selvittdméaan neliGjuuren arvo luvulle z > 0, voidaan
katevisti kayttda hyviksi epayhtilod H < A tilanteessa n = 2.

Valitaan mielivaltaiset luvut a, b siten, ettd b > a > 0 ja ab = x. Asetetaan ag = a,
bo = b ja méaritelladn rekursiivisesti

2 2an—lbn—1
an = H (an— 7bn7 = = )
( 1 1) an171 bnlil anfl + bnfl
1+ bp—
bn - A(an—la bn—l) - %a

missd n € Ny \ {0}.

Tarkistetaan seuraavaksi, ettd a,b, = r kun n € N. Suoritetaan asian toteaminen
induktiivisesti. Kun n = 1 niin asia on selvi, silld

2ab a+b
al'bl_(aﬁ—b).( 9 )—ab

Oletetaan seuraavaksi, ettd yhtalo toteutuu kaikkilla luonnollisilla luvuilla
0,...,n — 1 ja pyritddn tdmén nojalla ndyttdmé&an, ettd se toteutuu myés arvolla n.
Tehdéén siis induktio-oletus, ettd

2an—2 : bn—? Qp—2 + bn—2
n—1" bn— = : — Up-2" bn— =ab
-t ! Qp—2 + bn—2 2 n=2 2 “

ja tdmén jélkeen suoritetaan lasku

Qp, - bn =H (anfh bnfl) - A (anfla bnfl) = =0ap-2- bn72-
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Induktio-oletuksen nojalla a,b, = z, Vn € N, \ {0}.

Keskiarvojen ominaisuuksien perusteella on selvéi, ettd a, < api1 < by < by
ja suoralla laskulla ndhdaan, etta

bnfl — Qp—1 b—a

N.
5 << g, nE

b, —a, <

Nain ollen siis
liMy oo @y = limy o0 by, = V2.

Eli kahden luvun aritmeettisen ja harmonisen keskiarvon iteraatio suppenee niiden
yhdistettyyn keskiarvoon, geometriseen keskiarvoon. Vrt. Huomautus 3.5.

Huomautus 4.3. Kyseinen menetelmé on varsin tehokas tapa laskea nelijuuria. Va-
litsemalla ag = 2 ja by = 1 jo kolmas iteraatio antaa tuloksen oikein viiden de-
simaalin tarkkuudella eli v/2 ~ 1,41421. Voidaan itseasiassa osoittaa ettd Heronin
menetelmén (m + 1):s approksimaatio on sama miké saavutetaan ketjumurtolukuke-
hitelmilla 2™:nell& kerralla. Télla on merkitysté jopa tietokoneille laskemisessa, koska
ketjumurtoluvuista tulevat approksimaatiot ovat tietyssd mielesséd "parhaita”
approksimaatioita kyseisille luvuille.

Huomautus 4.4. Keskiarvojen iteraatioita, yhdistettyja keskiarvoja ja Heronin menetelmén
laajennusta korkeampiin juuriin on kisitelty mm. [2, s. 413 -]

(GA)m avulla voidaan ratkaista varsin kétevisti monia muitakin raja-arvoon liit-
tyvid ongelmia. Niytetidn esimerkkind etta lim, ... = /n = 1.

Esimerkki 4.5. Oletetaan ettd n > 3, tilloin voidaan arvioida ylospéin seuraavasti

n2—n termia n termia
/_/a 7 N N
n? n 1 NN 1 e
<o = () e (L T
n

2 1 1 1
_nmondnye 1L 0L
ja téssd epayhtdlo saadaan siis (GA):4 kdyttaméalld. Néin ollen tdmén perusteella
voidaan kirjoittaa

n2

1\? 3
1<n1/":(nl/2”)2<(1+— <l4+—
Vn Vn'

joten

lim, .o = U/n = 1.

Yksi tdrkeimmista ellei jopa térkein (G A):n sovelluskohde on muiden epéyhtaloiden
todistaminen.
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Esimerkki 4.6. Todistetaan, ettd epayhtalo 1-3-5---(2n — 1) < n” pétee V n > 1.

Ratkaisu. Kayttamélla (GA):4 samanpainoisessa tilanteessa lukuihin
1,3,5,...2n — 1 saadaan

L85 2n—1) < (1+3+5---+(2n—1))":(%)”:nn.

n

Helpohkosti voidaan néyttad, ettd osoittajassa oleva aritmeettinen sarja
Sp=143+5---+(2n—1)=n

Kirjoitetaan summa S,, kahteen kertaan siten etté toinen kirjoitetaan vastakkaisessa
jarjestyksesséd ja summaamalla termit allekkain saadaan

Sp=1+3+--+2n—-3)+(2n—-1)
Sp=0C2n—-1)4+2n—-3)+---+3+1
25, =2n+2n+---+2n+2n

TV
n termié

eli

28, =n-2n = S, =n’

Esimerkki 4.7. Tehtdvindmme on vertailla lukujen (2n)! ja n?" suuruuksia.

Ratkaisu. Helposti havaitaan kummassakin luvussa olevan 2n tulon tekijaa ja kun
n=1tain =2on (2n)! > n*. Kun taas n = 3 niin 720 = (2n)! < n?" = 729.
Pyritadn nyt ndyttadmédn, ettd epadyhtalo péatee nédin péin aina kun n > 3.
Tutkitaan aluksi vertailtavien lukujen osaméaraé, joka voidaan kirjoittaa seuraavasti
tulona, jonka tekijoinéd on (2n — 1) murtolukua

n* (n) (n) (n) n n n

(2n)! — \1 2 n 2n — 2 2n—1 2n)"
Triviaalisti havaitaan, ettd murtolukuun » (= 1) asti kaikki tulontekijdt ovat suu-
rempia kuin yksi ja taas sen jilkeen pienempid kuin yksi. Muodostetaan seuraavaksi

lukupareja yhdistamélla ensimméinen murtoluku viimeisen kanssa, toinen toiseksi vii-
meisen kanssa ja niin edelleen eli

(3) o 25 2), (3)a (525) . 2 i (5t

ja néin ollen keskimméinen murtoluku 2 jdd ilman paria. Sovelletaan seuraavaksi

(GA):a termeihin k ja 2n — k, missd 2 < k < n — 1. Téstd saadaan

k+2n—k\°
k(2n—k)<<++) =n?,
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mikd on helposti muokattavissa muotoon (% . 2n”_k) > 1. Ensimméistd paria lu-

kuunottamatta on siis kaikkien murtolukuparien tulo suurempi kuin 1. Selvitetdan
seuraavaksi milld n:n arvoilla ensimméisen lukuparin tulo

n3
— > 1.
2n(2n — 1) —

Ratkaisemalla epédyhtélo saadaan,
n>v2+2~ 3 41.

Niéin ollen siis jokaisen parin tulo on suurempi kuin 1 kun n > 4 ja télloin
(2n)! < n®". Aiemmin todettiin tapaukset n = 1,2 ja 3 eli kaikilla kokonaisluvuilla
n > 3 patee

(2n)! < n*".

4.2. Sovelluksia painotetussa tilanteessa ja muita yleistyksid. Kaikki tdhén-
astiset esimerkit ovat hyodynténeet (G A):4 samanpainoisessa tilanteessa, seuraavissa
esimerkeissd hyodynnetéddn painotettua versiota.

Seuraavassa esimerkissi esitellddn geometriaa sivuava sovellus (G A):sta

Esimerkki 4.8. Jos a, b ja c ovat kolmion sivujen pituudet, niin ndytetaéan etta talloin

patee
a b c
(1+b_c) -(1+C_“> -<1+a_b) <1
a b c

Ratkaisu. Aloitetaan muuttujanvaihdoilla

a b c

w=—-", Wy=—""—", W3 =—"—
YT adbte P at+bt+ce P a+bte

ja jatketaan positiivisilla luvuilla (positiivisuus seuraa siité, ettd a, b ja ¢ ovat kolmion
sivujen pituudet)
b—c c—a a—>b

CL1:1+—, CL2:1+ y CL3:1+ .
a b c

Nyt voidaan kirjoittaa (w; + wy + w3 = 1)

a+b—c+b+c—a+c+a—b_
a+b+c N

b— ¢\ a¥bre c—a)\ i a — b\ a¥bre
(1229 (1 50) T (1) T s
a b c

wi Wy W

ay'as’as® < wiar + waas + wsaz = 1

eli
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Korottamalla epdyhtdlén molemmat puolet potenssiin a + b+ ¢ saadaan haluttu epé-
yhtalo.

Seurauksessa 3.10 néhtiin, ettd Youngin epdyhtilé on itseasiassa hieman modi-
fioitu versio kahden termin painotetusta (G A):sti. Todistetaan tdmén avulla kuuluisa
Hélderin epdyhtdlo, mika on erittédin keskeinen potenssikeskiarvojen tutkimuksessa.
Potenssikeskiarvoista lisdéd kappaleessa 5.

Esimerkki 4.9. Olkoot p ja p’ konjugoidut indeksit kuten seurauksessa 3.10. (Huomi-
oidaan myos, ettd p,p’ > 1.) Télloin mielivaltaisille ay, as, ..., an,b1,bs,...b, € Ry
pétee ns. Holderin epdyhtdilo

n n /p / p 1/p’
(i) (5
i=1 i=1 i=1

Ratkaisu. Jakamalla Holderin epédyhtalo puolittain oikean puolen termeilléd, saadaan
se yksinkertaisella muokkaamisella muotoon

£(efa) ()
i=1 Z?:1 a? Z?:l b? B

Nyt suoraan (GA):std saadun Youngin epédyhtélon nojalla voidaan vasenta puolta
arvioida seuraavasti

n 1/p ’ 1/p’ n ’

al bY 1 adf 1 bY 1 1
> |\ s SURTH D \osmmt o | =t =]
i=1 Zj:l a; > Vg i=1 pzj:l aj Py bf p P

Jj=1"7J Jj=1
ja néin siis Holderin epéayhtilo on todistettu.

Huomautus 4.10. Kun p =2 = p’ = 2 palautuu Holderin epayhtild muotoon

n n 1/2 n 1/2
i=1 =1 =1

Tamaéa, Holderin epéayhtélon lailla, sangen kuuluisa epayhtéloé on nimeltadn Cauchyn
epdyhtdlo. Muita tunnettuja nimié télle epayhtéalolle on Cauchy-Schwarz-epdyhtdals tai
Cauchy-Schwarz- Bunjakovski-epdyhtdlo. Luonnollisesti ylla oleva Holderin epayhtélon
todistus todistaa myos Cauchyn epayhtélon.

Harvemmin kuulee puhuttavan harmonis-aritmeettisesta keskiarvoepéayhtalosta
(HA). Tamé johtuu osaltaan siitd, ettd se on nédenndisesti heikompi epayhtilo kuin
(GA), mutta varsinaisesti siitd ettd (GA):n todistaminen todistaa my6s (HA):m. (Vrt.
seuraus 3.13)

Seuraavassa esimerkissa (H A) osoitetaan kuitenkin suoraan, silla todistus on varsin
lyhyt ja yksinkertainen, kun kiytetadn huomautuksessa 4.10 esiteltyd Cauchyn epéayh-
taloa.
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Esimerkki 4.11. Aloitetaan kirjoittamalla

(S (52) = (e (2)7) - (5)

missd epéayhtédlovaihe seuraan Cauchyn epayhtélostd. Yksinkertaisella muokkauksella
saadaan epayhtalé muotoon

eli

Aw 2 Hw-

Jotta nahtaisiin ettd monet erittdin kéayttokelpoiset epayhtalot ovat tavalla tai
toisella sidoksissa (G'A):66n todistetaan Holderin epéyhtalon avulla Minkowskin epd-
yhtils.

Esimerkki 4.12. Olkoon p > 1, talloin mielivaltaisille a1, as, ..., a,,b1,bs,...,b, €
R, pétee ns. Minkowskin epdyhtilo

n 1/p n 1/p n 1/p
(Sewr) = (2) ()

i=1 i=1
Ratkaisu. Tarkastellaan epédyhtalon vasenta puolta:

ial—l—b Zal (a; + b;)" —I—Zb (a; + b;)"
i=1
n p /s n (r—1)/p n /p / n (r—1)/p
< <Z af) <Z (a; + bz‘)p> + (Z b‘?) (Z (a; + bz‘)p) :
i=1

=1 1=1 i=1

misséd epayhtalovaihe seuraa Holderin epayhtélosta. Ottamalla nyt oikealla puolella
yhteinen tekija, sievenee epayhtdlo muotoon

n n 1/p n 1/p n (p—1)/p

=1 =1

Jakamalla epdyhtdld puolittain tekijalld (>°7 , (a; + b;)" )PP saadaan se lopulta

muotoon
n 1/p n 1/p n 1/p
i=1 i=1 i=1

miké on siis Minkowskin epéyhtalo.
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Huomautus 4.13. Minkowskin epéayhtélo on itseasiassa kolmioepéyhtélo [P-jonoava-
ruudessa.

Esimerkki 4.14. Todistetaan Bernoullin epdyhtilo: Jos x € R, pe R, x> —1 ja
p # 1, niin

(4.1) (1+2z)’>14px (p>1),
ja vastaavasti
(4.2) (1+z) <1+4+pxr (O<p<l).

Molemmissa epdyhtildissd yhtdsuuruus pétee jos ja vain jos x = 0.
Ratkaisu: Todistetaan jalkimméiinen epayhtéld ensin.

Olkoon (0 <p< 1), wy=p, wy=1—p, a; =1+2z >0 jaay =1. Kahden termin
painotetulla (GA):1l4 saadaan

p(l+2)+(1—=p)-1> (1 +a)P 117
eli
(1+2z)’ <1+ pz.

(GA):n nojalla yhtdsuuruus pétee jos ja vain jos a1 = ay = x = 0.

Olkoon nyt p > 1. Kun 1 4+ pr < 0 ensimmaéinen (aito) epdyhtdlo péatee triviaa-
listi. Kun taas 1+ px > 0 saadaan jo todistetun jalkimmaéisen epayhtalon nojalla

1
I+p)?<1+=-pr=1+2z
p
ja korottamalla t&mé puolittain potenssiin p saadaan

(14+2z)" > 1+ pz.

Tamén kappaleen viimeisesséd esimerkissé nédytetddn mm. miten Neperin luvun e
médrittelevdn jonon suppenemisen tarkkuutta voidaan arvioida.

Esimerkki 4.15. Olkoon a; + -+ + a, = X > 1 ja halutaan selvittdd milloin tulo
aj - - - a, on suurimmillaan. Nyt (GA):n nojalla tiedetdén, ettd epayhtélossa

n

yhtédsuuruus toteutuu jos ja vain jos a; = --- = a,. Néin ollen ongelma voidaan
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. T . . n .
palauttaa muotoon, jossa etsitdan kokonaislukua n, jolla (%) saa suurimman arvon-
sa.

Yritettdessd maksimoida (%)n, voidaan aivan yhta hyvin maksimoida n log (%) eli
konstruoidaan funktio f(t) = t log (%) Koska f'(t) = log (%) — 1, on funktiolla

absoluuttinen maksimi pisteessa ¢ = % Olkoon m se kokonaisluku, jolla (%)m saa
suurimman arvonsa kokonaislukujen joukossa. Néin ollen

) =6

(4.3) X <(m+1) (1 + i)m

eli

ja toisaalta

eli

(4.4) X>m (1 + #)m_l .

—_ 1/n 1
1 \"! n—101+-2+)+1
(1~(1+ ) > <( A+ 77)
n—1 n
eli

as (IR

Téssd on kyseessd aito epayhtélo, koska (GA):ssd yhtdsuuruus toteutuu jos ja vain
jos ay = --- = a,, ja nyt 1+ﬁ7é1, Vn=2 3,...
Nyt voidaan epayhtélon 4.5 nojalla kirjoittaa

(4.6) n<1+n11)n_1<(n+1) (1+%)n.

Epéayhtéloistda 4.3, 4.4, 4.5 ja 4.6 ndhdédn ettéd kaikille X > 1 on olemassa n € N
siten, ettd
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(4.7) n(l—l—nil)n1<X<(n+1)(1+%)n.

Epéayhtélo 4.7 voidaan puolestaan muokata muotoon

1 n—1 X 1 n+1
(4.8) (1 + ) < =< (1 + —)
n—1 n n

Yleisesti ottaen funktion f maksimipiste t = % ei ole kokonaisluku, mutta erikoistapauk-
sessa kun % =n € N on n yksikésitteinen ratkaisu ja se on yhtédpitavia epayhtalon
4.7 kanssa eli voidaan kirjoittaa

1 n—1 1 n
n(l—l— ) <ne<(n—|—1)<1—|——> :
n—1 n

Ja koska tdmé pétee V n = 2,3, ... voidaan raja-arvotarkastelua varten kirjoittaa

(4.9) < (1 + %)n <e.

1+2

Tasta nahdédan etta
. \"
1My —oo (1 + —) = e.
n

Suoritetuissa laskuissa on muutamia huomionarvoisia seikkoja. Alussa ldhdettiin liik-
keelle madritelméstéa log e = 1 ja padadyttiin Neperin luvun tuttuun raja-arvoesityk-
seen. Toinen ehképé viela merkittavampi, seikka on suoraan (GA):std saatu epiy-
htalo 4.5. Siitd nimittdin ndhdiddn automaattisesti jonon (1 + %)n olevan kasvava n:n
suhteen. Lisdksi epayhtédlon 4.9 vasemmanpuoleisesta epayhtilosta saadaan myds vir-
hearvio jonon n:nnelle termille.

5. POTENSSIKESKIARVOT

Lopuksi luodaan katsaus aritmeettisen, geometrisen ja harmonisen keskiarvon klas-
siseen yleistykseen ns. potenssikeskiarvoon. Osoitetaan myos, ettd H < G < A on
yleistettavissa potenssikeskiarvojen avulla eli pétee niin sanottu potenssikeskiarvoepé-
yht&lo.

Mairitelma 5.1. Kun » € R mééritelldadn painotettu r:s potenssikeskiarvo luvuille
ai,...,a, ja painoille wy, ..., wy,,
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,
n

1/r
1
R w;al , kunreR\ {0},
<Zi:1 Wi =1 )

My=9 G, kun r =0,
max{as,...,a,}, kun r = oo,
min{ay,...,an}, kun r = —oo0.

Huomautus 5.2. Samanpainoisessa tilanteessa potenssikeskiarvo saa luonnollisen
muodon

Koska My, ,, = Awn, My, = Gun, My}, = Hy, muodostavat potenssikeskiarvot
luonnollisen laajennuksen néille perustavaa laatua oleville keskiarvoille. Tapaukset
r =1 jar = —1 ovat ldhes triviaaleja ja seuraavat suoralla laskulla maaritelméasta.
Tapaus r = 0 on puolestaan hieman monimutkaisempi ja siksi se on syyté todistaa.
Ennen todistusta palautetaan mieliin siind kaytettava [’Hopitalin sddanto.

Huomautus 5.3. I’Hopitalin sddnnon mukaan pitee avoimella vélillé |a, b] 5 ¢ mééritel-
lyille ja derivoituville funktioille f ja g,

f(z)

/
lim:pﬂc_ = llmxﬂcf,—(x)
g(x) 9'(x)
kunhan liséksi ¢'(¢) # 0 ja joko limg_.. f(x) = lim,_.g(z) = 0 tai lim,_.|g(z)| = .
Raja-arvo voi olla joko direllinen tai ddreton. Katso todistus esim. [4, s. 598-600].

Todistus. Heikentamatta millaén lailla todistuksen yleispatevyytta skaalataan painot,
kuten on monesti aiemminkin tehty, siten ettd y ., w; = 1. Kdyttdméalld todistuk-
sessa apuna logaritmin ominaisuuksia saadaan,

l T owal
ll.m,r_@ log M:“U — limr_}() og (21:1 w az) _
r

ja koska nyt on kyseessé (g) muotoa oleva raja-arvo voidaan [’Hopitalin saantoa

soveltaa. Pienelléd laskemisella saadaan yhtdlé muotoon

, > iy (wiaflog a;) .
=1 r— = n - = Zl 7 =1 eeapn =1 w-e
T a2 | = log (o) = Lou G

eli

limr_@ M:U = Qw.
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Osoitetaan vield raja-arvot

lim,—oo M, = maz{ay,...,a.}, lim,__o M, =min{ay,...,a,}.

Todistus. Osoitetaan ensin etta lim, o, Ml = max{ai,...,a,}.

Oletetaan ettd r € Ry \ {0} ja lukujen olevan jérjestetty siten etté
max{ai,...,a,} = a,. Télloin potenssikeskiarvon mééritelmén nojalla péatee

1/r
w
= a, < M, <a,.
(Z )

i=1 Wi

Téstd ndhdéédn suoraan, etta

lim, oM. = a, = maz{ay,...,an}.
Seuraavaksi osoitetaan ettd lim, .., M. =min{ay,...,a,}.
Nyt lukujen suuruusjérjestyksestd puolestaan oletetaan, ettd min{as,...,a,} = a;.
Olkoon b; = %, niin ollen max{b,...,b,} = ai Nyt ylldolevan todistusksen perus-

teella tiedetéén, ettéd lim, o, M7 (b) = i ja néin ollen voidaan kirjoittaa

n 1/r n 1/r
, 1 ., 1 L, 1
O O S I s S B R
=17 =1 =17 =1

Tekemalld nyt muuttujanvaihdon s = —r saadaan puolestaan

n 1/-s
(va(a))_l = (Z%Zwia;(”) — i, kun s — —oo0.

i=1 Wi T ay

Nain ollen siis

lims—rfoo MZ(G) =a; = m’in{aq’ e ,an} = Q.
]

5.1. Potenssikeskiarvoepidyhtilé. Kuten aiemmin todettiin, saadaan aritmeetti-
nen keskiarvo potenssikeskiarvosta potenssin arvolla r = 1, geometrinen keskiarvo
r = 0 ja harmoninen keskiarvo potenssin arvolla » = —1. Nyt kun tiedetddn néi-
den kolmen keskiarvon vililla vallitsevasta epéayhtdlostéd, herdd luonnollinen ajatus
yleisemmaésta epayhtalosté potenssikeskiarvoille.

Lause 5.4. Kun r,s € RU{—o00,00} ja r < s, niin luvuille ay, ..., a, ja painoille

w1y, ..., W, patee

M, < M;,

ja yhtdsuuruus pdtee jos ja vain jos a; = -+ = Q.
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Todistus suoritetaan yleisen painon tilanteessa.

Todistus. Menettamétté todistuksen yleispitevyyttd oletetaan ettd > .  w; = 1.
Jaetaan todistus kolmeen osaan: 0 < r < s, r <0 < s ja r < s < 0, joista
todistetaan ensin tapaus r < 0 < s. Selkeyden vuoksi tdmé todistus on syyté jakaa
vield kahteen osaan.

r=0<s:

n n 1/s
G=]Ja" < (Z wmf) = M,
) 1

=1 =
ja korottamalla nyt epédyhtéld puolittain potenssiin s saadaan

n

n
w; s 8
”ai < 5 w;a; .
i=1

=1

Kyseessa on siis painotettu (GA) luvuille af, ..., as.

r<0=s:

n 1r n
M = (Z wmi) < Ha?’i =g,
=1 =1

ja samoin kuin edellisessé tapauksessa epayhtélo korotetaan potenssiin 7. Nyt kuitenkin
r < 0 eli epayhtélon suuruusjérjestys vaihtuu, joten saadaan

n

n
w;T r
Hai < E w;a,;
i=1

i=1

eli painotettu (GA):n luvuille af, ..., al,. Lause on nyt todistettu kun r < 0 < s.
Todistetaan seuraavaksi tilanne 0 < r < s:

Olkoon t = 2 ja b; = af & b = af Vi = 1,...,n ja midritellidn avoimessa
joukossa |0, oo funktio f(z) = z'.

Koska nyt (¢t > 1) on f’(z) = (t — )t 22 > 0, Va > 0 eli f on aidosti kon-
veksi (Katso lause 3.23), voidaan Jensenin epayhtélon (Lause 3.25) nojalla kirjoittaa

(S0 =1 ($o0m) S - St
=1 =1 i=1 i=1

Yhtasuuruus pétee jos ja vain jos by = --- = b,. Tekemailld edelld saatuun epéi-
yhtéloon takaisinsijoitukset ¢ = 2 ja b; = a; saadaan

n s/r n
(Z wmf) < Z w;a;

i=1
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ja yhtasuuruus pétee jos ja vain jos a; = --- = a,. Korottamalla molemmat puolet
potenssiin 1/s > 0 saadaan puolestaan epayhtilo

n 1/r n 1/s
M = (Z wiaf) < (Z w,af) = M?
i=1

i=1

Yhtasuuruus toteutuu jos ja vain jos a; = --- = a,. Néin ollen todistus on valmis
my0s tapauksessa 0 < r < s.

Vield on jaljelld todistus tilanteessa r < s < 0:

Todistus etenee ldhes identtisesti ylld olevien tapausten kanssa, joten kaydaan lapi
vain ydinkohtia eroavaisuuksista. Pienet erot seuraavat siitd ettd nyt 0 < ¢ =2 <1,
jonka johdosta konveksiksi funktioksi valitaan f(x) = —z' eli

f"(z) =t (1 —t) 22 > 0. Miinusmerkki aiheuttaa Jensenin epiyhtilévaiheessa merkin
k#dntymisen ja lopussa korotettaessa epéyhtdlo puolittain potenssiin 1/s < 0 kéén-
tyy merkki toisen kerran, samaan tyyliin kuin » < 0 = s. Néin ollen my6s tilanteessa
r < s < 0 saadaan epéyhtéld lopulta muotoon

n 1/r n 1/s
M = (Z wia;”) < (Z wmf) = M.
i=1 i=1
O

5.2. Potenssikeskiarvoepiyhtilon sovelluksia. Kahdessa ensiméisessé esimerkissé
kaytetddn huomautuksen 5.2 samanpainoisen tilanteen potenssikeskiarvoepayhtaloa.
Ennen esimerkkia esitellddan siind hyodynnettava apulause.

Lemma 5.5. Kun aq,...a, >0 ja k > 1, niin on voimassa epdyhtdlo

n k/n n 1 k n
k
n(HaZ) Sn(ZﬁaZ) SZai,
=1 =1 i=1
missd yhtisuuruus toteutuu jos ja vain jos ay = -+ - = Q.

Todistus. Osoitetaan ensin vasemmanpuoleinen epayhtélo, joka saadaan lauseen 5.4
nojalla:

() <520 oo

=1

Seuraavaksi osoitetaan oikeanpuoleinen epayhtélo, joka puolestaan saadaan néin:

(MH)* = (Zl % az-)k < X;%a’“ — (MH)".

Kun muistetaan ettd k& > 1, niin lemma 5.5 on todistettu.
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U
Esimerkki 5.6. Todistetaan epéyhtélo
( " )(Hy) _ ( "4 x) (z+y)/z < n -
n ;nal <n ;nai _;ai ,
kun ay,...,a, € Ry ja x > 1, y > 0. Yhtdsuuruudet pétevit jos ja vain jos

ay = -+ = Qy.

Ratkaisu. Olkoon x, y, b; > 0. Talloin lemman 5.5 oikeanpuoleisen epayhtalon
nojalla voidaan kirjoitta

"4 (z+y)/z n
(z+y)/z
(Tin) ey
=1 =1

missé IT“/ > 1. Yhtédsuuruus pétee jos ja vain jos a; = - - - = a,,. Tekemaélla seuraavaksi
sijoitus b; = a} saadaan

" 4 (z+y)/x n
n<2ﬁ> <3 af.

i=1 =1

Jaljella oleva vasemman puolen todistus hoituu helposti potenssikeskiarvoepayhtélon
avulla,

"4 (z+y) " (z+y)/=
(Ml)(x+y) _ (Z _ai> < (Z - azc) _ (M:c)(QTﬂJ) 7
n n

i=1 i=1

kun x > 1. Yhtasuuruus toteutuu jos ja vain jos x = 1 tai a; = --- = a,. Nyt
epayhtalo on siis todistettu kun x > 1 ja y > 0.

Esimerkki 5.7. Todistetaan epayhtalo
n (z+y)/n n 4 (zty)/x nq (z+y)
: < Za® < Za

kun ag,...,a, € Ry \ {0} ja0 <z <1, y > 0. Yhtdsuuruudet pitevét jos ja vain jos
ap =+ = ay.

Ratkaisu. Lemman 5.5 vasemmanpuoleisen epdyhtéalon nojalla pétee suoraan

n (z+y)/nx "4 (zty)/z
() =(5)

=1

kun b; > 0. Tekemalld sama b; = a] sijoitus kuin esimerkissd 5.6 saadaan
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n (z+y)/n " 4 (zty)/z
1)1

i=1 =1

Jaljella oleva oikeanpuolen todistus hoituu helposti potenssikeskiarvoepéayhtalon avul-
la

"4 (z+y)/x " q (z+y)
(Mm)(z+y) _ (Z ﬁ af) < (Z E aj) _ (M1)(m+y)’

i=1 =1

kun x < 1. Yhtasuuruus toteutuu jos ja vain jos x = 1 tai a; = --- = a,. Nyt
epayhtalo on siis todistettu kun 0 < z <1 jay > 0.

Esimerkki 5.8. Osoitetaan epéayhtéalon

a§”—|—a§1+--~+a§+a’1"—|—a§”+---—l—a$+H,+a’1"—|—a’2”+-~—|—a;”,1

m—1 m—1 m—1
ay Qg an,

>n—=1(a"+-+a))
paikkansapitavyys, kun a;---a, =1 ja a; >0 Vi=1,...,n jalisdksi m > 1.

Ratkaisu. Olkoon Sy = af + -+ + a?. Nyt (GA):n nojalla saadaan

k k
4+ .+ /
n

Potenssikeskiarvo epéayhtaloa kayttamélla voidaan puolestaan kirjoittaa

m m\ 1/m\ "™
M= T g((—al - a) ) = (M™)™,

n

joten

i<S—m = Slgsm.

n n

Y114 olevien perustelujen nojalla voidaan epéayhtélo kirjoittaa muodossa

Sm (Sl—m - TL) Z Sl - Sm .

>n >0 <0

Muokkaamalla sitéd hieman saadaan se muotoon,
S S1em — 51 > (n—1)S,

ja pienen laskennon jialkeen havaitsemme kyseessé olevan juuri vaadittu epéayhtalo.
Kirjoitetaan epéayhtilo vield lopuksi siistiin ja tiiviiseen muotoon
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"\ S, — 2T
> T 2 (n= 1S,

=1 X

6. KVASI-ARITMEETTINEN f-KESKIARVO

Viimeisessa kappaleessa luodaan pikainen katsaus kvasi-aritmeettisiin keskiarvoihin,
jotka ovat luonnollisia laajennuksia aikaisemmissa kappaleissa esiintyvista tuloksista.
Néaytetddn kuinka tdmén tutkielman pééroolissa olevat aritmeettinen, geometrinen ja
harmoninen keskiarvo seuraavat kvasi-aritmeettisesta f-keskiarvosta.

Maaritelma 6.1. Olkoon I C R véli ja aidosti monotoninen jatkuva funktio

f I — R. Olkoon lisiksi a; € I jaw; >0 Vi=1,...,n, siten ettd > ., w; # 0.
Téalloin luvuille aq, ..., a, ja painoille wy, ..., w, painotettu kvasi-aritmeettinen
f-keskiarvo on

Fo=f"" (ﬁ sz’f (%’)) :

vi=1

Funktiota f sanotaan keskiarvon F,, kehittdjafunktioksi.

Seuraavissa esimerkeissid ndytetddn kuinka (painotettu) aritmeettinen, geometrinen
ja harmoninen keskiarvo seuraavat kvasi-aritmeettisesta f-keskiarvosta.

Esimerkki 6.2. Aritmeettinen keskiarvo. Valitaan funktioksi f jatkuva ja aidosti
kasvava (aidosti monotoninen) funktio f: R — R, x — z = f~!(2) = x. Laske-
taan talloin luvuille aq, ..., a, ja painoille wy, ..., w, kvasi-aritmeettinen f-keskiarvo

Fu-

Naiin ollen suoraan maaritelmésta 6.1 saadaan

Fo=f" (ﬁ Zwif (%’)) =f (z:n;w Zwif(ai)>

=17 =1

1 n
= <n wif(ai) = A,.
D ey Wi ;

Téssé voitaisiin funktioksi f itseasiassa valita mikd tahansa muotoa f(z) = ax + 8
(v # 0) oleva funktio.

Esimerkki 6.3. Geometrinen keskiarvo. Menetellain muuten kuten esimerkissé 6.2,
mutta nyt aidosti monotoniseksi jatkuvaksi funktioksi valitaan f :]0,00[ — R,

v logx = f~!(x) = e". Yksinkertaista laskentoa harjoittamalla, jossa hyodyn-
netéddn logaritmi- ja eksponenttifunktion ominaisuuksia, saadaan seuraavaa
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1 n 1 n

-1 z : -1 E
w == Zn i 7 = E:n ll i
F f T w; 2 w; | ((1 ) =T m W, 2 w;tog a

3
’ w;
i=1 "7

1 n =
1 n ) ) wi\ ST w
= eXiz1¥i (X wilog ai) = elog(H?:l a; Z)Z”l - H a;” = Gy.
=1

Kuten esimerkissd 6.2, ei tdssidkéddn tehty funktiovalinta ole ainoa mahdollinen jo-
ka johtaa geometriseen keskiarvoon. Itseasiassa voidaan valita miké tahanasa muotoa
f(x) =log,x (a >0, a+# 1) oleva funktio.

Viimeisené esimerkkiné késitellddn harmonisen keskiarvon tapaus.

Esimerkki 6.4. Téssé tilanteessa kvasi-aritmeettisen keskiarvon F,, kehittdjafunk-
tioksi valitaan f: R\ {0} — R\ {0}, z — % = fl(z)=1

T

1 ~ 1 w;
Fo=f"=—)) wif(w)|=f"=— —
D i1 Wi ; D i1 Wi 2:; @i

Z?:l Wi

e E
i=1 q

Huomautus 6.5. Valittaessa keskiarvon F,, kehittdjafunktioksi f : ]0, co[ — ]0, o0],
x +— ", saadaan ylla olevien esimerkkien kaltaisilla yksinkertaisilla laskuilla

Fop = M.,

Talloin siis kvasi-aritmeettinen f-keskiarvo on itseasiassa r:s potenssikeskiarvo.
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